MATEMATICAS Il
Selectividad 2022

Comunidad autonoma de

NAVARRA

I;—”-___—g),

=—=—-%
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Antonio Menguiano



http://www.apuntesmareaverde.org.es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES
Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible.

x+ (a? — 2a)y — z = —a?

x+ (@ —-4)y+ Qa—-3)z=-a%*-2a
x+ (@ —4a+4)y+(@*—-2a)z=—-a*+a-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

29) Calcula los valores de t para los que la matriz A2¢ + A%° es matriz singular, siendo A = ((1) t_—ll)'
39) Calcula la ecuacién continua de la recta t que pasa por el punto T(1,—5,3) y corta a las rectas r =
{—x—y—Z+3=0 s= Xyt _z2

3x+z-10=0 '°~=2° -1 1

42) Calcula la ecuacidon continua de la recta s que pasa por el punto P(1,2,—1), es paralela al plano
x—y+2z+2=0

n;2x—y+z=chortaalarectarE{Bx_y_z_g:0'

59) Calcula las siguientes integrales definidas:

dx -
I1=fmelz=f(3—2x)-e 2X . dx.

1
62) Se considera la funcidn f(x) = esenx+cosx:
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 7z].

b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo.

2_
eX 2

79) Sea la funcion f(x) =

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [—2, —1].

b) Comprueba que existe un valor a € (—2,—1) tal que f'(a) = e. Enuncia el/los resultado(s) teori-
co(s) utilizado(s), y justifica su uso.

82) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones: f(x) =2 — |x| y
g(x) = x? — 10. Calcula el drea de la regién del plano encerrada entre ambas gréficas.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible.

x+ (a? —2a)y — z = —a?

x+ (@ —-4)y+Qa—-3)z=-a%?-2a
x+ (@ —4a+4)y+ (@ —-2a)z=—-a*+a-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

SOLUCION
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1  a?>-2a -1
M=1|1 a’?—4 2a—3 |y
1 a?—4a+4 a*-2a
1 a’ —2a -1 —a?
M =11 a’—4 2a—3 —a*—-2a |
1 a°—4a+4 a*—-2a —-a*+a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del pardmetro a es el siguiente:

1 a*>-2a -1 1 a(a—2) -1
M| =1 a%2-4 2a—-3|=[1 (a+2)(a—2) 2a-3|=
1 a?—4a+4 a?>-2a 1 (a —2)? a?—2a
1 a -1
=(@a-2)|1 a+2 2a-3|=
1 a—2 a%*-2a

=@—-2)-[a@a+2)(a—-2)—a+2+aRa-3)+a+2-a*(a—2)—
—(a—-2)(2a-3)] =
=(@—-2)-[a(a®?—4)+4+2a*—-3a—a®+2a*—-2a*+3a+4a—6] =
=(@—-2)-[a®—4a—a®+2a*°+4a—-2]=(a—2)(2a*-2) =
=2(a-2)(@*-1)=0=a,=-1,a,=1,a; = 2.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:
a+-—1
Para{a+1 ;= RangM = RangM' = 3 =n®incég.= S.C.D.
a+2

1 3 -1 -1
Paraa=-1=>M =<1 -3 -5 1 >:>{C2=—36'4}:>RangM’ = 2.
1 9 3 -3

Paraa=—-1= RangM = Rang M' = 2 < nincég.= S.C.I.
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1 -1 -1 -1
Paraa=1=>M' = (1 -3 -1 —3> = Rang M' = {C4,C,,C,} =
1 1 -1 -1

1 -1 -1
=21 -3 -3|=3-14+3-3+3—-1=4+0= RangM' =3.
1 1 -1
1 0 -1 —4
Paraa=2=M =1 0 1 —-8]|=RangM = {C,(,,C,}=>
1 0 0 -3
1 -1 -4
=1 1 -8=-3+8+4—-3=6+0=RangM’' =3.
1 0 -3
Para {Z i ;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
Se resuelve, en primer lugar, paraa # —l,a # 1y a # 2:
2 _ _ 2
1 a2 2a 1 2a F, > F, — F,
1 a“—4 2a—3 —a’—2a |2\ LF _F(7
2 2 2 3 3 1
1 a*—4a+4 a“—2a —a“+a-1
1 a*-2a -1 —a?
=10 2a-4 2a — 2 —2a |={F>FB+R}=
0 —2a+4 a*>-2a+1 a-1

1 a®-2a -1 —a?
_—a-1 _  —(a+1) _ -1
=\0 2a-4 2a-2 —2a |®Z= T Ginen % ot
0 0 a?—1 —a-—-1

2(a—2)y+2(a— 1)z = —2a; (a—2)y+(a—1)-a%11=—a;

(a=2)y—1=—q; (a—2)y=1—a=>y=5.
- — 7 = —g?- _9oy.1a_t__ .2
x+ala—2)y—z a®; x+a(a—2) — T as;
—a2 —
x+a—a?+—=—-a%x+a+—=0x=———a=>x=—271
a—1 a—-1 a—1 a—-1
., -a’+a-1 1-a -1
Solucwn.x—T,y—E,z—E,VaeR {—1,1,2}.

x+3y—z=-1
Resolvemos ahora para a = —1. El sistema resulta x — 3y — 5z = 1, que es compatible inde-
x+9y+3z=-3
terminado. Despreciando una ecuacién, por ejemplo, la tercera, y haciendo z = A:

x+3y=-1+21

1 2
x—3y:1+51}=>2x_61’ x=3A 3y=-14+1-34 y_—g—g,l,

Soluciom: x = 31,y = —;—%A,z = A VA ER.
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29) Calcula los valores de t para los que la matriz A2¢ + A%° es matriz singular, siendo 4 = ((1) t_—ll)'

SOLUCION

Una matriz es singular cuando no es invertible, es decir: cuando su determinante es cero, por lo
cual, tiene que ser |42 + A%5| = 0.

A + AP = A A+ A =42 -4+ D).

Teniendo en cuanta que el determinante de un producto de matrices es igual que el producto de
los determinantes de las matrices, puede hacerse lo siguiente:

|42 + 45| = |25 - (A+ D] = |4 - |4+ DI = 0. ()

Teniendo en cuenta que |A| = |(1) t_—11| = 1, sustituyendo en la expresién (*) resulta:

(14AD% - [(A+ Dl =0; 1#-|(A+DI=0=>|A+D|=0.
0 —1y . (1 0y (1 -1

avi=( )+ =G )

|(A+I)|=0=>|1 _tl|=0;t+1=0=>t=—1.

La matriz [A*® + A?5] es singular parat = —1.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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39) Calcula la ecuacidén continua de la recta t que pasa por el punto T(1,—5,3) y corta a las rectas r =

{—x—y—Z+3=0 g= X oy _z2
3x+z—10=0 Y’ =TT T 1
SOLUCION

La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_{—x—y—z+3=0

r= 34 7—10 =0 >x=A z=10—-31;, y=3—-x—2z=
x=A
=3-1-10+4+31% y=-7+4+21 =>r=yy=-7+2A
z=10—- 34

Un punto y un vector director de la rectar son A(0,—7,10) y v, = (1,2, -3).
Un punto y un vector director de la recta s son B(0,—1,2) yv, = (2,1, —1).

AT = 0T — 04 = [(1,-5,3) — (0,—7,10)] = (1,2,=7).
BT = 0T — 0B = [(1,-5,3) — (0,—1,2)] = (1, -4, 1).

Se definen los planos ; y m, de la siguiente forma:

. x—1 y+5 z-3
nl(T; v_r),AT) = 1 2 -3 (=0;
1 2 -7

—14(x—1)-3(y+5)+2(z—-3)—-2(z-3)+6(x—1)+7(y+5) =0;
—8(x—-1)+4(y+5)=0; 2(x—-1)—(y+5)=0; 2x—2—-y—-5=0=

>m=2x—y—7=0.

. x—1 y+5 z-3
m,(T; v5,BT) = | 2 1 -1[=0;
1 —4 1

x—-1)—-(Ww+5)-8z—-3)—(z—-3)—4(x—-1)—-2(y+5)=0;
—3x—-1)-3(y+5)—-9=z—-3)=0 x—-1D)+y+5)+3(=z—-3)=0;
x—14+y+5+3z-9=0=>nm,=x+y+3z—-5=0.
La recta pedida es la que determinan los planos ; y 1,:
t=?x—y—7=0
T x+y+3z-5=0

La recta t expresada por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

tzﬁi;ﬂgzj£=0:Z=A$x+§ZEtzB=ﬁx=12—%;
xX=4—-%4 y=2x-7=8-21-7=>y=1-2A
x=4-121
t=Jy=1-2A
z=12
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42) Calcula la ecuacidon continua de la recta s que pasa por el punto P(1,2,—1), es paralela al plano
x—y+2z+2=0

n;2x—y+z=chortaalarectarE{3x_y_z_3:0'

SOLUCION
El haz de planos 8 paralelos a m = 2x — y + z = 0 tiene por expresidn general f = 2x —y +
z+D=0.
De los infinitos planos del haz 3, el plano y que contiene al punto P(1,2,—1) es el que satisface
su ecuacion:
P=2x—y+z+D=0

>y=2x—-y+z+1=0.
El punto Q de corte de la recta r con el plano ¥y es la soluciéon del sistema que forman:
xX—y+2z=-2
3x—y—z= 3}. Resolviendo por la regla de Cramer:
2x—y+z=-1

-2 -1 2
3 -1 -1
— — 2—-6—1-2+2+3 -2
X = 11 _11 21 = :—:—2
-1-6+2+4-1+3 1
3 -1 -1
2 -1 1
1 -2 2
3 3 -1
— 12 -1 11 __ —
y=2—L1l-3-6+4-12-1+6=—6.
1 -1 -2
3 -1 3

Z=%=1+6—6—4+3—3=—3.

El punto de corte es Q(—2,—6, —3).
La recta s pedida es la que contiene a los puntos P(1,2,—1) y Q(—2,—6, —3).
QP=0P-00 =[(1,2,-1) — (-2,—-6,-3)] = (3,8,2).

x—1 y-2 z+1
3 8 2

SE=
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59) Calcula las siguientes integrales definidas:

dx _
11=fmelz=f(3—2x)-e2x-dx.
SOLUCION
Vx—1=t->x—-1=t?
_ dx 1 ) _
Il_fzm/ﬂ:' Pt dx = dt =>ft2+1 dt =arctgt+C =
x=t*+1
=1, = fz _—arctg\/ 1+C.

—-2x

3—2x=u->du=-2-dx
ILL=[(3-2x)-e % -dx > d =

_ 1
v=e P .dxov=—--e

= @B-20) (-3 e) - [-1 e (=2 dx) =

2

=—%-e‘zx-(3—2x)—fe"2x-dx=—%-e"zx-(3—2x)+%-e"2x+6’=

e [3-20)—1]+C=—5-e > - 2-2x)+C>

=>I,=[(3-2x)-e**-dx=e%*-(x—1)+C.
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1
62) Se considera la funcidn f(x) = esenx+cosx:

a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, ].
b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo.

SOLUCION

a) La funcidon f(x) es continua en R, excepto los valores reales de x que anulan la expresion
sen x + cos x, en cuyo caso, la funcion no estd definida por ser:

f(x)=e%=e°°=00.

3 7m 11w 157w
senx+cosx=0:>senx=—cosx:>x={7; et T---},engeneral:
4k—1
X=T7T,VkEN.
3 7T
Parak=1:>x1=TE[0,n]. Parak=2:>x2=7$[0,n].

g e 3
La funcién esta definidaen [0, ], Vx € R — {Tn}
Por ser f(x) una funcién compuesta por funciones continuas de x, sen x y cos x:

f(x) es continua en [0, ], excepto para x = 3%’.

b) La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo, maximo o minimo, es
gue se anule su primera derivada en ese punto.

Para obtener la derivada de la funcion se procede del modo siguiente:

f(x) = esemereoss = LIf ()] =

f'(x) _ —1-(cosx—sen x)
fx) T (sen x+cosx)2

1
sen x+cosx’

1

= f’(x) = esenx+cosx - SenX7Cosx

(sen x+cosx)?’

Sen x—Ccosx

1
f’(x) = () = esenx+cosx - = 0.

(sen x+cosx)?
Por ser em + 0,Vx €E Ry (senx + cosx)? # 0,Vx € D(f):

f'(x) =0=senx—cosx = 0; senx=cosx=>x=/1n+%,V/1€Z.
Para/1=0:>x1=%6[0,n]. Paralzl:xzz%ﬂe[o,n].
El dnico extremo relativo se encuentra para x = %.

Para diferenciar si se trata de un maximo o de un minimo relativo puede recurrirse a la segunda
derivada, pero lo engorroso del proceso recomienda su determinacién por el signo de la primera deri-
vada en diferentes intervalos.

. . T . T T
Para el estudio en el intervalo (O, Z) se considera el valor . € (0, Z)‘
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1 21 .
_— T T
T T Sen_-—CoS— 1,43 =——
Para x = T_ 30° = fl(E) = pSengtcosg . 6 62 = e2t7 .22 s =
6 6 (senZ+cos3) l+ﬁ)
2 2
1
e y . .
=e z (+) — < 0 = En el intervalo (0 4) la funcién es decreciente, lo cual implica, te-

G+ r)
2 2

. . . . 3 . . s . .
niendo en cuenta la continuidad de la funcién, que para x = " la funcién tiene un minimo relativo.

1
f(g) — esen%+cos% — e% \/Z—E =e

1

-

1
La funcién f(x) tiene un minimo relativo en el punto P ( evz )
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2_
eX 2

79) Sea la funcion f(x) =

X

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [—2, —1].

b) Comprueba que existe un valor a € (—2,—1) tal que f'(a) = e. Enuncia el/los resultado(s) teori-
co(s) utilizado(s), vy justifica su uso.

SOLUCION

2_
eX 2

a) La funcion f(x) = —es continua en R — {0}, por ser el cociente de dos funciones continuas, en R

el numeradory en R — {0} el denominador vy, teniendo en cuentaque 0 ¢ [—2,—1]:

La funcion f(x) es continua en [-2, —1].

2 2 2
, _ 2xe¥ 2x—e¥ 721 ¥ 72.(2x%-1)
b) f (x) - .X'Z - xz .
La funcion f'(x) es continua en (—2, —1) por ser un cociente tal que el numerador es el produc-
to de dos funciones continuas en Ry el denominador es una funcién continua en R — {0} y, teniendo en
exz_2~(2xz—1)

cuenta que 0 € (—2,—1), por lo cual, la funcién f'(x) = 2

es continua en (—2,—1).

Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux, que dice
que, “si una funcion es continua en un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(b) al menos una vez”.

e(-2%-2[2.(-2)2-1] €27

f'(=2)= a— =2"2~12093.

4

eD?-2[2.(-1)2-1] el

fr(-1) = 2 -
De lo anterior se deduce que:
f'(-1)=037<f'(a) =e=272< f'(-2) = 12,93, con lo cual:

Queda probado que existe a € (—2,—1) tal que f'(a) = e.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autonoma de NAVARRA

Autor: ANTONIO MENGUIANO

www.apuntesmareaverde.org.es
h“ﬂ

Textos Marea Verq:



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

408

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

82) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones: f(x) =2 — |x| y
g(x) = x? — 10. Calcula el drea de la regién del plano encerrada entre ambas gréficas.

SOLUCION

En primer lugar, nétese que ambas funciones son simétricas con respecto al eje de ordenadas
por ser f(—x) = f(x) y g(—x) = g(x).
—x si x<0

x Ssi x>0
24+xsi x<0

2—x si x>0
Los puntos de corte de las funciones tienen por abscisas las raices de las ecuaciones que resultan
de la igualacidn de sus expresiones.

Parax > 0: f(x) =g(x) 2 —x=x2—-10; x> +x—12=0;

_ —1+V1+48  —14V49  -147 (= —4,noes >0
- 2 - 2 T 2 x, =3

Teniendo en cuenta que |x| = { , la funcién f(x) = 2 — |x| puede redefinirse de la

forma siguiente: f(x) = {

}:>x=3:>A(3,—1).

Por simetria, otro punto de corte es B(—3,—1).

Teniendo en cuenta que f(0) =2 = €(0,2) y que la funcién
g(x) = x2 — 10 es una parabola convexa (U), por ser positivo el coefi-
ciente de x2, cuyo vértice es el punto VV (0, —10), la representacion gra-
fica de la situacion se expresa, de forma aproximada, en la grafica ad-
junta.

Teniendo en cuenta la simetria de las funciones, que en el inter-
valo de la superficie a calcular las ordenadas de la funcién f(x) son
iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la funcion
g(x), y de la observacién de la figura se deduce la superficie a calcular,
que es la siguiente:

3 3
s=2-f [f(x)—g(x)]-dx=2-f [(2—x) — (% — 10)] - dx =
0 0

3 3 2 3
=2 (-2 —x+12)-dx=2-[-S-Z+ 12x]0=

=2-[(--2+12:3)-0|=2-(-9-2+36)=2-(27-2) =54-9 >

= § =45 u?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS Il
| INSTRUCCIONES GENERALES

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.
Tiempo méximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible.

(a>-1Dx+ay+a?z=1
(@ —-1Dx+ @+ 1y+(@@®+a)z=2.
y+ (@*+2a)z=a+?2

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

292) Demuestra que se cumple |A-B| =0 para toda matriz A de dimensiéon 3 X 2, siendo B =

(o1 2

39) Calcula la ecuacién general del plano  perpendicular al plano ¢ = 2x —y —z — 1 = 0, sabiendo
que contiene al punto P(—1,2,1) y que la interseccion de ambos planos es una recta paralela a r =
x+y—2z—-3=0
{y —-z—3=0 '

3x—y+z—-6=0
x—y+3z—-8=0
tangente alplanor =2x+ 2y —z—-7 = 0.

49) Encuentra los puntos de la rectar = { gue son centro de una esfera de radio 3,

59) Sea la funcion f(x) = sen (% . Li)

. . . 1
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [;, e].

. 1 2 . L.
b) Demuestra que existe un valor a € (;,e) tal que f'(a) = 16_\/—62. Enuncia el/los resultado(s) teodri-
co(s) utilizado(s), y justifica su uso.
2 2x-1 x_1)2
62) Calcula los siguientes limites: lim ( 2x ) y limu.
x—+00 \x?*+x—1 x—0 L(x+1)—x
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7°) Sea la funcién f(x) = L (sen % - cos%).
a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [2, 4].

b) Demuestra que existe un valor a € (2,4) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

89) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de estas dos funciones: f(x) =
x3-3x-2y glx)=x-2.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible.

(a>-Dx+ay+a’z=1

(@-Dx+@+Dy+ @ +a)z=2.

y+ (@*+2a)z=a+2

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
SOLUCION
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a?—-1 a a? a?—-1 a a? 1
M=[ag?-1 a+1 a?4a |;M=|a?-1 a+1 da’+a 2 |
0 1 a’ + 2a 0 1 a’+2a a+2

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

a’?—-1 a a?
M| =|a?-1 a+1 a’+a|=>{FKL->F—-F}=>
0 1 a’+ 2a
a*—1 a a’ 1 4
> 0 1 a =(a2—1)-| ) =(@*-1(a*+2a—a) =
2 1 a*+2a
0 1 a°+2a

=@ -1D@*+a)=ala+1)?*@-1)=>a, =0,a,=-1,a; = 1.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

a+0
Para ja +# —1; > Rang M = Rang M' = 3 = n%inco6g.=
a+1
Sistema Compatible Determinado
-1 0 0 1
Paraa=0=>M’=<—1 1 0 2>=>RangM’:>{C1,C2,C4}=>
0 1 0 2
-1 0 1
=>|-1 1 2|=—-2-14+42=-1#0= RangM' =3.
0 1 2

Paraa=0= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

o -1 1 1
M=(0 0 0 2|={C=—-C}>RangM' =2
— _ 0 1 -1 1
Paraa=-1= 0 1 1
M=({0 0 0 |>RangM=1
k 0 1 -1

Paraa=—-1= Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.
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0 1 11
Paraa=1=>M’=(0 2 2 2>=>{C3=C4}=>RangM’=2
0 1 3 3

Paraa=1= RangM = Rang M' = 2 <n®incég.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, paraa # 0,a # —1ya # 1:

a® -1 a a’® 1
(az—l a+1 a*+a 2 >:>{Fz—’F2_F1}:>
0 1 a’?+2a a+2
a’—-1 a a? 1
=>( 0 1 a 1 >=>{F3—’F3_F2}=>
0 1 a’+2a a+2
a’?—-1 a a’ 1
:>< 0 1 a 1 >:>z:az+1: el =2
a’+a a(a+1) a
0 0 a’?+a a+1

y+a-%=1; y+1=1=>y=0.(a2—1)x+a2-§=1; (@-Dx=1-a;

@+D@a-Dx=—-(a-1); (a+Dx=-1=x=—.

a+1

Solucion: x = _—1,y —0,z=2vaeR- {-1,0,1}.
a+1 a

y+z=1
Resolvemos ahora para a = 1. El sistema resulta 2y + 2z = 2}, equivalente al sistema
N ) y+3z=3
yy+ 32 ; 3} gue es compatible indeterminado. Haciendo x = A:
y+z=1}—y—z=—1} 9 1 v —
y+3z=3f y+3z=3 J-24=% 2=Ly=0

Solucion: x = A, y=0,z=1,YA€E€R.
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292) Demuestra que se cumple |A-B| =0 para toda matriz A de dimensién 3 X 2, siendo B =

(o 1 2)
SOLUCION

a

Sea la matriz A = (c
e

b
)
f

a b a b a+2b
A-B=<c d)-((l) (1’ ;)=<c d c+2d>.
e f e [ e+2f
a b a+2b
[A-Bl|=0=]|c d c+2d|=0;
e [ e+?2f

ad(e + 2f) + cf(a+ 2b) + be(c + 2d) —de(a + 2b) — af(c + 2d) —

—bc(e +2f) = (a+ 2b)(cf —de) + (c + 2d)(be —af) + (e + 2f)(ad — bc) =
= acf —ade + 2bcf — 2bde + bce — acf + 2bde — 2adf + ade — bce +
+2adf — 2bcf = 0.

También puede hacerse de la forma siguiente:

a b a+2b a b a a b 2b
c d c+2d|l=|c d cl+|c d 2d|=0+0=0.
e [ e+?2f e f e e f 2f

En la realizacién del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.

|A-B| =0,Va,b,c,d,e,f, como se queria demostrar.
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39) Calcula la ecuacidn general del plano  perpendicular al plano a = 2x —y —z — 1 = 0, sabiendo

que contiene al punto P(—1,2,1) y que la interseccion de ambos planos es una recta paralela a r =
{x +y—-2z—-3=0
y—z—3=0 )

SOLUCION

La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

+y—2z—-3=0

z{x y— ez Sz=) y=3+4 x=3+21-3-1=1>
y—z—3=0

x=A
>r = {y =3+ A. Unvectordirectorder esv, = (1,1,1).
z=A

También se puede obtener un vector director de r de la forma siguiente:

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son n; = (1,1,—2) y n, =

(0,1,-1).
I L A
vi=11 1 =2|=—-i+k+2i+j=i+j+k=>7=(111).
0 1 -1

Un vector normal delplanoa =2x —y—z—1=0es7 = (2,—1,-1).

La expresién general del plano m pedido es la siguiente:

x+1 y—2 z-1
n(P; v, M) =| 1 1 1 |=0;
2 -1 -1

—x+D+2y-2)- -1 -2z-D+(x+1D)+(y—-2)=0;
3(y—2)—-3(z—-1)=0; y—-2—-z+1=
n=y—z—1=0.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autonoma de NAVARRA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

—— 1
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

3x—y+z—-6=0
x—y+3z—-8=0
tangente alplanor = 2x + 2y —z—-7 = 0.

SOLUCION

49) Encuentra los puntos de la rectar = { gue son centro de una esfera de radio 3,

La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

:{Sx—y+z—6=02> _/1:>3x—y=6—l}3x—y=6—l }:
“lx—y+3z-8=0"7" x—y=8-31) —x+y=-8+31
=252x=-2+4+2 x=-14+1 y=x—-8+31=-14+1-8+31=>
x=-1+21
>y=-94+41 >r =y =-9+44L
z=4A

Un punto genéricode larectar esP(—1+ A,—9 + 41, 1).
Se tiene que cumplir que la distancia d(P,m) = 3.

La distancia del punto Py(xq, Yo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula

_ |Ax0+By0+CZO+D|
d(Po, m) = VAZ+B2+(2
Aplicando la férmula al punto P(—1 4+ 4, -9+ 44, ) yplanomr =2x + 2y —z—7 =0:
_ [2:(=1+A)+2:(=9+40)—A-7| _ |-2+2A-18+8A-A-7| _ |-27+94| _
dmP)=3=> " ne v %

—34+1=1-1, =4

_|-27+494] _
- - 3-1=1-2,=2"

N _ 3 |27+ 92 = 9; |—3+,1|=1:>{

x=-14+4=3
M=4=y=-9+16=7}=

z=4
P1(3'7;4)'
x=-14+2=1
/12=2=>{y=—9+8=—1}=>
z=2
P,(1,-1,2).
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59) Sea la funcion f(x) = sen G . L%)

. . . 1
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [;, e].

b) Demuestra que existe un valor a € ( ) tal que f'(a) =

utilizado(s), y justifica su uso.

SOLUCION

a) Las funciones sen u y cos u existen y son continuas para cualquier valor real de x. Siendo u =
. . . .. s 1
h(x), demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que es continua la funcién h(x) = 7 L o

., T 1 . 1 1 o1
La funcién h(x) = . L; es continua en [;, e] por ser x € [;, e] = x > 0y, en consecuencia ~>

0, teniendo en cuanta que la funcién logaritmo neperiano esta definida en (0, +0).

Queda demostrado que f(x) = sen G . L%) es continua en E, e].

b) f(x) = sen (%Li) =senu= f'(x) =u'-cosu. (¥

=2 (U1-L0)=7-(0-Lx) >u=—7Lx
w=-Z.1=_ZI Sustituyendo en (*):
4 x 4x
/ =_T. L
f'x) = p cos( Lx).
T . 1 . . 1
La funcién f'(x) es continua en (;, e) por ser producto de dos funciones continuas en (Z' e) y

teniendo en cuenta el aparado anterior.

Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux, que dice
que, “si una funcion es continua en un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(b) al menos una vez”.

e e i me 2 meV2
/) =-=— cos( Le) =——.Cc0S-=—— —=———=—151.

4 4 4 2 8

o) = — . TN L (Lo ®) =B V2 _m2
fe)= de COS(4 Le)_ e ( COS4)_4e 2 8 0,20.

Demostrar lo pedido, segun lo anterior, equivale a demostrar que:

)< 1ez<f()=:» 151<e*/_

22 ~ _0,60, se cumple, en efecto, que: —1,51 < —0,60 < —0,20.

< —0,20.

Queda probado que existe a € (%, e) tal que f'(a) = le—ﬁz
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2x—1

- ;. . x? (e¥—1)2
62) Calcula los siguientes limites: lim ( > ) y lim ———.
x—+00 \x?*+x—1 x—0 L(x+1)—x

SOLUCION

xz 2x-1
lim ( > )
x—>+o00 \Xx“+x—1

2x-1

x2+x—1—x+1)

= 1% = Ind. tipon®e = lim ( >
X—00 xX4+x—1

2x-1
xZ4x-1 —x+1 X1 —x+1 \2X71
= 1im ( + ) =lim(1+ )" =lim (14 _
x—00 \xZ+x—1 x2+x—-1 X—00 x2+x—1 X—00 x2+x 1
—x+1
+1
x24x-1 —x+1 w2 4xqq2X—1) x2+x 1
(2x-1)- > ——
—x+1 x2+x—1 —x+1
=)}'1_I;£10(1+ x2+x— 1) 2911_)11;10 <1+ x24x— 1) =
“x+1 —x+1
—2x2+2x+x—1 —2x2+3x-1
x24x-17 x24x-1 x2+x-17 x24+x-1
—-x+1 -x+1
= ;l_l;l;lo 1+x2+x1 = gl_)n;lo 1-I-x2+xl =
-x+1 -x+1
lim —2x2+3x-1 2 2x—1
= ex-00 x2+x-1 = e—Z = lim ( ) = —
Xx—+00 x2+x—1 e?
(e¥-1)? e®-1)"  (1-1)2
= )’ => Ind.= {L'Hotipal} =
¥-0L(x+1)-x  L(O0+1)-0 L1
2-(e*-1)-e* 2e¥-(e*-1) 2e¥.(e*-1) _ 2-e%(e%-1 210 0
=>11m——1 T—lm = = (0 ) 5 _6=>
=0 ot =0 S =0 0+1 1
2x e" . 2e%X—egX . 2e%X—eX
= {L Hotlpal} > -2- lli'[(l) =—2: llinm =—2- llil’(l) TTi—x —
x+1 x (x+1)2 x (x+1)?
- 2e%% — ¥ ) 2e% — e ) 2-1—-1
[— i m—--= - [ | — —
x—0 1 1 1
(x+1)2 (0+1)2
(e*-1)?

x—0 L(x+1)—x -
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79) Sea la funcion f(x) = L (sen % — cos %)
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [2, 4].

b) Demuestra que existe un valor a € (2,4) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

SOLUCION

a X
) e g(x) = sen —

Considerando las funciones trigonométricas 1

g(x) = sen %y h(x) = cos %x, ;>< Vs

cuyas graficas, de forma aproximada, se expresanenla O 2 4 6 X

figura adjunta en torno al intervalo (2,4), se observa 1 / SN~

que, en el mencionado intervalo, todas las ordenadas h(x) = cds —
6

de la funcién g(x) = sen % son mayores que las co-
rrespondientes ordenadas de la funcién h(x) = cos %, por lo cual se puede deducir que la funcion
y(x) = g(x) — h(x) estal que y(x) > 0,Vx € (2,4).

Para la representacion grafica se ha tenido en cuenta lo siguiente:

g(x)zsen%zO::»%:n; =1=>x=6.

X v s
h(x)—cos?—O:?—;,

1
=-=>x=3.
2

IR o |R

La funcién y(x) es continua en R, por ser funcién diferencia de dos funciones continuas en R.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcidon logaritmo neperiano es (0, +0), de todo lo
anterior se deduce, y como se queria demostrar que:

La funcion f(x) =L (sen % — CoS %) es continua en (2,4).

b) A la funcién f(x) =L (sen % — cos %) le es aplicable el teorema de Bolzano, que dice que “si

f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo,
entonces 3c € (a, b) tal que f(c) = 0”

f(2) =L(sen z?n—cosz?n) =L(sen g—cosg) =L(§—%) =L%< 0.
f(4) =L(sen 4?”—COS%H) =L(sen Z?H—cosz?”) =L(g+§) =L\/§2+1> 0.

Queda demostrado que existe a € (2,4) tal que f(a) = 0.

Autor: ANTONIO MENGUIANO

s ::.: www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verd

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autonoma de NAVARRA



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

89) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de estas dos funciones: f(x) =
x3-3x-2y glx)=x-2.

SOLUCION

Los puntos de corte de las dos funciones tienen como abscisas las raices de la ecuacion que re-
sulta de la igualacion de sus expresiones.

f)=gx)>x3-3x—-2=x—-2; x3—4x=0; x(x?—-4)=0>
> x=—-2,x, =0,x3 =2.

Considerando el valor x = —1 € (—2,0):

f(-1D)=(-1)3-3-(-1)-2=-1+3-2=0

g(-1)=-1-2=-3

Considerando el valorx = 1 € (2,0):

fH)=13-3-1-2=1-3-2=-—

g=1-2=-1

De lo anterior se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S =[[f () - g@)] - dx + [[[g(x) = f()] - dx =
= [0 =3x-2) = (x = 2)] -dx + [ [(x —2) = (x® = 3x = 2)] - dx =

}=r-n>gc-n.

" 90>,

=f_oz(x3—3x—2—x+2)-dx+f02(x—2—x3+3x+2)-dx=

= ° (x3 — 4x) - 20ax — x3) dx = [E 2 L[ o) 2
= [,(x* —4x) - dx + [, (4x — x°) dx—[4 - _2+[2 o, =

4

el a2 0= [ o] o2 2) o

——44+8+8—4>
S = 8 u?.
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