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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
E ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
UNIVERSIDAD GENERAL JUNIO
DE LA RIOJA CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregird los cinco que haya contes-
tado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacidn. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni calculen integrales. Si algiin alumno es sor-
prendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

12) Dada la curva f(x) = %xz + 4x + 4.

a) Halla los puntos de la curva en los que recta tangente a ésta pase por 0(0, 0).

b) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

29) Halla el area de la region que delimita la grafica de la funcion g(x) = x - sen x y el eje de las absci-
sas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b) = 0.

39) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

. \/—_ . —9 . 3x+a\* _
a) 11111[ IxZ+ax+1-Bx—-1)]=2 b) lim ( ) e

x—+00 x—+00 \3x—1

x+y+az=a

49) Estudia el sistema {ax + ay + z = 1, dependiente del pardmetro real a, y resuélvelo en los casos
x+ay+z=a

en que es compatible determinado e indeterminado.

0 a
59) Sean las matrices A = ((1) —al i) yB = (1 1):
3 2

a) Determina para que valores de a la matriz A - B tiene inversa.

b) Resuelve, para a = 0, la ecuacién matricial ABX = 31, siendo I la matriz identidad.

62) Determina los valores de los pardmetros a, b y ¢ para que (x,y,z) = (1, 2,3) sea solucién del sis-
2ax + by +z = 3c

tema{3x — 2by —2cz =a
Sax — 2y +cz = —4b

79) Halla la ecuacion de una recta r, paralela al plano m = x+y + 2z = 0 y que contenga al punto
P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.
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89) Determina los valores de los pardmetros a y b para que el planom = ax +y + z = b contenga a la
x+y+z=1

rectarE{_x_zy_l_Z:O.

99) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre tres carreras que pueden cursarse
del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 % Arquitectura. El porcen-
taje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5 %, 12 % y del 18 %, respectivamente.
Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

a) Finalice sus estudios. b) Estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

102) Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 4 y desviacion tipica 2. Calcula el
valor de a para que: P(4 —a < X <4+ a) = 0,5934 (véase la tabla simplificada de la normal tipifica-
da).
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

12) Dada la curva f(x) = %xz + 4x + 4.

a) Halla los puntos de la curva en los que recta tangente a ésta pase por 0(0, 0).

b) Da las ecuaciones de las rectas tangentes.

Solucion
a) Los puntos de la curva tienen por expresion general P (a,%a2 + 4a + 4).
12
- 1 2 _Za+4a+4_1 4
OP = (a,—a +4a+4):>m————a+4+—.
4 a 4 a

Por otra parte, la pendiente de una funcidén en un punto es igual que el valor de su primera deri-
vada en ese punto.
f’(x)=%x+4. m=f’(a)=§a+4.
=—4

la+a+i=ta+4 ta+i=1a a®+16=2a% a2=16=>{m1_ .
4 a 2 4 a 2 m, =4

m; =—-4=>P(—4,4-16+4) =

P,(—4,-8).

P,(4,24).

b) La expresidon de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmula y — y, =
m(x — xy), que aplicada al punto 0(0, 0) con las pendientes obtenidas es:

t;>2y—-0=—4(x—-0)=—-4x =
ti =4x+y=0.

t,>y—0=4(x—-0)=4x =
t, =4x—y=0.

Autor: ANTONIO MENGUIANO

www.apuntesmareaverde.org.es
Emﬂ

Textos Marea Verde

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autdnoma de LA RIOJA



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

29) Halla el area de la region que delimita la grafica de la funcion g(x) = x - sen x y el eje de las absci-
sas en el intervalo que va de x = 0 al menor valor b > 0 tal que g(b) = 0.

Solucion
Los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas son los siguientes:
gx)=0=>x-senx=0=x =0+ km,VkN.
El menorvalordeb > 0,b € Nesb = .
Se trata de hallar el area de la funcién g(x) = x - sen x entre los valores 0 y 1.

En el intervalo (0, 1) todas las ordenadas de la funcién g(x) son positivas, por lo cual la superfi-
. V3 T
cieacalculares S = [ g(x) -dx = [ x - senx - dx.

Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida de la funcién.

u=x-du=dx
fx-senx-dx=>{ }=>
senx-dx =dv > v =—cosx
=x-(—cosx)—f—cosx-dx=—x-cosx+fcosx-dx=—x-cosx+senx.

S=f0nx-senx-dx= [—x - cosx + sen x|} =
=(—m-cosm+senm)—(—0-cosO0+sen0)=-m-(-1)+0—-0=m.

S = mu?.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autdnoma de LA RIOJA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

=
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

39) Determina, si existe, el valor de a de tal manera que:

a) lim [V9x2 +ax+1—-(3x— 1)] = 2. b) lim (3x+a)x =e

xX—+00 x—+o00 \3x—1
Solucién
a) lim [V9x2+ax+1—(3x—1)]=oo—oo=>1nd.=>
X—+00
I (\/9x2+ax+1—(3x—1))(\/9x2+ax+1+(3x—1)) I (*/9x2+ax+1)2—(3x—1)2
= lim = l1im =
X—+00 vox2+ax+1+(3x—1) x—400  VoxZ+ax+1+3x—-1
— lim 9x?+ax+1—(9x2—6x+12) .. 9x?+ax+1-9xZ+6x—-12 _
T xoto  VoxZtax+1+3x-1 T x5t  VoxZtax+1+3x-1
(a+6)x—11 11
. (a+6)x—11 — . a+6——
= lim = lim ——%27——= lim ——————=
x>+ VoxZ+ax+143x—1  x—o+o00 VoOx2+ax+1+43x-1  x—+00 \/9x2+ax+1+3_l
X X X
. a+6—% i a+6—% a+6—% a+6-0
= lim 2 = lim 1 1 1 1=;90030=;
xoteo foxtraxtl o 1 x—>+oo\/9+g+_2+3__ \/9_'_1_'__2_'_3__ V9+0+0+3—
X X X X X o0 o0 [ee]
a+6 a+6
—_— =12 =2, a+6=12=>
V9 +3 6
a==6.

b) lim (3x+a)x _

x—+0o0 \3x—1

x _1\X — X
lim (3x+a) — lim (3x+a+1 1) — lim (Sx 1+ a+1) _

x—+00 \3x—1 X—+00 3x—1 x—+0co \3x—1 3x-1
X f3X71 atl
. a+1\* . 1 . 1 a+l 3x-1
= lim (1+ = lim 1+m = lim 1+m =
xX—+00 3x-1 x—+00 X—+00
a+1 a+1
ax+x
3x—1.ax+x 3x=1735x—1
1 a+1 3x—1 1 a+1
= lim (1+ 3x=1 = lim 1+ %=1 =
xX—=+oo a+1 x>+ a+1
ax+x
3x—113x—1
[ a+1]
_ 1 lim #Xtx ) ax +x
=|lim | 1+5—— | = ex>+03x-1 = ¢ = |im =1=
X—+c0 3x—1 x—>+0 3x — 1
a+1
a= 3.
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x+y+az=a

49) Estudia el sistema {ax + ay + z = 1, dependiente del pardmetro real a, y resuélvelo en los casos
x+ay+z=a

en que es compatible determinado e indeterminado.

Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a 1 1 a a
M=|(a a 1|yM'=|la a 1 1]
1 a 1 1 a 1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

1 1 a
IM|[=la a 1l=a+a®+1-a?*—-a—-—a=0;
1 a 1 1 -1 -1 1

a® —a? —a+ 1= 0. Resolviendo por Ruffini:

a,=a,=1; a3 =-—1. I—

Para {aait_ll

}:>RangM=RangM’=3=n9inc()g.=>S.C.D. 1 1 |o

1 1 -1 -1
Paraa=—1=>M’=(—1 -1 1 1 ):{Fz=—F1}=> Rang M' = 2.
1 -1 1 -1
Paraa = —1= Rang M = Rang M' = 2 <n%incodg.= S.C.I.

(Con un grado de libertad)

1 1 1 1 1 11
Paraa=1=>M=(1 1 1 ;M =1 1 1 1|
1 1 1 1 1 11
Paraa=1= Rang M = Rang M' =1 <n%inc6g.= S.C.I.

(Con dos grados de libertad)
Resolvemos ahora en los casos de compatibilidad.

En primer lugar para a # —1y a # 1, que el sistema es compatible determinado. Resolvemos
por el método de Gauss.

1 1 a a 1 1 a a
(a a 1 1)=>{F51F;~__a§1}=>(0 0 1-a 1—a>=>
1 a la 30 0 a—1 1—a O
1 1 a a
=>{F3—>F3—F2}=>(0 0 1—a 1—a>=>y=1;z=1.
0 a—-1 0 a—1
x+y+az=a;, x+1+a=a>=>x=-1.

Solucion:x=-1,y=1,z=1.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autdnoma de LA RIOJA

Autor: ANTONIO MENGUIANO

www.apuntesmareaverde.org.es
Hluﬂ

Textos Marea Verde



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x+y—z=-1
Para a = —1 el sistema resulta —x—y+z = 1}, que es compatible indeterminado y equiva-
x—y+z=-1
—7=-1
lente al sistema X+y-—z _ } Haciendo z = A:
x—y+z=-1
x+y=-1+21 e A
x—y=—1—/1}=>2x_ 2; x=-1;, y=A

Solucion:x =—-1,y=4,z=AVAER.

x+y+z=1
Paraa =1 el sistemaresulta x +y +2z = 1}, gue es compatible indeterminado; y equivalente
x+y+z=1
alaecuacion:x +y+z=1. Haciendoy = u,z = A:

Solucionix=1—-—u—Ay=uz=A4vu AE€R.
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0 a
59) Sean las matrices A = ((1) —al i) yB = (1 1):
3 2

a) Determina para que valores de a la matriz A - B tiene inversa.

b) Resuelve, para a = 0, la ecuacién matricial ABX = 31, siendo I la matriz identidad.

Solucion
1 a 2 (2 ¢ a+6 2a+4
a)A'Bz(o -1 1)' 1) =( 2 1 )
3 2

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

IA-B| = |a;6 2a1+4| —a+6-22a+4)=0; a+6=4a+8;
3a=-2>a= —%::»

. . . 2
La matriz A - B es invertible Va € R — {— 5}.

b) ABX=3I; (A-B)-X=3; (A-B)'-(4-B)-X=3-(4-B)™'-1I;

I-X=3-(A-B)y!=X=3-(4-B)™.
6 4

> 1)

Adj.de (A~ B)f = (_12 _64).

Paraa=0=A-B = ( |A-B|=—2.(A-B)t=(6 2).

4 1

- _Adj.de(A~B)t_(_1 _4) _1 (=1 4
(A-B)'= 2ol =2 ( ).

|A-B| T2 2 -6
X=3-(4-B) !>

3 (—1 4

X‘E'(z —6)
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62) Determina los valores de los parametros a, b y ¢ para que (x,y,z) = (1,2, 3) sea solucién del sis-

3x —2by—2cz=a .

2ax + by +z = 3c
tema{

S5ax — 2y +cz =—4b

Solucion

3x —2by—2cz=a =

y=2t= 3—4b—-6c=aqa

{Zax+by+z=3c {x=1} 2a+2b+3=3c}

S5ax — 2y +cz = —4b

z=13 5a — 4+ 3c=—4b

De lo anterior resulta el sistema: a+4b+6c =3

2a+2b—3c=—3}

S5a+4b+3c=4

Resolviendo por la regla de Cramer:

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
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-3 2 -3
3 4 6
4 4 3| _ —36-36+48+48+72-18 _ 168-90 _ 78 _ 1
2 2 -3 24—12+60+60—48—6 144-66 78
1 4 6
5 4 3
2 -3 -3
1 3 6
5 4 3| _ 18-12-90+45-48+9 _ 72-150 _ -78 _ 1

78 78 78 78 ’
2 2 -3
1 4 3
5 4 4| _ 32-12+30+460-24—-8 _ 122-44 _ 78 _ 1

78 78 78 78 )

-/
Solucion:a=1, b=-1, c = 1.
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79) Halla la ecuacién de una recta r, paralela al plano m = x4+ y +z =0 y que contenga al punto
P(1,0,1). ¢Es Unica dicha recta? Razona la respuesta.

Solucién
El haz de planos, y, paralelos a m, tiene por expresion y = x +y + z+ D = 0. De los infinitos
planos de haz y, el plano B que contiene al punto P(1,0,1) es el que satisface su ecuacidn:

yzx+y+z+D=0} _ _
P(1,0,1) 214+04+14+D=0>D=-2>

>pf=x+y+z—2=0.

Un punto de 8 es Q(0,0, 2). La recta r puede ser, por ejemplo, la que contiene a los puntos P y

Q:
QP = 0P —00 =[(1,0,1) — (0,0,2)] = (1,0,—1).

La expresion de r expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas, es la siguiente:

x=1+4
r=ijy=20 -
z=1-2

Existen infinitas rectas que cumplen la condicién: todas las que estén contenidas en el plano 8
que pasen por el punto P(1,0,1).
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89) Determina los valores de los pardmetros a y b para que el planom = ax +y + z = b contenga a la
x+y+z=1

rectarE{_x_zy_l_Z:O.

Solucion

La expresién de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_(xt+ty+z=1 _ x+y=1-12 4o

_{—x—2y+z=0z>z_'1:>—x—2y=—/1}:> y=1-24
x=2-31

y=—1+2Ax—-1+21+1=1=>x=2-31 r=iy=-1+ 21
z=2

Un punto y un vector director de 7 son P(2,—1,0) y v, = (=3,2,1).
Un vector normal del plano T es 71 = (a, 1, 1).

Para que el plano i contenga a la recta r es necesario que el vector normal del plano y el vector
director de la recta sean perpendiculares, es decir, que su producto escalar sea 0:

n-v,=0>(11):(-321)=0 -3a+2+1=0; 3a=3=

a=1.

Si el plano ™ contiene a la recta r contiene a todos sus puntos, por lo cual, contiene al punto
P(2,-1,0).

T=x+y+z=0>

P(2,-1,0)

b=1.

}:2—1+0=b$

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autdnoma de LA RIOJA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

=
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

99) En un distrito universitario, los estudiantes se distribuyen entre tres carreras que pueden cursarse
del siguiente modo: el 20 % estudian Matematicas, el 35 % Medicina y el 45 % Arquitectura. El porcen-
taje de alumnos que finalizan sus estudios en cada caso es del 5 %, 12 % y del 18 %, respectivamente.
Se elige un alumno al azar. Halla la probabilidad de que:

a) Finalice sus estudios. b) Estudie Medicina si no finaliza sus estudios.

Solucion

-p=20,20-005=0,010
-p=2020-095=0,190

-p=035-012 = 0,042

-p=2035-0,88=0,308

-p=2045-0,18 = 0,081

-p=2045-082=0,369

@) P=PF)=PManF)+P(MenF)+P(ANF)=
= P(Ma) - P(F/Ma) + P(Me) - P(F/Me) + P(A) - P(F/A) =
= 0,20 - 0,05 + 0,35 - 0,12 + 0,45 - 0,18 = 0,010 + 0,042 + 0,081 = 0,133.

_ F
p (Me) __ P(MenF) _ P(Me)'P(m) 035088 _ 0,308 _
~ p(F)  1-P(F)  1-0133 0867

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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109) Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 4 y desviacidn tipica 2. Calcula el
valor de a paraque: P(4 —a < X <4+ a) = 0,5934 (véase la tabla simplificada de la normal tipifica-
da).

Solucion

Datos: u = 4; o = 20.

X > N(u; o) = N(4,2). Tipificando la variable: Z = %.
Tt <z <P = 0,5934;

P(4—aSXS4+a)=O,5934=>P(
p(ersd)r(e=d)p(r29=r(r=2)-[i-r(r=)]-

=P(zs§ —1+P(zs§)=0,5934; 2-P(ZS§)=1,5934;

o

Z < %) = 0,7967 = Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa:% =083 =
= a=1,66.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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L"R EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
fe LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
UNIVERSIDAD CURSO: 2021-2022

DE LA RIOJA MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contes-
tado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacidn. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sor-
prendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

x3

[*] e
19) Sea f(x) eeSEL
a) Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funciéon f, en caso de que existan.

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos y puntos de in-
flexion si los hubiera.

22) Hallar los valores de a y b para que la curva y = x3 + ax? + bx + 1 tenga en el punto P(x,, —1)
un punto de inflexién y la pendiente de la recta tangente valga 1.

x2+1
- ;. . tgx—x . 4x3-6x%\ x
39) Calcula los siguientes limites: a) lim g . b) lim ( ) .
x—0 X—sen x x—oo \ 4x3-1
x+y+z=2

x+2y+az=28
2x—y—z=1"
x—y+z=-2

49) Estudia el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y

resuélvalo en los casos en que es compatible.

2 b c+a
59) Calcula, sin desarrollar, el valor del determinante: D = (2 a b + c|. Justifica en cada paso la
2 ¢ a+b

propiedad de los determinantes que has utilizado.

5 2 0 0 1 0
62) Resuelve la ecuacion matricial: {0 0 1|-X=(1 0 0]

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autdnoma de LA RIOJA

Autor: ANTONIO MENGUIANO

www.apuntesmareaverde.org.es
h“ﬂ

Textos Marea Verq:



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

79) Determina, segun los valores del pardmetro real a, la posicion relativa de la recta r =
{ax+3y—22=4

2x—y+z=2 yelplanom = 6x + 5y — 3z = 2.

89) Estudia, segun los valores del parametro real a, la posicién relativa de las siguientes rectas: r =

{ax+3y—22=12ys_ ;ii-l_i/l
2x+5y—2z=6 I EA
Xxhoy—2 Z=6+42

99) Estudia la posible dependencia de los sucesos Ay B, en los casos siguientes:
a) Ay B son incompatibles y ambos sucesos de probabilidad no nula.

b) B estd incluido en A, y B es un suceso de probabilidad no nula.

109) La presidn arterial sistdlica de una muestra de adolescentes sigue una distribucién normal de me-
dia 120 y desviacidn tipica 12. Si se elige un adolescente al azar, halla:

a) La probabilidad de que su presidn arterial sea superior a 132.

b) La probabilidad de que su presidn arterial esté entre 96 y 144.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) Sea f(x) =

(1+x)Z
a) Halla el dominio, asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién f, en caso de que existan.

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos y puntos de in-
flexion si los hubiera.

Solucion:
a)

El dominio de una funcion racional es el conjunto de niumeros reales, excepto los valores que
anulan el denominador.

(x+1)?=0; x+1=0=>x=—1.
D(f) > R —{-1}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funciéon cuando x
tiende a mas o menos infinito.

k= hm f(x) = lim

(x+1)2 = o0 = No tiene asintotas horizontales.
X—00

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcidn tienda a infinito o me-
nos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Larecta x = —1 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

m = lim T )yn = lim [f(x)—mx].
x—oo X X—00 X
X3
= 1im L8 = jim & = i 2= q
x—00 X x—0o X x—o0 (x+1)2
2_ .. 2
n = lim [@—mx] = lim | —x]= lim 20D
X—0o x—oo L(x+1)? x—o00  (x+1)?
e xP—x(x?-2x+41) xZ-x342x2-x . —x343x%-x
N 911—1;1;10 (x+1)2 N ,Loo (x+1)2 ig?o (x+1)2 0.

Larectay = x es asintota oblicua de la funcion.

b) Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, respecti-
vamente.

F(x) = 3x2-(x+1)2—x3[2:(x+1)-1] _ 3x2-(x+1)-2x3 _ 3x3+43x2-2x3 _ x3+3x2 _ x2(x+3)

(x+1)4 - (x+1)3 T (x+1D)3 T (x+D3 T (x+1)3
2
') =0=>x(x(f:)33)=0=>x2(x+3) =0=>x; =x,=0; x3=-3.

Las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos (—o,—3), (—3,0) y (0, +),
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donde la derivada es, alternativamente, positiva y negativa.

Considerando, por ejemplo, el valorx = 1 € (0, +) es:

') =

Teniendo en cuenta lo anterior y el dominio de la funcién, y dando valores en los intervalos, se
tiene que los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

f'(x) > 0= Crecimiento: x € (—o0,—3) U (—1,0) U (0, +00).

12.(143)
(1+1)3

= % > 0 = Creciente.

f'(x) < 0 = Decrecimiento: x € (—3,—1).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

(3x2+6x)-(x+1)3+x2(x+3)-[3-(x+1)2-1] _ (3x2+6x)-(x+1)+3x%(x+3) _

f(x) = (x+1)6 (x+1)*
_ 3x3+3x246x2+6x+3x3+9x2  6x3+18x%+6x
B (x+1)% T (1)t
" _6x(x?+3x+1) _ 6(2x*—3x-1)
fo = (e+1)% (x2+1)3
f"(0) = 0 = Ni maximo ni minimo relativos.
e oy _ 6:(=3)[(=3)2+3-(=3)+1] _ -18:(9-6+1) !
f'(=3) = (—3+1)* - 6 0= " /
Max.para x = —3. | /
(-3) = L2 = -2 5 Maximo: 4 (-3,- %) |t
f laryeiriaini aximo: "~ ) SR P 1
1
Para que una funcién tenga un punto de inflexion es condicién :T
necesaria que se anule su segunda derivada: E
2 /'/ H:.
f”(x)=0:>%=0:>6x(x2+3x+1)=0; x =0. pe I
/ i
Se ha tenido en cuenta que x? + 3x + 1 # 0,Vx € R. '
03
FO0) =Gy =

Punto de inflexion: 0(0,0). Maximo: A (—3, — 24—7)
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22) Hallar los valores de a y b para que lacurvay = x3 + ax? + bx + 1 tenga en el punto P(xy, —1) un
punto de inflexién y la pendiente de la recta tangente valga 1.

Solucion:

Para que una funcion tenga un punto de inflexidon es condicion necesaria que se anule su segun-

da derivada:
y' =3x%+ 2ax + b. y" = 6x + 2a.
y"=0= 6x+2a=0; 3x+a=0:>x:>x0=_§_

Por contener al punto P (— %, —1) se cumple que: y(—g) = —1:

H =12 (=) e (5w () r1=n
a® a® ab _ 3 3 _ 3 _
—;+?—?+2—0; —a®>+3a®>—9ab+54=0; 2a°—9ab+54=0. (1)

Teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el
valor de su primera derivada, se cumple que y’(—g) =1;

2 2 2
y'(-9) = 1:>3-(—§) +2a-(—§)+b: 1 %—2%+b =1
a?—-2a*+3b=3; —a®?+3b—-3=0; a?-3b+3=0. (2)
Resolviendo es sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

3 — 3 _ —
2a —9ab+54—0} 2a 9ab+54—0}:>_a3_9a+54=0;

a?—-3b+3=0) —3a®+9ab—-9a=0
a® + 9a — 54 = 0. Resolviendo por la regla de Ruffini:
_ —3+\9-72

1 0 9 -54
3 3 9 54

a’+3a+18=0; a= . = a & R. Unica solucion real: a = 3.

a?-3b+3=0=>9-3b+3=0; 12—-3b=0; 4—b=0=>b =4.
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39) Calcula los siguientes limites: a) lim

tg x—x
x—0 x—senx’

Autor: ANTONIO MENGUIANO

www.apuntesmareaverde.org.es

Solucion:
1y 1-cos?x
tg x—x tg 0—0 o2y
a) g =1 = - :> Ind.= {L'Hopital} = 11m costx__ — Jjpy —costx
x—0XxX—senx 0—sen 0 —0 1—cosx x—0 1—cosx
Senzx 2 20 0 0
. 2 tag?x ta ,
= lim —<&*_ = 9 9" - =5 nd.> {L'Hopital} =
x—0 1—cosx x—-0 1—cosx 1—cos0 1-1 0
1 senx
: 2-tgx- cos%x . coSs3x 1
= lim =2 -lim——==2"-lim =2- 5 =
x-0 senx x-0 Sen x x—-0 COS3x cos>0
. tgx—x
lim——— = 2.
x—0 x—senx
x2+1 x2+1
6x%\ x . . 4x3-1+1-6x%\ «x
b) lim (—) = 1% = Ind. tipon®e = lim (—)
X—00 4 3 1 X—00 4-)63—1
2
x241 x2+41 d x+1
. 4x3-1  1-6x2%\ «x . X2\ x . 1
=11m( + ) =11m(1+ ) =lim(1+-—
x—oo \4x3-1 4x3-1 X —00 -1 X—00 4x-1
1-6x2
1-6x2 x241
4x3-1 1-6x2 x2+1 x2+174x3-1 «x
1 1-6x2 4x3-1 x 1 x
= lim (145 = lim |14 =
1-6x2 1-6x2
x2+1-6x*—6x2 —6x*—5x2+1
x2+1 ax%—x x2+1 ax%—x
X b
= [Jim (145 = |Jim (1+ 57 -
1-6x2 1-6x2
—6x*—5x2+1 6 3 1 1
= ex-o0  4x*—x —e 4=¢ 2 = =—==
eE eve
x2+1
li (4x3—6x2) x e
x—o00 \ 4x3-1 ez’
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x+y+z=2
x+2y+az=8
2x—y—z=1"
xX—y+z=-2

49) Estudia el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y

resuélvalo en los casos en que es compatible.
Solucion:

Se trata de un sistema de cuatro ecuaciones lineales con tres incdgnitas; para su resolucién se
elimina la ecuacién del parametro (segunda) y se resuelve el sistema formado por las tres ecuaciones

x+y+z=2
restantes, que es: 2x—y—z=1}, cuyas matrices de coeficientes y ampliada son: M =
x—y+z=0

1 1 1 1 1 1 2
2 -1 —-1|yM=(2 -1 -1 1
1 -1 1 1 -1 1 -2

El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:

1 1 1
M| =12 -1 —-1|=-1-2-141-1-2=-6%*0= RangM = 3.
1 -1 1

Rang M = Rang M' = 3 = n®inc6g.= S.C.D.

Resolviendo por la regla de Cramer:

2 1 1
1 -1 -1
— — —2—-1+42-2-2-1 -6
X = 2 1 11 =—=1.
-6 -6 -6
1 2 1
2 1 -1
— 1-4-2-1-2-4 -12
-6 -6 -6
1 1 2
2 -1 1
- - 2—4+1+2+1+4 6
Z = 1 1 2l — = —=—-1.
-6 -6 -6

Sustituyendo los valores obtenidos de x, y, z en la ecuacién despreciada:
x+2y+az=8=1+2-2—-—a=8 5—a=8=a=-3.
Paraa=-3=>S.CD=>x=1y=2,z=—1.

Para a +# —3 = Sistema incompatible.
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2 b c+a
59) Calcula, sin desarrollar, el valor del determinante: D = (2 a b + c|. Justifica en cada paso la
2 ¢ a+b

propiedad de los determinantes que has utilizado.
Solucion:

Si a una linea de un determinante se le suma (o resta) otra linea paralela, el valor del determi-
nante no varia.

Se va a restar la primera fila a las otras dos:

2 b c+a 2 b c+a 2 b c+a
D=12 a b+c|=|0 a—b b+c—c—a|l=|0 a—>b b—al.
2 ¢ a+b 0O c—b a+b—-—c—a 0 c—b b-c

Se va a sumar a la segunda columna la tercera:

2 b c+a 2 a+b+c c+a
D=0 a—b b—al=10 0 b—al.
0 c—-b b-c 0 0 b—c

Se ha transformado el determinante de una matriz triangular inferior (que es aquella matriz que
tiene todos los elementos situados por debajo de la diagonal principal ceros).

El valor del determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diago-
nal principal, por lo cual:

D=2-0-(b—c)=
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5 2 0 0 1 0
62) Resuelve la ecuacion matricial: ([0 0 1|-X=(1 0 0.

3 10 0 0 1
Solucion:
5 2 0 0 1 0
Llamando A={0 0 1]yB=|1 0 0|
31 0 0 0 1

A-X=B; A" A-X=A"1B, I-X=A"1B=>X=A"B.

5 2 0 5 0 3
|[Al=10 0 1|=6-5=1. At=(2 0 1).
3 1 0 01 0
/01_21 20\
1 0 o o lo 1 10 2
R T TR 5 0]]_
Adj.de 4t =| -] 0| |0 0| —|O 1| —<3 0 —5).
0 3 _|5 5 0 0 1.0
0 1 2 2 0
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79) Determina, segln los valores del parametro real a, la posicion relativa de la recta r =
{ax+3y—22=4

2x—y+z=2 yelplanom = 6x + 5y — 3z = 2.

Solucion:

La rectar y el plano w determinan el sistema 2x—y+z =2

ax+3y—22=4}
6x +5y—3z =2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

a 3 =2 a 3 -2 4
M=(2 -1 1 |yM'={2 -1 1 2|
6 5 -3 6 5 -3 2

Segun sean los rangos de M y M' pueden presentarse los siguientes casos:
19-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
22 -- Rang M = 2; Rang M’ = 3 = La recta es paralela al plano.

392-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

a 3 =2
RangM = (2 -1 1|=3a—-20+18—-12—-5a+18=
6 5 -3
=—-2a+4=0; —a+2=0=>a=2.
a 3 -2 4 3 -2 4
M =2 -1 1 2]|=>RangM' ={(,,(C;,C}=>|-1 1 2=
6 5 -3 2 5 -3 2

=6+12—-20—-20+18—-4=36—-44=—-8* 0= Rang M’ = 3.

Paraa + 2 = Rang M = Rang M' = 3 = Larectary el plano w son secantes

Paraa=2 = RangM = 2; RangM' = 3 = Larectar es paralela al plano

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Autdnoma de LA RIOJA

Autor: ANTONIO MENGUIANO

www.apuntesmareaverde.org.es
H__l'

Textos Marea Verq:



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

89) Estudia, segun los valores del pardmetro real a, la posicion relativa de las siguientes rectas: r =

ax +3y—2z=12 _x=5+3/1
{2x+5y—z=6 sEyy=1-4.
z=64+4A

Solucion:

La expresién de s por dos planos es la siguiente:
. x—5=—3y+3} S {x+3y=8
" 4x—-20=3z—-18 T UYx—-3z=2
ax +3y —2z=12
2x+5y—z=6

S

x—5 y-1 __z-6
3 -

Las rectas r y s forman el sistema , cuyas matrices de coeficientes y am-

x+3y=28
4x —3z=2
pliada son las siguientes:
a 3 -2 a 3 -2 12
2 5 -1 / 2 5 -1 6
M = M =
13 0])” 13 0 8
4 0 -3 4 0 -3 2

Segun sean los rangos de M y M' pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = Las rectas son coincidentes.
22 -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Las rectas son paralelas.
32-- Rang M = Rang M' = 3 = Las rectas son secantes.

49 -- Rang M = 3; Rang M' = 4 = Las rectas se cruzan.

2 5 -1
RangM = {F,,F;,F,}=[1 3 0|=-18+12+15=9#0=
4 0 -3
= Rang M = 3.
a 3 -2 12 a—4 -7 0 0
M =12 5 -1 6 {F1—’F1—2Fz}=> 2 5 -1 6 |_
1 3 0 8 F3 = F3; — 3F, 1 3 0 8
4 0 -3 2 -2 —-15 0 -16
a—4 -7 0 a—4 -7 0
=l 1 3 8 |=-8-| 1 3 1=
-2 -15 -16 2 15 2

=-8-[6(a—4)—14—15(a—4) +14] = -8 -[-9(a — 4)] =
=72-(a—4)=0>a—-4=0; a=4.
Paraa =4 = Rang M = Rang M' = 3 = Las rectas son secantes.

Paraa + 4 = Rang M = 3; Rang M' = 4 = Las rectas se cruzan.
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99) Estudia la posible dependencia de los sucesos Ay B, en los casos siguientes:
a) Ay B son incompatibles y ambos sucesos de probabilidad no nula.
b) B estd incluido en A, y B es un suceso de probabilidad no nula.
Solucion:
a) Dos sucesos A y B son incompatibles cuando P(A N B) = 0.
Dos sucesos son independientes cuando P(AN B) = P(A) - P(B).
Comoes P(A) # 0y P(B) # O:
Ay B son independientes cuando: P(ANB) = P(A) - P(B).

Ay B son dependientes cuando: P(AN B) # P(A) - P(B).
Como quieraque PANB)=0=
Ay B no son independientes.

b) Si B esta incluidoen A: P(ANn B) = P(B) # 0.
Cualquiera que sea P(B) # 0, siendo B c A, se cumple que P(4) # 0y, en consecuencia:
P(AnB)# P(A):- P(B) >
Ay B no son independientes.
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109) La presidn arterial sistdlica de una muestra de adolescentes sigue una distribucién normal de me-
dia 120 y desviacidn tipica 12. Si se elige un adolescente al azar, halla:

a) La probabilidad de que su presidn arterial sea superior a 132.
b) La probabilidad de que su presidn arterial esté entre 96 y 144.
Solucion:

a) Datos: p=120; o =12.

X-120

X -> N(u; 0) =N(120,12). Tipificando la variable: Z = -

P=PX2132)=P(z2222)=pP(z22)=Pz21) =

=1-P(Z<1)=1-08413 = 0,1587.

P)P=PO6<X<144)=pP(* <7< ) =p(Z<z<Y=
=P(-2<7Z<2)=P(Z<2)-P(Z<-2)=P(Z<2)-[1-P(Z<2)]=
=P(Z<2)—14+4P(Z<2)=2-P(Z<2)—-1=2-09772—-1=

= 1,9544 — 1 = 0,9544.
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