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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES

El alumno debera escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo
se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.
Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni
para representaciones gréficas. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacidn que se trata de resolver, justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas, claridad y
coherencia en la exposicion, precision de los célculos y en las anotaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion légica y los calculos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

2x+2my—z=0

19) a) Discutir el sistema {x + 2y + mz = 0 , segun los distintos valores del pardmetro m.
x—my+mz=20

b) Resuelva el sistemasim = —2.

0 3
29) Dada la matriz A = (8 Cll), calcule el valor de a tal que: A =A"1+ (0 0).

x-1 _y+2 _ z+1

3%) g) Dadalarectar = T -V el planom = 2x + y + mz = 0, calcule m para que la recta

y el plano sean perpendiculares.

b) Calcule el plano S perpendicular a los planosty = x+y+z=1ymn, =x—y+ z = 2, que pase
por el punto P(1, 2, 3).

49) Considere el punto P(2,2,1)yelplanomr =2x + 3y —3z+ 6 = 0.
a) Halle la recta r que pasa por Py es perpendicular a .
b) Calcule la distancia del punto Q(2, 2, —2) al plano .

59) Dada la funcién f(x) = x - e*, determinense su dominio de definicidn, asintotas, intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de infle-
xion. Esbdcese su grafica.

eX—x—1
2

62) Calcule: a) lim

x-0 X

b) 1=f01x-ex-dx.

. 1
79) Dadas las curvas de ecuaciones y = v3x, y = gxzz

a) Dibuje las curvas y sefale el recinto plano comprendido entre ambas.

b) Calcule el area de dicho recinto.

82) a) Halle el drea del recinto del plano limitado por la grafica de f(x) = x3 — 3x, el eje OX y las rectas
x=0yx=2.
x-senx

b) Calcule: lim .
x—0 2—2-cosx

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

99) Una corporacion fabrica herramientas de tres tipos de calidades. Un 10 % de calidad Alta; un 70 %
de calidad Estandar y un 20 % de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1 %; el 10 % y el 30 % del
total de las herramientas, respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calculese la
probabilidad de que sea defectuosa.

b) Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que in-
tervienen, calculese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estandar.

109) El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras vie-
ne dado, aproximadamente, por una distribucién normal con un promedio de 1.500 horas y una desvia-
cion tipica de 200 horas.

a) ¢Qué porcentaje de impresoras fallaran antes de 1.000 horas de funcionamiento?

b) Si compramos 500 impresoras, écuantas de esas impresoras tendrdn la primera averia entre las
1.000 y 2.000 horas de uso?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
2x+2my—z=0
19) Discutir el sistema{x + 2y + mz = 0 :
x—my+mz=0

a) Discuta el sistema segun los distintos valores del pardametro m.
b) Resuelva el sistema sim = —2.

Solucion:

2 Z2m -1
a) La matriz de coeficienteses A = (1 2 m )
1 —-m m
Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, a efectos de rango, las matrices de coeficientes y
ampliada son equivalentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de m es el siguiente:

2 2m -1
[Al=1]1 2 m|=4m+m+2m?®+2+2m®-2m? = 0;
1 —-m m

—-5+V25-16 _ —5%V/9 _ —543

2m?+5m+2=0; m=
4 4 4

1
>m =-2; m, =-7

Segln el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema es compatible determinado cuando los ran-
gos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e iguales al nUmero de incdgnitas; en el caso
gue nos ocupa el numero de incégnitas es tres, por lo cual:

P {mi_z} Rang A = 3 = n2inc6g.= S.C.D
ara m % —1/2 = Rang A = 3 = n%incdég.= S.C.D.
m+ —2
Para . el sistema tiene solamente la solucion trivialx =y =z =0
2
2 —4 -1\ 5,
Param=-2=A=(1 2 -2|>| |=8+0=Ranga=2.
1 2
1 2 =2
2 -1 -1 5 1
Paramz—%:>A:<1 2 —1/2>:>|1 _2|:5¢0:>RangA=2.
1 1/2 -1/2
m= -2
Para e = Rang A = 2 <n%incég.=> S.C.1I.
2

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

|

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

2x—4y—-z=0
b) Param = —2 el sistema resulta {x + 2y — 2z = 0, que es compatible indeterminado y equiva-
x+2y—2z=0
) 2x—4y—z=0 )
lente al sistema X+ 2y -2z = 0}. Haciendo z = 84:
2x —4y =8l x — 2y = 44
X+ 2y = 16/1}x+ 2y = 164

Soluciom: x =104, y = —34, z=84, VAER.

} = 2x = 204, x = 104; 2y = —64; y = =34
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

29) Dada la matriz A = (8 Cll

Solucion:

), calcule el valor de a tal que: A =A"1+ (

0
0

maa=( DG D=6 1)

0 1 0 1

0 1

a a

— — 4. At —
|4] = 0 1| =® A=

1 —a
_ AdjdeA* (0 a)
A a

o o)=6 1)+ 6 0=

e (N L M
0 0 0 1 0

A—l

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

a O 1
: Adj.de A = (
(a 1) dj. de 0

a)

_——
Textos Marea Verde

o)

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

- 2
32) g) Dadalarectar = le = % = Z:—l y el plano T = 2x + y + mz = 0, calcule m para que la recta

y el plano sean perpendiculares.

b) Calcule el plano S perpendicular a los planosty = x+y+z=1ymn, =x—y+ z = 2, que pase
por el punto P(1, 2, 3).

Solucion:

a) Para que la recta r y el plano  sean perpendiculares es necesario que el vector director de la

— - . .
recta, v, = (2, 1, 4), y el vector normal del plano, n = (2, 1, m), sean linealmente dependientes, es
decir: que sus componentes sean proporcionales.

Larectaryelplano w son perpendiculares param = 4.

b) Los vectores normalesde m; = x+y+2z=1ym, = x —y + z = 2 son, respectivamente, los si-
guientes:n; = (1,1,1) yn, = (1,-1,1).

Un vector normal del plano S pedido es cualquiera que sea linealmente dependientes del pro-
ducto vectorial de los vectores normales de los planos dados.

ik
np=I1 1 1l=i+j-k-k+i-j=2i-2k=>n;=(10-1).
1 -1 1

La expresién general de f es la siguiente: f = x —z+ D = 0.

Si el plano 8 contiene al punto P(1, 2, 3) tiene que satisfacer su ecuacion:

p=x—z+D=0
P(1,2,3)}:>1_3+D=0:>D=2'

p=x—-z+2=0.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

49) Considere el punto P(2,2,1) yelplanomr =2x +3y —3z+ 6 = 0.
a) Halle la recta r que pasa por Py es perpendicular a .

b) Calcule la distancia del punto Q(2, 2, —2) al plano 7.

Solucion:

@) Un vector normal de mesn = (2, 3, —3).

d . . .z
El vector n es director de la recta r pedida, por lo cual su ecuacién es:

x=2+24
r=3yy=2+3A
z=1-32

b) La distancia del punto Po(xo,yo,zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula

d(Py,mm) = lef/%wl. Aplicando la férmula al punto Q(2,2,—2) y al plano t = 2x + 3y — 3z +
6 =0:

_ [22432-3-(-2)+6] _ |4+6+6+6] _ 22 _ g
d(Q,m) = J22+432+4(=3)2  VA+9+9 V22 22.

d(Q,m) =22 unidades.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

59) Dada la funcién f(x) = x - ¥, determinense su dominio de definicidn, asintotas, intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de infle-
xién. Esbdcese su grafica.

Solucion:
El dominio de f(x) = x - e* es R por ser producto de dos funciones continuas en R, por tanto:
D(f) = R.

La funcidn f(x) = x - e* es continua en su dominio por ser producto de dos funciones conti-

nuas.
No tiene asintotas verticales por tener R como dominio.
Asintotas horizontales:
lim f(x) = lim (x-e*) = 00 - 00 = oo,
X—+00 X—+0o0
. . X —00 oo [ee]
lim f(x) = lim (x-e") =—0- e =-—==—-=>Ind.>
xX——00 xX——00 e o
. . X . 1 . 1 _ 1 1
= {L'Hopital} = lim += lim —=-lim +=—-"=-—=-==0.
X—>—00 P X—>—00 —% X——00 ox e o
e

Eleje de abscisas es asintota horizontal en su parte negativa.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

f'(x)=1-ex+x-ex:ex(1+x).
fx)=0=2e(1+x)=0=x=—1.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién, su dominio, y que, por ejemplo, f’(O) =
e’(140) =1 > 0, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = x € (—o0, —1).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (—1, +).

Para que una funcidn tenga un extremo relativo es condicion necesaria que se anule su primera
derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva
para el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

F()=e -1+ (1+x) =e(2+x).

f(-1)=et-(2-1)= 2> 0 = Minimo parax = —1.
e

f(-D=-1-et=-15

e

Minimo relativo y absoluto: P (—1, — %)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Una funcién es concava (n) 0 convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
respectivamente.

F(X)=0=2e2+x)=0; e #VxER=22+x=0>x=—2.
Concavidad (N): f'"(x) <0 = x € (—o0, —2).

Convexidad (VU): f'(x) >0 = x € (—2,+).

f(=2)=-2-e2= —eiz = Punto de inflexion: Q (—2, —e%)

Con los datos anteriores y teniendo en cuenta que la funcién contiene al origen, la representa-
cion grafica, aproximada, de la funcién es la que indica la figura siguiente.

AY '
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

e —x—1
2

62) Calcule: a) lirré b) I = folx-ex-dx.
x—

Solucion:
X_x—1 0_0-1 1-1 0 X_1
a) lim Z = — =—=->Indet.> {L'Hopital} = lim =
x-0 X 0 0 0 x—0 2x
-1 _ 11 0 det.= (U'Hopital} = lim & = &
= = =—= = = —_—=—=
2.0 0o o e oprtat; = MM 2 T2
. e*—x—-1 1
lim———=—.
x->0 X 2

b) I = folx-ex-dx.
Se determina, en primer lugar, la integral indefinida:

_ x. u=x-du=dx Cx [ ax. _
A= [x-e dx:{ex-dxzdv—wuzex}:'xe Je* dx =
=x-eX*—e*3A=e*(x—-1).
I= [} x-e dx=[e*(x - Dl = [e*(1 - D] - [°(0 - D] =
=e-0-1-(-1)>=

I=f01x-ex-dx=1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:
79) Dadas las curvas de ecuacionesy = V3x, y = gxz

a) Dibuje las curvas y seiale el recinto plano comprendido entre ambas.
b) Calcule el area de dicho recinto.
Solucion:

a) Los puntos de corte de las dos curvas tienen por abscisas las raices de la ecuacién que resulta de
la igualacion de sus expresiones.

V3 x—-x s 3V3x =x% 27x =t ' =27x=0; x(x* =27)=0=

(2292909 \

La curva y =+ 3x tiene por dominio

P -
=3

Y

[0 +00) y es creciente en su dominio, por ser

> 0 para cualquier valor pertene-

y—w—

ciente al dominio de la funcidn.

1, .
La curva y = 3% esuna parabola con-

v

o)}

vexa (U), por ser positivo el coeficiente de x?,
cuyo vértice es el origen y, por simetria, contiene al punto B(—3, 3).

La representacion grafica de la situacidn, aproximada, se expresa en la figura adjunta.

b) Por ser las ordenadas de la curva y = v3x mayores que las correspondientes ordenadas de la
1 - . .
curvay = gxz, la superficie a calcular es la siguiente:

S=fg(m—%xz).dx=f03(\/§-x%—§x2).dx:[ﬁ.%_%,xélo:
3
=[\/§.)§_§L_ 3 __] ( "3 ‘/___) 0=6-3>

= § =3 u?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

82) a) Halle el drea del recinto del plano limitado por la grafica de f(x) = x3 — 4x, el eje OX y las rectas
x=0yx=2.

xX-senx

b) Calcule: lim .
x—0 2—2:cos x

Solucion:

a) Para hacer la grafica de la funcién f(x) = x3 — 4x se tiene en cuenta que es simétrica con respecto

La representacion gréfica de la situacién, aproximada, se

al origen, por ser f(—x) = —f(x); sus puntos de corte con el eje de abscisas son los siguientes:
f(x)=0=>x3—4x=0; YA l
X, =—2 > A(-2,0) N\
x(2=4) =02 x,=0-0(0,0) . reof \|. /
x5 =2 - B(2,0) / “ l
B

expresa en la figura adjunta. A
=3 T 0 d

Se ha tenido en cuenta, ademas de lo anterior, que por
ejemplo, f(1) =13—-4-1<0. l

De la observacién de la figura se deduce la superficie a l -2
calcular, que es la siguiente:

_ (© Cdx = [P0 — a) - d = [F 3 = l

S=[, f(x)-dx = [, (x* - 4x) dx-[4 ), =

4 92
0—(2——3) =—4+8=

4 2
S =4u?.
. 0-sen 0 0 0
b) lim e - = o = - = Ind.= {L’Hopital} =
x—0 2—2-cos x 2—2-cos0 2—-2-1 0
= lim 1-sen x+x-cosx :sen 0+0-cos 0 — 0+0-1 — 9 = Ind. > {L'Hopital} =
x—0 2-sen x 2-sen0 2:0 0
. cosx+1-cosx—x-senx cosO+cosO0O—0-sen0 1+1-0
= lim = = =
X0 2-CcoSX 2-cos0 2-1
l. x-senx

x—0 2—2-cosx
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 9:

99) Una corporacion fabrica herramientas de tres tipos de calidades. Un 10 % de calidad Alta; un 70 %
de calidad Estandar y un 20 % de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1 %; el 10 % y el 30 % del
total de las herramientas, respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calculese la
probabilidad de que sea defectuosa.

b) Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que in-
tervienen, calculese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estandar.

Solucion:

-p=01-001=0,001
0,01

0.99
-»p=01-099 =0,099

D -»p=0,7-010= 10,0700
v 010

0.90
-»p=20,7-090=0,6300

-p=202-030=0,060
D -p=02-070=0,140

@) P=PMD)=PAND)+P(END)+P(BND)=
= P(A4)-P(D/A) + P(E) - P(DJE) + P(B) - P(D/B) =
=0,1-0,0140,7-0,10+0,2-0,30 = 0,001 + 0,070 + 0,060 = 0,131.

b) p= P(E/D) — P(END) — P(E)-P(D/E) — 0,7:0,10 _ 0,070 — 0’5344

P(D) P(D) 0,131 0,131
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Problema 10:

109) El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras vie-
ne dado, aproximadamente, por una distribucién normal con un promedio de 1.500 horas y una desvia-
cion tipica de 200 horas.

a) ¢Qué porcentaje de impresoras fallaran antes de 1.000 horas de funcionamiento?

b) Si compramos 500 impresoras, ¢cudntas de esas impresoras tendran la primera averia entre las
1.000 y 2.000 horas de uso?

Solucion:

a) Datos: p = 1.500; ¢ = 200.

X = N(4; 0) = N(1.500; 200).  Tipificando la variable: Z = Z—222,

P=P(X<1.000)=P(Z<M):P(z<%)=P(Z<—2,5)=

200

=P(Z>25)=1-P(Z<25)=1-09938=0,0062 = 0,62 %.

1.000-1.500 2.000-1.500\
b) P = P(1.000 < X < 31) = P (Z 20 < 7 < 2002500) -
=P (% =Z=s Z’%) =P(-25<7Z<25)=P(Z<25)—-P(Z<-25)=

=P(Z<25—-[1-P(Z<25]=P(Z<25—-1+P(Z<25)=
=2-P(Z<25)—-1=2-09938—-1=1,9876 -1 = 0,9876.
N =500-P =500-0,9876 = 493,8.

Tendran la primera averia entre 1.000 y 2.000 horas 494 impresoras.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS I
INSTRUCCIONES GENERALES

El alumno deberd escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo
se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (seguin el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tacha-
dos. Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de ecuaciones, ni para resolucion de integrales,
ni para representaciones graficas. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propieda-
des relacionadas con la naturaleza de la situacidon que se trata de resolver, justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas,
claridad y coherencia en la exposicion, precision de los célculos y en las anotaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo
que puedan reconstruirse la argumentacion légica y los calculos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
x+y+mz=4

19) a) Discuta el sistema {2x — y + 2z = 3 segun los valores del pardmetro m.
x—2y+z=0

b) Resuelva el sistema sim = 2.

. _(1 0 _(0 2 _(1 3 . .
29) a) Dadas las matrices A = (1 1),B = (1 0) yC = (2 2), hallese la matriz X tal que AX +
B=C.

1 0
b) Dadas las matrices M = ( 10 1),N = (1 2) yP =1 1], expliquese cuales de los pro-
-1 1 0 3 4 0 0

ductos M - N,M - P, N - P pueden calcularse, y calctlense cuando se pueda.

39) a) Calcule el plano m que pasa por el punto P(1,0,1) y es paralelo a los siguientes vectores: U=
(1,1,1)yv=(1,23).
b) Calcule el plano S paralelo al plano @ = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 que pase por el punto Q(1, 2, 3).

42) a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta t que esta contenida en el planoa = x —y = 0, es pa-
ralela al plano 8 = 2x — 3y + z = 4 y pasa por el punto P(1, 1, 3).

b) Hallese la ecuacién del plano que es paraleloalarectar=x—-1=y+2 = Z;—l y pasa por los pun-
tos A(0,3,1) y B(—2,1,—-1).

x2
2-x’

59) Dada la funcion f(x) = se pide:

a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos, si los
tiene.

L(1+x)

62) a) Calcule lim

x—0 e*—1

b) Estudiando previamente el signo de la funcién en el intervalo [0, 3], hallese el 4rea limitada por la
gréfica de la funcién f(x) = x® — 9x y el eje de abscisas, cuando x varia en el intervalo [0, 3].
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72) a) Enuncie el teorema de Bolzano.
b) Averigtie si la funcion f(x) = x + sen x — 2 se anula en algun punto del intervalo [0, g]

82) a) Estudie el signo de la funcién f(x) = x> — 4x2 + 3x en el intervalo [0, 2].

b) Calcule el drea limitada por la gréfica de la funcion f(x) y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2].
99) Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:

--- E1 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros.

--- El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.

--- E1 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.

Considerando los sucesos: R: “ser ruso”; E: “ser estadounidense”; M: “no ser ruso ni estadounidense” y
GM: “ser gran maestro”.

a) Indique cudles son los valores de P(GM/R); P(GM/E); P(GM/M).

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un gran
maestro.

¢) Se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, écudl es la probabilidad de que sea ruso?

109) La variable agudeza visual de una poblacién se ajusta a una distribucién normal de media 2 cpg
(ciclos por segundo) y desviacion tipica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1,1 cpg
se les considera con “problemas visuales graves”.

a) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene “problemas visuales graves”?

b) é¢Qué porcentaje de la poblacién tiene una agudeza visual entre 2y 2,9 cpg?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:
x+y+mz=4
19) a) Discuta el sistema {2x — ¥y + 2z = 3 segun los valores del parametro m.

x—2y+z=0
b) Resuelva el sistema sim = 2.
Solucion:
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 m 1 1 m 4
A=<2 -1 2>yA’=<2 -1 2 3).
1 -2 1 1 -2 1 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 1 m
lAl=(2 -1 2|=-1-4m+2+m+4—-2=0; 3—3m=0;
1 -2 1

1-m=0=>m=1.

Paraa + 1= Rang A = Rang A’ =3 =n%incég.= S.C.D.

1 1 1 4
Paraa=1=>A’=<2 -1 2 3)=>{C1=C3}=> Rang A’ =
1 -2 10
1 1 4
=>{C,,C,,C4}>12 -1 3|=-16+3+4+6=-3+#0=>RangA' =3.
1 -2 0

Paraa=1= Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.

x+y+2z=4
b) Param = 2 el sistema resulta 2x —y + 2z = 3}, que es compatible determinado. Resolviendo por
x—2y+z=0
la regla de Cramer:
4 1 2 1 4 2
3 -1 2 2 3 2
_ —4-12416-3 -3 3+8-6-8 -3
3-3-2 -3 -3 -3 -3 -3
1 1 4
2 -1 3
_ —-1643+4+6 _ -3
7z = 1 2 0 = = — = 1
-3 -3 -3

Solucion:x =1, y=1, z=1.
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Problema 2:
22) a) Dadas las matrices A = (i (1)),B = (2 g) yC = (; 2), hallese la matriz X tal que AX +
B =C.
1 0 1 1 2 10
b) Dadas las matrices M = (_1 1 O),N = (3 4) yP= (1 1), expliquese cuales de los pro-
0 0

ductosM - N,M - P, N - P pueden calcularse, y calcilense cuando se pueda.
Solucion:

a) A-X+B=C, A-X=C—-B; A71-A-X=A4"1-(C-B);
[-X=A1-(C-B)>X=A4"1-(C-B).

1 0 1 1 1 0
A=| |=1;At=( );Ad'.dAt=( )
lal=1; 0 1 J-ae 1 1

1 0
— Adj.deAt _ (_1 1) : A_l — ( 1 O)
1 1

At =
4| -1 1/
a1y (1 0y /1 3)_(0 2_(1 0y (1 1
X=a—-(C B)_(—1 1) [(2 2) (1 o)]‘(—1 1) (1 2):>
1 1
=>X= ( )
0 1
b) Para que sea posible el producto de dos matrices es necesario que el nUmero de columnas de la

primera sea igual que el numero de filas de la segunda.

M-N=(1 0 1)~(1 i):Noesposible.

-1 1 0/ \3
10
wor=(4 0 01 1)-( D=
1 2 1o .
N-P= (3 4)((1) (1)>:>No es posible.
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Problema 3:

39) a) Calcule el plano m que pasa por el punto P(1,0,1) y es paralelo a los siguientes vectores: U=
(1,1,1)yv=(1,23).

b) Calcule el plano B paralelo al plano @ = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 que pase por el punto Q(1, 2, 3).
Solucion:

a) La ecuacion general del plano r pedido es la siguiente:

x—1 y z-1
t@W,%nP)=[ 1 1 1 [=0;
1 2 3

3x—1D)+y+2(z-1)—(z—-1)—-2(x—1) -3y =0;
x-1)—-y+(z-1)=0 x-1-y—-2z—-1>

n=x—-y—z—2=0.

b) El haz de planos, y, paralelos al plano @ = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 tiene por expresidn general
y=3x+2y+2z+D =0.

De los infinitos planos de haz y, el plano 8 pedido es el que contiene al punto Q(1, 2, 3).
y=3x+2y+2z+D=0
Q(1,2,3)
3444+6+D=0=>D=-13=>
B=3x+2y+2z—-13=0.

}2)3'1+2~2+2-3+D=0;
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Problema 4:

42) a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta t que estd contenida en el plano @ = x — y = 0, es para-
lela al plano 8 = 2x — 3y + z = 4 y pasa por el punto P(1, 1, 3).

b) Hallese la ecuacién del plano que es paraleloalarectar=x—-1=y+2 = xT_l y pasa por los pun-
tos A(0,3,1) y B(—2,1,—-1).

Solucion:

a) El vector director de la recta t es perpendicular al vector normal del plano a por estar contenida

en él y, también es perpendicular la vector normal del plano 8 por ser paralela a él, por lo cual, es per-
pendicular a los vectores normales a los planos. Un vector perpendicular a dos vectores dados es li-

nealmente dependiente del producto vectorial de los dos vectores, es decir: v, es linealmente depen-
. —_ —
diente de los vectores n, y ng.

n, =(1,-1,0) y ng = (2,-3,1).

. i j k
vi=ngAng =1 -1 0f=-i-3k+2k—j=—i—j—k=
2 -3 1
>v=(1,1,1) =
x=1+A41
r=yy=1+A4.
z=3+4

b) BA=04-0B=1[0031)-(-21-1)]=(222).

—

v, = (1,1,2).

. x y—3 z-—1
n(BA,v; A)=[2 2 2 |=0;
1 1 2

4x+2(y—3)+2(z—-1)—-2(z—1)—-2x—4(y—-3)=0; 2x—2(y —3) =0;
x—(y—-3)=0=
n=x—-y+3=0.
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Problema 5:

2
59) Dada la funcion f(x) = —, se pide:

a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos, si los
tiene.

Solucion:

a) Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x que anulan el de-
nominador:

2—-x=0; x=2=D(f) >R -{2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mdas o menos infinito.

2
k= lim f(x) = lim X = +o0 = No tiene asintotas horizontales.
x—+oo x—too 2—X

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o me-
nos infinito: son los valores que anulan el denominador.

2—x=0; x=2= Larectax = 2 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas:  Son de la forma y = mx + n, siendo:

= lim — f( ) y n = lim[f(x) — mx], con m finitoy m # 0.
X—00 X—00
x2 2
= lim 2% = |im Z= = |im = >=—1.
x—ooo X x> X X—>00 2X—X
n= hm[f(x) mx| = 11m (—+x) = lim E S lim 2% = —2
2—x X—00 2—Xx xX—00 2—X

Asintota oblicua: y = —x — 2.

b) Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, respecti-
vamente.
f,( ) _ 2x~(2—x)—x2-(—1) _ 4x—22%+x° _ 4x—x? _ x(4—x)
I € L € L ) A ¢ 29 L
x(4—x)

fx)=0= v

Como quiera que el denominador de la derivada es positivo para los valores reales de x perte-

=0;x4-x)=0=>x, =0,x, = 4.

necientes al dominio de R, el signo de f (x) es el que tenga el numerador, al cual lo dividen las raices

de la derivada en los intervalos (—, 0), (0,4) v (4, +), donde la f'(x) es, alternativamente, positi-
va o0 negativa.

Considerando, por ejemplo, x =1 € (0,4):
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1-(4-1)

=57

Teniendo en cuanta el dominio de la funcidn y de lo anterior se deducen los periodos de creci-
miento y decrecimiento, que son los siguientes:

3
=->0.
1

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—0,0) U (4, +0).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x€(0,2) U (2,4).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicién necesaria no es suficiente; para que exis-
ta el mdximo o minimo es necesario que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que
anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativa, de un maximo.

f” (x) _ (4—2x)-(2—x)?—(4x—x2)-[2-(2—x)-(-1)] _ (4—2x)-(2—x)+2(4x—x?) _
(2-0)* (2-x)?
= R S 6 = G
7£(0) = ﬁ =-=1> 0 = Min. relativo para x = 0.
£(0) = 0= Min:0(0,0).
(4= ﬁ == —1 < 0 = Max. relativo parax = 4
f@) =2 =2=-8= Max:A(4,-8).
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Problema 6:

L(1+x)

62) a) Calcule lim
x—>0 e*—1

b) Estudiando previamente el signo de la funcién en el intervalo [0, 3], hallese el 4rea limitada por la
grafica de la funcion f(x) = x3 — 9x y el eje de abscisas, cuando x varia en el intervalo [0, 3].

Solucion:
1
o) lim 22 MO0 L0 o (U Hopital} = lim 2= =
x—0 e*—1 e’—1 -1 0 x>0 ex
I 1 1
= = = =
*o(l+x)-eX (1+0)-e0 1-1
lim 24 — 4
x—0 e*—1 :
b) Teniendo en cuenta que f(—x) = (—x)3 — 9 - (—x) = —x3 + 9x = —f(x), la funcién es simé-

trica con respecto al origen.
Los puntos de corte con el eje de abscisas de la funcidn son los siguientes:
x; = —3 - A(-3,0)

fX)=0=>x3—-9x=0; x(x2-9)=0=>{x, =0-0(0,0)
x3 =3 - B(3,0)

Teniendo en cuenta que f(1) =1—9 = —8 < 0, la representacion grafica, aproximada, de la
funcién, donde se sombrea la superficie a calcular, es la que se indica en la figura adjunta.
0 0
S=[,fG) dx+ [[(x*—-9x)-dx = Y4
_ [x_“_ﬁ" —0- (22 -
T la 2 13 4 2 )
81
_ 81 81 _ _s8i+ie2 _ 81
4 2 4 4

§=>u? =20,25u
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Problema 1:

72) a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Averigtie si la funcion f(x) = x + sen x — 2 se anula en algun punto del intervalo [0, g]

Solucion:

a) El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

b) La funcién f(x) = x + sen x — 2 es continua en su dominio, que es R, por ser suma de funcio-
nes continuas en R, por lo cual, le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se
considere.

f(0)=0+sen0—-2=0—-2=-2<0.
ny _ T T _ T _ T
fE=s+sens-2=-+1-2=--1>0.

Teniendo en cuenta lo anterior se puede afirmar que:

A la funcion f(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo [O, g]
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Problema 8:

82) a) Estudie el signo de la funcién f(x) = x> — 4x2 + 3x en el intervalo [0, 2].

b) Calcule el drea limitada por la gréfica de la funcion f(x) y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2].

Solucion:

a, b) La funcién f(x) = x3 — 4x? + 3x, tiene los siguientes puntos de corte con el eje de abscisas:
fX)=0=>x3—4x2+3x=0; x(x?—4x+3)=0=>x, =0.

P —4x+3=0 x==2 16‘12:41‘/Z:E22i1:>{x2:1_)A(1’0)'
? 22 x3 =3 - B(3,0)

Teniendo en cuenta, por ejemplo, que f(2) =8 — 16+ 6 = —2 < 0, la representacion grifica,
aproximada, de la funcién, donde se sombrea la superficie a calcular, es la que se indica en la figura

adjunta.

S=Jy fG)-dx+ [, f(x)-dx = " 3 f(x)/
=[FIg +[FI; = |
=F(1)-F(0)+F(1)-F2) > |
=S5=2-FQ)-F(0)-F(2).

1
&I

(*)
F(x)=f(x3—4x2+3x)-dx=’;—4——3+—+C.

Sustituyendo el valor obtenido de F(x) en la expresion

/:

(*):

5 (1 4+3> 32 1 8+3 10_|_32 1_|_1
= —_—— — | — _ = — — — — —_— = =
4 3 2 3 2 3 3 2
3
S=Eu2=1,5u2
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Problema 9:

99) Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:

--- E1 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros.
--- El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.

--- E1 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.

Considerando los sucesos: R: “ser ruso”; E: “ser estadounidense”; M: “no ser ruso ni estadounidense” y
GM: “ser gran maestro”.

a) Indique cudles son los valores de P(GM/R); P(GM/E); P(GM/M).

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un gran
maestro.

¢) Se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, écudl es la probabilidad de que sea ruso?

Solucion:

GM_»—p=028-075=021

-p=2028-025=0,07

0,28

GM -p=0,24-050=0,12
024 050
E ~__ 0,50
% = p=024-050 = 0,12

a) P=P(GM/R)= % =0,75. P(GM/E)=05. P=P(GM/M) = % = 0,33.

(Sorprendente la pregunta: son datos del ejercicio)

b) P = P(GM) = P(RNGM) + P(ENGM) + P(M N GM) =
= P(R)-P(GM/R) + P(E) - P(GM/E) + P(M) - P(GM/M) =
=0,28-0,75+0,24-0,50+ 0,48 - é =0,21+0,12+ 0,16 = 0,49.

_ _ P(RNGM) _ P(R)-P(GM/R) _ 0,28:0,75 _ 021 _
b) P=P(R/GM) = p(GM) ~ P(GM) 049 049 M
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Problema 10:

109) La variable agudeza visual de una poblacidn se ajusta a una distribucién normal de media 2 cpg
(ciclos por segundo) y desviacion tipica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1,1 cpg
se les considera con “problemas visuales graves”.

a) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene “problemas visuales graves”?
b) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene una agudeza visual entre 2y 2,9 cpg?
Solucion:
a) Datos: u=2; o=1.
X-2

X-> N o) =N(2,1). Tipificando la variable: Z = —.

P=PX<11)=P(z <$) =P(Z < —09) =P(Z>09) =

=1-P(Z<09)=1-08159=0,1841 = 18,41 %.

B)P=PR<X<29)=P(22<z<2)=P(0<2<09) =

1

=P(Z<09)—-P(Z<0)=08159-0,5=0,3159 = 31,59 %.
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