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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2021–2022 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES
El alumno deberá escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, solo 
se corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 
Podrán usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolución de ecuaciones, ni para resolución de  integrales, ni 
para representaciones gráficas. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver, justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas, claridad y 
coherencia en la exposición, precisión de los cálculos y en las anotaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan 
reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

1º) 𝑎ሻ Discutir el sistema ൝
2𝑥 ൅ 2𝑚𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0
𝑥 െ 𝑚𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0

, según los distintos valores del parámetro 𝑚. 

𝑏ሻ Resuelva el sistema si 𝑚 ൌ െ2. 

2º) Dada la matriz 𝐴 ൌ ቀ
𝑎 𝑎
0 1ቁ, calcule el valor de 𝑎 tal que: 𝐴2 ൌ 𝐴െ1 ൅ ቀ

0 3
0 0

ቁ. 

3º) 𝑎ሻ Dada la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ାଶ

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ସ
 y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0, calcule 𝑚 para que la recta 

y el plano sean perpendiculares. 

𝑏ሻ Calcule el plano 𝛽 perpendicular a los planos 𝜋1 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 y 𝜋2 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2, que pase 
por el punto 𝑃ሺ1, 2, 3ሻ. 

4º) Considere el punto 𝑃ሺ2, 2, 1ሻ y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 3𝑧 ൅ 6 ൌ 0. 

𝑎ሻ Halle la recta 𝑟 que pasa por P y es perpendicular a 𝜋. 

𝑏ሻ Calcule la distancia del punto 𝑄ሺ2, 2, െ2ሻ al plano 𝜋. 

5º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫, determínense su dominio de definición, asíntotas,  intervalos de cre‐
cimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de infle‐
xión. Esbócese su gráfica. 

 

6º) Calcule: 𝑎ሻ  lim
𝑥→0

𝑒𝑥െ𝑥െ1

𝑥2 .    𝑏ሻ  𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒௫ଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥. 

 

7º) Dadas las curvas de ecuaciones 𝑦 ൌ √3𝑥, 𝑦 ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଶ: 

𝑎ሻ Dibuje las curvas y señale el recinto plano comprendido entre ambas. 

𝑏ሻ Calcule el área de dicho recinto. 

 

8º) 𝑎ሻ Halle el área del recinto del plano limitado por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 3𝑥, el eje OX y las rectas 
𝑥 ൌ 0 𝑦 𝑥 ൌ 2. 

𝑏ሻ Calcule: lim
𝑥→0

𝑥൉𝑠𝑒𝑛 𝑥

2െ2൉cos 𝑥
. 
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9º) Una corporación fabrica herramientas de tres tipos de calidades. Un 10 % de calidad Alta; un 70 % 
de calidad Estándar y un 20 % de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1 %; el 10 % y el 30 % del 
total de las herramientas, respectivamente. 

𝑎ሻ Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calcúlese la 
probabilidad de que sea defectuosa.  

𝑏ሻ Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que in‐
tervienen, calcúlese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estándar. 

10º) El tiempo que transcurre hasta la primera avería de una unidad de cierta marca de impresoras vie‐
ne dado, aproximadamente, por una distribución normal con un promedio de 1.500 horas y una desvia‐
ción típica de 200 horas. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de impresoras fallarán antes de 1.000 horas de funcionamiento? 

𝑏ሻ  Si  compramos  500  impresoras,  ¿cuántas  de  esas  impresoras  tendrán  la  primera  avería  entre  las 
1.000 y 2.000 horas de uso? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

1º) Discutir el sistema ൝
2𝑥 ൅ 2𝑚𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0  
𝑥 െ 𝑚𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0

: 

𝑎ሻ Discuta el sistema según los distintos valores del parámetro 𝑚. 

𝑏ሻ Resuelva el sistema si 𝑚 ൌ െ2.  

Solución: 

𝑎ሻ   La matriz de coeficientes es 𝐴 ൌ ൭
2 2𝑚 െ1
1 2 𝑚
1 െ𝑚 𝑚

൱. 

  Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, a efectos de rango, las matrices de coeficientes y 
ampliada son equivalentes. 

  El rango de la matriz de coeficientes en función de 𝑚 es el siguiente: 

|𝐴| ൌ ቤ
2 2𝑚 െ1
1 2 𝑚
1 െ𝑚 𝑚

ቤ ൌ 4𝑚 ൅ 𝑚 ൅ 2𝑚2 ൅ 2 ൅ 2𝑚2 െ 2𝑚2 ൌ 0;  

2𝑚ଶ ൅ 5𝑚 ൅ 2 ൌ 0;   𝑚 ൌ ିହേ√ଶହିଵ଺

ସ
ൌ ିହേ√ଽ

ସ
ൌ ିହേଷ

ସ
⇒ 𝑚ଵ ൌ െ2;  𝑚ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
.  

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius, un sistema es compatible determinado cuando los ran‐
gos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e iguales al número de incógnitas; en el caso 
que nos ocupa el número de incógnitas es tres, por lo cual: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ
𝑚 ് െ2

𝑚 ് െ1/2ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቊ
𝒎 ് െ𝟐
𝒎 ് െ

𝟏

𝟐
ቋ 𝒆𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒔𝒐𝒍𝒂𝒎𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒍𝒂 𝒔𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏 𝒕𝒓𝒊𝒗𝒊𝒂𝒍 𝒙 ൌ 𝒚 ൌ 𝒛 ൌ 𝟎

. 

       𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ െ2 ⇒ 𝐴 ൌ ൭
2 െ4 െ1
1 2 െ2
1 2 െ2

൱ ⇒ ቚ2 െ4
1 2

ቚ ൌ 8 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 2. 

       𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 𝐴 ൌ ൭

2 െ1 െ1
1 2 െ1/2
1 1/2 െ1/2

൱ ⇒ ቚ2 െ1
1 2

ቚ ൌ 5 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቊ
𝒎 ൌ െ𝟐
𝒎 ൌ െ

𝟏

𝟐
ቋ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 
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𝑏ሻ   Para 𝑚 ൌ െ2 el sistema resulta ൝
2𝑥 െ 4𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0

, que es compatible indeterminado y equiva‐

lente al sistema 
2𝑥 െ 4𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0ቅ.  Haciendo 𝑧 ൌ 8𝜆: 

2𝑥 െ 4𝑦 ൌ 8𝜆
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 16𝜆

ቅ
𝑥 െ 2𝑦 ൌ 4𝜆  
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 16𝜆

ቅ ⇒ 2𝑥 ൌ 20𝜆;  𝑥 ൌ 10𝜆;  2𝑦 ൌ െ6𝜆;  𝑦 ൌ െ3𝜆. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟏𝟎𝝀, 𝒚 ൌ െ𝟑𝝀, 𝒛 ൌ 𝟖𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

2º) Dada la matriz 𝐴 ൌ ቀ
𝑎 𝑎
0 1ቁ, calcule el valor de 𝑎 tal que: 𝐴2 ൌ 𝐴െ1 ൅ ቀ

0 3
0 0

ቁ. 

Solución: 

 𝐴2 ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ቀ
𝑎 𝑎
0 1ቁ ൉ ቀ

𝑎 𝑎
0 1ቁ ൌ ቀ𝑎2 𝑎2 ൅ 𝑎

0 1
ቁ. 

|𝐴| ൌ ቚ
𝑎 𝑎
0 1ቚ ൌ 𝑎;   𝐴𝑡 ൌ ቀ

𝑎 0
𝑎 1

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴𝑡 ൌ ቀ
1 െ𝑎
0 𝑎

ቁ.  

  𝐴െ1 ൌ
𝐴𝑑𝑗.𝑑𝑒 𝐴𝑡

|𝐴|
ൌ

ቀ
1 െ𝑎
0 𝑎

ቁ

𝑎
 ⇒  𝐴െ1 ൌ

1

𝑎
൉ ቀ

1 െ𝑎
0 𝑎

ቁ ൌ ൬
1

𝑎
െ1

0 1
൰. 

  𝐴െ1 ൅ ቀ
0 3
0 0

ቁ ൌ ൬
1

𝑎
െ1

0 1
൰ ൅ ቀ

0 3
0 0

ቁ ൌ ൬
1

𝑎
2

0 1
൰. 

  𝐴2 ൌ 𝐴െ1 ൅ ቀ
0 3
0 0

ቁ ⇒ ቀ𝑎2 𝑎2 ൅ 𝑎
0 1

ቁ ൌ ൬
1

𝑎
2

0 1
൰ ⇒

𝑎2 ൌ
1

𝑎

𝑎2 ൅ 𝑎 ൌ 2
ቋ ⇒ 

𝒂 ൌ 𝟏. 
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Problema 3: 

3º) 𝑎ሻ Dada la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ାଶ

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ସ
 y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0, calcule 𝑚 para que la recta 

y el plano sean perpendiculares. 

𝑏ሻ Calcule el plano 𝛽 perpendicular a los planos 𝜋1 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 y 𝜋2 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2, que pase 
por el punto 𝑃ሺ1, 2, 3ሻ. 

Solución: 

𝑎ሻ   Para que la recta 𝑟 y el plano 𝜋 sean perpendiculares es necesario que el vector director de la 
recta, 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 4ሻ,  y el  vector normal del plano, 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 𝑚ሻ,  sean  linealmente dependientes, es 
decir: que sus componentes sean proporcionales. 

 
2

2
ൌ

1

1
ൌ

4

𝑚
⇒ 𝑚 ൌ 4. 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒑𝒆𝒓𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒎 ൌ 𝟒. 

 

𝑏ሻ Los vectores normales de 𝜋1 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 y 𝜋2 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 son, respectivamente,  los si‐

guientes: 𝑛1ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ y 𝑛2ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 1ሻ. 

Un vector normal del plano 𝛽 pedido es cualquiera que sea linealmente dependientes del pro‐
ducto vectorial de los vectores normales de los planos dados. 

𝑛′𝛽
ሬሬሬሬ⃗ ൌ อ

𝑖 𝑗 𝑘
1 1 1
1 െ1 1

อ ൌ 𝑖 ൅ 𝑗 െ 𝑘 െ 𝑘 ൅ 𝑖 െ 𝑗 ൌ 2𝑖 െ 2𝑘 ⇒ 𝑛𝛽ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ. 

La expresión general de 𝛽 es la siguiente: 𝛽 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  Si el plano 𝛽 contiene al punto 𝑃ሺ1, 2, 3ሻ tiene que satisfacer su ecuación: 

𝛽 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                  𝑃ሺ1, 2, 3ሻൠ ⇒ 1 െ 3 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ 2.  

𝜷 ≡ 𝒙 െ 𝒛 ൅ 𝟐 ൌ 𝟎. 
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Problema 4: 

4º) Considere el punto 𝑃ሺ2, 2, 1ሻ y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 3𝑧 ൅ 6 ൌ 0. 

𝑎ሻ Halle la recta 𝑟 que pasa por P y es perpendicular a 𝜋. 

𝑏ሻ Calcule la distancia del punto 𝑄ሺ2, 2, െ2ሻ al plano 𝜋. 

Solución: 

𝑎ሻ Un vector normal de 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2, 3, െ3ሻ. 

El vector 𝑛ሬ⃗  es director de la recta 𝑟 pedida, por lo cual su ecuación es: 

𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟐 ൅ 𝟐𝝀
𝒚 ൌ 𝟐 ൅ 𝟑𝝀
𝒛 ൌ 𝟏 െ 𝟑𝝀

. 

 

𝑏ሻ  La  distancia  del  punto 𝑃0൫𝑥0, 𝑦0, 𝑧0൯  al  plano 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0  viene  dada  por  la  fórmula 

𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ . Aplicando  la  fórmula al punto 𝑄ሺ2, 2, െ2ሻ y al plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 3𝑧 ൅

6 ൌ 0: 

  𝑑ሺ𝑄, 𝜋ሻ ൌ
|ଶ൉ଶାଷ൉ଶିଷ൉ሺିଶሻା଺|

ඥଶమାଷమାሺିଷሻమ
ൌ

|ସା଺ା଺ା଺|

√ସାଽାଽ
ൌ ଶଶ

√ଶଶ
ൌ √22. 

𝒅ሺ𝑸, 𝝅ሻ ൌ √𝟐𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔. 
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Problema 5: 

5º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫, determínense su dominio de definición, asíntotas,  intervalos de cre‐
cimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de infle‐
xión. Esbócese su gráfica.  

Solución: 

  El dominio de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ es R por ser producto de dos funciones continuas en R, por tanto: 

𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅. 

  La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫  es  continua en  su dominio por  ser producto de dos  funciones  conti‐
nuas. 

  No tiene asíntotas verticales por tener R como dominio. 

  Asíntotas horizontales: 

lim
𝑥→൅∞

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
𝑥→൅∞

ሺ𝑥 ൉ 𝑒𝑥ሻ ൌ ∞ ൉ ∞ ൌ ∞. 

lim
𝑥→െ∞

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
𝑥→െ∞

ሺ𝑥 ൉ 𝑒𝑥ሻ ൌ െ∞ ൉ 𝑒െ∞ ൌ െ
∞

𝑒∞ ൌ െ
∞

∞
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ିஶ

௫
భ

೐ೣ
ൌ lim

௫→ିஶ

ଵ
ష೐ೣ

೐మೣ

ൌ െ lim
௫→ିஶ

ଵ
భ

೐ೣ
ൌ െ𝑒ିஶ ൌ െ ଵ

௘ಮ ൌ െ ଵ

ஶ
ൌ 0.  

𝑬𝒍 𝒆𝒋𝒆 𝒅𝒆 𝒂𝒃𝒔𝒄𝒊𝒔𝒂𝒔 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍 𝒆𝒏 𝒔𝒖 𝒑𝒂𝒓𝒕𝒆 𝒏𝒆𝒈𝒂𝒕𝒊𝒗𝒂. 

  No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales. 

  Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res‐
pectivamente. 

  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൉ 𝑒𝑥 ൅ 𝑥 ൉ 𝑒𝑥 ൌ 𝑒𝑥ሺ1 ൅ 𝑥ሻ. 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑒𝑥ሺ1 ൅ 𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ െ1. 

Teniendo  en  cuenta  la  continuidad  de  la  función,  su  dominio,  y  que,  por  ejemplo,  𝑓′ሺ0ሻ ൌ
𝑒0ሺ1 ൅ 0ሻ ൌ 1 ൐ 0, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺെ∞, െ𝟏ሻ. 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺെ𝟏, ൅∞ሻ. 

  Para que una función tenga un extremo relativo es condición necesaria que se anule su primera 
derivada. Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva 
para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

  𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒𝑥 ൉ 1 ൅ 𝑒𝑥 ൉ ሺ1 ൅ 𝑥ሻ ൌ 𝑒𝑥ሺ2 ൅ 𝑥ሻ. 

  𝑓′′ሺെ1ሻ ൌ 𝑒െ1 ൉ ሺ2 െ 1ሻ ൌ
1

𝑒
൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ1. 

  𝑓ሺെ1ሻ ൌ െ1 ൉ 𝑒ିଵ ൌ െ ଵ

௘
 ⇒ 

 𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐 𝒚 𝒂𝒃𝒔𝒐𝒍𝒖𝒕𝒐: 𝑷 ቀെ𝟏, െ
𝟏

𝒆
ቁ. 
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  Una función es cóncava ሺ∩ሻ o convexa ሺ∪ሻ cuando su segunda derivada es negativa o positiva, 
respectivamente. 

  𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑒𝑥ሺ2 ൅ 𝑥ሻ ൌ 0;  𝑒𝑥 ് ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 2 ൅ 𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ െ2. 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒂𝒗𝒊𝒅𝒂𝒅 ሺ∩ሻ: 𝒇ᇱᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺെ∞, െ𝟐ሻ. 

𝑪𝒐𝒏𝒗𝒆𝒙𝒊𝒅𝒂𝒅 ሺ∪ሻ: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺെ𝟐, ൅∞ሻ. 

  𝑓ሺെ2ሻ ൌ െ2 ൉ 𝑒ିଶ ൌ െ ଶ

௘మ ⇒ 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖ó𝑛: 𝑄 ቀെ2, െ ଶ

௘మቁ. 

  Con los datos anteriores y teniendo en cuenta que la función contiene al origen, la representa‐
ción gráfica, aproximada, de la función es la que indica la figura siguiente. 

 

 

   

𝑌

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑦 ൌ 0

4

𝑄 𝑃
𝑂 𝑋െ6  െ4

െ2
െ2

െ1

2
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Problema 6: 

6º) Calcule: 𝑎ሻ  lim
𝑥→0

𝑒𝑥െ𝑥െ1

𝑥2 .    𝑏ሻ  𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒௫ଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥. 

Solución: 

𝑎ሻ  lim
𝑥→0

𝑒𝑥െ𝑥െ1

𝑥2 ൌ
𝑒0െ0െ1

02 ൌ
1െ1

0
ൌ

0

0
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

𝑥→0
 

𝑒𝑥െ1

2𝑥
ൌ   

ൌ
𝑒଴ െ 1

2 ൉ 0
ൌ

1 െ 1
0

ൌ
0
0

⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿ᇱ𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→଴

 
𝑒௫

2
ൌ

𝑒଴

2
⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒆𝒙ି𝒙ି𝟏

𝒙𝟐 ൌ
𝟏

𝟐
.  

  

𝑏ሻ  𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒௫ଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥. 

Se determina, en primer lugar, la integral indefinida: 

𝐴 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒௫ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቄ 𝑢 ൌ 𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑒௫ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ 𝑒௫ቅ ⇒ 𝑥 ൉ 𝑒௫ െ ׬ 𝑒௫ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ െ 𝑒௫ ⇒ 𝐴 ൌ 𝑒௫ሺ𝑥 െ 1ሻ. 

  𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒௫ଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ሾ𝑒௫ሺ𝑥 െ 1ሻሿ଴

ଵ ൌ ሾ𝑒ଵሺ1 െ 1ሻሿ െ ሾ𝑒଴ሺ0 െ 1ሻሿ ൌ 

ൌ 𝑒 ൉ 0 െ 1 ൉ ሺെ1ሻ ⇒ 

𝑰 ൌ ׬ 𝒙 ൉ 𝒆𝒙𝟏
𝟎 ൉ 𝒅𝒙 ൌ 𝟏. 
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Problema 7: 

7º) Dadas las curvas de ecuaciones 𝑦 ൌ √3𝑥, 𝑦 ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଶ: 

𝑎ሻ Dibuje las curvas y señale el recinto plano comprendido entre ambas. 

𝑏ሻ Calcule el área de dicho recinto. 

Solución: 

𝑎ሻ   Los puntos de corte de las dos curvas tienen por abscisas las raíces de la ecuación que resulta de 
la igualación de sus expresiones. 

  √3𝑥 ൌ
1

3
𝑥2;   3√3𝑥 ൌ 𝑥2;   27𝑥 ൌ 𝑥4;   𝑥4 െ 27𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥3 െ 27ሻ ൌ 0 ⇒ 

⇒ ൜
𝑥ଵ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ
𝑥ଶ ൌ 3 → 𝐴ሺ3, 3ሻ. 

  La  curva  𝑦 ൌ √3𝑥  tiene  por  dominio 

ሾ0, ൅∞ሻ  y  es  creciente en  su dominio, por  ser 

𝑦′ ൌ
3

2√3𝑥
൐ 0  para  cualquier  valor  pertene‐

ciente al dominio de la función. 

  La  curva 𝑦 ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଶ  es  una  parábola  con‐

vexa ሺ∪ሻ, por ser positivo el coeficiente de 𝑥2, 
cuyo vértice es el origen y, por simetría, contiene al punto 𝐵ሺെ3, 3ሻ. 

  La representación gráfica de la situación, aproximada, se expresa en la figura adjunta. 

 

𝑏ሻ   Por ser  las ordenadas de  la curva 𝑦 ൌ √3𝑥 mayores que  las correspondientes ordenadas de  la 

curva 𝑦 ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଶ, la superficie a calcular es la siguiente: 

    𝑆 ൌ ׬ ቀ√3𝑥 െ ଵ

ଷ
𝑥ଶቁ

ଷ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቀ√3 ൉ 𝑥

భ
మ െ ଵ

ଷ
𝑥ଶቁ

ଷ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ቈ√3 ൉ ௫

భ
మశభ

భ
మ

ାଵ
െ ଵ

ଷ
൉ ௫య

ଷ
቉

଴

ଷ

ൌ  

ൌ ቈ√3 ൉ ௫
య
మ

య
మ

െ ௫య

ଽ
቉

଴

ଷ

ൌ ቂଶ√ଷ

ଷ
൉ 𝑥√𝑥 െ ௫య

ଽ
ቃ

଴

ଷ
ൌ ቀଶ√ଷ

ଷ
൉ 3 ൉ √3 െ ଷయ

ଽ
ቁ െ 0 ൌ 6 െ 3 ⇒  

⇒ 𝑺 ൌ 𝟑 𝒖𝟐. 

   

𝑌

2 𝑂
𝑋

𝐵

െ2

𝑆 

𝐴 

4 

2

4

6

𝑦 ൌ
1
3

𝑥ଶ

𝑦 ൌ √3𝑥 
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Problema 8: 

8º) 𝑎ሻ Halle el área del recinto del plano limitado por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 4𝑥, el eje OX y las rectas 
𝑥 ൌ 0 𝑦 𝑥 ൌ 2. 

𝑏ሻ Calcule: lim
𝑥→0

𝑥൉𝑠𝑒𝑛 𝑥

2െ2൉cos 𝑥
. 

Solución: 

𝑎ሻ Para hacer la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 4𝑥 se tiene en cuenta que es simétrica con respecto 
al origen, por ser 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ; sus puntos de corte con el eje de abscisas son los siguientes: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଷ െ 4𝑥 ൌ 0;    

 𝑥ሺ𝑥ଶ െ 4ሻ ൌ 0 ⇒ ቐ
𝑥ଵ ൌ െ2 → 𝐴ሺെ2, 0ሻ
𝑥ଶ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ       
𝑥ଷ ൌ 2 → 𝐵ሺ2, 0ሻ      

. 

La representación gráfica de la situación, aproximada, se 
expresa en la figura adjunta. 

  Se ha tenido en cuenta, además de lo anterior, que por 
ejemplo,  𝑓ሺ1ሻ ൌ 1ଷ െ 4 ൉ 1 ൏ 0. 

De  la observación de  la  figura se deduce  la superficie a 
calcular, que es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ଴
ଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ሺ𝑥ଷ െ 4𝑥ሻ଴

ଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ቂ௫ర

ସ
െ ଷ௫మ

ଶ
ቃ

ଶ

଴
ൌ

0 െ ቀଶర

ସ
െ ସ൉ଶమ

ଶ
ቁ ൌ െ4 ൅ 8 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟒 𝒖𝟐.  

 

𝑏ሻ lim
𝑥→0

𝑥൉𝑠𝑒𝑛 𝑥

2െ2൉cos 𝑥
ൌ

0൉𝑠𝑒𝑛 0

2െ2൉cos 0
ൌ

0

2െ2൉1
ൌ

0

0
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒   

⇒ lim
௫→଴

ଵ൉௦௘௡ ௫ା௫൉ୡ୭ୱ ௫

ଶ൉௦௘௡ ௫
ൌ ௦௘௡ ଴ା଴൉ୡ୭ୱ ଴

ଶ൉௦௘௡ ଴
ൌ ଴ା଴൉ଵ

ଶ൉଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒    

⇒ lim
௫→଴

cos 𝑥 ൅ 1 ൉ cos 𝑥 െ 𝑥 ൉ 𝑠𝑒𝑛 𝑥
2 ൉ cos 𝑥

ൌ
cos 0 ൅ cos 0 െ 0 ൉ 𝑠𝑒𝑛 0

2 ൉ cos 0
ൌ

1 ൅ 1 െ 0
2 ൉ 1

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙൉𝒔𝒆𝒏 𝒙

𝟐ି𝟐൉𝐜𝐨𝐬 𝒙
ൌ 𝟏. 

   

𝑌 

3𝑂  𝑋
𝐵

െ3

𝑆

𝐴 

െ2 

2 

െ1  1

𝑓ሺ𝑥ሻ 
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Problema 9: 

9º) Una corporación fabrica herramientas de tres tipos de calidades. Un 10 % de calidad Alta; un 70 % 
de calidad Estándar y un 20 % de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1 %; el 10 % y el 30 % del 
total de las herramientas, respectivamente. 

𝑎ሻ Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calcúlese la 
probabilidad de que sea defectuosa.  

𝑏ሻ Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que in‐
tervienen, calcúlese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estándar.  

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐷ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐷ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐸ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐵ሻ ൌ  

ൌ 0,1 ൉ 0,01 ൅ 0,7 ൉ 0,10 ൅ 0,2 ൉ 0,30 ൌ 0,001 ൅ 0,070 ൅ 0,060 ൌ 0,131.  

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸/𝐷ሻ ൌ ௉ሺா∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ௉ሺாሻ൉௉ሺ஽/ாሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ଴,଻൉଴,ଵ଴

଴,ଵଷଵ
ൌ ଴,଴଻଴

଴,ଵଷଵ
ൌ 0,5344. 

   

→ 𝑝 ൌ 0,1 ൉ 0,01 ൌ 0,001
0,01
0.99

0,90
0,10

0,30
0,70

0,1 

0,7 

0,2 𝐵 

𝐸 

𝐴 

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

→ 𝑝 ൌ 0,1 ൉ 0,99 ൌ 0,099 

→ 𝑝 ൌ 0,7 ൉ 0,10 ൌ 0,0700 

→ 𝑝 ൌ 0,7 ൉ 0,90 ൌ 0,6300 

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉ 0,30 ൌ 0,060

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉ 0,70 ൌ 0,140
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Problema 10: 

10º) El tiempo que transcurre hasta la primera avería de una unidad de cierta marca de impresoras vie‐
ne dado, aproximadamente, por una distribución normal con un promedio de 1.500 horas y una desvia‐
ción típica de 200 horas. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de impresoras fallarán antes de 1.000 horas de funcionamiento? 

𝑏ሻ  Si  compramos  500  impresoras,  ¿cuántas  de  esas  impresoras  tendrán  la  primera  avería  entre  las 
1.000 y 2.000 horas de uso? 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 1.500;   𝜎 ൌ 200. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ1.500;  200ሻ.  Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵ.ହ଴଴

ଶ଴଴
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 1.000ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ.଴଴଴ିଵ.ହ଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିହ଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ2,5ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2,5ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,5ሻ ൌ 1 െ 0,9938 ൌ 0,0062 ൌ 0,62 %. 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ1.000 ൑ 𝑋 ൑ 31ሻ ൌ 𝑃 ቀଵ.଴଴଴ିଵ.ହ଴଴

ଶ଴଴
൑ 𝑍 ൑ ଶ.଴଴଴ିଵ.ହ଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃 ቀିହ଴଴

ଶ଴଴
൑ 𝑍 ൑ ହ଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 𝑃ሺെ2,5 ൑ 𝑍 ൑ 2,5ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,5ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ െ2,5ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,5ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,5ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,5ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,5ሻ ൌ  

ൌ 2 ൉ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,5ሻ െ 1 ൌ 2 ൉ 0,9938 െ 1 ൌ 1,9876 െ 1 ൌ 0,9876. 

  𝑁 ൌ 500 ൉ 𝑃 ൌ 500 ൉ 0,9876 ൌ 493,8. 

𝑻𝒆𝒏𝒅𝒓á𝒏 𝒍𝒂 𝒑𝒓𝒊𝒎𝒆𝒓𝒂 𝒂𝒗𝒆𝒓í𝒂 𝒆𝒏𝒕𝒓𝒆 𝟏. 𝟎𝟎𝟎 𝒚 𝟐. 𝟎𝟎𝟎 𝒉𝒐𝒓𝒂𝒔 𝟒𝟗𝟒 𝒊𝒎𝒑𝒓𝒆𝒔𝒐𝒓𝒂𝒔. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2021 – 2022.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)233 

 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2021–2022 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES
El alumno deberá escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, solo 
se corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tacha‐
dos. Podrán usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolución de ecuaciones, ni para resolución de integrales, 
ni para representaciones gráficas. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propieda‐
des relacionadas con  la naturaleza de  la situación que se trata de resolver,  justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de  las propuestas, 
claridad y coherencia en la exposición, precisión de los cálculos y en las anotaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo 
que puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

1º) 𝑎ሻ Discuta el sistema ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 4
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 3
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0  

 según los valores del parámetro 𝑚. 

𝑏ሻ Resuelva el sistema si 𝑚 ൌ 2. 

2º) 𝑎ሻ Dadas  las matrices 𝐴 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ0 2
1 0

ቁ  𝑦 𝐶 ൌ ቀ1 3
2 2

ቁ, hállese  la matriz 𝑋  tal que 𝐴𝑋 ൅

𝐵 ൌ 𝐶. 

𝑏ሻ  Dadas  las matrices 𝑀 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ , 𝑁 ൌ ቀ1 2
3 4

ቁ  𝑦 𝑃 ൌ ൭
1 0
1 1
0 0

൱,  explíquese  cuáles  de  los  pro‐

ductos 𝑀 ൉ 𝑁, 𝑀 ൉ 𝑃, 𝑁 ൉ 𝑃 pueden calcularse, y calcúlense cuando se pueda. 

3º) 𝑎ሻ Calcule el plano 𝜋 que pasa por el punto 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ y es paralelo a los siguientes vectores: 𝑢ሬ⃗ ൌ
ሺ1, 1, 1ሻ y 𝑣⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ. 

𝑏ሻ Calcule el plano 𝛽 paralelo al plano 𝛼 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0 que pase por el punto 𝑄ሺ1, 2, 3ሻ. 

4º) 𝑎ሻ Encuéntrense las ecuaciones de la recta 𝑡 que está contenida en el plano 𝛼 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൌ 0, es pa‐
ralela al plano 𝛽 ≡ 2𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4 y pasa por el punto 𝑃ሺ1, 1, 3ሻ. 

𝑏ሻ Hállese la ecuación del plano que es paralelo a la recta 𝑟 ≡ 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 ൅ 2 ൌ ௭ିଵ

ଶ
 y pasa por los pun‐

tos 𝐴ሺ0, 3, 1ሻ 𝑦 𝐵ሺെ2, 1, െ1ሻ. 

5º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మ

ଶି௫
, se pide: 

𝑎ሻ Encuentre su dominio y calcule sus asíntotas, si las tiene. 

𝑏ሻ Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los máximos y mínimos relativos, si  los 
tiene. 

 

6º) 𝑎ሻ Calcule  lim
𝑥→0

𝐿ሺ1൅𝑥ሻ

𝑒𝑥െ1
.     

𝑏ሻ Estudiando previamente el signo de la función en el intervalo ሾ0, 3ሿ, hállese el área limitada por la 

gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 9𝑥 y el eje de abscisas, cuando 𝑥 varía en el intervalo ሾ0, 3ሿ. 
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7º) 𝑎ሻ Enuncie el teorema de Bolzano. 

𝑏ሻ Averigüe si la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ 2 se anula en algún punto del intervalo ቂ0,
𝜋

2
ቃ. 

8º) 𝑎ሻ Estudie el signo de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 4𝑥ଶ ൅ 3𝑥 en el intervalo ሾ0, 2ሿ. 

𝑏ሻ Calcule el área limitada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ y el eje de abscisas en el intervalo ሾ0, 2ሿ. 

9º) Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez: 

‐‐‐ El 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros. 

‐‐‐ El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros. 

‐‐‐ El 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros. 

Considerando los sucesos: R: “ser ruso”; E: “ser estadounidense”; M: “no ser ruso ni estadounidense” y 
GM: “ser gran maestro”. 

𝑎ሻ Indique cuáles son los valores de 𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑅ሻ;  𝑃ሺ𝐺𝑀/𝐸ሻ;  𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑀ሻ. 

𝑏ሻ Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un gran 
maestro. 

𝑐ሻ Se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, ¿cuál es la probabilidad de que sea ruso? 

10º) La variable agudeza visual de una población se ajusta a una distribución normal de media 2 cpg 
(ciclos por segundo) y desviación típica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1,1 cpg 
se les considera con “problemas visuales graves”. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de la población tiene “problemas visuales graves”? 

𝑏ሻ ¿Qué porcentaje de la población tiene una agudeza visual entre 2 y 2,9 cpg? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

1º) 𝑎ሻ Discuta el sistema ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 4
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 3
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0  

 según los valores del parámetro 𝑚. 

𝑏ሻ Resuelva el sistema si 𝑚 ൌ 2.  

Solución: 

𝑎ሻ   Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝐴 ൌ ൭
1 1 𝑚
2 െ1 2
1 െ2 1

൱ y 𝐴′ ൌ ൭
1 1 𝑚
2 െ1 2
1 െ2 1

    
4
3
0

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝐴| ൌ ቤ
1 1 𝑚
2 െ1 2
1 െ2 1

ቤ ൌ െ1 െ 4𝑚 ൅ 2 ൅ 𝑚 ൅ 4 െ 2 ൌ 0;   3 െ 3𝑚 ൌ 0;  

1 െ 𝑚 ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ 1. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ് 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝐴ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 െ1 2
1 െ2 1

    
4
3
0

൱ ⇒ ሼ𝐶ଵ ൌ 𝐶ଷሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
1 1 4
2 െ1 3
1 െ2 0

อ ൌ െ16 ൅ 3 ൅ 4 ൅ 6 ൌ െ3 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

 

𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 2 el sistema resulta 

  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 4
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 3
  𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0

ൡ, que es compatible determinado. Resolviendo por 

la regla de Cramer: 

𝑥 ൌ
อ
ସ ଵ ଶ
ଷ ିଵ ଶ
଴ ିଶ ଵ

อ

ଷିଷ൉ଶ
ൌ ିସିଵଶାଵ଺ିଷ

ିଷ
ൌ ିଷ

ିଷ
ൌ 1.  𝑦 ൌ

อ
ଵ ସ ଶ
ଶ ଷ ଶ
ଵ ଴ ଵ

อ

ିଷ
ൌ ଷା଼ି଺ି଼

ିଷ
ൌ ିଷ

ିଷ
ൌ 1. 

𝑧 ൌ
อ
ଵ ଵ ସ
ଶ ିଵ ଷ
ଵ ିଶ ଴

อ

ିଷ
ൌ ିଵ଺ାଷାସା଺

ିଷ
ൌ ିଷ

ିଷ
ൌ 1. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟏, 𝒚 ൌ 𝟏, 𝒛 ൌ 𝟏. 
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Problema 2: 

2º) 𝑎ሻ Dadas  las matrices 𝐴 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ0 2
1 0

ቁ  𝑦 𝐶 ൌ ቀ1 3
2 2

ቁ,  hállese  la matriz 𝑋  tal  que 𝐴𝑋 ൅

𝐵 ൌ 𝐶. 

𝑏ሻ  Dadas  las matrices 𝑀 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ , 𝑁 ൌ ቀ1 2
3 4

ቁ  𝑦 𝑃 ൌ ൭
1 0
1 1
0 0

൱,  explíquese  cuáles  de  los  pro‐

ductos 𝑀 ൉ 𝑁, 𝑀 ൉ 𝑃, 𝑁 ൉ 𝑃 pueden calcularse, y calcúlense cuando se pueda. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴 ൉ 𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝐶;   𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐶 െ 𝐵;  𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ; 

𝐼 ൉ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ ⇒ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ. 

|𝐴| ൌ ቚ1 0
1 1

ቚ ൌ 1;   𝐴𝑡 ൌ ቀ
1 1
0 1

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴𝑡 ൌ ቀ 1 0
െ1 1

ቁ.  

𝐴െ1 ൌ
𝐴𝑑𝑗.𝑑𝑒 𝐴𝑡

|𝐴|
ൌ

ቀ
1 0

െ1 1
ቁ

1
 ⇒  𝐴െ1 ൌ ቀ 1 0

െ1 1
ቁ. 

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ ൌ ቀ 1 0
െ1 1

ቁ ൉ ቂቀ1 3
2 2

ቁ െ ቀ0 2
1 0

ቁቃ ൌ ቀ 1 0
െ1 1

ቁ ൉ ቀ1 1
1 2

ቁ ⇒  

⇒ 𝑿 ൌ ቀ𝟏 𝟏
𝟎 𝟏

ቁ. 

 

𝑏ሻ   Para que sea posible el producto de dos matrices es necesario que el número de columnas de la 
primera sea igual que el número de filas de la segunda. 

𝑀 ൉ 𝑁 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ ൉ ቀ1 2
3 4

ቁ ⇒ 𝑁𝑜 𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒. 

𝑀 ൉ 𝑃 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ ൉ ൭
1 0
1 1
0 0

൱ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ 𝐼. 

𝑁 ൉ 𝑃 ൌ ቀ1 2
3 4

ቁ ൉ ൭
1 0
1 1
0 0

൱ ⇒ 𝑁𝑜 𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒. 
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Problema 3: 

3º) 𝑎ሻ Calcule el plano 𝜋 que pasa por el punto 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ y es paralelo a  los siguientes vectores: 𝑢ሬ⃗ ൌ
ሺ1, 1, 1ሻ y 𝑣⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ. 

𝑏ሻ Calcule el plano 𝛽 paralelo al plano 𝛼 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0 que pase por el punto 𝑄ሺ1, 2, 3ሻ. 

Solución: 

𝑎ሻ La ecuación general del plano 𝜋 pedido es la siguiente: 

  𝜋ሺ𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗;  𝑃ሻ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 𝑧 െ 1

1 1 1
1 2 3

อ ൌ 0;  

3ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝑦 ൅ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ െ ሺ𝑧 െ 1ሻ െ 2ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 3𝑦 ൌ 0;    

ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 𝑦 ൅ ሺ𝑧 െ 1ሻ ൌ 0;   𝑥 െ 1 െ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 ⇒ 

𝝅 ≡ 𝒙 െ 𝒚 െ 𝒛 െ 𝟐 ൌ 𝟎. 

 

𝑏ሻ   El haz de planos, 𝛾, paralelos al plano 𝛼 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0  tiene por expresión general 
𝛾 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos de haz 𝛾, el plano 𝛽 pedido es el que contiene al punto 𝑄ሺ1, 2, 3ሻ. 

𝛾 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                                 𝑄ሺ1, 2, 3ሻൠ ⇒ 3 ൉ 1 ൅ 2 ൉ 2 ൅ 2 ൉ 3 ൅ 𝐷 ൌ 0;    

3 ൅ 4 ൅ 6 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ13 ⇒ 

𝜷 ≡ 𝟑𝒙 ൅ 𝟐𝒚 ൅ 𝟐𝒛 െ 𝟏𝟑 ൌ 𝟎. 
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Problema 4: 

4º) 𝑎ሻ Encuéntrense las ecuaciones de la recta 𝑡 que está contenida en el plano 𝛼 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൌ 0, es para‐
lela al plano 𝛽 ≡ 2𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4 y pasa por el punto 𝑃ሺ1, 1, 3ሻ. 

𝑏ሻ Hállese la ecuación del plano que es paralelo a la recta 𝑟 ≡ 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 ൅ 2 ൌ ௫ିଵ

ଶ
 y pasa por los pun‐

tos 𝐴ሺ0, 3, 1ሻ 𝑦 𝐵ሺെ2, 1, െ1ሻ. 

Solución: 

𝑎ሻ   El vector director de la recta 𝑡 es perpendicular al vector normal del plano 𝛼 por estar contenida 
en él y, también es perpendicular la vector normal del plano 𝛽 por ser paralela a él, por lo cual, es per‐
pendicular  a  los  vectores normales  a  los planos. Un  vector perpendicular  a dos  vectores dados es  li‐

nealmente dependiente del producto vectorial de los dos vectores, es decir: 𝑣𝑡ሬሬ⃗  es linealmente depen‐

diente de los vectores 𝑛𝛼ሬሬሬ⃗  y 𝑛𝛽ሬሬሬ⃗ . 

  𝑛𝛼ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 0ሻ  𝑦  𝑛𝛽ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ3, 1ሻ. 

  𝑣′
𝑡

ሬሬሬ⃗ ൌ 𝑛𝛼ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑛𝛽ሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 0
2 െ3 1

อ ൌ െ𝑖 െ 3𝑘 ൅ 2𝑘 െ 𝑗 ൌ െ𝑖 െ 𝑗 െ 𝑘 ⇒ 

⇒ 𝑣௧ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ ⇒ 

𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀
𝒚 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀
𝒛 ൌ 𝟑 ൅ 𝝀

.  

 

𝑏ሻ   𝐵𝐴ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 3, 1ሻ െ ሺെ2, 1, െ1ሻሿ ൌ ሺ2, 2, 2ሻ. 

  𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 2ሻ. 

  𝜋൫𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ;  𝐴൯ ≡ อ
𝑥 𝑦 െ 3 𝑧 െ 1
2 2 2
1 1 2

อ ൌ 0;  

4𝑥 ൅ 2ሺ𝑦 െ 3ሻ ൅ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ െ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ െ 2𝑥 െ 4ሺ𝑦 െ 3ሻ ൌ 0;   2𝑥 െ 2ሺ𝑦 െ 3ሻ ൌ 0;  

𝑥 െ ሺ𝑦 െ 3ሻ ൌ 0 ⇒ 

𝝅 ≡ 𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝟑 ൌ 𝟎. 
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Problema 5: 

5º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మ

ଶି௫
, se pide: 

𝑎ሻ Encuentre su dominio y calcule sus asíntotas, si las tiene. 

𝑏ሻ Determine  los  intervalos de crecimiento y decrecimiento y  los máximos y mínimos relativos, si  los 
tiene. 

Solución: 

𝑎ሻ   Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto los valores de 𝑥 que anulan el de‐
nominador: 

 2 െ 𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2 ⇒ 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼ2ሽ. 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→േஶ

௫మ

ଶି௫
ൌ േ∞ ⇒ 𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠. 

  Asíntotas verticales: son los valores finitos de 𝑥 que hacen que la función tienda a infinito o me‐

nos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

  2 െ 𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑥 ൌ 2 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙. 

Asíntotas oblicuas:   Son de la forma 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛, siendo: 

𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
  y  𝑛 ൌ lim

௫→ஶ
ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሿ, con 𝑚 finito y 𝑚 ് 0. 

  𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

ೣమ

మషೣ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

௫మ

ଶ௫ି௫మ ൌ െ1. 

  𝑛 ൌ lim
௫→ஶ

ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሿ ൌ lim
௫→ஶ

ቀ ௫మ

ଶି௫
൅ 𝑥ቁ ൌ lim

௫→ஶ

௫మାଶ௫ି௫మ

ଶି௫
ൌ lim

௫→ஶ

ଶ௫

ଶି௫
ൌ െ2.  

𝑨𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒐𝒃𝒍𝒊𝒄𝒖𝒂: 𝒚 ൌ െ𝒙 െ 𝟐. 

 

𝑏ሻ Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, respecti‐
vamente. 

  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ
2𝑥൉ሺ2െ𝑥ሻെ𝑥2൉ሺെ1ሻ

ሺ2െ𝑥ሻ2 ൌ
4𝑥െ2𝑥2൅𝑥2

ሺ2െ𝑥ሻ2 ൌ
4𝑥െ𝑥2

ሺ2െ𝑥ሻ2 ൌ
𝑥ሺ4െ𝑥ሻ

ሺ2െ𝑥ሻ2. 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒
𝑥ሺ4െ𝑥ሻ

ሺ2െ𝑥ሻ2 ൌ 0;  𝑥ሺ4 െ 𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥1 ൌ 0, 𝑥2 ൌ 4. 

  Como quiera que el denominador de la derivada es positivo para los valores reales de 𝑥 perte‐
necientes al dominio de R, el signo de 𝑓′ሺ𝑥ሻ es el que tenga el numerador, al cual lo dividen las raíces 

de la derivada en los intervalos ሺെ∞, 0ሻ, ሺ0, 4ሻ 𝑦 ሺ4, ൅∞ሻ, donde la 𝑓′ሺ𝑥ሻ es, alternativamente, positi‐
va o negativa. 

  Considerando, por ejemplo, 𝑥 ൌ 1 ∈ ሺ0, 4ሻ: 
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  𝑓′ሺ1ሻ ൌ
1൉ሺ4െ1ሻ

ሺ2െ1ሻ2 ൌ
3

1
൐ 0. 

Teniendo en cuanta el dominio de la función y de lo anterior se deducen los periodos de creci‐
miento y decrecimiento, que son los siguientes: 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐ሺെ∞, 𝟎ሻ ∪ ሺ𝟒, ൅∞ሻ. 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐ሺ𝟎, 𝟐ሻ ∪ ሺ𝟐, 𝟒ሻ. 

  Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condición necesaria 
que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condición necesaria no es suficiente; para que exis‐
ta el máximo o mínimo es necesario que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que 
anula la primera derivada. 

  Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para 
el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ
ሺ4െ2𝑥ሻ൉ሺ2െ𝑥ሻ2െሺ4𝑥െ𝑥2ሻ൉ሾ2൉ሺ2െ𝑥ሻ൉ሺെ1ሻሿ

ሺ2െ𝑥ሻ4 ൌ
ሺ4െ2𝑥ሻ൉ሺ2െ𝑥ሻ൅2ሺ4𝑥െ𝑥2ሻ

ሺ2െ𝑥ሻ3 ൌ  

ൌ ଼ିସ௫ିସ௫ାଶ௫మା଼௫ିଶ௫మ

ሺଶି௫ሻయ ⇒ 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଼

ሺଶି௫ሻయ. 

  𝑓′′ሺ0ሻ ൌ
8

ሺ2െ0ሻ3 ൌ
8

8
ൌ 1 ൐ 0 ⇒ Mín. relativo para 𝑥 ൌ 0. 

𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑀í𝑛: 𝑂ሺ0, 0ሻ. 

𝑓′′ሺ4ሻ ൌ
8

ሺ2െ4ሻ3 ൌ
8

െ8
ൌ െ1 ൏ 0 ⇒ Máx. relativo para 𝑥 ൌ 4. 

𝑓ሺ4ሻ ൌ ସమ

ଶିସ
ൌ ଵ଺

ିଶ
ൌ െ8 ⇒ 𝑀á𝑥: 𝐴ሺ4, െ8ሻ. 
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Problema 6: 

6º) 𝑎ሻ Calcule  lim
𝑥→0

𝐿ሺ1൅𝑥ሻ

𝑒𝑥െ1
.     

𝑏ሻ Estudiando previamente el signo de la función en el  intervalo ሾ0, 3ሿ, hállese el área limitada por la 

gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 9𝑥 y el eje de abscisas, cuando 𝑥 varía en el intervalo ሾ0, 3ሿ. 

Solución: 

𝑎ሻ lim
𝑥→0

𝐿ሺ1൅𝑥ሻ

𝑒𝑥െ1
ൌ

𝐿ሺ1൅0ሻ

𝑒0െ1
ൌ

𝐿1

1െ1
ൌ

0

0
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

𝑥→0

1

1൅𝑥

𝑒𝑥 ൌ     

ൌ lim
௫→଴

1
ሺ1 ൅ 𝑥ሻ ൉ 𝑒௫ ൌ

1
ሺ1 ൅ 0ሻ ൉ 𝑒଴ ൌ

1
1 ൉ 1

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝑳ሺ𝟏ା𝒙ሻ

𝒆𝒙ି𝟏
ൌ 𝟏.  

 

𝑏ሻ   Teniendo en cuenta que 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ ሺെ𝑥ሻଷ െ 9 ൉ ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଷ ൅ 9𝑥 ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ, la función es simé‐
trica con respecto al origen. 

  Los puntos de corte con el eje de abscisas de la función son los siguientes: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଷ െ 9𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥ଶ െ 9ሻ ൌ 0 ⇒ ቐ
𝑥ଵ ൌ െ3 → 𝐴ሺെ3, 0ሻ
𝑥ଶ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ      
𝑥ଷ ൌ 3 → 𝐵ሺ3, 0ሻ      

. 

  Teniendo en cuenta que 𝑓ሺ1ሻ ൌ 1 െ 9 ൌ െ8 ൏ 0,  la representación gráfica, aproximada, de  la 
función, donde se sombrea la superficie a calcular, es la que se indica en la figura adjunta. 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
଴

ଷ ൅ ׬ ሺ𝑥ଷ െ 9𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
଴

ଷ ൌ 

ൌ ቂ௫ర

ସ
െ ଽ௫మ

ଶ
ቃ

ଷ

଴
ൌ 0 െ ቀଷర

ସ
െ ଽ൉ଷమ

ଶ
ቁ ൌ  

ൌ െ ଼ଵ

ସ
൅ ଼ଵ

ଶ
ൌ െ ଼ଵାଵ଺ଶ

ସ
ൌ ଼ଵ

ସ
. 

𝑺 ൌ
𝟖𝟏

𝟒
𝒖𝟐 ൌ 𝟐𝟎, 𝟐𝟓 𝒖𝟐. 

   

𝑌 

3𝑂  𝑋
𝐵

𝑆 

𝐴
െ3

𝑓ሺ𝑥ሻ 
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Problema 1: 

7º) 𝑎ሻ Enuncie el teorema de Bolzano. 

𝑏ሻ Averigüe si la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ 2 se anula en algún punto del intervalo ቂ0,
𝜋

2
ቃ. 

Solución: 

𝑎ሻ   El  teorema de Bolzano dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ  es una  función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ  y  toma valores de 
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

 

𝑏ሻ   La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ 2 es continua en su dominio, que es R, por ser suma de funcio‐
nes continuas en R, por lo cual, le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se 
considere. 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ൅ 𝑠𝑒𝑛 0 െ 2 ൌ 0 െ 2 ൌ െ2 ൏ 0. 

  𝑓൫ഏ
మ
൯ ൌ గ

ଶ
൅ 𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
െ 2 ൌ గ

ଶ
൅ 1 െ 2 ൌ గ

ଶ
െ 1 ൐ 0. 

  Teniendo en cuenta lo anterior se puede afirmar que: 

𝑨 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒍𝒆 𝒆𝒔 𝒂𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒍 𝒕𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎𝒂 𝒅𝒆 𝑩𝒐𝒍𝒛𝒂𝒏𝒐 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓𝒗𝒂𝒍𝒐 ቂ𝟎,
𝝅

𝟐
ቃ

. 
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Problema 8: 

8º) 𝑎ሻ Estudie el signo de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 4𝑥ଶ ൅ 3𝑥 en el intervalo ሾ0, 2ሿ. 

𝑏ሻ Calcule el área limitada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ y el eje de abscisas en el intervalo ሾ0, 2ሿ. 

Solución: 

𝑎, 𝑏ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 4𝑥ଶ ൅ 3𝑥, tiene los siguientes puntos de corte con el eje de abscisas: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଷ െ 4𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0. 

         𝑥2 െ 4𝑥 ൅ 3 ൌ 0;   𝑥 ൌ
4േ√16െ12

2
ൌ

4േ√4

2
ൌ

4േ2

2
ൌ 2 േ 1 ⇒ ൜

𝑥2 ൌ 1 → 𝐴ሺ1, 0ሻ
𝑥3 ൌ 3 → 𝐵ሺ3, 0ሻ.  

  Teniendo en cuenta, por ejemplo, que 𝑓ሺ2ሻ ൌ 8 െ 16 ൅ 6 ൌ െ2 ൏ 0, la representación gráfica, 
aproximada, de  la  función, donde se  sombrea  la  superficie a calcular, es  la que se  indica en  la  figura 
adjunta. 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

ଶ ൌ 

ൌ ሾ𝐹ሺ𝑥ሻሿ଴
ଵ ൅ ሾ𝐹ሺ𝑥ሻሿଶ

ଵ ൌ  

ൌ 𝐹ሺ1ሻ െ 𝐹ሺ0ሻ ൅ 𝐹ሺ1ሻ െ 𝐹ሺ2ሻ ⇒  

⇒ 𝑆 ൌ 2 ൉ 𝐹ሺ1ሻ െ 𝐹ሺ0ሻ െ 𝐹ሺ2ሻ.     (*) 

  𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥ଷ׬ െ 4𝑥ଶ ൅ 3𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ௫ర

ସ
െ ସ௫య

ଷ
൅ ଷ௫మ

ଶ
൅ 𝐶. 

  Sustituyendo el  valor obtenido de 𝐹ሺ𝑥ሻ  en  la expresión 
(*): 

𝑆 ൌ 2 ൉ ቀଵర

ସ
െ ସ൉ଵయ

ଷ
൅ ଷ൉ଵమ

ଶ
ቁ െ 0 െ ቀଶర

ସ
െ ସ൉ଶయ

ଷ
൅ ଷ൉ଶమ

ଶ
ቁ ൌ  

ൌ 2 ൉ ൬
1
4

െ
4
3

൅
3
2

൰ െ 4 ൅
32
3

െ 6 ൌ
1
2

െ
8
3

൅ 3 െ 10 ൅
32
3

ൌ
1
2

൅ 1 ⇒ 

𝑺 ൌ
𝟑

𝟐
𝒖𝟐 ൌ 𝟏, 𝟓 𝒖𝟐. 

   

𝑌

𝐴 

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑂  𝑋2 

𝑆 

1 

1

െ1

𝐵

3
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Problema 9: 

9º) Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez: 

‐‐‐ El 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros. 

‐‐‐ El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros. 

‐‐‐ El 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros. 

Considerando los sucesos: R: “ser ruso”; E: “ser estadounidense”; M: “no ser ruso ni estadounidense” y 
GM: “ser gran maestro”. 

𝑎ሻ Indique cuáles son los valores de 𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑅ሻ;  𝑃ሺ𝐺𝑀/𝐸ሻ;  𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑀ሻ. 

𝑏ሻ Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un gran 
maestro. 

𝑐ሻ Se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, ¿cuál es la probabilidad de que sea ruso? 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑅ሻ ൌ ଷ

ସ
ൌ 0,75.     𝑃ሺ𝐺𝑀/𝐸ሻ ൌ 0,5.     𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑀ሻ ൌ 1

3
≅ 0,33. 

(Sorprendente la pregunta: son datos del ejercicio) 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐺𝑀ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑅 ∩ 𝐺𝑀ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐺𝑀ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀 ∩ 𝐺𝑀ሻ ൌ  

ൌ 𝑃ሺ𝑅ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑅ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐺𝑀/𝐸ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐺𝑀/𝑀ሻ ൌ  

ൌ 0,28 ൉ 0,75 ൅ 0,24 ൉ 0,50 ൅ 0,48 ൉ ଵ

ଷ
ൌ 0,21 ൅ 0,12 ൅ 0,16 ൌ 0,49.  

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑅/𝐺𝑀ሻ ൌ ௉ሺோ∩ீெሻ

௉ሺீெሻ
ൌ ௉ሺோሻ൉௉ሺீெ/ோሻ

௉ሺீெሻ
ൌ ଴,ଶ଼൉଴,଻ହ

଴,ସଽ
ൌ ଴,ଶଵ

଴,ସଽ
ൌ 0,4286. 

   

→ 𝑝 ൌ 0,28 ൉ 0,75 ൌ 0,21
0,75
0,25

0,50
0,50

ଵ
ଷ

0,28 

0,24 

0,48 
𝑀 

𝐸 

𝑅 

𝐺𝑀

𝐺𝑀

𝐺𝑀

𝐺𝑀

→ 𝑝 ൌ 0,28 ൉ 0,25 ൌ 0,07 

→ 𝑝 ൌ 0,24 ൉ 0,50 ൌ 0,12 

→ 𝑝 ൌ 0,24 ൉ 0,50 ൌ 0,12 

→ 𝑝 ൌ 0,48 ൉
1
3

ൌ 0,16

𝐺𝑀

𝐺𝑀

ଶ
ଷ

→ 𝑝 ൌ 0,48 ൉
2
3

ൌ 0,32
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Problema 10: 

10º) La variable agudeza visual de una población se ajusta a una distribución normal de media 2 cpg 
(ciclos por segundo) y desviación típica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1,1 cpg 
se les considera con “problemas visuales graves”. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de la población tiene “problemas visuales graves”? 

𝑏ሻ ¿Qué porcentaje de la población tiene una agudeza visual entre 2 y 2,9 cpg?  

Solución: 

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 2;   𝜎 ൌ 1. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ2, 1ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶ

ଵ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 1,1ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ,ଵିଶ

ଵ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ0,9ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 0,9ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,9ሻ ൌ 1 െ 0,8159 ൌ 0,1841 ൌ 18,41 %. 

  

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ2 ൏ 𝑋 ൏ 2,9ሻ ൌ 𝑃 ቀଶିଶ

ଵ
൏ 𝑍 ൏ ଶ,ଽିଶ

ଵ
ቁ ൌ 𝑃ሺ0 ൏ 𝑍 ൏ 0,9ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0,9ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0ሻ ൌ 0,8159 െ 0,5 ൌ 0,3159 ൌ 31,59 %. 


