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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

ENERALES Y CALIFICACION
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten-
dran en cuesta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, segun
corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Se permite utilizar calculadora cientifica bdasica. No se per-
mite el uso de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans-
mitir o almacenar informacién.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:
0 1 1 6 -3 —4 1 0 0

192) Sean las matrices:A=(1 1 0)],B=(-3 2 1 |el=|0 1 O0]yAunpardmetro real
1 0 0 -4 1 5 0 0 1

cualquiera.

a) Calcule la matriz A — Al
b) Calcule la matriz (4 — AI)2.

¢) Halle, si existen, los valores del parametro A para los cuales se satisface la relacién (4 — AI)? = B.

Problema 2:
3x—2y=4

29) Considere el sistema de ecuaciones ay = —3(, dependientes del parametro a:
ax+3z=0

a) Discuta el sistema segun el parametro a.

b) Para el valor del parametro a para el cual el sistema tiene solucién, resuélvelo.

Problema 3:

32) Considere la funcién f(x) = e3¥72,

a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grafica de la funcién y = f(x) tiene
. . 3 L
pendiente igual a " Halle la ecuacion de esta recta tangente.

1-f(x)

b) Calcule lim
2 6x—4

X—
3

¢) Esboce la grafica de la funcién y = f(x).

d) Calcule la superficie acotada por la grafica de la funcién y = f(x) y las rectas de ecuaciones x = 0y
y=1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

x*+a X <0
49) Dada la funcién f(x) = { s SLXS :
10x2+x+b si x>0

a) Halle la condicién que han de cumplir los pardmetros a y b para que la funcién y = f(x) sea conti-
nua.

b) Calcule f'(x).
c¢) Halle la condicidn y calcule los parametros a y b para que la funcién y = f(x) sea derivable.
Problema 5:

59) Del paralelogramo (cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD, se conocen los vértices
consecutivos A(1,0,—1),B(2,1,0) y C(4,3,—2).

a) Calcule el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC.

b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC.

c¢) Encuentre las coordenadas del vértice D.
d) Calcule el drea del paralelogramo ABCD.

Problema 6:
x4v=3 x=1+21
69)Dadaslasrectasr5{ y= ys=ijy=—-414 ,A1€R.
2x—z=1 g = —4—1

a) Encuentre una ecuacidn vectorial para la recta r.
b) Encuentre la posicidn relativa de las rectas r y s.

¢) Encuentre la ecuacion general del plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,—1).

d) Encuentre la ecuacién general del plano paralelo a r que contiene a la recta s.

Problema 7:

72) Dados dos sucesos A y B, se conocen las siguientes probabilidades: P(4) = 0,7, P(E) =04y

P(Z U E) = 0,58, donde Zy B indican los sucesos contrarios (o complementarios) de Ay de B, respec-
tivamente. Calcule las siguientes probabilidades:

a) P(Z), P(B) y P(AN B). éSon Ay B sucesos independientes?
b) P(AUB). ¢) P(BnA). d) P(A/B)yP(A/B).
Problema 8:

89) El tiempo de duracion de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribucion es-
tadistica normal de media 8,8 meses con una desviacidén tipica de 3 meses.

a) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses?
b) é¢Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses?

c) éPara qué valor del pardmetro c se tiene que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + ¢) es el intervalo de tiempo
de duracién del 98 % de las actualizaciones?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
0 1 1 6 -3 —4 1 0 0

19) Sean las matrices:A=|1 1 0|,B=(-3 2 1 |el=|0 1 O0]yAunparametro real
1 0 O -4 1 5 0 0 1

cualquiera.

a) Calcule la matriz A — Al.
b) Calcule la matriz (4 — AI)?.
¢) Halle, si existen, los valores del parametro A para los cuales se satisface la relacién (A — AI)? = B.

Solucion:
0 1 1 A 0 O -1 1 1
a)A—AI=<1 1 O)—(O A 0>=<1 1-2 0)-
1 0 O 0 0 4 1 0 —A

-1 1 1 -1 1 1
b) (A—AI)2=<1 1-1 o>-<1 1-2 0):>

1 0 —A 1 0 -1
A+2  1-22 —22
SA-AD%=(1-_22 2>-22+2 1
—22 1 22 +1
A2 +2 1-21 -2 6 -3 —4
c)(A—/U)2=B=><1—2,1 A2 —21+2 1 >=(—3 2 1)=>
-2 1 A2 +1 -4 1 5

El Unico valor que satisface la igualdad de las matrices es 4 = 2
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Problema 2:
3x—2y=4

22) Considere el sistema de ecuaciones  ay = —3, dependientes del parametro a:
ax+3z=0

a) Discuta el sistema segun el parametro a.

b) Para el valor del parametro a para el cual el sistema tiene solucidn, resuélvelo.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 =20 3 -2 0 4
M=(0 a O|J]yM=(0 a 0 -3
a 0 3 a 0 3 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

3 =2 0
IM|=10 a 0/=9a=0=a=0.
a 0 3
Paraa +# 0 = Rang M = Rang M' = 3 = n®incég.= S.C.D.
3 =2 0 4
Paraa=0=>M={0 0 0 —-3]={3C; =-2C,}= RangM' =
0O 0 3 0
3 0 4
i{Cl,C:;,CLl_}:} 0 0 -3 =27¢0=>RangM,=3
0 3 O

Paraa =0= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

b) Se resuelve el sistema para a # 0.

3x—2y=4 s . a6
ay=—3}=>y=—;. 3x+-=4; 3ax+6=4a=>x= 63:
ax+3z=0

a- 220 43;=0, 22°437,=0; 4a—6+92=0>z =222

3a 3 9

> 4a-6 3 4a—6

Solucién: x = ==, y=—=; z= 2 ,Va € R — {0}.
3a a 9
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:
32) Considere la funcién f(x) = e3¥~2,
a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grafica de la funcién y = f(x) tiene

. . 3 .
pendiente igual a " Halle la ecuacion de esta recta tangente.

1-f(x)

b) Calcule lim
x—>£ 6x—4

3

c) Esboce la grafica de la funcién y = f(x).

d) Calcule la superficie acotada por la grafica de la funcién y = f(x) y las rectas de ecuaciones x = 0y
y=1.
Solucion:

a) La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera derivada
en ese punto.

f’(X) =3. e3x—2_

m:f’(x)=3'e3x_2=z; e-e3x‘2:1; e3x—1:1:>3x_1:0;

. - I - 1 11
El punto de tangencia es el siguiente: f(}) = e’5 * =e™ ' =-=P (5,;).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =

m(x — x,), que aplicada al punto P (%é)
13 1
y—;z;-(x—g); ey—1=3x—1.

Larecta tangenteest = 3x — ey = 0.

_ _,3x-2 _,3372 _,0
b) lim L =y 22 e S T _1me’ 0 s g = {L'Hopital} =
x_)g 6x—4 2 6x—4 6-——4 0
I R s’ _—3-e0 -3
w6 T 6 6 6

¢) Para hacer una gréfica, aproximada, de la funcién y = e3*~2 se tiene en cuenta que, por ser una fun-

cion exponencial de base mayor que 1, es mondtona creciente en su dominio, que es R; que tiene al eje
[ee]

de abscisas como asintota horizontal en su parte negativa, por ser lim f(x) = lim e3* 2 =¢™® =
xX——00 X——00

1 1

<=5 0. El punto de corte de la funcién con el eje de ordenadas es: f(0) = e™2 = eiz > P (0, elz)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

La representacioén grafica de la funcién es, aproximadamente, la que aparece en la figura adjun-

AY

NsN

N

o

f) = e

v <

d)

j Y
4
fG) He*7?
s 1/
y = 1 A /
: X
—6 —4 -2 ol 2 2

El punto de corte de la funcién y la recta y = 1 tiene como abscisa la raiz de la ecuacién que
resulta de la igualacion de sus expresiones:
y=f(x)>e*2=123x-2=0; 3x=2; x=§:>A(§,1).

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

2 2

; 5 2
S = f05(1 —e3%72) . dx = [x]3 _f03€3x‘2 - dx =§_f03€3x—2 dx =

2
S>5=2-1 (%

2 3x—-2=t| , _2 —
[ = [3e3%2 dx:{ 1 xX=3-2t= }:l O ot.dt =
J dx =Z-dt|y _ g t=_2 2
1 _ 1 1 e?-1
=5 lef =5 (" e 2):;(1__2):>I:3e2

Sustituyendo este valor en (*):

2

2 e?-1 2e%2-e?+1
S = - — I = —_ =
3 3

3e2 3e2

2
s =21 yu2 =~ 0,378 u2.
3e2
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Problema 4:

x%+a X <0
49) Dada la funcidn f(x) = { 2c—a X
10x2+x+ b si x>0

a) Halle la condicién que han de cumplir los pardmetros a y b para que la funcién y = f(x) sea conti-
nua.

b) Calcule f'(x).
c¢) Halle la condicidn y calcule los parametros a y b para que la funcién y = f(x) sea derivable.
Solucion:

a) Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

hm f(x)—hm
Parax =0 =<{x> Sozv-a
hm f(x)—hm(le +x+b)=b= f(O)

Ll )

:>xlir(r)1_f(x) =xlir(r)1+f(x) =f(0) = _Z: b= a=—4b.

La funcion f(x) es continua para a = —4hb.

x%—4x—a .
b flx)= {2<x—z_)z u<b (Y]
206+1 six=0

_ 2x-(2x-4)—(x%+a)2 _ 2x?—4x-x?-a _ x%*—4x-a
22.(x—2)2 2-(x-2)2 2:(x—2)2"

(%) glo) =22

c) La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad se va a forzar determi-
nando los correspondientes valoresde a y b.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

x2-4x—a . a
f’(.X'):{—Z(x—Z)Z six <0 (*) =>x=0 :>fl(0):{ 3 ..S'l X'<O:>
20x+1 six=>0 1six=20
> fO0)=f (0N =>-2=12a=-8
Teniendo en cuentaquea = —4b = b = —% = —_78 =>b=2
La funcion f(x) es continua y derivable en R paraa = —8y b = 2.
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Problema 5:

59) Del paralelogramo (cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD, se conocen los vértices
consecutivos A(1,0,—1),B(2,1,0) y C(4,3,—2).

a) Calcule el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC.

b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC.
c¢) Encuentre las coordenadas del vértice D.

d) Calcule el drea del paralelogramo ABCD.

Solucion:
@) AB=0B-04=1[(21,0)—(1,0,—-1]=(11,1).
AC=0C—-04=[(43-2)—(1,0,-1] = (3,3,-1).

AB-AC (1,1,1)-(3,3,—-1)
|[AB|-|AC| — V1Z+12+12-/32+32+(-1)2

AB - AC = |E|-|R|-cosﬁ:>cos[3=

3+3-1 5 5 557
VI+1+1+4/9+49+1 3419 /57 57
1+4 0+3 3 -1-2 5 3 3
D) == ==l =T =0 M(5,5,—3)

¢)DC = (1,1,1) =0C — 0D = : D /
=[(4,3,-2)— (x,y,2)]=(4—x,3—y,—-2 — 2). A

AB=DC=>(1,1,1)=(4—x,3—y,—2—z)=>{3—y=1_>y:2 }=>
—2—z=1->z=-3

= D(3,2,-3).

d) AD=0D-04=[@32-3)-(1,0-1)]=(2-2)

El drea de un paralelogramo es igual que el mdédulo del producto vectorial de los dos vectores
que lo determinan:

Sapep = |[ABxAD| = (1 1 1 || =1-2i+2j+2k -2k — 2i +2j| =
2 2 =2
=|—4i+4j|=4-|-i+j|=4-J(-D2+12=4-V2.

S = 4+/2 u?.
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Problema 6:
Yty = x=1+21
69)Dadaslasrectasr5{ Y= ys=iy=-— ,AER.
2x—z=1 g = —4— 1

a) Encuentre una ecuacién vectorial para la recta .
b) Encuentre la posicidn relativa de las rectas r y s.

¢) Encuentre la ecuacion general del plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,—1).

d) Encuentre la ecuacién general del plano paralelo a r que contiene a la recta s.

Solucion:
x=40
a) TE{x+y_3 >x=6 y=3-6,z=-1+25=>r={jy=3-6 =
2x—z=1
z=-—1+26

>r=(xyvy2) =(003-1)+5-(1,-1,2).

Un punto y un vector director de la rectar son A(0,3,—-1) y v, = (1,-1, 2).
Un punto y un vector director de la recta s son B(1,0,—4) yv, = (1,—1,—1).

Los vectores v, y U, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(1,0,—4) — (0,3,-1)] = (1, -3,-3).

Segun que los vectores {v , Vs, Wy S€an 0 no CO lanarios las rectas 7 S se cortan o se cruzan,
T vs
respectivalnente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -1 2
Rang (v, vow}=>|1 -1 -1|/=3-6+1+2-3-3=—-6%0=
1 -3 -3

= Rang {v,,v,,Ww} =3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectas r y s se cruzan.

) Siendo v, = (1,—1, 2) un vector director de la recta, la ecuacién general del plano 7 es de la
formamn=x—-y+2z+D =0.

Si el plano contiene al punto P(2,0, —1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=x—-y+2z+D=0

P(Z’O,_l)}:2—0+2-(—1)+D=0=>D=0:>

>nt=x—y+2z=0.
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d) El plano y pedido tiene a v, = (1,—1,2) y v, = (1,—1,—1) como vectores directores y contiene al
punto B(1,0,—4) € s. Su expresion general es la siguiente:

x—1 y z+4
yB;v,v)= 1 -1 2 |=0;
1 -1 -1

x—-1D+2y—(z+4H)+(2+4)+2(x-1)+y=0; 3(x—1)+3y=0;
x—1+y=0=
y=x+y—-1=0.
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Problema 7:

7°2) Dados dos sucesos A y B, se conocen las siguientes probabilidades: P(4) = 0,7, P(E) =04y

P(Z U E) = 0,58, donde Zy B indican los sucesos contrarios (o complementarios) de Ay de B, respec-
tivamente. Calcule las siguientes probabilidades:

a) P(Z), P(B) y P(AN B). éSon Ay B sucesos independientes?
b) P(AUB). ¢) P(BnA). d) P(A/B)yP(A/B).
Solucion:

a) P(A)=1-PA)=1-07=03. PB)=1-P(B)=1-04=046.

P(AUB)=10,58=1-P(ANB);
P(ANB)=1-10,58 = 0,42.

-y

Dos sucesos A y B son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).
P(ANB) =P(4)-P(B) > 042=07-06= pGEu5) =1-pans)

Ay B son independientes.

b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,7+06—042=0,88.

¢) P(BNA)=P(B)-P(AnB)=0,6-042=0,18.

P(ANB 0,42
d) P(A/B) = 5252 =22 = 0,7.

— __P(AnB) _ 0,18 _
P(A/B) = =5 = 15 = 0.3

BNnA=B—-(ANB)
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Problema 8:

89) El tiempo de duracién de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribucion es-
tadistica normal de media 8,8 meses con una desviacidn tipica de 3 meses.

a) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses?
b) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses?

c) éPara qué valor del pardmetro c se tiene que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + ¢) es el intervalo de tiempo
de duracion del 98 % de las actualizaciones?

Solucion:
Datos: u=8,8; o = 3.

X = N(y; 0) = N(838; 3). Tipificando la variable: Z = X2,

10-8,8
3

=1-P(Z<04)=1-0,6554=0,3446 = 34,46 %.
P(X = 10) = 0,3446 = 34,46 %.

a)P=P(X210)=P(ZZ )=P(zz%)=P(zzo,4):

p)P=P7<x<10)=P(TE<z< ) =p(ZE<z<)=

=P(-06<7Z<04)=P(Z<04)—P(Z<-06)=
=P(Z<04)—[1-P(Z<06)]=P(Z<04)—1+P(Z<06)=
=0,6554—1+0,7257 = 1,3811 — 1 = 0,3811 = 38,11 %.

P(7<X<10)=0,3811=3811%

8,8—c—8,8 8,8+c—8,8
. <Z< .

0) P(8,8—CSXS8,8+C)=P( )=P(_?CSZS

):>

Ao

- Cc

:P(?CSZS )=0,9800.

Pz<d)-r(rs-9=r(r<)-[1-r(r=3)-

=P(z<%)-1+P(z2<5)=2-P(2<5)-1=09800;

2-PlZ<
0,9900 le c

= 1,9800; P (Z < g) = 0,9900. Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor

responde, aproximadamente 2,33, por lo cual:

O wla
S —r

§= 2,33 = ¢ = 6,99.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL

CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten-
dran en cuesta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, segun
corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Se permite utilizar calculadora cientifica bdasica. No se per-
mite el uso de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans-
mitir o almacenar informacion.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:
1 1 -1

19) Considere las matrices:A=(41 2 —-1),B=(Q1 31 6).
2 1 -1

a) Calcule el determinante de la matriz A.
b) En funcidn del parametro 4, halle el rango de la matriz A.
c¢) Para el valor A = 1, halle la inversa de la matriz A.

d) Para el valor A = 1, resuelva la ecuacién matricial X - A = B.

Solucion:

1 1 -1
a) [Al=|2 2 —1|=-2-2-2+4+1+1>

2 1 -1

|A| = =22 + 2.
b) |Al=0>-212421=0; -A(1—-2)=0=>1, =0,1, = 2.
A#0 _ A=0 _
Para {A;tz}:RangA—Bypara {A=2}=>RangA—2.

1 1 -1
c)ParaelvalorA=1=A=|1 2 -1|
2 1 -1
Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

1 1 —1|]1 0 0
F, > F,—F
(AII)=(1 2 —-1/0 1 0):{ 2 2 1}:>

2 1 —1lo o 1/ Ys~h—2h
1 1 —-1]1 0 0 Fy, > Fy + F, 1 0 —-12 -1 0
=>(0 1 o-11o=>{F_)F_F}=>o1 0l-1 1 o=
0 -1 11-2 0 1 ot 00 1(-3 1 1
1 0 0-1 0 1
=>{F1—>F1+F3}:>(O 1 0[-1 1 0>=>
0 0 11-3 1 1

-1 0 1
A‘1=<—1 1 o).
-3 1 1

d)X-A=B; X-A-A'=B-A"Y, X-I=B-A'sX=B-4"1.
Paral=1=B=(1 3 6).

-1 0 1
X=B-A1'=(Q1 3 6)-(—1 1 0>:>
-3 1 1

X=(-22 9 7).
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Problema 2:

29) Durante un afio, cierta empresa vende 21.000 vehiculos de tres modelos A, B y C, al precio de
10.000, 15.000 y 20.000 euros, respectivamente. El total de las ventas es de 332 millones de euros. Se
ha observado que también se han vendido 21.000 vehiculos contando tan solo los del modelo By A ve-
ces los del modelo A.

a) Plantee un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcidn del nimero de
vehiculos vendidos de cada modelo.

b) Calcule el nimero de vehiculos vendidos de cada modelo, suponiendo 4 = 3.

c¢) Determine si existe algun valor del pardmetro A para el cual la anterior situaciéon no se pueda resol-

ver.
Solucion:
a) Sean x, y, z el numero de vehiculos de los tipos A, By C que vende la empresa, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x+y+z=21.000
10.000x + 15.000y + 20.000z = 332.000.000}
Ax +y =21.000
x+y+z=21.000
2x+ 3y + 4z =66.400,,
Ax+y=21.000
x+y+z=21000

b) Para A = 3 el sistema resulta: 2x + 3y + 4z = 66.400} =y = 21.000 — 3x.
3x +y =21.000

x+(21.000 - 3x) +z = 21.000} —2x+z= 0}
2x + 3(21.000 — 3x) + 4z = 66.400) —7x + 4z + 63.000 = 66.400

—2x+z=0} 8x—-4z=0
—7x + 4z = 3.400) —7x + 4z = 3.400

y =21.000 - 3-3.400 = 21.000 — 10.200 = y = 10.800.
3.400 + 10.800 + z = 21.000; z = 21.000 — 14.200 = z = 6.800.

7

}:xzama

El nUmero de vehiculos vendidos por la empresa ha sido:

3.400 del tipo A;10.800 del tipo B y 6.800 del tipo C.

c) Se trata de que el sistema sea incompatible que, segun el teorema de Rouché-Frébenius, los
rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser diferentes.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 1 1 1 1 21.000
M = (2 3 4) yM' = (2 3 4 66.400).
A 1 0 A 1 0 21.000
El rango de la matriz de coeficientes tiene que ser dos, para lo cual, es necesario que se anule su
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determinante:

1 1 1
IM|=[2 3 4/=0;2441-31-4=0, 1—2=0=21=2.
210
1 1 1 21.000
/1=2:>M’=<2 3 4 66.400)=>RangM’=>{Cl,Cz,C4}=>
2 1 0 21.000
1 1 21.000 1 1 105
=2 3 66.400{=200-|2 3 332|=
2 1 21.000 2 1 105

= 200- (3154210 + 664 — 630 — 332 — 210) = 200 - (1.189 — 1.172) =
=200-17 # 0 = Rang M' = 3.

Paral =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Problema 3:

32) Dadas las funciones f(x) = x2 — 4xy g(x) = 4 — 4x.

a) Represéntelas graficamente en un mismo sistema de coordenadas.

b) Calcule los puntos de corte de ambas graficas.

¢) Calcule el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones.
Solucion:

a,b)

La funcién f(x) = x? — 4x es una parabola convexa (U), por ser positivo el coeficiente de x?2,
cuyo vértice es el siguiente:

Cva |
i) =2x—4=022(x-2)=0=x=2. \\ |
f(2)=22-4-2=-4>V(2,-4). B —

Otros puntos de la parabola son los siguientes:

0(0,0),A(4,0),B(—2,12) y C(6,12).

Los puntos de corte de las dos funciones tienen como abscisas las
raices de la ecuacién que resulta de la igualacion de sus expresiones:

f)=gx)=f(x) =x?—4x =4 —4x; x> =
x;=-2-B(-2,12)
- {xz —25V(2,—4)

La representacion grafica de la situacidn se expresa, de forma
aproximada, en la figura adjunta.

c¢) De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es
la siguiente:

§=[%[90) = FQO)] - dx = [°,[(4 — 4x) — (x* — 4x)] - dx =

=2 (~x*+4) -dx = [—%3+4x]2 =(_§+4.2)_[_(—:)3+4_(_2)] _

-2

8+8 8+8 16 16 16 (1 1) 16 2

= — = —_— = —_——_—= . —_—) = _ =

3 3 3 3 3
32

S=?u2 =~ 10,67 u?.
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Problema 4:

49) Sea la funcion f(x) =1 — Vx2.

a) Halle el dominio y los puntos de corte de la grafica de la funcion con los ejes.

b) Calcule la derivada de la funcion y obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Compruebe que f(—1) = f(1) y que f'(x) no es nunca cero en el intervalo [—1, 1]. ¢Contradice
este hecho el teorema de Rolle?

d) Esboce la grafica de la funcién y = f(x).
Solucion:

a) La funcidn esta definida para cualquier valor real de x:
D(f) = R.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

EjeX:f(x)=()=>1_i/x_=O; W=1${x1:—1—>A(—1,0)

x, =1-B(1,0)
EjeY2x=0=f(0)=1-302=1=C(0,1).
2
b) f(x)=1-3VxZ2=1-—x3.
) = 02yl 2. 5= 2. 1 "(x) = — 2
f'x)=0 SUXT = oorx 3= o 3\/E:}f(x)— =T

Teniendo en cuenta que Vx2Z > 0,Vx € R, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los
siguientes:

f'(x) > 0 = Crecimiento: x € (—, 0).

f'(x) < 0 = Decrecimiento: x € (0, +).

fD=1-Y(-D?=1-V1=1-1=0
f)=1-Y12=1-VY1=1-1=0

Nétese que, en general: f(—x) =1—3/(-x)2=1— Va2 = f(x), por lo cual, la funcién es
simétrica con respecto al eje de ordenadas.

} = f(=D = f(D.

A continuacién se prueba que la funcion no es derivable para x = 0.

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
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Parax =0 :>xlirgl_f(x) :J}L%l+f(x) = f(0) :)lcif)%(l -Vx?)=1=

= La funcion f(x) es continuaen x = 0.

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a
continuacionb.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

Se hacer las derivadas laterales para x = 0:
! Y= 1i — 2 = — 2 = _—2 =
frm) = xlg(r)l—( 3-%/%) 3% - T

Y = T (2 Y2 _-2_
f(O)—hm( 3-%/%)_ 3.30F  of *®

x—07t

= £1(07) # £/(0) =

= La funcion f(x) no es derivable parax = 0 € [—1,1].

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b), con
a,b €ERya<b,ysecumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que f'(c) =
0”.

Teniendo en cuenta la definicién del teorema de Rolle, no existe contradiccion, puesto que
no se cumple que la funcidn sea derivable en el intervalo.

d) Para la representacién grafica de la funcién se han teni-
do en cuenta los puntos de corte con los ejes, asi como los pe-
riodos de crecimiento y decrecimiento y, también, que la fun-
cidn no tiene ningun tipo de asintotas. La representacion apro-
ximada es la de la figura.

/ <y

7
- JXx) - e
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Problema 5:
59) Sea a un parametro real. Considere el plano T = 3x — 2y —z = 4, y el punto P(1,1,0) y la recta

x—y=0 . ,
r= {x Zz _1 En cada caso, si existe, obtenga el valor del parametro a para el cual:

a) El punto P pertenece a larectar.
b) Larectary el plano i se corten en un Unico punto.
c) La recta r esta contenida en el plano 7.

d) La recta r es perpendicular al plano m.

Solucion:
x=1+al
a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr =iy = 1 + aA.
z=1

Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuacion.

x=14+al=1-1=0
y=1+a/1=1—>/1=0}
z=1=>1=0

= P € R para cualquier valor real de a.

x=1+al
b) Un vector director de r = {y =1+ alesv, = (a,a,1)yunvector normal del plano m = 3x —
z=2A

2y —z=4esn = (3,-2,—1).

Para que la recta r y el plano 7 se corten en un punto es condicidn necesaria que los vectores v,
y 71 no sean perendiculares, o sea, que su producto escalar sea distinto de cero:

v, on#0=>(a,a1)-(3,-2,-1)#0; 3a—2a—1#0; a—1+0; a=+1.

Larectaryelplano  se cortan en un punto Va € R — {1}.

7 . . e . — —
c¢) Para que la recta r esté contenida en el plano  es condicidn necesaria que los vectores v, y 1 sean
perpendiculares:

v,on=0=>a=1.

La condicidn anterior es necesaria, pero no suficiente, puesto que la perpendicularidad de los
vectores v, y 71 lo Gnico que garantiza es que la recta y el plano son paralelos; para que sean coinciden-
tes, cualquier punto de la recta tiene que pertenecer al plano.

Paraa = 1y, por ejemplo, A = 0, un puntoder es P(1,1,0).
Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuacién:

n=3x—2y—z=4

P(1,1,0)}:>3'1_2'1—0¢4=>Nosesatlsface.
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Larectar no esta contenida en el plano m Va € R.

d) La recta r es perpendicular al plano 7 cuando los vectores v, y 7 son linealmente dependientes, es
decir, sus componentes son proporcionales:

a

1 .
=5 >0 & R = Larectar no es perpendicular am Va € R.
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Problema 6:
62) Dados los puntos A(1,1,1),B(0,0,-2),C(2,—1,0),D(—-1,2,—1) y E(0,0,0).
a) Compruebe que los puntos A, B y C determinan un unico plano, &.
b) Averigle si el triangulo de vértices A, By C es rectangulo en A.
c¢) Halle el angulo que forma la recta que pasa por los punto Ay D con el plano 7.
d) Calcule el volumen del tetraedro definido por los vectores ﬁ,ﬁ y AD.
Solucion:
a) Los puntos A(1,1,1),B(0,0,—2),C(2,—1,0) determinan los vectores:
AB = 0B — 04 =[(0,0,—-2) — (1,1, 1] = (-1,—-1, =3).
AC=0C—-04=[(2,-1,0)—(1,1,1] = (1,-2,-1).

Los vectores AB y AC son linealmente independientes, lo cual implica que los puntos determi-
nan un Unico plano, i, como se queria comprobar.

b) El tridngulo de vértices A, B y C sera rectangulo en A cuando los vectores AB y AC son perpendi-
culares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
AB-AC=(-1,-1,-3)-(1,-2,-1)=—-1+4+2+3=4%0.

El triangulo de vértices A,B y C no es rectangulo en A.

Proyeccién de r

La expresién general del plano 7 es la siguiente:

o x y z+2
n(AB, AC; B)=|-1 -1 -3 |=0;
1 -2 -1

x+2z+2)—-3y+(@z+2)—6x—y=0; -5x—4y+3(z+2)=0;
—5x—4y+3z24+6=0=>n=5x+4y—-3z—6=0.

El vector director de la recta r que pasa por A(1,1,1) y D(—1,2,—1) tiene como vector direc-
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tor: 7, = DA=0A—0D =[(1,1,1) — (-1,2,-1] = (2,—1,2).
Un vector normal del planom = 5x + 4y —3z— 6 = 0esn = (5,4, —3).

Por definicidon de producto escalar: 71 - v, = |71] - |V, - cos B.

|7i-v7| . |77
cos f = ——. Por ser a y 8 complementarios: sen a = ——..
7] 7]
1(5,4,~3)-(2,~1,2)] 110—4—6 0
sena = ( ) = 0=

J52+42+(=3)2-/22+(-1)2+22  V25+16+9-V/4+1+4 V500
=>a=arcsen(

= a = 0°=r ymsonparalelos o coincidentes.

Aunque no lo pide el gjercicio, se va a diferenciar el caso.

El plano r contiene a la recta r si cualquier punto de r estd contenido en el plano.

m=5x+4y—-3z=6
A(1,1,1)

La recta que pasa por A(1,1,1) y D(—1, 2, —1) esta contenida en el plano 7.

A, L,1)er= }=>5-1+4-1—3-1=6=>Si.

d) El volumen de un tetraedro es igual a un sexto del valor del producto mixto de los tres vectores que
lo determinan, en valor absoluto.

L o -1 -1 -3
Vretraearo = P ”AB,AC,AD” =11 -2 -1f=
-2 1 =2

=|-4-3-2+412-1-2|=0

= Vretraedro = 0-

Los puntos A, B, C, D son coplanarios y no forman un tetraedro.
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Problema 7:

72) Una prueba diagndstica de una enfermedad da resultado negativo el 5 % de las veces que se aplica a
un individuo que la padece y da positivo el 10 % de las veces que se aplica a un individuo que no la pa-
dece. Las estadisticas muestran que dicha enfermedad afecta e 50 de cada 10.000 personas. Si una per-
sona elegida al azar se somete a la prueba diagndstica, calcule las siguientes probabilidades.

a) Que un individuo no padezca la enfermedad.
b) Que la prueba dé resultado positivo.

¢) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba es negativo.

d) Que el resultado de la prueba sea erréneo.

Solucion:

- p =0,005-0,95 = 0,00475

- p = 0,005-0,05=0,00025

- p=0,995-0,10 = 0,09950

- p =0,995-0,90 = 0,89550

50
1.000

a) P=P(E)=1-P(E)=1-——=1-0,005=0,995.

b) P =P(Po)=P(EnPo)+P(EnPo)=

= P(E) - P(Po/E) + P(E) - P(Po/E) = 0,005 - 0,95 + 0,995 - 0,10 =
= 0,00475 + 0,09950 = P(Po) = 0,10425.

(T __ P(EnNe) _ P(E)-P(Ne/E) _ 0,995-090 _ 0,89550 _
c) P = P(E/Ne) = P(Ne) = 1-P(Po)  1-0,10425  0,89575 0,99972.
d) P=P(Err)=P(EnNe)+P(ENPo)=
= P(E) - P(Ne/E) + P(E) - P(Po/E) = 0,005 - 0,05 + 0,995 - 0,10 =
= 0,00025 + 0,09950 = 0,09975.
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Problema 8:

892) Se tienen tres urnas A, By C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 bolas negras. La urna B contiene
3 bolas blancas y 3 bolas negras. La urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se ex-
traen dos bolas de manera consecutivo y sin reemplazamiento.

a) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea blanca.
b) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea blanca y la segunda sea negra.

¢) Sabiendo que la primera bola extraida es blanca, calcule la probabilidad de que la segunda bola sea

negra.
Solucion:
143 2
A s/o.f @ LTI TEEE T
‘v, . .A.A.AA 2/5 —)p:%.%.%:%
N 124 4
L.A.A.A.A " 4/5 . SP=3 i
2/6 (X )X 717 Sp=s 21 1
1/3 osad 1/ 365 45
132 1
2/5 BPRE S
_133_1
1/3 TPE3E 5T 10
_133_1
TPT3'657 10
132 1
—)p_1§.€.§_1_5
1/3 Sp=5:0-0=0
Lo1=0
0 1=
1i0=0
; -
(PR
37 73
1 4 1 3 1
a) P=P(bl)=P(Anbl)+P(Bnbl)+P(Cnbl)=§-g+§-g+§.0:
=243 402 Pbl) =-2=0,3889
18 ' 18 18— -
b) P=Pbl-ne)==-2.242.23410.1=24240>
3 6 5 3 6 5 3 90 90
= P = P(bl - ne) = 5 = 0,1889.
124 133 1 8 9 17
_ __ P(nenbl) _ EEE+§EE+§10 _ %+%+0 _ 50 _ 1718 E
) P=P(ne/bl) = P(b) = - T 2 =

= P = P(ne/bl) = 32 = 0,4857.
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