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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2021–2022 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

ENERALES Y CALIFICACIÓN
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten‐
drán  en  cuesta  las  respuestas  claramente  justificadas  y  razonadas  usando  lenguaje matemático  o  no matemático,  según 
corresponda. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. Se permite utilizar calculadora científica básica. No se per‐
mite el uso de calculadoras gráficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans‐
mitir o almacenar información. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

1º) Sean las matrices: 𝐴 ൌ ൭
0 1 1
1 1 0
1 0 0

൱ , 𝐵 ൌ ൭
6 െ3 െ4

െ3 2 1
െ4 1 5

൱  𝑒 𝐼 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ y 𝜆 un parámetro real 

cualquiera. 

𝑎ሻ Calcule la matriz 𝐴 െ 𝜆𝐼.         

𝑏ሻ Calcule la matriz ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻଶ. 

𝑐ሻ Halle, si existen, los valores del parámetro 𝜆 para los cuales se satisface la relación ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻଶ ൌ 𝐵. 

 

Problema 2: 

2º) Considere el sistema de ecuaciones 
3𝑥 െ 2𝑦 ൌ 4
      𝑎𝑦 ൌ െ3
𝑎𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 0

ൡ, dependientes del parámetro 𝑎: 

𝑎ሻ Discuta el sistema según el parámetro 𝑎. 

𝑏ሻ Para el valor del parámetro 𝑎 para el cual el sistema tiene solución, resuélvelo. 

 

Problema 3: 

3º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଷ௫ିଶ. 

𝑎ሻ Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la gráfica de la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ tiene 
pendiente igual a 

ଷ

௘
. Halle la ecuación de esta recta tangente.   

𝑏ሻ Calcule lim
௫→మ

య

ଵି௙ሺ௫ሻ

଺௫ିସ
.       

𝑐ሻ Esboce la gráfica de la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Calcule la superficie acotada por la gráfica de la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ y las rectas de ecuaciones 𝑥 ൌ 0 y 
𝑦 ൌ 1. 
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Problema 4: 

4º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ   ௫
మା௔

ଶ௫ିସ
 𝑠𝑖 𝑥 ൑ 0

10𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 𝑏  𝑠𝑖  𝑥 ൐ 0
: 

𝑎ሻ Halle la condición que han de cumplir los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ sea conti‐
nua. 

𝑏ሻ Calcule 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ Halle la condición y calcule los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ sea derivable. 

Problema 5: 

5º) Del paralelogramo (cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos) 𝐴𝐵𝐶𝐷, se conocen los vértices 
consecutivos 𝐴ሺ1, 0, െ1ሻ, 𝐵ሺ2, 1, 0ሻ 𝑦 𝐶ሺ4, 3, െ2ሻ. 

𝑎ሻ Calcule el coseno del ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑏ሻ Encuentre las coordenadas del punto medio, 𝑀, del segmento 𝐴𝐶.   

𝑐ሻ Encuentre las coordenadas del vértice 𝐷. 
𝑑ሻ Calcule el área del paralelogramo 𝐴𝐵𝐶𝐷. 
Problema 6: 

6º) Dadas las rectas 𝑟 ≡ ቄ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3  
2𝑥 െ 𝑧 ൌ 1

 𝑦 𝑠 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆   
𝑦 ൌ െ𝜆       
𝑧 ൌ െ4 െ 𝜆

, 𝜆 ∈ 𝑅. 

𝑎ሻ Encuentre una ecuación vectorial para la recta 𝑟. 
𝑏ሻ Encuentre la posición relativa de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑐ሻ  Encuentre  la  ecuación  general  del  plano  𝜋  perpendicular  a  la  recta  𝑟  que  pasa  por  el  punto 
𝑃ሺ2, 0, െ1ሻ. 

𝑑ሻ Encuentre la ecuación general del plano paralelo a 𝑟 que contiene a la recta 𝑠. 

Problema 7: 

7º)  Dados  dos  sucesos  A  y  B,  se  conocen  las  siguientes  probabilidades:  𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,7,  𝑃൫𝐵൯ ൌ 0,4  y 
𝑃൫𝐴 ∪ 𝐵൯ ൌ 0,58, donde 𝐴 𝑦 𝐵 indican los sucesos contrarios (o complementarios) de A y de B, respec‐

tivamente. Calcule las siguientes probabilidades: 

𝑎ሻ  𝑃൫𝐴൯, 𝑃ሺ𝐵ሻ 𝑦 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ. ¿Son A y B sucesos independientes? 

 𝑏ሻ  𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ.   𝑐ሻ  𝑃൫𝐵 ∩ 𝐴൯.    𝑑ሻ  𝑃ሺ𝐴/𝐵ሻ y 𝑃൫𝐴/𝐵൯. 

Problema 8: 

8º) El tiempo de duración de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribución es‐
tadística normal de media 8,8 meses con una desviación típica de 3 meses. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses? 

𝑏ሻ ¿Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses? 

𝑐ሻ ¿Para qué valor del parámetro 𝑐 se tiene que el intervalo ሺ8,8 െ 𝑐; 8,8 ൅ 𝑐ሻ es el intervalo de tiempo 
de duración del 98 % de las actualizaciones? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

1º) Sean las matrices: 𝐴 ൌ ൭
0 1 1
1 1 0
1 0 0

൱ , 𝐵 ൌ ൭
6 െ3 െ4

െ3 2 1
െ4 1 5

൱  𝑒 𝐼 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ y 𝜆 un parámetro real 

cualquiera. 

𝑎ሻ Calcule la matriz 𝐴 െ 𝜆𝐼.         

𝑏ሻ Calcule la matriz ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻଶ. 

𝑐ሻ Halle, si existen, los valores del parámetro 𝜆 para los cuales se satisface la relación ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻଶ ൌ 𝐵. 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
0 1 1
1 1 0
1 0 0

൱ െ ൭
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

൱ ൌ ൭
െ𝜆 1 1
1 1 െ 𝜆 0
1 0 െ𝜆

൱.  

 

𝑏ሻ   ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻଶ ൌ ൭
െ𝜆 1 1
1 1 െ 𝜆 0
1 0 െ𝜆

൱ ൉ ൭
െ𝜆 1 1
1 1 െ 𝜆 0
1 0 െ𝜆

൱ ⇒ 

⇒ ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ2 ൌ ൮
𝜆2 ൅ 2 1 െ 2𝜆 െ2𝜆
1 െ 2𝜆 𝜆2 െ 2𝜆 ൅ 2 1

െ2𝜆 1 𝜆2 ൅ 1

൲.  

 

𝑐ሻ ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻଶ ൌ 𝐵 ⇒ ൭
𝜆ଶ ൅ 2 1 െ 2𝜆 െ2𝜆
1 െ 2𝜆 𝜆ଶ െ 2𝜆 ൅ 2 1

െ2𝜆 1 𝜆ଶ ൅ 1
൱ ൌ ൭

6 െ3 െ4
െ3 2 1
െ4 1 5

൱ ⇒  

El único valor que satisface la igualdad de las matrices es 𝝀 ൌ 𝟐 
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Problema 2: 

2º) Considere el sistema de ecuaciones 
3𝑥 െ 2𝑦 ൌ 4
      𝑎𝑦 ൌ െ3
𝑎𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 0

ൡ, dependientes del parámetro 𝑎: 

𝑎ሻ Discuta el sistema según el parámetro 𝑎. 

𝑏ሻ Para el valor del parámetro 𝑎 para el cual el sistema tiene solución, resuélvelo. 

Solución: 

𝑎ሻ   Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
3 െ2 0
0 𝑎 0
𝑎 0 3

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
3 െ2 0
0 𝑎 0
𝑎 0 3

    
4

െ3
0

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
3 െ2 0
0 𝑎 0
𝑎 0 3

อ ൌ 9𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 0.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ് 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
3 െ2 0
0 0 0
0 0 3

    
4

െ3
0

൱ ⇒ ሼ3𝐶ଵ ൌ െ2𝐶ଶሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
3 0 4
0 0 െ3
0 3 0

อ ൌ 27 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

 

𝑏ሻ Se resuelve el sistema para 𝑎 ് 0. 

3𝑥 െ 2𝑦 ൌ 4
      𝑎𝑦 ൌ െ3
𝑎𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 0

ൡ ⇒ 𝑦 ൌ െ ଷ

௔
.  3𝑥 ൅ ଺

௔
ൌ 4;   3𝑎𝑥 ൅ 6 ൌ 4𝑎 ⇒ 𝑥 ൌ ସ௔ି଺

ଷ௔
. 

𝑎 ൉ ସ௔ି଺

ଷ௔
൅ 3𝑧 ൌ 0;  ସ௔ି଺

ଷ
൅ 3𝑧 ൌ 0;   4𝑎 െ 6 ൅ 9𝑧 ൌ 0 ⇒ 𝑧 ൌ ସ௔ି଺

ଽ
. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ
ସ௔ି଺

ଷ௔
;   𝑦 ൌ െ

ଷ

௔
;   𝑧 ൌ

ସ௔ି଺

ଽ
, ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼ0ሽ. 
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Problema 3: 

3º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଷ௫ିଶ. 

𝑎ሻ Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la gráfica de la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ tiene 
pendiente igual a 

ଷ

௘
. Halle la ecuación de esta recta tangente.   

𝑏ሻ Calcule lim
௫→మ

య

ଵି௙ሺ௫ሻ

଺௫ିସ
.       

𝑐ሻ Esboce la gráfica de la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Calcule la superficie acotada por la gráfica de la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ y las rectas de ecuaciones 𝑥 ൌ 0 y 
𝑦 ൌ 1. 

Solución: 

𝑎ሻ La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de su primera derivada 
en ese punto. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3 ൉ 𝑒ଷ௫ିଶ. 

  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3 ൉ 𝑒ଷ௫ିଶ ൌ ଷ

௘
;   𝑒 ൉ 𝑒ଷ௫ିଶ ൌ 1;  𝑒ଷ௫ିଵ ൌ 1 ⇒ 3𝑥 െ 1 ൌ 0;   

3𝑥 ൌ 1;   𝑥 ൌ ଵ

ଷ
. 

  El punto de tangencia es el siguiente: 𝑓൫భ
య
൯ ൌ 𝑒ଷ൉భ

య
ିଶ ൌ 𝑒ିଵ ൌ ଵ

௘
⇒ 𝑃 ቀଵ

ଷ
, ଵ

௘
ቁ.  

  La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la fórmula 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ

𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, que aplicada al punto 𝑃 ቀଵ

ଷ
, ଵ

௘
ቁ: 

  𝑦 െ ଵ

௘
ൌ ଷ

௘
൉ ቀ𝑥 െ ଵ

ଷ
ቁ ;   𝑒𝑦 െ 1 ൌ 3𝑥 െ 1. 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒕𝒂𝒏𝒈𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒔 𝒕 ≡ 𝟑𝒙 െ 𝒆𝒚 ൌ 𝟎. 

 

𝑏ሻ lim
௫→మ

య

ଵି௙ሺ௫ሻ

଺௫ିସ
ൌ lim

௫→మ
య

ଵି௘యೣషమ

଺௫ିସ
ൌ ଵି௘య൉

మ
యషమ

଺൉మ
య

ିସ
ൌ ଵି௘బ

ସିସ
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒   

⇒ lim
௫→ଶ

ଷ

െ3 ൉ 𝑒ଷ௫ିଶ

6
ൌ

െ3 ൉ 𝑒ଷ൉ଶଷିଶ

6
ൌ

െ3 ൉ 𝑒଴

6
ൌ

െ3
6

⇒ 

lim
௫→

మ
య

ଵି௙ሺ௫ሻ

଺௫ିସ
ൌ െ

ଵ

ଶ
. 

 

𝑐ሻ Para hacer una gráfica, aproximada, de la función 𝑦 ൌ 𝑒ଷ௫ିଶ se tiene en cuenta que, por ser una fun‐
ción exponencial de base mayor que 1, es monótona creciente en su dominio, que es R; que tiene al eje 
de abscisas como asíntota horizontal en su parte negativa, por ser  lim

௫→ିஶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ିஶ
𝑒ଷ௫ିଶ ൌ 𝑒ିஶ ൌ

ଵ

௘ಮ ൌ ଵ

ஶ
ൌ 0. El punto de corte de la función con el eje de ordenadas es: 𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑒ିଶ ൌ ଵ

௘మ ⇒ 𝑃 ቀ0, ଵ

௘మቁ. 
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La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la que aparece en la figura adjun‐
ta. 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑ሻ   La representación gráfica de la situación se expresa, de forma aproximada, en la figura siguiente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  El punto de corte de  la  función y  la  recta 𝑦 ൌ 1  tiene como abscisa  la  raíz de  la ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones: 

  𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ⇒ 𝑒ଷ௫ିଶ ൌ 1 ⇒ 3𝑥 െ 2 ൌ 0;   3𝑥 ൌ 2;   𝑥 ൌ ଶ

ଷ
⇒ 𝐴 ቀଶ

ଷ
, 1ቁ. 

  De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 

𝑆 ൌ ׬ ሺ1 െ 𝑒ଷ௫ିଶሻ
మ
య

଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ሾ𝑥ሿ଴

మ
య െ ׬ 𝑒ଷ௫ିଶ

మ
య

଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ଶ

ଷ
െ ׬ 𝑒ଷ௫ିଶ

మ
య

଴ ൉ 𝑑𝑥 ⇒  

⇒ 𝑆 ൌ ଶ

ଷ
െ 𝐼.    (*) 

  𝐼 ൌ ׬ 𝑒ଷ௫ିଶ
మ
య

଴ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ
3𝑥 െ 2 ൌ 𝑡
𝑑𝑥 ൌ ଵ

ଷ
൉ 𝑑𝑡ቤ 𝑥 ൌ ଶ

ଷ
→ 𝑡 ൌ 0

𝑥 ൌ 0 → 𝑡 ൌ െ2
ቋ ⇒ ଵ

ଷ
൉ ׬ 𝑒௧଴

ିଶ ൉ 𝑑𝑡 ൌ 

ൌ ଵ

ଷ
൉ ሾ𝑒௧ሿିଶ

଴ ൌ ଵ

ଷ
൉ ሺ𝑒଴ െ 𝑒ିଶሻ ൌ ଵ

ଷ
൉ ቀ1 െ ଵ

௘మቁ ⇒ 𝐼 ൌ ௘మିଵ

ଷ௘మ .   

  Sustituyendo este valor en (*): 

  𝑆 ൌ ଶ

ଷ
െ 𝐼 ൌ ଶ

ଷ
െ ௘మିଵ

ଷ௘మ ൌ ଶ௘మି௘మାଵ

ଷ௘మ ⇒ 

𝑺 ൌ
𝒆𝟐ା𝟏

𝟑𝒆𝟐  𝒖𝟐 ≅ 𝟎, 𝟑𝟕𝟖 𝒖𝟐. 

   

𝑌

𝑂
𝑋 

𝑃𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଷ௫ିଶ 

െ6  െ4

4

2

2െ2

𝑌

𝑂
𝑋 

𝐴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଷ௫ିଶ 

െ6  െ4

4

2

2െ2

𝑦 ൌ 1 

𝑆

2
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Problema 4: 

4º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ   ௫
మା௔

ଶ௫ିସ
    𝑠𝑖  𝑥 ൑ 0

10𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 𝑏  𝑠𝑖  𝑥 ൐ 0
: 

𝑎ሻ Halle la condición que han de cumplir los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ sea conti‐
nua. 

𝑏ሻ Calcule 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ Halle la condición y calcule los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ sea derivable. 

Solución: 

𝑎ሻ Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese pun‐
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 0, cuya continuidad es dudosa y se van a 
determinar los valores reales de 𝑎 𝑦 𝑏 para que lo sea. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0 ⇒ ቐ
lim

௫→଴ష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→଴

௫మା௔

ଶ௫ିସ
ൌ െ ௔

ସ
                                

lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

ሺ10𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 𝑏 ሻ ൌ 𝑏 ൌ 𝑓ሺ0ሻ
⇒ 

⇒ lim
௫→଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ0ሻ ⇒ െ ௔

ସ
ൌ 𝑏 ⇒ 𝑎 ൌ െ4𝑏. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟒𝒃. 

 

𝑏ሻ   𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
௫మିସ௫ି௔

ଶሺ௫ିଶሻమ   𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0    ሺ∗ሻ

20𝑥 ൅ 1      𝑠𝑖  𝑥 ൒ 0   
 . 

(*)   𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మା௔

ଶ௫ିସ
⇒ 𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ

ଶ௫൉ሺଶ௫ିସሻି൫௫మା௔൯൉ଶ

ଶమ൉ሺ௫ିଶሻమ ൌ ଶ௫మିସ௫ି௫మି௔

ଶ൉ሺ௫ିଶሻమ ൌ ௫మିସ௫ି௔

ଶ൉ሺ௫ିଶሻమ .  

 

𝑐ሻ   La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es derivable en R, excepto para 𝑥 ൌ 0 cuya derivabilidad se va a forzar determi‐
nando los correspondientes valores de 𝑎 𝑦 𝑏. 

  Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son 
iguales en ese punto. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
௫మିସ௫ି௔

ଶሺ௫ିଶሻమ   𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0    ሺ∗ሻ

20𝑥 ൅ 1      𝑠𝑖  𝑥 ൒ 0   
 ⇒ 𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ ቊ

െ ௔

଼
  𝑠𝑖  𝑥 ൏ 0

1  𝑠𝑖  𝑥 ൒ 0
 ⇒   

⇒  𝑓ᇱሺ0ିሻ ൌ 𝑓ᇱሺ0ାሻ ⇒ െ ௔

଼
ൌ 1 ⇒ 𝑎 ൌ െ8. 

  Teniendo en cuenta que 𝑎 ൌ െ4𝑏 ⇒ 𝑏 ൌ െ ௔

ସ
ൌ െ ି଼

ସ
⇒ 𝑏 ൌ 2 

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑦 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑅 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ8 𝑦 𝑏 ൌ 2. 
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Problema 5: 

5º) Del paralelogramo (cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos) 𝐴𝐵𝐶𝐷, se conocen los vértices 
consecutivos 𝐴ሺ1, 0, െ1ሻ, 𝐵ሺ2, 1, 0ሻ 𝑦 𝐶ሺ4, 3, െ2ሻ. 

𝑎ሻ Calcule el coseno del ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑏ሻ Encuentre las coordenadas del punto medio, 𝑀, del segmento 𝐴𝐶.   

𝑐ሻ Encuentre las coordenadas del vértice 𝐷. 

𝑑ሻ Calcule el área del paralelogramo 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 1, 0ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ. 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ4, 3, െ2ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺ3, 3, െ1ሻ. 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ cos 𝛽 ⇒ cos 𝛽 ൌ ஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ ൉஺஼ሬሬሬሬሬ⃗

ห஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ ห൉ห஺஼ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ൌ

ሺଵ,ଵ,ଵሻ൉ሺଷ,ଷ,ିଵሻ

√ଵమାଵమାଵమ൉ඥଷమାଷమାሺିଵሻమ
ൌ  

ൌ ଷାଷିଵ

√ଵାଵାଵ൉√ଽାଽାଵ
ൌ ହ

√ଷ൉√ଵଽ
ൌ ହ

√ହ଻
⇒ cos 𝛽 ൌ 5ඥ57

57
.  

 

𝑏ሻ   𝑥௠ ൌ ଵାସ

ଶ
ൌ ହ

ଶ
;  𝑦௠ ൌ ଴ାଷ

ଶ
ൌ ଷ

ଶ
;  𝑧௠ ൌ ିଵିଶ

ଶ
ൌ െ ଷ

ଶ
⇒ 𝑀 ቀ5

2
, 3

2
, െ 3

2
ቁ. 

 

𝑐ሻ 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ⇒ ሺ1, 1, 1ሻ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ  

ൌ ሾሺ4, 3, െ2ሻ െ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻሿ ൌ ሺ4 െ 𝑥, 3 െ 𝑦, െ2 െ 𝑧ሻ.  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ⇒ ሺ1, 1, 1ሻ ൌ ሺ4 െ 𝑥, 3 െ 𝑦, െ2 െ 𝑧ሻ ⇒ ൝
4 െ 𝑥 ൌ 1 → 𝑥 ൌ 3      
3 െ 𝑦 ൌ 1 → 𝑦 ൌ 2      
െ2 െ 𝑧 ൌ 1 → 𝑧 ൌ െ3

ൡ ⇒  

⇒ 𝑫ሺ𝟑, 𝟐, െ𝟑ሻ. 

 

𝑑ሻ   𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, 2, െ3ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺ2, 2, െ2ሻ 

El área de un paralelogramo es  igual que el módulo del producto vectorial de los dos vectores 
que lo determinan: 

  𝑆஺஻஼஽ ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ะ
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 1
2 2 െ2

ะ ൌ |െ2𝑖 ൅ 2𝑗 ൅ 2𝑘 െ 2𝑘 െ 2𝑖 ൅ 2𝑗| ൌ 

ൌ |െ4𝑖 ൅ 4𝑗| ൌ 4 ൉ |െ𝑖 ൅ 𝑗| ൌ 4 ൉ ඥሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ 4 ൉ √2. 

𝐒 ൌ 𝟒√𝟐 𝐮𝟐. 

 

   

𝐴

𝐶

𝐷 

𝐵 
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Problema 6: 

6º) Dadas las rectas 𝑟 ≡ ቄ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3  
2𝑥 െ 𝑧 ൌ 1

 𝑦 𝑠 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆   
𝑦 ൌ െ𝜆       
𝑧 ൌ െ4 െ 𝜆

, 𝜆 ∈ 𝑅. 

𝑎ሻ Encuentre una ecuación vectorial para la recta 𝑟. 

𝑏ሻ Encuentre la posición relativa de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑐ሻ  Encuentre  la  ecuación  general  del  plano  𝜋  perpendicular  a  la  recta  𝑟  que  pasa  por  el  punto 
𝑃ሺ2, 0, െ1ሻ. 

𝑑ሻ Encuentre la ecuación general del plano paralelo a 𝑟 que contiene a la recta 𝑠. 

Solución: 

𝑎ሻ         𝑟 ≡ ቄ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3  
2𝑥 െ 𝑧 ൌ 1

⇒ 𝑥 ൌ 𝛿;   𝑦 ൌ 3 െ 𝛿;   𝑧 ൌ െ1 ൅ 2𝛿 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝛿             
𝑦 ൌ 3 െ 𝛿     
𝑧 ൌ െ1 ൅ 2𝛿

⇒ 

⇒ 𝑟 ≡ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ0, 3, െ1ሻ ൅ 𝛿 ൉ ሺ1, െ1, 2ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺ0, 3, െ1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 2ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺ1, 0, െ4ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ1ሻ. 

Los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑣௦ሬሬሬ⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen‐
tes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 0, െ4ሻ െ ሺ0, 3, െ1ሻሿ ൌ ሺ1, െ3, െ3ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
1 െ1 2
1 െ1 െ1
1 െ3 െ3

อ ൌ 3 െ 6 ൅ 1 ൅ 2 െ 3 െ 3 ൌ െ6 ് 0 ⇒ 

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 3 ⇒  𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗  𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠.   

𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛. 

 

𝑐ሻ   Siendo 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 2ሻ un vector director de  la  recta,  la ecuación general del plano 𝜋 es de  la 
forma 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  Si el plano contiene al punto 𝑃ሺ2, 0, െ1ሻ tiene que satisfacer su ecuación: 

        
𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                         𝑃ሺ2, 0, െ1ሻൠ ⇒ 2 െ 0 ൅ 2 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 0. 
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𝑑ሻ El plano 𝛾 pedido tiene a 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 2ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ1ሻ como vectores directores y contiene al 
punto 𝐵ሺ1, 0, െ4ሻ ∈ 𝑠. Su expresión general es la siguiente: 

  𝛾ሺ𝐵; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 𝑧 ൅ 4

1 െ1 2
1 െ1 െ1

อ ൌ 0;   

ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 2𝑦 െ ሺ𝑧 ൅ 4ሻ ൅ ሺ𝑧 ൅ 4ሻ ൅ 2ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝑦 ൌ 0;   3ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 3𝑦 ൌ 0;  

𝑥 െ 1 ൅ 𝑦 ൌ 0 ⇒ 

𝛾 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 1 ൌ 0. 
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𝐴 

𝐵

𝑃൫𝐴 ∪ 𝐵൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ

𝐴 

𝐵 

𝐵 ∩ 𝐴 ൌ 𝐵 െ ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ 

Problema 7: 

7º)  Dados  dos  sucesos  A  y  B,  se  conocen  las  siguientes  probabilidades:  𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,7,  𝑃൫𝐵൯ ൌ 0,4  y 
𝑃൫𝐴 ∪ 𝐵൯ ൌ 0,58, donde 𝐴 𝑦 𝐵 indican los sucesos contrarios (o complementarios) de A y de B, respec‐

tivamente. Calcule las siguientes probabilidades: 

𝑎ሻ  𝑃൫𝐴൯, 𝑃ሺ𝐵ሻ 𝑦 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ. ¿Son A y B sucesos independientes? 

 𝑏ሻ  𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ.   𝑐ሻ  𝑃൫𝐵 ∩ 𝐴൯.    𝑑ሻ  𝑃ሺ𝐴/𝐵ሻ y 𝑃൫𝐴/𝐵൯. 

Solución: 

𝑎ሻ    𝑃൫𝐴൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 1 െ 0,7 ൌ 0,3.       𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 1 െ 𝑃൫𝐵൯ ൌ 1 െ 0,4 ൌ 0,6. 

  𝑃൫𝐴 ∪ 𝐵൯ ൌ 0,58 ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ;  

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 1 െ 0,58 ൌ 0,42. 

Dos sucesos A y B son independientes si 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ. 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ⇒ 0,42 ൌ 0,7 ൉ 0,6 ⇒ 

𝐴 𝑦 𝐵 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

𝑏ሻ    𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,7 ൅ 0,6 െ 0,42 ൌ 0,88. 

 

𝑐ሻ  𝑃൫𝐵 ∩ 𝐴൯ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,6 െ 0,42 ൌ 0,18.    

 

𝑑ሻ  𝑃ሺ𝐴/𝐵ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஻ሻ

௉ሺ஻ሻ
ൌ ଴,ସଶ

଴,଺଴
ൌ 0,7.  

𝑃൫𝐴/𝐵൯ ൌ
௉൫஺∩஻൯

௉ሺ஻ሻ
ൌ ଴,ଵ଼

଴,଺଴
ൌ 0,3.  
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Problema 8: 

8º) El tiempo de duración de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribución es‐
tadística normal de media 8,8 meses con una desviación típica de 3 meses. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses? 

𝑏ሻ ¿Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses? 

𝑐ሻ ¿Para qué valor del parámetro 𝑐 se tiene que el intervalo ሺ8,8 െ 𝑐; 8,8 ൅ 𝑐ሻ es el intervalo de tiempo 
de duración del 98 % de las actualizaciones? 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 8,8;   𝜎 ൌ 3. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ8,8;  3ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ି଼,଼

ଷ
. 

𝑎ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 10ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଵ଴ି଼,଼

ଷ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଵ,ଶ

ଷ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ 0,4ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ ൌ 1 െ 0,6554 ൌ 0,3446 ൌ 34,46 %.   

𝑃ሺ𝑋 ൒ 10ሻ ൌ 0,3446 ൌ 34,46 %. 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ7 ൑ 𝑋 ൑ 10ሻ ൌ 𝑃 ቀ଻ି଼,଼

ଷ
൑ 𝑍 ൑ ଵ଴ି଼,଼

ଷ
ቁ ൌ 𝑃 ቀିଵ,଼

ଷ
൑ 𝑍 ൑ ଵ,ଶ

ଷ
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃ሺെ0,6 ൑ 𝑍 ൑ 0,4ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ െ0,6ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,6ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,6ሻ ൌ  

ൌ 0,6554 െ 1 ൅ 0,7257 ൌ 1,3811 െ 1 ൌ 0,3811 ൌ 38,11 %. 

𝑃ሺ7 ൑ 𝑋 ൑ 10ሻ ൌ 0,3811 ൌ 38,11 % 

 

𝑐ሻ        𝑃ሺ8,8 െ 𝑐 ൑ 𝑋 ൑ 8,8 ൅ 𝑐ሻ ൌ 𝑃 ቀ଼,଼ି௖ି଼,଼

ଷ
൑ 𝑍 ൑ ଼,଼ା௖ି଼,଼

ଷ
ቁ ൌ 𝑃 ቀି௖

ଷ
൑ 𝑍 ൑ ௖

ସ
ቁ ⇒  

⇒ 𝑃 ቀି௖

ଷ
൑ 𝑍 ൑ ௖

ସ
ቁ ൌ 0,9800.  

   𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁ െ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ െ ௖

ଷ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁ െ ቂ1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁቃ ൌ 

ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁ െ 1 ൅ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁ ൌ 2 ൉ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁ െ 1 ൌ 0,9800;    

2 ൉ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁ ൌ 1,9800;   𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௖

ଷ
ቁ ൌ 0,9900. Mirando en  la  tabla 𝑁ሺ0,1ሻ  de  forma  inversa,  al  valor 

0,9900 le corresponde, aproximadamente 2,33, por lo cual: 

௖

ଷ
ൌ 2,33 ⇒ 𝑐 ൌ 6,99. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO 
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2021–2022 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten‐
drán  en  cuesta  las  respuestas  claramente  justificadas  y  razonadas  usando  lenguaje matemático  o  no matemático,  según 
corresponda. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. Se permite utilizar calculadora científica básica. No se per‐
mite el uso de calculadoras gráficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans‐
mitir o almacenar información. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 

 

 

Problema 4: 

 

Problema 5: 

 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

1º) Considere las matrices: 𝐴 ൌ ൭
1 1 െ1
𝜆 2 െ1
2 𝜆 െ1

൱ , 𝐵 ൌ ሺ𝜆 3𝜆 6ሻ. 

𝑎ሻ Calcule el determinante de la matriz A.         

𝑏ሻ En función del parámetro 𝜆, halle el rango de la matriz A. 

𝑐ሻ Para el valor 𝜆 ൌ 1, halle la inversa de la matriz A. 

𝑑ሻ Para el valor 𝜆 ൌ 1, resuelva la ecuación matricial 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐵. 

Solución: 

𝑎ሻ   |𝐴| ൌ อ
1 1 െ1
𝜆 2 െ1
2 𝜆 െ1

อ ൌ െ2 െ 𝜆ଶ െ 2 ൅ 4 ൅ 𝜆 ൅ 𝜆 ⇒ 

|𝐴| ൌ െ𝜆ଶ ൅ 2𝜆. 

𝑏ሻ   |𝐴| ൌ 0 ⇒ െ𝜆ଶ ൅ 2𝜆 ൌ 0; െ𝜆ሺ𝜆 െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝝀 ് 𝟎
𝝀 ് 𝟐

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝟑 𝒚 𝒑𝒂𝒓𝒂 ቄ𝝀 ൌ 𝟎
𝝀 ൌ 𝟐

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝟐. 

𝑐ሻ Para el valor 𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝐴 ൌ ൭
1 1 െ1
1 2 െ1
2 1 െ1

൱. 

Se obtiene la inversa de 𝐴 por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐴|𝐼ሻ ൌ ൭
1 1 െ1
1 2 െ1
2 1 െ1

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ⇒ ൜
𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝐹ଵ

𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 2𝐹ଵ
ൠ ⇒  

⇒ ൭
1 1 െ1
0 1 0
0 െ1 1

อ
1 0 0

െ1 1 0
െ2 0 1

൱ ⇒ ൜
𝐹ଷ → 𝐹ଷ ൅ 𝐹ଶ
𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 𝐹ଶ

ൠ ⇒ ൭
1 0 െ1
0 1 0
0 0 1

อ
2 െ1 0

െ1 1 0
െ3 1 1

൱ ⇒  

⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ ൅ 𝐹ଷሽ ⇒ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
െ1 0 1
െ1 1 0
െ3 1 1

൱ ⇒ 

𝑨ି𝟏 ൌ ൭
െ𝟏 𝟎 𝟏
െ𝟏 𝟏 𝟎
െ𝟑 𝟏 𝟏

൱.  

𝑑ሻ 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐵;   𝑋 ൉ 𝐴 ൉ 𝐴ିଵ ൌ 𝐵 ൉ 𝐴ିଵ;   𝑋 ൉ 𝐼 ൌ 𝐵 ൉ 𝐴ିଵ ⇒ 𝑋 ൌ 𝐵 ൉ 𝐴ିଵ. 

Para 𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝐵 ൌ ሺ1 3 6ሻ. 

  𝑋 ൌ 𝐵 ൉ 𝐴ିଵ ൌ ሺ1 3 6ሻ ൉ ൭
െ1 0 1
െ1 1 0
െ3 1 1

൱ ⇒ 

𝑋 ൌ ሺെ22 9 7ሻ.   
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Problema 2: 

2º)  Durante  un  año,  cierta  empresa  vende  21.000  vehículos  de  tres modelos  A,  B  y  C,  al  precio  de 
10.000, 15.000 y 20.000 euros, respectivamente. El total de las ventas es de 332 millones de euros. Se 
ha observado que también se han vendido 21.000 vehículos contando tan solo los del modelo B y 𝜆 ve‐
ces los del modelo A. 

𝑎ሻ  Plantee  un  sistema  de  ecuaciones  con  las  condiciones  del  problema,  en  función  del  número  de 
vehículos vendidos de cada modelo. 

𝑏ሻ Calcule el número de vehículos vendidos de cada modelo, suponiendo 𝜆 ൌ 3. 

𝑐ሻ Determine si existe algún valor del parámetro 𝜆 para el cual la anterior situación no se pueda resol‐
ver. 

Solución: 

𝑎ሻ   Sean 𝑥, 𝑦, 𝑧 el número de vehículos de los tipos A, B y C que vende la empresa, respectivamente. 

  El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente: 

 

                                                  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 21.000
10.000𝑥 ൅ 15.000𝑦 ൅ 20.000𝑧 ൌ 332.000.000
                                                         𝜆𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 21.000

ൡ   

       𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝒛 ൌ 𝟐𝟏. 𝟎𝟎𝟎
𝟐𝒙 ൅ 𝟑𝒚 ൅ 𝟒𝒛 ൌ 𝟔𝟔. 𝟒𝟎𝟎
             𝝀𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟐𝟏. 𝟎𝟎𝟎

ൡ. 

𝑏ሻ   Para 𝜆 ൌ 3 el sistema resulta: 

       𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 21.000
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 66.400
             3𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 21.000

ൡ ⇒ 𝑦 ൌ 21.000 െ 3𝑥. 

 
       𝑥 ൅ ሺ21.000 െ 3𝑥ሻ ൅ 𝑧 ൌ 21.000
2𝑥 ൅ 3ሺ21.000 െ 3𝑥ሻ ൅ 4𝑧 ൌ 66.400

ൠ                                  െ2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0
െ7𝑥 ൅ 4𝑧 ൅ 63.000 ൌ 66.400

ቅ; 

           െ2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0
െ7𝑥 ൅ 4𝑧 ൌ 3.400

ቅ   8𝑥 െ 4𝑧 ൌ 0       
െ7𝑥 ൅ 4𝑧 ൌ 3.400

ቅ ⇒ 𝑥 ൌ 3.400. 

  𝑦 ൌ 21.000 െ 3 ൉ 3.400 ൌ 21.000 െ 10.200 ⇒ 𝑦 ൌ 10.800.  

  3.400 ൅ 10.800 ൅ 𝑧 ൌ 21.000;   𝑧 ൌ 21.000 െ 14.200 ⇒ 𝑧 ൌ 6.800. 

  El número de vehículos vendidos por la empresa ha sido: 

𝟑. 𝟒𝟎𝟎 𝒅𝒆𝒍 𝒕𝒊𝒑𝒐 𝑨; 𝟏𝟎. 𝟖𝟎𝟎 𝒅𝒆𝒍 𝒕𝒊𝒑𝒐 𝑩 𝒚 𝟔. 𝟖𝟎𝟎 𝒅𝒆𝒍 𝒕𝒊𝒑𝒐 𝑪. 

 

𝑐ሻ   Se  trata  de que  el  sistema  sea  incompatible  que,  según  el  teorema de Rouché‐Fröbenius,  los 
rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser diferentes. 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
1 1 1
2 3 4
𝜆 1 0

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 1 1
2 3 4
𝜆 1 0

    
21.000
66.400
21.000

൱. 

  El rango de la matriz de coeficientes tiene que ser dos, para lo cual, es necesario que se anule su 
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determinante: 

  |𝑀| ൌ อ
1 1 1
2 3 4
𝜆 1 0

อ ൌ 0;  2 ൅ 4𝜆 െ 3𝜆 െ 4 ൌ 0;   𝜆 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ 2. 

  𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 3 4
2 1 0

    
21.000
66.400
21.000

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒ 

⇒ อ
1 1 21.000
2 3 66.400
2 1 21.000

อ ൌ 200 ൉ อ
1 1 105
2 3 332
2 1 105

อ ൌ  

ൌ 200 ൉ ሺ315 ൅ 210 ൅ 664 െ 630 െ 332 െ 210ሻ ൌ 200 ൉ ሺ1.189 െ 1.172ሻ ൌ  

ൌ 200 ൉ 17 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝝀 ൌ 𝟐 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐; 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 
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Problema 3: 

3º) Dadas las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 4 െ 4𝑥. 

𝑎ሻ Represéntelas gráficamente en un mismo sistema de coordenadas. 

𝑏ሻ Calcule los puntos de corte de ambas gráficas. 

𝑐ሻ Calcule el área del recinto limitado por las gráficas de ambas funciones. 

Solución: 

𝑎, 𝑏ሻ  

La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 es una parábola convexa ሺ∪ሻ, por ser positivo el coeficiente de 𝑥ଶ, 
cuyo vértice es el siguiente: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ 4 ൌ 0 ⇒ 2ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 2. 

𝑓ሺ2ሻ ൌ 2ଶ െ 4 ൉ 2 ൌ െ4 ⇒ 𝑉ሺ2, െ4ሻ. 

    Otros puntos de la parábola son los siguientes: 

𝑂ሺ0, 0ሻ, 𝐴ሺ4, 0ሻ, 𝐵ሺെ2, 12ሻ 𝑦 𝐶ሺ6, 12ሻ. 

Los puntos de corte de las dos funciones tienen como abscisas las 
raíces de la ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൌ 4 െ 4𝑥; 𝑥ଶ ൌ 4 

⇒ ቊ
𝒙𝟏 ൌ െ𝟐 → 𝑩ሺെ𝟐, 𝟏𝟐ሻ

𝒙𝟐 ൌ 𝟐 → 𝑽ሺ𝟐, െ𝟒ሻ      
.  

  La  representación  gráfica  de  la  situación  se  expresa,  de  forma 
aproximada, en la figura adjunta. 

 

𝑐ሻ De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es 
la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿଶ
ିଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ሾሺ4 െ 4𝑥ሻ െ ሺ𝑥ଶ െ 4𝑥ሻሿଶ

ିଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 

ൌ ׬ ሺെ𝑥ଶ ൅ 4ሻଶ
ିଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ቂെ ௫య

ଷ
൅ 4𝑥ቃ

ିଶ

ଶ
ൌ ቀെ ଶయ

ଷ
൅ 4 ൉ 2ቁ െ ቂെ

ሺିଶሻయ

ଷ
൅ 4 ൉ ሺെ2ሻቃ ൌ  

ൌ െ
8
3

൅ 8 െ
8
3

൅ 8 ൌ 16 െ
16
3

ൌ 16 ൉ ൬1 െ
1
3

൰ ൌ 16 ൉
2
3

⇒ 

𝑺 ൌ
𝟑𝟐

𝟑
 𝒖𝟐 ≅ 𝟏𝟎, 𝟔𝟕 𝒖𝟐. 

   

𝑌 

𝑂  𝑋

𝑓ሺ𝑥ሻ

4 

െ2 

െ2 

4

െ4 

2

𝑆 
𝐴

𝐶

𝑉

𝐵 

𝑔ሺ𝑥ሻ

12 

8 
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Problema 4: 

4º) Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 1 െ √𝑥ଶయ
. 

𝑎ሻ Halle el dominio y los puntos de corte de la gráfica de la función con los ejes. 

𝑏ሻ Calcule la derivada de la función y obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

𝑐ሻ  Compruebe que 𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ  y que 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ  no es nunca cero en el  intervalo  ሾെ1, 1ሿ.  ¿Contradice 
este hecho el teorema de Rolle? 

𝑑ሻ Esboce la gráfica de la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Solución: 

𝑎ሻ   La función está definida para cualquier valor real de 𝑥: 

 𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ 𝑹. 

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes: 

  𝐸𝑗𝑒 𝑋 ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 1 െ √𝑥ଶయ ൌ 0;  √𝑥ଶయ ൌ 1 ⇒ ൜
𝑥ଵ ൌ െ1 → 𝐴ሺെ1, 0ሻ
𝑥ଶ ൌ 1 → 𝐵ሺ1, 0ሻ      

. 

  𝐸𝑗𝑒 𝑌 ⇒ 𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑓ሺ0ሻ ൌ 1 െ √0ଶయ ൌ 1 ⇒ 𝐶ሺ0, 1ሻ. 

 

𝑏ሻ   𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 1 െ √𝑥ଶయ ൌ 1 െ 𝑥
మ
య. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 െ ଶ

ଷ
൉ 𝑥

మ
య

ିଵ ൌ െ ଶ

ଷ
൉ 𝑥ିభ

య ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ଵ

√௫య ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ଶ

ଷ൉ √௫య . 

  Teniendo en cuenta que √𝑥ଶయ ൐ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los 
siguientes:   

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒙 ∈ ሺെ∞, 𝟎ሻ. 

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒙 ∈ ሺ𝟎, ൅∞ሻ. 

 

𝑐ሻ  
𝑓ሺെ1ሻ ൌ 1 െ ඥሺെ1ሻଶయ ൌ 1 െ √1య ൌ 1 െ 1 ൌ 0

𝑓ሺ1ሻ ൌ 1 െ √1ଶయ ൌ 1 െ √1య ൌ 1 െ 1 ൌ 0           
ቋ ⇒ 𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ. 

  Nótese  que,  en  general:  𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 1 െ ඥሺെ𝑥ሻଶయ ൌ 1 െ √𝑥ଶయ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ,  por  lo  cual,  la  función  es 
simétrica con respecto al eje de ordenadas. 

  A continuación se prueba que la función no es derivable para 𝑥 ൌ 0. 

Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese 
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
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  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0 ⇒ lim
௫→଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴

൫1 െ √𝑥ଶయ ൯ ൌ 1 ⇒  

⇒ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en 𝑥 ൌ 0. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es derivable en R, excepto para 𝑥 ൌ 0 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a 
continuación𝑏. 

  Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son 
iguales en ese punto. 

  Se hacer las derivadas laterales para 𝑥 ൌ 0: 

 
𝑓ᇱሺ0ିሻ ൌ lim

௫→଴ష
ቀെ ଶ

ଷ൉ √௫య ቁ ൌ െ ଶ

ଷ൉ √଴షయ ൌ ିଶ

଴ష ൌ ൅∞

𝑓ᇱሺ0ାሻ ൌ lim
௫→଴శ

ቀെ ଶ

ଷ൉ √௫య ቁ ൌ െ ଶ

ଷ൉ √଴శయ ൌ ିଶ

଴శ ൌ െ∞
ቑ ⇒ 𝑓ᇱሺ0ିሻ ് 𝑓ᇱሺ0ାሻ ⇒ 

⇒ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ no es derivable para 𝑥 ൌ 0 ∈ ሾെ1, 1ሿ. 

  El teorema de Rolle dice que “si una función 𝑓ሺ𝑥ሻ en continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y derivable en ሺ𝑎, 𝑏ሻ, con 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 y 𝑎 ൏ 𝑏, y se cumple que 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ, existe al menos un valor c, 𝑎 ൏ 𝑐 ൏ 𝑏 tal que 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ
0”. 

  Teniendo en cuenta la definición del teorema de Rolle, no existe contradicción, puesto que 
no se cumple que la función sea derivable en el intervalo. 

 

𝑑ሻ   Para la representación gráfica de la función se han teni‐
do en cuenta los puntos de corte con los ejes, así como los pe‐
riodos de  crecimiento  y decrecimiento  y,  también,  que  la  fun‐
ción no tiene ningún tipo de asíntotas. La representación apro‐
ximada es la de la figura. 

   

𝑌 

3𝑂  𝑋
𝐵

െ3
𝐴 

െ2 

െ1 
െ1  1

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝐶 
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Problema 5: 

5º) Sea 𝑎 un parámetro real. Considere el plano 𝜋 ≡ 3𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4, y el punto 𝑃ሺ1, 1, 0ሻ y la recta 

𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0  
𝑥 െ 𝑎𝑧 ൌ 1

. En cada caso, si existe, obtenga el valor del parámetro 𝑎 para el cual: 

𝑎ሻ El punto P pertenece a la recta 𝑟. 

𝑏ሻ La recta 𝑟 y el plano 𝜋 se corten en un único punto. 

𝑐ሻ La recta 𝑟 está contenida en el plano 𝜋. 

𝑑ሻ La recta 𝑟 es perpendicular al plano 𝜋. 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑎𝜆
𝑦 ൌ 1 ൅ 𝑎𝜆
𝑧 ൌ 𝜆          

. 

  Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuación. 

 
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑎𝜆 ൌ 1 → 𝜆 ൌ 0
𝑦 ൌ 1 ൅ 𝑎𝜆 ൌ 1 → 𝜆 ൌ 0
𝑧 ൌ 𝜆 ൌ→ 𝜆 ൌ 0               

ൡ 

⇒ 𝑷 ∈ 𝑹 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒄𝒖𝒂𝒍𝒒𝒖𝒊𝒆𝒓 𝒗𝒂𝒍𝒐𝒓 𝒓𝒆𝒂𝒍 𝒅𝒆 𝒂. 

 

𝑏ሻ   Un vector director de 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑎𝜆
𝑦 ൌ 1 ൅ 𝑎𝜆
𝑧 ൌ 𝜆          

 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑎, 𝑎, 1ሻ y un vector normal del plano 𝜋 ≡ 3𝑥 െ

2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ3, െ2, െ1ሻ. 

  Para que la recta 𝑟 y el plano 𝜋 se corten en un punto es condición necesaria que los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  
y 𝑛ሬ⃗  no sean perendiculares, o sea, que su producto escalar sea distinto de cero: 

      𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑛ሬ⃗ ് 0 ⇒ ሺ𝑎, 𝑎, 1ሻ ൉ ሺ3, െ2, െ1ሻ ് 0;   3𝑎 െ 2𝑎 െ 1 ് 0;   𝑎 െ 1 ് 0;   𝑎 ് 1. 

  𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ሼ𝟏ሽ. 

 

𝑐ሻ Para que la recta 𝑟 esté contenida en el plano 𝜋 es condición necesaria que los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗  sean 
perpendiculares: 

𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑛ሬ⃗ ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 1. 

La condición anterior es necesaria, pero no suficiente, puesto que  la perpendicularidad de  los 
vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  𝑦 𝑛ሬ⃗  lo único que garantiza es que la recta y el plano son paralelos; para que sean coinciden‐
tes, cualquier punto de la recta tiene que pertenecer al plano. 

Para 𝑎 ൌ 1 y, por ejemplo,  𝜆 ൌ 0, un punto de 𝑟 es 𝑃ሺ1, 1, 0ሻ. 

Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuación: 

𝜋 ≡ 3𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
                       𝑃ሺ1, 1, 0ሻൠ ⇒ 3 ൉ 1 െ 2 ൉ 1 െ 0 ് 4 ⇒ 𝑁𝑜 𝑠𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑎𝑐𝑒. 
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𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒏𝒐 𝒆𝒔𝒕á 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒊𝒅𝒂 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 ∀𝒂 ∈ 𝑹. 

 

𝑑ሻ La recta 𝑟 es perpendicular al plano 𝜋 cuando los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  𝑦 𝑛ሬ⃗  son linealmente dependientes, es 
decir, sus componentes son proporcionales: 

௔

ଷ
ൌ ௔

ିଶ
ൌ ଵ

ିଵ
⇒ 𝑎 ∉ 𝑅 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝜋 ∀𝑎 ∈ 𝑅. 
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Problema 6: 

6º) Dados los puntos 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ, 𝐵ሺ0, 0, െ2ሻ, 𝐶ሺ2, െ1, 0ሻ, 𝐷ሺെ1, 2, െ1ሻ 𝑦 𝐸ሺ0, 0, 0ሻ. 

𝑎ሻ Compruebe que los puntos A, B y C determinan un único plano, 𝜋. 

𝑏ሻ Averigüe si el triángulo de vértices A, B y C es rectángulo en A. 

𝑐ሻ Halle el ángulo que forma la recta que pasa por los punto A y D con el plano 𝜋. 

𝑑ሻ Calcule el volumen del tetraedro definido por los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Solución: 

𝑎ሻ   Los puntos 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ, 𝐵ሺ0, 0, െ2ሻ, 𝐶ሺ2, െ1, 0ሻ determinan los vectores: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, െ2ሻ െ ሺ1, 1, 1ሻሿ ൌ ሺെ1, െ1, െ3ሻ.  

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, െ1, 0ሻ െ ሺ1, 1, 1ሻሿ ൌ ሺ1, െ2, െ1ሻ.  

Los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  son linealmente independientes, lo cual implica que los puntos determi‐
nan un único plano, 𝜋, 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑠𝑒 𝑞𝑢𝑒𝑟í𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑟. 

 

𝑏ሻ   El triángulo de vértices A, B y C será rectángulo en A cuando los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  son perpendi‐
culares. 

  Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, െ1, െ3ሻ ൉ ሺ1, െ2, െ1ሻ ൌ െ1 ൅ 2 ൅ 3 ൌ 4 ് 0. 

𝑬𝒍 𝒕𝒓𝒊á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝒅𝒆 𝒗é𝒓𝒕𝒊𝒄𝒆𝒔 𝑨, 𝑩 𝒚 𝑪 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝒆𝒏 𝑨. 

 

𝑐ሻ    

 

 

 

 

 

 

La expresión general del plano 𝜋 es la siguiente: 

         𝜋൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ;  𝐵൯ ≡ อ
𝑥 𝑦 𝑧 ൅ 2

െ1 െ1 െ3
1 െ2 െ1

อ ൌ 0;  

𝑥 ൅ 2ሺ𝑧 ൅ 2ሻ െ 3𝑦 ൅ ሺ𝑧 ൅ 2ሻ െ 6𝑥 െ 𝑦 ൌ 0;  െ5𝑥 െ 4𝑦 ൅ 3ሺ𝑧 ൅ 2ሻ ൌ 0;  

െ5𝑥 െ 4𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 6 ൌ 0; ⇒ 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 െ 6 ൌ 0. 

  El vector director de la recta 𝑟 que pasa por 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ 𝑦 𝐷ሺെ1, 2, െ1ሻ tiene como vector direc‐

𝑣௥ሬሬሬ⃗𝑛ሬ⃗  

𝑟

𝛼
𝛽𝑃𝑟𝑜𝑦𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑟

𝜋
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tor: 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 𝐷𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺെ1, 2, െ1ሻሿ ൌ ሺ2, െ1, 2ሻ. 

Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 െ 6 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ5, 4, െ3ሻ. 

  Por definición de producto escalar: 𝑛ሬ⃗ ൉ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ |𝑛ሬ⃗ | ൉ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ cos 𝛽. 

  cos 𝛽 ൌ
|௡ሬ⃗ ൉௩ೝሬሬሬሬ⃗ |

|௡ሬ⃗ |൉|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
. Por ser 𝛼 𝑦 𝛽 complementarios: 𝑠𝑒𝑛 𝛼 ൌ

|௡ሬ⃗ ൉௩ೝሬሬሬሬ⃗ |

|௡ሬ⃗ |൉|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
. 

  𝑠𝑒𝑛 𝛼 ൌ
|ሺହ,ସ,ିଷሻ൉ሺଶ,ିଵ,ଶሻ|

ඥହమାସమାሺିଷሻమ൉ඥଶమାሺିଵሻమାଶమ
ൌ

|ଵ଴ିସି଺|

√ଶହାଵ଺ାଽ൉√ସାଵାସ
ൌ ଴

√ହ଴൉√଴
ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝛼 ൌ 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 0 

⇒ 𝜶 ൌ 𝟎° ⇒ 𝒓 𝒚 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒑𝒂𝒓𝒂𝒍𝒆𝒍𝒐𝒔 𝒐 𝒄𝒐𝒊𝒏𝒄𝒊𝒅𝒆𝒏𝒕𝒆𝒔. 

  Aunque no lo pide el ejercicio, se va a diferenciar el caso. 

  El plano 𝜋 contiene a la recta 𝑟 si cualquier punto de 𝑟 está contenido en el plano. 

𝐴ሺ1, 1, 1ሻ ∈ 𝑟 ⇒   
𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 4𝑦 െ 3𝑧 ൌ 6
                         𝐴ሺ1, 1, 1ሻൠ ⇒ 5 ൉ 1 ൅ 4 ൉ 1 െ 3 ൉ 1 ൌ 6 ⇒ 𝑆𝑖. 

  La recta que pasa por 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ 𝑦 𝐷ሺെ1, 2, െ1ሻ está contenida en el plano 𝜋. 

 

𝑑ሻ El volumen de un tetraedro es igual a un sexto del valor del producto mixto de los tres vectores que 
lo determinan, en valor absoluto. 

  𝑉 ௘௧௥௔௘ௗ௥௢ ൌ ଵ

଺
൉ ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ ะ

െ1 െ1 െ3
1 െ2 െ1

െ2 1 െ2
ะ ൌ 

ൌ |െ4 െ 3 െ 2 ൅ 12 െ 1 െ 2| ൌ 0 

⇒ 𝑽𝑻𝒆𝒕𝒓𝒂𝒆𝒅𝒓𝒐 ൌ 𝟎. 

  Los puntos A, B, C, D son coplanarios y no forman un tetraedro. 
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Problema 7: 

7º) Una prueba diagnóstica de una enfermedad da resultado negativo el 5 % de las veces que se aplica a 
un individuo que la padece y da positivo el 10 % de las veces que se aplica a un individuo que no la pa‐
dece. Las estadísticas muestran que dicha enfermedad afecta e 50 de cada 10.000 personas. Si una per‐
sona elegida al azar se somete a la prueba diagnóstica, calcule las siguientes probabilidades. 

𝑎ሻ Que un individuo no padezca la enfermedad. 

 𝑏ሻ Que la prueba dé resultado positivo. 

𝑐ሻ Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba es negativo. 

 

𝑑ሻ Que el resultado de la prueba sea erróneo. 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃൫𝐸൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൌ 1 െ ହ଴

ଵ.଴଴଴
ൌ 1 െ 0,005 ൌ 0,995. 

  

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑃𝑜ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝑃𝑜ሻ ൅ 𝑃൫𝐸 ∩ 𝑃𝑜൯ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑃𝑜/𝐸ሻ ൅ 𝑃൫𝐸൯ ൉ 𝑃൫𝑃𝑜/𝐸൯ ൌ 0,005 ൉ 0,95 ൅ 0,995 ൉ 0,10 ൌ  

ൌ 0,00475 ൅ 0,09950 ⇒ 𝑃ሺ𝑃𝑜ሻ ൌ 0,10425.  

 

𝑐ሻ   𝑃 ൌ 𝑃൫𝐸/𝑁𝑒൯ ൌ
௉൫ா∩ே௘൯

௉ሺே௘ሻ
ൌ

௉൫ா൯൉௉൫ே௘/ா൯

ଵି௉ሺ௉௢ሻ
ൌ ଴,ଽଽହ൉଴,ଽ଴

ଵି଴,ଵ଴ସଶହ
ൌ ଴,଼ଽହହ଴

଴,଼ଽହ଻ହ
ൌ 0,99972.   

 

𝑑ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑟𝑟ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝑁𝑒ሻ ൅ 𝑃൫𝐸 ∩ 𝑃𝑜൯ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑁𝑒/𝐸ሻ ൅ 𝑃൫𝐸൯ ൉ 𝑃൫𝑃𝑜/𝐸൯ ൌ 0,005 ൉ 0,05 ൅ 0,995 ൉ 0,10 ൌ  

 ൌ 0,00025 ൅ 0,09950 ൌ 0,09975.  

   

0,995 

0,005

0,95

0,05

0,10

0,90

𝐸 

→ 𝑝 ൌ 0,005 ൉ 0,95 ൌ 0,00475 

𝑁𝑒

𝑃𝑜

𝑃𝑜𝐸 

𝑁𝑒

→ 𝑝 ൌ 0,005 ൉ 0,05 ൌ 0,00025 

→ 𝑝 ൌ 0,995 ൉ 0,10 ൌ 0,09950 

→ 𝑝 ൌ 0,995 ൉ 0,90 ൌ 0,89550 
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Problema 8: 

8º) Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 bolas negras. La urna B contiene 
3 bolas blancas y 3 bolas negras. La urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se ex‐
traen dos bolas de manera consecutivo y sin reemplazamiento. 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que la primera bola extraída sea blanca. 

𝑏ሻ Calcule la probabilidad de que la primera bola extraída sea blanca y la segunda sea negra. 

𝑐ሻ Sabiendo que la primera bola extraída es blanca, calcule la probabilidad de que la segunda bola sea 
negra. 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑏𝑙ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝑏𝑙ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝑏𝑙ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝑏𝑙ሻ ൌ ଵ

ଷ
൉ ସ

଺
൅ ଵ

ଷ
൉ ଷ

଺
൅ ଵ

ଷ
൉ 0 ൌ 

ൌ ସ

ଵ଼
൅ ଷ

ଵ଼
൅ 0 ⇒ 𝑃ሺ𝑏𝑙ሻ ൌ 7

18
≅ 0,3889.  

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑏𝑙 െ 𝑛𝑒ሻ ൌ ଵ

ଷ
൉ ସ

଺
൉ ଶ

ହ
൅ ଵ

ଷ
൉ ଷ

଺
൉ ଷ

ହ
൅ ଵ

ଷ
൉ 0 ൉ 1 ൌ ଼

ଽ଴
൅ ଽ

ଽ଴
൅ 0 ⇒ 

⇒ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑏𝑙 െ 𝑛𝑒ሻ ൌ 17
90

≅ 0,1889. 

𝑐ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑛𝑒/𝑏𝑙ሻ ൌ ௉ሺ௡௘∩௕௟ሻ

௉ሺ௕௟ሻ
ൌ

భ
య

൉మ
ల

൉ర
ఱ

ାభ
య

൉య
ల

൉య
ఱ

ାభ
య

൉ଵ൉଴
ళ

భఴ

ൌ
ఴ

వబ
ା వ

వబ
ା଴

ళ
భఴ

ൌ
భళ
వబ
ళ

భఴ

ൌ ଵ଻൉ଵ଼

଻൉ଽ଴
ൌ ଵ଻൉ଵ

଻൉ହ
⇒ 

⇒ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑛𝑒/𝑏𝑙ሻ ൌ 17
35

≅ 0,4857.  
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൉
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6

൉
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45 

→ 𝑝 ൌ
1
3
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→ 𝑝 ൌ
1
3

൉ 0 ൉ 1 ൌ 0 

→ 𝑝 ൌ
1
3

൉ 1 ൉ 0 ൌ 0 

→ 𝑝 ൌ
1
3

൉ 1 ൉ 1 ൌ
1
3 


