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Problema P1: 
Estudia  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  lineales  dependiente  del  parámetro  a  y  resuélvelo  en  los 
casos en que sea compatible. 

ቐ
ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑥 ൅ ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑎ሻ𝑦 ൌ 2

ሺെ𝑎 െ 1ሻ𝑥 െ 𝑎ଶ𝑦 ൌ 0
𝑎𝑦 ൅ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ𝑧 ൌ 3 െ 𝑎

 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso  
Soluciones: 

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. 

𝐶 ൌ ൭
𝑎 ൅ 1 𝑎ଶ ൅ 𝑎 0

െ𝑎 െ 1 െ𝑎ଶ 0
0 𝑎 𝑎ଶ െ 1

൱ ; 𝐴 ൌ  ൭
𝑎 ൅ 1 𝑎ଶ ൅ 𝑎 0

െ𝑎 െ 1 െ𝑎ଶ 0
0 𝑎 𝑎ଶ െ 1

2
0

3 െ 𝑎
൱;  

El determinante de la matriz de los coeficientes vale: 

|𝐶| ൌ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ฬ 𝑎 ൅ 1 𝑎ଶ ൅ 𝑎
െ𝑎 െ 1 െ𝑎ଶ ฬ ൌ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻሺሺ𝑎 ൅ 1ሻሺെ𝑎ଶሻ— 𝑎 െ 1ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑎ሻ ൌ 𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻଶሺ𝑎 െ 1ሻ 

Por  lo tanto, el rango de  la matriz C es 3 si a es distinto de 0, 1 o 1, así como el rango de la matriz 
ampliada A, por lo que el sistema es compatible determinado según el Teorema de Rouché Frobenius. 
Podemos  resolverlo  por  Gauss  o  por  Cramer,  o  incluso  directamente  resolviendo  el  sistema  de  dos 
ecuaciones en x e y, y sustituyendo en z; y se obtiene:  

Si a ≠ 0, a ≠ 1; a ≠ 1, el sistema es compatible determinado. 𝑥 ൌ ିଶ௔

௔ାଵ
;  𝑦 ൌ ଶ

௔
; 𝑧 ൌ  ିଵ

௔ାଵ
 

Para a = 0: 𝐶ሺ𝑎 ൌ 0ሻ ൌ ൭
1 0 0

െ1 0 0
0 0 െ1

൱ ; 𝐴ሺ𝑎 ൌ 0ሻ ൌ  ൭
1 0 0   

െ1 0 0
0 0 െ1

    2
   0
   3

൱;  

El rango de la matriz ampliada es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es 
incompatible. 

Si a = 0 el sistema es incompatible. 

Para a = 1: 𝐶ሺ𝑎 ൌ 1ሻ ൌ ൭
2 2 0

െ2 െ1 0
0 1 0

൱ ; 𝐴ሺ𝑎 ൌ 1ሻ ൌ  ൭
2 2 0

െ2 െ1 0
0 1 0

    2
     0
    2

൱;  

El rango de la matriz de  los coeficientes es 2, y el rango de la matriz ampliada también es 2,  luego el 
sistema es compatible, pero indeterminado al ser los rangos menores que el número de incógnitas.  

൝
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 2
െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0

𝑦 ൌ 2
→ ሺ𝐹1 ൌ 𝐹1 െ 𝐹2ሻ ൝

𝑦 ൌ 2
െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0

𝑧 ൌ 𝑡
→ ൝

𝑦 ൌ 2
𝑥 ൌ െ1

𝑧 ൌ 𝑡, ∀𝑡 ∈ 𝑅
→ 

Para 𝑎 ൌ 1 → 𝑥 ൌ െ1; 𝑦 ൌ 2; 𝑧 ൌ 𝑡, ∀𝑡 ∈ 𝑅.  Sistema compatible indeterminado 

Para a = 1: 𝐶ሺ𝑎 ൌ െ1ሻ ൌ ൭
0 0 0
0 െ1 0
0 െ1 0

൱ ; 𝐴ሺ𝑎 ൌ െ1ሻ ൌ  ൭
0 0 0
0 െ1 0
0 െ1 0

2
0

       4
൱;  

El rango de la matriz de los coeficientes es 1, y el rango de la matriz ampliada es 2, luego el sistema es 
incompatible. 

Si a = 1, el sistema es incompatible.   
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Problema P2: 

Calcula  la  ecuación  continua  de  la  recta  r  sabiendo  que  corta  a  la  recta  𝒔: ൜
𝟑𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 െ 𝟕 ൌ 𝟎

𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟓 ൌ 𝟎 ,  es 

paralela al plano de ecuación : 2x – y + 3z – 6 = 0, y pasa por el punto P(–1, 3, 1)  
 
Soluciones: 

En primer lugar, vamos a buscar un plano que contenga a la recta r. Será paralelo al plano . Todos los 
planos paralelos a  tienen de ecuación: 2x – y + 3z = D. Imponemos que pase por el punto P. 2(–1) – 3 + 
3(1) = D = –2. Luego el plano es: 2x – y + 3z + 2 = 0. 

Buscamos ahora un punto que pertenezca al nuevo plano y a la recta s. Para ello resolvemos el sistema 

൝
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ െ2

3𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 7
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 5

→ ቐ
2𝑥 െ ሺ5 െ 𝑥ሻ ൅ 3𝑧 ൌ െ2

3𝑥 ൅ ሺ5 െ 𝑥ሻ െ 𝑧 ൌ 7
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→ ൝
3𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 3
2𝑥 െ 𝑧 ൌ 2
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→

൝
3𝑥 ൅ 3ሺ2𝑥 െ 2ሻ ൌ 3

𝑧 ൌ 2𝑥 െ 2
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→ ൝
9𝑥 ൌ 9

𝑧 ൌ 2𝑥 െ 2
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→ 𝑥 ൌ 1; 𝑦 ൌ 4; 𝑧 ൌ 0, 

El punto A (1, 4, 0) debe ser un punto de la recta pedida, que también debe contener al punto P.  

Su vector de dirección es 𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1 െ ሺെ1ሻ, 4 െ 3, 0 െ 1ሻ ൌ ሺ2, 1, െ1ሻ  

Como sabemos que el punto P es la recta y nos piden su ecuación continua, dicha ecuación es: 

𝑟: 
𝑥 െ ሺെ1ሻ

2
ൌ

𝑦 െ 3
1

ൌ
𝑧 െ 1

െ1
 

𝑟: 
𝑥 ൅ 1

2
ൌ

𝑦 െ 3
1

ൌ
𝑧 െ 1

െ1
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Problema P3: 
Calcula los siguientes límites 

a) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

ሺ𝟐 ൅ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝝅𝒙

𝟐
ሻ

𝟏
𝒙𝟐ష𝒙 

𝒃ሻ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→ାஶ

ሺඥ𝒙𝟒 െ 𝒙𝟐 ൅ 𝟏 െ ඥ𝒙𝟒 െ 𝟕ሻ 

Soluciones: 

a) 𝑬 ൌ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

ሺ𝟐 ൅ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝝅𝒙

𝟐
ሻ

𝟏
𝒙𝟐ష𝒙 

Queremos saber si es un límite tipo e, para ello calculamos el límite de la base y vemos si tiende a 1, y el 
límite del exponente para saber si tiende a infinito. 

𝑠𝑖𝑛
3𝜋ሺ1ሻ

2
ൌ െ1 → lim

௫→ଵ
ሺ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛

3𝜋𝑥
2

ሻ ൌ 1 

lim
௫→ଵ

ሺ
1

𝑥ଶ െ 𝑥
ሻ ൌ lim

௫→ଵ
ሺ

1
𝑥ሺ𝑥 െ 1ሻ

ሻ ൌ ∞ 

Es un límite tipo e. Aplicamos logaritmos neperianos:  

𝐸 ൌ lim
௫→ଵ

ሺ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛
3𝜋𝑥

2
ሻ

ଵ
௫మି௫ → 𝐿𝑛ሺ𝐸ሻ ൌ lim

௫→ଵ
ሺ

1
𝑥ଶ െ 𝑥

𝐿𝑛 ൬2 ൅ 𝑠𝑖𝑛
3𝜋𝑥

2
൰ሻ 

Aplicamos la regla de L´Hôpital pues el numerador tiende a Ln(1) = 0, y el denominador tiende también 
a 0. 

𝐿𝑛ሺ𝐸ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ቌ
𝐿𝑛 ቀ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋𝑥

2 ቁ

𝑥ଶ െ 𝑥
ቍ ൌ lim

௫→ଵ

𝑐𝑜𝑠
3𝜋𝑥

2 ∙
3𝜋
2

ቀ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋𝑥
2 ቁ

2𝑥 െ 1
ൌ 0 

Pues 𝑐𝑜𝑠 ଷగ௫

ଶ
∙ ଷగ

ଶ
→ 0. Luego 𝐿𝑛ሺ𝐸ሻ ൌ 0 → 𝐸 ൌ 𝑒଴ ൌ 1 

lim
௫→ଵ

ሺ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛
3𝜋𝑥

2
ሻ

ଵ
௫మି௫ ൌ 1 

 

b) Para  calcular   lim
௫→ାஶ

ሺ√𝑥ସ െ 𝑥ଶ ൅ 1 െ √𝑥ସ െ 7ሻ  racionalizamos.  Multiplicamos  numerador  y 

denominador por la conjugada del numerador: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ሺ√𝑥ସ െ 𝑥ଶ ൅ 1 െ √𝑥ସ െ 7ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ሺ√௫రି௫మାଵି√௫రି଻ሻሺ√௫రି௫మାଵା√௫రି଻ሻ

√௫రି௫మାଵା√௫రି଻
ൌ lim

𝐱→ାஶ

ሺ𝐱𝟒ି𝐱𝟐ା𝟏ሻିሺ𝐱𝟒ି𝟕ሻ

ඥ𝐱𝟒ି𝐱𝟐ା𝟏ାඥ𝐱𝟒ି𝟕
ൌ

lim
𝐱→ାஶ

ି𝐱𝟐ା𝟖

ඥ𝐱𝟒ି𝐱𝟐ା𝟏ାඥ𝐱𝟒ି𝟕
  

Los términos de mayor grado del numerador y del denominador son x2. Miramos sus coeficientes que 
son – 1 en el numerador y 1 + 1 = 2, en el denominador. Luego el límite vale  – 1/2. 

lim
𝒙→ାஶ

ሺඥ𝒙𝟒 െ 𝒙𝟐 ൅ 𝟏 െ ඥ𝒙𝟒 െ 𝟕ሻ ൌ
െ1
2
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Problema P4: 

Sea la función 𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ ቀ𝟏 ൅ 𝒔𝒊𝒏 𝝅𝒙

𝟐
ቁ

𝒙
 

a. Demuestra que la función es continua en el intervalo [1, 2] 

b. Demuestra que existe    (1, 2)  tal que  f’() = 0. Enuncia  los  resultados teóricos empleados y 
justifica su uso. 

Soluciones: 
a) Es  una  función  exponencial.  La  base,  formada  por  una  función  trigonométrica  es  siempre 

continua, y el exponente, x, también. Veamos el signo en los extremos del intervalo: 

𝑓ሺ1ሻ ൌ ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
π
2

ቁ
ଵ

ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2 ൐ 0 

𝑓ሺ2ሻ ൌ ൬1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋2
2

൰
ଶ

ൌ ሺ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛𝜋ሻଶ ൌ ሺ1 ൅ 0ሻଶ ൌ 1 ൐ 0 

La base se anula en 1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
ൌ 0 → 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
ൌ െ1 → 𝑥 ൌ െ1 que no pertenece al intervalo [1, 2]. 

La función es continua en [1, 2]. 
b) El  Teorema  de  Bolzano  dice  que:  si  una  función  es  continua  en  un  intervalo  cerrado  y  toma 

valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del 
intervalo en el que la función se anula. 

Nos  piden  que  se  lo  apliquemos  a  la  función  derivada.  Así  que  calculamos  la  derivada.  Utilizamos 
derivación logarítmica: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥
2

ቁ
௫

→ 𝐿𝑛൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ ൌ 𝐿𝑛 ൬ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥
2

ቁ
௫

൰ ൌ 𝑥 ∙ 𝐿𝑛 ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥
2

ቁ 

Derivamos: 

ቀ𝐿𝑛൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ቁ
ᇱ

ൌ
𝑓ᇱሺ𝑥ሻ
𝑓ሺ𝑥ሻ

ൌ 1 ∙ 𝐿𝑛 ቀ1 ൅ sin
πx
2

ቁ ൅ 𝑥 ∙
𝑐𝑜𝑠 πx

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑥
2

→ 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻሺ1 ∙ 𝐿𝑛 ቀ1 ൅ sin
πx
2

ቁ ൅ 𝑥 ∙
𝑐𝑜𝑠 πx

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑥
2

ሻ 

Analizamos la continuidad de esta función derivada.  
Ya hemos visto que 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en el intervalo cerrado [1, 2].  

La  función  𝐿𝑛 ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
ቁ  también  es  continua,  pues  ya  hemos  visto  que  1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
  es  siempre 

positiva en el  intervalo y se anula para x = 1, que no pertenece al  intervalo. Por el mismo motivo  la 

función  𝑥 ∙
௖௢௦ಘ౮

మ
∙ഏ
మ

ଵା௦௜௡ഏೣ
మ

  es continua pues está formada por funciones trigonométricas continuas, y podría no 

serlo en los valores que anulan al denominador, que ya hemos visto que es x = 1, que no pertenece al 
intervalo. 𝑦 ൌ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ es por tanto una función continua en el intervalo cerrado [1, 2]. Veamos que signo 
tiene en los extremos del intervalo: 

𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ቌ𝐿𝑛 ൬1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋1
2

൰ ൅ 1 ∙
𝑐𝑜𝑠 π1

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋1
2

ቍ ൌ 2ሺ𝐿𝑛ሺ2ሻ ൅ 0ሻ ൐ 0 

𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 𝑓ሺ2ሻ ቌ𝐿𝑛 ൬1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋2
2

൰ ൅ 2 ∙
𝑐𝑜𝑠 π2

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋2
2

ቍ ൌ 1ሺ𝐿𝑛ሺ1ሻ ൅ 2 ቀ
െ𝜋
2

ቁ ൌ െ𝜋 ൏ 0 

Luego por el Teorema de Bolzano sabemos que existe un   (1, 2) tal que f’() = 0. 
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Problema P5: 

Sean A y B dos matrices de tamaño 3 x 3 tales que A = B = 1/2. Calcula C teniendo en cuenta que la 
matriz C es la siguiente: C = (2 At  B-1)2 
 
Soluciones: 

Como las matrices son cuadradas y A = B = 1/2, sabemos que At es igual al determinante de A, y que 
el  determinante  de  la matriz  inversa  es  2.  Pero   2 At   al multiplicar  una matriz  por  un  número  se 
multiplican todas sus filas: 


















333231

232221

131211

kakaka

kakaka

kakaka

kA  

Por lo que  2  At  = 23 = 8.  

Por tanto: 

C =  (2 At  B-1)2 = (8  (1/2)  2)2 = 64. 

 

C  = 64 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Álvaro Garmendia Antolín 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)388 

Problema P6: 

Los puntos A (1, 2, 1) y B (2, 5, 1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos vértices sabiendo 
que están en la recta de ecuación: 𝒓: 𝒙

ି𝟏
ൌ 𝒚ି𝟒

𝟏
ൌ 𝒛ା𝟏

ି𝟒
. 

Soluciones: 

Escribimos la ecuación continua de la recta en forma paramétrica: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ െ𝑡

𝑦 ൌ 4 ൅ 𝑡
𝑧 ൌ െ1 െ 4𝑡

de punto (0, 4, ‐1) y 

vector de dirección 𝑣⃗ ൌ ሺെ1, 1, െ4ሻ.  

La recta que contiene a los puntos dados tiene como vector director: 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ ሺെ1ሻ, 5 െ 2, 1 െ 1ሻ ൌ
ሺ3, 3, 0ሻ → 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ. Va a ser el vector director de la recta s. Observamos que ambas rectas no son 
paralelas. Nos  interesa saber si  se cortan  (y son coplanarias) o se cruzan. Para ello determinamos un 

vector que tenga su origen en la recta r, (0, 4, ‐1) y su extremo en un punto de la recta s: A (1, 2, 1): 
𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ0 െ ሺെ1ሻ, 4 െ 2, 0 െ 1ሻ ൌ ሺ1, 2, െ1ሻ y analizamos la posición relativa de esos tres vectores. Si el 
rango de la matriz de las coordenadas de los tres vectores es distinto de cero, entonces se cruzan, si es 
cero, son coplanarios.  

อ
െ1 1 െ4
1 1 0
1 2 െ1

อ ൌ 1 െ 8 ൅ 0 െ ሺെ4 ൅ 0 െ 1ሻ ൌ 8 െ 8 ൌ 0 

Las rectas r y s son coplanarias. 

Buscamos un punto 𝐶 ሺെ𝑡, 4 ൅ 𝑡, െ1 െ 4𝑡ሻ de la recta r, de tal forma que 

el vector 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  sea perpendicular al vector 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ𝑡 െ ሺെ1ሻ, 4 ൅ 𝑡 െ 2, െ1 െ 4𝑡 െ 1ሻ ൌ ሺെ𝑡 ൅ 1, 2 ൅ 𝑡, െ2 െ 4𝑡ሻ 

𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൫2 െ ሺെ𝑡ሻ, 5 െ ሺ4 ൅ 𝑡ሻ, 1 െ ሺെ1 െ 4𝑡ሻ൯ ൌ ሺ2 ൅ 𝑡, 1 െ 𝑡, 2 ൅ 4𝑡ሻ 

Imponemos que sean perpendiculares, es decir, que su producto escala sea cero: 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ𝑡 ൅ 1ሻ ∙  ሺ2 ൅ 𝑡ሻ ൅ ሺ2 ൅ 𝑡ሻ ∙ ሺ1 െ 𝑡ሻ ൅ ሺെ2 െ 4𝑡ሻ ∙ ሺ2 ൅ 4𝑡ሻ
ൌ ሺെ2𝑡 െ 𝑡ଶ ൅ 2 ൅ 𝑡ሻ ൅ ሺ2 െ 2𝑡 ൅ 𝑡 െ 𝑡ଶሻ ൅ ሺെ4 െ 8𝑡 െ 8𝑡 െ 16𝑡ଶሻ
ൌ െ18𝑡ଶ െ 18𝑡 ൅ 0 ൌ 0  → 

18t (t + 1) = 0. El parámetro puede valer 0 o 1.  

Si t = 0, entonces 𝐶 ൌ  ሺ0, 4, െ1ሻ, y si t = 1, 𝐶 ൌ  ሺ1, 3, 3ሻ.  

El cuadrado pedido tiene de vértices: A (1, 2, 1); B (2, 5, 1); 𝐶 ൌ  ሺ0, 4, െ1ሻ y 𝐷 ൌ  ሺ1, 3, 3ሻ. 

El cuadrado pedido tiene de vértices: A (1, 2, 1); B (2, 5, 1); 𝐶 ൌ  ሺ0, 4, െ1ሻ y 𝐷 ൌ  ሺ1, 3, 3ሻ. 

Hemos impuesto que los lados son perpendiculares, pero debemos comprobar que efectivamente es un 
cuadrado y no un rectángulo, que todos los lados son iguales: 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0 െ ሺെ1ሻ, 4 െ 2, െ1 െ 1ሻ ൌ ሺ1, 2, െ2ሻ; ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 1 ൅ 4 ൅ 4 ൌ 9;  

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1 െ ሺെ1ሻ, 3 െ 2, 3 െ 1ሻ ൌ ሺ2, 1, 2ሻ; ห𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 4 ൅ 1 ൅ 4 ൌ 9;  

𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 2ሻ; ห𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 9; 𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ 1, 5 െ 3, 1 െ 3ሻ ൌ ሺ1, 2, െ2ሻ; ห𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 9. 

También podríamos haber comprobado que las diagonales r y s son perpendiculares 
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Problema P7: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ 

a) Demuestra que la función es continua en el intervalo [1, 0] 
b) Demuestra  que  existe      (1,  0)  tal  que  𝑓′ሺ𝛼ሻ ൌ െ𝐿𝑛2.  Enuncia  los  resultados  teóricos 

empleados y justifica su uso. 
Soluciones: 

a) Es el producto de una función exponencial y de una función logarítmica. La función exponencial 
es composición de una función polinómica y una función seno, ambas continuas en toda la recta 
real;  La  función  logaritmo  no  sería  continua  para  valores  negativos  o  cero. 𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2  no  se 
anula,  es  siempre  positiva,  luego  la  función  𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ  es  también  continua  en  toda  la 

recta real, y por tanto en el intervalo [1, 0]. 
La función es continua en [‐1, 0]. 

b) El Teorema del Valor Medio de Lagrange dice: Si una función es continua en un intervalo cerrado 

[a, b] y derivable en el abierto entonces existe   (a, b) tal que 𝑓′ሺ𝛼ሻ ൌ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ

௕ି௔
. 

Veamos  si  la  función es  continua en  [1,  0]  y  derivable  en  (1,  0)  para poder  aplicar  el  Teorema de 
Lagrange: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ → 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ൫ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ൯
ᇱ

∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ ൅ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ ∙
2𝑥 െ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ
 

Utilizamos derivación logarítmica: 

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ → 𝐿𝑛൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ ൌ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ → 

ቀ𝐿𝑛൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ቁ
ᇱ

ൌ
𝑔ᇱሺ𝑥ሻ
𝑔ሺ𝑥ሻ

ൌ
𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൅ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ
sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

→ 

𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ∙
𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൅ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ
sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

→ 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ
𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൅ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ
sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ ൅ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ

∙
2𝑥 െ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ
ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝜋 tanሺ𝜋𝑥ሻ ൅

1
ሺ𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻሻଶ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ 

La función es derivable en (1, 0) 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ → 

𝑓ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺିగሻ𝐿𝑛ሺ1 ൅ 1 ൅ 2ሻ ൌ ሺ2ሻ଴𝐿𝑛ሺ4ሻ ൌ 𝐿𝑛ሺ4ሻ 

𝑓ሺ0ሻ ൌ ሺ3ሻୱ୧୬ሺగ଴ሻ𝐿𝑛ሺ2ሻ ൌ 𝐿𝑛ሺ2ሻ 

Entonces existe   (1, 0) tal que 𝑓ᇱሺ𝛼ሻ ൌ ௅௡ሺଶሻି௅௡ሺସሻ

଴ିሺିଵሻ
ൌ ௅௡ሺଶሻି௅௡ሺସሻ

ଵ
ൌ 𝐿𝑛 ଶ

ସ
ൌ 𝐿𝑛 ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ െ𝐿𝑛ሺ2ሻ 

Luego por el Teorema del Valor Medio sabemos que existe un   (1, 0) tal que 𝑓′ሺ𝛼ሻ ൌ െ𝐿𝑛ሺ2ሻ. 
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Problema P8: 
Encuentra los dos puntos en que se cortan las gráficas de estas funciones: 

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒔𝒊𝒏 ሺ𝝅𝒙ሻ y 𝒈ሺ𝒙ሻ ൌ ห𝒙𝟐 െ 𝒙ห 
Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas. 

Soluciones: 

La función 𝑦 ൌ 𝑥ଶ െ 𝑥 es una parábola que corta al eje de abscisas en (0, 0) y (1, 0), con vértice (1/2, 1). 

Por tanto, es positiva en ሺെ∞, 0ሻ y en ሺ1, ൅∞ሻ; y negativa en (0, 1) 

Representamos ambas funciones, que se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 0): 

 

 
El área de la región viene dada por la integral: 

ቤන ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥 
ଵ

଴
ቤ ൌ ቤන ሺsin ሺπxሻ െ |xଶ െ x|ሻ𝑑𝑥 

ଵ

଴
ቤ ൌ  ቤන ሺ𝑠𝑖𝑛 ሺ𝜋𝑥ሻ െ ሺെxଶ ൅ xሻሻ𝑑𝑥

ଵ

଴
ቤ

ൌ ቤන ሺ𝑠𝑖𝑛 ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ 𝑥ଶ െ 𝑥ሻ𝑑𝑥 
ଵ

଴
ቤ ൌ อቈ

cos ሺ𝜋𝑥ሻ
𝜋

൅
𝑥ଷ

3
െ

𝑥ଶ

2
቉

଴

ଵ

อ

ൌ  ቤ൬
cos ሺ𝜋ሻ

𝜋
൅

1
3

െ
1
2

൰ െ ቆ
cosሺ0ሻ

𝜋
൅ 0ቇቤ ൌ ฬെ

1
𝜋

െ
1
6

െ
1
𝜋

ฬ ൌ ฬ
െ2
𝜋

െ
1
6

ฬ ≅ 0.803 

 

El área de la región encerrada es de 0.803 u2. 
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Problema P1: 

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real    y resuélvelo en 
los casos en que es compatible  

ቐ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 2

ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 4𝑦 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 6

ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ ሺ2 െ 𝑎ሻ𝑧 ൌ 𝑎 ൅ √2
 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 

Soluciones: 

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. 

𝐶 ൌ ቌ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 4 𝑎 ൅ 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 2 െ 𝑎

ቍ ; 𝐴 ൌ  ቌ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 4 𝑎 ൅ 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 2 െ 𝑎   

  
𝑎 ൅ 2
𝑎 ൅ 6

𝑎 ൅ √2
ቍ; 

El determinante de la matriz de los coeficientes vale: 

|𝐶| ൌ ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ อ
1 2 1
1 4 𝑎 ൅ 1
1 2 2 െ 𝑎

อ ൌ 2ሺ𝑎ଶ െ 2ሻሺ1 െ 𝑎ሻ 

Luego el rango de la matriz de los coeficientes es 3 si a es distinto de 1, de ൅√2 y de െ√2. El rango de 
la matriz ampliada en esos casos no puede ser mayor de 3, luego el sistema es compatible determinado. 
Podemos entonces resolver el sistema por Gauss o por Cramer, y se obtiene:  

ቌ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 4 𝑎 ൅ 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 2 െ 𝑎   

  
𝑎 ൅ 2
𝑎 ൅ 6

𝑎 ൅ √2
ቍ → ൭

ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
0 2 𝑎
0 0 1 െ 𝑎   

  
𝑎 ൅ 2

4
√2 െ 2

൱ →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ √ଶିଶ

ଵି௔
ൌ 𝑎 ൅ 2

2𝑦 ൅ 𝑎 √ଶିଶ

ଵି௔
ൌ 4

𝑧 ൌ √ଶିଶ

ଵି௔

→

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 ൌ ଵ

௔ା√ଶ

𝑦 ൌ ସିଶ௔ି௔√ଶ

ଶሺଵି௔ሻ

𝑧 ൌ √ଶିଶ

ଵି௔

; ; 

𝑆𝑖 𝑎 ് 1, 𝑎 ് ൅√2, 𝑎 ് െ√2 → 𝑥 ൌ ଵ

௔ା√ଶ
;  𝑦 ൌ ସିଶ௔ି௔√ଶ

ଶሺଵି௔ሻ
; 𝑧 ൌ  √ଶିଶ

ଵି௔
.  

El sistema es compatible y determinado. 

Si  a  =  1,  entonces  la  matriz  ampliada  es:  𝐴ሺ1ሻ ൌ  ൭
െ1 2 1
െ1 4 2
െ1 2 1  

  
3
7

1 ൅ √2
൱;  La  segunda  y  la  tercera 

columna son dependientes. Calculamos el determinante: อ
െ1 1 3
െ1 2 7
െ1 1 1 ൅ √2

อ ൌ 2 െ √2 ് 0; por lo que 

su rango es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible. 

Si a = 1, el sistema es incompatible 
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Si   𝑎 ൌ ൅√2,  calculamos  el  rango  de  la  matriz  ampliada:  𝐴ሺ√2ሻ ൌ  ቌ
0 2 1
0 4 √2 ൅ 1
0 2 2 െ √2   

  
√2 ൅ 2
√2 ൅ 6

2√2

ቍ. 

Calculamos el determinante: ቮ
2 1 √2 ൅ 2
4 √2 ൅ 1 √2 ൅ 6
2 2 െ √2 2√2

ቮ ൌ 0, por  lo que el rango es 2,  igual al rango de la 

matriz de  los coeficientes y menor que el número de  incógnitas, por  lo que el sistema es compatible 
indeterminado.  

El sistema queda:  

൞

2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ √2 ൅ 2

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯𝑧 ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2 െ √2൯𝑧 ൌ 2√2

 

Despejamos z de la primera ecuación y sustituimos o en la segunda o en la tercera y obtenemos: 

൞

2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ √2 ൅ 2

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯𝑧 ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2 െ √2൯𝑧 ൌ 2√2

→ ൞

𝑧 ൌ √2 ൅ 2 െ 2𝑦

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2 െ √2൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ 2√2

→ ൞

𝑧 ൌ √2 ൅ 2 െ 2𝑦

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2√2 ൅ 4 െ 4𝑦 െ 2 െ 2√2 ൅ 2√2𝑦൯ ൌ 2√2

→ ൞

𝑧 ൌ √2 ൅ 2 െ 2𝑦 ൌ √2 ൅ 2 െ 2 ൌ √2

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ √2 ൅ 6

െ2𝑦 ൅ 2 ൅ 2√2𝑦 ൌ 2√2 → 𝑦 ൌ 1

→ ൝
𝑥 ൌ 𝑡
𝑦 ൌ 1

𝑧 ൌ √2
 

 

𝑆𝑖 𝑎 ൌ ൅√2, → 𝑥 ൌ 𝑡;  𝑦 ൌ 1; 𝑧 ൌ √2. El sistema es compatible e indeterminado. 

Si   𝑎 ൌ െ√2,  calculamos  el  rango  de  la  matriz  ampliada:  𝐴ሺെ√2ሻ ൌ  ቌ
0 2 1
0 4 1 െ √2
0 2 2 ൅ √2   

  
െ√2 ൅ 2
െ√2 ൅ 6

0
ቍ. 

Calculamos  el  determinante:  ቮ
2 1 െ√2 ൅ 2
4 െ√2 ൅ 1 െ√2 ൅ 6
2 2 ൅ √2 0

ቮ ൌ െ8 െ 4√2 ് 0,  por  lo  que  el  rango  es  3, 

distinto del rango de la matriz de los coeficientes, luego el sistema es incompatible. 

Si  𝑎 ൌ െ√2, el sistema es incompatible. 
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Problema P2: 
El plano 𝝅 pasa por los puntos P1 (2, 0, 5), P2 (1, ‐2, 2) y P3 (3, ‐1, 2). Una esfera de centro C (0, 1, ‐3) 
toca al plano en un único punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de intersección. 
Soluciones: 

Tres puntos determinan un plano,  luego podemos encontrar  la ecuación de dicho plano: ax + by +cz 
= d, por ejemplo, resolviendo el sistema obtenido de imponer que pase por los tres puntos. O buscando 
dos vectores de orientación del plano y un punto.  

Como la esfera toca al plano en un único punto, significa que el plano es tangente a la esfera, por lo que 
el vector normal al plano que pasa por el centro de la esfera nos proporcionará el radio. 

Vectores de orientación del plano: 

𝑃2𝑃1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ 1, 0 െ ሺെ2ሻ, 5 െ 2ሻ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ 

𝑃3𝑃1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ 3, 0 െ ሺെ1ሻ, 5 െ 2ሻ ൌ ሺെ1, 1, 3ሻ 

Ecuación del plano: 

อ
𝑥 െ 2 𝑦 𝑧 െ 5

1 2 3
െ1 1 3

อ ൌ 3ሺ𝑥 െ 2ሻ െ 6𝑦 ൅ 3ሺ𝑧 െ 5ሻ ൌ 3𝑥 െ 6𝑦 ൅ 3𝑧 െ 21 ൌ 0 

Simplificando, la ecuación del plano es 𝜋: 𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 7, de vector normal (1, 2, 1). Al ser este plano 
tangente a la esfera el radio es la distancia del centro al plano: 

𝑑ሺ𝐶, 𝜋ሻ ൌ ฬ
𝑎𝑐1 ൅ 𝑏𝑐2 ൅ 𝑐𝑐3 ൅ 𝑑

√𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ ൅ 𝑐ଶ
ฬ ൌ ቤ

0 െ 2ሺ1ሻ ൅ 1ሺെ3ሻ െ 7

ඥ1ଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൅ 1ଶ
ቤ ൌ ฬ

െ12

√6
ฬ ൌ

12√6
6

ൌ 2√6 

Otra forma:  

Buscamos  ahora  la  recta  perpendicular  al  plano que pasa por  el  centro de  la  esfera,  tomando  como 

punto en centro de la esfera C (0, 1, 3) y como vector director el perpendicular al plano: 

൝
𝑥 ൌ 𝑡

𝑦 ൌ 1 െ 2𝑡
𝑧 ൌ െ3 ൅ 𝑡

 

Buscamos el punto de intersección de esta recta con el plano: 

𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 7 → 𝑡 െ 2ሺ1 െ 2𝑡ሻ ൅ ሺെ3 ൅ 𝑡ሻ ൌ 7 → 6𝑡 ൌ 7 ൅ 5 ൌ 12 → 𝑡 ൌ 2 → 𝑃4ሺ2, െ3, െ1ሻ 

El radio de la esfera es la distancia del centro de la esfera a este punto: 

𝑑ሺ𝑃4, 𝐶ሻ ൌ ඥሺ0 െ 2ሻଶ ൅ ሺ1 െ ሺെ3ሻሻଶ ൅ ሺെ3 െ ሺെ1ሻሻଶ ൌ √4 ൅ 16 ൅ 4 ൌ √24 ൌ 2√6 

El radio de la esfera mide 𝟐√𝟔 unidades 
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Problema P3: 

Calcula las integrales indefinidas: a) ׬
𝒙ି𝟕

𝒙𝟐ା𝒙ି𝟔
𝒅𝒙; b) ׬ 𝒆𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏ሺ𝟐𝒙 െ 𝟏ሻ 𝒅𝒙 

Soluciones: 

a) La primera integral es una integral racional por lo que la descomponemos en fracciones simples 

න
𝑥 െ 7

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
𝑑𝑥 → 𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6 ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 2ሻ →

𝑥 െ 7
𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6

ൌ
𝐴

𝑥 ൅ 3
൅

𝐵
𝑥 െ 2

ൌ
𝐴ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 𝐵ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 2ሻ
→ 𝐴ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 𝐵ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 𝑥 െ 7

→ ቄ 𝐴 ൅ 𝐵 ൌ 1
െ2𝐴 ൅ 3𝐵 ൌ െ7

→ ൜ 𝐴 ൌ 2
𝐵 ൌ െ1

→
𝑥 െ 7

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
ൌ

2
𝑥 ൅ 3

൅
െ1

𝑥 െ 2
 

න
𝑥 െ 7

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
𝑑𝑥 ൌ න ൬

2
𝑥 ൅ 3

൅
െ1

𝑥 െ 2
൰ 𝑑𝑥 ൌ 2𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ െ 𝐿𝑛ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 𝐶 ൌ 𝐿𝑛

ሺ𝑥 ൅ 3ሻଶ

𝑥 െ 2
൅ 𝐶 

න
𝒙 െ 𝟕

𝒙𝟐 ൅ 𝒙 െ 𝟔
𝒅𝒙 ൌ 𝑳𝒏

ሺ𝒙 ൅ 𝟑ሻ𝟐

𝒙 െ 𝟐
൅ 𝑪 

b) ׬ 𝒆𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏ሺ𝟐𝒙 െ 𝟏ሻ 𝒅𝒙 
Esta integral se puede hacer por partes: 

El método de integración por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:  

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ ൌ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ ൅ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൌ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൅ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ, luego integrando término a término: 

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ𝑑𝑥׬  ൌ 𝑢𝑣 ൌ ሺሺ𝑢׬ ∙ 𝑣ᇱሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ𝑣 ∙ 𝑢ᇱሻ𝑑𝑥ሻ ൌ ሺ𝑢׬ ∙ 𝑑𝑣 ൅ 𝑣 ∙ 𝑑𝑢ሻ.  

La fórmula de la integración por partes queda, por tanto: ׬ 𝑢 ∙ 𝑑𝑣 ൌ 𝑢𝑣 െ ׬ 𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

Buscamos las funciones u y v teniendo en cuenta que u lo debemos derivar y v, integral.  

Llamamos u = e2x, luego du =2 e2x dx; dv = sen(2x+1)dx, luego v = (‐1/2) cos(2x+1) 

න 𝐞𝟐𝐱 𝑠𝑖𝑛ሺ𝟐𝐱 െ 𝟏ሻ 𝐝𝐱 ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ න
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 2 ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥

ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ൅ න 𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥 

Repetimos el proceso siendo ahora dv el coseno: dv = cos(2x+1)dx, luego v = (1/2) sen(2x+1) 

න 𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥

ൌ 𝑒ଶ௫ 1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ න
1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 2 ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥

ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ න 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥 

Llamamos I a la integral pedida y sustituimos:  

𝐼 ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ൅ 𝑒ଶ௫ 1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝐼 → 2𝐼 ൌ
𝑒ଶ௫

2
ሺ𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ cosሺ2𝑥 ൅ 1ሻሻ ൅ 𝐶 

׬ 𝒆𝟐𝒙 𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙 െ 𝟏ሻ 𝒅𝒙 ൌ 𝒆𝟐𝒙

𝟐
ሺ𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙 ൅ 𝟏ሻ െ 𝒄𝒐𝒔ሺ𝟐𝒙 ൅ 𝟏ሻሻ ൅ 𝑪 
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Problema P4: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ

ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
𝑥 ൏ 1

௫మ

ଷ
𝑥 ൒ 1

 

a) Demuestra que la función es derivable en todo R. 
b) Demuestra  que  existe      (0,  2)  tal  que  f ’()  =  1.  Enuncia  el  (los)  resultado(s)  teórico(s) 

utilizado(s) y justifica su uso. 
Soluciones: 

a) Debemos probar que la función es continua en todo R y que además existe la derivada. Es una 
función definida a trozos. La primera rama es una función logarítmica que no sería continua si se 

aplica  a  valores  negativos  o  cero.  Pero 
௫మାଶ

ଷ
  es  siempre  positiva.  La  segunda  rama  es  una 

parábola, una función polinómica que es siempre continua. Nos queda comprobar que ocurre en 
el punto de unión de ambas ramas, es decir, en x = 1.  

ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
 para x = 1, 

ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ଵାଶ

ଷ
ൌ ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ଷ

ଷ
ൌ ଵ

ଷ
൅ lnሺ0ሻ ൌ ଵ

ଷ
 

௫మ

ଷ
 para x = 1, es también 

ଵ

ଷ
, luego la función es continua en toda la recta real. 

Estudiamos la derivabilidad: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2𝑥
3

𝑙𝑛 𝑥ଶ ൅ 2
3

𝑥 ൏ 1

2𝑥
3

𝑥 ൐ 1

 

Ya  hemos  visto  que  la  función  𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
  es  continua  en  todo  R  y  no  se  anula  nunca.  La  función 

ଶ௫

ଷ
  es 

polinómica y derivable. De nuevo el único punto dudoso es x = 1.  

La  función  𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
  en  x  =  1,  vale  𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
ൌ lnሺ0ሻ ൌ 1.  Luego  𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ ଶሺଵሻ

ଷ
ൌ ଶ

ଷ
   en  las  dos  ramas.  La 

función es derivable en toda la recta real. 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2𝑥
3

𝑙𝑛 𝑥ଶ ൅ 2
3

𝑥 ൏ 1

2𝑥
3

𝑥 ൒ 1

 

La  función  𝑓′ሺ𝑥ሻ െ 1 es  también  continua  y  derivable  en  toda  la  recta  real,  luego  podemos  usar  el 
Teorema de Bolzano en cualquier intervalo, en particular en [0, 2].  

b) El  Teorema  de  Bolzano  dice  que,  si  una  función  es  continua  en  un  intervalo  cerrado  y  toma 
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del 
intervalo en el que la función se anula. 

𝑓ᇱሺ0ሻ െ 1 ൌ 0 െ 1 ൌ െ1 ൏ 0; 𝑓ᇱሺ2ሻ െ 1 ൌ
4
3

൐ 0 

La  función  𝑓′ሺ𝑥ሻ െ 1  es  continua  en  [0,  2],  y  toma  valores  de  distinto  signo  en  los  extremos  del 
intervalo. 

Luego existe un punto en el interior del intervalo dónde se anula 𝑓′ሺ𝑥ሻ െ 1, luego f’() – 1 = 0, f ’() = 1. 

Existe   (0, 2) tal que f ’() = 1.   
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Problema P5: 

Sabiendo que la inversa de la matriz A es ቀ 2 െ1
െ1 1

ቁ y la inversa de la matriz AB es ቀെ6 1
1 0

ቁ, determina 

la inversa de la matriz B. 

Soluciones: 

La inversa de la inversa de una matriz, es la matriz de origen. Por tanto  

ሺ𝐴 ∙ 𝐵ሻିଵ ൌ ቀെ6 1
1 0

ቁ → ሺሺ𝐴 ∙ 𝐵ሻିଵሻିଵ ൌ ቀെ6 1
1 0

ቁ
ିଵ

ൌ 𝐴 ∙ 𝐵 

 

Calculamos la inversa: 

El determinante vale –1.  

𝐴 ∙ 𝐵 ൌ ቀെ6 1
1 0

ቁ
ିଵ

ൌ ቀ0 1
1 6

ቁ. 

→ 𝐴ିଵ ൌ  ቀ 2 െ1
െ1 1

ቁ 

𝐴 ∙ 𝐵 ൌ ቀ0 1
1 6

ቁ →∙ 𝐵 ൌ 𝐴ିଵ ∙ ቀ0 1
1 6

ቁ ൌ ቀ 2 െ1
െ1 1

ቁ ∙ ቀ0 1
1 6

ቁ ൌ  ቀെ1 െ4
1 5

ቁ . 

𝐵 ൌ ቀെ1 െ4
1 5

ቁ 
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Problema P6: 
Calcula  la  ecuación  continua  de  la  recta  t  sabiendo  que  corta  perpendicularmente  a  las  siguientes 

rectas: 𝑟: ቄ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0
𝑥 ൅ 3𝑧 െ 7 ൌ 0

 y 𝑠: ௫ାଶ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଷ

଴
 

Soluciones: 
Escribimos la ecuación paramétrica de la recta r, tomando a z como parámetro: 

𝑟: ቄሺ7 െ 3𝑧ሻ ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0 → 2𝑦 ൌ 2𝑧 െ 6
𝑥 ൌ 7 െ 3𝑧

→ ൝
𝑥 ൌ 7 െ 3𝑡
𝑦 ൌ െ3 ൅ 𝑡

𝑧 ൌ 𝑡
 

Conocemos, por tanto, ya un punto y el vector director de cada una de las rectas r y s. 

 ൜
𝑟: 𝐴ሺ7, െ3, 0ሻ; 𝑣⃗ ൌ ሺെ3, 1, 1ሻ
𝑠: 𝐵ሺെ2, 0, െ3ሻ; 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ

 

Los vectores directores NO son  linealmente dependientes, pues no son proporcionales. Las  rectas no 

son  paralelas,  luego  o  se  cortan  o  se  cruzan.  Determinamos  el  vector  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   y  comprobamos  si  es 
coplanario o no con los vectores de dirección: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2 െ 7, 0 െ ሺെ3ሻ, െ3 െ 0ሻ ൌ ሺെ9, 3, െ3ሻ → ሺ3, െ1, 1ሻ 

อ
3 െ1 1

െ3 1 1
2 1 0

อ ൌ െ3 െ 2 െ ሺ2 ൅ 3ሻ ൌ െ6 െ 4 ൌ െ10 ് 0 

Las rectas se cruzan. Buscamos un vector (a, b, c) que sea ortogonal a (‐3, 1, 1) y a (2, 1, 0). Su producto 
escalar debe ser cero: ‐3a + b +c = 0; 2a +b = 0.  

ቄ െ3𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0
2𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0 → 𝑏 ൌ െ2𝑎

→ ቊെ3𝑎 െ 2𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 0 → 𝑐 ൌ 5𝑎
2𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0 → 𝑏 ൌ െ2𝑎

→ ቊ
𝑎 ൌ 𝑎

𝑏 ൌ െ2𝑎
𝑐 ൌ 5𝑎

 

Es el vector (1, ‐2, 5). Buscamos ahora las ecuaciones de dos planos, uno que contenga a  la recta r, y 
tenga como vector de orientación  (1,  ‐2, 5) y otro que contenga a  la  recta  s,  y  también  tenga a este 
vector como vector de orientación: 

𝜋1: อ
𝑥 െ 7 𝑦 ൅ 3 𝑧

െ3 1 1
1 െ2 5

อ ൌ 7ሺ𝑥 െ 7ሻ ൅ 16ሺ𝑦 ൅ 3ሻ ൅ 5𝑧 ൌ 7𝑥 ൅ 16𝑦 ൅ 5𝑧 െ 1 ൌ 0 

𝜋2: อ
𝑥 ൅ 2 𝑦 𝑧 ൅ 3

2 1 0
1 െ2 5

อ ൌ 5ሺ𝑥 ൅ 2ሻ െ 10𝑦 െ 5ሺ𝑧 ൅ 3ሻ ൌ 5𝑥 െ 10𝑦 െ 5𝑧 െ 5 ൌ 0 → 𝜋2: 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 1 

La recta buscada es: ൜
7𝑥 ൅ 16𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 1

𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
. Nos piden su ecuación continua,  luego debemos encontrar 

un punto y un vector de dirección: 

൜
7𝑥 ൅ 16𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 1

𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
→ ൜

7𝑥 ൅ 5𝑧 ൌ െ16𝑦 ൅ 1
𝑥 െ 𝑧 ൌ 2𝑦 ൅ 1

→ ൜
7𝑥 ൅ 5𝑧 ൌ െ16𝑦 ൅ 1

5𝑥 െ 5𝑧 ൌ 10𝑦 ൅ 5
→ ൜

12𝑥 ൌ െ6𝑦 ൅ 6
𝑥 െ 𝑧 ൌ 2𝑦 ൅ 5

→

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ െ ൬

1
2

൰ 𝑦 ൅ 1/2

𝑦 ൌ 𝑦

𝑧 ൌ െ1/2 െ ሺ
5
2

ሻ𝑦

 

La ecuación continua es:  𝑡 ≡ ௫ିଵ/ଶ

ିଵ/ଶ
ൌ 𝑦 ൌ ௭ାଵ/ଶ

ିହ/ଶ
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Problema P7: 
Calcula los extremos relativos de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑒గ௫ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ en el intervalo [1/2, 2]. Menciona el 
resultado teórico empleado y justifica su uso 

Soluciones: 

La  función dada es el producto de dos  funciones, una exponencial y otra  trigonométrica, continuas y 
derivables en toda la recta real. 

Para  calcular  los  máximos  y  los  mínimos  relativos  buscamos  los  puntos  que  anulan  a  la  derivada 
primera: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  𝜋𝑒గ௫ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ 𝑒గ௫ ∙ 𝜋 ∙ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൌ 0 

La función exponencial no se anula nunca. Debemos resolver la ecuación:  

𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൌ 0 →
𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ

𝑐𝑜𝑠ሺ𝜋𝑥ሻ
൅ 1 ൌ 0 → 𝑇𝑎𝑛𝑔ሺ𝜋𝑥ሻ ൌ െ1

→ ൞
𝜋𝑥 ൌ 135° ൅ 360°𝑘 ൌ

3𝜋
4

൅ 2𝑘𝜋 → 2º 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒

𝜋𝑥 ൌ 315° ൅ 360°𝑘 ൌ
7𝜋
4

൅ 2𝑘𝜋 → 4º 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒
→ ൞

𝑥 ൌ
3
4

൅ 2𝑘

𝑥 ൌ
7
4

൅ 2𝑘
 

En el intervalo [1/2, 2] están las soluciones 1/2 = 0.5 < 3/4 = 0.75 < 2 y 1/2 = 0.5 < 7/4 = 1.75 < 2. 

Para saber si se trata de máximos o mínimos, podemos determinar los intervalos de crecimiento de la 
función, o utilizar la derivada segunda: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  𝜋𝑒గ௫ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ 𝑒గ௫ ∙ 𝜋 ∙ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൌ 𝜋𝑒గ௫ ∙ ሺ𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ cosሺ𝜋𝑥ሻሻ 

→ 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝜋ଶ𝑒గ௫ሺ𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ cosሺ𝜋𝑥ሻሻ ൅  𝜋𝑒గ௫ ∙ ൫𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ െ 𝜋𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ൯ ൌ 𝜋ଶ𝑒గ௫ሺ2 cosሺ𝜋𝑥ሻሻ 

𝑓ᇱᇱ ቀଷ

ସ
ቁ ൌ 𝜋ଶ𝑒

య
ర ቀ2 ି√ଶ

ଶ
ቁ ൌ െ√2𝜋ଶ𝑒

య
ర ൏ 0. . Máximo relativo. 𝑓ሺ3/4ሻ ൌ  𝑒గଷ/ସ ∙ √ଶ

ଶ
≅ 7.46 

𝑓ᇱᇱ ቀ଻

ସ
ቁ ൌ 𝜋ଶ𝑒

ళ
ర ቀ2 √ଶ

ଶ
ቁ ൌ √2𝜋ଶ𝑒

ళ
ర ൐ 0. Mínimo relativo. 𝑓ሺ7/4ሻ ൌ  െ𝑒గ଻/ସ ∙ √ଶ

ଶ
≅ െ172.64 

Para  saber  si  son máximos  o mínimos  absolutos,  tenemos  que  calcular  el  valor  de  la  función  en  los 
extremos del intervalo: 

𝑓ሺ1/2ሻ ൌ  𝑒గ/ଶ ∙ 𝑠𝑒𝑛 ቀ
𝜋
2

ቁ ൌ 𝑒
గ
ଶ ≅ 4.81 

𝑓ሺ2ሻ ൌ  𝑒ଶగ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝜋ሻ ൌ 0 

Por tanto: െ172.64 ൏ 0 ൏ 4.81 ൏ 7.46, luego (3/4, 𝑒గଷ/ସ ∙ √ଶ

ଶ
) es el máximo absoluto y ሺ଻

ସ
, െ𝑒గ଻/ସሻ es 

el mínimo absoluto. 

El punto (3/4, 𝑒గଷ/ସ ∙ √ଶ

ଶ
) es el máximo absoluto y ሺ଻

ସ
, െ𝑒గ଻/ସሻ es el mínimo absoluto 
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Problema P8: 

Sean  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

ଶ
൅ 1 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥 െ 2 ൅ 2. Encuentra  los dos puntos en  los que se cortan 

sus gráficas, y calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas. 

Soluciones: 

La primera función es una recta. La segunda, una función racional. Buscamos los puntos de intersección: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ →
𝑥
2

൅ 1 ൌ √𝑥 െ 2 ൅ 2 → √𝑥 െ 2 ൌ
𝑥
2

െ 1 ൌ
𝑥 െ 2

2
 

Elevamos al cuadrado: 

𝑥 െ 2 ൌ ൬
𝑥 െ 2

2
൰

ଶ

ൌ
ሺ𝑥 െ 2ሻଶ

4
→ 4ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ → 

Una solución es 𝑥 െ 2 ൌ 0 → 𝑥 ൌ 2, →  ሺ2, 2ሻ y la otra: 4 ൌ 𝑥 െ 2 → 𝑥 ൌ 6 → ሺ6, 4ሻ 

 

En el intervalo [2, 6] la función raíz está por encima de la recta.  

Luego área de la región pedida viene dada por la integral: 

න ሺ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥 ൌ 
଺

ଶ
න ሺ√𝑥 െ 2 ൅ 2 െ ሺ

𝑥
2

൅ 1ሻሻ𝑑𝑥
଺

ଶ

ൌ  න ሺ√𝑥 െ 2 ൅ 1 െ
𝑥
2

ሻ𝑑𝑥 ൌ 
଺

ଶ
ቈ
ሺ𝑥 െ 2ሻଷ/ଶ

3/2
൅ 𝑥 െ

𝑥ଶ

4
቉

ଶ

଺

ൌ  ቆ
ሺ4ሻଷ/ଶ

3/2
൅ 6 െ

6ଶ

4
ቇ െ ቌ

ሺ0ሻ
ଷ
ଶ

3
2

൅ 2 െ
4ଶ

4
ቍ ൌ ቌ

8
3
2

൅ 6 െ 9ቍ െ ሺ2 െ 1ሻ ൌ ൬
16
3

െ 3൰ െ 1

ൌ
16
3

െ 4 ൌ
4
3

≅ 1.3333 

El área de la región encerrada es de 4/3 ≅ 1.3333 u2. 

 


