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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
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Realiza cuatro pregunizs de las ocho que se presentan
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resileado(s) ednenls) wrilizadols) v justifica su usn,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ewvaluacidn del Bachillerato para el Acceso a la Universidad E‘j p r—]t a

(LSO 2018 2020 e Pt
ASIGNATURA: MATEMATICASIT

Criterios de correecion v calificaciin

Criterios generales

La duracion de la prueba es de 80 minutos, Se calificard de 0 a2 10 puntos, redondeando 2
cuartos de punto.

= Sa& debe respondsr exclusivamente & ruatro de los pobiemas planteados. S
alguien responde a mas de cuatro, selo se sumardn jas cuaun peores puntuaciones.

= 3e fendra en cuenta el planteamieonto seguido para b resolucion del problema y la
clardad an la exposicion. Si es psitinants, sa valorard la refarancia a 1os resullados leddoos
uzados.

*  Para la penalizacién de los errores en loa calculos, =e tendra en cuenia:
« 5] son conzecuencia de no haber seguido el procedimiento mas adecuads.
« i reflejan fallos de concepto.
* s producen simplifcaciones relevantas,
* G GoUrren con reteracion

Criterios especificos

F1) S valorarad con 1.5 punios 12 discusion completa, incluyendo la mencién del teorema,
0,5 puntos la solucion del caso compatible determinade vy 05 puntos la del caso
compatible indeterminado,

P4y En el aparado (b) se valorard scbre 075 punlos el enunciado del {de los)
resuftadols) ledricols) requerica(s). Se valorara sobre 1 punto |a justificacian de su usa.

P7y En &l aparlado (b) se valorara sobre (.5 puntos el enunciado del (de los) resullado(s)
tedrico(s) requerido(s). Se valorara sobre 1 punto la justificacion de su uso.

Fd) Se valorara con 0.5 puntos fa obtencion de los puntos de corte, con 0,5 puntos el dibujo de
la grafica (aunque no sea muy detallado) v con 1,5 puntos sl caleulo del ares. Sila
resolucidn s correcta, se pusda obtener |a maxima puntuacion aunque no incluya dibujo.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P1:
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro a y resuélvelo en los
casos en que sea compatible.
(a+Dx+ (@®>+a)y =2
(—ra—Dx—a’*y=0
ay+ (@ -1)z=3-a
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso
Soluciones:

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.
a+1 a’+a 0 a+1 a’+a 0 2
C=|-a-1 -a? 0 A= |—-a—-1 —a? 0 0 |
0 a a’?—-1 0 a a’?—13—a
El determinante de la matriz de los coeficientes vale:

= (@-D|2FL @ Hal - @D+ D-a)—a-1( +a) = a@+ 1)@= 1)

—a-1 —a?

Por lo tanto, el rango de la matriz C es 3 si a es distinto de 0, 1 o —1, asi como el rango de la matriz
ampliada A, por lo que el sistema es compatible determinado segun el Teorema de Rouché Frobenius.
Podemos resolverlo por Gauss o por Cramer, o incluso directamente resolviendo el sistema de dos
ecuaciones en X e Y, y sustituyendo en z; y se obtiene:

. . . . - 2
Siaz0,az#1;az#-1, el sistema es compatible determinado. x = a—a; y=_5z2= —

1 0 O 1 0 0 2
Paraa=0:C(a=0)=(-1 0 0 };A(a=0=(-1 0 0 0
0 0 -1 0 0 -1 3
El rango de la matriz ampliada es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es

incompatible.

Sia =0 el sistema es incompatible.

2 2 0 2 2 0 2
Paraa=1:C(a=1)=(-2 -1 0);A(a=1)=(-2 -1 0 O0};
0 1 0 0 1 0 2

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de la matriz ampliada también es 2, luego el
sistema es compatible, pero indeterminado al ser los rangos menores que el nimero de incégnitas.

2x +2y =2 y=2 y=2
{—2x—y=0—>(F1=F1—F2){—2x—y=0—>{ x=-1 -
y=2 z=t z=tVtER

Paraa=1->x= -1,y = 2;z = t,Vt € R. Sistema compatible indeterminado

0 0 O 0 0 0 2
Paraa=-1:C(a=-1) = (O -1 0>;A(a =-1)= (O -1 00 );
4

0 -1 0 0 -1 0
El rango de la matriz de los coeficientes es 1, y el rango de la matriz ampliada es 2, luego el sistema es
incompatible.

Sia=-1, el sistema es incompatible.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P2:
3x+y—-z—-7=0

x+y—-5=0 , €5

Calcula la ecuacion continua de la recta r sabiendo que corta a la recta s: {

paralela al plano de ecuacion 7: 2x -y + 32— 6 =0, y pasa por el punto P(-1, 3, 1)

Soluciones:

En primer lugar, vamos a buscar un plano que contenga a la recta r. Serd paralelo al plano n. Todos los
planos paralelos a & tienen de ecuacién: 2x —Yy + 3z = D. Imponemos que pase por el punto P. 2(-1) -3 +
3(1) =D =-2. Luego el plano es: 2x -y + 32+ 2 =0.

Buscamos ahora un punto que pertenezca al nuevo plano vy a la recta s. Para ello resolvemos el sistema

3x+y—z=7 -4 3x+G6-x)—z=7 -{2x—z=2 >
x+y=5 y=5—x y=5—x
{3x+3(2x—2)=3 9% =9

{Zx—y+3zz—2 ZX—(S_X')+SZ:_2 3x+3Z=3

z=2x—2 -{z=2x—-25x=1y=4;z=0,
y:5_x y=5_x

El punto A (1, 4, 0) debe ser un punto de la recta pedida, que también debe contener al punto P.
Su vector de direccion es PA = 1-(-1),4-30-1)=(2,1,-1)
Como sabemos que el punto P es la recta y nos piden su ecuacién continua, dicha ecuacién es:
x—(-1) y-3 z-1
T = =

2 1 -1
x+1 y-3 z-1
L B I
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P3:

Calcula los siguientes limites
1
, . 3mx ——
a) lim(2 + smﬂ)xz—x
x-1 2

b) xljmo(Jx4—x2 +1—+/xt -

Soluciones:

1
. . 3nx\——
a) E=1lim(2 + sin—)x*-x
x—1 2
Queremos saber si es un limite tipo e, para ello calculamos el limite de la base y vemos si tiende a 1, y el
limite del exponente para saber si tiende a infinito.

C3n(1) ) - 3nx
sin—— = -1- }Cl_l}}(z + smT) =1
1
}cl—rg( x) x—r;r}(x(x - 1)) -

Es un limite tipo e. Aplicamos logaritmos neperianos:

3nx 1 Ln(E) =i 1 (2 + si 3mx
X=X = JE—
5 ) - Ln(E) x]_r)r%(x2 e n( sin ))

2

Aplicamos la regla de L'Hopital pues el numerador tiende a Ln(1) = 0, y el denominador tiende también
a0.

E =1im(2 + sin
x-1

3nx 3
22
ILn 2+sm3Lx 2+Sln32Lx)
Ln(E) = lim = lim =0
xo1 x-1 2x —1

Pues cos— 37—> 0.luegoLn(E) =0—-E=¢e=1

3mx
lim(2 + sin )xz—x =1
x—-1

b) Para calcular lim (Vx*—x2+ 1 —+x*—7) racionalizamos. Multiplicamos numerador y

X—+00

denominador por la conjugada del numerador:
4 _ 52 4 _ 4 __ 52 4 _
lim (\/x4 v e S b 7) = lim (Wxt—x2+1-Vx*-7)(Vxt—x2+1+Vx%-7)

lim x*—x2+1)-(x*-7) _

x—>+00 xX—+00 Vat—x2+1+Vx%4=7 X+ xt—x2+14+/x4—7
. —x%+8

lim

X—+00 x4—xZ+1+/x%-7

Los términos de mayor grado del numerador y del denominador son X2. Miramos sus coeficientes que
son—1en el numeradory 1+ 1 =2, en el denominador. Luego el limite vale —1/2.

-1
lim (Vat—x2 +1—/x*—7) = —

xX—>+00 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P4:
X
Sea la funcién f(x) = (1 + sin?)
a. Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [1, 2]
b. Demuestra que existe a € (1, 2) tal que f’(a) = 0. Enuncia los resultados tedricos empleados y
justifica su uso.
Soluciones:

a) Es una funcién exponencial. La base, formada por una funcidn trigonométrica es siempre

continua, y el exponente, X, también. Veamos el signo en los extremos del intervalo:
1

. T
f(1)=(1+sm§) =1+1=2>0
2

T2
f(2)= <1+sin7> =(1+sinm)?=(1+02%2=1>0
La base seanulaen 1 + sin% =0- sin% = —1 - x = —1 que no pertenece al intervalo [1, 2].

La funcién es continua en [1, 2].

b) El Teorema de Bolzano dice que: si una funcién es continua en un intervalo cerrado y toma
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del
intervalo en el que la funcién se anula.

Nos piden que se lo apliqguemos a la funcién derivada. Asi que calculamos la derivada. Utilizamos
derivacién logaritmica:

flx) = (1 + Sinﬂ)x - Ln(f(x)) = Ln ((1 + sin E)x> =x-Ln (1 + sinE)

2 2 2
Derivamos:
@) cos 75
! X N 19:4 A
L =L =1 m(1+sin—) +x- —2 2
( n(f(x))) ®) n( sin 2) X 1+sinn7x_)
cosTX. T
X )
f'(x) =f(x)(1-Ln(1 +sin—) +x'—2712x)
2 1+sin7

Analizamos la continuidad de esta funcion derivada.
Ya hemos visto que f(x) es continua en el intervalo cerrado [1, 2].

.z . TTX .2 . . . TTX .
La funcién Ln (1 +sm7) también es continua, pues ya hemos visto que 1 +sm7 es siempre

positiva en el intervalo y se anula para X =-1, que no pertenece al intervalo. Por el mismo motivo la

COS——

funcion x - " 22 es continua pues estd formada por funciones trigonométricas continuas, y podria no
Sin—
2

serlo en los valores que anulan al denominador, que ya hemos visto que es X =—1, que no pertenece al
intervalo. y = f'(x) es por tanto una funcion continua en el intervalo cerrado [1, 2]. Veamos que signo
tiene en los extremos del intervalo:
ml «
] l cos > . 5
(1) = F | Ln (1 + sm—) +1—2 2| = 2(Ln(2) +0) > 0
2 . ml
1+ sin—-
) cos m2
T 5y —T
12 =f2| Ln (1 + sin—) +2-—2 2 ) =1n(D) +2(—) = -w <0
2 . T2 2
1+ sin—-

Luego por el Teorema de Bolzano sabemos que existe un a € (1, 2) tal que f(a) = 0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P5:

Sean A y B dos matrices de tamafio 3 x 3 tales que |A| = |B| = 1/2. Calcula |C| teniendo en cuenta que la
matriz C es la siguiente: C = (2- At - B)?

Soluciones:

Como las matrices son cuadradas y |A| = |B| = 1/2, sabemos que |AY es igual al determinante de A, y que
el determinante de la matriz inversa es 2. Pero | 2- A'| al multiplicar una matriz por un nimero se
multiplican todas sus filas:

ka,, ka,, Kka,
kA=|ka, ka, Kka,
ka, ka;, ka;
Porloque |2 -At|=23=8.
Por tanto:

IC|=1(2-A"-B1)?=(8 -(1/2) -2)* = 64.

IC|=64

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: Alvaro Garmendia Antolin

www.apuntesmareaverde.org.es

T
Textos Marea Verde



388

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P6:
Los puntos A (-1, 2, 1)y B (2, 5, 1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos vértices sabiendo

. . s X y-4  z+1
que estdn en la recta de ecuacion: r: 3 = - = 2

Soluciones:

x=—t
Escribimos la ecuacion continua de la recta en forma paramétrica: r: { y =4+t de punto (0,4, -1)y
. z=-1—-4t
vector de direccion v = (—1,1, —4).

La recta que contiene a los puntos dados tiene como vector director: AB = 2-(-1,5-2,1-1) =
(3,3,0) » w = (1,1,0). Va a ser el vector director de la recta s. Observamos que ambas rectas no son
paralelas. Nos interesa saber si se cortan (y son coplanarias) o se cruzan. Para ello determinamos un
vector que tenga su origen en larecta r, (0, 4, -1) y su extremo en un punto de la recta s: A (-1, 2, 1):
u=(0-(-1),4—-2,0—1) =(1,2,—1) y analizamos la posicion relativa de esos tres vectores. Si el
rango de la matriz de las coordenadas de los tres vectores es distinto de cero, entonces se cruzan, si es
cero, son coplanarios.

-1 1 —4
1 1 0|=1-840—-(—44+0-1)=8-8=0
1 2 -1

Las rectas ry s son coplanarias.

Buscamos un punto C (—t,4 +t,—1 — 4t) de la recta r, de tal forma que
el vector AC sea perpendicular al vector CB. r s

AC=(—t—(-1),4+t—2,—-1—4t—1)=(—t+1,2+t,—2 — 4t)
CB=(2-(=t),5—(4+1t),1—(=1—4t)) = 2+t,1—t2+4t)
Imponemos que sean perpendiculares, es decir, que su producto escala sea cero:

AC-CBE=(-t+1)-QC+0)+Q+t)-(1—t)+ (=2 —4t)- (2 + 4t)
=(-2t—t?4+2+t)+(2-2t+t—t?)+ (—4 — 8t — 8t — 16t?)
=—18t2—-18t+0=0 -

18t (t + 1) = 0. El parametro puede valer 0 o —1.

Sit=0, entonces C = (0,4,—1),ysit=-1,C = (1, 3, 3).

El cuadrado pedido tiene de vértices: A(-1,2,1);B(2,5,1);C = (0,4,—-1)yD = (1, 3, 3).

El cuadrado pedido tiene de vértices: A (-1, 2, 1); B(2,5,1); C = (0,4,—1)yD = (1, 3, 3).

Hemos impuesto que los lados son perpendiculares, pero debemos comprobar que efectivamente es un
cuadrado y no un rectangulo, que todos los lados son iguales:

—_— — 2
AC=(0-(-1),4-2-1-1)=(1,2,-2); |AC| =1+4+4=09;
AD=(1-(-1),3-23-1)=(2,1,2); [AD| =4+1+4=09;

CB=(21,2); [CB|" =9 DB = 2-1,5-3,1-3) = (1,2,-2); [DB|’ =o.

También podriamos haber comprobado que las diagonales r y s son perpendiculares
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P7:
Sea la funcion f(x) = (x + 3)S") [n(x% — x + 2)

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [-1, 0]
b) Demuestra que existe a. € (-1, 0) tal que f'(a) = —Ln2. Enuncia los resultados tedricos
empleados y justifica su uso.
Soluciones:

a) Es el producto de una funcion exponencial y de una funcién logaritmica. La funcion exponencial
es composicién de una funcion polindmica y una funcidn seno, ambas continuas en toda la recta
real; La funcién logaritmo no seria continua para valores negativos o cero. x> — x + 2 no se
anula, es siempre positiva, luego la funcién Ln(x? — x + 2) es también continua en toda la
recta real, y por tanto en el intervalo [-1, 0].

La funcién es continua en [-1, 0].
b) El Teorema del Valor Medio de Lagrange dice: Si una funcién es continua en un intervalo cerrado

[a, b] y derivable en el abierto entonces existe a € (a, b) tal que f'(a) = —f(b;:z(“).
Veamos si la funcidn es continua en [-1, 0] y derivable en (-1, 0) para poder aplicar el Teorema de
Lagrange:
f(x) = (x 435" n(x? —x +2) -
f'(x) = ((x + 3)Sin(ﬂx))’ In(x2—x+2)+ (x + 3)sin(1rx) ) 2x -1
In(x?2 —x +2)

Utilizamos derivacidn logaritmica:
g(x) = (x + 3)sn™) 5 In(g(x)) = sin (mx) - Ln(x + 3) -

m cos(mx) - Ln(x + 3) + sin (7x) - WlJrg)
%

g(x) - sin (7x) - Ln(x + 3)
m cos(mx) - Ln(x + 3) + sin (mx) - m

gx)=gx)- sin (x) - Ln(x + 3)

: 1
100 = (x4 30 m cos(mx) - Ln(x + 3) + sin (mx) Tnx3)

2x—1

. Ln(x?—x+2)
La funcién es derivable en (-1, 0)

f(x) = (x+ 3™ n(x? —x +2) >
f(=1) = (=1 +3)snCP (1 + 1+ 2) = (2)°Ln(4) = Ln(4)
£(0) = (3)s"™n(2) = Ln(2)

Ln(x? — x + 2) + (x + 3)sn0)
sin (mtx) - Ln(x + 3) n(—x+2) +(x+3)

= (x + 3)5"™) 7 tan(mx) +

m-Ln(xz—x+2)

. ’ _ In(2)-Ln(4) _ Ln(2)-Ln(4) _ 2 _ 1\ _
Entonces existe a € (-1, 0) tal que f'(a) = e - = Ln4 =In (2) = —Ln(2)
Luego por el Teorema del Valor Medio sabemos que existe un a € (-1, 0) tal que f'(a@) = —Ln(2).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P8:
Encuentra los dos puntos en que se cortan las grdficas de estas funciones:

f(x) = sin (mx) y g(x) = |x* — x|
Calcula el drea de la region del plano encerrada entre ambas grdficas.

Soluciones:
La funcién y = x? — x es una parabola que corta al eje de abscisas en (0, 0) y (1, 0), con vértice (1/2, 1).
Por tanto, es positiva en (—o0,0) y en (1, +0); y negativa en (0, 1)

Representamos ambas funciones, que se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 0):
_ _ _ 4 _ _

AEAEARVAVIAEA A
JUNA NS NN NSNS N

El drea de la region viene dada por la integral:
1 1 1
f (fF(x)—gx)dx | = f (sin (mx) — |x? —x])dx | = f (sin (nx) — (—x% +x))dx
0 0

B lcos (nx) x3

3
|1|2

fl(sin (x) + x? — x)dx
0

cos(m) 1 1 cos(0)
(= +§‘z)‘< - +°>

El drea de la region encerrada es de 0.803 u?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CURSO: 2018-2020

ASIGNATURA: MATEMATICAS K m.;;;:h:g::; Hoara

Evaluacion dal Bachilleralo para el Accaso a 1a Universidad I I p | l a

Realiza coatro pregunias de las ocho que se presentan

F"l} Latudia el siguisnile sistoma de penaciones linealos depondionts del parfimetro real
a ¥ resuélvelo en los casos en que o5 compatible:
[t 2 | Yy+2z=a+2
f Do 4dp+la+llr —a—1
(W =T+ 2y+ 2 alz=u| W2
Meaciona sk resnltado tedrico complemdo v jusnifice su vso,

(25 puntos)

P2) Bl plane = pasa por los pumeos T3 020,58), &0, 2,20 v P8 =14 . Tna
calera con coadrooen O(0L 1, =3 toecn al plaso o en dnden ponto, Calewls o radio de la
eafera y ol ponto de frterseccian,

F25 prunios)

P3) Claleuls ins integrales indefinidas:

m o T
j pa— {123 punios)
.
} T din (2r 1 1) dr {1.25 punto?]
J—IIHIJI o
P4) Sea la funcin (o) =¢ 2, 4
.

1 - rz1

al Demuaestra cue la funcidn o= decivalile en bodo B .

(1 punta]
b} Depmesbra e existe un valor o < {0, 2) tal gque /(o) = 1 . Bnoncia el {los)
pesnilalofs) tedrieols) utilizado(s) v justifica su nso.

(1.5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

@
'F;'_r:] Sahiendo qgue 1 inversa de una matriz A s { —.'l ]1) ¥ lainversa de la makris
S AT . '
A Boes | ﬂ] , determina la matriz B
(2.0 puntos]

P Caleuls la ecuacitn contings de larecta ¢ sabicndo que eorla perpendicalocmenie
a las siguientes rectas:

T4z -1=A .
r'_I W R

| x+32-5 G " 2

(2.5 puntos)

PT} Chalenla o ewiecmes ahaolades din L lieeidn r I:'J"] =" cginEr o el inmervaln -

IE .5[ . Mogcknon ol roealiado sediico emplewdn o Juslilica su s,

| 2.5 puntas]

P&) Sean las lunewons {x) :T'_l ¥ owlxl o fr— 242 . Bucaenta los dos punlos
e los que soocoriae sus grificas, v ealenla ol deca de o regido del plane eocerrada cntre
s sriiiens,

(2.5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Fvaluacidn del Bachillerato paca ef Accesna la Universidad U p I la

CITRSO: 2001 0- 20000 Urrewratiend ik co bemarrn
ASIGNATURA: MATEMATICAS II ' ’ .

. Criterios de correeciom ¥ ealificacion

Criterlos generales

La duracicn de la prueba es de 20 minutos. Se calificara de 0 a 10 punios, redondeando a3
Cuarkos de punto.

= Se debe respondsr exclusivaments a custro de los problemas planteados. S
alguiznrasponda a mas de cuatr, solo 8a sumardn las cuatro peores puntuaciones.

*«  Se tendrd en cuenta ol planteamienin seguido para fa resolucion del problema v la
clatidad an ‘& exposicion. 51 es pertineniz, so valorara la referencia a los resultados
tedrcos usatos.

+  Para la penalizacian de los errores 2n los caloulos, se tendra en cuenta;
= g8 500 eonseouencia da ne haber seguido & procedimisnts mas adecuado.
= g5 reflejan falloz de concepto.
= & producen simplificaciones relevantes.
* S QCUITen onn relieracion,

Criterios espocificos

F1} Be wvalorara con 1.5 puntos & discusidon completa, incluyendo la mencion  del
fearema, 0.5 puntoz la sofcibn de! caso compatiple determinade v 0.5 puntos | del
case compatible indeterminado.

P4} En el apartado (3) se valorard sobre 0.5 puntos el estudio de la continuidad y con 0.5
puntos & de la dadvabiidad. En el apartado (b)) se walorara socbre 075 puntos el
enunciade del (de os) resuliado{s) tedacois) requeridaols). Se valorara sobre 0.75 puntos |a
justificacion de su uso.

27y 3e valorard sobre 1 pLnio el encrciado del resuitado ledrico requerido. Se valorara
zobre 1.5 puntos la justficacidn da su uso.

PE) Se valorara con 0.5 puntos la obtencién de los puntos de corte, con 0,5 punios &l dibujo de
la grafica (aungus no sea muy dellade) y con 1.5 puntos el céloule del drea. Sila
resolucidn es correcta, se puade obtener la méxima puntuacian aungue no incluya dibujo,
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P1:

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del pardmetro real o y resuélvelo en
los casos en que es compatible

(@>—-2)x+2y+z=a+2
(@>-2)x+4y+(a+1)z=a+6
(@2 -2)x+2y+(Q2—-a)z=a+2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Soluciones:

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.

(a?-2) 2 1 (a?-2) 2 1 a+?2
C=1@-2) 4 a+1);A=|((@*-2) 4 a+1 a+6 |
(@2-2) 2 2-a (@2—=2) 2 2—a a++2
El determinante de la matriz de los coeficientes vale:
1 2 1
ICl=(@®*-2)|1 4 a+1|=2@?*-2)1-a)
1 2 2—-a

Luego el rango de la matriz de los coeficientes es 3 si a es distinto de 1, de +v2 y de —V2. El rango de
la matriz ampliada en esos casos no puede ser mayor de 3, luego el sistema es compatible determinado.
Podemos entonces resolver el sistema por Gauss o por Cramer, y se obtiene:

(a2-2) 2 1 a+?2 (a2-2) 2 1 a+2
- -

(@>-2) 4 a+1 a+6 0 2 a 4
(@2=2) 2 2—a a+V2 0 0 1—a V2-2
1
(a* —2)x+2y+u—a+2 X=5
V2-2 _ 4-2a-aV2
2y+a_a:4' - y_ 2(1-a) 1
V2-2 V2-2
zZ = =
1—a 1-a

_ 4-—2a—a\/5_z _ W2-2

Sla¢1,a¢+\/7,a¢—\/§—>x=a+ﬁ; =S 2=

El sistema es compatible y determinado.

-1 2 1 3
Si a = 1, entonces la matriz ampliada es: A(1) = <—1 4 2 7 ); La segunda y la tercera
-1 2 11 +3«/§

-1 1
columna son dependientes. Calculamos el determinante: |—1 2 7 =2-2#0; por lo que
-1 1 1++2

su rango es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.

Sia=1, el sistema es incompatible
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

0 2 1 V2+2
Si a =42, calculamos el rango de la matriz ampliada: AW2)= [0 4 V2+1 V2 +6 |
0 2 2-2 22

2 1 V242
Calculamos el determinante: |[4 +/2+1 /2 + 6| =0, por lo que el rango es 2, igual al rango de la

2 2-2 22

matriz de los coeficientes y menor que el nimero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible
indeterminado.

El sistema queda:
2y +z=v2+2
4y+(V2+1)z=V2+6
2y+(2—\/§)z=2\/§
Despejamos z de la primera ecuacidn y sustituimos o en la segunda o en la tercera y obtenemos:
2y +z=V2+2 z=V2+2-2y
4y+(V2+1)z=v2+6-{4y+(V2+1)(V2+2-2y)=V2+6
2y+(2-+V2)z=2v2 2y+(2-V2)(V2+2-2y) =2V2
z=vV2+2-2y
- dy+(V2+1)(V2+2-2y)=V2+6
2y+ (2V2+4 -4y —2 - 2vV2 + 2V2y) = 2V2
z=V2+2-2y=V2+2-2=+2 x =t
>34y +(V2+1)(V2+2-2y)=V2+6->{y=1
—2y+2+2V2y=2V2 >y =1 z=2

Sia=+V2,»>x =t y=1,z= V2. El sistema es compatible e indeterminado.

02 1 _ 342
Si a = —V/2, calculamos el rango de la matriz ampliada: A(—vV2)= [0 4 1-+2 246 |
0 2 2++2 0
2 1 —V2+2
Calculamos el determinante: [4 —2+1 —V2Z+6|=-8—4v2=#0, por lo que el rango es 3,
2 2++2 0

distinto del rango de la matriz de los coeficientes, luego el sistema es incompatible.

Si a = —V2, el sistema es incompatible.

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: Alvaro Garmendia Antolin

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P2:

El plano m pasa por los puntos P1 (2, 0, 5), P2 (1, -2, 2) y P3 (3, -1, 2). Una esfera de centro C (0, 1, -3)
toca al plano en un unico punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de interseccion.

Soluciones:

Tres puntos determinan un plano, luego podemos encontrar la ecuacién de dicho plano: ax + by +cz
=d, por ejemplo, resolviendo el sistema obtenido de imponer que pase por los tres puntos. O buscando
dos vectores de orientacién del plano y un punto.

Como la esfera toca al plano en un Unico punto, significa que el plano es tangente a la esfera, por lo que
el vector normal al plano que pasa por el centro de la esfera nos proporcionara el radio.

Vectores de orientacién del plano:
P2P1=(2-1,0—-(-2),5-2)=(1,2,3)
P3P1=(2-3,0—(-1),5-2)=(-1,1,3)

Ecuacién del plano:

x—2 y z-—5
1 2 3 |=3(x—2)—6y+3(z—5)=3x—6y+3z—21=0
-1 1 3

Simplificando, la ecuacién del plano es : x — 2y + z = 7, de vector normal (1, -2, 1). Al ser este plano
tangente a la esfera el radio es la distancia del centro al plano:

acl+bc2+cc3+d 0-2(1)+1(—-3)—7 —-12 12v/6
d(C,n):| |: (1) +1(=3) :| _ \/_:2\/8
Va2 + b? + ¢2 J12+ (=2)2 + 12 V6 6
Otra forma:

Buscamos ahora la recta perpendicular al plano que pasa por el centro de la esfera, tomando como
punto en centro de la esfera C (0, 1, —3) y como vector director el perpendicular al plano:

x=t
y=1-2t
z=-3+t

Buscamos el punto de interseccién de esta recta con el plano:

x—=2y+z=7-t-2(1-2)+(-3+t)=7-6t=7+5=12->t=2 - P4(2,-3,-1)
El radio de la esfera es la distancia del centro de la esfera a este punto:
d(P4,C) =/(0-2)24+ (1= (=3)2+(-3—-(-1))2=V4+ 16+ 4 =24 =26
El radio de la esfera mide 2v/6 unidades
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P3:

Calcula las integrales indefinidas: a) f ad

7_6 dx; b) [ e?* sin(2x — 1) dx

x2+x
Soluciones:

a) Laprimera integral es una integral racional por lo que la descomponemos en fracciones simples
f x—=7 x—17 A B

d Z+x-6=(x+3)(x—-2 = +
x2+x—6 xoxewx (x ) )_>x2+x—6 x+3 x-—-2

A(x—2)+B(x+3)
= CEBICE) - Ax—2)+Bx+3)=x-7

A+B=1 A=2 x—=7 2 -1
—){ —>{ e = +
—2A+3B=-7 WB=-1 x?+x—-6 x+3 x-—2

f =7 4 —f( 2, 1 )d =2ln(x+3)—Ln(x—2)+C=1L (x+3)2+c
2tx—6"" )53 Tx=p) T mx -T2

f x—17 (x + 3)?

b) [e**sin(2x—1)dx
Esta integral se puede hacer por partes:

El método de integracidon por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:
(uv) =v-u" +u-v' =u-v' +v-u, luego integrando término a término:

[wv)dx =uv = [((u-v)dx + (v-u)dx) = [(u-dv +v-du).

La férmula de la integracion por partes queda, por tanto: fu cdv =uv — fv “du
Buscamos las funciones U y vV teniendo en cuenta que U lo debemos derivar y v, integral.

Llamamos u = e%, luego du =2 e dx; dv = sen(2x-+1)dx, luego v = (-1/2) cos(2x+1)
-1 -1
erx sin(2x —1)dx =e?* -TCOS(Zx +1) — fTCOS(Zx +1)-2-e?*dx
-1
= e?* -7cos(2x +1) + j cos(2x + 1) - e®*dx
Repetimos el proceso siendo ahora dv el coseno: dv = cos(2x+1)dx, luego v = (1/2) sen(2x+1)
f cos(2x + 1) - e**dx
1 1
= ezxzsen(Zx +1) - fzsen(Zx +1)-2-e?*dx
1
=e%¥ -Esen(Zx +1) — f sen(2x + 1) - e**dx

Llamamos | a la integral pedida y sustituimos:

2x

-1 1 e
| =e?* -TCos(Zx +1) + ezxzsen(Zx +1)—1-2I= T(sen(Zx +1)—cos(2x+ 1))+ C

2x
[e**sen(2x — 1) dx = eT (sen(2x+1) —cos(2x + 1))+ C
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P4:

Sea la funcién f(x) =
— x=>1
a) Demuestra que la funcion es derivable en todo R.
b) Demuestra que existe o € (0, 2) tal que f’(a) = 1. Enuncia el (los) resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s) y justifica su uso.
Soluciones:
a) Debemos probar que la funcién es continua en todo R y que ademas existe la derivada. Es una

funcién definida a trozos. La primera rama es una funcion logaritmica que no seria continua si se
2

. . x“+2
aplica a valores negativos o cero. Pero

es siempre positiva. La segunda rama es una

parabola, una funcion polindmica que es siempre continua. Nos queda comprobar que ocurre en

el punto de unién de ambas ramas, es decir, en X = 1.
1 x2+2 1 1+2 1 3 1 1
~+In—parax=1,-+In—=>-+In-=>+1n(0) ==
3 3 3 3 3 3 3 3
x2 1 ., .
~ parax= 1, es también > luego la funcidn es continua en toda la recta real.

Estudiamos la derivabilidad:

(%
3
) = lnx2+2 x <1
2x
? x>1

. ., x%+2 . ., 2x
Ya hemos visto que la funcién lnT es continua en todo R y no se anula nunca. La funciéon S s
polinédmica y derivable. De nuevo el Unico punto dudoso es x = 1.

2 2
La funcién lnxT+2 en x = 1, vale lnxT+2 =In(0) = 1. Luego f'(1) = % =§ en las dos ramas. La

funcidon es derivable en toda la recta real.

2x
3
x <1
reon x2+2
() =1 In"
2x
? x=>1

La funcién f'(x) — 1 es también continua y derivable en toda la recta real, luego podemos usar el
Teorema de Bolzano en cualquier intervalo, en particular en [0, 2].
b) El Teorema de Bolzano dice que, si una funcién es continua en un intervalo cerrado y toma
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del
intervalo en el que la funcidn se anula.

f’(O)—1=0—1=—1<0;f’(Z)—1=§>O

La funciéon f'(x) — 1 es continua en [0, 2], y toma valores de distinto signo en los extremos del
intervalo.
Luego existe un punto en el interior del intervalo dénde se anula f'(x) — 1, luego f’(a)-1=0, f’(a) = 1.

Existe o € (0, 2) tal que f’(a) = 1.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P5:
-6

1 .
1 0), determina

Sabiendo que la inversa de la matriz A es (_21 _11) y la inversa de la matriz AB es (
la inversa de la matriz B.

Soluciones:

La inversa de la inversa de una matriz, es la matriz de origen. Por tanto

= (F Ye@nrr=(F Y

-1

=A-B

Calculamos la inversa:

El determinante vale —1.
-1

a8=(7 ) =0 o

S A= (2 )

va=@ Yeamin( D= )6 D=6 )
5= %)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P6:
Calcula la ecuacidon continua de la recta t sabiendo que corta perpendicularmente a las siguientes

x+2y+z—-1=0 x+2 y  z+3
tas: r: ==
recasr{ 4+ 37-7=0 ys: = . 5
Soluciones:
Escribimos la ecuacidon paramétrica de la recta r, tomando a z como pardmetro:
x=7-3t
- {(7—3z)+2y+z—1—0—>2y—22—6_) y= -3+t
x=7-—3z s =t

Conocemos, por tanto, ya un punto y el vector director de cada una de las rectas rys.
r:A(7,-3,0); v = (-3,1,1)
{s: B(-2,0,—-3); w = (2,1,0)
Los vectores directores NO son linealmente dependientes, pues no son proporcionales. Las rectas no
son paralelas, luego o se cortan o se cruzan. Determinamos el vector AB y comprobamos si es
coplanario o no con los vectores de direccion:

AB =(-2-17,0—(-3),-3-0)=(-9,3,-3) - (3,—-1,1)

3 -1 1
3 1 1|=-3-2-(2+3)=-6-4=-10#0
2 1 0

Las rectas se cruzan. Buscamos un vector (a, b, c) que sea ortogonal a (-3, 1, 1) y a (2, 1, 0). Su producto
escalar debe ser cero:-3a + b +c =0; 2a +b = 0.

{ —3a+b+c=0 {—3a—2a+c=0—>c=5a {aza
- -

b=-2a
2a+b=0->b=-2a 2a+b=0->b=-2a c=5a

Es el vector (1, -2, 5). Buscamos ahora las ecuaciones de dos planos, uno que contenga a la rectar, y

tenga como vector de orientacion (1, -2, 5) y otro que contenga a la recta s, y también tenga a este
vector como vector de orientacién:

x—7 y+3 z
nl: | -3 1 1l=7x—-7)+16(y+3)+5z=7x+16y+5z2—1=0
1 -2 5
x+2 y z+3
m2: | 2 1 0 [=5(x+2)—10y—-5(z+3)=5x—10y—-5z2—-5=0->n2:x—2y—z=1
1 -2 5
La recta buscada es: {7xx+_126;1_+255 1_ 1. Nos piden su ecuacién continua, luego debemos encontrar

un punto y un vector de direccidn:
{7x+16y+52=1_){7x+52=—16y+1_){7x+52=—16y+1_){12x=—6y+6
x—2y—z=1 x—z=2y+1 5x —5z=10y+5 XxX—z=2y+5
1
xz—(z)y+1/2
- y=y
5
z2=-1/2~ Ry

x=1/2 _  z+1/2
-1/2 =Y= -5/2

La ecuacidn continua es: t =
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P7:
Calcula los extremos relativos de la funcién f(x) = e™ - sen(mx) en el intervalo [1/2, 2]. Menciona el
resultado tedrico empleado vy justifica su uso

Soluciones:

La funcion dada es el producto de dos funciones, una exponencial y otra trigonométrica, continuas y
derivables en toda la recta real.

Para calcular los maximos y los minimos relativos buscamos los puntos que anulan a la derivada
primera:

f'(x) = me™ -sen(mx) + e™ -m-cos(mx) =0

La funcidén exponencial no se anula nunca. Debemos resolver la ecuacién:

sen(mx
sen(mx) + cos(mx) =0 - L +1=0-Tang(nx) = —1
cos(mx)
3 3
tx = 135° 4+ 360°%k = — + 2km — 22 cuadrante x=—+4 2k
- 4 - 4
7 7
x = 315° + 360°k =T+2k1r—>49 cuadrante X :Z+2k

En el intervalo [1/2, 2] estan las soluciones 1/2=0.5<3/4=0.75<2y1/2=0.5<7/4=1.75< 2.

Para saber si se trata de maximos o minimos, podemos determinar los intervalos de crecimiento de la
funcidn, o utilizar la derivada segunda:

f'(x) = me™ -sen(mx) + e™ - - cos(nx) = we™ - (sen(mx) + cos(mx))
- f"(x) = m2e™ (sen(mx) + cos(nx)) + me™ - (w cos(mx) — msen(mx)) = mw?e™ (2 cos(mx))

3 - 3
f" G) = nzez( Tﬁ) = —V2m2es < 0.. Méximo relativo. f(3/4) = e™/* g ~ 746

7 7
f G) = m2es (2 g) = +/2m2es > 0. Minimo relativo. f(7/4) = —e™/* g ~ —172.64

Para saber si son maximos o minimos absolutos, tenemos que calcular el valor de la funcién en los
extremos del intervalo:
T

f(1/2) = e™?-sen (E) = o2
f(2) = e?™-sen(2m) =0

4.81

R

Por tanto: —172.64 < 0 < 4.81 < 7.46, luego (3/4, e™/* _\/2_5) es el maximo absoluto y (Z, —e™/*) es
el minimo absoluto.

El punto (3/4, e™3/4 -E) es el méaximo absoluto y (2, —e™/4) es el minimo absoluto
2 4
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P8:
Sean las funciones f(x) = g + 1y g(x) =+vx — 2+ 2. Encuentra los dos puntos en los que se cortan
sus grdficas, y calcula el drea de la region del plano encerrada entre ambas grdficas.

Soluciones:
La primera funcién es una recta. La segunda, una funcién racional. Buscamos los puntos de interseccién:
x—2

2

f(x)=g(X)—>;+1=Vx—2+2—>\/x— =§—1=

Elevamos al cuadrado:

J— 2 —_—

Unasolucidbnesx —2=0->x=2,- (2,2)ylaotra:4d=x—-2->x=6 - (6,4)

En el intervalo [2, 6] la funcidn raiz esta por encima de la recta.

Luego area de la region pedida viene dada por la integral:

6 6 X
J (gx) — f(x))dx = f Wx—-2+2- (E + 1))dx
2 2

B 6 X 3 (x — 2)3/2
—L(\/xTZ+1—E)dx—lT+x——

3
3/2 2 2 2

(G o) (T re )= (5res)en=(G )
2

_16 4—4~13333
3 3

El drea de la regién encerrada es de 4/3 = 1.3333 u?.
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