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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesano hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una
puntuacion de 2.5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las cuatro
primeras, en el orden que haya respondido el estudianie, Solo se podran usar las tablas
| estadisticas gque se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

1: Considere el siguienie sisiema de ecuaciones en funcidn del parametro a:

x4+ y — ¢z = 4
x + ay — z = 3-a
¥ — ¥y 4+ a = 1
a) [1 p.] Determine para qué valores de o el sistema liene solucidn Onica. Si es
posible, calcule dicha solucian para a = (0.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a 2l sistema tiene infinitas solucionas y e
suélvalo en ese caso.

¢l [0,5 p.] Delermine para que valor de o el sistema no liene solucian,

2: Considere las matrices

(5 5) v (7))

a) [1 p.] Compruebe que las matrices A y 8 son regulares (o inversibles) y calcule
5USs matrices inversas.

b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXE — A' 38, donde A' denota la matriz
iraspuestia de A.

3: [2,5 p.] De entre todos los triangulos rectangulos cuya hipotenusa mide 4 metros,
determing las dimensiones de aguel cuya drea es méxima. jCudl es el valor de
dicha arca maxima?

4: a) [2 p.] Calcule la integral indefinidaf 7 fw"_ dr.
A

b) [0.5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la

funcién f(x) I ri,_ ¥ la recta vertical x — 1.
x

5: 5Se llama mediana de un rigngulo a cada una de las reclas que pasan por un veértice
del triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) [1,5 p.] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices
A={-123),B=(3,-4,1)yC—(1,-4.5).

b) [1 p.] Comprucbe que las tres medianas se cortan on un punto y calcule las
coordenadas de dicho punfo.

El examen continda por detras
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6: Considere la recta r v el plano = dados por las siguientes ecuaciones:

41 y-2 z-1
ri 3 .E 5 y K:x—2Qy—z=4.

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de |a recta y el plano.

b} [0.5 p.] En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el
dangulo que forman. En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el
plano.

¢} [1 p.] Determine el plano que contiene a la recla r ¥ es perpendicular al plano
.

7: Una urna fieno 2 bolas blancas y 3 bolas rojas. Consideramos la variable aleatoria
gue cuenta el niumero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el
siguiente experimento: se saca una bola de la urna y, después de anotar el colar, se
devuelve la bola a la urna.

a) [1 p.] i Qué tipo de distribucidn sigue dicha variable aleatoria v cudles son sus
paramelros?
b} [0.,5 p.] ; Cual es la media y la desviacion fipica de esta distribucian’?

c} [1 p.] §Cual os la probabilidad de que el nOmero de bolas anotado soa menor
o igual gue 47

B8: En una determinada poblacion, el 40% de los individuos lee diariamente la prensa y
el 75% ve diariamente las nolicias en la lelevision. Ademas, el 25% de los individuos
lee la prensa y ve las nolicias en la lelevision diariamenie,

a) [0,5 p.] ;5on indepandicntes los sucesos leer diariamente la prensa” y "ver
diariamente las noticias en la television™?

b} [1 p.] iCual es la probabilidad de que un individuo lea la prensa dianaments
pero no ved las nobicias en la television 7

¢} [1 p] Si un individuo lee la prensa dianamente, ;cual es la probabilidad de gue
también vea las nolicias en la television?
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CRITERIOS DE CALIFICACION

OBSERVACIONES GENERALES:

El corrector debera ajustarse a los criterios de evaluacion establecidos en este documan
to ¥ en la reunidn comespondiente. En ningun caso se podra puntuar por encima de la
valoracion indicada en cada apartado. Se procurara gue, en lo posible, los emores en un
apartado no afecten a otros apartados.

Los errores simples de cdlculo restardn 0,25 puntos. Los errores importantes de céloulo
0 ermores simples reiferados pueden conllevar puntuacion 0 en ese apartado. Siun enror
simple ha llevado a un problema mas sencillo se disminuird la puntuacian.

Las preguntas contestadas cormectamente sin incluir el desarrollo necesario para liegar a
su resolucion seran valoradas con 0 puntos.

Se valorard el cormecto uso del vocabulario y de la notacidn. El alumno puade elegir el
método que considere mas oporiuno para la resolucion de wuna cuestion pero, si esio
demuestra la falta de comprension de conocimientos basicos, la puntuacidn final puede
ser menor que la indicada para dicha cuestion,

OBSERVACIONES PARTICULARES:

CUESTION 1: [25p]

Apartado a) Justificacidn correcta y razonada de que el sistema tiene solucién Onica
(SCD) para todo valor de a distinto de 1 y de —1 [0,5 p.]. Calculo correcto de esa so-
lucian Unica cuando a =0 [0,5 p.].

Apartado b) Justificacion correcta y razonada de gue el sistema tiene infinitas soluciones
(SCI) cuando a = —1 [0,5 p.]. Calculo correcto de dicha solucidn dependionte de un para
metro [0,5 p.].

Apartado c) Justificacion correcta y razonada de qua ol sistema no tiens solucion (5l)
cuando a = 1 [0.5 p].

CUESTION 2: [2.5p]

Apartado a) Justificacidn de que A y B son matrices regulares [0,5 p.]. Calculo correcto
de sus matrices inversas [0,5 p.].

Apartado b) Expresion correcla de X en Wrminos A", B ' y A" — 38 [0,5 p.]. Cdlculo
correcto de la solucion numérica [1 p.].

CUESTION 3: |25 p.] Calculo correcto de la funcion a maximizar en funcién de una varia-
ble [0,5 p.).

Calculo correcto de la derivada de la funcién a maximizar [0,5 p.]-

Calculo correcto del dnico punto critico de [a funcion a maximizar (v candidato a ser maxi-
mo) x — 242 [0,25 p.].

Justificacion de gue se trata de un punto de maximo [0,5 p.].

Cdlculo de la dimensiones del tridngulo: cateto, — cateto, — 2+/2 e hipotenusa — 4 [0,5 p.].
Cdlculo correclo del drea méxima - 44 [0,25 p.].
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CUESTION 4: [25p]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de la integral indefinida [2 p.].

Apartado b) Célculo correcto del drea, estudiando el signo de la funcidn f(x) y aplicando
la regla de Barrow [0,5 p.].

CUESTION 5: [2,5 p.|

Apartado a) Calculo correcto de las medianas: [0,5 p.] cada una de las tres medianas.
Total [1,5 p.].

Apartado b) Calculo comrecio del punto de corfe de dos de las medianas [0,5 p.]. Com
probacion de gue la tercera mediana también pasa por ese punto [0,5 p.).

CUESTION 6: [2.5 p.]

Apartado a) Juslificacidn correcla y razonada de que la recla es paralela al plano [1 p.].
Apartado b) Calculo correcto de la distancia entre |a recla y el plano [0.5 p.].

Apartado ¢) Caloculo correcto y razonado del plano que contiene a la recla r y &5 parpan-
dicular al plano x [1 p].

CUESTION 7: 2,5 p.|

Apartado a) Justificacion de gue se trata de una distribucion binomial de parametros n— 9
¥y p— 0,40 [1 p].

Apartado b) Calculo correcto de la media [0,25 p.] y de la desviacion tipica [0,25 p.].
Apartado c) Calculo correcto de |la probabilidad pedida [1 p.].

CUESTION 8: [2,5 p.]

Apartado a) Justificacion de que los sucesos no son independientes [0,5 p.].
Apartado b) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [1 p.].
Apartado c) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [1 p.].
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CONVOCATORIA ORDINARIA

Problema.1:

x+y—z=4
19) Considere el sistema de ecuaciones lineales { x + a?y — z = 3 — a en funcién del parametro a.
x—y+az=1

a) Determine para qué valores de a, el sistema tiene solucidon Unica. Si es posible, calcule dicha solucién
paraa = 0.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 -1 1 1 -1 4
M = (1 a? —1) yM' = (1 a®> -1 3- a).
1 -1 a 1 -1 a 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

11 -1-1
1 1 -1 1 1 2 1
1 -1 a
Al -1 -1
=a*+a*—a—-1=0. —
1 110
Resolviendo por la regla de Ruffini, las raices son: x; = 1,x, = x5 = —1.

a) Para a#1 = Rang M = Rang M' =3 =n2%incbég.= S.C.D.
a+—1 9 9 9

Sia # 1 ya # —1 el sistema es compatible determinado.

x+y—z=4
Para a = 0 el sistema resulta{x —z = 3 , que es compatible determinado. Resolviendo por
x—y=1
Cramer:
4 1 -1 1 4 -1
3 0 -1 1 3 -1
1 -1 0 3—-1-4 -2 11 0 —-1-4+43+1 -1
x = = —_— — 2_ = = —_ — = 1.
11 =117 9 91" -1 y -1 -1 -1
1 0 -1
1 -1 0
1 1 4
1 0 3
_ —4+343-1 _ +1
Z = 1 11 = = — = —1
-1 -1 -1

Sia=0x=2,y=1,z=-1
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1 1 -1 4
b) Paraa=—-1=>M' = (1 1 -1 4):{F1 =F,} = Rang M' = 2.
1 -1 -1 1
Paraa =—1= Rang M = Rang M' =2 <n%inc6g.= S.C.I.
x+y—z=4
Para a = —1 el sistema resulta {x +y —z = 4, que es compatible indeterminado y equivalente
x—y—z=1
. x+y—z= 4}
al sistema .
x—y—z=1
x+y=4+21

Para resolverlo se hace z = A: } =>2x=5421 x= g + A

x—y=1+41
3

x+y=4+kc+A+y=4+4 y=4-2=2

Solucién: x =§+/1,y =§,z = A, VA ER.

; . s . . 5 3
Sia = —1 el sistema es compatible indeterminado, de solucién: x = 2 +Ay= 3 Z= AVAER

1 1 -1 4
c)Paraa=1=>M’=<1 1 -1 2>:>RangM’:>{C1,C2,C4}:>

1 -1 1 1
1 1 4
=>11 1 2|=1-442-442—-1=—-4+#0=RangM' =3.
1 -1 1

Paraa =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible

Sia = 1 el sistema es incompatible
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Problema.2:

22) Considere las matrices A = (_21 _32) yB = (_11 _23)

a) Compruebe que las matrices Ay B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices inversas.

b) Resuelve la ecuacién matricial AXB = A* — 3B, donde A* denota la matriz traspuesta de A.
Solucion:

a) Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.
|2 3|_-_ - _
=5 C|=-4+3=-120
_ |71 =3|__ _
|B|_|1 2|_ 2+3=1%0.

Queda comprobado que las matrices Ay B son regulares (o invertibles).

-2 —3)'

4] = —1. at=(2 7)) Adjdent=( 7

3 -2
-2 -3

:Adj.der:(l 2):(2 3)

-1
A | -1 =2

Se obtiene la inversa de B por el método de Gauss-Jordan.

=3 T Demen=(y 20 Y-

1 210 1 1 210 1
:>{F2—>F2+F1}:>(0 il 1):>{F2—>—2}:>(0 111 _1):>

:;{F1—>F1—2F2}:>((1) (1)_21 _31):3—1:(_21 _31)

AT = (—21 —32)‘ B~ = (—21 —31)

b)AXB=A*"—-3B; A7'-A-X-B-B1=4"1.(A4"-3B)-B7};
[-X-1=A"1-(A'=3B)-B1=X=A4"1-(A'=3B)-B1. (¥
r _(2 -1\ _, (-1 =3\_(2 -1y _ (-3 -9 _(5 8
4 33_(3 —2) 3(1 2)_(3 —2) (3 6)_(0 —8)'
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos anteriormente:

X=A‘1-(A‘—35’)-B_1:(2 3)'(5 8)'(—21 3):

-1 -2/ -8 -1
-5 )G )= )
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Problema.3:

392) De entre todos los triangulos rectangulo cuya hipotenusa mide 4 metros, determine las dimensiones
de aquel cuya area es maxima. ¢Cuadl es el valor de dicha drea maxima?

Solucion:
.. _ b-c Lo
Solucion: Superficie: § = 5 = Maxima.

Por el teorema de Pitagoras: 4% = b? + c2.

¢ = V16 — b2. Sustituyendo en la superficie:

bvV16-b% 1
S(b) =——— ==-V16b? — b*.
2 2
La superficie serd maxima cuando se anule su primera derivada:

32b—4b3
2+V16b2-p*

by =0; 8—b%2=0; b=+V8=42V2=b, = —2/2,b; = 2+/2.

La solucién b = 0 es para minimo.

S'(b) =3 =0=32b—4b3>=0; 4b(8—b*)=0>

El valor negativo carece de sentido légico, por lo cual: b = 2+/2.

c=vV16 —b% =116 — 8 =8 = 2V/2.

s=2e=2 oy .02y,

Triangulo rectangulo issceles de catetos b = ¢ = 22 cm y 4 cm? de area
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Problema.4:
49) a) Calcule la siguiente integral indefinida: I = fﬂ ~dx
: T .
b) Determine el drea del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la funcién f(x) = 11/_\/_ y la recta

vertical x = 1.

Solucion:

a)l =

. 1 >
14+vx m-dx—dtzdx—Z(t—l)-dt

:of L2(t—1)- dt—2f

JE { 1+vx=t-oVx=t-1 }

—2t+1

dt=2-f(t—2+%)-dt=

=2-(‘2—2—2t+Lt)+C=2-[@—2-(1+\/§)+L(1+\/§)]+C=

=1+2Vx+x—4—4/x +2L(1 +x) + C.

1=f1+\/_ dx =x—2vx—3+2L(1+Vx)+C.
Vx
I= cdx =x —2Vx + 2L|1 + Vx| + C
1++x

b) La funcién f(x) = ‘/_\/_

(0, 1) todas las ordenadas de la funcidn son positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:
S=[f) dx=[x—2va-3+2L(1+Vx)], =
=[1-2v1-3+2L(1+V1)]-[0-2V0 -3 +2L(1+0)] =
=—-2—-2+4+2L2+3-2L1=2L2—-1-0.
S=(2L2 — 1) u® = 0.38629 u?.

corta al eje OX, Unicamente, en el origen de coordenadas vy, en el intervalo
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Problema 5:

59) Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triangulo y
por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices A(—1,2,3), B(3,—4,1) y
c(1,—-4,5).

b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto.
Solucion:

a) Punto medio de AB = M(1, -1, 2).

Punto medio de AC = N(0,—1, 4).

Punto medio de BC = P(2,—4,3).

Vector directorde 1oy = vy = [M — C] =[(1,-1,2) — (1,—4,5)] = (0,3, -3).

Vector director de 15y = vgy = [N — B] = [(0,—1,4) — (3,—4,1)] = (-3,3,3).

Vector directorde r,p = v,p = [P — A] = [(2,—4,3) — (—1,2,3)] = (3,—6,0).

Las ecuaciones paramétricas de las tres medianas son las siguientes:

x=1 x=3-3u x=-1+36
Tem = y=_4‘+3). TBNE{y=_4+3u TAPE{y=2_66
z=5—31 Z=1+3‘Ll 7 =

1=3-3u
b) Punto de corte de las medianas rqy v 15y {—4 +31=—-4+ 3,11}.
5—-31=1+3u

1=3-3u; 3u=2>p==

—4+30=—4+3u; —4+31=—4+2; 34=2>1="2,

Punto de corte de las medianas 1oy, y 15y = D(1,-2,3).
1=-14+36

Punto de corte de las medianas r¢p Yy 14p: 1—4+31 =2 — 645 .
5-31=3

2

1=-1+36; 35=2=>6=§

5-31=3 31=2=>1="2
Punto de corte de las medianas 1oy y 4p = D(1, -2, 3).

Queda comprobado que las medianas se cortan en el punto D(1,—2, 3).
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Problema 6:

. x+1 -2 z—-1
62) Considere larectar = -~ = yT ==Y elplanor =x -2y —z = 4:

a) Estudie la posicidn relativa de la recta y el plano.

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el dngulo que forman. En caso
contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.

c) Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.
Solucion:

a) La expresién de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:
x+1 =2y—4}:>r5{x—2y=—5.

pozl_y2 ot
2 1 0 z—1=0 z=1
x—2y=-=5
La rectar y el plano T determinan el sistema zZ= 1}.
xX—2y—z=4

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 -2 0 1 -2 0 -5
M=(O 0 1>yM'=<O 0 1 1).
1 -2 -1 1 -2 -1 4

Segln sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = La recta y el plano son secantes.

1 -2 0
RangM = [0 0 1|={C,=-2C;} = Rang M = 2.
1 -2 -1
1 0 =5
RangM' = {C,,C5,C,3 =0 1 1|=4+5+1#0= RangM' = 3.
1 -1 4

Larectary el plano m son paralelos

b) La distancia entre r y ™ es la misma que la distancia de un punto de la recta r al plano . Un
punto de larectar es P(—1,2,1).

La distancia de un punto Py(xq, Y0, 2o) al plano Ax + By + Cz+ D = 0 viene dada por la

, _ |Ax0+By0+CZO+D|
férmula d(Py, ) = Ny LR
Aplicando la férmula al punto P(—1,2,1) yalplanor =x -2y —z—4 = 0:
_ _ 11(=1)-2-2-1-1-4] _ |-1-4-1-4| _ |-10| _ 10V6 _ 5V6 .
d(r,m) =d(P,m) = T o S % s T s unidades.
—-10 10v6 5v6 .
d(r,m) =d(P,m) = l\/gl = ;/_ _ B unidades = 4.083 u.
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c) Un vector normal del planores 71 = (1,—2,—1).
Un punto y un vector director de r son v, = (2,1,0) y P(—1,2,1).

El plano 8 que contiene a la recta r y es perpendicular al plano m tiene la siguiente expresion

x+1 y—-2 z-1
general: B(P; n,v,) =| 1 -2 -1|=0;
2 1 0

2(0-2)+(z-1D+4z-1)+(x+1)=0;, -2y +4+5z—-5+x+1=0.
f=x—2y+5z=0.
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Problema 7:

72) Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Consideramos la variable aleatoria que cuenta el
nuimero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente experimento: se saca una
bola de la urnay, después de anotar el color, se devuelve la bola a la urna.

a) ¢Qué tipo de distribucion sigue dicha variable aleatoria y cudles son sus parametros?
b) éCual es la media y la desviacidn tipica de esta distribucion?

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que el nimero de bolas anotado sea menor o igual que 4?

Solucion:
a)
Se trata de una distribucion binomial de parametrosn = 9;p = g =04yq= % = 0.6.
P(X =k) = (9) 04K 069K = — 2 g4k 06k
k k!'-4(9 —-k)!
b) La media y la desviacion tipica en una distribucidn binomial vienen dadas por las siguientes

expresiones:

u=n-p=9-04=u=3.6.

az\/n-p-q =+9:0.4-0.6 =v2.16 > 0 = 1.4697.
Media: 4 = 3. 6. Desviacion tipica: 0 = 1.47

¢) P=PX<4)=P0)+P(1)+P(2)+P@3)+PH) =
=(0)-04°-0.6°+(7)- 047 0.6° + () - 042 0.67 +(7) - 0.4° - 0.6 +

0 1 2 3
+(7)-0.4%-0.6°=1-1-0.0101+9-04-0.0168 + = 0.16- 0.0278 +
+—.0.064 - 0.0467 + —— - 0.0256 - 0.0778 =

6!-31 5!-4!

= 0.0101 + 0.0605 + 36 - 0.0045 + 84 - 0.0030 + 126 - 0.0020 =
= 0.0101 + 0.0605 + 0.1612 + 0.2508 + 0.2508 = 0.7334.

P(X <4) =0.7334
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Problema 8:

82) En una determinada poblacién, el 40 % de los individuos lee diariamente la prensa y el 75 % ve
diariamente las noticias en la television. Ademas, el 25 % de los individuos lee la prensa y ve las noticias
en la televisién diariamente.

a) éSon independientes los sucesos “leer diariamente la prensa” y “ver diariamente las noticias en la
television”?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la
television?

¢) Si un individuo lee la prensa diariamente, écudl es la probabilidad de que también vea las noticias de
la television?

Solucion:

Datos: P(pr) = 0,40; P(tv) =0,75; P(pr ntv) = 0,25.

a) Dos sucesos Ay B son independientes cuando P(A N B) = P(A) - P(B):
P(Pr) - P(Tv) = 0.4-0.75 = 0.3 # 0.25 = P(Pr N Tv).

Los sucesos (Pr) y (Tv) no son independientes.

b)
P =P(PrnTv) = P(Pr) — P(Pr N Tv) = 0.40 — 0.25 = 0.15.

La probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la television
es 0.15.

c)

P(TvnPT) 025 _ 0,625.

P(Tv|Pr) = o =00

Si un individuo lee la prensa diariamente, la probabilidad de que también vea las noticias de la
television es 0.625.
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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maxima de 4 cussliones y no es

necesano hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una

puntuacion de 2.5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, solo se cormegiran las cuatro

primeras, en el orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas
| estadisticas gque se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
xr + ¥ + z = 2
x ay + a’z !
ax 4+ ay Tz 2
a) [1 p.] Comprucbe que el sistema nunca tiene solucion dnica.

b) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.

c) [0,5 p.] Si es posible, resuélvalo para el valor de a — 2.

2: Considere la maltriz A — ( _]' _23 )

a) [1 p] Calcule las potencias sucesivas A*, 47, A% A%y A%
b) [1 p.] Calcule A0

c) [0,5 p.] Comprucbe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

g

: Caleuls los siguientes limiles:

a) [1.25 p] I'“EI In{3 +x}1—tln[3—1].

b) [1,25 p.] xlﬂ:ﬂ[ﬂ:i 1 —+x+2).

4: a) [2 p.] Calcule la integral indeflinida f In{1 +x%) dx.

1
b [0,5 p.] Calcule la integral derinidajf {1 +£%) dx.
0

El examen continlda por detras
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5: Considere los puntos P = (5.6,1) y @ =(—3,—-2.3), ¥ larecla

a) [1,5 p.] Determine el punto K de la recta r para el cual el drea del tridngulo POR
es 182 unidades cuadradas.

Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con
encontrar uno de ellos.

b) [1 p.) Calcule la ecuacion de la recta gue pasa por los puntos Py O y compruebe
gue dicha recta corta perpendicularmente a la recta r.

6: Considere las rectas r y v dadas por las siguientes ecuaciones:

. S5x43y=19 x—1 v -5
1 y-—5:-3 yoURTT O T
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1,25 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte v el
angulo que forman. En caso de que las reclas se crucen, delerming el plano
que contiene a la recla ry es paralelo a la recta s.

T: El peso de los recien nacidos, medido en Kilogramos (kq), sique una distribucion
normal de media g = 2,8 kg y desviacion tipica &. 5S¢ sabe que solo el 20,05% de
ellos pesa mas de 3 kg.

a) [0,5 p.] ;i Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2,6 kg?

by [1 p.] Calcule la desviacidén tipica de esta distribucidn normal.
c) [1p.] iCual as la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg?

IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.

8: Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A
contiene 3 bolas verdes, 4 negras v 3 rojas, v la urna B contiena 6 bolas verdes y 4
bolas negras. Ademas, se fiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra A
y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una bola al azar de la
urna que indica ol dado.

a) [0,75 p.] ;iCual es la probabilidad de que esa bola sea verde?

b) [0,75 p.] ;i Cudl es la probabilidad de que esa bola sea roja?

c) [1 p.] 5i bola extraida es verde, jcual es la probabilidad de que proceda de la
urna B7?
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CRITERIOS DE CALIFICACION

OBSERVACIONES GENERALES:

El corrector deberd ajustarse a los crilerios de evaluacion establecidos en esle documen-
o y en la reunidn correspondiente, En ningln caso se podra puntuar por encima de la
valoracion indicada en cada apartado. Se procurara que, en lo posible, los efrfores en un
apartado no afeclen a olros apartados.

Los errores simples de calculo restaran 0,1 puntos. Los errores graves de concepio resta-
ran 0,25 puntos. Los ermores importantes de calculo o errores simples reiterados pueden
conllevar puntuacion 0 en ese apartado. Siun error simple ha llevado a un problema mas
sencillo se disminuira la puntuacion.

Las pregunias contesladas correctamente sin incluir el desarrollo necesario para llegar a
su resolucion seran valoradas con 0 puntos.

Se valorara el correcto uso del vocabulario y de la notacion. El alumno puede elegir el
método gque considere mas oportuno para la resolucion de una cuestion pero, si esto
demuestra la falta de comprension de conocimientos basicos, la puntuacion final puede
ser menor gque la indicada para dicha cuestian.

OBSERVACIONES PARTICULARES:

CUESTION 1:[25p]

Apartado a) Justificacion correcta y razonada de que el sistema nunca fiene solucion
Unica (nunca es SCD) [1 p.).

Apartado b) Justificacion correcta y razonada de que el sistema tiene infinitas soluciones
(SClysiysolosia —2[1p.]

Apartado c) Calculo comecto de dicha solucion dependiente de un parametro cuando
a— 2[0,5 p.].

CUESTION 2: [2,5 p]

Apartado a) Calculo correcto de A” [0,2 p.]. Célculo comecto de A® [0,2 p.]. Calculo co-
rrecto de A* [0,2 p.]. Calculo comecto de A7 [0,2 p.]. Calculo correcto de A [0,2 p.].
Apartado b) Calculo correcio de A™™ [1 p.].

Apartado c) Justificacion de que la matriz A es regular [0,25 p.]. Calculo comrecto de su
matriz imversa [0,25 p.].

CUESTION 3:[2.5 p]
Apartado a) Calculo correcto y justificado del limite cuando x tiende a 0, resolviendo la
indeterminacitn del tipo g [1,25 p.

Apartado b) Calculo correcto y justificado del limite cuando x fiende a 4+, resolviendo la
indeterminacion del tipo = — e [1,25 p.]-
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CUESTION 4:[25p]
Apartado a) Calculo correcto y justificado de la integral indefinida [2 p.].
Apartado b) Calculo correcto de la integral definida aplicando la regla de Barrow [0,5 p.].

CUESTION 5:[2,5 p]

Apartado a) Calculo correcto y justificado del punto & [1,5 p.].

Apartado b) Calculo correcto de la recta pedida [0,5 p.). Comprobacion de gue dicha
recta corta perpendicularmente a la recta r [0,5 p.].

CUESTION 6:[2,5 p.]

Apartado a) Justificacion correcta y razonada de que las dos rectas se cruzan en el es-
pacio [1,25 p.].

Apartado b) Calculo correcto y razonado del plano que contiena a la recta r y os paralelo
a la recta x [1,25 p.].

CUESTION 7: [2.5 p]

Apartado a) Calculo correcto y razonado de la probabilidad pedida [0,5 p.].
Apartado b) Calculo correcto y razonado de la desviacion tipica [1 p.].
Apartado ¢) Célculo correcto de la probabilidad pedida [1 p.].

CUESTION 8:[2,5p]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [0,75 p.].
Apartado b) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [0,75 p.].
Apartado ¢) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [1 p.]-
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

xX+y+z=2
1°) Considere el sistema de ecuaciones lineales { x — ay + a’z = —1  en funcién del pardmetro a.
—ax +a’y—a3z=2

a) Compruebe que el sistema nunca tiene solucién Unica.
b) Determine para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.
c¢) Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 2.

Solucion:

a) Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema tiene solucién uUnica cuando los rangos de
las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e igual al nUmero de incégnitas, que en este caso es
tres.

1 1 1
La matriz de coeficientes es M = ( 1 —-a a? ), cuyo rango es el siguiente:
—a a* -a°
1 1 1
IM|=(1 -a da?|=a*+a?-a®—-a’—-a*+a®>=0>
—-a a* -a3
= Rang M < 3,Va € R. El sistema no puede ser compatible determinado.
Queda comprobado que el sistema nunca tiene solucién Gnica.
1 1 1 2
b) La matrizampliadaesM'=| 1 —a a? —1 |, cuyorango, en funcién del valor de a, es el
—a a?* -a® 2
siguiente:

1 1 1 2
M’=<1 —a a? —1>=>RangM’=>{C1,C2,C4}:

—a a* —-a® 2
1 1 2
5|1 —-a —-1|=-2a+2a*°+a—-2a*°+a*—-2=a’>—-a—-2=0;
—a a*® 2
a=21% 1+8=—1i\/§=1—i3:>a1 =-1,a, = 2.
2 2 2
Para {aa:—_z } = Rang M = Rang M' = 2 < n?incég.= S.C.1I.
El sistema tiene infinitas soluciones paraa = —1 y para a = 2.

Paraa # —1y a # 2 el sistema es incompatible
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x+y+z=2
c) Para a = 2 el sistemaresulta x —2y +4z = —1}, equivalente al sistema
—2x+4y—8z=2
gue es compatible indeterminado. Haciendo z = A:
x+y=2-21 } x+y=2-21
x—2y=—-1—-41) —x+2y=1+41
xX+y=2—-4 x=2-1-1-A=>x=1-24

Solucion:x =1—24; y=1+41; z=4, VIER.

x+y+z=2}
x—2y+4z=-1)

}:>3y=3+3/1; y=1+2.
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Problema 2:

T2

a) Calcule las potencias sucesivas 4%, A3, A*, A> y A®

b) Calcule A2 920,

29) Considere la matriz A = (

c) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

Solucion:
o w=aa=(7 )G PG D)

wara=(0 )G D=0 2=

A‘*=A3.A=—1-,c1=(_11 _32)

AS =A% A=A -A=—42 =(_21 _31)

0 1

Azz(_12 _13)“43:(_01 —01)=_1‘A4=(—11 —32)“45:(—21 —31)“46:1:((1) 2)

A6=A3-A3=—1-(—1)=12=1=(1 0).

b)AZOZO =146-336+4- =A6-336_A4- — [A6]336'A4 =1336'A4 =I'A4 =A4.

A2020=A4=—A=(11 3).

—7
c) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
4| = |_11 _23| =—-2+4+3=1% 0= Lamatriz A es invertible.
¢ _ (=1 1y, . e _(2 3
A= (Ty o) Adideat=(5 )

_ _Adj.deAt_(_Z _3) 1 _ (2 3
A1 = _ 111 :>A1—(_1 )

[A]
A= (—21 —31)
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Problema 3:

39) Calcule los siguientes limites:

x—0 2x

b) xl_i)r&)(Vx +1-+vx+2).

Solucion:
L(3+x)-L(3-x) L3-L3 0 E—
. X)— —-X - . . Pua—
a) lim = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim #*3=x =
x—0 2x 0 0 x—=0 2
L+L 3—x+3+x 6 3 3 )
= Jlim 3#2£3=x = |jm 2= = |im = lim = = -
x>0 2 x—0 x-02(9-x2) x509-x2 9-02 3
. L(3+x)-L(33-x) 1
lim = -,
x—0 2x 3

b) lim (Vx + 1 —Vx + 2) = 00 — 00 = Indet. >
X—00

2
= lim (Vx+1-vVx+2)-(Ve+1+Vx+2) lim (Va+1)’ - (Vx+2) — x+1-(x+2) _
X—+00 Vx+1+vx+2 - xX—+00 Vx+1+vVx+2 - x—+00 VX+1+Vx+2 -
. X+1-x—2 -1 -1 -1
= = ===0.

= AN e e wre  w
lim (Vx+1-+vx+2)=0.

X—>+ 00
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Problema 4:
49) q) Calcule la integral indefinida: I = [ L(1 + x?) - dx.
b) Calcule la integral definida: [ = fol L(1 + x?) - dx.

Solucion:

1+x2

a)I=fL(1+x2)-dx=>{
dx=dv->v=x

_ 2 __ 2x-dx
u=L(1+x*) >du= }=>

) 2y _ | 2x-dx ) 2 x? )
S>x-L(1+x?)—[x =X L(1+x)—2f1+x2 dx =
. 2y 1+x%-1 ) P 1+x? 1
=x-LA+x)-2[— S de=x-LA+x)-2[ - dx+2 [ —dx

I=[L(A+x*) -dx=x-L(1+x*)—2x+2 -arctgx+C.

b) 1=f01L(1+x2)-dx=[x-L(1+x2)—2x+2-arctgx]5=
=[1-L1+1)-2-1+2-arctg1]—[0-L(1+0%)—0+2-arctg 0] =
=12-2+2-7-0=12-2+.

1=f01L(1+x2)-dx=L2—2+§zo.2639.
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Problema 5:

59) Considere los puntos P(5,6,1) y Q(—3,—2,5) ylarectar = % = yT_l = %.

a) Determine el punto R de la recta r para el cudl el 4rea del triangulo PQR tiene el valor de 182
unidades cuadradas.

Observacién: Hay dos puntos R que son solucidn del apartado a); basta con encontrar uno de ellos.

b) Calcule la ecuacidn de la recta s que pasa por los puntos P y Q y comprueba que dicha recta corta
perpendicularmente a la recta r.

Solucion:
x=A

a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr ={y =1+ 1
z=—-1+44

Un punto genéricoder es R(A, 1+ A4, —1 + 41).

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:
QP =0P-0Q =[(5,6,1) — (—3,-2,5)] = (8,8, —4).
OR=0R—-0Q0=[(L1+1—-1+41) —(=3,-2,5)] =B+ 1,3+ —6+41).

El drea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del mdédulo del
producto vectorial de los dos vectores que determinan:

- i j k
SPQR=§-|QP><QR|=§- 8 8 —4 || =18V2;
3+1 3+1 —6+41

i j k
2 2 -1 = 9/2;
341 341 —6+41

=|(-12480)i—B+AD)j+(6+ 2Dk —(6+2Dk+ B+ V)i+ (12 -8A)j| =
= (=9 +9)i+ (9-91)j| =9-|(=1+Di+ (1 -1j| =92;

14+ i+ A =Djl=v2 J1+D2+ A -2 =2
1-2142241-21+22=2; 22=41=0; 22-21=0; \1—-2)=0>
=>4 =041,=2. Cumplen la condicién pedida los siguientes puntos:

Rl(O, 1, —1) y Rz(z, 3, 7).

b) QP =(88,—4)=>v = (2,2 —1).

Considerando, por ejemplo, el punto Q(—3,—2,5), la expresion de la recta s dada por unas
ecuaciones paramétricas es la siguiente:
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Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
vy =(1,1,4).

vve=(1,1,4)-(2,2,-1)=2+2—-4=0.

Las rectas r y s son perpendiculares.

g
Para verificar que las rectas se cortan consideramos, por ejemplo, el vector QR;, que tiene
origen en un punto de s y extremo en un punto de r:

QR =0R; —0Q =[(0,1,-1) — (=3,-2,5)] = (3,3,-6).

Para que rys se corten es necesario que los vectores v, -U, y QR; sean linealmente
dependiente (estén en un mismo plano), para lo cual es necesario que se anule el determinante que
forman:

1 1 4
2 2 —-1|=-12+4+24-3-24+3+12=0.
3 3 -6

Queda comprobado que las rectas r y s se cortan y son perpendiculares.
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Problema 6:

5x 4+ 3y =19 - -
62) Considere las rectas r = { y ys=t=2 =5

y—5z=3 -1 1 0
a) Estudie la posicién relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el angulo que forman. En caso de que
las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

Solucion:
a) La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_(5x+3y =19 . —19.
r:{y_52=3 =z=1 y=3+5L 5x +3y =19;
x=2-31
5 +9+154=19; 5x=10—-154;, x=2—-31=>r={y =3+ 5A.
z=2

Un punto y un vector director de la rectar son A(2,3,0) y v, = (—3,5,1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(1,0,5) y v, = (—1,1,0).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(1,0,5) — (2,3,0)] = (-1,-3,5).

Segln que los vectores {v, , Vs, W5 S€an 0 no Co lanarios las rectas 7 S se cortan o se cruzan,
T vs
respectivalnente.

Los vectores {v,, v., W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero
T S
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

-3 5 1
Rang (v, vew}=>|-1 1 0|=-154+3+1+25=14#0=
-1 -3 5§

= Rang {v,,v,,Ww} =3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy s secruzan.

b) El plano w que contiene a r y es paralelo a s tiene la siguiente expresion general:
x—2 y—3 z
n(4; v, v)) =| -3 5 1|=0; - (y—3)—3z+5z—(x—2) =0;
-1 1 0

—y+342z—x+2=0.
n=x+y—2z—-5=0.
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Problema 7:

79) El peso de los recién nacidos, medido en kg, sigue una distribucién normal de media u = 2.8 kg y
desviacion tipica 0. Se sabe que solo el 20.05 % de ellos pesa mas de 3 kg.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2.6 kg?

b) Calcule la desviacidn tipica de esta distribucion normal.

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg?
Importante: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.
Solucion:

a) Datos: u = 2.8; P=P(X > 3) =0.2005.

El grafico adjunto facilita la comprensién del apartado.

22 24726
/8

La grafica de la Normal es simétrica con respecto a la media y, por lo cual las superficies
sombreadas de las figuras (1) y (2) son iguales.

La grafica de la Normal expresa la probabilidad F(a) = P(Z < a), por lo cual:
P=P(X>3)=1-P(X<26)=1-0.2005 = 0.7995.
La probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2.6 kg es de 0.7995.

X-2.8

b) X - N(u; o) = N(2.8; o). Tipificando la variable: Z =

3-2.8

P=P(X>3)=P(Z>T)=P(Z>%)=1—P(Zs¥)=o.zoo5;
P(z <) =1-0.2005 = 0.7995.

Mirando de forma inversa en la tabla N(0, 1) a 0.7995 le corresponde 0.84:
0.2 0.2

222084 > 0 =2 =024,
_20_ 5 i
T84T 21"
)P =P(X<29)=P(z<228) = p(z <) = P(Z < 042) = 0.6628.

La probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg es de 0.6628.
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Problema 8:

82) Dos urnas Ay B contienen bolas con la siguiente composicién: La urna A contiene 3 bolas blancas, 4
negras y 3 rayadas, la urna B contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras. Ademas, se tiene un dado que
tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una
bola al azar de la urna que indique el dado.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que esa bola sea blanca?
b) éCual es la probabilidad de que esa bola sea rayada?
¢) Si la bola extraida es blanca, écudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Solucion:

a) p(A)=§=§; p(3)=§=§.

1 3 2 6 1 2 1+4
P—P(Bl)—P(A—>Bl)+P(B—>Bl)—§B+§E—E T 0
_s_i_gs
10 2

La probabilidad de que la bola sea blanca es 0.5.

3

b) P=P(A—Ra)+P(B—-Ra) =1 =

w |

+22=Z40=—==0.1

La probabilidad de que la bola sea rayada es 0.1.

2 6

P(BINB 310
P(B/BI) = T = 210
2

[SITE IS

=*_os.
5

Si la bola extraida es blanca, la probabilidad de que proceda de la urna B es 0.8.
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