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Matematiques
Serie 1
Responeu a QUATRE de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per que.
Cada qiiestio val 2,5 punts.
Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet I'tis de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.
Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o

per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest ultim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la qiiestié corresponent.

¥
g 1 o
1. Tracem la recta tangent a la funcio f(x)= g +1 per un punt
P =(a, f(a)) del primer quadrant. Aquesta recta juntament 3
amb els eixos de coordenades formen un triangle.
a) Comproveu que I'area d’aquest triangle, en funcio de a, =)
ve donada per la funcio
(a*+3)
gla)= T 11
[1,25 punts] 4
x
-1 0 1 2
-1

b) En quin punt P l'area del triangle és minima? Calculeu aquest valor minim.
[1,25 punts]

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real k:
S5x+y+4z=19
kx+2y+8z=28
S5x+y-kz=23+k
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1.25 punts]

b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k =0.
[1,25 punts]
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3. a) Calculeu I'equacié general del pla m que passa pel punt (8, 8, 8) i té com a vectors
directors u=(1, 2, -3) i v=(-1, 0, 3).
[1,25 punts]

b) Determineu el valor del parametre a perqué el punt (1, -5, a) pertanyi al pla 7 i cal-
culeu I'equacié parametrica de la recta que passa per aquest punt i és perpendicular al
pla m.

[1,25 punts]

ax*+ b

4. Considereu la funcié f(x)= ,en qué a i b son dos parametres reals. Calculeu els

valors de a i b de manera que la funcié f(x) tingui una asimptota obliqua de pendent 1 i
un minim en el punt de la grafica d’abscissa x = 2.
[2,5 punts]

5. Sigui la matriu A=( 11 ]

-3 -4
a) Trobeu la matriu X que satisfa 'equacio AX = I - 3X, en queé I és la matriu identitat
d’ordre 2.
[1,25 punts]

b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa.
[1,25 punts]

6. Considereu la funcio f(x) = x".

a) Calculeu en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y=f(x) és parallela a la
recta 3x - y=4. Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica en aquest punt i feu
un dibuix aproximat de la grafica de la funci6 i les dues rectes.

[1,25 punts]

b) Calculeu 'area de la regio delimitada per y=f(x) ila recta y=3x + 2.
[1,25 punts]

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autor: Jaime Carrascosa Orozco

Comunidad Auténoma de CATALUNYA www.apuntesmareaverde.org.es

T
Textos Marea Verde



PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

[ Generalitat de Catalunya CONVOCATORIA
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Proves d’accés a la universitat

Matematiques
Série 3

Responeu a QUATRE de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet I’tis de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest tltim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la qiiestié corresponent.

0

2
1. Sigui A= -1 1 |, en que a és un parametre real.
1

o B

a

a) Determineu el rang de la matriu A en funcié del parametre a.
[1,25 punts]

b) Comproveu que det(A* + A) =0.
[1,25 punts]

2. Shan trobat unes pintures rupestres en una cova situada en
una zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcial-
ment la cova format per I'arc de corba y =4 - x* d’extrems
(0,4)i(2,0). La cova esta situada en el punt de coordenades
(0, 2), tal com es mostra en la figura, i es vol habilitar un
accés rectilini d des del cami a la cova que sigui el més curt
possible.

a) Identifiqueu ala grafica de la figura les coordenades de la
cova i del punt del cami des d’on es vol habilitar I'accés.

Comproveu que la funcié f(x)=4/x*-3x>+4 calculala

distancia des de cada punt del cami a la cova.
[1,25 punts]

b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i digueu
quina sera la longitud de I'accés d.
[1,25 punts]
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3. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:
ax+y=a
x+ay+z=>5
X+2y+z=5
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema per al cas a =2.
[1,25 punts]

4. Siguila funci6 f(x)= L In(x), en qué In indica el logaritme neperia, definida per a x > 0.
X

a) Calculeu les coordenades del punt de la corba y = f(x) en que la recta tangent a la
corba en aquest punt és horitzontal. Estudieu si aquest punt és un extrem relatiu i
classifiqueu-lo.

[1,25 punts]

b) Calculeu l'area del recinte delimitat per la corba y = f(x), les rectes verticals x =1 i
x =eil’eix de les abscisses.
[1,25 punts]

5. x-1 y-3

Considereu la recta r d’equacio S T, T % ilarectasque passapel punt P =(2,-5,1)

i que té per vector director (-1, 0, —1).
a) Estudieu la posicio relativa de les rectes r i s.
[1,25 punts]

b) Calculeu I'equacio general del pla que és parallel a la recta r i conté la recta s.
[1,25 punts]
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6. Una empresa de ceramica vol posar a la venda una rajola quadrada de 20 cm de costat
pintada a dos colors, de manera que la superficie de cada color sigui la mateixa i que si es
posen les rajoles 'una al costat de 'altra es vegi un dibuix continu (figura 1).

Figura 1 Figura 2

Per a fer-ho, 'empresa utilitza en cada rajola la funcié f(x)=x’-3x+2x + 1 enqua-
drada entre els punts de coordenades (0, 0), (0, 2), (2, 0) i (2, 2), tal com es mostra en la
figura 2, i fa servir com a unitat de mesura el decimetre.

a) Justifiqueu que, efectivament, aquesta funcié permet ajuntar les rajoles de manera
continua i derivable.
[1,25 punts]

b) Justifiqueu que aquesta funcié divideix el quadrat esmentat en dues parts que tenen
la mateixa superficie.
[1,25 punts]
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SERIE 1 CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNY
3
" 1 "
1. Tracem la recta tangent a la funcié f(x)= " +1 per un punt
P =(a, f(a)) del primer quadrant. Aquesta recta juntament 3
amb els eixos de coordenades formen un triangle.
a) Comproveu que l'area d’aquest triangle, en funcio6 de a, =
ve donada per la funcio
(a’®+3)
gla)= ~ dg 14
[1,25 punts] A
X
10 1 2
-1

b) En quin punt P l'area del triangle és minima? Calculeu aquest valor minim.
[1,25 punts]

Solucio:

a) Alseglient dibuix ens podem fer una idea de la situacié i del que ens estan demanant:

4\ Per trobar I'area del triangle necessitem la seva base i la seva
altura, que son respectivament el punt de tall de la recta r (la
recta tangent a la funcié en (a,f(a))) amb OX i amb QY.

Primer trobarem I'equacié de la recta tangent a la funcié en
pla.fa) (a,f(a)) i després buscarem els punts de tall amb els eixos per
2 - poder fer I'area del triangle:

) i) Equacio de la recta tangent a la funcid en (a,f(a)):

L'equacido explicita d’'una recta qualsevol, ve donada per
7 0 ] L I’expressio: y = mx +n on m és el pendent de la recta, com
que la recta que busquem és tangent a la funcié f(x) en
(a, f(a)), el seu pendent sera la derivada de la funcié en a, es a

dir f'(a).
Calculem f'(x) = —1, llavors: m = f'(a) = _2
x3 a3
. , ., . 2
De moment tenim que I'equacié de la recta sera: y = —ﬁx + n, ara, per trobar el valor de n, fem

servir el fet de que la recta passa pel punt (a,f(a)) = (a, % + 1), és a dir, canviem la x i la y per les

coordenades del punti aillant la n trobem el seu valor:
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1
;+1 = ——3a+n—>;+1 =—-——S+tn——=+ =S +l=n—">—7+1=n
. , ., ., , 2 3
Amb el que tenim que I'equacio de la recta tangent a la funcié en (a, f(a)) és: y = —ﬁx+?+1

(També podriem haver trobat I'equacié de la recta tangent amb la férmula de I'equacié punt-pendent:
Yy — Yo =m(x —xg), on (x,¥0) = (a,f(a)) i m=f'(a)).

i) Ara busquem els punts de tall de la recta amb els eixos de coordenades:
e Tallamb OX (y=0):
3 3
O=—%x+%+1—>%x=%+1—>2x=3i2+a3—>2x=3a+a3 x:3a-2|-a
a a a a a

e Tallamb QY (x=0):

El tall amb I'eix de la y és el valor de n de I'equacié explicita de la recta, llavors y = 22 +1

iii) Busquem l’'expressio de I'area del triangle:
Base Altura
22 2
3a+a3_<i+1> a-(3+a2)_(i+£> a-(3+a?) 3+a? a-(3+a ) (3+a2) N
(@) = 2z @2 _ T2 \@&T2)_ 7 g T e (3+aF)
g 2 2 2 2 2 4a

s i . (3+a?)”
L’area del triangle sera: g(a) = e amba > 0.

b) El que ens demana I'apartat “b” és que trobem el valor de a pel que la funcié g(a) té un minimi el
valor de g(a) per a aquest valor de a.

El minim de g(a) és un dels punts singulars de g(a), de manera que per trobar-lo buscarem els
punts singulars de g(a) i després mirarem quin d’ells és un minim; com que els punts singulars de
g(a) es troben als valors de a que anul-len la derivada, per trobar-los calcularem la derivada i la
igualarem a zero:

2
] . ] (3+a?)
i) Calcul de la derivada de g(a) = ~4a "

2
.« _ 1 2(3+a?)2a-a—1-(3+a?)” 1 4a?(3+a?)—(9+6a’+a*)  1242+4a*—9—6a%—a*
g'(a) = 4 a? "4 a? B 4q2
_ 3a%+6a2—9 _ 3(a*+2a2-3)
4q2 4q2
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i) Busquem els punts singulars igualant la derivada a zero:

3(a*+2a?-3)
4q? B

Igualant els factors a zero:

e a’+3=0—>a=+Vv-3 2 Solucié.

e a2—1=0—>a=+V1= +1, tenim 2 solucions 1i —1.

k
0e—a*+2a* -3=0— (a®*+3)(a*-1) = 0.

Com que g(a) només esta definida per a valors positius de a descartem la solucié a = —1 i I'Gnica so-
lucié que ens queda és a = 1.

* La descomposici6 de a* 4+ 2a% — 3, I'nem fet buscant 2 nimeros que sumats facin 2 i multiplicats
facin —3, també es podria haver fet fent servir Ruffini o podriem haver resolt I'equacio biquadrada amb
el canvi de variable a? =t.

iii) Comprovem que en a = 1, g(a) té un minim:

Ho farem estudiant la monotonia de la funcid, fent un estudi del signe de g'(a) (que només depen de
I'expressié a* + 2a? — 3):

Com que dins del seu domini (a > 0) la funcié g'(a) és continua i només s’anul-la quan a = 1 hem de
mirar el signe de la funci6 als intervals: (0,1) i (1, +00):

e a=05—05*"+2-05%2-3=0.0625+0.5—3 = —2.4375. Llavors,sia € (0,1) g'(a) < 0.

Llavors a I'interval (0, 1), g(a) és decreixent.
e a=15—15%+2-15%2-3=5.0625+ 4.5 -3 = 6.5625. Llavors, sia € (1,+) g'(a) > 0.

Llavors a I'interval (1, +), g(a) és creixent.

X ? 2 3 4

g'(a) - +

o) T 0

Amb el que podem afirmar que quan a = 1, g(a) té un minim absolut.
.. (g L _(1 L _

El punt P, sera: (a,f(a)) = (a, o + 1) = (1, 2 + 1) =(1,2)

iv) Calculem el valor del minim:

(3+12)2
g(1) = 1 =4

L’area del triangle sera minima quan P = (1, 2) i tindra un valor de 4 u?.
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Problema A.2:

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real k:
5x+y+4z=19
kx+2y+8z=28
5x+y—-kz=23+k

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1,25 punts]
b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k =0.
[1,25 punts]
Solucio apartat a)

5 1 4 _ 5 1 4 19
AnomenemA=(k 2 8 |alamatriudelsistemaid=(k 2 8 28 a la matriu amplia-

5 1 -k 5 1 -k 23+k
da del sistema.

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché-Frébenius, que compara el rang de la matriu del
sistema amb el rang de la matriu ampliada.

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del parametre k:

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacio lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de k s’anul-la el determinant de la
matriu:

5 1 4
[Al=|k 2 8|=-10k+ 4k + 40— (40 + 40 — k?) = k? — 6k — 40
5 1 -k
, * x—10=0——>x =10
Al =0——k —6k—40=0<—>(x—10)(x+4)=0—>{x+4=0 X = —4

* la descomposicié de k? — 6k — 40 I’hem fet buscant 2 nimeros que sumats facin =6 i multiplicats
facin —40. També podriem haver resolt I'equacié amb la férmula de Bhaskara o un altre metode.
Llavors:

e Sik € R\{—4,10} (Si k és un nombre real excepte —4 i 10), el determinant de la matriu sera diferent
de zero i per tant el rang de la matriu sera 3.

e Sik =—4,]A] =0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la
k per —4.:

5 1 4
A=|—-4 2 8] sifem | > I 10 + 4 = 14 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
5 1 4 —4 2
e Sik =10, |A| = 0ipertantrg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la
k per 10:

5 1 4 2 g
A=110 2 8 si fem | | = —20—-8=-28 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
5 1 -10 1 -10
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i) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del parametre k:
e Si k € R\{—4,10}, com que la matriu A és d’ordre 3x4, rg(A) < 3, com que la matriu 4 C 4,
rg(4) 2 3; per tant rg(4) =

e Sik = —4,anem a veure quin és el rang de la matriu A:
Per fer-ho farem servir el metode de Gauss.
_ 5 1 4 19 5 1 4 19 _
A=|(-4 2 8 28 T4 0 14 56 216 |——rgld)=
1 2
51419F1—F30000_
e Sik =10, anem aveure quin és el rang de la matriu A:
Per fer-ho farem servir el metode de Gauss.
_ 5 1 4 19 5 1 4 19 5 1 4 19 _
A=(10 2 8 28 0 0 O 10 |—— (0 0 14 —-14)|——rg(A)=

5 1 —-10 33 0014—142“300010

iii) Discussio del sistema amb el T2 de Rouché-Frobenius:
T2 de Rouché
e Sik € R\{—4,10}, tenim que rg(4) = rg(A4) = n? d'incognites _ o sep.
T2 de Rouché
e Sik=—4, tenim que rg(4) = rg(4) = 2 < 3 = n2d'incognites e SCI amb 1 grau de

llibertat.
—. T2de Rouché
e Sik =10,tenimquerg(4) # rg(A) —— SI

- Sik € R\{—4,10}, el sistema és compatible determinat.
+ Sik = —4, el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

+ Sik =10, el sistema és incompatible.

Solucio apartat b)

Si k =0, estem en el cas k € R\{—4,10} i tindrem un SCD, per resoldre’l farem servir el metode de
Gauss:

~ 5 1 4 19 5 1 4 19

A=|0 2 8 28)—|0 2 8 28|—4z=-4—>z=-1
5 1 0 23 0 0 4 -4

Substituintzala 2afila: 2y —8=28—2y =28+8—> 2y =36——y = 18.

Substituintyizalalafila:5x +18 -4 =19——>5x+ 14 =19——5x=19-14 —

5x=5——x=1.

La solucié del sistema quan k = 0,és (1,18, —1).
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CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
3. a) Calculeu I'equacio general del pla 7 que passa pel punt (8, 8, 8) i té com a 1 JUNIO
directors u=(1,2,-3)iv=(-1,0, 3).
[1,25 punts]

b) Determineu el valor del parametre a perque el punt (1, -5, a) pertanyi al pla 7 i cal-
culeu I'equacié parametrica de la recta que passa per aquest punt i és perpendicular al
pla 7.
[1,25 punts]
Solucié apartat a)
L’equacio general d’un pla és de la forma m: Ax + By + Cz + D = 0, on el vector format pels coefici-
ents de x, y, i z és perpendicular al pla, és a dir (4,B,C) L m.

Comqueu = (1,2,-3)iv =(—1,0,3), son vectors directors del pla, el seu producte vectorial, sera un
vector perpendicular al pla:

i j ok
uxv=[1 2 =3l=6i+3j—(—2k+3j)=6i+2k——uxv=(6,0,2), dividint entre 2,
-1 0 3

continuarem tenint un vector perpendicular al pla: (3,0, 1).

De moment tenim que I'equacid del pla que ens demanen, sera: 3x + z + D = 0, per trobar el valor de
D, fem servir que (8, 8, 8) és un punt del pla i per tant satisfa I'equacié del pla:

3:8484+D=0—>324+D=0—>D = —32, llavors I'equacio del pla que ens demanen és:
m:3x+z—32=0.

x—8 y—8 z-—8
(També la podriem haver trobat igualant a zero el determinant | 1 2 —3 [jaquesi(x y, 2)

-1 0 3
és un punt del pla, (x — 8, y — 8, z— 8) és un vector del pla i com que tres vectors d’'un mateix pla sén

sempre linealment dependents, el determinant de la matriu que formen donara zero).
L'equacid delplaés m:3x +z—32 = 0.
Solucié apartat b)
Si(1,-5,a) € m, ha de satisfer I'equacié delpla: 3:1+a—-32=0—a—-29=0——>a = 29.
Com que la recta que ens demanen és perpendicular al pla, el seu vector director també ho sera, llavors

podem fer servir com a vector director de la recta el vector: (3,0,1), i com que ha de passar pel punt
(1,-5,29) ja podem escriure I'equacié parametrica de la recta:

L'equacio parameétrica d’una recta amb vector director (vy, V5, v3) i que passa pel punt (pq, p,, p3) ve

x =p; + v, x=1+31
donada per I'expressio: r: {y = p, + Av; en el nostre cas: r: {y = =5
Z =p3+ Avg z=29+1
x=1+321
L’equacid parametrica de la recta demanadaésr: {y = —5
z=29+41
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Problema A.4:

ax’+ b

4. Considereu la funci6é f(x)= , en que a i b son dos parametres reals. Calculeu els

valors de a i b de manera que la funcié f(x) tingui una asimptota obliqua de pendent 1 i
un minim en el punt de la grafica d’abscissa x = 2.

[2,5 punts]
Solucio:
e Silarectay = mx + n, és una asimptota obliqua de la funcié f(x) lim fgc) =m.
X—00
ax?+b 2
, 7 . ax“+b , b
Llavors, en el nostre cas: lim =1 lim s— =1 lim (a + —2) =]1——a=1.
X—00 X x-0 X xX—00 X

e Siuna funcié f(x) té un minim en el punt d’abscissa x =2 —— f'(2) = 0.

2 e (3 2_
En el nostre cas: f(x) =x:b—>f’(x) _ 2xx (Zx +b) =xx2b llavors:
2%-b
2 =0 >4 —ph=0——>b = 4.

244
Comprovem que f(x) = A té un minim en el punt d’abscissa x = 2. (Nosaltres el que sabem és

X
que la derivada val zero i aix0 no ens garanteix que la funcid tingui un minim, podria tenir un maxim o
un punt d’inflexié i en aquests casos el problema no tindria solucid). Per fer-ho estudiarem el signe de la

derivada:

2_ 2_
f’(x)zxx24—’f'(x)=0 ‘xx24=0 X2 —4=0c—x2=4e—x=+/4—
x=-20x=2.

A més a més la derivada té una discontinuitat en x = 0 ja que s’anul-la el denominador, llavors per
estudiar el signe de la derivada hauriem de considerar els intervals (—oo, —2), (—2,0), (0,2) i (2, +0),
com que només ens interessa saber qué passa en x = 2, només cal que mirem el signe en
(0,2) i (2, +0).

2

11;4 =-3<0——>f'(x) <0six € (0,2) — f(x) és decreixent en (0, 2).

2
Six=3,f'(3) = 3324 =g> 0——f'(x) >0six € (2,+0) — f(x) és creixent en (2, +).

Six=1,f'(1) =

2
, ) x“+4 .. , .
Ara si que podem afirmar que f(x) = té un minim en el punt d’abscissa x = 2.

X

La funcio tindra una asimptota obliqua de pendent 1 i un minim en x = 2 quan:
a=1ib=4
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Problema A.5:

5. Siguila matriu A=

1 1
-3 -4 )
a) Trobeu la matriu X que satisfa 'equacié AX =I - 3X, en qué I és la matriu identitat

d’ordre 2.
[1.25 punts]

b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)
AX=1-3X—AX+3X=1—>A+3DX=1—>A+3DYA+3DX=(A+3D71I

—X=0A+3D"1

A+ 3= (_13 _14) + 3 ((1) (1)) = (_43 _11); ara calculem la seva inversa:

1

1r. Calculem el determinant: |A + 31| = |_43 1

|=—4+3=—1.

2n. Fem la transposada: (11L :i)

3r. Fem la matriu dels adjunts: (_31 _41)

4t. Dividim entre el determinant: ( 1 1

s _4)=(A+31)‘1=X

Solucio apartat b)

Per comprovar que X és invertible hem de veure que el seu determinant és diferent de zero:

=2 4

Com que a l'apartat anterior hemvistque: X = (A+ 3 — X 1= ((A+3D )1 =4+3I

— X 1= (_43 _11)

| = —4 4+ 3 = —1 # 0 llavors X és invertible.
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Problema A.6:

6. Considereu la funcio f(x) =x*.

a) Calculeu en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y=f(x) és parallela a la
recta 3x - y=4. Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica en aquest punt i feu
un dibuix aproximat de la grafica de la funcio i les dues rectes.

[1,25 punts]

b) Calculeu 'area de la regio delimitada per y=f(x) ila recta y=3x + 2.
[1,25 punts]

Solucié apartat a)

Si dues rectes son paral-leles per forga tenen el mateix pendent, la recta 3x — y = 4 es pot reescriure
com y = 3x — 4 on es veu que el seu pendent (el coeficient de la x) és 3. Llavors el que volem és veure
en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y = x3 té pendent 3. Com que el pendent de la rec-
ta tangent ay = f(x) en un punt (a, f(a)), és igual a f'(a); el que ens estan demanant és: per a quins
valors negatius de x (negatius perqueé el punt ha de ser del tercer quadrant) (x3)’ = 3?

(x3) =3x2——>3x2=3—>x?=1—>x=4+JVl—>x=—-16x=1. Com que només vo-

lem el resultat negatiu: x = —1.

El punt que ens demanen sera: (—1, f(—1)) = (—=1,(-13%) = (-1,-1)

L’equacio de la recta que té pendent 3 i que passa pel punt (=1, —1) sera:

Pendent3 ——y =3x+n —1=3-(-)+n—n=2—>y=3x+2
passa per (-1,-1)
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El punt en el que la recta tangent a y=f(x) és paral-lelaa3x-y =4, és (-1, -1)i
I'equacid de larecta és: y = 3x + 2.

Solucié apartat b)

1r. Trobem els punts de tall de la corba i la recta:

_ .3
y=x 3 3_ 9. _ 9 — 20y _ 7Y —
{y= D et 3x+2——x>—3x—-2 0*—>Rufﬁni x+1D)*(x—-2)=0—

; els punts de tall son: (—=1,—1) i (2, 8).

x+1=0—ox=-1—>y=(-1)3=-1
x—2=0—>x=2—>y=23=8

*Ruffini:

1 0 -3 -2
-1 11 2

1 -1 -2 0
-1 102

1 -2y 0

Com es pot veure al dibuix de I'apartat a) la recta y = 3x + 2 va sempre per sobre de la corba y = x3
de manera que l'area demanada ve donada per la solucié de la seglient integral definida:

4 2
— (? — 3 — (% (_,3 _oxr, 3xf 2 _
A=["[Bx+2)—x*ldx= [ (—x +3x+2)dx—[ R +2x]_1_
4 2 4 2
2 327, o) =D, 3D 1= (= (1.3 5\ _
( T+ 2 2) L +i k2= | = (44 6+ ) - (—7+5-2) =
3 27
-(-9-7
’s . 0 27
L’area entre la corba i la recta és ik
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. CONVOCATORIA
SERIE 3 ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNY
1 0 2
1. Sigui A=[ 1 -1 1 |, enqueé aésun parametre real.
0 a 1

a) Determineu el rang de la matriu A en funcié del parametre a.
[1,25 punts]

b) Comproveu que det(A* + A)=0.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacié lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul-la el determinant de Ia

matriu:
1 0 2

[Al=[1 -1 1|=-142a—-a=a-1—|A|=0e—a—-1=0—a=1.
0 a 1

e Sia#1,|Al#0——1rg(A) =3.
e Sia=1,|A|=0——1g(4) < 3.

1 0 2 Lo
A=(1 -1 1 sifem| |=—1¢0—>rg(A)=2.
0 1 1 L=

Sia+1, rg(A) =3 isia=1, rg(A) =2
Solucio apartat b)

1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 2a 4 1 0 2
A2+A=(1 -1 1>-<1 -1 1)+<1 -1 1)=(0 a+1 2 +{1 -1 1])=
O6 a 1 0 a 1 0 a 1 a 0 a+1 0 a 1

2 2a
(1 a 3 ), com que la primera fila és el doble de la segona, és segur que |[4%2 + A| = 0.
a a a+?2
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Problema B.2:

2. Shan trobat unes pintures rupestres en una cova situada en
una zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcial-
ment la cova format per I'arc de corba y =4 — x* d’extrems
(0,4)i(2,0). La cova esta situada en el punt de coordenades
(0, 2), tal com es mostra en la figura, i es vol habilitar un
accés rectilini d des del cami a la cova que sigui el més curt
possible.

a) ldentifiqueu ala grafica de la figura les coordenades de la
cova i del punt del cami des d’on es vol habilitar I'accés.

Comproveu que la funcié f(x)=4/x*-3x*>+4 calcula la

distancia des de cada punt del cami a la cova.
[1,25 punts]

b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i digueu
quina sera la longitud de I'accés d.
[1,25 punts]
Solucié apartat a)

La distancia entre 2 punts ve donada per la longitud del vector que els
uneix, en el nostre cas:

) = (GO P = T

Va2 + 4 — 4x2 + x* = x* — 3x2 + 4.

Llavors f(x) = Vx* —3x2+4 0 < x < 2, ens dona la distancia de
cada punt del cami a la cova.

Solucié apartat b)

El que ens demana I'apartat b és que trobem el valor de x pel que la funcié f(x) té un minim i el valor
de f(x) per a aquest valor de x (*).

El minim de f(x) és un dels punts singulars de f(x), de manera que per trobar-lo buscarem els punts
singulars de f(x) i després mirarem quin d’ells és un minim; com que els punts singulars de f(x) es
troben als valors de x que anul-len la derivada, per trobar-los calcularem la derivada i la igualarem a
zero:

. 4x3_6x 2x3—3x
e f(x)= -
2Jx4—3x2+4 Jx4—3x2+4-
3_ _—
2x°—3x —0 2x3—3x=0——x(2x?>-3)=0

e ff(x)=0
1[x4—3x2+4
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x=0
3 Amb el que tenim 3 solucions de
—_—x = i —_

2

I'equacié f'(x) = 0, que son: —\/g, 0 i\/g; la solucid —\/% la descartemjaque 0 < x < 2.

2x2 —3=0—>2x2 =3 ——>x2 =

N W

e Peridentificar a quin dels altres dos valors tenim el minim demanat, estudiarem el signe de f'(x).

Com que l'expressié Vx* — 3x2 + 4 sempre dona valors positius, el signe de f'(x) només dependra
de 2x3 — 3x:

> x=—-1—2(-1)3-3-(-1)=1>0—> f'(x) >0 quan x € (—\E,O)—> f(x) és

creixent quan x € (—\/%, 0).

> x=1—2-13-3:1=-1<0—— f'(x) <0 quan xe<0,\/§> — f(x) és

decreixent quan x € <O, \E)

> x=2—2-22-3-2=10>0—— f'(x) >0 quan xE(\/%,OO>—>f(x) és

creixent quan x € (\/g, 00).

Amb el que podem afirmar que a I'interval [0, 2] la funcié f(x) té un minim absolut quan x = \/% .

2
e Les coordenades del punt seran: (\/E, 4—( %) >: <\E, 4—%) = <\/§, %)

4 2
e La longitud de Ilaccés sera: f( %):\/( %) —3< %) +4 = %—3-%+4=

+ 4 =

/ 9 . [7_414
—Z+4—\/;—TU.

(*) Com que la funcié g(x) = vx és una funcié creixent, la funcié f(x) = Vx* — 3x2 + 4 assoleix els
maxims i els minims en els mateixos valors de x que la funcié h(x) = x* — 3x2 + 4 (sempre i quan

N Ne}
|
N ©
o~

x* —3x% 44 >0, com és el cas), llavors podriem haver fet el problema buscant els punts singulars de

h(x) = x* —3x% + 4 en lloc dels de f(x) = Vx*—3x2 + 4. (La resolucié se simplifica, sobretot a
I"hora de comprovar quin dels punts singulars és el minim, fent servir el criteri de la segona derivada).

. . 3 5\, . V14
El punt del cami demanat és: <\/;, E) i la distancia del punt a la cova és: g u.

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autor: Jaime Carrascosa Orozco

Comunidad Auténoma de CATALUNYA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verd



PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

CONVOCATORIA
Problema B.3: ORDINARIA DE
. . » . . .. JUNIO
3. Considereu el sistema d’equacions lineals segtient:
ax+y=a
xX+ay+z=>5
X+2y+z=5

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema per al cas a =2.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché-Frébenius, que compara el rang de la matriu del
sistema amb el rang de la matriu ampliada.

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del parametre a:

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacio lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul-la el determinant de la
matriu:

a 1 0

A=|1 a 1|— |Al=a?+1-Qa+1) =a®-2a.
1 2 1

a=0

|A|:0<—>a2—2a=0<—>a(a—2):0—’{a—2=0—>a=2

Llavors:

e Sia € R\{0,2} (Siaésunnombre real excepte 0 i 2), el determinant de la matriu sera diferent de
zero i per tant el rang de la matriu sera 3.

e Sia=0,|A| = 0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a
per O:

0 1 0 0 1
A=|1 0 1] sifem | | =0-—1=-—1=+ 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
1 2 1 Lo
e Sik=2,|A] = 0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a
per 2:

2 1 0 5 1
A=|1 2 1| sifem | | =4 —1 =3 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
1 2 1 L2

i) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del parametre k:
e Sia € R\{0,2}, com que la matriu A és d’ordre 3 x 4, rg(4) < 3, com que lamatriuA c 4,
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rg(A) = 3; pertantrg(4) =
e Sia = 0,anem aveure quin és el rang de la matriu A:

Per fer-ho farem servir el méetode de Gauss.

/010 0 1015 1
A=|10 1 5)|=—{0 1 0 0]z==|0
1 2.1 5/A°R\1 2 1 5 0 -2

Llavors: rg(A4) =
e Sia = 2,anem aveure quin és el rang de la matriu A:

= O
S O =
o Ul
\—/
o
1l
N
N2
+
ol
~/
SO -
o [a)
O O =
o o Ul
\—/

Per fer-ho farem servir el métode de Gauss.

/210 2 210 2 2 1 0 2 i
A=|1 2 1 5)—=(1 2 1 5|——>|0 -3 -2 -8|——rg(d)=
que F2=F1—2F2

1 2 1 5/ ke, \O O 0 O 0 0 0 O

iii) Discussio del sistema amb el T2 de Rouché-Frobenius:
T2 de Rouché
e Sia € R\{0,2}, tenim que rg(A4) = rg(4) = n®d'incognites —— SCD.
T2 de Rouché
e Sia=0, tenim que rg(4) =rg(4d) = 2 < 3 = n°d’incognites ~ e scl amb 1 grau de

llibertat.
T2 de Rouché

e Sia=2, tenim que rg(4) =rg(A) = 2 < 3 =n?d'incognites ———— SCI amb 1 grau de
llibertat.

- Sia € R\{0,2}, el sistema és compatible determinat.

« Sia =0, elsistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

« Sia =2, elsistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

Solucié apartat b)

2x+y=2
Quan a = 2, el sistema queda:{x+2y+z= 5
x+2y+z=5

Per I'apartat anterior sabem que la matriu ampliada del sistema després d’aplicar Gauss queda:

2 1 0 2
(O -3 =2 —8> llavors el sistema d’equacions inicial és equivalent al sistema d’equacions:

0 0
2x+y=2
{ 3y — Zyz — _g’ fem z = tiaillem la y de la segona equacié: =3y — 2t = -8 ——> — 3y =2t — 8
y = 28 8 = M . Substituim y a la primera equacid i aillem la x: 2x + 8 32t =2
6x+8-20=6——bx=2t+6-8——x=2C x=1
t—-1 8-2t

La solucié del sistema en el cas a = 2 és: (— —,t)ambte R
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Problema B.4:

4. Siguila funcié f(x)= L In(x), en que In indica el logaritme neperia, definida per a x > 0.
x

a) Calculeu les coordenades del punt de la corba y = f(x) en que la recta tangent a la
corba en aquest punt és horitzontal. Estudieu si aquest punt és un extrem relatiu i
classifiqueu-lo.

[1,25 punts]

b) Calculeu 'area del recinte delimitat per la corba y = f(x), les rectes verticals x =1 i
x =eileix de les abscisses.
[1,25 punts]

Solucié apartat a)

Als punts de la corba on la tangent a y = f(x) és horitzontal, f'(x) = 0. Llavors calculem f'(x) i mi-
rem per a quins valorsde x f'(x) = 0:

e f'(x)= —x—lz-ln(x)+%-%= —xiz-ln(x)+xi2=xi2(1—ln(x))
e f'(x)= 0—>xl2(1—ln(x)) =0—1-In(x)=0—In(x) =1—x =ce.

e Les coordenades del punt demanat seran: (e,f(e)) = (e, %-ln(e)) = (e, %)

Per saber si quan x = e f(x) té un extrem relatiu i saber de quin tipus és, estudiarem el signe de la

derivada als intervals (0, ¢e) i (e, +0):

e Six=1—>f'(1) = %(1 —In(1)=11-0)=1>0—— Six € (0,e),f'(x) >0 llavors
six € (0,e), f(x) és creixent.

e Si x=e2—>f'(e?) = ei‘*(l —1In (e?)) = el‘*(l -2) = _ei‘* <0—>Six € (e,+9),f'(x) <

0 llavors si x € (e, +), f(x) és decreixent.

Ara podem dir que quan x = e, f(x) té un maxim relatiu.

. 1\. . . .
Les coordenades del punt demanat sdn: (e, Z) i €s un maxim relatiu.

Solucié apartat b)
Com que f(x) > 0 quan x € (1, e) l'area demanada és la solucié de la seglient integral definida:

¢1 3 lnz(x)e_lnz(e) In*(1) 1,
fl;.ln(x)dx—l > L— > T3 U

1 9

L’area demanada és - u“.

N
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CONVOCATORIA
Problema B.5: ORDINARIA DE
JUNIO
. ) ox=1 y=-3 z.
5. Considereu larectard’equacio S T, T ilarectasque passapel punt P =(2,-5,1)

i que té per vector director (-1, 0, -1).
a) Estudieu la posicio relativa de les rectes r i s.
[1,25 punts]

b) Calculeu I'equacid general del pla que és parallel a la recta r i conté la recta s.
[1,25 punts]

Solucié apartat a)
Un vector director der és v = (2,—2,1) i unpuntderésQ = (1,3,0).
Un vector director de s és it = (—1,0,—1) i un puntdesésP = (2,-5,1).

. . -1 0 -1 . .
e Com que els vectors no sén proporcionals (T * = * T) les rectes no poden ser ni paral-leles ni

coincidents. Ens queden les possibilitats que siguin secants o que es creuin.

e Sison secants, també sén coplanaries, llavors qualsevol vector que vagi d’'un punt d’una de les rectes
a un punt de l'altra recta, estara al mateix pla on es troben les rectes, de manera que sera
combinacid lineal dels vectors directors de les rectes, llavors al fer el rang de la matriu formada pels

vectors PQ, ¥ i U ens quedara rang 2.

e Sjes creuen, un vector que vagi d'un punt d’una de les rectes a un punt de l'altra recta i els vectors
directors de les rectes, seran linealment independents, de manera que al fer el rang de la matriu

A D> N
formada pels vectors PQ, v i U ens quedara rang 3.

-1 8 -1
PO =(1,30)—(2,-51)=(-1,8-1)—>|2 -2 1|=-2-8—2-16=8%0 Amb el
-1 0 -1

> . >

—_—
que el rang de la matriu formada per PQ, v i u és 3 i les rectes es creuen.

(També podriem haver trobat les equacions cartesianes de les rectes i estudiar el rang del sistema que
formen les equacions juntes, ens quedaria que el rang de la matriu del sistema és 3 i el de la matriu
ampliada és 4 el que implica que les rectes es creuen).

Les rectes es creuen.
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Solucio apartat b)

El vector perpendicular al pla que ens demanen és perpendicular als vectors directors de les rectes, de
manera que el podem trobar fent: 1 = U X v:

i 7k . .
n=|2 2 1|=21-7-(2k—-2))=21+]-2k=(2,1,-2)
-1 0 -1

Llavors el pla demanat sera de la forma: : 2x + y — 2z + D = 0, com que conté a la recta s passara pel
punt (2,—5,1),de maneraque:2:-2—-5—2+4+D =0——>D =3 i el plademanat és:

m2x+y—2z+3=0

X—=Xo Y—Yo Z— 2

(També podriem haver trobat I'equacié del pla amb la férmula: U Uy V3 | =0; en
Uq U Us
x—2 y+5 z-1
aquestcas:| 2 -2 1 |=0—>2x+y—-2z+3=0).
-1 0 -1

L’equacio del pla demanatés: 2x +y —2z+3 = 0.
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Problema B.6:

6. Una empresa de ceramica vol posar a la venda una rajola quadrada de 20 cm de costat
pintada a dos colors, de manera que la superficie de cada color sigui la mateixa i que si es
posen les rajoles 'una al costat de 'altra es vegi un dibuix continu (figura 1).

Figura 1 Figura 2

Per a fer-ho, 'empresa utilitza en cada rajola la funcié f(x)=x’-3x+2x + 1 enqua-
drada entre els punts de coordenades (0, 0), (0, 2), (2, 0) i (2, 2), tal com es mostra en la
figura 2, i fa servir com a unitat de mesura el decimetre.

a) Justifiqueu que, efectivament, aquesta funcié permet ajuntar les rajoles de manera
continua i derivable.
[1,25 punts]

b) Justifiqueu que aquesta funcié divideix el quadrat esmentat en dues parts que tenen
la mateixa superficie.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)

e Continuitat: Com que les funcions polinomiques so6n continues en R, el que hem de veure és que a
I’interval [0,2] f(x) comenca i acaba al mateix valor:

f(0)=03-3-02+2-0+1=1
{f(Z)=23—3-22+2-2+1=8—12+4+1=1
manera continua.

e Derivabilitat: Com que les funcions polinomiques son derivables en R, i de derivada continua, el que
hem de veure és que al punt on s’ajunten les rajoles el pendent amb el que s’arriba (f'(2)), és el
mateix pendent amb el que se surt (f'(0)):

VN o2 f'(0)=3-02—-6-0+2=2
1) = 3x 6’“LZ—’{f'(Z)=3-22—6-2+2=12—12+2=
Les rajoles s’ajunten de manera derivable.

—— f(0) = f(2) les rajoles s’ajunten de

,—— 1" © =@

Solucié apartat b)
L’area fosca és 1’area entre la funcié i I’eix OX des de x = 0 fins a x = 2, llavors vindra donada per la
segiient integral definida:

2 x4 2 24 04
f (x3=3x%2+2x+ 1) dx = lz—x3+x2+xl = [(Z—23+22+2>—<Z—03+02+0>] =
0 0
=4—-8+4+2=2dm?
Com que la rajola té area = 2 dm X 2 dm = 4 dm? queda provat que:

La funcid divideix la rajola en dues parts amb la mateixa superficie.

(També es podria haver justificat veient que la funcié és simetrica respecte el centre de la rajola, per
exemple comprovant que f(1 —x) =2 — f(1+ x),x € [0,1]).
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