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SÈRIE 1 

Problema A.1: 

 

Solució: 

a) Al següent dibuix ens podem fer una idea de la situació i del que ens estan demanant: 

 

 

Per  trobar  l’àrea del  triangle necessitem  la seva base  i  la  seva 
altura, que són respectivament el punt de tall de  la  recta r  (la 
recta tangent a la funció en (a,f(a))) amb OX i amb OY.  

Primer  trobarem  l’equació  de  la  recta  tangent  a  la  funció  en 
(a,f(a))  i  després buscarem els punts de  tall amb els eixos per 
poder fer l’àrea del triangle: 

 

i) Equació de la recta tangent a la funció en (a,f(a)): 

L’equació  explícita  d’una  recta  qualsevol,  ve  donada  per 
l’expressió: 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛  on m  és  el  pendent  de  la  recta,  com 
que  la  recta  que  busquem  és  tangent  a  la  funció  𝑓ሺ𝑥ሻ  en 
ሺ𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻሻ, el seu pendent serà la derivada de la funció en a, es a 
dir 𝑓′ሺ𝑎ሻ. 

Calculem 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ 2
𝑥3 , llavors:  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ𝑎ሻ ൌ െ 2

𝑎3  

De moment tenim que  l’equació de  la recta serà:   𝑦 ൌ െ 2
𝑎3 𝑥 ൅ 𝑛,   ara, per trobar el valor de n,  fem 

servir el fet de que la recta passa pel punt ൫𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻ൯ ൌ ሺ𝑎, 1
𝑎2 ൅ 1ሻ, és a dir, canviem la x i la y per les 

coordenades del  punt i aïllant la n trobem el seu valor: 

CONVOCATÒRIA 
ORDINÀRIA DE 

JUNY 

r 

(a,f(a)) 
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ଵ

௔మ ൅ 1 ൌ െ
ଶ

௔య 𝑎 ൅ 𝑛
               
ሱ⎯⎯ሮ ଵ

௔మ ൅ 1 ൌ െ
ଶ

௔మ ൅ 𝑛
               
ሱ⎯⎯ሮ ଵ

௔మ ൅
ଶ

௔మ ൅ 1 ൌ 𝑛
               
ሱ⎯⎯ሮ ଷ

௔మ ൅ 1 ൌ 𝑛   

Amb el que tenim que l’equació de la recta tangent a la funció en ሺ𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻሻ és: 𝒚 ൌ െ 𝟐
𝒂𝟑 𝒙 ൅ 𝟑

𝒂𝟐 ൅ 𝟏  

 

(També podríem haver trobat l’equació de la recta tangent amb la fórmula de l’equació punt‐pendent: 

𝑦 െ 𝑦଴ ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ,  on  ሺ𝑥଴, 𝑦଴ሻ ൌ ൫𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻ൯  𝑖  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ𝑎ሻ). 

 

ii) Ara busquem els punts de tall de la recta amb els eixos de coordenades: 

 Tall amb OX  (y = 0): 

0 ൌ െ 2
𝑎3 𝑥 ൅ 3

𝑎2 ൅ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2

𝑎3 𝑥 ൌ 3
𝑎2 ൅ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥 ൌ 3𝑎3

𝑎2 ൅ 𝑎ଷ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥 ൌ 3𝑎 ൅ 𝑎ଷ

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝒙 ൌ 𝟑𝒂൅𝒂𝟑

𝟐   

 Tall amb OY  (x = 0): 

El tall amb l’eix de la y és el valor de n de l’equació explícita de la recta, llavors 𝒚 ൌ 𝟑
𝒂𝟐 ൅ 𝟏 

 

iii) Busquem l’expressió de l’àrea del triangle: 

 

𝒈ሺ𝒂ሻ ൌ

3𝑎൅𝑎3
2 ൉ቆ 3

𝑎2ାଵቇ

2 ൌ

𝑎൉ሺ3൅𝑎2ሻ
2 ൉ቆ 3

𝑎2൅𝑎2

𝑎2ቇ

2 ൌ

𝑎൉ሺ3൅𝑎2ሻ
2 ൉3൅𝑎2

𝑎2
2 ൌ

𝑎൉൬3൅𝑎2൰
2

2𝑎2
2 ൌ

൬3൅𝑎2൰
2

2𝑎
2 ൌ

ቀ𝟑൅𝒂𝟐ቁ
𝟐

𝟒𝒂   

L’àrea del triangle serà:  𝒈ሺ𝒂ሻ ൌ
൫𝟑ା𝒂𝟐൯

𝟐

𝟒𝒂
  amb 𝒂 ൐ 𝟎. 

 

b) El que ens demana l’apartat “b” és que trobem el valor de a pel que la funció 𝑔ሺ𝑎ሻ té un mínim i el 
valor de 𝑔ሺ𝑎ሻ per a aquest valor de a.  
 
El mínim de 𝑔ሺ𝑎ሻ  és un dels punts  singulars de 𝑔ሺ𝑎ሻ, de manera que per  trobar‐lo buscarem els 
punts singulars de 𝑔ሺ𝑎ሻ i després mirarem quin d’ells és un mínim; com que els punts singulars de 
𝑔ሺ𝑎ሻ es  troben als valors de a que anul∙len  la derivada, per  trobar‐los calcularem  la derivada  i  la 
igualarem a zero: 
 

i) Càlcul de la derivada de 𝒈ሺ𝒂ሻ ൌ
ቀ𝟑൅𝒂𝟐ቁ

𝟐

𝟒𝒂 : 

𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൌ 1
4 ൉ 2ቀ3൅𝑎2ቁ൉2𝑎൉𝑎െ1൉ቀ3൅𝑎2ቁ

2

𝑎2 ൌ 1
4 ൉ 4𝑎2ቀ3൅𝑎2ቁെቀ9൅6𝑎2൅𝑎4ቁ

𝑎2  ൌ 12𝑎2൅4𝑎4െ9െ6𝑎2െ𝑎4

4𝑎2   

ൌ 3𝑎4൅6𝑎2െ9
4𝑎2 ൌ

3ሺ𝑎4൅2𝑎2െ3ሻ
4𝑎2   

Base  Altura 
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ii) Busquem els punts singulars igualant la derivada a zero: 

ଷሺ௔రାଶ௔మିଷሻ

ସ௔మ ൌ 0
                    

ር⎯⎯⎯ሮ 𝑎4 ൅ 2𝑎2 െ 3 ൌ 0
          ∗          

ር⎯⎯⎯⎯ሮ ሺ𝑎2 ൅ 3ሻሺ𝑎2 െ 1ሻ ൌ 0.   

Igualant els factors a zero: 

 𝑎ଶ ൅ 3 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ േ√െ3   ∄  Solució. 

 𝑎ଶ െ 1 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ േ√1 ൌ േ1, tenim 2 solucions 1 i  –1. 

Com que 𝑔ሺ𝑎ሻ només està definida per a valors positius de 𝑎 descartem la solució 𝑎 ൌ െ1 i l’única so‐
lució que ens queda és 𝒂 ൌ 𝟏. 

* La descomposició de 𝑎ସ ൅ 2𝑎ଶ െ 3,  l’hem  fet buscant 2 números que  sumats  facin 2  i multiplicats 

facin –3, també es podria haver fet fent servir Ruffini o podríem haver resolt l’equació biquadrada amb 
el canvi de variable  𝑎ଶ ൌ 𝑡. 

iii) Comprovem que en 𝒂 ൌ 𝟏, 𝒈ሺ𝒂ሻ té un mínim: 

Ho farem estudiant la monotonia de la funció, fent un estudi del signe de 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ (que només depèn de 
l’expressió 𝑎ସ ൅ 2𝑎ଶ െ 3): 

Com que dins del seu domini (a > 0) la funció 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ és continua i només s’anul∙la quan  𝑎 ൌ 1 hem de 
mirar el signe de la funció als intervals: ሺ0, 1ሻ i ሺ1, ൅∞ሻ:   

 𝑎 ൌ 0.5
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 0.5ସ ൅ 2 ൉ 0.5ଶ െ 3 ൌ 0.0625 ൅ 0.5 െ 3 ൌ െ2.4375.  Llavors, si 𝑎 ∈ ሺ0, 1ሻ 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൏ 0. 

Llavors a l’interval ሺ0, 1ሻ, 𝑔ሺ𝑎ሻ és decreixent. 
 𝑎 ൌ 1.5

             
ሱ⎯⎯ሮ 1.5ସ ൅ 2 ൉ 1.5ଶ െ 3 ൌ 5.0625 ൅ 4.5 െ 3 ൌ 6.5625. Llavors, si 𝑎 ∈ ሺ1, ൅∞ሻ 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൐ 0. 

Llavors a l’interval ሺ1, ൅∞ሻ, 𝑔ሺ𝑎ሻ és creixent. 
 

 

 

 

Amb el que podem afirmar que quan 𝑎 ൌ 1, 𝑔ሺ𝑎ሻ té un mínim absolut.  

El punt P, serà: ൫𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻ൯ ൌ ቀ𝑎, 1
𝑎2 ൅ 1ቁ ൌ ൬1, 1

12 ൅ 1൰ ൌ ሺ1, 2ሻ 

iv) Calculem el valor del mínim: 

𝑔ሺ1ሻ ൌ
൬3൅12

൰
2

4൉1 ൌ 4.  

 

L’àrea del triangle serà mínima quan P = (1, 2) i tindrà un valor de 4 u2. 

   

𝑥 

𝑔′ሺ𝑎ሻ  െ  ൅ 

𝑔ሺ𝑎ሻ     
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Problema A.2: 

        

           
Solució apartat a) 

Anomenem 𝐴 ൌ ൭
5 1 4
𝑘 2 8
5 1 െ𝑘

൱ a la matriu del sistema i 𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19
𝑘 2 8 28
5 1 െ𝑘 23 ൅ 𝑘

൱ a la matriu amplia‐

da del sistema. 

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché‐Fröbenius, que compara el rang de la matriu del 
sistema amb el rang de la matriu ampliada. 

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del paràmetre k: 

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldrà dir que les tres files i columnes de la matriu 
són linealment independents i per tant el rang de la matriu serà 3. Si el determinant queda igual a zero, 
voldrà dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinació lineal de les altres i el 
rang de la matriu serà més petit que tres. Mirem per a quins valors de k s’anul∙la el determinant de la 
matriu:  

|𝐴| ൌ อ
5 1 4
𝑘 2 8
5 1 െ𝑘

อ ൌ െ10𝑘 ൅ 4𝑘 ൅ 40 െ ሺ40 ൅ 40 െ 𝑘ଶሻ ൌ 𝑘ଶ െ 6𝑘 െ 40  

|𝐴| ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑘ଶ െ 6𝑘 െ 40 ൌ 0

       ∗       
ር⎯⎯⎯⎯ሮ ሺ𝑥 െ 10ሻሺ𝑥 ൅ 4ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ቊ

𝑥 െ 10 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 10

𝑥 ൅ 4 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ െ4   

* La descomposició de 𝑘ଶ െ 6𝑘 െ 40  l’hem fet buscant 2 números que sumats facin –6  i multiplicats 

facin –40. També podríem haver resolt l’equació amb la fórmula de Bhaskara o un altre mètode.  
Llavors: 

 Si 𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4, 10ሽ (Si k és un nombre real excepte –4 i 10), el determinant de la matriu serà diferent 
de zero i per tant el rang de la matriu serà 3. 

 Si 𝑘 ൌ െ4, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la 
k per –4: 

 𝐴 ൌ ൭
5 1 4

െ4 2 8
5 1 4

൱  si fem ቚ 5 1
െ4 2

ቚ ൌ 10 ൅ 4 ൌ 14 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 

 Si 𝑘 ൌ 10, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la 
k per 10: 

𝐴 ൌ ൭
5 1 4

10 2 8
5 1 െ10

൱  si fem ቚ2 8
1 െ10

ቚ ൌ െ20 െ 8 ൌ െ28 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 
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ii) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del paràmetre k: 

 Si  𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4, 10ሽ,  com  que  la  matriu  𝐴̅  és  d’ordre  3x4,  rg(𝐴̅) ൑ 3,  com  que  la  matriu  𝐴 ⊂ 𝐴̅, 
rg(𝐴̅) ≥ 3; per tant rg(𝐴̅) = 3. 
 

 Si 𝑘 ൌ െ4, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19

െ4 2 8 28
5 1 4 19

൱
ସிభାହிమ

ிభିிయ

ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൭
5 1 4 19
0 14 56 216
0 0 0 0

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ rg(𝐴̅) = 2. 

 Si 𝑘 ൌ 10, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19

10 2 8 28
5 1 െ10 33

൱
ଶிభିிమ
ிభିிయ

ሱ⎯⎯⎯ሮ ൭
5 1 4 19
0 0 0 10
0 0 14 െ14

൱
  ிమ↔ிయ  
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

5 1 4 19
0 0 14 െ14
0 0 0 10

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ rg(𝐴̅) = 3. 

 

iii) Discussió del sistema amb el Tª de Rouché‐Fröbenius: 

 Si 𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4,10ሽ, tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐷. 

 Si 𝑘 ൌ െ4,  tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 2 ൏ 3 ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐼  amb 1 grau de 

llibertat. 

 Si 𝑘 ൌ 10, tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ് 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐼. 

• Si 𝒌 ∈ ℝ\ሼെ𝟒, 𝟏𝟎ሽ , el sistema és compatible determinat. 

• Si 𝒌 ൌ െ𝟒 , el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. 

• Si 𝒌 ൌ 𝟏𝟎 , el sistema és incompatible. 

 

Solució apartat b) 

Si k  = 0, estem en el  cas 𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4, 10ሽ  i  tindrem un SCD, per  resoldre’l  farem servir  el mètode de 
Gauss: 

𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19
0 2 8 28
5 1 0 23

൱
ிభିிయ
ሱ⎯⎯ሮ ൭

5 1 4 19
0 2 8 28
0 0 4 െ4

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 4𝑧 ൌ െ4

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑧 ൌ െ1.  

Substituint z a la 2a fila:  2𝑦 െ 8 ൌ 28
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑦 ൌ 28 ൅ 8

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑦 ൌ 36

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 18.  

Substituint y i z a la 1a fila: 5𝑥 ൅ 18 െ 4 ൌ 19
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 5𝑥 ൅ 14 ൌ 19

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 5𝑥 ൌ 19 െ 14 

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ        

5𝑥 ൌ 5
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 1.  

 

La solució del sistema quan 𝒌 ൌ 𝟎, é𝒔 ሺ𝟏, 𝟏𝟖, െ𝟏ሻ. 
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Problema A.3: 

       

            
Solució apartat a) 
L’equació general d’un pla és de  la  forma 𝜋: 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, on el vector  format pels coefici‐
ents de x, y, i z és perpendicular al pla, és a dir ሺ𝐴, 𝐵, 𝐶ሻ ⊥ 𝜋. 

Com que 𝑢 ൌ ሺ1, 2, െ3ሻ 𝑖 𝑣 ൌ ሺെ1, 0, 3ሻ, són vectors directors del pla, el seu producte vectorial, serà un 
vector perpendicular al pla: 

𝑢 ൈ 𝑣 ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 െ3

െ1 0 3
อ ൌ 6𝑖 ൅ 3𝑗 െ ሺെ2𝑘 ൅ 3𝑗ሻ ൌ 6𝑖 ൅ 2𝑘

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑢 ൈ 𝑣 ൌ ሺ6, 0, 2ሻ,  dividint  entre  2, 

continuarem tenint un vector perpendicular al pla: ሺ3, 0, 1ሻ.  

De moment tenim que l’equació del pla que ens demanen, serà: 3𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, per trobar el valor de 
D, fem servir que ሺ8, 8, 8ሻ és un punt del pla i per tant satisfà l’equació del pla: 

3 ൉ 8 ൅ 8 ൅ 𝐷 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 32 ൅ 𝐷 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝐷 ൌ െ32, llavors l’equació del pla que ens demanen és: 

𝜋: 3𝑥 ൅ 𝑧 െ 32 ൌ 0.  

(També la podríem haver trobat igualant a zero el determinant อ
𝑥 െ 8 𝑦 െ 8 𝑧 െ 8

1 2 െ3
െ1 0 3

อ ja que si (x, y, z) 

és un punt del pla, (x – 8, y – 8, z – 8) és un vector del pla i com que tres vectors d’un mateix pla són 
sempre linealment dependents, el determinant de la matriu que formen donarà zero). 

L’equació del pla és  𝝅: 𝟑𝒙 ൅ 𝒛 െ 𝟑𝟐 ൌ 𝟎. 

Solució apartat b) 

Si ሺ1, െ5, 𝑎ሻ ∈ 𝜋, ha de satisfer l’equació del pla:  3 ൉ 1 ൅ 𝑎 െ 32 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 െ 29 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 29.  

Com que la recta que ens demanen és perpendicular al pla, el seu vector director també ho serà, llavors 

podem fer servir com a vector director de la recta el vector: ሺ3, 0, 1ሻ, i com que ha de passar pel punt 

ሺ1, െ5, 29ሻ ja podem escriure l’equació paramètrica de la recta: 

L’equació paramètrica d’una recta amb vector director ሺ𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷሻ  i que passa pel punt ሺ𝑝ଵ, 𝑝ଶ, 𝑝ଷሻ ve 

donada per l’expressió: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 𝑝ଵ ൅ 𝜆𝑣ଵ
𝑦 ൌ 𝑝ଶ ൅ 𝜆𝑣ଶ
𝑧 ൌ 𝑝ଷ ൅ 𝜆𝑣ଷ

 en el nostre cas: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ െ5       
𝑧 ൌ 29 ൅ 𝜆 

 

L’equació paramètrica de la recta demanada és 𝒓: ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝟑𝝀
𝒚 ൌ െ𝟓       
𝒛 ൌ 𝟐𝟗 ൅ 𝝀 

 

   

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 
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Problema A.4: 

 
Solució: 

 Si la recta 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛, és una asímptota obliqua de la funció 𝑓ሺ𝑥ሻ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lím

௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑥 ൌ 𝑚. 

Llavors, en el nostre cas:  lím
௫→ஶ

𝑎𝑥2൅𝑏
𝑥
𝑥 ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lím

௫→ஶ

𝑎𝑥2൅𝑏
𝑥2 ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lím

௫→ஶ
ቀ𝑎 ൅ 𝑏

𝑥2ቁ ൌ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 1. 

 

 Si una funció 𝑓ሺ𝑥ሻ té un mínim en el punt d’abscissa  𝑥 ൌ 2
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 0. 

En el nostre cas:  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2൅𝑏
𝑥                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
2𝑥൉𝑥െሺ𝑥2൅𝑏ሻ

𝑥2 ൌ 𝑥2െ𝑏
𝑥2   llavors: 

ଶమି௕

ଶమ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯ሮ 4 െ 𝑏 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯ሮ 𝑏 ൌ 4. 

Comprovem que  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2൅4
𝑥  té un mínim en el punt d’abscissa  𝑥 ൌ 2. (Nosaltres el que sabem és 

que la derivada val zero i això no ens garanteix que la funció tingui un mínim, podria tenir un màxim o 
un punt d’inflexió i en aquests casos el problema no tindria solució). Per fer‐ho estudiarem el signe de la 
derivada: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2െ4
𝑥2                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑥2െ4

𝑥2 ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑥ଶ െ 4 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑥ଶ ൌ 4

              
ር⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ േ√4

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  

𝑥 ൌ െ2 ó 𝑥 ൌ 2.  

 A més a més  la derivada  té una discontinuïtat en 𝑥 ൌ 0  ja que  s’anul∙la el denominador,  llavors per 
estudiar el signe de la derivada hauríem de considerar els intervals ሺെ∞, െ2ሻ, ሺെ2, 0ሻ, ሺ0, 2ሻ 𝑖 ሺ2, ൅∞ሻ, 
com  que  només  ens  interessa  saber  què  passa  en  𝑥 ൌ 2,  només  cal  que  mirem  el  signe  en 
ሺ0, 2ሻ 𝑖 ሺ2, ൅∞ሻ. 

Si 𝑥 ൌ 1, 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 12െ4

12 ൌ െ3 ൏ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ0, 2ሻ

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ሺ𝑥ሻ és decreixent en ሺ0, 2ሻ. 

Si 𝑥 ൌ 3, 𝑓ᇱሺ3ሻ ൌ 32െ4

32 ൌ 5
9 ൐ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ2, ൅∞ሻ

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ሺ𝑥ሻ és creixent en ሺ2, ൅∞ሻ. 

Ara sí que podem afirmar que 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2൅4
𝑥  té un mínim en el punt d’abscissa  𝑥 ൌ 2. 

 

La funció tindrà una asímptota obliqua de pendent 1 i un mínim en 𝒙 ൌ 𝟐 quan: 

𝒂 ൌ 𝟏  𝒊  𝒃 ൌ 𝟒 
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Problema A.5: 

        

              
 

Solució apartat a) 

𝐴𝑋 ൌ 𝐼 െ 3𝑋
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝐴𝑋 ൅ 3𝑋 ൌ 𝐼

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻ𝑋 ൌ 𝐼

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻ𝑋 ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ𝐼   

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑋 ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ  

𝐴 ൅ 3𝐼 ൌ ቀ 1 1
െ3 െ4

ቁ ൅ 3 ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ 4 1
െ3 െ1

ቁ ; ara calculem la seva inversa: 

1r. Calculem el determinant: |𝐴 ൅ 3𝐼| ൌ ቚ 4 1
െ3 െ1

ቚ ൌ െ4 ൅ 3 ൌ െ1.  

2n.  Fem la transposada: ቀ4 െ3
1 െ1

ቁ 

3r.  Fem la matriu dels adjunts: ቀെ1 െ1
3 4

ቁ 

4t.  Dividim entre el determinant: ቀ 1 1
െ3 െ4

ቁ ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ ൌ 𝑋 

 

𝑿 ൌ ቀ 𝟏 𝟏
െ𝟑 െ𝟒

ቁ 

 

Solució apartat b) 

Per comprovar que X és invertible hem de veure que el seu determinant és diferent de zero: 

|𝑋| ൌ ቚ 1 1
െ3 െ4

ቚ ൌ െ4 ൅ 3 ൌ െ1 ് 0 llavors X és invertible. 

Com que a l’apartat anterior hem vist que: 𝑋 ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑋ିଵ ൌ ሺሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵሻିଵ ൌ 𝐴 ൅ 3𝐼 

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑋ିଵ ൌ ቀ 4 1

െ3 െ1
ቁ  

 

𝑿ି𝟏 ൌ ቀ 𝟒 𝟏
െ𝟑 െ𝟏

ቁ 
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Problema A.6: 

        

                
 

Solució apartat a) 

Si dues rectes són paral∙leles per força tenen el mateix pendent, la recta 3𝑥 െ 𝑦 ൌ 4 es pot reescriure 
com 𝑦 ൌ 3𝑥 െ 4 on es veu que el seu pendent (el coeficient de la x) és 3. Llavors el que volem és veure 
en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a 𝑦 ൌ 𝑥ଷ té pendent 3. Com que el pendent de la rec‐
ta tangent a 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ en un punt ሺ𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻሻ, és igual a 𝑓′ሺ𝑎ሻ; el que ens estan demanant és: per a quins 
valors negatius de x (negatius perquè el punt ha de ser del tercer quadrant) ሺ𝑥ଷሻᇱ ൌ 3? 

ሺ𝑥ଷሻᇱ ൌ 3𝑥ଶ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 3𝑥ଶ ൌ 3

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଶ ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ േ√1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ െ1 ó 𝑥 ൌ 1.    Com  que  només  vo‐

lem el resultat negatiu: 𝑥 ൌ െ1. 

El punt que ens demanen serà: ൫െ1, 𝑓ሺെ1ሻ൯ ൌ ሺെ1, ሺെ1ሻଷሻ ൌ ሺെ1, െ1ሻ 

 

L’equació de la recta que té pendent 3 i que passa pel punt ሺെ1, െ1ሻ serà: 

Pendent 3 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 𝑛

௣௔௦௦௔ ௣௘௥ ሺିଵ,ିଵሻ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ െ 1 ൌ 3 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 𝑛

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑛 ൌ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 2 

 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Jaime Carrascosa Orozco  

Comunidad Autónoma de CATALUNYA    www.apuntesmareaverde.org.es  

PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU) 236 

 

El punt en el que la recta tangent a y=f(x) és paral∙lela a 3x – y = 4, és (–1, –1) i 
l’equació de la recta és: y = 3x + 2. 

 

Solució apartat b) 

1r. Trobem els punts de tall de la corba i la recta: 

൜
𝑦 ൌ 𝑥ଷ

𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 2                
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଷ ൌ 3𝑥 ൅ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଷ െ 3𝑥 െ 2 ൌ 0

∗ோ௨௙௙௜௡௜ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  

൝
𝑥 ൅ 1 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ െ1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ ሺെ1ሻଷ ൌ െ1

𝑥 െ 2 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 2ଷ ൌ 8              

 ; els punts de tall són: ሺെ1, െ1ሻ 𝑖 ሺ2, 8ሻ. 

∗Ruffini:  

 1  0  ‐3  ‐2 

‐1     ‐1  1  2 

  1  ‐1  ‐2  0 

‐1     ‐1  2    

  1  ‐2  0   

Com es pot veure al dibuix de l’apartat a) la recta 𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 2 va sempre per sobre de la corba 𝑦 ൌ 𝑥ଷ 

de manera que l’àrea demanada ve donada per la solució de la següent integral definida: 

𝐴 ൌ ׬ ሾሺ3𝑥 ൅ 2ሻ െ 𝑥ଷሿ𝑑𝑥 ൌ ׬ ሺെ𝑥ଷ ൅ 3𝑥 ൅ 2ሻ𝑑𝑥 ൌ
ଶ

ିଵ
ଶ

ିଵ ൤െ 𝑥4

4 ൅ 3𝑥2

2 ൅ 2𝑥൨ 2
െ1

ൌ  

ቆെ 24

4 ൅ 3൉22

2 ൅ 2 ൉ 2ቇ െ ቌെ
൫െ1൯

4

4 ൅
3൫െ1൯

2

2 ൅ 2ሺെ1ሻቍ ൌ ሺെ4 ൅ 6 ൅ 4ሻ െ ቀെ 1
4 ൅ 3

2 െ 2ቁ ൌ  

6 െ ቀെ 3
4ቁ ൌ 27

4    

 

 

L’àrea entre la corba i la recta és  
𝟐𝟕

𝟒
 u2 
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SÈRIE 3 

Problema B.1: 

 

          
 

Solució apartat a) 

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldrà dir que les tres files i columnes de la matriu 
són linealment independents i per tant el rang de la matriu serà 3. Si el determinant queda igual a zero, 
voldrà dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinació lineal de les altres i el 
rang de la matriu serà més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul∙la el determinant de la 
matriu:  

|𝐴| ൌ อ
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

อ ൌ െ1 ൅ 2𝑎 െ 𝑎 ൌ 𝑎 െ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ |𝐴| ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑎 െ 1 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 1.  

 Si 𝑎 ് 1, |𝐴| ് 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 3. 

 Si 𝑎 ൌ 1, |𝐴| ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൏ 3. 

 

𝐴 ൌ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 1 1

൱ si fem ቚ1 0
1 െ1

ቚ ൌ െ1 ് 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 2. 

Si 𝒂 ് 𝟏, 𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟑   i  si 𝒂 ൌ 𝟏,  𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐 

 

Solució apartat b) 

 

𝐴ଶ ൅ 𝐴 ൌ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൉ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൅ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൌ ൭
1 2𝑎 4
0 𝑎 ൅ 1 2
𝑎 0 𝑎 ൅ 1

൱ ൅ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൌ  

൭
2 2𝑎 6
1 𝑎 3
𝑎 𝑎 𝑎 ൅ 2

൱, com que la primera fila és el doble de la segona, és segur que |𝐴ଶ ൅ 𝐴| ൌ 0. 

   

CONVOCATÒRIA 
ORDINARIA DE 

JUNY 
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Problema B.2: 

 

        
Solució apartat a) 

 

La distància entre 2 punts ve donada per la longitud del vector que els 

uneix, en el nostre cas: 

ห𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺ𝑥 െ 0ሻଶ ൅ ሺ4 െ 𝑥ଶ െ 2ሻଶ ൌ ඥ𝑥ଶ ൅ ሺ2 െ 𝑥ଶሻଶ ൌ  

√𝑥ଶ ൅ 4 െ 4𝑥ଶ ൅ 𝑥ସ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4. 

 

Llavors 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4     0 ൑ 𝑥 ൑ 2, ens dona la distància de 
cada punt del camí a la cova. 

Solució apartat b) 

El que ens demana l’apartat b és que trobem el valor de x pel que la funció 𝑓ሺ𝑥ሻ té un mínim i el valor 
de 𝑓ሺ𝑥ሻ per a aquest valor de x (*).  

El mínim de 𝑓ሺ𝑥ሻ és un dels punts singulars de 𝑓ሺ𝑥ሻ, de manera que per trobar‐lo buscarem els punts 
singulars de 𝑓ሺ𝑥ሻ  i després mirarem quin d’ells és un mínim; com que els punts singulars de 𝑓ሺ𝑥ሻ es 
troben als valors de x que anul∙len  la derivada, per  trobar‐los calcularem  la derivada  i  la  igualarem a 
zero: 

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥3െ6𝑥

2ට𝑥4െ3𝑥2൅4
ൌ 2𝑥3െ3𝑥

ට𝑥4െ3𝑥2൅4
  

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 2𝑥3െ3𝑥

ට𝑥4െ3𝑥2൅4
ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 2𝑥ଷ െ 3𝑥 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑥ሺ2𝑥ଶ െ 3ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 
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൝
𝑥 ൌ 0                                                                                                

2𝑥ଶ െ 3 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥ଶ ൌ 3

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଶ ൌ 3

2 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ േට3

2
    Amb  el  que  tenim  3  solucions  de 

l’equació 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0,  que són: െට3
2 , 0  𝑖 ට3

2;  la solució െ
ට3

2 la descartem ja que 0 ൑ 𝑥 ൑ 2. 

 Per identificar a quin dels altres dos valors tenim el mínim demanat, estudiarem el signe de 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ. 

Com que l’expressió  √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 sempre dona valors positius, el signe de 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ només dependrà 
de 2𝑥ଷ െ 3𝑥: 

 𝑥 ൌ െ1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2ሺെ1ሻଷ െ 3 ൉ ሺെ1ሻ ൌ 1 ൐ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0  quan 𝑥 ∈ ቆെට3

2 , 0ቇ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ሺ𝑥ሻ  és 

creixent quan 𝑥 ∈ ቆെට3
2 , 0ቇ. 

 𝑥 ൌ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2 ൉ 1ଷ െ 3 ൉ 1 ൌ െ1 ൏ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0  quan  𝑥 ∈ ቆ0, ට3

2ቇ 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ሺ𝑥ሻ  és 

decreixent quan 𝑥 ∈ ቆ0, ට3
2ቇ. 

 𝑥 ൌ 2
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2 ൉ 2ଷ െ 3 ൉ 2 ൌ 10 ൐ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0  quan  𝑥 ∈ ቆට3

2 , ∞ቇ 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ሺ𝑥ሻ  és 

creixent quan 𝑥 ∈ ቆට3
2 , ∞ቇ. 

Amb el que podem afirmar que a l’interval ሾ0, 2ሿ la funció 𝑓ሺ𝑥ሻ té un mínim absolut quan 𝑥 ൌ ට3
2 . 

 Les coordenades del punt seran: ൭ට3
2 , 4 െ ቆට3

2ቇ
ଶ

൱ ൌ ቆට3
2 , 4 െ 3

2ቇ ൌ ቆට3
2 , 5

2ቇ 

 La  longitud  de  l’accés  serà:  𝑓 ቆට3
2 ቇ ൌ ඨቆට3

2 ቇ
ସ

െ 3 ቆට3
2 ቇ

ଶ

൅ 4 ൌ ට9
4 െ 3 ൉ 3

2 ൅ 4 ൌ

 ට9
4 െ 9

2 ൅ 4 ൌ 

ටെ 9
4 ൅ 4 ൌ ට7

2 ൌ
ඥ14

2  u.  

(*) Com que  la  funció 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥 és una funció creixent,  la  funció 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 assoleix els 
màxims i els mínims en els mateixos valors de x que la funció ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 (sempre i quan 

𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 ൒ 0, com és el cas), llavors podríem haver fet el problema buscant els punts singulars de 

ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4  en  lloc  dels  de  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4.  (La  resolució  se  simplifica,  sobretot  a 
l’hora de comprovar quin dels punts singulars és el mínim, fent servir el criteri de la segona derivada). 

El punt del camí demanat és: ቆට𝟑

𝟐
,

𝟓

𝟐
ቇ i la distància del punt a la cova és:  √

𝟏𝟒

𝟐
 u.
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Problema B.3: 

 

          
 

Solució apartat a) 

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché‐Fröbenius, que compara el rang de la matriu del 
sistema amb el rang de la matriu ampliada. 

 

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del paràmetre a: 

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldrà dir que les tres files i columnes de la matriu 
són linealment independents i per tant el rang de la matriu serà 3. Si el determinant queda igual a zero, 
voldrà dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinació lineal de les altres i el 
rang de la matriu serà més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul∙la el determinant de la 
matriu:  

𝐴 ൌ ൭
𝑎 1 0
1 𝑎 1
1 2 1

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ |𝐴| ൌ 𝑎ଶ ൅ 1 െ ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 𝑎ଶ െ 2𝑎.   

|𝐴| ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑎ሺ𝑎 െ 2ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ቊ

𝑎 ൌ 0
𝑎 െ 2 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 2  

Llavors: 

 Si 𝑎 ∈ ℝ\ሼ0, 2ሽ (Si a és un nombre real excepte 0 i 2), el determinant de la matriu serà diferent de 
zero i per tant el rang de la matriu serà 3. 

 Si 𝑎 ൌ 0, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a 
per 0: 

 𝐴 ൌ ൭
0 1 0
1 0 1
1 2 1

൱  si fem ቚ0 1
1 0

ቚ ൌ 0 െ 1 ൌ െ1 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 

 Si 𝑘 ൌ 2, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a 
per 2: 

𝐴 ൌ ൭
2 1 0
1 2 1
1 2 1

൱  si fem ቚ2 1
1 2

ቚ ൌ 4 െ 1 ൌ 3 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 

 
ii) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del paràmetre k: 

 Si 𝑎 ∈ ℝ\ሼ0, 2ሽ, com que la matriu 𝐴̅ és d’ordre 3 x 4,  rg(𝐴̅) ൑ 3, com que la matriu 𝐴 ⊂ 𝐴̅,   

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 
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rg(𝐴̅) ൒ 3; per tant rg(𝐴̅) = 3. 

 Si 𝑎 ൌ 0, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
0 1 0 0
1 0 1 5
1 2 1 5

൱
ிభ↔ிమ

ሱ⎯⎯ሮ ൭
1 0 1 5
0 1 0 0
1 2 1 5

൱
 ிయୀிభିிయ          
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 0 1 5
0 1 0 0
0 െ2 0 0

൱
ிయୀଶிమାிయ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 0 1 5
0 1 0 0
0 0 0 0

൱  

Llavors: rg(𝐴̅) = 2. 
 Si 𝑎 ൌ 2, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
2 1 0 2
1 2 1 5
1 2 1 5

൱
஼௢௠ ௤௨௘ 

ிమୀிయ

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭
2 1 0 2
1 2 1 5
0 0 0 0

൱
  ிమୀிభିଶிమ  
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

2 1 0 2
0 െ3 െ2 െ8
0 0 0 0

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ rg(𝐴̅) = 2. 

iii) Discussió del sistema amb el Tª de Rouché‐Fröbenius: 

 Si 𝑎 ∈ ℝ\ሼ0, 2ሽ, tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐷. 

 Si  𝑎 ൌ 0,  tenim  que  𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 2 ൏ 3 ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐼  amb  1  grau  de 

llibertat. 

 Si  𝑎 ൌ 2,  tenim  que  𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 2 ൏ 3 ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐼  amb  1  grau  de 

llibertat. 

• Si 𝒂 ∈ ℝ\ሼ𝟎, 𝟐ሽ ,  el sistema és compatible determinat. 

• Si 𝒂 ൌ 𝟎,  el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. 

• Si 𝒂 ൌ 𝟐 ,  el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. 

 

Solució apartat b) 

Quan 𝑎 ൌ 2, el sistema queda: ൝
2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2

𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5

 

Per l’apartat anterior sabem que la matriu ampliada del sistema després d’aplicar Gauss queda: 

 ൭
2 1 0 2
0 െ3 െ2 െ8
0 0 0 0

൱ llavors el sistema d’equacions inicial és equivalent al sistema d’equacions: 

൜
2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2

െ3𝑦 െ 2𝑧 ൌ െ8 , fem 𝑧 ൌ 𝑡 i aïllem la 𝑦 de la segona equació: െ3𝑦 െ 2𝑡 ൌ െ8
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ െ 3𝑦 ൌ 2𝑡 െ 8 

𝑦 ൌ 2𝑡െ8
െ3 ൌ 8െ2𝑡

3  . Substituïm 𝑦 a la primera equació i aïllem la 𝑥: 2𝑥 ൅ 8െ2𝑡
3 ൌ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ   

6𝑥 ൅ 8 െ 2𝑡 ൌ 6
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 6𝑥 ൌ 2𝑡 ൅ 6 െ 8

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 2𝑡െ2

6                
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 𝑡െ1

3 .  

La solució del sistema en el cas 𝒂 ൌ 𝟐 és: ሺ
𝒕ି𝟏

𝟑
,

𝟖ି𝟐𝒕

𝟑
, tሻ 𝒂𝒎𝒃 𝒕 ∈ ℝ
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Problema B.4: 

 
 

         
 

Solució apartat a) 

Als punts de la corba on la tangent a 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ és horitzontal, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0. Llavors calculem  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ i mi‐
rem per a quins valors de 𝑥 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0: 

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ 1
𝑥2 ൉ lnሺ𝑥ሻ ൅ 1

𝑥 ൉ 1
𝑥 ൌ െ 1

𝑥2 ൉ lnሺ𝑥ሻ ൅ 1
𝑥2 ൌ 1

𝑥2 ሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 1

𝑥2 ሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 1 െ lnሺ𝑥ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lnሺ𝑥ሻ ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 𝑒.  

 Les coordenades del punt demanat seran: ൫𝑒, 𝑓ሺ𝑒ሻ൯ ൌ ቀ𝑒, 1
𝑒 ൉ lnሺ𝑒ሻቁ ൌ ቀ𝑒, 1

𝑒ቁ. 

 

Per saber si quan 𝑥 ൌ 𝑒   𝑓ሺ𝑥ሻ té un extrem relatiu  i saber de quin tipus és, estudiarem el signe de la 
derivada als intervals ሺ0, 𝑒ሻ 𝑖 ሺ𝑒, ൅∞ሻ: 

 Si  𝑥 ൌ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 1

12 ሺ1 െ ln ሺ1ሻሻ ൌ 1ሺ1 െ 0ሻ ൌ 1 ൐ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝑖 𝑥 ∈ ሺ0, 𝑒ሻ, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0  llavors 

𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ0, 𝑒ሻ, 𝑓ሺ𝑥ሻ és creixent.  

 Si  𝑥 ൌ 𝑒ଶ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑒ଶሻ ൌ 1

𝑒4 ሺ1 െ ln ሺ𝑒ଶሻሻ ൌ 1
𝑒4 ሺ1 െ 2ሻ ൌ െ 1

𝑒4 ൏ 0
              
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑆𝑖 𝑥 ∈ ሺ𝑒, ൅∞ሻ, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏

0 llavors 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ𝑒, ൅∞ሻ, 𝑓ሺ𝑥ሻ és decreixent. 

Ara podem dir que quan 𝑥 ൌ 𝑒,  𝑓ሺ𝑥ሻ té un màxim relatiu. 

Les coordenades del punt demanat són: ቀ𝒆,
𝟏

𝒆
ቁ i és un màxim relatiu. 

 

Solució apartat b) 

Com que 𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 0 quan 𝑥 ∈ ሺ1, 𝑒ሻ l’àrea demanada és la solució de la següent integral definida: 

න
1
𝑥

൉ lnሺ𝑥ሻ
௘

ଵ
𝑑𝑥 ൌ ቈ

lnଶሺ𝑥ሻ
2

቉
ଵ

௘

ൌ
lnଶሺ𝑒ሻ

2
െ

lnଶሺ1ሻ
2

ൌ
1
2

𝑢ଶ 

L’àrea demanada és  
𝟏

𝟐
 𝒖𝟐.   
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Problema B.5: 

 

          
 
Solució apartat a) 

Un vector director de 𝑟 és 𝑣⃗ ൌ ሺ2, െ2, 1ሻ i  un punt de 𝑟 és 𝑄 ൌ ሺ1, 3, 0ሻ. 

Un vector director de 𝑠 és 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0, െ1ሻ i  un punt de 𝑠 és 𝑃 ൌ ሺ2, െ5, 1ሻ. 

 Com que els vectors no són proporcionals ቀെ1
2 ് 0

െ2 ് െ1
1 ቁ les rectes no poden ser ni paral∙leles ni 

coincidents. Ens queden les possibilitats que siguin secants o que es creuin. 

 

 Si són secants, també són coplanàries, llavors qualsevol vector que vagi d’un punt d’una de les rectes 
a  un  punt  de  l’altra  recta,  estarà  al  mateix  pla  on  es  troben  les  rectes,  de  manera  que  serà 
combinació lineal dels vectors directors de les rectes, llavors al fer el rang de la matriu formada pels 

vectors 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑖 𝑢ሬ⃗  ens quedarà rang 2.   

 

 Si es creuen, un vector que vagi d’un punt d’una de les rectes a un punt de l’altra recta i els vectors 
directors de  les  rectes,  seran  linealment  independents, de manera que al  fer el  rang de  la matriu 

formada pels vectors 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑖 𝑢ሬ⃗  ens quedarà rang 3.  

 

 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 0ሻ െ ሺ2, െ5, 1ሻ ൌ ሺെ1, 8, െ1ሻ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ อ

െ1 8 െ1
2 െ2 1

െ1 0 െ1
อ ൌ െ2 െ 8— 2 െ 16 ൌ 8 ് 0  Amb  el 

que el rang de la matriu formada per 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑖 𝑢ሬ⃗  és 3 i les rectes es creuen. 

 

(També podríem haver trobat les equacions cartesianes de les rectes i estudiar el rang del sistema que 
formen  les equacions  juntes, ens quedaria que el  rang de  la matriu del  sistema és 3  i el de  la matriu 
ampliada és 4 el que implica que les rectes es creuen). 

 

Les rectes es creuen. 

 

 

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 
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Solució apartat b) 

El vector perpendicular al pla que ens demanen és perpendicular als vectors directors de les rectes, de 
manera que el podem trobar fent: 𝑛ሬ⃗ ൌ 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗: 

𝑛ሬ⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
2 െ2 1

െ1 0 െ1
ቮ ൌ 2𝚤 െ 𝚥 െ ൫2𝑘ሬ⃗ െ 2𝚥൯ ൌ 2𝚤 ൅ 𝚥 െ 2𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ 

Llavors el pla demanat serà de la forma: 𝜋: 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, com que conté a la recta 𝑠 passarà pel 
punt ሺ2, െ5, 1ሻ, de manera que: 2 ൉ 2 െ 5 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝐷 ൌ 3  i  el pla demanat és: 

𝜋: 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 3 ൌ 0 

(També  podríem  haver  trobat  l’equació  del  pla  amb  la  fórmula:  อ
𝑥 െ 𝑥଴ 𝑦 െ 𝑦଴ 𝑧 െ 𝑧଴

𝑣ଵ 𝑣ଶ 𝑣ଷ
𝑢ଵ 𝑢ଶ 𝑢ଷ

อ ൌ 0;  en 

aquest cas: อ
𝑥 െ 2 𝑦 ൅ 5 𝑧 െ 1

2 െ2 1
െ1 0 െ1

อ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 3 ൌ 0). 

L’equació del pla demanat és: 𝟐𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟐𝒛 ൅ 𝟑 ൌ 𝟎. 
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Problema B.6: 

 

          
Solució apartat a) 

 Continuïtat: Com que les funcions polinòmiques són contínues en ℝ, el que hem de veure és que a 
l’interval ሾ0,2ሿ 𝑓ሺ𝑥ሻ comença i acaba al mateix valor: 

൜
𝑓ሺ0ሻ ൌ 0ଷ െ 3 ൉ 0ଶ ൅ 2 ൉ 0 ൅ 1 ൌ 1                                   
𝑓ሺ2ሻ ൌ 2ଷ െ 3 ൉ 2ଶ ൅ 2 ൉ 2 ൅ 1 ൌ 8 െ 12 ൅ 4 ൅ 1 ൌ 1                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑓ሺ2ሻ les rajoles s’ajunten de 

manera contínua. 
 Derivabilitat: Com que les funcions polinòmiques són derivables en ℝ, i de derivada contínua, el que 

hem de veure és que al punt on s’ajunten les rajoles el pendent amb el que s’arriba ሺ𝑓ᇱሺ2ሻሻ, és el 
mateix pendent amb el que se surt ሺ𝑓ᇱሺ0ሻሻ: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 2
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ൜

𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 3 ൉ 0ଶ െ 6 ൉ 0 ൅ 2 ൌ 2                             
𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 3 ൉ 2ଶ െ 6 ൉ 2 ൅ 2 ൌ 12 െ 12 ൅ 2 ൌ 2                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 𝑓′ሺ2ሻ 

Les rajoles s’ajunten de manera derivable. 
Solució apartat b) 
L’àrea fosca és l’àrea entre la funció i l’eix OX des de 𝑥 ൌ 0 fins a 𝑥 ൌ 2, llavors vindrà donada per la 
següent integral definida: 

න ሺ𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 1ሻ
ଶ

଴
𝑑𝑥 ൌ ቈ

𝑥ସ

4
െ 𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൅ 𝑥቉

଴

ଶ

ൌ ቈቆ
2ସ

4
െ 2ଷ ൅ 2ଶ ൅ 2ቇ െ ቆ

0ସ

4
െ 0ଷ ൅ 0ଶ ൅ 0ቇ቉ ൌ 

ൌ 4 െ 8 ൅ 4 ൅ 2 ൌ 2 𝑑𝑚ଶ  
Com que la rajola té àrea = 2 𝑑𝑚 ൈ 2 𝑑𝑚 ൌ  4 𝑑𝑚ଶ queda provat que: 

La funció divideix la rajola en dues parts amb la mateixa superfície. 

(També es podria haver justificat veient que la funció és simètrica respecte el centre de la rajola, per 
exemple comprovant que 𝑓ሺ1 െ 𝑥ሻ ൌ 2 െ 𝑓ሺ1 ൅ 𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ). 


