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Ejercicio E1: 

Se considera el sistema de ecuaciones lineales: ൝
𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 0     
𝑥 െ 𝑧 ൌ 0               
2𝑥 ൅ 𝑎𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0

. 

𝑎ሻ Estudie la existencia y número de soluciones según los valores del parámetro 𝑎. 

𝑏ሻ Resuélvalo, si es posible, para el valor del parámetro 𝑎 ൌ െ1. 

Solución: 

a) Primero se pone el sistema de ecuaciones de forma matricial 𝐴⁢𝑋 ൌ 𝑣 

൭
1 െ1 𝑎
1 0 െ1
2 𝑎 െ2

൱ ∙ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱, 

y  después  se  estudia  la  inversa  de  A.  Es  un  sistema  homogéneo.  Empezamos  por  calcular  el 
determinante de A e igualarlo a cero: 

|A| = อ
1 െ1 𝑎
1 0 െ1
2 𝑎 െ2

อ = 𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൌ 𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 0 

Resolviendo la ecuación se deduce que el determinante será cero cuando 𝑎 ൌ െ1 o cuando 𝑎 ൌ 0. Se 
presentan dos casos: 

1. 𝑎 ൌ െ1 o 𝑎 ൌ 0  → El sistema es compatible indeterminado porque el rango de la matriz es me‐
nor de tres, el número de incógnitas. 

2. 𝑎 ് െ1 y 𝑎 ് 0 → El sistema es determinado porque el rango de la matriz es tres. Pero la única 
solución, es la solución trivial: 𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 ൌ 0 

Si 𝑎 ൌ െ1 o 𝑎 ൌ 0 existen infinitas soluciones. Si 𝑎 ് െ1 y 𝑎 ് 0 sólo existe la solución 
trivial: 𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 ൌ 0 

 

b) Para 𝑎 ൌ െ1 → ൭
1 െ1 െ1
1 0 െ1
2 െ1 െ2

൱ ∙ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱ → ൝
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑥 ൌ 0     

𝑥 ൌ 𝑧               
2𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑥 ൌ 0

→ ൝
െ𝑦 ൌ 0     

𝑥 ൌ 𝑧 
െ𝑦 ൌ 0

→ ቊ
𝑥 ൌ 𝑡
𝑦 ൌ 0
𝑧 ൌ 𝑡

 

Tiene infinitas soluciones distintas de la trivial. 

ቊ
𝑥 ൌ 𝑡
𝑦 ൌ 0
𝑧 ൌ 𝑡
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Ejercicio E2: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ቀ𝑎 ൅ 1 1
𝑎 െ 3 𝑎 െ 3

ቁ: 

𝑎ሻ Indique para qué valores de 𝑎 existe la matriz inversa 𝐴ିଵ. 

𝑏ሻ Si 𝑎 ൌ 4, 𝐵 ൌ ቀ2 0
1 1

ቁ , 𝐶 ൌ ቀ1 1
0 2

ቁ, encuentre la matriz 𝑋 que verifica la siguiente ecuación:  

𝐵 ൅ 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶. 

Solución: 

a) La condición para que sea invertible es |A|≠ 0, calculando el determinante e igualando a cero se 
obtiene: 

ቚ𝑎 ൅ 1 1
𝑎 െ 3 𝑎 െ 3

ቚ = ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ∙ ሺ𝑎 െ 3ሻ െ 1 ∙ ሺ𝑎 െ 3ሻ = ሺ𝑎 െ 3ሻ ∙ 𝑎 ൌ 0. 

Resolviendo para 𝑎, se obtiene 𝑎 ൌ 0 y 𝑎 ൌ 3, de manera que es invertible para 𝑎 ് 0 y 𝑎 ് 3. 

Existe la matriz inversa 𝐴ିଵ para 𝑎 ് 0 y 𝑎 ് 3 

 

b) Calculamos la matriz inversa de ቀ5 1
1 1

ቁ → ଵ

ସ
ቀ 1 െ1

െ1 5
ቁ  

Resolviendo la ecuación matricial 𝐵 ൅ 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶, resulta: 

𝐵 ൅ 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶 → 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶 െ 𝐵 → 𝑋 ൌ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ ∙ 𝐴ିଵ, y en forma matricial: 

𝑋 = ቆቀ1 1
0 2

ቁ െ ቀ2 0
1 1

ቁቇ ∙ ቀ 0.25 െ0.25
െ0.25 1.25

ቁ ൌ ቀെ1 1
െ1 1

ቁ ∙ ቀ 0.25 െ0.25
െ0.25 1.25

ቁ = ቀെ0.5 1.5
െ0.5 1.5

ቁ, 

que es el resultado solicitado. 

𝑋 ൌ ቀെ0.5 1.5
െ0.5 1.5

ቁ ൌ
1
2

ቀെ1 3
െ1 3

ቁ 
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Ejercicio E3: 

Sean el  plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0,  la  recta 𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
𝑧 ൅ 1 ൌ 0

  y 𝐴ሺ1, 3, െ1ሻ. Halla  la  ecuación del 

plano 𝛽 que pasa por A, es paralelo a 𝑟 y perpendicular a 𝜋. 

Solución: 

La recta perpendicular al plano 𝜋 está definida por el vector normal al plano 𝑣ଵ ൌ ሺ1, െ2, 2ሻ, que será 
uno de los vectores de orientación del plano. 

El otro vector de orientación del plano debe coincidir con el vector director de  la recta 𝑟 para que el 
plano resultante final sea paralelo. Para hallar el vector de 𝑟, se puede utilizar el producto vectorial de 
los vectores normales de los planos que la definen, así: 

𝑣ଶ ൌ ሺ1, െ1,0ሻ ൈ ሺ0,0,1ሻ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 0
0 0 1

อ ൌ ൅ ቚെ1 0
0 1

ቚ ⋅ 𝑖 െ ቚ1 0
0 1

ቚ ⋅ 𝑗 ൅ ቚ1 െ1
0 0

ቚ ⋅ 𝑘 ൌ െ1𝑖 െ 1𝑗 ൅ 0𝑘 ൌ

ሺെ1, െ1,0ሻ. 

Otra forma, puede ser escribir la ecuación paramétrica de la recta r: 

𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
𝑧 ൅ 1 ൌ 0

→ ቊ
𝑥 ൌ 𝑦
𝑦 ൌ 𝑦
𝑧 ൌ 1

 

La recta 𝑟 pasa por el punto (0, 0, 1) y tiene como vector director (1, 1, 0), que es igual que el anterior, 
pero de signo opuesto, y define la misma recta. Se usará el primer resultado. 

El plano perpendicular a 𝜋,  paralelo a 𝑟, y que pasa por A, está definida como: 

𝜋൫𝑃; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 3 𝑧 ൅ 1

1 െ2 2
െ1 െ1 0

อ ൌ 0 ൌ െ2ሺ𝑦 െ 3ሻ െ 3ሺ𝑧 ൅ 1ሻ ൅ 2ሺ𝑥 െ 1ሻ

ൌ െ2𝑦 ൅ 6 െ 3𝑧 െ 3 ൅ 2𝑥 െ 2 

Y la solución final para el plano solicitado es: 

𝜋 ≡ 2𝑥 െ 2𝑦 െ 3𝑧 ൅ 1 ൌ 0 

Se comprueba que pasa por el punto A: 

2 ⋅ 1 െ 2 ⋅ 3 െ 3 ⋅ ሺെ1ሻ ൅ 1 ൌ 0 
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Ejercicio E4: 

Dados el punto 𝐴ሺ1, 2, 4ሻ y la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଵ

ଵ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
: 

𝑎ሻ Halla un punto B de la recta 𝑟 de forma que el vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  sea paralelo al plano de ecuación 

 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 0 

𝑏ሻ Halla un vector 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ perpendicular a 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ 𝑦 𝑣⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ. 

Solución: 

a) Primero encontramos el plano paralelo a 𝜋 que pase por el punto 𝐴ሺ1, 2, 4ሻ. Como tenemos el 
vector normal ሺ1, 0, 2ሻ y el punto 𝐴ሺ1, 2, 4ሻ, el plano que buscamos será: 

𝜌 ≡ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 2 ⋅ ሺ𝑧 െ 4ሻ ൌ 𝑥 ൅ 2𝑧 െ 9 ൌ 0. 

Ahora,  el  punto buscado  será  la  intersección de  la  recta 𝑟  con el plano 𝜌.  Para  resolver, hallamos  la 
expresión de la recta en forma implícita: 

൜
𝑥 െ 1 ൌ 2𝑦 െ 2
𝑧 െ 1 ൌ 2𝑦 െ 2 → ൜

𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1
𝑧 െ 2𝑦 ൌ െ1, 

y planteamos el sistema de ecuaciones: 

൝
𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 9

𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1
𝑧 െ 2𝑦 ൌ െ1

 

Su solución nos da el punto buscado 𝐵ሺ3, 2, 3ሻ. 

𝐵ሺ3, 2, 3ሻ 

 

b) El  producto  vectorial  de  𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ 𝑦 𝑣⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ  resulta  perpendicular  a  ambos,  por  lo 
tanto, 

𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ ൈ ሺ2, 1, 0ሻ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 0 െ1
2 1 0

อ ൌ ቚ0 െ1
1 0

ቚ ⋅ 𝑖 െ ቚ1 െ1
2 0

ቚ ⋅ 𝑗 ൅ ቚ1 0
2 1

ቚ ⋅ 𝑘 ൌ 1𝑖 െ 2𝑗 ൅ 𝑘 ൌ

ሺ1, െ2, 1ሻ, 

por tanto, la solución es 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2,1ሻ 

𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, 1ሻ 
Comprobación:  

Calculamos los productos escalares 

𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ ∙ ሺ1, െ2, 1ሻ ൌ 1 ൅ 0 െ 1 ൌ 0 
𝑣⃗ ∙ 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ ∙ ሺ1, െ2, 1ሻ ൌ 2 െ 2 ൅ 0 ൌ 0 
Como valen cero, los vectores son ortogonales 
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Ejercicio E5: 

Representar  gráficamente  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫,  calculando  previamente  sus  extremos  relativos, 
intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus asíntotas. 

Solución: 

Lo primero es calcular la derivada de la función e igualar a cero: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ ൅ 𝑒௫ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻ = 0. 

Resolviendo  la  ecuación  se  obtiene  un  valor,  𝑥 ൌ െ1,  ya  que  𝑒௫ es  siempre  distinto  de  cero,  que 
corresponde a la abscisa de posibles máximos o mínimos. 

Derivando por segunda vez, se obtiene: 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ ൅ 2𝑒௫ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥 ൅ 2ሻ ,  

y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta: 

𝑓′′ሺെ1ሻ ൌ 𝑒ିଵ ൐ 0 → mínimo  en  𝑥 ൌ െ1,  de  ordenada 𝑓ሺെ1ሻ ൌ െ𝑒ିଵ ൌ ିଵ

௘
.  Como  hay  un mínimo 

global en 𝑥 ൌ െ1, la función es decreciente para 𝑥 ൏ െ1 y la función es creciente para 𝑥 ൐ െ1. 

Mínimo: ሺെ1,
ିଵ

௘
ሻ. Creciente: 𝑥 ∈ ሺെ1, ൅∞ሻ. Decreciente: 𝑥 ∈ ሺെ∞, െ1ሻ 

Por ser exponencial, crece a ritmo exponencial para números positivos y  tiende a cero para números 
negativos,  así  que  tendrá  una  asíntota  que  tiende  a  cero  hacia  a  la  izquierda  de  െ1,  y  un 
comportamiento exponencial a la derecha, pasando por el punto (0,0), ya que 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0. 

Igualando a cero la derivada segunda hay un punto de inflexión para 𝑥 ൌ  െ2; ቀെ2, െ ଶ

௘మቁ. Concavidad: 

𝑥 ∈ ሺെ∞, െ2ሻ. Convexidad ሺ∪ሻ: 𝑥 ∈ ሺെ2, ൅∞ሻ 

El gráfico es el siguiente: 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Jorge Muñoz Yañez‐Barnuevo 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)203 

Ejercicio E6: 

Demuestre que la ecuación 𝑥ଷ െ 12𝑥 ൌ െ2 tiene una solución en el intervalo ሾെ2, 2ሿ y pruebe además 
que esa solución es única. 

Solución: 

Pondremos la ecuación en forma de función para observar cuando se cumple la ecuación propuesta: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 12𝑥 ൅ 2 

Teorema de Bolzano: “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y toma valores de distinto signo en los 
extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

Es una función continua en toda la recta real pues es una función polinómica.  

𝑓ሺെ2ሻ ൌ ሺെ2ሻଷ െ 12ሺെ2ሻ ൅ 2 ൌ െ8 ൅ 24 ൅ 2 ൐ 0 

𝑓ሺ2ሻ ൌ ሺ2ሻଷ െ 12ሺ2ሻ ൅ 2 ൌ 8 െ 24 ൅ 2 ൏ 0 

Tiene distinto signo en los extremos del intervalo, luego por el teorema de Bolzano sabemos que se 
anula en algún punto del interior del intervalo:  

𝑥ଷ െ 12𝑥 ൅ 2 ൌ 0 → 𝑥ଷ െ 12𝑥 ൌ െ2 en algún punto del intervalo ሾെ2, 2ሿ 

Podemos analizar el resto de raíces del polinomio: 

Lo primero es calcular la derivada de la función e igualar a cero: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ െ 12 

Resolviendo la ecuación se obtienen dos valores, ሾ𝑥 ൌ 2, 𝑥 ൌ െ2ሿ, que corresponden a las abscisas que 
tienen máximos o mínimos. 

Derivando por segunda vez, se obtiene 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑥, y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta: 

1. 𝑓ᇱᇱሺ2ሻ ൌ 12 ൐ 0, Positivo → mínimo en 𝑥 ൌ 2. 

2. 𝑓ᇱᇱሺെ2ሻ ൌ െ12 ൏ 0 . Negativo → máximo en 𝑥 ൌ െ2. 

Como hay un máximo en 𝑥 ൌ െ2, la función es creciente si 𝑥 ൏ െ2 y decreciente si 𝑥 ൐ െ2. 

Como hay un mínimo en 𝑥 ൌ 2, la función es decreciente si 𝑥 ൏ 2 y creciente si 𝑥 ൐ 2. 

Por ser de tercer orden, hay tres intervalos con la misma tendencia y dos cambios en la 
tendencia, que coinciden con el máximo y mínimo relativos. Las tendencias son, por 
orden de abscisas:  

ሺെ∞, െ2ሻ creciente; ሺെ2, 2ሻ decreciente; ሺ2, ൅∞ሻ creciente. 

Como no hay más cambios en la función, y el valor de 𝑓ሺ𝑥ሻ cambia de signo, 
obligatoriamente hay una única raíz en el intervalo ሾെ2, 2ሿ. 

Como 𝑓ሺ2ሻ ൌ  െ14 es negativa y creciente, tiene que haber una raíz fuera del intervalo 
por la derecha, en ሺ2, ൅∞ሻ. Al ser 𝑓ሺെ2ሻ ൌ  18 positiva y creciente, tiene que haber otra 
raíz a la izquierda de െ2, en ሺെ∞, െ2ሻ. Como el polinomio de tercer grado tiene un 
máximo de tres raíces, y dos están fuera del intervalo ሾെ2, 2ሿ, se puede asegurar que la 
raíz es única en ese intervalo. 
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Ejercicio E7: 

𝑎ሻ Calcular: lim
௫→଴

௘ೣି௖௢௦ ௫ି௫

௘ೣା௦௘௡ ௫ିଵ
. 

𝑏ሻ Calcular: 𝐼 ൌ ׬ ሺ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥ሻ
ഏ
మ

଴ ൉ 𝑑𝑥. 

Solución: 

a) Primero  hallamos  el  límite  en  cero  como  se  anula  el  numerador  y  el  denominador, 
indeterminado. 

Usando la regla de L’Hôpital resulta  

lim
௫→଴

௘ೣି௖௢௦ ௫ି௫

௘ೣା௦௘௡ ௫ିଵ
ൌ lim

௫→଴

௘ೣା௦௘௡ሺ௫ሻିଵ

௘ೣାୡ୭ୱ ሺ௫ሻ
ൌ ௘బା௦௘௡ሺ଴ሻିଵ

௘బାୡ୭ୱ ሺ଴ሻ
ൌ ଵା଴ିଵ

ଵାଵ
ൌ ଴

ଶ
ൌ 0.. 

lim
௫→଴

𝑒௫ െ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 െ 𝑥
𝑒௫ ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ 1

ൌ 0 

 

b) Calculando la integral indefinida para la función resulta: 

 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ െ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ 

Ahora sustituyendo los valores para la integral definida: 

 ቂ𝑠𝑖𝑛 ቀగ

ଶ
ቁ െ 𝑐𝑜𝑠 ቀగ

ଶ
ቁቃ െ ሾ𝑠𝑖𝑛ሺ0ሻ െ 𝑐𝑜𝑠ሺ0ሻሿ ൌ ሾ1 െ 0ሿ െ ሾ0 െ 1ሿ ൌ ൅2 

𝐼 ൌ න ሺ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥ሻ

గ
ଶ

଴
൉ 𝑑𝑥 ൌ 2 
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Ejercicio E8: 

𝑎ሻ Calcule los puntos de corte de las gráficas 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

௫
 𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 𝑥. 

𝑏ሻ Sabiendo que en el intervalo ሾ1, 2ሿ se verifica que 𝑔ሺ𝑥ሻ ൒ 𝑓ሺ𝑥ሻ calcular el área del recinto limitado 
por las gráficas de ambas funciones en dicho intervalo. 

Solución: 

𝑎ሻ Resolvemos la ecuación: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ  → ଶ

௫
ൌ 3 െ 𝑥;   2 ൌ 3𝑥 െ 𝑥ଶ;  𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0;  

  𝑥 ൌ
3 േ √9 െ 8

2
ൌ

3 േ 1
2

→ 𝑥 ൌ 1; 𝑥 ൌ 2 →  𝑓ሺ1ሻ ൌ 2;  𝑓ሺ2ሻ ൌ 1: 

Los puntos de corte son ሺ1, 2ሻ 𝑦 ሺ2, 1ሻ 

 

 𝑏ሻ El área pedida es la integral definida: 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ
ଶ

ଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ න ൬3 െ 𝑥 െ

2
𝑥

൰
ଶ

ଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ ቈ3𝑥 െ

𝑥ଶ

2
െ 2𝐿𝑥቉

ଵ

ଶ

ൌ 

ቀ3 ൉ 2 െ
ଶమ

ଶ
െ 2𝐿2ቁ െ ቀ3 ൉ 1 െ

ଵమ

ଶ
െ 2𝐿1ቁ ൌ 6 െ 2 െ 2𝐿2 െ 3 ൅

ଵ

ଶ
൅ 0 ൌ

ଷ

ଶ
െ 2𝐿2 ൌ 0.1137. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ ൬
3
2

െ 2𝐿2൰ 𝑢ଶ ൌ 𝟎. 𝟏𝟏𝟑𝟕 𝒖𝟐 
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Ejercicio E9: 

El peso de los alumnos de 2º de bachillerato de un instituto de León, sigue una distribución normal, de 
media 75 kg y desviación típica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular la probabilidad de que: 

𝑎ሻ Tenga un peso entre 70 y 80 kg. 

𝑏ሻ Tenga un peso superior a 85 kg. 

Solución: 

Nos dicen que es una distribución normal de media 𝜇 ൌ 75 y desviación típica 𝜎 ൌ 5. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ75;  5ሻ. 

Tipificamos la variable: 𝑍 ൌ ௑ି଻ହ

ହ
. 

a) 𝑃ሺ70 ൑ 𝑋 ൑ 80ሻ ൌ 𝑃 ቀ଻଴ି଻ହ

ହ
൑ 𝑍 ൑ ଼଴ି଻ହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺെ1 ൑ 𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻሿ ൌ

2 ൉ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൌ 2 ൉ 0.8413 െ 1 ൌ 1.6826 െ 1 ൌ 0.6826. 

Buscando en la tabla se obtiene 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 0.8413, que hemos sustituido. 

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso entre 70 y 80 kg es de 
0.6826. 

 

b) 𝑃ሺ𝑋 ൐ 85ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଼ହି଻ହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ 0.0228. 

Ahora buscando en la tabla, se obtiene 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 0.9772, que hemos sustituido. 

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso superior a 85 kg es de 
0.0228. 
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Ejercicio E10: 

La probabilidad de que a un puerto  llegue un barco de  tonelaje  bajo, medio o alto es 0.6,  0.3  y 0.1, 
respectivamente.  La  probabilidad  de  que  necesite  mantenimiento  en  el  puerto  es  de  0.25  para  los 
barcos de bajo tonelaje, 0.4 para los de tonelaje medio y 0.6 para los de tonelaje alto. 

𝑎ሻ Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento. 

𝑏ሻ Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje medio. 

Solución: 

Llamamos B al suceso de que el barco sea de tonelaje bajo, 𝑀 que lo sea, medio, y A que lo sea alto. 
Llamamos N al suceso de que necesite mantenimiento, y noN a que no lo necesite. 

Confeccionamos un diagrama de árbol con los datos del problema: 

 

 

a) 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀 ∩ 𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝑁ሻ ൌ 0.6 ൉ 0.25 ൅ 0.3 ൉ 0.40 ൅ 0.1 ൉ 0.60 ൌ 0.15 ൅
0.12 ൅ 0.06 ൌ 0.33.  

Si llega un barco a puerto, la probabilidad de que necesite mantenimiento es 0.33. 

 

b) Ahora nos piden la probabilidad condicionada: 𝑃ሺ𝑀/𝑁ሻ. Sabemos que: 𝑃ሺ𝑀/𝑁ሻ ൌ ௉ሺெ∩ேሻ

௉ሺேሻ
. En el 

apartado anterior ya hemos calculado 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ 0.33. 

𝑃ሺ𝑀/𝑁ሻ ൌ ௉ሺெ∩ேሻ

௉ሺேሻ
ൌ ଴.ଷ ൉ ଴.ସ

଴.ଷଷ
ൌ ଴.ଵଶ଴

଴.ଷଷ
ൌ 0.3636. 

Si un barco ha necesitado mantenimiento, la probabilidad de que sea de tonelaje medio 
es de 0.3636. 
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Ejercicio E1: 

𝑎ሻ Discutir el sistema de ecuaciones lineales: ൝
𝜆𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1       
𝑥 ൅ 𝜆𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2  

, según los valores del parámetro 𝜆. 

𝑏ሻ Resolverlo para 𝜆 ൌ 1. 

Solución: 

𝑎ሻ Escribimos las matrices de los coeficientes y la ampliada: 

 𝑀 ൌ ൭
𝜆 1 0
1 𝜆 1
1 1 1

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
𝜆 1 0
1 𝜆 1
1 1 1

    
1
2
2

൱. 

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes: 

|𝑀| ൌ อ
𝜆 1 0
1 𝜆 1
1 1 1

อ ൌ 𝜆ଶ ൅ 1 െ 𝜆 െ 1 ൌ 0;  𝜆ଶ െ 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 1. 

Si 𝜆 ് 0 o 𝜆 ് 1 el rango de la matriz 𝑀 es 3, igual al rango de la matriz ampliada, e igual al número de 
incógnitas, luego el sistema es compatible y determinado. 

Si  𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 0
1 0 1
1 1 1

    
1
2
2

൱ ⇒ อ
0 1 1
1 0 2
1 1 2

อ ൌ 1 ൅ 2 െ 2 ൌ 1 ് 0.  El  rango  de  la  matriz 

ampliada es 3, mientras que el de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es incompatible. 

Si  𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 0
1 1 1
1 1 1

    
1
2
2

൱ Su rango es 2, igual al de la matriz de los coeficientes luego el 

sistema es compatible indeterminado. 

Si 𝜆 ് 0 o 𝜆 ് 1 el sistema es compatible y determinado. Si 𝜆 ൌ 0 el sistema es 
incompatible. Si  𝜆 ൌ 1 el sistema es compatible indeterminado. 

 

𝑏ሻ Ya hemos visto que para 𝜆 ൌ 1 el sistema es compatible indeterminado, y es resulta ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1       
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

. 

Tiene dos ecuaciones iguales, luego es equivalente a ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1        
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2.Hacemos 𝑦 ൌ 𝜆; y despejamos 𝑥 y 

𝑧:   𝑥 ൌ 1 െ 𝜆;   𝑧 ൌ 1. 

൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝜆

𝑦 ൌ 𝜆
𝑧 ൌ 1

, ∀𝜆 ∈ 𝑅 
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Ejercicio E2: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ቀ 1 0
𝑚 𝑛

ቁ: 

𝑎ሻ Encontrar los valores de 𝑚 𝑦 𝑛 para que se verifique: 𝐴ଶ ൌ 𝐴௧, siendo la matriz traspuesta de 𝐴. 

𝑏ሻ ¿Para qué valores de 𝑚 𝑦 𝑛 la matriz 𝐴 es invertible? 

Solución: 

𝑎ሻ Calculamos 𝐴ଶ y lo igualamos con 𝐴௧. 

  𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ቀ 1 0
𝑚 𝑛

ቁ ൉ ቀ 1 0
𝑚 𝑛

ቁ ൌ ቀ 1 0
𝑚 ൅ 𝑚𝑛 𝑛ଶቁ. 

𝐴ଶ ൌ 𝐴௧ ⇒ ቀ 1 0
𝑚 ൅ 𝑚𝑛 𝑛ଶቁ ൌ ቀ1 𝑚

0 𝑛
ቁ ⇒ 1 ൌ 1; 0 ൌ 𝑚; 𝑚 ൅ 𝑚𝑛 ൌ 0; 𝑛ଶ ൌ 𝑛 → 𝑚 ൌ 0; 𝑛ଶ ൌ 𝑛  

𝑚 ൌ 0; 𝑛 ൌ 1; 𝑛 ൌ 0. 
 

𝑏ሻ Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ ቚ 1 0
𝑚 𝑛

ቚ ൌ 𝑛. 

La matriz 𝐴 es invertible para todo valor de 𝑚, y si 𝑛 es distinto de cero. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Jorge Muñoz Yañez‐Barnuevo 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)213 

Ejercicio E3: 

Dado el punto 𝑃ሺ2, 1, 1ሻ la recta 𝑟 ≡ ௫ିଶ

ଵ
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ିସ

ିଷ
: 

𝑎ሻ Hallar la recta 𝑠 paralela a 𝑟 y que pase por 𝑃. 

𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano 𝜋 que pasa por el punto 𝑃 y contiene a la recta 𝑟. 

Solución: 

𝑎ሻ De  la  recta 𝑠,  pedida,  conocemos  su  vector de dirección por  ser paralela  a 𝑟: 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ3ሻ.  Y 
conocemos un punto, que nos dan. Luego podemos escribir su ecuación continua:  

𝑠 ≡
𝑥 െ 2

1
ൌ

𝑦 െ 1
െ1

ൌ
𝑧 െ 1

െ3
 

 

𝑏ሻ  Del  plano  𝜋  pedido  conocemos  el  punto  𝑃ሺ2, 1, 1ሻ  que  nos  dan.  Como  contiene  a  la  recta  𝑟 
conocemos también el punto: 𝑄ሺ2, 3, 4ሻ, y un vector de orientación: 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ3ሻ. Calculaos el otro 
vector de orientación:  

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 3, 4ሻ െ ሺ2, 1, 1ሻሿ ൌ ሺ0, 2, 3ሻ. 

Y escribimos la ecuación del plano: 

𝜋൫𝑃; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ≡ อ
𝑥 െ 2 𝑦 െ 1 𝑧 െ 1

1 െ1 െ3
0 2 3

อ ൌ 0 ൌ െ3ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ ൅ 6ሺ𝑥 െ 2ሻ െ 3ሺ𝑦 െ 1ሻ ൌ  

3ሺ𝑥 െ 2ሻ െ 3ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ ൌ 0;   3𝑥 െ 6 െ 3𝑦 ൅ 3 ൅ 2𝑧 െ 2 ൌ 0.  

𝜋 ≡ 3𝑥 െ 3𝑦 ൅ 2𝑧 െ 5 ൌ 0 
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Ejercicio E4: 

𝑎ሻ  Encontrar  la  ecuación  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  𝐴ሺ1, 2, 3ሻ  y  es  paralela  a  la  recta  𝑟 ≡

൜
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 3 ൌ 0. 

𝑏ሻ  Calcular  el  punto 𝐴ᇱ,  simétrico  de 𝐴ሺ1, 2, 3ሻ  respecto  del  plano 𝜋  de  ecuación  general 𝜋 ≡ 3𝑥 ൅
2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 4 ൌ 0. 

Solución: 

𝑎ሻ Buscamos las ecuaciones paramétricas de 𝑟:  

𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 3 ൌ 0 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

𝑥 െ 𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 െ 𝜆ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ 4;   𝑥 ൌ 2 → 2 ൅ 𝑦 ൌ 3 െ 𝜆;   𝑦 ൌ 1 െ 𝜆 

→ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2        
𝑦 ൌ 1 െ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆        

. 

Con lo que obtenemos un punto y un vector director de 𝑟 que son 𝑃ሺ2, 1, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, െ1, 1ሻ. 

La  recta  pedida  𝑠  contiene  al  punto  𝐴ሺ1, 2, 3ሻ  y,  por  ser  paralela  a  𝑟,  tiene  por  vector  director  a 
cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  vector  director  de  la  recta  𝑟:  𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, െ1, 1ሻ.  Su 
ecuación continua es: 

𝑠 ≡
𝑥 െ 2

0
ൌ

𝑦 െ 2
െ1

ൌ
𝑧 െ 3

1
 

 

𝑏ሻ  La  recta 𝑡 que pasa por 𝐴  y es perpendicular a 𝜋  tiene como vector director al vector normal del 

plano 𝜋 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 4 ൌ 0: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ3, 2, 1ሻ ⇒ 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ 2 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 3 ൅ 𝜆   

. 

El punto 𝑀, intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡 se obtiene resolviendo el sistema: 

 

𝜋 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 4 ൌ 0

                 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ 2 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 3 ൅ 𝜆   

ൢ ⇒ 3ሺ1 ൅ 3𝜆ሻ ൅ 2ሺ2 ൅ 2𝜆ሻ ൅ ሺ3 ൅ 𝜆ሻ ൅ 4 ൌ 0; →   

3 ൅ 9𝜆 ൅ 4 ൅ 4𝜆 ൅ 3 ൅ 𝜆 ൅ 4 ൌ 0;  → 14 ൅ 14𝜆 ൌ 0; → 1 ൅ 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ሺെ2, 0, 2ሻ. 

Para obtener el simétrico tiene que cumplirse que 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

  𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ2, 0, 2ሻ െ ሺ1, 2, 3ሻሿ ൌ ሺെ3, െ2, െ1ሻ. 

  𝑀𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ሺെ2, 0, 2ሻሿ ൌ ሺ𝑥 ൅ 2, 𝑦, 𝑧 െ 2ሻ. 

ሺെ3, െ2, െ1ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 2, 𝑦, 𝑧 െ 2ሻ ⇒ ൝
𝑥 ൅ 2 ൌ െ3 → 𝑥 ൌ െ5
𝑦 ൌ െ2                            
𝑧 െ 2 ൌ െ1 → 𝑧 ൌ 1   

ൡ ⇒ 𝐴′ሺെ5, െ2, 1ሻ  

𝐴′ሺെ5, െ2, 1ሻ 
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Ejercicio E5: 

Determinar la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐, conociendo que tiene un punto de inflexión en 𝑥 ൌ
1 y que la recta tangente a su gráfica en el punto 𝑃ሺെ1, 0ሻ es el eje de abscisas. 

Solución: 

Sabemos que: 

  Por contener al punto 𝑃ሺെ1, 0ሻ ⇒ 𝑓ሺെ1ሻ ൌ 0: 

𝑓ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1ሻଷ ൅ 𝑎 ൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 𝑏 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 𝑐 ൌ 0 ൌ െ1 ൅ 𝑎 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0 ⇒ ⇒ 𝑎 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 1.           (1) 

  Por tener un punto de inflexión para 𝑥 ൌ 1 ⇒ 𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൌ 0: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑎𝑥 ൅ 𝑏 → 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑥 ൅ 2𝑎 →  𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൌ 6 ൉ 1 ൅ 2𝑎 ൌ 0;   3 ൅ 𝑎 ൌ 0 

𝑎 ൌ െ3 

Sustituyendo este valor en (1): 

  െ3 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 1 →   𝑏 െ 𝑐 ൌ െ4.              (2)  

La pendiente de la tangente a la gráfica de una función en un punto es igual que 
el valor de la primera derivada de la función en ese punto. 

El eje de abscisas es la recta de pendiente cero: 𝑦 ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ 0. 

Para 𝑎 ൌ െ3 ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 𝑏 → 𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑚 ൌ 0 ⇒ 3 ൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 6 ൅ 𝑏 ൌ 0;   3 ൅ 6 ൅ 𝑏 ൌ 0 

 𝑏 ൌ െ9 

Sustituyendo en (2):  െ9 െ 𝑐 ൌ െ4 ⇒ 𝑐 ൌ െ5 

𝑐 ൌ െ5 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 9𝑥 െ 5 
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Ejercicio E6: 

Demuestre  que  la  ecuación  𝑥ସ ൅ 3𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥  tiene  alguna  solución  real  en  el  intervalo  ሾ0, 2ሿ. 
Probar que la solución es única. 

Solución: 

Demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ ൅ 3𝑥 െ 1 െ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൌ 0 tiene 
una solución única. 

La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  está  formada  por  suma  de  funciones  polinómicas  y  la  función  seno,  por  lo  que  es 
continua y derivable en toda la recta real.  

El teorema de Bolzano dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y toma valores de distinto 
signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

Aplicamos a 𝑓ሺ𝑥ሻ el teorema de Bolzano en cualquier intervalo cerrado en el que alcance distinto signo 
en los extremos, por ejemplo, ሾ0, 2ሿ: 

 
𝑓ሺ0ሻ ൌ 0ସ ൅ 3 ൉ 0 െ 1 െ 𝑠𝑒𝑛 0 ൌ െ1 ൏ 0

𝑓ሺ2ሻ ൌ 2ସ ൅ 3 ൉ 2 െ 1 െ 𝑠𝑒𝑛 2 ൐ 0
ൠ ⇒ ∃𝑐 ∈ ሾ0, 2ሿ ⇒ 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0. 

Ya se ha probado que la función tiene una raíz 𝑥 ൌ 𝑐 ∈ ሾ0, 2ሿ; ahora se debe demostrar que este valor 
es único. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥ଷ ൅ 3 െ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൐ 0, ∀𝑥 ∈ ሾ0, 2ሿ,  lo  cual  significa  que  la  función  es  monótona 
creciente lo que implica que sólo puede tener una raíz. 

La función dada viene en azul. Observamos como, en efecto, en 𝑥 ൌ 0, B, toma un valor negativo, y en 
𝑥 ൌ 2, C toma un valor positivo. La función es continua y creciente en (0, 2),  luego existe un valor, A, 
para el que se anula.  

La  función derivada,  en malva, observamos que es  creciente,  y que en el  intervalo  (0,  2)  es positiva, 
luego en ese intervalo la función dada es creciente. 
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Ejercicio E7: 

𝑎ሻ Calcular: lim
௫→ଵ

√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ

ଵି௫
. 

𝑏ሻ Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫ି௘షೣ

௫మା௘షೣ, hallar la función primitiva suya 𝐹ሺ𝑥ሻ que verifique 𝐹ሺ0ሻ ൌ 3. 

Solución: 

𝑎ሻ Para 𝑥 ൌ 1 se anula tanto el numerador como el denominador, luego para quitar la indeterminación 
multiplicamos por el conjugado: 

lim
௫→ଵ

√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ

ଵି௫
ൌ lim

௫→ଵ

൫√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ൯൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯

ሺଵି௫ሻ൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯
ൌ lim

௫→ଵ

൫√௫మି௫ାଵ൯
మ

ି൫√ଶ௫ିଵ൯
మ

ሺଵି௫ሻ൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯
ൌ  

ൌ lim
௫→ଵ

𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 െ ሺ2𝑥 െ 1ሻ

ሺ1 െ 𝑥ሻ൫√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 ൅ √2𝑥 െ 1൯
ൌ lim

௫→ଵ

𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 െ 2𝑥 ൅ 1

ሺ1 െ 𝑥ሻ൫√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 ൅ √2𝑥 െ 1൯
ൌ lim

௫→ଵ

𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2     ሺ∗ሻ

ሺ1 െ 𝑥ሻ൫√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 ൅ √2𝑥 െ 1൯
 

ሺ∗ሻ  𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ ଷേ√ଽି଼

ଶ
ൌ ଷേ√ଵ

ଶ
ൌ ଷേଵ

ଶ
⇒ 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ 2 ⇒ 𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻሺ𝑥 െ 2ሻ  

Dividimos numerador y denominador por 𝑥 െ 1 

lim
௫→ଵ

ሺ௫ିଵሻሺ௫ିଶሻ

ିሺ௫ିଵሻ൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯
ൌ െ lim

௫→ଵ

௫ିଶ

√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ
ൌൌ െ ଵିଶ

√ଵమିଵାଵା√ଶ൉ଵିଵ
ൌ െ ିଵ

√ଵା√ଵ
ൌ ଵ

ଵାଵ
ൌ ଵ

ଶ
.  

lim
௫→ଵ

√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 െ √2𝑥 െ 1
1 െ 𝑥

ൌ
1
2
 

 

  También puede hacerse utilizando L’Höpital: 

lim
௫→ଵ

√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ

ଵି௫
ൌ⇒ lim

௫→ଵ

మೣషభ

మඥೣమషೣశభ
ି మ

మ√మೣషభ

ିଵ
ൌ

మ൉భషభ

మඥభమషభశభ
ି భ

√మ൉భషభ

ିଵ
ൌ െ ቀ ଵ

ଶ√ଵ
െ ଵ

√ଵ
ቁ ൌ െ ଵ

ଶ
൅ 1 ൌ ଵ

ଶ
. 

 

𝑏ሻ Es una integral inmediata de tipo logaritmo: 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬
ଶ௫ି௘షೣ

௫మା௘షೣ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ൜ 𝑥ଶ ൅ 𝑒ି௫ ൌ 𝑡
ሺ2𝑥 െ 𝑒ି௫ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡

ൠ ⇒ ׬
ଵ

௧
൉ 𝑑𝑡 ൌ 𝐿𝑡 ൅ 𝐶 ⇒⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐿ሺ2𝑥 െ 𝑒ି௫ሻ ൅ 𝐶. 

  𝐹ሺ0ሻ ൌ 3 ⇒ 𝐿ሺ2 ൉ 0 െ 𝑒ି଴ሻ ൅ 𝐶 ൌ 3;   𝐿ሺ2 െ 1ሻ ൅ 𝐶 ൌ 3;   𝐿1 ൅ 𝐶 ൌ 3; 0 ൅ 3 ൌ 𝐶 ⇒ 𝑪 ൌ 𝟑. 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐿ሺ2𝑥 െ 𝑒ି௫ሻ ൅ 3 
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Ejercicio E8: 

𝑎ሻ  Dada  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௅௫

௫
.  Encontrar  sus  extremos  relativos  y  los  intervalos  de  crecimiento  y 

decrecimiento. 

𝑏ሻ Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥. Estudiar el signo de la función en el intervalo ሾ1, 3ሿ y encontrar el 
área del recinto comprendido entre su gráfica, el eje OX y las rectas 𝑥 ൌ 1 𝑦 𝑥 ൌ 3. 

Solución: 

𝑎ሻ La función logaritmo sólo está definida para los valores positivos, por lo que el dominio de la función 
es 𝐷ሺ𝑓ሻ ൌ ሺ0, ൅∞ሻ. 

Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
భ
ೣ

൉௫ି௅௫൉ଵ

ଵ
ൌ 1 െ 𝐿𝑥 → 𝐿𝑒 ൌ 1.  

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 

Si 𝑥 ∈ ሺ𝑒, ൅∞ሻ entonces  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 y la función es creciente. Si 𝑥 ∈ ሺ0, 𝑒ሻ entonces 
 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 y la función es decreciente. 

Una  función  tiene  un máximo  o  un mínimo  relativo  cuando  se  anula  su  primera  derivada,  o 
cuando cambia su crecimiento: 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 1 െ 𝐿𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝐿𝑥 ൌ 1 ⇒ 𝑥 ൌ 𝑒. 

Como para 𝑥 ൌ 𝑒 la función pasa de ser decreciente a ser creciente, tiene un máximo relativo. 

  Para  diferenciar  los máximos de  los mínimos  se  recurre  a  la  segunda  derivada;  si  es  negativa 
para los valores que anulan la primera derivada se trata de un máximo y, si es positiva, de un mínimo. 

  𝑓ሺ𝑒ሻ ൌ ௅௘

௘
ൌ ଵ

௘
⇒ 𝑃 ቀ𝑒, ଵ

௘
ቁ es un máximo relativo 

𝑃 ቀ𝑒,
ଵ

௘
ቁ es un máximo relativo 

 

𝑏ሻ  La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥  es una parábola  convexa ሺ∪ሻ  por  ser positivo el  coeficiente de 𝑥ଶ;  su 
vértice es el siguiente: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ 2.  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1 ⇒ 𝑉ሺ1, െ1ሻ. 

Entre 1 y 2, el área es negativa, entre 2 y 3, es positiva. Luego:  

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න 𝑥ଶ െ 2𝑥
ଵ

ଶ
൉ 𝑑𝑥 ൅ න 𝑥ଶ െ 2𝑥

ଷ

ଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌൌ ቈ

𝑥ଷ

3
െ

2𝑥ଶ

2
቉

ଶ

ଵ

൅ ቈ
𝑥ଷ

3
െ

2𝑥ଶ

2
቉

ଶ

ଷ

ൌ ቆ
1ଷ

3
െ 1ଶቇ ൅ ቆ

3ଷ

3
െ 3ଶቇ െ 2 ൉ ቆ

2ଷ

3
െ 2ଶቇ

ൌ
1
3

െ 1 ൅ 9 െ 9 െ 2 ൉ ൬
8
3

െ 4൰ ൌ 

ଵ

ଷ
െ 1 െ ଵ଺

ଷ
൅ 8 ൌ 7 െ ଵହ

ଷ
ൌ 7 െ 5 ൌ 2. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ 2𝑢ଶ   
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Ejercicio E9: 

El  consumo  de  azúcar  en  un  determinado  país,  calculado  en  kg  por  persona  y  año,  varía  según  una 
distribución normal de media 15 kg y desviación típica 5. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de personas de ese país consumen menos de 10 kg de azúcar al año?   

𝑏ሻ ¿Cuál es el porcentaje de personas del país cuyo consumo anual de azúcar es superior a 25 kg? 

Solución: 

𝑎ሻ Nos dicen que:   𝜇 ൌ 15;   𝜎 ൌ 5. 𝑋: 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ15;  5ሻ. Tipificamos la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵହ

ହ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 10ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ଴ିଵହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 1 െ 0.8413 ൌ

0.1587. 

El porcentaje de personas que consumen menos de 10 kg de azúcar al año es del 15.87 % 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 25ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଶହିଵହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ଴

ଶ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ

0.0228. 

El porcentaje de personas cuyo consumo anual de azúcar es superior a 25 kg es del 
2.28 % 
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Ejercicio E10: 

Los estudiantes, que comienzan los estudios en Medicina, en el conjunto formado por las comunidades 
de Andalucía, Baleares y Castilla y León, se distribuyen de la siguiente forma: un 50 % de Andalucía, un 
15 % de Baleares y un 35 % provienen de Castilla y León. Los porcentajes de dichos estudiantes que no 
consiguen el título de Médico son los siguientes: 15 % de Andalucía, 10 % de Baleares y 5 % de Castilla y 
León. 

𝑎ሻ Calcular  la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no consiga el  título de 
Licenciado en Medicina. 

𝑏ሻ Si un alumno no consigue el  título de Licenciado en Medicina, ¿es más probable que provenga de 
Andalucía o de Castilla y León? 

Solución: 

Llamamos 𝐴 al suceso ser de Andalucía, 𝐵 a ser de Baleares y 𝐶 a ser de Castilla León. Llamamos 𝐿 al 
suceso conseguir el título, y 𝐿ത a no conseguirlo. Llevamos los datos a un diagrama de árbol.  

 

𝑎ሻ La probabilidad de no obtener el título es 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐿തሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐿തሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐿തሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐿തሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐿ത/𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐿ത/𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶𝐿ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐿ത/𝐶𝐿ሻ ൌ 0.50 ൉ 0.15 ൅ 0.15 ൉ 0.10 ൅ 0.35 ൉ 0.05 ൌ
0.0750 ൅ 0.0150 ൅ 0.0175 ൌ 0.1075  

La probabilidad de no conseguir el título de Licenciado en Medicina es del 0.1075. 

 

𝑏ሻ Ahora queremos valorar dos probabilidades condicionadas: 𝑃ሺ𝐴/𝐿തሻ y 𝑃ሺ𝐶/𝐿തሻ 

𝑃ଵ ൌ 𝑃ሺ𝐴/𝐿തሻ ൌ ௉ሺ஺∩௅തሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ௅ത/஺ሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ଴.ହ଴൉଴.ଵହ

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ ଴.଴଻ହ଴

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ 0.6977. 

𝑃ଶ ൌ 𝑃ሺ𝐶/𝐿തሻ ൌ ௉ሺ஼∩௅തሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ௉ሺ஼ሻ൉௉ሺ௅ത/஼ሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ଴.ଷହ൉଴.଴ହ

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ ଴.଴ଵ଻ହ

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ 0.1628. 

Si un alumno no consigue el título de Licenciado en Medicina, es mucho más probable 
que provenga de Andalucía que de Castilla y León 

 


