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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS II
Castilla y Leon N Paginas: 3

El alurmno deberd escoger libremente CINCO problemas completos de bos DNEZ propuestos. 5& expresard
claramente los elegidos. 5i se resohderan mas, sdlo se corregirdn los 5 primeros que estén resusltos (segun el
orden de numerachin de pliegos ¥ hojas de cada pliego) y gue no aparercan totalmente tachados.

1. CALCULADORA: Se permatied o uso de calenladoras s programables (gue no admitan memoria para
texio mi representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACTON: Les 5 cjercicios se puntusrin sobre un mdximo de 2 pentos.
Se observarin fundamentalmente los siguientes aspecios: Correcta uiilizscidn de los concepios. definiciones v
propeedades relacionadss con la naraleza de la simscidn que se raia de resolver. Justificaciones inbmncas que se
aporicn para ¢l desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposicidn. Precision en los cileulos v en
las potaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones mo iriviales. de modo que pusdan recomsinurse la
argumeniacion logica v bos cilbenlos.

El.- ll:fugrhr:j
x—y+az=0
Se considera el sistema de ecuaciones hineales: x—z =10
2Zx+ay—2z=10
a) Estudie la existencia y nomero de soluciones segin los valores del pardmetro real a.

(1.2 puntos)

b) Resuélvalo, 51 ¢s posible, para el valor del parimetro a = —1. (0B puntos)
E21.- (Algebra)

. a+1 1
Sea la matnz A-{ﬂ_3 a—1)
a) Indique para qué valores de a existe la matnz inversa 47" (0.5 puntos)
. _f2 0 _1 1
b)Sia = 4. H-(l 1), E-(u 2:]_
encuenire la matniz X que verificaque B+ XA = C. (1.5 puntos)

E3.- {(seometria)

Seaelplanomr =x—2y+2z+1 =0, larectar = ;;{fg y el punto A=(1, 3, -1).

Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, es paraleloa r y perpendwcular a «.

(2 puntos)

E4.- ((zeometria)

_I_

Dados el punto A(1,2,4) y larectar === 2==22

a) Hallar un punto B de la recta r de forma que el vector A_Bmapm'alelna]plann

= x+2z=0. (1.5 puntos)
b) Hallar un vector (@, b, £) perpendicular a {1,0,—1) ¥ (2,1,0). (0.5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

ES.- (Andlisis)
Represeniar grificamenie la funcion f(x) = xe®, calculando previamenie sus extremos
relativos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad v convexidad vy sus

asiniotas.
(2 punios)
E6.- (Andlisis)
Demuestre que la ecuacién x° — 12x = —2 tiene una solucién en el intervalo [-2,2] v
pruebe ademas que esa solucidn es dnica. i2 puntos)
E7.- (Andlisis)

) Caloular lim 2 —S=T"Y (1 punto)
=+ @" 4 gem x =1

b) Calcular E{sen x+cos x)dr (1 punto)

ES8.- (Andlisis)
a) Calcule los puntos de corte de las grificas de las funciones f(x) =§ vglx)=3—-x
(0.5 puntos)

h) Sabiendo que en el intervalo [1,2] se verifica que g(x) = fi(x) calcular el drea del
recinto limitado por la grifica de ambas funciones en dicho intervalo.
(1.5 puntos)

E9.- (Probabilidad v estadistica)
El peso de los alumnos de 27 de bachillerato de un mstituto de Ledn, sigue una distnbucidn
normal, de media 75 kg y de desviacion tipica 5. 5i se elige al azar un alumno, caleular [a
probabilidad de que:
a) Tenga un peso entre 70 v 80 ke
(1 punto)
b} Tenga un peso superiora 85 kg i1 punto)

E10.- (Probabilidad v estadistica)
La probabilidad de que a un puerto legue un barco de tonelaje bajo, medio o alto es 0.6,
0,3 ¥ 0.1, respectivamente. La probabilidad de que necesite manteniniento en el puerto es
0,25 para los barcos de bajo tonelaje. 0.4 para los de tonelaje medio v 0,6 para los de
tonelaje alio.

a) Si llega un barco a puerto, caleule la probabilidad de que necesite mantenimiento.

(1 punio)
b} 51 un barco ha necesitado manienimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje
medio. (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E1:

x—y+az=0
Se considera el sistema de ecuaciones lineales: {x —z=0 .
2x+ay—2z=0

a) Estudie la existencia y numero de soluciones segun los valores del pardmetro a.

b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del pardmetro a = —1.

e D00

y después se estudia la inversa de A. Es un sistema homogéneo. Empezamos por calcular el
determinante de A4 e igualarlo a cero:

Solucion:

1 -1 a
|[Al=11 0 —-1|=a’?+a=al(a+1)=0
2 a -2
Resolviendo la ecuacién se deduce que el determinante serd cero cuando a = —1 o cuando a = 0. Se
presentan dos casos:
1. a=-1o0a =0 - Elsistema es compatible indeterminado porque el rango de la matriz es me-

nor de tres, el nimero de incégnitas.

2. a # —1ya # 0 - El sistema es determinado porque el rango de la matriz es tres. Pero la Unica
solucién, es la solucidn trivial. x =y =z =10

Sia = —1 o a = 0 existen infinitas soluciones. Sia # —1 y a # 0 sélo existe la solucion
triviak x =y =2z=0

1 -1 -1 x 0 x—y—x=0 -y=0 x=t
b) Paraa=—1—><1 0 —1>-<y)=<0)—>{x=z —>{ xX=1z —){_‘y:
2 -1 =2 z 0 2x—y—2x=0 -y=0 z=t

Tiene infinitas soluciones distintas de la trivial.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E2:

a+1 1 )

Sealamatriz4 = (a—3 a_3)

a) Indique para qué valores de a existe la matriz inversa A™2.

— (2 0 (1 1 . . - .
b)Sia=4,B = (1 1),6 = (0 2), encuentre la matriz X que verifica la siguiente ecuacién:
B+X-A=C.

Solucion:

a) La condiciéon para que sea invertible es | A|# 0, calculando el determinante e igualando a cero se
obtiene:

a+1 1 |_ AN 4 AN Ay
a4—3 a_3—(a+1) (a—3)—-1-(a—3)=(@a-3)-a=0.

Resolviendo para a, se obtiene a = 0 y a = 3, de manera que es invertible paraa # 0y a # 3.

Existe la matrizinversa A"t paraa #0ya # 3

b) Calculamos la matriz inversa de (i 1) - i(_ll _51)

Resolviendo la ecuacion matricial B + X - A = C, resulta:

B+X-A=C->X-A=C—-B->X=(C—-B) A%, yenformamatricial:
(6 D-C )55 )= D-(5E )-8 1)

que es el resultado solicitado.
_(-05 15y _1,—1 3
X= (—0.5 1.5) -2 (—1 3)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E3:

Seanelplanomr=x—-2y+2z+1=0,larectar = {;C ; 31] f 8 y A(1,3,—1). Halla la ecuacidon del

plano S que pasa por 4, es paralelo a r y perpendicular a 7.

Solucion:

La recta perpendicular al plano m esta definida por el vector normal al plano v; = (1,—2,2), que serd
uno de los vectores de orientacidon del plano.

El otro vector de orientacién del plano debe coincidir con el vector director de la recta r para que el
plano resultante final sea paralelo. Para hallar el vector de r, se puede utilizar el producto vectorial de
los vectores normales de los planos que la definen, asi:

i j k _ _
v, = (1,=1,0) x (0,0,1) = |1 —1 o=+|01 ‘1’-i—|(1) (1)-j+|(1) 01|-k=—1i—1j+0k=
0o 0 1

(-1,-1,0).
Otra forma, puede ser escribir la ecuacion paramétrica de la rectar:
X =
T={x_y:0—>{y=;
z+1=0 =1

La recta r pasa por el punto (0, 0, 1) y tiene como vector director (1, 1, 0), que es igual que el anterior,
pero de signo opuesto, y define la misma recta. Se usara el primer resultado.

El plano perpendicular a i, paralelo a r, y que pasa por A4, esta definida como:

. x—1 y—3 z+1
n(P;v,PQ)=| 1 —2 2 |=0=-2(y—3)=3(@E+1)+2>x-1)
-1 -1 0

=—-2y+6—-3z—3+2x—-2
Y la solucidn final para el plano solicitado es:
n=2x—2y—3z+1=0
Se comprueba que pasa por el punto A4:

2:1-2-3-3-(-)+1=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E4:

Dados el punto A(1,2,4) ylarectar = xT_l yzl %1:

a) Halla un punto Bde la recta r de forma que el vector AB sea paralelo al plano de ecuacion
n=x+2z=0

b) Halla un vector W = (a, b, ¢) perpendicularau = (1,0,—1) y v = (2,1, 0).

Solucion:

a) Primero encontramos el plano paralelo a  que pase por el punto A(1,2,4). Como tenemos el
vector normal (1,0, 2) y el punto A(1, 2, 4), el plano que buscamos sera:

p=kx—-1)+2-(z—4)=x+2z-9=0.

Ahora, el punto buscado sera la interseccion de la recta r con el plano p. Para resolver, hallamos la
expresion de la recta en forma implicita:

{x—lzZy—Z_){x—Zyz—l

z—1=2y-2 z—2y=-1

y planteamos el sistema de ecuaciones:

x+2z=9
{x—2y=—1
z—2y=-1

Su solucién nos da el punto buscado B(3, 2, 3).

B(3,2,3)

b) El producto vectorial de u = (1,0,—1) y ¥ = (2,1,0) resulta perpendicular a ambos, por lo

tanto,
i j k _ _
w=00 -Dx@1L0=[1 0 -1|=|] Y-i-|; G|+l J|k=1-2+k=
2 1 0
(1,-2,1),
por tanto, la soluciénesw = (1,—2,1)
W = (11 _2; 1)

Comprobacion:

Calculamos los productos escalares

u-w=(10-1-(1,-21)=14+0-1=0
vw=(210-01,-21)=2-24+0=0
Como valen cero, los vectores son ortogonales
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E5:
Representar graficamente la funcién f(x) = x - e*, calculando previamente sus extremos relativos,

intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus asintotas.

Solucion:

Lo primero es calcular la derivada de la funcién e igualar a cero:

ff(x)=x-e¥+e*=e*(x+1)=0.

Resolviendo la ecuacion se obtiene un valor, x = —1, ya que e* es siempre distinto de cero, que
corresponde a la abscisa de posibles maximos o minimos.

Derivando por segunda vez, se obtiene:

fl'(x) =x-e*+2e* =e*(x+2),

y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta:

f"(=1)=e 1 >0 > minimo en x = —1, de ordenada f(—-1) = —e™ 1 = _?1 Como hay un minimo
global en x = —1, la funcion es decreciente para x < —1 y la funcidn es creciente para x > —1.

. -1 :
Minimo: (—1, ?). Creciente: x € (—1, +). Decreciente: x € (—o0, —1)

Por ser exponencial, crece a ritmo exponencial para nimeros positivos y tiende a cero para nimeros
negativos, asi que tendra una asintota que tiende a cero hacia a la izquierda de —1, y un
comportamiento exponencial a la derecha, pasando por el punto (0,0), ya que f(0) = 0.

2
e?

Ilgualando a cero la derivada segunda hay un punto de inflexién para x = —2; (—2, — ) Concavidad:

x € (—o0,—2). Convexidad (U): x € (—2, +)

El grafico es el siguiente:

16 T T T
14

12

X*¥%e ™)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E6:

Demuestre que la ecuacién x3 — 12x = —2 tiene una solucién en el intervalo [—2, 2] y pruebe ademas
gue esa solucion es Unica.

Solucion:

Pondremos la ecuacién en forma de funcién para observar cuando se cumple la ecuacién propuesta:
f(x) =x3—12x + 2

Teorema de Bolzano: “si f (x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto signo en los
extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

Es una funcion continua en toda la recta real pues es una funcién polindmica.
f(=2)=(-2)2-12(-2)+2=-8+24+2>0
f2)=2)23-1212)+2=8-24+2<0

Tiene distinto signo en los extremos del intervalo, luego por el teorema de Bolzano sabemos que se
anula en algun punto del interior del intervalo:

x3—12x +2 =0 - x3 — 12x = —2 en algln punto del intervalo [—2, 2]
Podemos analizar el resto de raices del polinomio:
Lo primero es calcular la derivada de la funcién e igualar a cero:
f'(x) =3x%2—-12

Resolviendo la ecuacidn se obtienen dos valores, [x = 2,x = —2], que corresponden a las abscisas que
tienen maximos o minimos.

Derivando por segunda vez, se obtiene f''(x) = 6x, y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta:
1. f""(2) =12 > 0, Positivo - minimo en x = 2.

2. f""(=2) =—12 < 0. Negativo > maximoen x = —2.

Como hay un méximo en x = —2, la funcién es creciente si x < —2 y decreciente si x > —2.

Como hay un minimo en x = 2, la funcién es decreciente si x < 2y creciente si x > 2. N }

i1
Por ser de tercer orden, hay tres intervalos con la misma tendencia y dos cambios en la / \
tendencia, que coinciden con el mdximo y minimo relativos. Las tendencias son, por L \
) Hige
orden de abscisas: [~

| |
(—00,—2) creciente; (—2, 2) decreciente; (2, +00) creciente. l

Como no hay mas cambios en la funcidn, y el valor de f(x) cambia de signo,

obligatoriamente hay una Unica raiz en el intervalo [—2, 2]. s ,|_||
Como f(2) = —14 es negativa y creciente, tiene que haber una raiz fuera del intervalo | . \ ||
por la derecha, en (2, +). Al ser f(—2) = 18 positiva y creciente, tiene que haberotra | . 5] |I
raiz a laizquierda de —2, en (—o0, —2). Como el polinomio de tercer grado tiene un \ - \.] Il
maximo de tres raices, y dos estan fuera del intervalo [—2, 2], se puede asegurar que la il Iﬂ
raiz es unica en ese intervalo. il
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E7:

. eX—cosx—x
a) Calcular: lim ——————.
x>0 e*+sen x—1

b) Calcular: I = [2(sen x + cos x) - dx.
Solucion:

a) Primero hallamos el limite en cero como se anula el numerador y el denominador,
indeterminado.

Usando la regla de L’Hépital resulta

e*—cosx—x _ ;. e*+sen(x)-1 _ e%+sen(0)-1 __1+0-1 _ 0 _ 0
x—>0eX+senx—1 x50 e*+cos (x) e%+cos (0) 1+1 2 "
X
e —CoS X — X 0

lim =
x-0eX +senx —1

b) Calculando la integral indefinida para la funcion resulta:
e F(x)=sin(x) — cos(x)
Ahora sustituyendo los valores para la integral definida:

[sin (g) — cos (g)] — [sin(0) —cos(0)] =[1—-0]—-[0—1] = +2

T

2
sz (senx + cos x) - dx = 2
0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E8:
a) Calcule los puntos de corte de las graficas f(x) = % yglx) =3—x.

b) Sabiendo que en el intervalo [1, 2] se verifica que g(x) = f(x) calcular el area del recinto limitado
por las graficas de ambas funciones en dicho intervalo.

Solucion:
a) Resolvemos la ecuacién: f(x) = g(x) - % =3—x; 2=3x—x% x*-3x+2=0;

_3+v9-8 3+1
B 2 T2

Los puntos de corte son (1,2) y (2,1)

X sx=Lx=2- f(1)=2; f(2) =1:

b) El drea pedida es la integral definida:
] 2 2 2 x? 2
Area = f [g(x) — f(x)] - dx = f (3 —x——)-dx = [3x———2LxI =
1 1 X 2 1

2 2
(3-2—2——2L2)—(3-1—1——2L1)=6—2—2L2—3+1+0=§—2L2=0.1137.
2 2 2 2

, 3
Area = (E — 2L2) u? =0.1137 u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E9:

El peso de los alumnos de 22 de bachillerato de un instituto de Ledn, sigue una distribucién normal, de
media 75 kg y desviacidn tipica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular la probabilidad de que:

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg.

b) Tenga un peso superior a 85 kg.

Solucion:

Nos dicen que es una distribucién normal de media 4 = 75 y desviacion tipica o = 5.

X - N(u; 0) = N(75; 5).

. . X-75
Tipificamos la variable: Z = —

a) P(7OSXS80)=P(70_75SZS80_75)=P(—1SZS1)=P(Z<1)—[1—P(Z<1)]=

2:-P(Z<1)—1=2-0.8413—-1=1.6826—1 = 0.6826.
Buscando en la tabla se obtiene P(Z < 1) = 0.8413, que hemos sustituido.

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso entre 70 y 80 kg es de
0.6826.

85-75
5

b) P(X>85)=P(Z> )=P(Z>§)=P(Z>2)=1—P(Z<2)=1—0.9772=0.0228.

Ahora buscando en la tabla, se obtiene P(Z < 2) = 0.9772, que hemos sustituido.

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso superior a 85 kg es de
0.0228.
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Ejercicio E10:

La probabilidad de que a un puerto llegue un barco de tonelaje bajo, medio o alto es 0.6, 0.3 y 0.1,
respectivamente. La probabilidad de que necesite mantenimiento en el puerto es de 0.25 para los
barcos de bajo tonelaje, 0.4 para los de tonelaje medio y 0.6 para los de tonelaje alto.

a) Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento.
b) Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje medio.

Solucion:

Llamamos B al suceso de que el barco sea de tonelaje bajo, M que lo sea, medio, y A que lo sea alto.
Llamamos N al suceso de que necesite mantenimiento, y no/Na que no lo necesite.

Confeccionamos un diagrama de arbol con los datos del problema:

N PBnN)=06-025=0.15

0.25
5 0.75
noN
0 04 N pMAN)=03-04=012
M 0.6
noN
0.1 0.6 N P@AnN)=0.1-06=0.06
A
04 noN

a) P(N)=P(BNN)+P(MNN)+P(ANN)=0.6-025+0.3-040+0.1-0.60 = 0.15 +
0.12 + 0.06 = 0.33.

0.6

Si llega un barco a puerto, la probabilidad de que necesite mantenimiento es 0.33.

P(MNN)
P(N)

b) Ahora nos piden la probabilidad condicionada: P(M/N). Sabemos que: P(M/N) =
apartado anterior ya hemos calculado P(N) = 0.33.

.Enel

P(MNN) _ 03-04 _ 0.120

PM/N) = P(N) 033 033

= 0.3636.

Si un barco ha necesitado mantenimiento, la probabilidad de que sea de tonelaje medio
es de 0.3636.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruechas de acceso a ensefianzas LA
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS II
Castilla y Leon N Paginas: 3

El alumno deberd escoger libremente ONCO problemas completos de bos DIEZ propuestos. 5e expresard
daramente los elegidos. 5i se resolvieran mas, sdlo se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (segin &
orden de numeracidn de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparercan tolziments tachados.

- CALCULADORA: Se permutird ¢l uso de calenladoras ne programables (gue no sdmitsn memorss pars
Texlo fi Fepresentaciones. graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 gjercicios se puniusrin sobre un msitimo de 2 pumtos.
S¢ observarin fundaomentalmente los sigmenies sspectos: Cormecta utilizscidn de los concepios, defimiciones. y
propicdades relachonadas con la naturalezs de b siacidn que se rat de resolver. Justificaciones webricas que se
aporen para & desarmollo de Las respoestas. Claridad v coherencis en b exposicidn. Precisebe en fos cileulos v en
lz= potaciones. Deben figurar explicitamente ks operachones no triviales, de modo que poodan reconsimurse la
argumeniscion logica v los cileulos.

ELl.- (Algebra)
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales sepiin los valores del pardmetro A
ir+y =1
x+iy+z=2 1.2 puntos)
x+y+z =2
b} Resalverlo para a=1. (0.8 punios)
E2.- (Algebra)

SealamarizA=(' ¢
m mn
a) Encontrar los valores de m yn para que se verifique:

AA=4aF (A" = la traspuesta de A). (1.2 puntes)
b) , Para qué valores de m y n la mairiz A no es invertible 7 (0.8 puntos)
E3.- ((seometria)
Dados el punto P {2,1,1) y la recta rE?:?:'_;;_
a) Hallar la recta paralela a r que pase por P. (0.8 puntos)

b) Hallar la ecuacidn del plane gue pasa por el punto P v contiene a la recta r. (1.2 puntos)

E4.- (Geometria)
a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,2,3) v es paralela a la recta
x—y—z—1=0
[r+y+z—]=l]' {1 pomte)
b} Calcular el punto simétrico del (1,2,3) respectodel plano r =3x + 2y +z+ 4 =0.

(1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

ES.- (Andlisis)
Determinar la funcién f(x) = x* + ax® + bx + ¢ , conociendo que tiene un punto de

inflexién en ¥ = 1 y que la recta tangente a su grafica en el punto (—1,0) es el gje de
abscisas. (2 puntos)

E6.- { Andlisis)

Demostrar que la ecuacidn x¥ + 3x = 1 + sen x tiene alguna solucibn real en el intervalo

[0, 2]. Probar que la solucidn es dnica. (2 puntes)

E7.- (Andlisis)
a) Calcular lim *“‘% =T (1 punto)

r—+1 —
b) Dada la funcién f(x) = ij:_r, hallar la funcidn primitiva suya F(x) que verifique
F(0) = 3.

(1 punto)

ES8.- (Anilisis)
a) Dada la funcidn f(x) =?_ Enconirar sus extremos relativos y los miervalos de
crecumiento ¥ decrecimento. (1 punto)

b) Dada la funcién f(x) = x* — 2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1,3]
y encontrar ¢l drea del recinto comprendido entre su grifica, el gje OX y las rectas
x=1yx=3. (1 punto)
E?.- (Probabilidad v estadistica)

El consumo de aziicar en un determinado pais, caleulado en Kg (kilogramos) por persona
y afio, varia segin una distnbucion normal de media 13 y desviacion tipica 5.

a) ;Qué porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 Kg de azicar al afio?

(1 punto)
b} ;Cual es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de amicar es supenor
al5 Kg? (1 pumto)

E10.- (Probabilidad v estadistica)

Los estudiantes, que comienzan los estudios de Medicina, en el conjunto formado por las
comunidades autbnomas de Andalucia, Baleares y Castilla y Ledn, se distnbuyen de la
siguiente forma: un 50% de Andalucia, un 15% de Baleares y un 35% provienen de Castilla
¥ Ledn. Los porcentajes de dichos estnudantes que no consiguen el nmlo de Médico son los
siguientes: 15% de Andalucia, 10% de Baleares y 5% de Castilla y Ledn

a) Caleular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar. no consiga

el tilulo de Licenciado en Medicina. (1 punto)
b) 5iun alumno no consigue el titnlo de Licenciado en Medicina, jes mds probable que
provenga de Andalucia o de Casulla v Ledn? {1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E1:

Ax+y=1
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales: {x + Ay + z = 2, segun los valores del parametro A.
x+y+z=2

b) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a) Escribimos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

A1 0 A1 01
M=<1 A 1)yM'=<1 A1 2).

1 1 1 1 1 1 2

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
A 1 0

M|=11 2 1{=2+1-21-1=0; ?2-1=0=>1,=0,1, =1.
1 1 1

Sid# 004 +#1elrango de la matriz M es 3, igual al rango de la matriz ampliada, e igual al nimero de
incognitas, luego el sistema es compatible y determinado.

01 01 01 1
SiA=0=>M=(1 0 1 2=

1 0 2
1 1 1 2 1 1 2

ampliada es 3, mientras que el de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es incompatible.

=1+2-2=1+#0. El rango de la matriz

1 1 01
SilA=1=>M = (1 1 1 2) Su rango es 2, igual al de la matriz de los coeficientes luego el

1 1 1 2
sistema es compatible indeterminado.

Sid # 004 +# 1elsistema es compatible y determinado. Si A = 0 el sistema es
incompatible. Si 4 = 1 el sistema es compatible indeterminado.

x+y=1
b) Ya hemos visto que para A = 1 el sistema es compatible indeterminado, y es resulta{x +y + z = 2.
x+y+z=2

x+y=1

x+y+z= Z.Hacemos y = A; y despejamos x y

Tiene dos ecuaciones iguales, luego es equivalente a {

z:x=1—-21, z=1.

—_

A

x=1-
A ,VAER
1

N <
Il
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E2:

SealamatrizA = (111 2)

a) Encontrar los valores de m y n para que se verifique: A% = A¢, siendo la matriz traspuesta de A.
b) éPara qué valores de m y n la matriz A es invertible?

Solucion:

a) Calculamos A? y lo igualamos con A°.

AZ:A'A=(111 2)(111 2)=(m+1mn 7?2)

2 _ gt 1 0y _(1 m — 10 — e P P
A=A :(m+mn nz)_(O n):l—l,o—m,m+mn—0,n =n-m=0n“=n

m=0n=1n=0.

b) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
ar=]t 9 =n.
m n

La matriz A es invertible para todo valor de m, y si n es distinto de cero.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E3:

Dado el punto P(2,1,1) larectar = A e R

a) Hallar la recta s paralela a r y que pase por P.
b) Hallar la ecuacidn del plano  que pasa por el punto P y contiene a la rectar.

Solucion:

a) De la recta s, pedida, conocemos su vector de direccion por ser paralela a r: v, = (1,—1,-3). Y
conocemos un punto, que nos dan. Luego podemos escribir su ecuacion continua:
¥ =20y =z =1

S = = =

1 -1 -3

b) Del plano m pedido conocemos el punto P(2,1,1) que nos dan. Como contiene a la recta r
conocemos también el punto: Q(2, 3, 4), y un vector de orientacién: v, = (1, —1,—3). Calculaos el otro
vector de orientacion:

PO =00 -0P =[(2,3,4)—(2,1,1)] = (0,2,3).
Y escribimos la ecuacion del plano:

. x—2 y—1 z-1
n(P; v, PQ)=| 1 -1 -3 [(=0=-3x-2)+2z-1+6(x—-2)-3@Wy—-1)=
0 2 3
3(x—2)-3(y—-1)+2(z—1)=0; 3x—-6—-3y+3+2z—-2=0.

n=3x—3y+2z—-5=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E4:

a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1,2,3) y es paralela a la recta r =
{x —y—z—1=0
x+y+z—-3=0

b) Calcular el punto A’, simétrico de A(1,2,3) respecto del plano 7 de ecuacion general m = 3x +
2y+z+4=0.

Solucion:

a) Buscamos las ecuaciones paramétricas de r:

_(x—y-z-1=0_ _ x—y=1+/1} A - 27 w1
r_{x+y+z_3:0=>z—l=>x+y:3_ﬂ=>2x—4,x_2—>2+y_3 A y=1-2
x =2
—>7‘E{y=1—ﬂ.
z=A

Con lo que obtenemos un punto y un vector director de r que son P(2,1,0) y v, = (0,—1,1).

La recta pedida s contiene al punto A(1,2,3) vy, por ser paralela a r, tiene por vector director a
cualquiera que sea linealmente dependiente del vector director de la recta r: v, = (0,—1,1). Su
ecuacion continua es:

x—2 y—2 z—3
o -1 1

S

b) La recta t que pasa por A y es perpendicular a  tiene como vector director al vector normal del

x=1+31
planomr =3x+2y+z+4=0:1=(3,2,1) >t ={y =2+ 21
z=3+4+21

El punto M, interseccion del plano it con la recta t se obtiene resolviendo el sistema:
mT=3x+2y+z+4=0

x=1+31 A
t=ly=2+21 =23(14+31)+2Q2+2)+B+A)+4=0;—>
z=3+1

3+94+4+4+41+3+1+4=0; 2144+141=0;214+1=0=>1=-1=>M(-2,0,2).
Para obtener el simétrico tiene que cumplirse que AM = MA'.

AM = 0M — 04 = [(-=2,0,2) — (1,2,3)] = (=3,-2,—1).

MA" = 0A"' —OM = [(x,y,2z) — (—2,0,2)] = (x + 2,y,z — 2).

xX+2=-3->x=-5
(-3,-2,-1)=(x+2yz-2)=>{y=-2 = A'(-5,-2,1)
z—2=-1-2z=1
A'(=5,-2,1)
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Ejercicio E5:

Determinar la funcién f(x) = x® + ax? + bx + ¢, conociendo que tiene un punto de inflexién en x =
1y que la recta tangente a su grafica en el punto P(—1,0) es el eje de abscisas.

Solucion:
Sabemos que:
Por contener al punto P(—1,0) = f(—1) = 0:
f-D=(C-12+a-(-1)?+b-(-)+c=0=-1+a-b+c=0>>a—-b+c=1. (1)
Por tener un punto de inflexion parax =1 = f''(1) = 0:
fl(x) =3x24+2ax+b- f"(x) =6x+2a—-> f'(1)=6-1+2a=0; 3+a=0

a=-3

10

Sustituyendo este valor en (1):
—3—b+C=1—> b_C=_4‘. (2) 20

La pendiente de la tangente a la grafica de una funcion en un punto es igual que
el valor de la primera derivada de la funcidn en ese punto.

El eje de abscisas es la recta de pendiente cero: y = 0= m = 0.
Paraa=-3=f'(x) =3x>?—6x+b->f'(-)=m=0=>3-(-1)2+6+b=0; 3+6+b=0
b=-9
Sustituyendoen(2): - 9—c=—-4=>c¢c=-5
c=-5

f(x) =x3—3x2—-9x—5
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Ejercicio E6:
Demuestre que la ecuacién x* + 3x = 1 + sen x tiene alguna solucién real en el intervalo [0, 2].
Probar que la solucion es unica.

Solucion:

Demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que la funcién f(x) = x* + 3x — 1 — sen x = 0 tiene
una solucién unica.

La funcion f(x) esta formada por suma de funciones polindmicas y la funcidn seno, por lo que es
continua y derivable en toda la recta real.

El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcidn continua en [a, b] y toma valores de distinto
signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

Aplicamos a f(x) el teorema de Bolzano en cualquier intervalo cerrado en el que alcance distinto signo
en los extremos, por ejemplo, [0, 2]:
f(0)=0*4+3-0—1—sen0=-1<0
f2)=2*+3-2—-1—-sen2>0

Ya se ha probado que la funcién tiene una raiz x = ¢ € [0, 2]; ahora se debe demostrar que este valor
es unico.

}=>E|CE [0,2] = f(c) = 0.

f'(x) =4x3+3—cosx >0,Vx €[0,2], lo cual significa que la funcién es mondtona
creciente lo que implica que sdlo puede tener una raiz.

La funcion dada viene en azul. Observamos como, en efecto, en x = 0, B, toma un valor negativo, y en
x = 2, Ctoma un valor positivo. La funcién es continua y creciente en (0, 2), luego existe un valor, 4,
para el que se anula.

La funcién derivada, en malva, observamos que es creciente, y que en el intervalo (0, 2) es positiva,
luego en ese intervalo la funcién dada es creciente.
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Ejercicio E7:

. Vx2-x+1—/2x-1
a) Calcular: lim —————————.
x—1 1-x
b) Dada la funcidn f(x) = %, hallar la funcidon primitiva suya F (x) que verifique F(0) = 3.
Solucion:

a) Para x = 1 se anula tanto el numerador como el denominador, luego para quitar la indeterminacion
multiplicamos por el conjugado:

VxZ—x+1-v2x-1 _ (VxZ—x+1—V2x—1)(VxZ—x+1+V2x-1) _ .. (\/xz—x+1)2—(x/2x—1)2 _

}CILY} 1-x - }CI_I)T} (1-x)(VxZ—x+1+V2x-1) B }CI_I’)I} (1-x)(VaZ—x+1+V2x—-1)
x2—x+1-Q2x—-1) x2—x+1-2x+1 x2=3x+2 ()

=}ci£q(1—x)(\/x2—x+1+\/2x—1):}Ciﬂ(l—x)(\/xz—x+1+\/2x_1):}Ci_rg(l_x)(‘/xz_x+1+\/2x_1)

:3i'29_8:%ﬁ:3:;1:>x1=1,x2=2:>x2—3x+2=(x—1)(x—2)

(*) x2=3x+2=0; x

Dividimos numerador y denominador por x — 1

li (x-1)(x-2) x—=2 1-2 -1 1 1

m =—-lim———= =
x—1 —(x-1)(VxZ—x+1+v2x-1) x>1VxZ—x+1+/2x—1

VIZo1+14vV21-1  VI+V1 141 2

. Vx2—x+1-v2x—-1 1
xl_IH 1—x _2

También puede hacerse utilizando L’Hopital:

2x-1 2 2:1-1 1
li VxZ—x+1-2x-1 _ li xZ—x+1 2V2x—1 _ 12141 V2 1-1 _ 1 1) _ 1 _1
im——————— == lim = = (——=)=—=4+1="-=.
x-1 1-x x-1 -1 -1 V1 V1 2 2

b) Es una integral inmediata de tipo logaritmo:

_ r2x—e* x’+e*=t 1 _ _ -
F(x)—fm-dxz{(zx_e_x).dx=dt}:f;-dt—Lt+C:o=>F(x)—L(Zx e ™)+ C.

F0O)=3=L(2-0—e®+C=3; L2-1)+C=3; L1+C=3;0+3=C=>C=3.
F(x)=L(2x—e™)+3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E8:

. Lx . . .
a) Dada la funcion f(x) = Encontrar sus extremos relativos y los intervalos de crecimiento vy

decrecimiento.

b) Dada la funcién f(x) = x? — 2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1, 3] y encontrar el
area del recinto comprendido entre su grafica, el eje OXylasrectasx =1y x = 3.

Solucion:

a) La funcién logaritmo sélo estd definida para los valores positivos, por lo que el dominio de la funcién
es D(f) = (0, + ).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

l~x—Lx~1
X

=1—Lx > Le=1.

) =

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

1

Six € (e, +) entonces f'(x) > 0y lafuncién es creciente. Si x € (0, e) entonces
f'(x) < 0y lafuncién es decreciente.

Una funcién tiene un maximo o un minimo relativo cuando se anula su primera derivada, o
cuando cambia su crecimiento:

ffx)=0=21-Lx=0=>Lx=1=>x=ce.
Como para x = e la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente, tiene un maximo relativo.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es negativa
para los valores que anulan la primera derivada se trata de un maximo y, si es positiva, de un minimo.
Le 1 1 ;. .
f(e) = —=- P (e, ;) es un maximo relativo

1 L . .
P (e,;) es un maximo relativo

b) La funcién f(x) = x? — 2x es una parabola convexa (U) por ser positivo el coeficiente de x?; su
vértice es el siguiente: f'(x) =2x—2. f'(x)=0=>2x—-2=0; x—1=0=>x=1=>V(,-1).

Entre 1y 2, el drea es negativa, entre 2 y 3, es positiva. Luego: i i |
| |
: 1 3 322 [ 22 " _'
Area=-fx2—2x-dx+fx2—2x-dx== ———| +|5—— ! !
2 2 3 2 5 3 2 5 | ‘
13 33 23 2 | |
— | _ 12 — _122)_ R . V4 | |
-(7-0)+(5-2) -2 (5-2) St e
1 8 | \
=§—1+9—9—2-<§—4)= B — ? ; ?
-1-248=7-2=7-5=2 Lot i
3 3 | |
Area = 2u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E9:

El consumo de azucar en un determinado pais, calculado en kg por persona y afio, varia segln una
distribucién normal de media 15 kg y desviacidn tipica 5.

a) ¢Qué porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 kg de azucar al afio?

b) éCual es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de azucar es superior a 25 kg?
Solucion:

a) Nos dicen que: u =15; 0 =5.X:N(u; o) = N(15; 5). Tipificamos la variable: Z = _X—515.

10-15
5

P=P(X<10)=P(Z<
0.1587.

)=P(2<T)=PZ<-1)=1-P(Z<1)=1-08413 =

El porcentaje de personas que consumen menos de 10 kg de azucar al afio es del 15.87 %

b) P = P(X > 25) =P(z>25:5) =P(z>§) =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-09772 =
0.0228.
El porcentaje de personas cuyo consumo anual de azucar es superior a 25 kg es del
2.28 %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E10:

Los estudiantes, que comienzan los estudios en Medicina, en el conjunto formado por las comunidades
de Andalucia, Baleares y Castilla y Ledn, se distribuyen de la siguiente forma: un 50 % de Andalucia, un
15 % de Baleares y un 35 % provienen de Castilla y Ledn. Los porcentajes de dichos estudiantes que no
consiguen el titulo de Médico son los siguientes: 15 % de Andalucia, 10 % de Baleares y 5 % de Castilla y
Ledn.

a) Calcular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no consiga el titulo de
Licenciado en Medicina.

b) Si un alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, ies mas probable que provenga de
Andalucia o de Castillay Ledn?

Solucion:

Llamamos A al suceso ser de Andalucia, B a ser de Baleares y C a ser de Castilla Ledn. Llamamos L al
suceso conseguir el titulo, y L a no conseguirlo. Llevamos los datos a un diagrama de arbol.

L

0.5 noL P(AnnolL)=0.5-0.15=0.075

L

L
0.15
B 0.1
noL P(BrnoL)=0.15-0.1=0.015
<

noL P(CnnoB)=0.35-(0.05)=0.0175

a) La probabilidad de no obtener el tituloes P = P(L) = P(ANL)+ P(BNL)+P(CNL) =

= P(A) - P(L/A) + P(B) - P(L/B) + P(CL) - P(L/CL) = 0.50 - 0.15 + 0.15 - 0.10 + 0.35 - 0.05 =
0.0750 + 0.0150 + 0.0175 = 0.1075

La probabilidad de no conseguir el titulo de Licenciado en Medicina es del 0.1075.

b) Ahora queremos valorar dos probabilidades condicionadas: P(4/L) y P(C/L)

P(AnL) _ P(A)-P(L/A) _ 0.50-0.15 _ 0.0750
p@) PO ~ 0.1075  0.1075

P, =P(A/L) = = 0.6977.

P, = P(C/L) = P(cnl) _ P(C)-P(L/C) _ 0.35-0.05 _ 0.0175

P(D) P(L) 0.1075  0.1075

= 0.1628.

Si un alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, es mucho mas probable
que provenga de Andalucia que de Castilla y Ledn

Matematicas II. Curso 2019 — 2020. Autor: Jorge Mufoz Yafiez-Barnuevo

Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verd:



