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OPCIÓ A. OPCIÓN A 
Problema A.1: 

 

 
Solución:  

a) A = ൭
𝟏 𝟎 𝒂

െ𝟐 𝒂 ൅ 𝟏 𝟐
െ𝟑 𝒂 െ 𝟏 𝒂

൱    det (A) = 𝟐𝒂𝟐 ൅ 𝟒𝒂 ൅ 𝟐 = 0 si a = 1 solución doble por tanto si a ് െ𝟏 el det(A) ് 𝟎 

por tanto el rg(A) = 3. Por otro lado, si a = 1 el det(A) = 0 por tanto el rg(A) < 3. Buscamos en la matriz A un 

determinante orden 2 que no sea nulo y encontramos el det ቀെ𝟐 𝟎
െ𝟑 െ𝟐

ቁ = 4 ് 0  

Por tanto, tenemos rg(A) = 2. 

Si a = 1 tenemos det(A) = 2𝑎ଶ + 4a + 2 = 8 y el det(2𝑨ି𝟏) = 𝟐𝟑det(𝑨ି𝟏) = 8
𝟏

𝒅𝒆𝒕ሺ𝑨ሻ
 = 1. 

det(2𝑨ି𝟏) = 1 

b) Aቆ
𝒙
𝒚
𝒛

ቇ = ൭
െ𝟏
𝟐
𝟎

൱  si  a = 1,  det(A)  =  0  y  el  detቀെ𝟐 𝟎
െ𝟑 െ𝟐

ቁ =  4 ് 𝟎  por  tanto  rg(A)  =  2  si  definimos  la matriz 

ampliada A/B =  ൭
𝟏 𝟎 𝟏

െ𝟐 𝟎 𝟐
െ𝟑 െ𝟐 െ𝟏

อ
െ𝟏
𝟐
𝟎

൱  todos  los  determinantes  tomando  la  columna  ampliada  junto  con  dos 

columnas de la matriz A son 0 por tanto como el rango de A/B no puede ser más pequeño que el de A y en este 
caso tampoco podrá ser mayor tendrá que ser igual, por tanto el rango de A y de A/B serán iguales y aplicando el 
teorema de Rouché el sistema es compatible indeterminado. 

Tendremos por tanto el sistema  
െ𝟐𝒙 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟐

െ𝟑𝒙 െ 𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟎ൠ  െx + z = 1   e  y=
ି𝟑𝒙ି𝒛

𝟐
   llamando a x = µ tenemos: 

x = µ que z = 1 + µ e y = െ1/2 െ2µ  para todo µ número real. 
c) Una matriz B es invertible si existe una matriz a la que llamaremos inversa de B, 𝐵ିଵ; que verifique que 𝐵𝐵ିଵ= 

I. 𝐵ଶ ൌ
ଵ

ଷ
𝐼 െ 2𝐵  𝐵ଶ ൅ 2𝐵 ൌ

ଵ

ଷ
𝐼 sacando factor común B(B+2I) = 

ଵ

ଷ
𝐼 despejando la I tendremos que B(3B+6I) 

= I, llamando 𝐵ିଵ  a 3B + 6I tendremos que: 
m = 3 y n = 6. 

   

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 

 



 

Matemáticas II. Curso 2018 – 2019.    Autor: Ignasi Clausell Martin 
Comunidad Autónoma de Valencia    Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo 

www.apuntesmareaverde.org.es    LibrosMareaVerde.tk 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)427 

Problema A.2: 

 

 

Solución:  

(a) Escribiendo la recta r en paramétricas, llamando a x = t, tendremos que y = 3 + t   y z = 3 + 2t por 
tanto el punto de la recta será A = (0, 3, 3) y el vector director v = (1, 1, 2)  desde la recta s sacaremos el 

punto y el vector B = (0, 1, 2) y w = (1, 1, 2). 
Para  estudiar  la  posición  relativa  de  las  dos  rectas,  primero  calcularemos  el  vector AB =  (0, 4, 1) 

Construimos  las matrices con  los vectores M = ൭
1 1
1 1
2 2

൱  todos  los determinantes de orden 2  son cero 

por tanto el rg(M) será 1. Construimos la matriz con los vectores directores y el vector calculado con los 

dos puntos M´ = ൭
1 1
1 1
2 2

อ
0

െ4
െ1

൱ donde encontramos un determinante orden 2, ቚ1 0
1 െ4

 ቚ, distinto de cero 

por tanto el rg(M`) será 2 a modo de conclusión r y s son paralelas. 
Por  tanto  el  plano  que  contiene  a  las  dos  rectas  lo  calcularemos  multiplicando  vectorialmente  los 

vectores AB y el vector director v, π = อ
𝑖 𝑗 𝑘
0 4 െ1
1 1 2

อ = (7, 1, 4) que nos dará el vector característico del 

plano, como el plano tiene que contener las dos rectas contendrá los dos puntos de las rectas por tanto 

tomando el punto A tendremos π = 7x  y + 4z + D = 0 por tanto tendremos que: 3 + 12 + D = 0 por 

tanto D = 9 dejando el plano con la ecuación  7x  y + 4z  9 = 0. 

Ecuación del plano: 7x  y + 4z  9 = 0 

(b) Calculamos el plano que pasa por el punto P y es perpendicular a la recta r, para ello tomamos el 
vector  de  la  recta r  como el  vector  característico del  plano  ya  que  este  vector  será  perpendicular  al 
plano y el punto P por tanto tendremos el plano de ecuación x + y + 2z + D = 0 que sustituyendo el 

punto P tendremos 1 + 4 + D = 0 por tanto D = 3 y la ecuación quedará x + y + z – 3 = 0. Resolviendo 

el sistema entre la ecuación de la recta r y la ecuación del plano obtendremos el punto Q = (1, 2, 1) 
La recta pedida es la que pasa por los puntos P y Q por tanto con los dos puntos calculamos el vector  

(1, 2, 1)  (0, 1, 2) = (1, 3, 1) que será el vector director de la recta y tomando como punto de la 

recta el punto P la ecuación de la recta quedará  x = t; y = 1 + 3t; z = 2  t, ecuación paramétrica. 
(c) Expresamos  la  recta s  en  forma  de  ecuación  implícita  de  forma  que  quedará  x = y +  1,  e 
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2y + 2 = z  2 quedando   x  y = 1   e 2y  z = 4. 

Con estas dos ecuaciones y la ecuación del plano construimos las matrices ൭
1 െ1 0
0 2 െ1
1 െ2 𝑎

อ
1

െ4
𝑏

൱ la recta s 

estará contenida en el plano si la matriz y la ampliada tienen el mismo rango y este es igual a 2. 

Para ello calculamos el determinante อ
1 െ1 0
0 2 െ1
1 െ2 𝑎

อ = 2a  1 = 0, por tanto, a = 1/2, como con este valor 

encontramos el determinante ቚ1 െ1
0 2

ቚ  = 2 distinto de cero por tanto el rango de la matriz será 2 

Para que el rango de la ampliada sea 2 también, tendremos que ver que es nulo el determinante de la 

ampliada อ
1 െ1 1
0 2 െ4
1 െ2 𝑏

อ = 2b  6 = 0 por tanto b = 3.   

Con lo que podemos concluir que si a = 1/2 y b = 3 los rangos serán 2 y por tanto la recta estará 
contenida en el plano. 
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Problema A.3: 

 

 

Solución:  

La función f(x) = x𝒆ି𝒙𝟐
 = 𝒙

𝒆𝒙𝟐  como el denominador no se anula al ser una función exponencial por tanto 

el dominio será el conjunto de los números R. 

Puntos de corte con  los ejes,  igualando a cero  la  función obtenemos que x = 0, y  sustituyendo en  la 
función tenemos el punto (0, 0). 

Asíntotas verticales, no tiene porque la función está definida en todo R. 

Asíntotas  horizontales,  calculamos  los  limites  infinitos  de  la  función.𝒍𝒊𝒎
𝒙→ஶ

𝒙

𝒆𝒙𝟐   =  ஶ

ஶ
 =  0  por  orden  de 

magnitud del infinito;  𝒍𝒊𝒎
𝒙→ିஶ

𝒙

𝒆𝒙𝟐 = ିஶ

ஶ
 = 0 por orden de magnitud del infinito. Por tanto, la recta y = 0 es 

asíntota horizontal y como consecuencia de ello no existen asíntotas oblicuas. 

Para calcular los máximos y mínimos de la función tenemos que calcular la primera derivada e igualar a 

cero  f´(x) =  1𝒆ି𝒙𝟐
  +  x𝒆ି𝒙𝟐

ሺെ𝟐𝒙ሻ =  0.  Resolviendo  la  ecuación  obtenemos  los  puntos  െ √𝟐

𝟐
  y 

√𝟐

𝟐
 

sustituyendo  en  la  derivada  un  número  menor  que െ √𝟐

𝟐
  nos  da  negativa  y  por  tanto  la  función  es 

decreciente, sustituyendo en la derivada un número que encontramos entre െ √𝟐

𝟐
 y 

√𝟐

𝟐
 nos da positivo 

por  tanto  la  función  es  creciente  y  sustituyendo  un  número  mayor  que 
√𝟐

𝟐
  en  la  derivada  nos  da 

negativo y por tanto la función es decreciente. 

Si la función decrece para luego crecer tenemos un mínimo, por tanto, el punto x = െ √𝟐

𝟐
 es un mínimo y 

si la función crece para luego decrecer tendremos un máximo, por tanto, el punto x = 
√𝟐

𝟐
 es un máximo. 

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 
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Asíntotas verticales, no tiene, y asíntota horizontal: y = 0. Mínimo: (െ √𝟐

𝟐
, െ √𝟐

𝟐
𝑒ିభ

మ ); máximo: (
√𝟐

𝟐
, 

√𝟐

𝟐
𝑒ିభ

మ) 

(b) 

 

 

(c)  La  función g(x) = f(x) +ax  es  la  función g(x)  = 𝒙𝒆ି𝒙𝟐
൅ 𝒂𝒙; g(x) es continua y derivable en R  y por 

tanto  también  lo  será  en  el  intervalo  ሾ𝟎, 𝟏ሿ. Para  poder  aplicar  el  teroma  de  Rolle  solo  nos  queda 

verificar que g(0) = g(1), que al sustituir el 0 y el 1 en la función e igualar obtenemos que 0 = 𝒆ି𝟏 + a; 

con lo que obtenemos que a = ି𝟏

𝒆
    

Si a = 
ି𝟏

𝒆
  se verifican las condiciones del teorema de Rolle. 

 

(d) ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑥𝑒ି௫మ
𝑑𝑥 = ‐1/2׬ െ2𝑥𝑒ି௫మ

𝑑𝑥 = ‐1/2 𝑒ି௫మ
 + C   

 

׬ 𝑥𝑒ି௫ 𝑑𝑥 la resolveremos por partes ቄ 𝑢 ൌ 𝑥            𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑑𝑣 ൌ 𝑒ି௫               𝑣 ൌ െ𝑒ି௫ቅ 

׬ 𝑥𝑒ି௫ 𝑑𝑥 = ‐x𝑒ି௫ ൅ ׬ 𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ െ𝑥𝑒ି௫ െ 𝑒ି௫ ൅ 𝐶 

׬ 𝒇ሺ𝒙ሻ𝒅𝒙 ൌ െ1/2 𝒆ି𝒙𝟐
 + C ; ׬ 𝒙𝒆ି𝒙 𝒅𝒙 = ൌ െ𝒙𝒆ି𝒙 െ 𝒆ି𝒙 ൅ 𝑪 
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PRUEBA B 

Problema B.1: 

 

 
Solución:  

a) Escribiendo la matriz ampliada del sistema A/B = ൭
1 1 1
3 4 5
7 9 11

อ
4
5
𝑎

൱. Calculamos el rango de A viendo el 

valor de su determinante, det(A) = อ
1 1 1
3 4 5
7 9 11

อ = 0. Buscamos un determinante orden 2, ቚ1 1
3 4

ቚ ് 0 por 

tanto el rango de la matriz A es 2. 

Calculamos el rango de A/B tomando  อ
1 1 4
3 4 5
7 9 𝑎

อ ൌ 𝑎 െ 14 ൌ 0     a = 14 

Concluimos que, por el teorema de Rouché, si a ് 14 el rg(A/B) = 3 y el rg(A) = 2, luego el sistema es 
incompatible.  Si a = 14,  rg(A/B) = 2  y  el  rg(A) = 2,  número  incógnitas  =  3,  el  sistema es  compatible 
indeterminado. 

b) Multiplicando  la  primera  ecuación  por 3  obtenemos 3x   3y   3z = 12  que  al  sumarla  con  la 

segunda  ecuación  obtenemos  y +  3z =  7,  dando  a  z = t  parámetro,  obtenemos  que  y =  7  3t  y 
sustituyendo en la primera ecuación obtenemos x = 11 + t, para todo t perteneciente a los números R. 

c) Si cambiamos 11 por un número cualquiera k la matriz A/B quedará ൭
1 1 1
3 4 5
7 9 𝑘

อ
4
5
𝑎

൱ 

Calculando el determinante de, A det(A)=อ
1 1 1
3 4 5
7 9 𝑘

อ ൌ 𝑘 െ 11 

El det (A) = 0 si k  11 = 0, por tanto, si k = 11. 
Por tanto, tenemos que si k ് 11 el det (A) ് 0 y por tanto el rg(A) = 3 y como el rg(A/B) no puede ser 
menos que el rg(A) entonces también será 3 para todo valor de a por tanto, por el teorema de Rouché, 
el sistema es compatible determinado. 
   

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE JUNIO 
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Problema B.2: 

 

 
Solución:  

(a) El plano de ecuación 9x + 12y + 20z  180 = 0 tiene por vector característico n = (9, 12, 20); los 
planos  que  buscamos  al  ser  paralelos  tienen  el  mismo  vector  característico  por  tanto  tendrán  por 
ecuación 9x + 12y + 20z + D = 0 y 9x + 12y + 20z + E = 0. La distancia entre estos dos planos vendrá 

dada por  la ecuación, d = 
|஽ିሺିଵ଼଴ሻ|

√஺మା஻మା஼మ,  igualando a 4 tendremos: 4 = 
|஽ିሺିଵ଼଴ሻ|

√ଽమାଵଶమାଶ଴మ, por tanto 4 = 
|஽ାଵ଼଴|

ଶହ
, 

D + 180 = ∓100, por lo que tendremos D = 280 y D = 80, por tanto: 
Los planos paralelos buscados son: 9x + 12y + 20z =80 y 9x + 12y + 20z =280. 

(b) La intersección del plano 9x + 12y + 20z = 180 con el eje X la sacaremos resolviendo el sistema 
entre la ecuación del plano y la ecuación del eje x, z = y = 0 obteniendo el punto de corte A = (20, 0, 0). 
De la misma forma la intersección con el eje Y la calcularemos resolviendo el sistema de la ecuación del 
plano  con  la  recta  que  forma  el  eje  y,  x = z =  0  y  obtenemos  el  punto  de  corte  B =  (0,  15,  0). 
Análogamente  resolviendo  el  sistema  entre  el  plano  y  la  ecuación  de  la  recta  del  eje  z,  x = y =  0, 
calcularemos el tercer punto de corte C = (0, 0, 9). Los vectores AB y AC los calcularemos restando los 

puntos extremo menos origen: AB = (0, 15, 0)  (20, 0, 0) = (20, 15, 0).  
De la misma forma el AC = (20, 0, 9). 
El ángulo entre vectores lo calcularemos utilizando el producto escalar: cos a = 

஺஻∙஺஼

|஺஻|∙|஺஼|
 =  ସ଴଴

ଶହ√ସ଼ଵ
.  

Por tanto, a = arccosቀ ଵ଺

√ସ଼ଵ
ቁ = 43.15° 

(c) El volumen del tetraedro lo calcularemos según la fórmula V = 
ଵ

଺
|ሾ𝑂𝐴, 𝑂𝐵, 𝑂𝐶ሿ|, siendo:   

OA = (20, 0, 0)  (0, 0, 0) = (20, 0, 0). De la misma forma OB = (0, 15, 0) y OC = (0, 0, 9).  

ሾ𝑂𝐴, 𝑂𝐵, 𝑂𝐶ሿ ൌ อ
20 0 0
0 15 0
0 0 9

อ 

Resolviendo el determinante resulta 2700, por tanto: 

El volumen V = 1/6 ∙  2700 = 450 u3 
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Problema B.3: 

 

 
Solución:  
(a) Las coordenadas de  los puntos A y B  las calcularemos en función del  tiempo utilizando que el 

espacio es igual a la velocidad por el tiempo; por tanto, A = (0, 0 + 30t) y B = (250  40t, 0) por tanto el 

vector 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗  será (250  40t, 30t) y la función de la distancia quedaría: 

f(t) = ห𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห = ඥሺ250 െ 40𝑡ሻଶ ൅ ሺ30𝑡ሻଶ = √2500𝑡ଶ െ 2000𝑡 ൅ 62500  Km, t en horas. 
(b) El tiempo t pedido es el tiempo que tardará en desplazarse e = v  t por tanto t = 250/40 = 6.25 
horas  por  tanto  la  función  quedará  f(t) ൌ  √2500𝑡ଶ െ 2000𝑡 ൅ 62500    0൑ 𝑡 ൑ 6.25.  Derivando  la 

función tendremos f´(t) = 
ହ଴଴଴௧ିଶ଴଴଴଴

ଶ√ଶହ଴଴௧మିଶ଴଴଴௧ା଺ଶହ଴଴
 = 0, tendremos 2500t  10000 = 0, por tanto, t = 4 horas. 

Sustituyendo  en  la  derivada  un  número menor  que  4 mayor  que  cero  nos  dará  que  la  derivada  es 
negativa que significará que  la  función  f crece en el  intervalo ሾ0, 4ሻ  y  sustituyendo en  la derivada un 
número mayor que 4 menor que 6.25 nos dará que  la derivada de  la  función es positiva por  tanto  la 
función crece en el intervalo ሺ4, 6.25ሿ 
(c) La distancia es mínima en t = 4 horas siendo dicha distancia: 

f(4) =  √2500 ∙ 4ଶ െ 2000 ∙ 4 ൅ 62500 = 150 Km 
El máximo de la función se alcanzará en los puntos 0 o 6.25, calculando el valor de estos puntos en la 
función tendremos que f(0) = 250 y que f(6.25) = 187.5, por tanto la máxima distancia entre los móviles 
será de 250 Km en el instante inicial t = 0 horas. 
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OPCIÓ A ‐ OPCIÓN A 

Problema A.1: 

 

 

Solución:  

(a) Escribimos la matriz del sistema A/B = ൭
2 0 3
1 െ2 2
3 െ1 5

อ
𝑎
5

𝑎 ൅ 1
൱ 

El det (A) = อ
2 0 3
1 െ2 2
3 െ1 5

อ ൌ െ1 y como es diferente de cero el rg(A) = 3, como es lo máximo que puede 

ser el rg(A/B) también será 3 para todo valor de a número real. 

Por el teorema de Rouché el sistema es compatible determinado para todo valor de a número real. 

La solución única la calcularemos utilizando la regla de Cramer 

x = 
อ

௔ ଴ ଷ
ହ ିଶ ଶ

௔ାଵ ିଵ ହ
อ

ିଵ
 = ିଶ௔ିଽ

ିଵ
 = 2a+9   y = 

อ
ଶ ௔ ଷ
ଵ ହ ଶ
ଷ ௔ାଵ ହ

อ

ିଵ
ൌ ସ

ିଵ
ൌ െ4   z = 

อ
ଶ ଴ ௔
ଵ ିଶ ହ
ଷ ିଵ ௔ାଵ

อ

ିଵ
ൌ ௔ା଺

ିଵ
ൌ െ𝑎 െ 6 

(b) Como acabamos de calcular la solución en función del parámetro a, bastará con sustituir por a = െ1  

Así: 

(x, y, z) = (2a + 9, െ4, െa െ 6), sustituyendo tendremos (x, y, z) = (7, െ4, െ5). 

(x, y, z) = (7, െ4, െ5). 

 
(c) Si x + y + z = 0 se tendrá: 2a + 9 + (െ4) + (െa െ 6) = 0, a – 1 = 0, por tanto, a = 1. 

a = 1. 
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Problema A.2: 

 

 

Solución:  

(a) d(P, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బ|

√஺మା஻మା஼మ  siendo P = (𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ  y el plano 𝜋 ൌ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 .    

En nuestro caso P = (10, 0, 10) y 𝜋 = 2x + y + 2z = 8 y por tanto la solución es inmediata: 

d(P, 𝜋ሻ ൌ
|ଶ∙ଵ଴ାଵ∙଴ାଶ∙ଵ଴ି଼|

√ଶమାଵమାଶమ  = 32/3 u 

d(P, 𝜋ሻ = 32/3 u 

 
(b) Para calcular el punto A resolveremos el sistema entre el plano 2x + y + 2z = 8 y la ecuación del 

eje X: y = z = 0 obteniendo x = 4 y por tanto el punto A = (4, 0, 0). 
Para calcular el punto B resolveremos el sistema entre el plano 2x + y + 2z = 8 y la ecuación del 
eje Y: x = z = 0 obteniendo y = 8 y por tanto el punto B = (0, 8, 0). 
Para calcular el punto C resolveremos el sistema entre el plano 2x + y + 2z = 8 y la ecuación del 
eje Z: x = y = 0 obteniendo z = 4 y por tanto el punto C = (0, 0, 4). 

Calculamos los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ : 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  = (0, 8, 0)  (4, 0, 0) = (4, 8, 0),  
y el vector 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  = (0, 0, 4)  (4, 0, 0) = (4, 0, 4). 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ x𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  = อ
𝑖 𝑗 𝑘

െ4 8 0
െ4 0 4

อ = (32, 16, 32).  

ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ x𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ √32ଶ ൅ 16ଶ ൅ 32ଶ = 48. 

𝐴𝑟𝑒𝑎 ൌ ଵ

ଶ
|𝐴𝐵𝑥𝐴𝐶| = 1/2 ∙ 48 = 24 u2.   

𝐴𝑟𝑒𝑎= 24 u2. 

(c) El Volumen V = 1/6 หൣ𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൧ห 
𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗  = (10, 0, 10)  (4, 0, 0) = (6, 0, 10). 

ൣ𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൧ ൌ อ
6 0 10

െ4 8 0
െ4 0 4

อ ൌ 512 

V = 1/6 ∙ ሺ512) = 256/3 u3.   
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Problema A.3: 

 

 

Solución:  

h(x) = 
௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
 

(a) 𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 5 = 0   x = 
ିଶേ√ସିଶ଴

ଶ
 no pertenece a los números reales por tanto Dom(f) = R. 

lim
௫→ஶ

௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
 = ஶ

ஶ
 =  lim

௫→ஶ

௫య

௫మ ൌ lim
௫→ஶ

𝑥 ൌ ∞ 

lim
௫→଴

௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
ൌ ିଷ

ହ
. 

 

(b) Asíntotas verticales: 
No presenta asíntotas verticales por estar definida en todo R 

Asíntotas horizontales 

lim
௫→ஶ

௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
 = lim

௫→ஶ

௫య

௫మ ൌ lim
௫→ஶ

𝑥 ൌ ∞ 

lim
௫→ିஶ

௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
 = lim

௫→ஶ

ି௫యା௫మିହ௫ିଷ

௫మିଶ௫ାହ
 = ஶ

ஶ
 =  lim

௫→ஶ

ି௫య

௫మ  =  lim
௫→ஶ

െ𝑥 ൌ െ∞ 

Por tanto, no hay asíntotas horizontales. 

Asíntotas oblicuas: y = mx + n 

m = 
௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫యାଶ௫మାହ௫
ൌ ஶ

ஶ
ൌ lim

௫→ஶ

௫య

௫య ൌ 1 

n =  lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥 ൌ lim
௫→ஶ

௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
െ 𝑥 ൌ lim

௫→ஶ

௫యା௫మାହ௫ିଷି௫యିଶ௫మିହ௫

௫మାଶ௫ାହ
ൌ lim

௫→ஶ

ି௫మିଷ

௫మାଶ௫ାହ
 

= 
ஶ

ஶ
 =  lim

௫→ஶ

ି௫మ

௫మ ൌ െ1 

La recta y = x  1 es asíntota oblicua. 
 

(c)׬
௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
𝑑𝑥: haciendo la división de polinomios obtenemos el cociente x  1 y el 

resto 2x + 2, por tanto la integral queda: 
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න
𝑃ሺ𝑥ሻ

𝑄ሺ𝑥ሻ
𝑑𝑥 ൌ න 𝐶ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅  

𝑅ሺ𝑥ሻ

𝑄ሺ𝑥ሻ
𝑑𝑥 ൌ 

 

න
𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൅ 5𝑥 െ 3

𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 5
𝑑𝑥 ൌ නሺ𝑥 െ 1ሻ𝑑𝑥 ൅ න

2𝑥 ൅ 2
𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 5

𝑑𝑥 ൌ
𝑥ଶ

2
െ 𝑥 ൅ ln|𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 5| ൅ 𝐶 

Para calcular el área, primero hay que ver si la función f(x) corta al eje X en algún punto c 
entre 1 y 5. 
Por tanto 

A = ቚ׬
௫యା௫మାହ௫ିଷ

௫మାଶ௫ାହ
𝑑𝑥

ହ
ଵ ቚ ൌ ฬቂ௫మ

ଶ
െ 𝑥 ൅ ln|𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 5|ቃ

ଵ

ହ
ฬ ൌ 8 ൅ lnሺ5ሻ 

A ൌ 8 ൅ lnሺ5ሻ 
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OPCIÓN B ‐ OPCIÓN B 

Problema B.1: 

 

 

Solución:  

(a) AX = aX  AX  aX= O    (A  aI)X = O,  donde O  representa  la matriz  nula  e  I  la matriz 
identidad 
 

Para que esta ecuación matricial solo tenga una solución, debe existir la matriz inversa de A  aI, 
y por tanto ser det(A  aI) distinto de cero. 

A  aI = ቀ 1 4
െ1 6

ቁ െ ቀ𝑎 0
0 𝑎

ቁ ൌ ቀ1 െ 𝑎 4
െ1 6 െ 𝑎

ቁ 

Det(A  aI) = ቚ1 െ 𝑎 4
െ1 6 െ 𝑎

ቚ ൌ ሺ1 െ 𝑎ሻሺ6 െ 𝑎ሻ ൅ 4 ൌ 𝑎ଶ െ 7𝑎 ൅ 10 

Det(A  aI) = 0 si 𝑎ଶ െ 7𝑎 ൅ 10 = 0  por tanto a = 2 y a = 5. 

La ecuación matricial solo admite una solución cuando a sea distinto de 2 y de 5. 

 
Además, aunque no lo pida el ejercicio, dicha solución es: 

(A  aI)X = O, ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻିଵሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻ𝑋 ൌ ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻିଵ𝑂   por tanto  X = ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻିଵ𝑂 

Por tanto, X = 𝑂ଶ௫ଶ. 

 

(b) AX = 5X  AX  5X = O  (A  5I)X = O  A  5I = ቀ 1 4
െ1 6

ቁ െ ቀ5 0
0 5

ቁ ൌ ቀെ4 4
െ1 1

ቁ 

ቀെ4 4
െ1 6

ቁ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቀ0

0
ቁ  

െ4𝑥 ൅ 4𝑦 ൌ 0
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0 , por tanto x + y = 0   x = 𝜇, y = 𝜇, para todo 𝜇  R 

  

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA 
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(c) AX = 2X con X = ቀ4
1

ቁ 

𝐴𝑋 ൌ ቀ 1 4
െ1 6

ቁ ∙ ቀ4
1

ቁ ൌ ቀ8
2

ቁ

2𝑋 ൌ 2 ∙ ቀ4
1

ቁ ൌ ቀ8
2

ቁ
     

Efectivamente se comprueba que AX = 2X cuando X = ቀ4
1

ቁ con lo que podemos asegurar que X = ቀ4
1

ቁ 

es una solución de la ecuación matricial AX = 2X.  

Es decir que A∙ ቀ4
1

ቁ ൌ 2 ∙ ቀ4
1

ቁ 

Sabiendo  esto,  se  puede  deducir  b  en  la  ecuación   𝐴ଵ଴଴ ቀ4
1

ቁ ൌ 𝑏 ቀ4
1

ቁ  mediante  el  procedimiento  de 

inducción 

𝐴ଵ଴଴ ቀ4
1

ቁ ൌ 𝐴ଽଽ𝐴 ቀ4
1

ቁ ൌ 𝐴ଽଽ2 ቀ4
1

ቁ ൌ 2𝐴ଽଽ ቀ4
1

ቁ ൌ 2𝐴ଽ଼𝐴 ቀ4
1

ቁ ൌ 2𝐴ଽ଼2 ቀ4
1

ቁ ൌ 2ଶ𝐴ଽ଼ ቀ4
1

ቁ ൌ 

y así sucesivamente 

ൌ 2ଵ଴଴ ቀ4
1

ቁ 

Por tanto, el valor pedido de b = 2ଵ଴଴. 
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Problema B.2: 

 

 

Solución:  

 r= ௫ି௔

ିଵ
ൌ ௬

ିସ
ൌ ௭

௕
  𝜋 ൌ 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 6, de la recta r extraemos las ecuaciones 

௫ି௔

ିଵ
ൌ ௬ 

ିସ
  → 

െ4𝑥 ൅ 4𝑎 ൌ െ𝑦  → 4𝑥 െ 𝑦 െ 4𝑎 ൌ 0 y  ௬

ିସ
ൌ ௭

௕
  → 𝑏𝑦 ൌ െ4𝑧 → 𝑏𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 0 

Estudiaremos la posición relativa de r y 𝜋 en función de los rangos de las matrices A y A/B dadas por 

A/B=൭
4 െ1 0
0 𝑏 4
1 2 3

อ
4𝑎
0
6

൱ 

El rango de A lo calculamos por medio del determinante: det(A) = อ
4 െ1 0
0 𝑏 4
1 2 3

อ ൌ 12𝑏 െ 36 ൌ 0  →b = 3 

Si b ് 3 entonces del det(A) ്  0 por tanto el rango de A es 3 y el de A/B será 3 por que no puede ser 
más pequeño que el de A, por tanto la recta r y el plano 𝜋 son secantes. 

Si b = 3 entonces el det(A) = 0 por tanto el rango de A será menor que 3, A/B = ൭
4 െ1 0
0 3 4
1 2 3

อ
4𝑎
0
6

൱ para 

calcular el rango de A nos fijamos en el determinante de tamaño 2 de la matriz ቚ4 െ1
0 3

ቚ ൌ 12 ് 0 por 

tanto el rango de A será 2; para calcular el rango de la matriz A/B nos fijamos en el determinante de la 

matriz อ
4 െ1 4𝑎
0 3 0
1 2 6

อ ൌ 3ሺ24 െ 4𝑎ሻ ൌ 0, entonces a = 6. 

Si a es distinto de 6 el rango de A/B es 3. 

Si a es igual a 6 el rango de A/B es 2. 

En resumen: 

Si b es distinto de 3 recta y plano son secantes. 

Si b es igual a 3 y a igual a 6 la recta está contenida en el plano. 

Si b es igual a 3 y a distinto de 6 la recta es paralela al plano. 
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 (b) Como acabamos de ver si a es 6 y b es 3, la recta está contenida en el plano. 

Por tanto, la distancia que se nos pide será nula. 

 

c)  Si  los  dos  planos  no  se  cortan,  es  porque  son  paralelos  por  tanto  tendrán  el  mismo  vector 
característico, como el plano 𝜋 tiene por vector característico (1, 2, 3) el plano pedido lo calcularemos 
utilizando el mismo vector característico por lo que la ecuación del nuevo plano será: 

 x + 2y + 3z + D = 0, como el punto (0, 0, 0) queremos que esté en el plano, cumplirá la ecuación del 
plano, por tanto∙ 0 ൅ 2 ∙ 0 ൅ 3 ∙ 0 ൅ 𝐷 ൌ 0 

Con lo cual D = 0 y el plano pedido tendrá por ecuación x + 2y + 3z = 0. 

x + 2y + 3z = 0. 
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Problema B.3: 

 

 

Solución:  

(a) La distancia entre los dos puntos dados será:   

𝑑ሺ𝑥ሻ  ൌ  ห𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺ𝑥 െ 0ሻଶ ൅ ሺ4 െ 𝑥ଶ െ 2ሻଶ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4   con െ2 ൑ 𝑥 ൑ 2. 

 

(b)  y  (c)  Se  trata de encontrar  los máximos y  los mínimos absolutos de  la  función distancia en el 
intervalo ሾെ2, 2ሿ. Así calculamos la derivada. 

d`(x)  = 
ସ௫యି଺௫

ଶ√௫రିଷ௫మାସ
ൌ ଶ௫యିଷ௫

√௫రିଷ௫మାସ
  haciendo  d`(x) =  0  tenemos  2𝑥ଷ െ 3𝑥 ൌ 0  resolviendo 

tendremos x = 0, x = ටଷ

ଶ
, y x = െටଷ

ଶ
  

Ahora  calculamos  los  valores  de  la  función  en  los  puntos  obtenidos  anteriormente,  llamados 
puntos críticos y en los extremos del intervalo. 

𝑑ሺെ2ሻ ൌ ඥሺെ2ሻସ െ 3ሺെ2ሻଶ ൅ 4 ൌ √8

𝑑 ቆെටଷ

ଶ
ቇ ൌ ඨሺെටଷ

ଶ
ሻସ െ 3ሺെටଷ

ଶ
ሻଶ ൅ 4 ൌ √7/2

𝑑ሺ0ሻ ൌ √4 ൌ 2

𝑑 ቆටଷ

ଶ
ቇ ൌ 𝑑 ቆെටଷ

ଶ
ቇ ൌ ට଻

ଶ

𝑑ሺ2ሻ ൌ 𝑑ሺെ2ሻ ൌ √8 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

   

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA 
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La distancia máxima d = √8  se alcanza en los puntos (2, 0) y (2, 0); la distancia mínima d = ට଻

ଶ
 

se alcanza en los puntos (െටଷ

ଶ
, 5/2) y (ටଷ

ଶ
, 5/2) 

 

ሺ𝑑ሻ y = 2  |𝑥| ൌ ቄ 2 ൅ 𝑥           𝑠𝑖 െ 2 ൑ 𝑥 ൏ 0
2 െ 𝑥   𝑠𝑖     0 ൑ 𝑥 ൏ 2             

   

El área pedida es: 

𝐴 ൌ ׬ 4 െ 𝑥ଶ െ ሺ2 ൅ 𝑥ሻ  𝑑𝑥 ൅ ׬ 4 െ 𝑥ଶ െ ሺ2 െ 𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬ െ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2 𝑑𝑥 ൅ ׬ െ𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅
ଶ

଴
଴

ିଶ
ଶ

଴
଴

ିଶ

2 𝑑𝑥 ൌ ቂെ ௫య

ଷ
െ ௫మ

ଶ
൅ 2𝑥ቃ

ିଶ

଴
൅ ቂെ ௫య

ଷ
൅ ௫మ

ଶ
൅ 2𝑥ቃ

଴

ଶ
ൌ ଶ଴

ଷ
  u2. 

𝐴 ൌ 
ଶ଴

ଷ
 u2. 


