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BARFM DE L'EXNAMEN:
Cal elegir sobs UNA de les dues OPCIONS, A o B, i s'han de fer els ives problemes d° aguesta opcio.
Cada problema puntaa fins a 10 punes.

La qualifiracio de Uexercic es 1a suma de les qualificacions de cada problems dividida enfre 3, i aproximada a les centésimes.
E:pmmaﬂusli&u]ru]adm&mnqmmnmmﬁqusop‘ummb]ﬁ i que no puswen realitzar cabonl simbolic ni enmaEatzemar =xt o
fommules en memaria 5hse o o b calouladora, els resuitats analities, mumeéries § prafics ban d'estar sempre depudament justificats.

BAREMO DEL EX AMEN:

Se elegira solamente TNA de bz doz OPCIONES, A o B, ¥ se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se punhiara hasta 10 puntes.

La calificacion del ejercicio sera la sima de las calificacionss de cada problema dividida entre 3 v aproximeda a las centesinas.

Se permnite &l uso de calouladeras siempre que no sean graficas o programables, fqu&mp&dmm]mrﬂ]mh simbalice ni almacenar tego o
formealas en memaria Se utilice o o b calruladors, kos resultades analificos, mmeericos ¥ grafices deberdn sstar siepmre d=hidaments
nustificades.

OPCIO A
1 0 a
Problema A.l. Es donen la matriu A = (—2 a+1 2) , que depén del parametre real a , 1 1ma matnn
—3 a-1 a

quadrada B d’ordre 3 tal que B* = — I — 2B, sent I 1a matmu identitat d’ordre 3.

Obtingueu raonadament, escrivint n:rn els passos del raonament utilitzat:
a) Elrang de la matriu A en fimcid del parametre real a i el determinant de la matrin 2477

quan a = 1. (2 + 2 punts)
X —1
b) Totes les solucions del sistema d'equacions 4 (J-') = ( 2 ) quana = —1. (3 punis)
z 0
c) Lacomprovacio que B és mvertible, trobant m i n tals que B~ = mB + nl. (3 punts)
" - . : jfx—=y+3=0 . _ ==
Problema A.2. Considerem en 1'espai les rectes r: {Zx—z+ 3—p !} FX= y+1l=—0
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) L'equacio del pla que conté les rectes r 1 s. (3 punis)
b) Larecta que passa per P = (0,—1,2) 1 talla perpendicularment la recta r. (4 punis)
c) El valor que han de tenur els parametres reals a [ b perque la recta s eshiga continguda en el
plam: x -2y +az=h. (3 pumis)

Problema A.3. Es considera la foncio f(x) = xe™™
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament ntilitzat:
a) Les asimptotes, els intervals de creixement i de decreixement, arxi com els maxims

1 minims relatius de la fincie fx). (3 punts)
b) Larepresentacio grafica de la corba y = f(x). (2 punis)
¢) Elvalor del parametre real a perqué es puga aplicar el teorema de Foolle en I'interval
[0,1] ala fimcio g(x) = f(x)+ax. (1 puni)
d) Elwvalor de les integrals indefinides [ f(x) dx, [xe ™ dx. (4 puniz)
1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO
OPCIO B
r+y+ z = 4
Problema B.1. Es dona el sistema {3x +4y+ 5z = 5 ona eésun parametre real
Tx+9y+1lz = &
Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a} Els valors de & per als quals el sistema és compatible 1 els valors de & per als quals
el sistema és incompatible. (4 pumts)
b) Totes les solucions del sistema quan siga compatible. 4 punts)
¢} La discussio de la compatibalitat 1 determinacic del nou sistema deduit de 1" antenior
en canviar el coeficient 11 per qualsevol alire mimero diferent. (2 pumis)
Problema B.1. Siga el pla d'equacio 9x + 12y + 20z = 180.
Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Les equacions dels dos plans paral-lels a n que disten 4 unitats de m. (4 punis)
b) Elspunts 4, Bi C, interseccio del pla m amb els eixos OX. OY 10Z 11'angle
que formen els vectors AF i AC. {4 punts)
¢} Elvohun del tetraedre els vertexs del qual som ['ongen O de coordenades 1 els
pumis 4, BiC. (2 punis}

Problema B.3. Les coordenades micials dels mobils A 1B son (0, 07 1 (250, 0), respectivament. 1 1 km és la
distancia des de I'ongen de coordenades fins a cadascun dels punts (1, 0)1 {0, 1).

175

El mobil A es desplaca sobre I'eix OY des de la posicio micial fins al punt (D —) amb una velocitat de 30
km'h 1, simultaniament el mobil B es desplaga sobre I'eix OX des de la sena posicio mucial fins a 'ongen de
coordenades amb una velocitat de 40 km'h.
Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La distancia fif) entre els mobils A 1 B durant el desplagament, en fumcio del temps ¢
en hores des que van comencar a desplagar-se. (2 punis)
b) El temps T que tarden els mobils en desplagar-se des de la sena posicio imcial a la sewa
posicid final, 1 els intervals de creixement 1 de decreixement de la fimeid fal llarg

del trajecte. (4 puniz}
o) Els valors de f per als quals la distancia dels mobils es maxyma 1 mimma durant
el desplagament, 1 aquestes distancies maxima 1 minima. {4 punis)
3
Matematicas II. Curso 2018 — 2019. Autor: Ignasi Clausell Martin
Comunidad Auténoma de Valencia Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es _’n LibrosMareaVerde.tk

=
Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION A

1 0 a
Problema A.l. Se dan la matnz 4 = (—2 a+1 2) . que depende del parametro real o, v 1ma matniz
-3 a-1 a
cuadrada B de orden 3 tal que B* = l{ I — 2B, siendo [ la matniz identidad de orden 3.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Elrango de la matriz A en fimcidén del parimetro a y el determinante de la matriz 247!
cuando a = L (2+2 puntos)

x -1

b} Todas las soluciones del sistema de ecnaciones A (j.-') = ( 2 )c‘um:lu a= —1. (3 puntos)
Z 0

¢} La comprobacion de que B es mvertible, enconfrando m vy n tales que B~ = mB + nl. (3 punios)

Problema A.2. Consideramos en el espacio las rectas r: {fo_—yz-:-i:—% vsx=y+1l= %‘f
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pases del razonamiento ntlizado:
a) La ecuacion del plano que contiene las rectas r y 5. (3 punios)
b} La recta que pasa por P = (0, —1,2) y corta perpendicularmente a la recta ». (4 puntos)
¢) Elwvalor gque deben tener los pardmetros reales a y b para que la recta 5 esté contenida en
elplano m: x — 2y + az = b. (3 puntos)
Problema A.3. Se consider la fimcion f(x) = xe~= .
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:
a) Las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos
v minimos relativos de la funcion f(x). (3 punios)
b} Larepresentacion grafica de la curva v = f(x). (2 punios)
¢) Elwvalor del pardmetro a para gque se pueda aplicar el teorema de Rolle en el mtervalo
[0,1] a la fimcidn glx) = flx) + ax. (1 punto)
d) Elvalor de las infegrales indefinidas | f(x) dx, [axe™" dux. (4 punios)
3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION B
x+y+ 2 = 4
Problema B.1. Sedael sistema {3x + 4y + 5z = 5 donde o esun pardmetro real

Tx+9% +1lz = a
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento niilizado:
a} Los valores de o para los que el sistema es compatible y los valores de @ para los que

el sistema es Imcompatible. (4 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)
c} La discusion de la compatibilidad v determimacién del meevo sistema deducido del

anterior 2l cambiar el coeficiente 11 por cualgquier otro nimero diferente. (2 puntos)

Problema B.2. Sea w el plano de ecuacion 9x + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pases del razonamiento ntilizado:

a}) Las ecuaciones de los dos planes paralelos a m que distan 4 mudades de . (4 puntos)
b} Los puntos A, B v C interseccion del plano m con los ejes OX, OY v OZ v el angulo

que forman los vectores AF v AL. (4 puntos)
c} Elvolumen del tetraedro cuyos vertices son el origen O de coordenadas y los

puntos 4, By C. (2 punios)

Problema B.3. Las coordenadas miciales de los moviles A v B son (0, 0) v (250, 0), respectivamente, siendo
1km la distancia del onigen de coordenadas a cada uno de los pumtos (1, 00y (0, 1)
El méwil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion nicial hasta el punto (D. %} con velocidad de 30
km'h v, sinmultaneamente, ]l movil B se desplaza sobre el eje OX desde su posicion inicial hasta el ongen de
coordenadas con velocidad de 40 km'h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:
a) La distancia fTr) entre los moviles A v B duramte el desplazamiento, en fimeidn del
tiempo ¢ en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)
b} Eltiempo T que tardan los méviles en desplazarse desde su posicion inicial a su posicion
final, ¥ los mtervalos de crecinmiento y de decrecimiento de la fimeidn f a lo largo del

trayecto. (4 puntos)
c) Los valores de ¢ para los que la distancia de los moviles es maxima y minima durante
sn desplazamiento v dichas distancias maxima y minima. (4 punfos)
4
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCIG A. OPCION A CONVOCATORIA
Problema A.1: ORDINARIA DE
1 0 a JUNIO
Problema A.l. Se dan la mainz 4 = (—2 a+1 2) . que depende del parametro real @, y una matriz
-3 a-1 a

cuadrada B de orden 3 tal que B* = —: I — 2B, siendo [ la mamz 1dentidad de orden 3.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:

a) Elrango de la matriz A en fincion del pardmetro a y el determinante de la matriz 247!
cuando a = L
X -1
b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A (_1.-') = ( 2 )cuamln a= -1
Z 0
¢) La comprobacion de que B es mvertible, encontrando m v n tales que B~' = mB + nl.
1 0 a
Problema A.l. Es donen la matniu A = (—2 a+1 2) . que depén del parametre real a , 1 1ma matrm
—3 a-1 a

quadrada B d'ordre 3 tal que B* = lg [ — 2B, sent | la matnu 1denfitat d’ordre 3.

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Elrang de la matriu A en fincid del pardmetre real a i el determinant de la matriu 247!
quan a = 1.

x -1

b) Totes les solucions del sistema d’equacions A (}-‘) = ( 2 ) quan a = —1.
z 0

¢) Lacomprovacio que B és mvertible, trobant m i n tals que B~ = mB + nl.

Solucion:

1 0 a
a)A= (—2 a+1 2) det (A) = 2a? + 4a + 2 = 0 si a = —1 solucién doble por tanto sia # —1 el det(A) # 0

-3 a—-1 a
por tanto el rg(A) = 3. Por otro lado, si a = —1 el det(A) = 0 por tanto el rg(A) < 3. Buscamos en la matriz A un
determinante orden 2 que no sea nulo y encontramos el det (:; _02) =4+0

Por tanto, tenemos rg(A) = 2.
1

Sia=1tenemos det(A) = 2a% +4a+2=8yel det(2471) = 23det(471) = 8det(A) =1.
det(2471) =1
N (A 2 0
b) A<y> =( 2 ) sia=-1,det(A) =0y el det(_3 _2) = 4 # 0 por tanto rg(A) = 2 si definimos la matriz
z 0
1 0 1(-1
ampliada ABB=[-2 0 2 | 2 | todos los determinantes tomando la columna ampliada junto con dos
-3 -2 -1l0

columnas de la matriz A son 0 por tanto como el rango de A/B no puede ser mas pequefio que el de A y en este
caso tampoco podrd ser mayor tendrd que ser igual, por tanto el rango de A y de A/B seran iguales y aplicando el
teorema de Rouché el sistema es compatible indeterminado.

—2x+2z=2
—-3x—-2y—-z=0
X=pquez=1+pey=—1/2 —2u paratodo i nimero real.

c) Una matriz B es invertible si existe una matriz a la que llamaremos inversa de B, B~1; que verifique que BB~ 1=
I.B2 = él —2B > B%?+2B = §I sacando factor comun B(B+2l) = %I despejando la | tendremos que B(3B+6l)

= |, llamando B~! a 3B + 6l tendremos que:

—-3x-z

Tendremos por tanto el sistema } —X+z=1 ey= llamando a X = u tenemos:

m=3yn=6.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

x—y+3=0 _ ____ _ -2
2x—z+3=0 Y FXTYHI=H
Obtener razonadamente, escribiendo todos los paseos del razonamiento ntilizado:

a) La ecuacion del plano que confiene las rectas r y 5.

b} La recta que pasapor P = {0, —1,2) y corta perpendicularmente a la recta r.

¢) Elwvalor que deben tener los parametros reales a y b para que la recta 5 esté contenida en

elplano m:x — 2y + az = b.

Problema A.2. Consideramos en el espacio las rectas r: {

x—y+3=0

2x—z+3=0

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) L'equacio del pla que conté les rectes r 1 5.

b) Larecta que passa per P = (0, —1,2) 1 talla perpendicularment la recta r.

c) Elvalor que han de temr els parametres reals a i b perque la recta s estiga continguda en el
plam: x—2y+az=h.

F—d

Problema A.2. Considerem en I'espai les rectes r: { 1 ssx=y+1= <

Solucion:

(a) Escribiendo la recta r en paramétricas, llamando a x =t, tendremos quey =3+t yz=3+ 2t por

tanto el punto de la recta serd A = (0, 3, 3) y el vector directorv = (1, 1, 2) desde la recta s sacaremos el

puntoy el vectorB=(0,-1,2)yw=(1,-1, -2).

Para estudiar la posicion relativa de las dos rectas, primero calcularemos el vector AB = (0, —4, —1)
1 1

Construimos las matrices con los vectores M = <1 1) todos los determinantes de orden 2 son cero

2 2
por tanto el rg(M) serd 1. Construimos la matriz con los vectores directores y el vector calculado con los
1 1]0
. . 1 0 -
dos puntos M" =1 1|—4 | donde encontramos un determinante orden 2, 1 4l distinto de cero
2 2l-1
por tanto el rg(M’) sera 2 a modo de conclusidn ry s son paralelas.
Por tanto el plano que contiene a las dos rectas lo calcularemos multiplicando vectorialmente los

i j k
vectores AB y el vector directorv,m=|0 4 —1|=(-7, -1, 4) que nos dara el vector caracteristico del
1 1 2

plano, como el plano tiene que contener las dos rectas contendra los dos puntos de las rectas por tanto
tomando el punto A tendremos = —-7x —y + 4z + D = 0 por tanto tendremos que: -3 + 12 + D = 0 por
tanto D = -9 dejando el plano con la ecuacion —7x—y+4z—-9=0.

Ecuacion del plano: =7x—y+4z—-9=0

(b) Calculamos el plano que pasa por el punto P y es perpendicular a la recta r, para ello tomamos el
vector de la recta r como el vector caracteristico del plano ya que este vector sera perpendicular al
plano y el punto P por tanto tendremos el plano de ecuacién x + y + 2z + D = 0 que sustituyendo el
punto P tendremos —1 + 4 + D = 0 por tanto D = —3 y la ecuacion quedard x + y + z— 3 = 0. Resolviendo
el sistema entre la ecuacioén de la recta r y la ecuacion del plano obtendremos el punto Q = (-1, 2, 1)

La recta pedida es la que pasa por los puntos P y Q por tanto con los dos puntos calculamos el vector
(-1,2,1) - (0, -1, 2) = (-1, 3, —1) que sera el vector director de la recta y tomando como punto de la
recta el punto P la ecuacién de la recta quedard x =—t; y =—1 + 3t; z = 2 —t, ecuacion paramétrica.

(c) Expresamos la recta s en forma de ecuacién implicita de forma que quedarda x =y + 1, e
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

2y+2=z -2 quedando x-y=1 e2y—-z=-4.

1 -1 0]1
Con estas dos ecuaciones y la ecuacién del plano construimos las matrices| 0 2 —1|—4 |larectas

1 -2 alb
estard contenida en el plano si la matriz y la ampliada tienen el mismo rango y este es igual a 2.
1 -1 0
0o 2 -1
1 -2 a
encontramos el determinante |(1) _21| = 2 distinto de cero por tanto el rango de la matriz serd 2

Para ello calculamos el determinante =2a—1=0, por tanto, a=1/2, como con este valor

Para que el rango de la ampliada sea 2 también, tendremos que ver que es nulo el determinante de Ia

1 -1 1
ampliada |0 2 —4|=2b—-6=0portantob=3.
1 -2 b

Con lo que podemos concluir que sia=1/2 y b =3 los rangos seran 2 y por tanto la recta estara
contenida en el plano.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
Problema A.3: JUNIO

Problema A.3. Se considera la fimcién f(x) = xe = .

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento uiilizado:

a) Las asmtotas, los mtervalos de crecimuento y de decrecimiento, asi como los maximos
v mimmos relativos de la funcion f(x).

b} La representacion grafica de la ourva y = f(x).

c) Elwvalor del parametro a para que se pueda aplicar el teorema de Folle en el mmtervalo
(0,1] ala fmcion g(x) = fx) +ax.

d} Elwalor de las integrales indefimidas | f(x) dx, [ xe™™ dx.

Problema A.3. Es considera la funcio f{x) = xe~r,

Obtingueu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Les asimptotes, els ntervals de creixement 1 de decreixement, arxi com els maxims
1 mimms relatins de la funcio f{x).

b) Larepresentacio grafica de la corba v = f(x).

¢) Elwalor del parametre real a perque es puga aplicar el teorema de Rolle en I'interval
[0,1] ala fimcio g(x) = f(x) +ax.

d) Elwvalor de les integrals indefinides | f(x) dx, [ xe™ dx.

Solucion:

.7 A X . Yy .
La funcion f(x) = xe™ =— como el denominador no se anula al ser una funcion exponencial por tanto
e
el dominio sera el conjunto de los numeros R.

Puntos de corte con los ejes, igualando a cero la funciéon obtenemos que x = 0, y sustituyendo en la
funcién tenemos el punto (0, 0).

Asintotas verticales, no tiene porque la funcidn esta definida en todo R.

Asintotas horizontales, calculamos los limites infinitos de la funcién.lim% = §= 0 por orden de
X—00 e
magnitud del infinito; lim iz = % = 0 por orden de magnitud del infinito. Por tanto, la rectay =0 es

x——oo eX

asintota horizontal y como consecuencia de ello no existen asintotas oblicuas.

Para calcular los maximos y minimos de la funcién tenemos que calcular la primera derivada e igualar a
. .2 a2 . ., V2o 2

cero f(x) = 1le™™ + xe ™™ (—2x) = 0. Resolviendo la ecuaciéon obtenemos los puntos -5 V5

. . . V2 . .

sustituyendo en la derivada un niumero menor que — -~ nos da negativa y por tanto la funcién es
. . . . V2 V2 .

decreciente, sustituyendo en la derivada un niumero que encontramos entre —— Y nhos da positivo

. . . . V2 .
por tanto la funcién es creciente y sustituyendo un ndmero mayor que S en la derivada nos da
negativo y por tanto la funcién es decreciente.

Si la funcion decrece para luego crecer tenemos un minimo, por tanto, el punto x = —~, esunminimoyy

si la funcion crece para luego decrecer tendremos un maximo, por tanto, el punto x = ~ €s un maximo.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

, . . , . . N L. V2
Asintotas verticales, no tiene, y asintota horizontal: y = 0. Minimo: (— ST e 2 ); maximo: (7,
\/Ee—%)
2
(b)
<42
=41
l l | ] ful | | 1
I I T | T I I
4 3 2 -1 1 2 3 4

(c) La funcion g(x) = f(x) +ax es la funcién g(x) = xe " + ax; g(x) es continua y derivable en R y por

tanto también lo sera en el intervalo [0, 1]. Para poder aplicar el teroma de Rolle solo nos queda
1

verificar que g(0) = g(1), que al sustituir el 0 y el 1 en la funcién e igualar obtenemos que 0 = e™" + g;
con lo que obtenemos que a = _?
. -1 oo -
Sia= - Se verifican las condiciones del teorema de Rolle.

(d) [ f)dx = [xe ™ dx =-1/2 —2xe ™ dx=-1/2e > +C
fxe‘x dx la resolveremos por partes{ u=x du = dx }

dv=e7* v=—*
[xe™*dx=xe™ + [eXdx=—xe ¥ —e*+(

_y2 _ _ _

[f)dx=-1/2e™* +C; [xe*dx==—xe*—e*+C
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

PRUEBA B ORDINARIA DE JUNIO
Problema B.1:
x+ v+ z = 4
Problema B.l. Sedael sistema (3x +4y+ 52 = 5 donde o esun paramefro real.
Tx+9% +1lz = a

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de o para los que el sistema es compatble y los valores de @ para los que
el sistema es mmcompatible.
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible.
c) Ladiscusion de la compatbilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro numero diferente.

x+ y+ z = 4
Problema B.1. Es dona el sis.tana[31’+4}'+ 52 = 5, ona ésun parametre real.
Tr4+9%y4+1lz =

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament ntilitzat:
a) Els valors de a per als quals el sistema és compatible 1 els valors de @ per als quals
el sistema és mcompatible.
b) Totes les solucions del sistema quan siga compatible.
¢} La discussio de la compatbilitat 1 determunacio del nou sistema deduit de "antenor
en canwviar el coeficient 11 per qualsevol altre numero diferent.

Solucion:
1 1 1|4
a) Escribiendo la matriz ampliada del sistema A/B = (3 4 5 5). Calculamos el rango de A viendo el
7 9 1lla
1 1 1 11
valor de su determinante, det(A) = (3 4 5 |=0.Buscamos un determinante orden 2, |3 4| # 0 por
7 9 11
tanto el rango de la matriz A es 2.
1 1 4
Calculamos el rango de A/Btomando (3 4 5|=a—14=0 a=14
7 9 a

Concluimos que, por el teorema de Rouché, si a # 14 el rg(A/B) = 3 y el rg(A) = 2, luego el sistema es
incompatible. Si a = 14, rg(A/B) = 2 y el rg(A) = 2, nimero incégnitas = 3, el sistema es compatible
indeterminado.

b) Multiplicando la primera ecuacién por —3 obtenemos —3x — 3y — 3z = —12 que al sumarla con la
segunda ecuacién obtenemos y + 3z = -7, dando a z = t parametro, obtenemos que y = -7 -3ty
sustituyendo en la primera ecuacién obtenemos X = 11 + t, para todo t perteneciente a los nimeros R.

1 1 1|4
c) Si cambiamos 11 por un nimero cualquiera k la matriz A/B quedara (3 4 5 5)
7 9 kla
1 1 1
Calculando el determinante de, Adet(A)=|3 4 5|=k—11
7 9 k

El det (A) =0sik—11 =0, por tanto, sik = 11.

Por tanto, tenemos que si k # 11 el det (A) # 0 y por tanto el rg(A) = 3 y como el rg(A/B) no puede ser
menos que el rg(A) entonces también sera 3 para todo valor de a por tanto, por el teorema de Rouché,
el sistema es compatible determinado.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

Problema B.2. Sea m el plano de ecuacion 9x + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizado:
a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a m que distan 4 umdades de n.
b) Los puntos 4, B v C mterseccion del plano mr con los ejes OX, OY y OZ y el angulo
¢} El volumen del tetraedro cuyos veriices son el engen O de coordenadas y los
puntos 4. By C.

Problema B.1. Siga m el pla d’equacio 9x + 12y + 20z = 180

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Les equacions dels dos plans paral-lels a w que disten 4 unitats de n.

b) Elspunts 4, B1 C, mnterseccio del pla w amb els emxos OX, OY 10Z 11" angle
que formen els vectors AB 1 AC.

¢) Elvolum del tetraedre els vertexs del qual son I'ongen O de coordenades 1 els

punts 4, B1 (.

Solucion:

(a) El plano de ecuacion 9x + 12y + 20z — 180 = 0 tiene por vector caracteristico n = (9, 12, 20); los
planos que buscamos al ser paralelos tienen el mismo vector caracteristico por tanto tendran por
ecuacion 9x + 12y + 20z + D =0y 9x + 12y + 20z + E = 0. La distancia entre estos dos planos vendra

., |ID—(-180)| . |D—(-180)| |D+180|
dada por la ecuacioén, d = Q, igualando a 4 tendremos: 4 = #, por tanto 4 = ———,
VAZ+B2+(C?2 V92+122+202 25

D + 180 =+100, por lo que tendremos D =—-280 y D = —80, por tanto:
Los planos paralelos buscados son: 9x + 12y + 20z =80y 9x + 12y + 20z =280.

(b) La interseccidn del plano 9x + 12y + 20z = 180 con el eje X la sacaremos resolviendo el sistema
entre la ecuacion del plano y la ecuacién del eje X, Z =y = 0 obteniendo el punto de corte A = (20, 0, 0).
De la misma forma la interseccién con el eje Y la calcularemos resolviendo el sistema de la ecuacién del
plano con la recta que forma el eje y, X = z = 0 y obtenemos el punto de corte B = (0, 15, 0).
Analogamente resolviendo el sistema entre el plano y la ecuacidén de la recta del eje z, x =y = 0,
calcularemos el tercer punto de corte C = (0, 0, 9). Los vectores AB y AC los calcularemos restando los
puntos extremo menos origen: AB = (0, 15, 0) — (20, 0, 0) = (-20, 15, 0).

De la misma forma el AC = (=20, 0, 9).

. - AB-AC 400
El angulo entre vectores lo calcularemos utilizando el producto escalar: cos a = =

|AB|-|AC| ~ 25v481

_ 16 \ _ o
Por tanto, a = arccos(—m) =43.15
(c) El volumen del tetraedro lo calcularemos segun la formula V = % |[0A, OB, 0C]|, siendo:

OA =(20,0,0)-(0,0,0)=(20,0, 0). De la misma forma OB = (0, 15, 0) y OC = (0, 0, 9).

20 0 O
[0A4,0B,0C]=|0 15 0
0 0 9

Resolviendo el determinante resulta 2700, por tanto:

El volumenV =1/6 - 2700 = 450 u®
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

Problema B.3. Las coordenadas miciales de los moviles A v B son (0, 0) v (250, 0), respechivamente, siendo
1km la distancia del ongen de coordenadas a cada wmo de los puntos (1, 0) v (0, 1). _
El mowl A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion mcial hasta el punto {D, %} con velocidad de 30
km'h y, simultaneamente, el movil B se desplaza sobre el eje OX desde su posicion inicial hasta el origen de
coordenadas con velocidad de 40 km'h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia flf) entre los mowviles A y B durante el desplazanuento, en fimeion del
tiempo f en horas desde que comenzaron a desplazarse.
b) Eltiempo T que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion micial a su posicion
final y los mfervalos de crecinuento y de decrecimiento de la fimcion [ a lo largo del
trayecto.
c) Los valores de f para los que la distancia de los moviles es maxima y minima durante
su desplazamiento y dichas distancias maxima y minmma
Problema B.3. Les coordenades micials dels mobils A 1B son (0, 0) 1 (250, 0), respectivament, 1 1 km es la
distancia des de 'onigen de coordenades fins a cadascun dels punts (1, 0) 1 (0, 1).
El mobil A es desplaga sobre I'exx OY des de la posicio mucial fins al punt {D, %} amb una velocitat de 30
km'h 1, somultanament, el mobil B es desplaga sobre 1'erx OX des de la sena posicio mcial fins a l'ongen de
coordenades amb una velocitat de 40 km'h.
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La distancia ff) entre els mobils A 1 B durant el desplagament, en fincio del temps #
en hores des que van comengar a desplagar-se.
) El temps T que tarden els mobils en desplagar-se des de la sena posicio mmicial a la sena
posicio final, 1 els ntervals de cremxement 1 de decreixement de la fimeio fal llarg
del rajecte.
¢y Els valors de ¢ per als quals la distancia dels mobils és maxima 1 mimma durant
el desplacament, 1 aquestes distancies maxima 1 minima.

Solucion:
(a) Las coordenadas de los puntos A y B las calcularemos en funcién del tiempo utilizando que el
espacio es igual a la velocidad por el tiempo; por tanto, A = (0, 0 + 30t) y B = (250 — 40t, 0) por tanto el
vector AB seré (250 — 40t, —30t) y la funcidn de la distancia quedaria:

f(t) = [AB| = /(250 — 40t)2 + (30t)? = v2500tZ — 2000t + 62500 Km, t en horas.
(b) El tiempo t pedido es el tiempo que tardara en desplazarse e = v -t por tanto t = 250/40 = 6.25
horas por tanto la funcién quedara f(t) = v2500t2 — 2000t + 62500 0< t < 6.25. Derivando la

2000¢-20000 =0, tendremos 2500t — 10000 = O, por tanto, t = 4 horas.
2V2500t2-2000t+62500

Sustituyendo en la derivada un nimero menor que 4 mayor que cero nos dara que la derivada es
negativa que significard que la funcion f crece en el intervalo [0,4) y sustituyendo en la derivada un
numero mayor que 4 menor que 6.25 nos dard que la derivada de la funcién es positiva por tanto la
funcidn crece en el intervalo (4, 6.25]
(c) La distancia es minima en t = 4 horas siendo dicha distancia:

f(4) = V2500 - 42 — 2000 - 4 + 62500 = 150 Km
El maximo de la funcién se alcanzara en los puntos 0 o 6.25, calculando el valor de estos puntos en la
funcion tendremos que f(0) = 250 y que f(6.25) = 187.5, por tanto la maxima distancia entre los méviles
serd de 250 Km en el instante inicial t = 0 horas.

funcion tendremos f'(t) =
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
.» EXTRAORDINARIA
Q GENERALITAT COMISSIO GESTORA DE LES PROVES DACCES A LA UNIVERSITAT = 2
. &
ST COMISICN GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD .

FFTENAL UKIVERSILAR N VALESCLA D

PROVES I’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA- JULIOL 2019 CONVOCATORIA: TULIC 2019
Assignatura: MATEMATIQUES IT Asignanra; MATEMATICAS IT
BAREM DE L'EXAMEN:
Cal elegir sols UNA de les dues OPCTIONS, A o B, i s’han de fer els ires problemes 4’ squesta opcio.
Cada problema puntua fins a 10 punts.

La qualificacio de l'exerrici és 1a suma de les qualificacions de cada problema dividida entre 3, i aproximada a les centésimes

Es permet 1'ns de caloaladores sempre que no siznen prafiques o progranehbles, i qoe no puguen realitzar caloal simbelic ni emmagatzemar test o
formules en memaria 5use o oo la calculadera, els resultats analifics, mumerics i grafics han destar sempre depudament justificats.

BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegira solamente UNA de las dos OPCIONES, A o B, ¥ 5¢ han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se punmuand hasta 10 pnos,

La calificacion del ejercicio sera [a suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aprowimada a las centésimas.

Se permite &l uso de calouladoras siempre que no sean grafics o programabies, ¥ que no pusdan realizar caloolo simbalice o almacenar texo o
fommlas en memona Se utilice o oo la calodadora, los resultados analificos, mimencos ¥ grafces deberan estar siempre debidamente justficades.

OPCIO A

2x +3z @

Problema A.l. Es dona el sistema d'equacions § x —2y +2z = 5 , enqué s &sun paramefre real.
Ix —y +bhz=ax+1

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors de o per als quals el sistema s compatible 1 determunat. {4 punis)
b} La solucio del sistema quan e = —1. (3 punis)
¢) El valor de « per tal que el sistema tinga ma solucid (x, v, 2) que venfique x + y + 2z = 0. (3 pumis)

Problema A.2. Esdonaelplam: 2x + v+ 2z = Bielpmt P = (10, 0, 10).
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La distancia del punt P al pla . (3 punis)
b) L'area del triangle els vértexs del qual son els punts 4, B i C, obtinguts en trobar la interseccid
del pla  amb els exos de coordenades. (4 punis)
c) El volum del tetraedre els vértexs del qualson P, 4, B i C. (3 punis)
xhpxt 4 5u=3

Problema A.3. Es dona la funcio real h defimdaper h(x) ==————
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) El domimi de la fimeid h. Els limats lim h{x) 1 iurt hix). (1 +2 punts)
X =S iE
b} L asimptota de la corba y = hix). (2 punts)
¢) La pnmitiva de la fimeid k (és a dir, [ h{x)dx)11'area de la superficie tancada entre
lestectes y = 0, x =1, x = 51lacotha y = hix). (3 + 2 punis)
1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

OPCIO B

Problema B.1 Es donenles matrus A= (1 #) i x = (;)

-1 6
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Els valors de @ per als quals I'equacié matricial AX = aX sols admet una solucic. (4 punis)
b} Totes les solucions de 'equacio matncial AY = 5X. (3 punis)
c) La comprovacid que ¥ = ('D €5 1ma solucid de 1'equacid matricial AX = 2X 1, sense calcular
. 4 3
la matriu A", el valor de @ tal que A" (1} =g (1) (3 punis)
Problema B.2. Es donen en 1"espai la recta »: % = _i‘} = % telpla m:x+2y+3z=6
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La posicio relativa de la recta ri el pla w en fimeio dels parametres reals a1 5. (3 punis)
b} La distancia entre larecta r 1elplamquane =6 1 § = 3. (3 punis)
¢) L'equacio del pla que passa per (0,0, 0) 1 que no talla al pla . (2 punis)

Problema B.3. Un projecti] esta undt al punt {0, 2) per una corda elastica i tensa. El projectil recorre la cotba

y =4 — x* d'extrems (—2,0)1(2,0).

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La fincid de la vanable x que expressa la distancia entre un punt qualsevel (x,4 —x*) dela

corba y = 4 — x* i el pumt (0, 2). (2 pumis)

b} Els punts de la corba v = 4 — x* a major distanecia absoluta del punt (0,2)pera -2 =x < 2 (2 punis)
c) Els punts de la corba ¥ = 4 — x* a menor distancia absoluta del punt (02 pera—2 =x = 2. (2 punis)
d) L'area de la superficie per la que s"ha mogut la corda elastica, és a dir, 'area compresa entre

lescothbesy =4 —x* 1 y=2—|x|quam -2 = x < 2. (4 puniz}
2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

OPCION A

2x +3z = @
Problema A.l. Se da el sistema de ecuaciones § * —2y +2z = 5 donde a es 1m parametro real.
3x -y +hz=a+1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de & para los que el sistema es compatible v determinado. (4 puntos)
b} La solucion del sistema cuando @ = —1. (3 puntos)
c) El valor de o para que el sistema tenga wma selucion (x, y, z) que venfique x + y +z = 0. (3 puntos)

Problema A.2. Sedaelplanow : 2x + vy + 2z = 8 v el punto P = (10,0, 10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasoes del razonamiento ntilizado:

a) La distancia del punte P al plano n. (3 puntos)
b) El area del tnangulo cuyos veértices son los puntos A, B y C, obtemdos al hallar la
mterseccion del plano m con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
c) El volumen del tetraedro cuyos verticesson P, A, B y C. (3 puntos)
x4y 4523

Problema A.3. Se da la fimeion real h defimda por h(x) =— .
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la funcion h. Los linutes n'.':_n hix) v .ti.'rrl} h(x). (1 + 2 puntos)
A= T -
b) La asintota de la curva y = h{x). (2 puntos)
¢) La primitiva de la fimcién h (es decir, [ h(x)dx) v el area de la superficie encerrada entre
lasrectas y =0, x =1, x =5 ylacurva y = h(x). (3 + 2 punitos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCIONB

Problema B.L. Sedanlasmatmicess A= (_1 1) y x= (;)
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento ntilizade:

a) Los valores de & para los que la ecuacion matmieial AX = aX solo admite una solucidn. (4 puntos)
b) Todas las soluciones de la ecuacion matmicial AX = 5X. (3 puntos)
) Comprobar que X = [:':’} 23 una solucion de la ecuacion matricial AX = 2X v, sin calenlar
la matriz A'™ obtener el valor f tal que 4™ {i) =8 {i} (3 punios)
Problema B.2. Se dan en el espacio la recta r: ? = _14 = % yelplanom:x 4 2y + 3z = 6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de la recta v v el plano m en fimeion de los pardmetros reales o v f. (3 puntos)
b} La distancia entre larectar v elplanom cuando e =6 v =3 (3 puntos)
) La ecuacion del plano que pasa por (0.0,0) y que no corta al plano . (2 puntos)

Problema B.3. Un proyectil estd unido al punto (0, 2) por una cuerda elistica v tensa. El proyectil recore la
curva ¥ = 4 — x* de extremos (—2,0) y (2.0).
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pases del razonamiento utilizado:

a) La fimeidn de 1a vanable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x, 4 — x*) dela

curva ¥ = 4 — x* y el punte (0, 2). (2 punias)
b) Los puntos de la curva y = 4 — x* a mayor distancia abseluta del punto (0,2)

paa—2<=x =<2 (2 puntos)
¢) Los puntos de la curva y = 4 — x* a menor distancia abseluta del punto (0, 2)

para—2 < x < 2. (2 puntos)
d} El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica, es decir, el area

comprendida entre lascurvas y = 4 —x*ey =2 — x| coando -2 = x = 2. (4 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
OPCIO A - OPCIGN A EXTRAORDINARIA
Problema A.1:
2x +3z = @
Problema A.l. Se da el sistema de ecuaciones «+ x —2y +2z = 5 | donde aes \m parametro real.
3x —y +hz=a+1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasoes del razonamiento utilizade:
a) Los valores de & para los que el sistema es compatible y determinado. (4 puntos)
b} La solucion del sistema cuando @ = —1. (3 puntos)

¢) El valor de « para que el sistema tenga uma solucion (x, v, z) que venfigque x + y + 2 = 0. (3 puntos)

2x +3z it

Problema A.l. Es dona el sistema d’equacions § x —2y +2=z 5 ., enguea ésun parametre real.
3x -y +Hzr=a+1

Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors de « per als quals el sistema &5 compatible 1 determunat. (4 punts)
b} La solucio del sistema quan @ = —1. (3 punis)
¢) El valor de a per tal que el sistema finga 1ma solucio (x, v, z) que venfique x + v +2z = 0. (3 punis)
Solucion:
2 0 3] a
(a) Escribimos la matriz del sistema A/B = (1 -2 2 5 )
3 -1 5la+1
2 0 3
Eldet (A)=|1 -2 2| = —1ycomo es diferente de cero el rg(A) = 3, como es lo madximo que puede
3 -1 5

ser el rg(A/B) también sera 3 para todo valor de a numero real.

Por el teorema de Rouché el sistema es compatible determinado para todo valor de a nimero real.

La solucién Unica la calcularemos utilizando la regla de Cramer

a 0 3 2 a 3 2 0 a
5 -2 2 1 5 2 1 -2 5
— -2a-9 4 _ a+6
X = a+1 1 51_ =2a+9 y=3 a+1 5=_=_4 Z=3 1 a+1l _ =—a—6
-1 -1 -1 -1 -1 -1

(b)Como acabamos de calcular la solucién en funcion del pardmetro a, bastard con sustituir pora = —1
Asi:
(x,y,2)=(2a+9, —4, —a — 6), sustituyendo tendremos (X, Yy, z) = (7, —4, —5).
(x,y,2)=(7, =4, =5).

(c) Six+y+z=0setendrd:2a+9+(—4)+(—a—6)=0,a-1=0, portanto,a=1.

a=1.
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Problema A.2:

Problema A.2. Sedaelplanonw : 2x+ v+ 2z =8 v el punto P = (10,0, 10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos loz pasoes del razonamiento utilizado:

a) La distancia del pumto P al plano =. (3 puntos)
b} El area del mangulo cuyos verfices son los puntos 4, B y €, obtenidos al hallar la

mterseccion del plano w con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, B y C. (3 puntos)

Problema A.2.Esdonaelplam: 2x+y+ 2z =Bielpmt P = (10, 0, 10).
Obtinguen racnadament, escrivint tots els passos del raonament ntilitzat:

a) La distancia del punt P al pla &r. (3 punis)
b} L area del tnangle els vertexs del qual son els punts A, B i C, obtnguts en trobar la interseccio
del pla m amb els erxos de coordenades. (4 punis)
c) El volum del tetraedre els vertexs del qualson P, A, B i C. (3 punis)
Solucion:
(@) d(P, ) = 14%0+BY0*C20l Giendo P = (%0,Y0,29) yelplanor = Ax+By+Cz+D =0.

VAZ+BZ+(C2
En nuestro caso P = (10, 0, 10) y T = 2X + Y + 2Z = 8 y por tanto la solucion es inmediata:

|2:10+1-0+2-10—8|

AP, ™) = —Fimer

=32/3u

d(P, m)=32/3u

(b) Para calcular el punto A resolveremos el sistema entre el plano 2x + Yy + 2z = 8 y la ecuacién del
eje X:y =z =0 obteniendo X =4 y por tanto el punto A = (4, 0, 0).
Para calcular el punto B resolveremos el sistema entre el plano 2X +y + 2z = 8 y la ecuacién del
eje Y: Xx =2 =0 obteniendo y = 8 y por tanto el punto B = (0, 8, 0).
Para calcular el punto C resolveremos el sistema entre el plano 2x + y + 2z = 8 y la ecuacién del
eje Z: X =y =0 obteniendo z = 4 y por tanto el punto C = (0, 0, 4).
Calculamos los vectores AB y AC: AB = (0,8,0)—(4,0,0)=(-4,8,0),
y el vector AC = (0, 0, 4) — (4, 0, 0) = (—4, 0, 4).

L A B 4
ABxAC =|-4 8 0[=(32,16,32).
-4 0 4

| ABXAC| = V327 + 162 + 322 = 48.
Area = %IABxACI =1/2-48 =24 W%
Area= 24 u?.

(c) ElVolumenV =1/6 |[ﬁ,ﬁ§,TC]|
AP = (10, 0, 10) — (4, 0, 0) = (6, 0, 10).

|6 0 10
[AP,AB,AC]=|-4 8 0|=512
-4 0 4
V=1/6- (512) = 256/3 us.
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Problema A.3:

Problema A.3. Se da la fimcién real h definida por h(x) =522,

Obtener razonadamenie, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la fincion . Los limites J.'J.m hix) v J.'J.m f(x). (1 + 2 punios)
b} La asintota de la curva y = h{x). (2 puntos)
¢) La primitiva de la fimcién h (es decir, [ h(x)dx) v el drea de la superficie encerrada entre
lasrectas y = 0.x = 1, x = 5 yla aurva y = hix). (3 + 2 punios)
et 45x=3

Problema A.3. Es dona la fimcid real h definida per h(x) ==————
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) El domum de la fimecio A Els limats lim h(x) 1 Eurt h{x). (1 + 2 punts)
X—s+am
b) L'asimptota de la corba y = h(x). (2 punts)
¢) La pnmitiva de la funcio h (és a dir, | h{x)dx) 11 area de la superficie tancada entre
lesrectes y =0, x =1, x = 51lacorba y = h(x). (3 + 2 punis)
Solucion:

h(X) _ x3+x245x-3
x2+2x+5

—2+v4—20 .
(@) x> +2x+5=0 Xx-= ——,— No pertenece a los numeros reales por tanto Dom(f) =
. x34x%245x-3 o . x3 .
Iim—————=—=Ilim==limx =
x—00 X2+42x+5 0 x—o00 X2 X—00
lim x3+x2+5x-3 _ -3
x-0 X2+2X+5 - 5 ’

(b) Asintotas verticales:
No presenta asintotas verticales por estar definida en todo R

Asintotas horizontales

x34x245x-3 x3

lim =2 im E = limx =
x—00 X2+42x+5 x—00 X2 X—00
; x3+x%2+45x-3 . —x34x%2-5x-3 o x3
lim 22 im 2 X P s im == lim —x = -
X—>—00 X242x+5 x—o00  x2-2x+5 ©  x—o0 X2 X—00
Por tanto, no hay asintotas horizontales.
Asintotas oblicuas:y =mx +n
x . x34+x%45x-3 0 . x3
PG lIim——=—=Ilim==1
x—00 X34+2x245x ) x—00 X3
; . x34x%45x-3 . x34x%245x—3-x3-2x2%2-5x . —x2-3
n=lim f(x) —mx = lim ————— —x = lim =1li
X—00 x—00 X2+42x+5 X—00 x2+42x+5 x—00 X2+2Xx4+5
—x2
=—=lim—=-1

La rectay = x — 1 es asintota oblicua.

x3+x2+5x-3 . s e ey . . .
(c )f e dx: haciendo la divisién de polinomios obtenemos el cociente X — 1y el

resto 2X + 2, por tanto la integral queda:
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P(x) R(x)

dx=fC(x)dx+ dx =
Q(x) Q(x)
fx3+x2+5x_3d —f( Dd +f 2rZ g _X +In|x? +2x + 5[+ C
Zt+2x+s5 )Y T ey s T T e
Para calcular el area, primero hay que ver si la funcion f(x) corta al eje X en algun punto ¢
entre 1y 5.
Por tanto
_ | (5 x3+x2+5x-3 . ﬁ_ ) 5 _
A= |f1 Zrziis dx| = |[2 x + In|x* + 2x + 5|]1 = 8+ In(5)

A=8+In(5)
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CONVOCATORIA
OPCION B - OPCION B FXTRAORDINARIA
Problema B.1:
: . 1 4 X
Problema B.1. 5e dan las matmnces 4 = _1 5} ¥y X= [},]
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de « para los que la ecuacion matnicial AX = aX solo adnmte una solucion. (4 puntos)
b} Todas las soluciones de la ecuacion matricial AX = 5X. (3 puntos)
c) Comprobar que X = ﬁ) es una solucion de la ecuacion matncial AX = 2X vy, sin caleular
la matriz A'™, obtener el valor # tal que A" (3) =g (3} (3 puntos)
Problema B.1. Es donen les matmins 4 = [_i E] 1 X= [;]
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Els valors de o per als quals |'equacio matncial AX = aX sols admet una solucio. {4 punts)
b} Totes les sclucions de |'equacio matncial AX = 5X. (3 puntis)
c) La comprovacio que X = {:] &s una solucio de I'equacio mamcial AX = 2X 1, sense caleular
o 100 - 1M} 4 —_— 4
la matrmn A™, el valor de § tal que A (1) = f_-.’(i}. (3 punts)
Solucion:

(@) AX=aX AX —aX=0 (A —al)X = O, donde O representa la matriz nula e | la matriz
identidad

Para que esta ecuacion matricial solo tenga una solucién, debe existir la matriz inversa de A —al,
y por tanto ser det(A —al) distinto de cero.

(1 4 _(a 0\_(1—-a 4
Acal=(5 )= 2= (5" 620
Det(A—aI)=|1__1a 6fa|=(1—a)(6—a)+4=a2—7a+1o
Det(A —al)=0sia? —7a+10=0 portantoa=2ya=>5.

La ecuacién matricial solo admite una solucién cuando a sea distinto de 2 y de 5.

Ademads, aunque no lo pida el ejercicio, dicha solucidn es:
(A-aDX=0,(A—al)"*(A—al)X = (A—al)™'0 portanto X=(4—al)"10

Por tanto, X = 0.

_ _ _ (1 4\ _(5 0\_ (-4 4
(b) AX=5X  AX-5X=0 (A-5)X=0 a-si=(0 -G 9)=0C1 )
- X —4x +4y =0
(_‘1L g)(y)=(8) _ﬁ::__yyzo , portanto X+y=0 X=u,y=u,paratodou € R
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(c) AX = 2X con X = (‘1‘)
=2 o) ()=
= (=0

Efectivamente se comprueba que AX = 2X cuando X = (Lll) con lo que podemos asegurar que X = (Lll)
es una solucion de la ecuacién matricial AX = 2X.

Es decir que A- (;L) =2- (;L)

Sabiendo esto, se puede deducir b en la ecuacién A'°° (Lll) =b (Lll) mediante el procedimiento de
induccion
4 4 4 4 4 4 4
100 — 299 — 199 — 9499 — 9498 — 9498 — 92498 _
4 (1)_A A(l) =4 2(1) =24 (1)_2A A(l)_ZA 2(1)_2 A (1) -
y asi sucesivamente
4
_ »100
=2 (1)
Por tanto, el valor pedido de b = 2199,
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Problema B.2:
Problema B.L. Se dan en el espacio la recta r: __:I = _14 .G‘ y elplanom:x+ 2y + 3z = 6.
Obtensr razonadamente. escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de la recta r v el plano m en fimeion de los parametros reales a v . (3 puntos)
b}l.amstanﬂaeutrelarectar} Elplam*rn:uandna— y f=3 (3 puntos)
¢) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plane . (2 puntos)
Problema B.2. Es donen en I'espai la recta r: % = _l4 = % 1elpla m:x+2y+3z=6.
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La posicio relativa de la recta ri el pla m en fimei6 dels parametres reals ¢ 1 5. (3 punis)
b) La distancia entre larecta r 1elplamquane =6 1 f = 3. (3 punis)
¢) L'equacio del pla que passa per (0,0, 0) 1 que no talla al pla . (2 punis)
Solucion:
r= % = _14 = % m=x+ 2y + 3z = 6,de larecta r extraemos las ecuaciones % = _14 -

—4x +4a = -y —>4x—y—4a=0y_14=§ - by=—-4z->by+4z=0

Estudiaremos la posicion relativa de r y  en funcion de los rangos de las matrices A y A/B dadas por

4 -1 0]4a
A/BZ(O b 4(0 )
1 2 36
4 -1 0
El rango de A lo calculamos por medio del determinante: det(A) = b 4|=12b—-36=0 -b=3
1 2 3

Si b # 3 entonces del det(A) # 0 por tanto el rango de A es 3 y el de A/B sera 3 por que no puede ser
mas pequefio que el de A, por tanto la recta ry el plano i son secantes.

4 —1 0|4a
Si b = 3 entonces el det(A) = 0 por tanto el rango de A sera menor que 3, A/B = (0 3 4[0 ) para
1 2 316
calcular el rango de A nos fijamos en el determinante de tamano 2 de la matriz |g _31| =12 # 0 por
tanto el rango de A serd 2; para calcular el rango de la matriz A/B nos fijamos en el determinante de la
4 -1 4a
matriz|0 3 = 3(24 — 4a) = 0, entonces a = 6.
1 2 6

Si a es distinto de 6 el rango de A/B es 3.
Siaesigual a6 el rango de A/B es 2.
En resumen:
Si b es distinto de 3 recta y plano son secantes.
Sibesigual a3 yaigual a6 larecta esta contenida en el plano.

Sib esigual a 3y adistinto de 6 la recta es paralela al plano.
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(b) Como acabamos de ver siaes 6y b es 3, la recta esta contenida en el plano.

Por tanto, la distancia que se nos pide serd nula.

c) Si los dos planos no se cortan, es porque son paralelos por tanto tendran el mismo vector
caracteristico, como el plano 7 tiene por vector caracteristico (1, 2, 3) el plano pedido lo calcularemos
utilizando el mismo vector caracteristico por lo que la ecuacién del nuevo plano sera:

X+ 2y +3z+ D =0, como el punto (0, 0, 0) queremos que esté en el plano, cumplird la ecuacién del
plano, portanto-0 +2-04+3-0+D =0

Con lo cual D =0y el plano pedido tendra por ecuacién x + 2y + 3z = 0.

X+ 2y+3z=0.
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CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

Problema B.3. Un proyectl esta umde al punto (0, 2) por una cuerda elastica y tensa. El proyectil recorre la
curva y = 4 — x* de extremos (—2,0) y (2,0).
Obtener razonadamente. escribiendo todos los pasoes del razonamiento uiilizado:

a) La fimcion de la vanable x que expresa la distancia entre un punto cualquera (x, 4 — x*) de la

curva y = 4 — x* yel punto (0, 2). (2 puntos)
b) Los puntos de la curva ¥ = 4 — x* a mayor distancia absoluta del punto (0,2)
paa—2 < x < 2. (2 puntos)
¢) Los puntos de la curva v = 4 — x* a menor distancia absoluta del punto (0, 2)
—Z2=x=2 (2 puntos)
d) El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica, es decir, el area
comprendida entre las curvas y = 4 —xfey =2 — |x| cuando -2 < x < 2. (4 puntos)

Problema B.3. Un projectil esta unat al punt {0, 2) per una corda elashica 1 tensa. El projectil recorre la corba
y =4 — x* d'extrems (—2,0) 1 (2,0).
Obtinguen raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La funcio de la vanable x que expressa la distancia entre un pumt qualsevol (x, 4 —x*) dela
corba ¥ = 4 — x* 1 el pumt (0, 2). (2 pumisz)
b} Els punts de la corba y = 4 — x* a major distancia absoluta del punt (0,2) pera—-2=x < 2 (2 punts)
c) Els punts de la corba y = 4 — x* a menor distancia absoluta del punt (0.2)pera—2<x = 2. (2 punis)
d} L'area de la superficie per la que s'ha mogut la corda elastica, és a dir, I'area compresa enfre
lescotbesy =4—x*1y=2—|x|quan-2=<x <2 (4 punts)

Solucion:

(a) La distancia entre los dos puntos dados sera:

d(x) = |ﬁ|=\/(x—0)2+(4—x2—2)2=\/x4—3x2+4 con—2<x<2.

(b) y (c) Se trata de encontrar los maximos y los minimos absolutos de la funcién distancia en el
intervalo [—2, 2]. Asi calculamos la derivada.

d'(x) = 06y _ 203X pociendo d’(x) = 0 tenemos 2x3—3x =0 resolviendo
2Vx%-3x2+4  Vx*-3x2+4

tendremosx=0,x:\/§,yx:_\/§

Ahora calculamos los valores de la funcion en los puntos obtenidos anteriormente, llamados
puntos criticos y en los extremos del intervalo.

d(=2) =/(=2)*=3(-2)? +4=v8 )

d(—\E) =j(—\/§)4—3(—\/§)2+4=\/7/2

g
d(0) =V4=2
3 3 7
dl E)=al-3)= 2
2 2 2
d(2) =d(-2)=+8 )
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La distancia maxima d =+/8 se alcanza en los puntos (=2, 0) y (2, 0); la distancia minima d = \E
se alcanza en los puntos (—\E, 5/2)y (\E, 5/2)

oy el [ 2+x si—2<x<0
(d)y=2 'xl_{z—x si 0<x<2
El drea pedida es:
A:f_°24—x2_(2+x) dx+f024—x2—(2—x)dx=f_02—x2—x+2dx+f02—x2+x+

3 2 0 3 2 2
x x X X 20
2dx=[————+2x] +[——+—+2x] == u’
3 2 -2 3 2 0 3
20
A==u’
3
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