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MATEMATIEA N MATEMATICAS I

OPCION A

Problema A.1:

Discutir, en funcion de m, el sistema de ecuaciones

m+3)x +mx +mz = m-1
3x +tmz = m-2
-y z = m-—3

Resolver en los casos de indeterminacidn, suponiendo que existan.

Problema A.2:

4x—-3y+4z=1

Seanlarectar5{3x_2y+zzo yelplanom=x—-y+A4z=0

a) ¢éExiste algun valor de 4 para que el plano sea paralelo a r?
b) Encontrar el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,0, 0).

Problema A.3:

c) Dada la funcién f(x) = x2 + 64 y el punto exterior a su grafica P(6, 0), encontrar la recta o
rectas tangente a f que pasen por P.

Problema A.4:

Calcula fxe‘4xdx, explicando el proceso utilizado para dicho calculo.

Problema A.5:

Sobre una mesa tengo tres cajas con botones; la primera caja tiene 3 botones, la segunda 5 y la
tercera 4. Cada una de las cajas contiene un solo boton rojo. Si elijo al azar una caja y saco de ella un
botén al azar:

a) ¢éCual es la probabilidad de que sea un botén rojo?
b) Si he sacado un botdn rojo, écual es la probabilidad de pertenecer a la primera caja?
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MATEMATIKA Il MATEMATICAS Il
OPCION B
Problema B.1:
Dada la matriz A(a)
1 0 0
A(a)=|(1 a 0
1 1 1

Calcular, razonadamente, el valor de a para que el determinante de A(a)? valga 4.

Problema B.2:

Se consideran los tres puntos A(0,0,1), B(1,1,1) y €C(—1,—1,2). ¢Estan alineados? En caso
afirmativo hallar la ecuacidén de la recta que los contiene. En caso negativo calcular el plano que los
contiene.

Problema B.3:

Sea f la funcién f(x) = x?e~**. Calcular la primera y la segunda derivada de f. Hallar los maximos y
minimos de f.

Problema B.4:

Representar el recinto finito del plano limitado por la recta y = x + 2 y por la parabola y = x2.

Calcular su area.

Problema B.5:

Lanzamos un dado de seis caras 6 000 veces. Calcular la probabilidad de que el nimero de veces que
salgael 5

a) sea superior a 1 500.
b) esté comprendido entre 1 000y 1 100.
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MATEMATICAS II
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION.

1. El examen se valorara con una puntuacion entre 0 y 10 puntos.
2. Todos los problemas tienen el mismo valor: hasta 2 puntos.

3. Se valorara el planteamiento correcto, tanto global como de cada una de las
partes, si las hubiere.

4. No se tomaran en consideracion errores numéricos, de calculo, etc, siempre
que no sean de tipo conceptual.

5. Las ideas, graficos, presentaciones, esquemas, etc, que ayuden a visualizar
mejor el problema y su solucion se valoraran positivamente.

6. Se valorara la buena presentacion del examen.

Criterios particulares de cada uno de los problemas
OPCION A
A.l.

¢ Calculo del determinante de la matriz y discusion para los casos que no anulan
el determinante (0, 75 puntos).

e Discusion en los casos de m =0y m = 3 (0,75 puntos).
¢ Resolucion para el caso m = 3 (0,5 puntos).
A.2.

¢ Planteamiento del problema: obtencion del vector director de la recta, vector
normal al plano y el valor de A (1 punto).

¢ Obtencion del plano perpendicular a r y que pase por (0,0,0) (1 punto) .
A.3.

¢ Obtencion de la ecuacion de las rectas que pasa por el punto (6,0) y son
tangentes a la parabola dada. (1 punto).

¢ Obtencion de las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola para a = 16
(0,5 puntos) y a = —4 (0,5 puntos).
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE

Problema A.1: JUNIO

Discutir, en funcion de m, el sistema de ecuaciones

m+3)x +mx +mz = m-1
3x +tmz = m-2
-y z = m-—3

Resolver en los casos de indeterminacion, suponiendo que existan.
Solucion:
Escribimos el sistema en modo de ecuacidon matricial para obtener de esta forma obtener la matriz de

coeficientes, que serd la matriz con la que obtendremos los valores de m que nos servirdn para la
discusion del sistema.

m+3 m m
m+3 m m]rx m—1 A= g 01 T
3 0 mlyl= m-2|= o
0 -1 11tz m—3

A=| 3 0 m m-=2
0 -1 1 m-3

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes e igualamos a O:

m+3 m m m—1]

m+3 m m
det(A) =| 3 0 ml=0s
0 -1 1

[(m+3)-0:-1+3-(-1) m+0-m-m]—-m-0-0+(m+3)- (1) m+m-3-1]=0&
s [-3m]—-[-(m+3)m+3m]=0& -3m+m?+3m-3m=0c

& —3m + m? =O<:>m(m—3)=0=>{m:0

m=3
Por tanto, cuando m =0y m = 3 el determinante de la matriz de coeficientes es 0; lo cual hace que el
rango de dicha matriz no sea 3. De manera que estudiaremos los tres casos posibles y utilizaremos el

Teorema de Rouché-Frobenious para decidir qué tipo de sistema es cada uno:
e 0#m=+3
rango(A) = 3 por ser det(A) # 0
rango(A') = 3 porser rango(A) = 3¢ = Sistema Compatible Determinado

n=23
(existe una unica solucion para cada m # {0, 3}
e m=3
6 3 3
o0 A=1|3 0 3|rango(4) = 2, pues L3y L, son linealmente independientes. Veamos
0 -1 1
por si L1 se puede escribir como combinacion lineal de Lsy L
6 = 3a
3=- } = a = 2y ff = —3 cual hace que el se cumpla la tercera ecuacién. Por tanto,
3=3a+p
rango(A) = 2
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6 3 3 2
o A=[3 0 3 1‘ como rango(A) = 2, rango(A’) = 2. Veamos que valor coge,
0 -1 1 0

para ello estudiaremos como en el caso de A, cual es la combinacién lineal posible de L3
con respectoalsy Ly

6 = 3a
3=-8 = de las dos primeras ecuaciones a =2y [ = —1 comprobando en la
3=3a+p
2=aqa
tercera y cuarta se ve que se cumple, por tanto, rango(A’) = 2
Luego:
rango(A) = 2
rango(A") = 2¢ = Sistema Compatible Indeterminado (existen infinitas soluciones)
n=23

0 Resolucion:

6x +3x +3z = 2
{3x +3z = 1
-y Z = 0

La segunda y tercera ecuaciones tienen en ambas la incégnita z, por tanto despejaremos
en las dos las otras dos incognitas, y llamaremosaz = 1 € R:

1-34
X =
3  l1eRr
y=4
z=12
e m=20
3 0 O
o0 A=1|3 0 0| rango(A) = 2 pues la primera y la segunda fila son idénticas pero la
0 -1 1
tercera es independiente a ellas.
3 0 0 -1
o AA=|3 0 0 -2| rango(4A’) =3 pues L1 y L, son independientes y no hay
0O -1 1 -3
0=3a+3p
manera de conseguir L3 mediante combinacién lineal de L1 y L. _11==00 =
—3=—-a-2
tenemos dos ecuaciones absurdas
Por tanto:
rango(A) = 2
rango(A") = 3¢ = Sistema Incompatible (no existe solucién posible)
n=3
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Problema A.2:

_(4x—3y+4z=1 _ _
Seanlarectar:{Bx_2y+Z=0 yelplanom=x—-y+A4z=0

d) ¢éExiste algun valor de A para que el plano sea paralelo a r?
e) Encontrar el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,0, 0).

Solucion:
a) Primeramente obtendremos la informacién que nos aporta la recta r y el plano 7:

. n=>{ n=(1,-1,4)
P(0,0,0) no lo utilizaremos
i = —_ - - - i j I’é

. r:{%l S 3'4)}:dT=d1xd2= 4 -3 4|=(-3i—-8k+12j)—(—9% +4j —8i) =
dZ == (3,—2, 1) 3 _2 1

= (—31—8k+12)) — (9% +4j —8) =5{+ 8/ +k = d, = (5,8,1)
Para que el plano i sea paraleloar, m || r, se tiene que cumplir que (fr lne Jr 1=0.
(5,81 (1,-1,A)=0=5-84+4A=0=A4=3
Por tanto, cuando A = 3 el plano  es paralelo a la recta r.

b) Para crear un plano necesitamos un punto y el vector normal al mismo.

e Como el plano que buscamos tiene que ser perpendicular a la recta r, el vector director de

la recta r serd el vector normal del plano: d,, = (5,8, 1).

e Porotro lado, el punto por donde pasa el plano ya lo tenemos el punto (0, 0, 0)

5x-0)+8(y—-0)+1(z—-0)=0<=5x+8y+z=0

Por tanto, el plano buscado es: 5x + 8y +z =0

Autor: Alex Aginagalde
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Problema A.3:

Dada la funcién f(x) = x% + 64 y el punto exterior a su grafica P(6, 0), encontrar la recta o rectas
tangente a f que pasen por P.

Solucion:

La ecuacién de una recta cualquiera viene dada por esta formula: y = mx + n donde m = f’(a) para
un valor x = a, luego, f'(a) = 2a.

Para un valor X = a tenemos que su imagen es el punto (a, a? + 64).
Sustituyendo todo esto en la ecuacion general de la recta tenemos que:

a’?+64=2a-a+n
Ademads, sabemos que la(s) recta(s) que buscamos pasan por el punto P(6, 0), por tanto, 0 = 2a-6 +n

Resolviendo el sistema:

2 — 2
a‘+ 64 =2a +Tl}:az+64:2a2_12a<:>a2_12a_64:0:>

0=12a+n
— g = 124,/122-41:(—=64) _ 12+/122-41:(=64) _ 124400 12420 _ (a; = 16
- 21 - 21 T2 2 lay,=-4
Sustituyendo estos valores en la recta tangente general y = 2ax — 12a
Tenemos que, cuando:
a = 16, larecta tangente es y = 32x — 192
a = —4, larecta tangenteesy = —8x + 48
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Problema A.4:

Calcula f xe **dx, explicando el proceso utilizado para dicho calculo.

Solucion:

Integraremos por partes, para ello llamaremos a u = x pues de esta manera conseguiremos bajar un
grado su potencia:

u=x - du=1ldx - - _
fxe_4xdx= e=tx b=y 4x_fe 4x1dx=_xe 4x—ie_d"‘+C=
dv=e*dx - v= 2 —4 —4 4 16
(4x + e * G
16
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Problema A.5:

Sobre una mesa tengo tres cajas con botones; la primera caja tiene 3 botones, la segunda 5 y la
tercera 4. Cada una de las cajas contiene un solo botdn rojo. Si elijo al azar una caja y saco de ella un
botodn al azar:

a) ¢éCual es la probabilidad de que sea un botén rojo?
b) Si he sacado un botdn rojo, écual es la probabilidad de pertenecer a la primera caja?

Solucion:

Realizaros un diagrama de arbol para interpretar el problema y asi poder responder adecuadamente las
preguntas:

BOTON ROJO (R)
CAJA1(C,)
BOTON NO ROJO (RS)

13

BOTON ROJO (R)

113
CAJAZ(C,) <
BOTON NO ROJO (R®)

1/3

BOTON ROJO (R
CAJA3(C,)
BOTON NO ROJO (RS)

a) P(R) = P(CP(RICL) + P(C)P(RICy) + P(C3)P(R|Cs) = 55+ 5=+

Por tanto, la probabilidad de que el botdn elegido sea rojo es de 47 /180 = 0.261 = 26.11%

b) Para calcular la probabilidad de que el botdon sacado sea de la caja 1 sabiendo que es rojo se
calcula utilizando el Teorema de Bayes:

11
P(Cy)P(R|Cy) _ 3'3 :Q
P(R) 7 " 47

180

P(GiIR) =

Por tanto, la probabilidad de que el botdn rojo sacado sea de la caja 1 es elegido sea rojo es de
20/47 = 0.4255 < 42.55%
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SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIO
Dada la matriz A(a)
1 0 0
A(a) = [1 a 0]
1 1 1

Calcular, razonadamente, el valor de a para que el determinante de A(a)? valga 4.

Solucion:

1 0 0/1 0 O 1 0 0
Tenemos que calcular 4(a)? =1 a 01 a O|=(14a a* O

1 1 17\ 1 1 3 1+4a 1

Una vez tenemos el valor de la matriz calcularemos su determinante y lo igualamos a 4:

1 0 0
det(A(@)*) =|1+a a®> O|l=a*=4=a=12
3 1+a 1

Luego, a tiene que valer 2y —2
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Problema B.2:

Se consideran los tres puntos A4(0,0,1), B(1,1,1) y C(—1,—1,2). ¢Estan alineados? En caso
afirmativo hallar la ecuacidn de la recta que los contiene. En caso negativo calcular el plano que los
contiene.

Solucion:

Para ver si tres puntos estan alineados hay que ver si los vectores AB y AC son paralelos.

Calculemos entonces dichos vectores:

e AB=(1,1,1)—-(0,0,1) = (1,1,0)
e AC=(-1,-1,2)—-(0,0,1) = (-1,—1,1)

—_— —
AB y AC son paralelos si son proporcionales, y se ve claramente que no lo son.

Por tanto, los tres puntos no estan alineados.

Calculemos ahora el plano que contiene a dichos puntos.

Para definir un plano hay diferentes modos:

e Un vector normal y un punto
e Dos vectores no paralelos del plano y un punto

_— —_—
La segunda opcién es la mas facil en este caso, pues ya tenemos los vectores (AB y AC) y el punto
(cualquiera de los puntos que se nos da, en nuestro caso elegiremos el punto A).

x=0+11+(-Du X=A—-u
= y=0+1/1+(—1)u<:)n5{ y=A-pu ALuUER
z=1+01+1u z=14+1+u

xX=A—u
Por tanto, el plano que contiene a los tres puntoses:t =y y=4A—u ALu€ER
z=1+1+u
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Problema B.3:

Sea f la funcién f(x) = x?e~**. Calcular la primera y la segunda derivada de f. Hallar los maximos y
minimos de f.

Solucion:

. = 2xe " + x2(—4e ) =|e **(2x — 4x?)

. = —4e ™ (2x —4x?) + e (2 — 8x) = e (—8x + 16x% + 2 — 8x) =
= e ™ (16x% — 16x + 2)

e Para calcular los maximos y minimos hay que igualar a 0 la primera derivada
=0
e R2x—4x)=02x—4x*=02x(1-2x)=0= {xx= 1/2

Representamos los valores en la recta real y estudiamos que ocurre en los intervalos que
aparecen.

0 1/2

-1 0,25 1

Calculamos los valores de la derivada en los puntos —1,0.25y 1
o f'(—1) =e*(—2—4) <0, por tanto, es decreciente
o f'(0.25) = e*(0.5 — 0.25) > 0, por tanto, es creciente
o f'(1)=e*2—-4) <0, portanto, es decreciente.

N~ LN

-1 0,25 1

1 1

Luego hay un minimo en (0, 0) y un méximo en (2 ' 20Z
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Problema B.4:

Representar el recinto finito del plano limitado por la recta y = x + 2 y por la parabola y = x2.
Calcular su drea.

Solucion:

Calcularemos los puntos de interseccidn de la recta con la
. : - : y=x+2
parabola, resolviendo el siguiente sistema: 2
=x
2 2 x=-1
x+2=x*=Sx"—x-2=0= x=2" Por tanto,

3 los puntos son (—1,1) y (2,4)

En el intervalo [—1,2], la recta esta por encima de la
parabola, luego para calcular el area que encierran las dos
funciones tenemos que calcular lo siguiente:

2 2
Area = f [(x +2) — x?]dx = f (x +2—x?dx =
-1

-1

-Zeae 2 - [pea-I-[-2vd-

=2+4 0 1+2 L1202
= 372 3|2

Area =|=-u
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Problema B.5:

Lanzamos un dado de seis caras 6 000 veces. Calcular la probabilidad de que el nimero de veces que
salga el 5

c) sea superior a 1500.
d) esté comprendido entre 1000y 1 100.

Solucion:
n = 6000
Se trata de un ejercicio de distribucién binomial, donde{ p = 1/6
q=5/6

La distribucion binomial se aproxima a la normal de la siguiente manera: B(n,p) = N(np, /npq).

Por tanto, en nuestro caso: B(6000,0.167) =~ N(1000, 28.86)

o) [P(x > 1500)| = P(x > 1500,5) = P (z > Z22200) = p(z > 17.3) =[0]

28.86

[P(x > 1500)|=[0]

b) [P(1000 < x < 1100)] = P(1000.5 < x < 1099.5) = P (15220 < 7 < Z222000) —
= P(0.02 < z < 3.45) =[0.4917
|P(1000 < x < 1100)|=[0.4917]
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2019ko UZTAILA JULIO 2019

Universidad Euskal Harriko
dal Pain Vascn  Uniberigilalea "
MATEMATIEA NI MATEMATICAS Il

OPCION A

Problema A.1:

Discutir, en funcién de los valores de m, el siguiente sistema:

x +2y +3z = 6
X +y —Z = 1
2x -2y +mz = m

Problema A.2:

Hallar la ecuacidn de una recta paralela al plano # = x + 2y + 3z = 6 y que contenga al punto
P(1,0,0). ¢éEs unica dicha recta? Razonar la respuesta.

Problema A.3:
Sea f la funcién f(x) = x3 + Ax* + Bx + C

a) Obtener los valores A, By C para que su grafica contenga al punto P(0,1) y para que f tenga
un minimo local en Q(2,0)
b) éLa funcion obtenida tiene otros maximos o minimos locales?

Problema A.4:

c) Sea R el recinto del plano limitado por las curvas y = x(3 — x) y por y = x%. Dibujar R y
calcular su area.

Problema A.5:

Una caja tiene 3 monedas R, L y M. La moneda R es normal, la L tiene cara por los dos lados y la M
esta trucada, de forma que la probabilidad de salir cara es 1/5. Se tira una moneda al azar.

a) Calcula la probabilidad que se obtenga cara
b) Si ha sido cruz, écual es la probabilidad que sea la moneda R?
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OPCION B

Problema B.1:

Dada una matriz de tamafio 3x3 cuyo determinante es igual 5, se realizan sucesivamente las
siguientes operaciones:

a) Se cambian entre si la primera y la segunda fila,
b) Se multiplica la tercera columna por —2,

c) Se multiplica a toda la matriz por 2y

d) Se transpone la matriz

Calcular de forma razonada el valor del determinante de la matriz obtenida.

Problema B.2:

. x—1 z—-3 . . .z
Se considera larecta r = T =5 =3V el punto P(1, 2,5) exterior a la misma. Hallar la ecuacién
del plano que contienearya P.

Problema B.3:

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos de la funcién

f(x) = x3 + 3x% — 2. Representar f.

Problema B.4:

8x+7 . P . .
dx explicando el método seguido para dicho calculo.

Calcular fm

Problema B.5:

Los resultados obtenidos en una prueba realizada a 500 estudiantes se distribuyen normalmente con
media 40 puntos y desviacion tipica 10 puntos.

a) éQué porcentaje del alumnado tiene una puntuacion entre 30 y 60 puntos?
b) éCuantos estudiantes tienen una puntuacidn superior a 60 puntos?
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Problema A.1:
Discutir, en funcion de los valores de m, el siguiente sistema:

x +2y +3z = 6
{ x +y -z = 1
2x -2y +mz = m

Solucion:

Escribimos el sistema en modo de ecuacion matricial para de esta forma obtener la matriz de
coeficientes, que sera la matriz con la que obtendremos los valores de m que nos servirdn para la
discusion del sistema.

[ 1 2 3
1 2 31y [6 A=11 1 _1]
[1 1 -1 Mz 1‘=> 122‘2 S
2 =2 mitzd dml o1 1 1 1]
2 =2 m m

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0:

1 2 3
det(A)=11 1 -1|=0¢&
2 =2 m

S[M1-1-m+1-(-2)-3+2-(-1D)-2]-[3-1-241-2-m+1-(-2)- (-] =0
SMmM-6-—4)—-(6+2m+2)=0Sm—-6—-4—-6-—2m—-2=0

& -m—18=0 m = -18

Por tanto, cuando m = —18 el determinante de la matriz de coeficientes es 0; lo cual hace que el rango
de dicha matriz no sea 3. De manera que estudiaremos los casos posibles y utilizaremos el Teorema de
Rouché-Frobenius para decidir que tipo de sistema es cada uno:

m # —18
rango(A) = 3 por ser det(A) # 0
rango(A") = 3 por ser rango(4) = 3} = Sistema Compatible Determinado
n=23

(existe una unica solucion para cada m # —18
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e mMm=18
1 2 3
o A=|1 1 -1 ] L1 y L, son independientes pues no son proporcionales, veamos si L3
2 -2 -—18
a+p=2
es combinacién lineal de Ly y Lz.{ 2a+ B = —2 , despejamos a en la primera ecuacion y
3a—p3=-18

la sustituimos en las otras dos:

20-B+p=-2o4-2+p=-2-P=—6=F=6
{3(2—3)—[3=—18(=>6—3,8—B=—18<=>—4ﬁ=—24<=)ﬁ=6

Como no hemos llegado a ninguna contradiccion podemos asegurar que Lz es
combinacién lineal de L1 y L, (L3 = —4L; + 6L,), lo cual nos indica que rango(4) = 2.

1 2 3 6

1 1 -1 1 ] como rango(A) = 2, rango(A’) = 2. Se ve claramente
2 —2 —-18 -—18

que Cs es igual a la suma de las demds columnas. Por tanto, rango(4’) = rango(A) = 2

o A =

o n=3
Por tanto:
rango(A) = 2
rango(A') = 2} =
n=3
Si m =18, Sistema Compatible Indeterminado (hay infinitas soluciones)
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Problema A.2:

Hallar la ecuacién de una recta paralela al plano # = x + 2y + 3z = 6 y que contenga al punto
P(1,0,0). ¢Es unica dicha recta? Razonar la respuesta.

Solucion:

Para definir la recta r que buscamos necesitamos un punto de la misma (en nuestro caso P) y un vector
director (d,.) de la recta. Dicho vector director sera perpendicular a la normal del plano (7 = (1, 2, 3)).

De hecho, hay |infinitas posibles soluciones| al problema, pues toda recta contenida en el plano
paralelo a nuestro plano i y que pase por el punto P cumple las condiciones.

- -

Busquemos un vector director d, que sea perpendicular a 7. Por ejemplo, d,, = (=2, 10) nos vale, pues
3 b .7 7 . . .

d, -n = 0. Luego la representacidon paramétrica de la recta que buscamos es la siguiente:

x=1-—2t
y=t teR
z=0

=
I
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Problema A.3:
Sea f la funcién f(x) = x3 + Ax* + Bx + C

a) Obtener los valores A, By C para que su grafica contenga al punto P(0,1) y para que f tenga
un minimo local en Q(2,0)
b) éLa funcidn obtenida tiene otros maximos o minimos locales?

Solucion:

Derivaremos la funcién pues la utilizaremos en ambos apartados: f'(x) = 3x? + 2Ax + B

a) Traduciremos al lenguaje matematico las condiciones que nos imponen (necesitamos tres
condiciones pues son tres las incégnitas que buscamos):

PODEfsf0)=11=C
QR0 Ef=f(2)=0=0=8+4A+2B+C
F(2)=0=0=3-4+242+B

1=C
Por tanto, tenemos un sistema de tres incdgnitas y tres ecuaciones: {0 =8+4+444+2B+C
0=12+4A+B

Resolviendo el sistema llegamos a que:|A =-15/4; B=3; C= 1|

Q(2,0) minimo local {

b) Para calcular los maximos y minimos de f, hay que igualar la derivada a 0.

15 n 81 15 9
_15/24,/(-15/2)2-4-3-3 7|7 S E7 1519_{ X, =2
- 2-3 - 6 T 6 12 e =1/2
Representamos los valores en la recta real y estudiamos que ocurre en los intervalos que se
aparecen.

15
3x2—?x+3=0(:>x

1/2 2

Calculamos los valores de la derivada en los puntos 0, 1y 3
o f'(0)=3-0- 1750 + 3 = 3 > 0, por tanto es creciente

o f/(1)=3-12- %1 +3= —% < 0, por tanto es decreciente
o f'(3)=3-3%2- 12—53 +3= 1?5 > 0, por tanto es creciente

/=' e \‘ . /

0 1 3

Luego hay un minimo en (2,0) y un maximo en (%,%)
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Problema A.4:

Sea R el recinto del plano limitado por las curvas y = x(3 — x) y por y = x2. Dibujar R y calcular su

area.
Solucion:
Calcularemos los puntos de interseccion de una
pardbola con la otra parabola, resolviendo el
s siguiente sistema:
2 = 3x — XZ
{y , =3x-x*=x*e2x*-3x=0=
y=x
x=0
-3)= .
: x(2x — 3) {x = 3/2
F T e ! i Por tanto, los puntos son (0,0) y (3/2,9/4).

En el intervalo [0,3/2], la pardbola y = x? estd por encima de la pardbola y = 3x — x2, luego para
calcular el area que encierran las dos funciones tenemos que calcular lo siguiente:

3/2 3/2 3/2
J [x2 — (3x — x2)]dx = J (x* = 3x + x*)dx = f (2x* = 3x)dx =
0 0 0

3 2

0 O
+C)_(§_E+C)=

2x3 3x2 1% 2(3/2)° 3(3/2)?
- Cl =TT

0

_[2@3/2)*  3(3/2)? 0 0 227 3-9 _[9
—[ A I ERR N Bt
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Problema A.5:

Una caja tiene 3 monedas R, L y M. La moneda R es normal, la L tiene cara por los dos lados y la M
esta trucada, de forma que la probabilidad de salir cara es 1/5. Se tira una moneda al azar.

a) Calcula la probabilidad que se obtenga cara
b) Sihasido cruz, écual es la probabilidad que sea la moneda R?

Solucion:

Dibujemos un diagrama de arbol para posteriormente calcular las probabilidades que se nos piden:

12 c

R
112 X

113
2/2 c
13

L

0/2 X
113

15 c

M
4/5 X

1 1 1 1 17
S =

+ =
6 3 15 30

a) P(C) = P(R) - P(C|R) + P(L) - P(C|L) + P(M) - P(C[M) =3

N | =

gy
3

2.1
2 3
Por tanto, la probabilidad de que se obtenga caraes de 17/30 = 0.566 < 56.67 %

b) Para calcular la probabilidad de que la moneda sacada sea del tipo R, sabiendo que es cruz la se
calcula utilizando el Teorema de Bayes:

11

_P(R)-PXIR) 33 _5

P(RIX) = RO R R
30

Por tanto, la probabilidad de que la moneda sea del tipo R sabiendo que ha salido cruz es de
5/13 = 0.3846 & 38.46 %
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SOLUCIONES OPCION B CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA
Problema B.1:

Dada una matriz de tamafio 3x3 cuyo determinante es igual 5, se realizan sucesivamente las
siguientes operaciones:

a) Se cambian entre si la primera y la segunda fila,
b) Se multiplica la tercera columna por —2,

c) Se multiplica a toda la matriz por 2y

d) Se transpone la matriz

Calcular de forma razonada el valor del determinante de la matriz obtenida.

Solucion:

Traduzcamos cada paso usando las propiedades de las matrices:
a) Se cambian entre si la primera y la segunda fila & cambia el signo del determinante
b) Se multiplica la tercera columna por —2 < se multiplica el determinante por ese numero

c) Se multiplica a toda la matriz por 2 < al multiplicar toda la matriz de 3x3 estamos multiplicando
por 2 cada fila o columna, de manera que multiplicamos por 23 = 8 el determinante.

d) Se transpone la matriz < el determinante no varia.

Por tanto, si det(A4) =5,

|det(A") = 5(-=1)(=2) -8 = 80
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Problema B.2:

. x-1 -2 z-3 . . ‘2
Se considera larectar = - = yT =5y el punto P(1, 2,5) exterior a la misma. Hallar la ecuacién

del plano que contienearya P.

Solucion:

d.=(1,23)

De la informacion del enunciado sabemos esto sobre larectar:r =
A(1,2,3)

5
Para definir el plano que contiene a r y a P necesitamos dos vectores directrices (en nuestro caso d, y
el vector AP) y un punto del plano (en nuestro caso P). Calculemos lo que nos falta:

AP = (1,2,5) - (1,2,3) = (0,0,2)

Por tanto, el plano que buscamos viene dado por esta ecuacién paramétrica:
x=14+114+0u x=1+4+41

T={y=2+21+0u (:){ y=2+21 AueER
z=54314+2u z=5+314+2u

x=1+1
T[E{ y=2+21 AueR
z=5+4+31+4+2u
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Problema B.3:
Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos de la funcién

f(x) = x3 + 3x% — 2. Representar f.

Solucion:
Para estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcidn hay que igualar a 0 la derivada de la misma:
x=0
x=-=2

f'(x)=3x2+6x=0(:)3x(x+2):0:>{

Representamos los valores en la recta real y estudiamos que ocurre en los intervalos que se aparecen.

-2
-1 1

-3

Calculamos los valores de la derivada en los puntos -3, -1y 1:
0 f'(=3)=3-946-(—3) =9 >0, portanto es creciente
0 f'(-1)=3-1+4+6-(—1) =-3<0, portanto es decreciente

0 f/(1)=3-14+6-1=9 >0, portanto es creciente

Por tanto la funcibn es creciente en
y decreciente en

|

|

{

|

(=00, =2) U (0, +0)
(—=2,0).
. Ve . r
De manera que tiene un maximo en el punto |
(=2,2) yen el punto (0,—2), un minimo. f '
,-"J \\ " | Siid-2

-2 )
|
|

Con esta informacién se puede dibujar mas o

menos la gréafica. Si igualamos la funcién a 0, %

podremos encontrar los puntos de corte con |
{

el eje OX:
x34+3x2-2=0=(x+1)(x*+2x—-2)
r' Nl

=

x=-1
={x=-1-V3~-2.73

x=—-14++V3~0.73
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Problema B.4:
8x+7 . , . .
Calcular [ ———— dx explicando el método seguido para dicho calculo.
(x+1)(x+3)
Solucion:
.z . . 8x+7 A B
Tenemos que descomponer la funcion en fracciones simples: ——— = — 4+ —

(x+1)(x+3) T x+1 | x+43

Locualqueda:8x +7 =A(x+3)+B(x + 1)

A continuacidn sustituimos la X por un par de valores para hallar A y B; los mds adecuados son -3y —1
pues en ambos casos un sumando del término de la derecha desaparece:

e x=-3=-24+7=B(-2)=>B=7

. x=—1=>—8+7=2A=>A=—%

Luego la integral queda asi:

8x +7 _J(_1/2+17/2)d _ +17j L
G+Da+3) T T Gt T 3T T2 et T k3T
1 17
=|—zln|x+1|+—=In|x+3|+C
2 2
f Sx +7 dx = 1l| +1|+17l| +3|+C
x+DEx+3) T2 7
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Problema B.5:

Los resultados obtenidos en una prueba realizada a 500 estudiantes se distribuyen normalmente con
media 40 puntos y desviacion tipica 10 puntos.

a) éQué porcentaje del alumnado tiene una puntuacion entre 30 y 60 puntos?
b) éCuantos estudiantes tienen una puntuacidn superior a 60 puntos?

Solucion:

X:N(40,10) = Z:N(0,1) la variable X tras tipificarla se transforma en z = %

30—-40
10

XZp _ 60740) _ 5o —
<Zhc 10) P(-1<z<2)

a) P(30 < x < 60) =P(
=P(z<2)-[1-P(z<1)]=09772 — (1 —0.943) =
=[0.8185 < 81.85 %|

Un 81.85 % del alumnado tiene una puntuacién entre 30 y 60 puntos.

b) P(x>60) = P(CE>222) = P(z>2) = 1-P(z < 2) = 1-0.9772 = 0.0228
Por tanto, al haber 500 estudiantes en el estudio, 0.0228 - 500 = 11.4 estudiantes habran
obtenido una puntuacién mayor que 60 puntos. Como la puntuacién no puede ser decimal hay
qgue decantarse por 11 o 12 estudiantes. Con 11 estudiantes no llegaremos a tener el 22.8 % que
buscamos, tendremos menos, por tanto, son 12.

Son 12 los estudiantes que han sacado mas de 60 puntos.

Matematicas II. Curso 2018 — 2019. Autor: Alex Aginagalde
Comunidad Auténoma del Pais Vasco Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk

Textos Marea Verde




