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206 MATEMATICAS II. JUNIO 2019

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las cuestiones
de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras programables ni que
realicen calculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que
estan enunciadas.

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetrg a:

x + ¥y + az |
X + ayv + =z a
@& + ¥ 4+ oz a+3
a) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucidn tnica. Si es
posible, calcuke dicha solucidn para a — 0.

b} [1 p.] Determine para gué valor de a el sistema tiene infinitas scluciones y re-
suéhlvalo en ese caso.

¢} [0,5 p.] Determine para que valor de g el sistema no tiene solucian.

A.2: a) [1,5p.] Calcule la integral indefinida fxll:usx dx.

b} [1 p.] Determine el area del recinto limitado por el ele CX, las rectas verticales
x=0Yyx=m, Y lagrafica de la funcion f(x) = x* cosx.

A .3: Los puntos 4 = (3,0,0), B=(0,3,0) y C = (0,0,3) son fres de los vértices de un
tetraedro. El cuario vértice [ esta contenido en la recta r que pasa por el punto
P={1,1,1) y es perpendicular al plano = que contiene a los puntos A, By C.

a) [0,5 p.] Calcule 1a ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.
b} [0,5 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa porel punto P =(1,1,1) y es
perpendicular al plano x.

¢} [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del
tetraedro s 18,

A .4: (En este ejercicio frabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto deci-
mal).
El tiempo de duracion de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue
una distribucion normal de media p y desviacion tipica «. Se sabe que el 69, 50%
de las bombillas duran menos de 5061,2 horas, y que el 16,60% de de las bombillas
duran mas de 511€,.4 horas.

a) [1 p.] ;Cuél es |a probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre
5081,2 y 5116,4 horas?
b} [1,5 p.] Calcule la media y 2 desviacidn tipica de esfa distribucion normal.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

OPCION B: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que
estan enunciadas.

I 1

I O ].

01

a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A7y A%,
b) [0,5 p.] Calcule |a expresion general de A" para cualguier valor de n < .
c) [1 p.] Determine siexiste la imversa de A. En caso afirmativo, calcllela.

B.1: Considere la matriz A (

==

B.2: Considere un triangulo isdsceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya
altura es de 5 cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la alfura a una
distancia r de la base de manera que la suma de las distancias del punio A a los tres
vértices del triangulo sea minima. Observe |a figura:

12

a) [0,5 p.] Demuestre que la suma de las distancias del punto 4 a los tres vértices
del triangulo viene dada por la expresion f(x) = 5 — x+ 2+/x° + 36.

b) [1.5 p.] Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
¢} [0,5 p.] Calcule dicha cantidad minima.

B.3: Considere las siguientes rectas:

[ ]
=
—_

¥

x-3 ¥-—-6 z+l1
' 1

J_x—l
1 1 1

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b} [1,5 p.] En caso de que las rectas se corien, calcule el plano gue las contiene
y el angulo gue forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen,
calcule |2 perpandicular comun a ambas rectas.

B.4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto deci-
mal).

La probabilidad de que un determinado equipo de fliibol gane cuando juega en casa
es % y |a probabilidad de que gane cuando juega fueraes %
a) [1 p.] Sin saber donde jugara el proximo partido, calcule la probabilidad de que
gane.

b} [1,5 p.] Si gand el dltimo partido del campeonato, jcual es la probabilidad de
que jugara en casa?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

pUT— i . 3\, Universidad
MURCLA ' REgﬂln de Murcia L‘ » Politécnica
i v de Cartagena

PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE
BACHILLERATO

206 MATEMATICAS II. JUNIO 2019
CRITERIOS DE CALIFICACION

OBSERVACIONES GENERALES:

El corrector debera ajustarse a los criterios de evaluacion establecidos en este documen-
to y en |a reunién correspondiente. En ningdn caso se podra puntuar por encima de [a
valoracion indicada en cada apartado. Se procurara que, en lo posible, los errores en un
apartado no afecten a otros apartados.

Los errores simples de calculo restardn 0.25 puntos. Los emores importantes de calculo
0 ermores simples reiterados pueden conllevar puntuacion 0 en ese apartado. Si un error
simple ha llevado a un problema mas sencillo se disminuird la puntuacion.

Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desamollo necesario para llegar a
su resolucion seran valoradas con 0 puntos,

Se valorara el comecto uso del vocabulario y de la notacidn. El alumno puede elegir el
metodo que considere mas oporiuno para la resolucion de una cuestion pero, si esto
demuestra la faita de comprension de conocimientos basicos, la puntuacion final puede
ser menor que la indicada para dicha cuestidn.

OBSERVACIONES PARTICULARES:
OPCION A

CUESTION A.1: [2,5 puntos]

Apartado a) Justificacion correcta y razonada de gue el sistema tiene solucién unica (SCD)
para todo valor de a distinto de 1 y de —2 [0.5 puntos]. Calculo comecto de esa solucion
Unica cuando a — 0 0,5 puntos].

Apartado b) Justificacion comecta y razonada de que el sistema tiene infinitas soluciones
(SCI} cuando a = —2 [0.5 puntos]. Calculo comecto de dicha solucidn dependiente de un
parametro [0.5 puntos].

Apartado ¢) Justificacion correcta y razonada de gue el sistema no tiene solucion (SI)
cuando a = 1 [0,5 puntos].

CUESTION A.2: [2.5 puntos]
Apartado a) Calculo correcto y justificado de la integral indefinida [1.5 puntos].

Apartado b) Calculo correcto del drea, estudiando el signo de 1a funcién f(x) y aplicando
la regla de Barrow [1 punto].
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CUESTION A.3: [2.5 puntos]

Apartado a) Calculo correcto y razonado de la ecuacion del plano [0.5 puntos].
Apartado b) Calculo comecto y razonado de la ecuacion de la recta [0,5 puntos].
Apartado ¢} Calculo comecto y razonado del punto D [1,5 puntos].

CUESTION A.4: [2,5 puntos]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de |a probabilidad pedida [1 punio].

Apartado b) Calculo correcto y justificado de la media [0.75 puntos]y de 1a desviacion tipica
[0,75 puntos].

OPCION B

CUESTION B.1: [2,5 puntos]

Apartado a) Calculo correcto de A [0.5 puntos]. Calculo comecto de A7 [0,25 puntes]. Calcu-
lo comecto de A* [0,25 puntos].

Apartado b) |dentificacién de la expresion general de A™ para un valor genérico de n [0.5
puntos].

Apartado ¢) Justificacion de gue la matriz A es invertible [025 puntos]. Calculo correcto de
la mafriz irversa [0,75 puntos].

CUESTION B.2: [2,5 puntos]
Apartado a) Justificacion comecta y razonada de la expresion de fix) [0.,5 puntos].

Apartado b) Calculo correcto de |a derivada de la funcidn [0.5 puntos]. Calculo comrecto del
punto critico de la funcion a minimizar {y candidato a ser minimo) [0.5 puntos]. Justificacion
de que se trata de un punto de minimo [0,5 puntos].

Apartado ¢) Calculo del valor minimo [0,5 puntos].
CUESTION B.3: [2.5 puntos]
Apartado a) Justificacion comecta y razonada de gue las rectas se cruzan [1 punto].

Apartado b} Calculo correcto y razonado de |a perpendicular comun a ambas rectas [1,5
puntos].

CUESTION B.4: [2,5 puntos]
Apartado a) Calculo correcto y justificado de [a probabilidad pedida [1 punto].
Apartado b) Calculo commecto y justificado de la probabilidad pedida [ 1,5 puntos].
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION A CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:

x+y+az=1
x+ay+z=a
ax+y+z=a+3

a) Determine para que valores de a el sistema tiene solucién Unica. Si es posible, calcule dicha
solucién para a = 0.

b) Determine para que valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para que valor de a el sistema no tiene solucion.

Solucion:

1 1 a
a) Escribimos la matriz de coeficientes: C = (1 a 1)

a 1 1
1 1 a
ICl=[1 a 1|=-a®+3a—-2,|C|=0©—-a®+3a—-2=0&a=1(doble)ya=-2
a 1 1

Siazly a#-2 Rg(C) =3, por tanto, Rg(C) = 3 = n? incdgnitas, luego es un Sistema Compatible
Determinado.

x+y =1
Para a =0, el sistema queda { X +z=0 haciendo F,=-F1+F,
y+z=3
x+y =1 x+y =1
Obtenemos —y +z = —1haciendo F’3=F, +F'3 -y +z=-1
y +z= 3 ZZ =
Resolviendo,
Paraa=0,x=-1,y=2,2z=1
x+y—2z=1
b) Sia= -2 elsistema queda {x — 2y +2z=-2,haciendo F';= —F1+F,y F'3=2F1.+ F3,
—2x+y+z=1
x+y—-2z=1
obtenemos {—3)} + 3z = —3, las filas segunda y tercera son proporcionales, luego podemos eliminar
3y—3z=3
e x+y—2z=1
una y simplificando la que nos queda, tenemos { ytz=—1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Si a = -2, nos quedan dos ecuaciones, que no son proporcionales, con tres incégnitas, por lo que es un

Sistema Compatible Indeterminado, tiene infinitas soluciones, llamando z = a nos queda,
x+y=1+2a L,
{ _yy_ 11— de donde y = 1+ @, x = @, por tanto la solucidn es:

Sia = -2, Sistema Compatible Indeterminado, x =a,y=1+a, 7 =a.

x+y+z=1
c) Sia=1elsistemaqueda, {x+y+z=1
x+y+z=4

Vemos que para a = 1, la seqgunda y la tercera ecuacion no se pueden cumplir a la vez, por tanto,
tenemos un Sistema Incompatible

Para a = 1 tenemos un Sistema Incompatible.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

a. Calcule la integral indefinida [ x*cosxdx.

b. Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticalesx=0yx=m, y la
grafica de la funcién f(x) = x*cosx.

Solucion:
a) Integramos por partes:

[ x?cosxdx = {u =% du = 2xdx
~ ldv = cosxdx v = [ cosxdx = senx

aplicando la férmula:

fxzcosxdx = x2 . senx — f senx2xdx

de nuevo por partes
{u = 2x du = 2dx

dv = senxdx v = f senxdx = —cosx

sustituyendo

fxzcosxdx = x2 - senx — [—2xcosx — f(—cosx)de] = x2 - senx + 2xcosx — f 2cosxdx

f x%cosxdx = x* - senx + 2xcosx — 2senx + K

b) Hallamos los cortes de la funcién con el eje OX

x2cosx = 0

x2 =0, x=0
i1 3 ,
cosx =0, X=, yXx=—

por tanto en el intervalo [0, i] corta una vez y debemos calcular dos integrales definidas

+

Area =

T
J & x?cosxdx

T
Jr x%cosxdx
2

T
=x? - senx + 2Xcosx — 2senx| + x? - senx + 2xcosx — 2senx|w
2

sustituyendo obtenemos

) 2
Area=”?+21t—4-u2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE

JUNIO
Los puntos 4 =(3,0,0), B=(0, 3,0)y C=(0, 0, 3) son tres de los vértices de un tetraedro. El cuarto

vértice D estd contenido en la recta » que pasa por el punto P = (1, 1, 1) y es perpendicular al plano mt
que contiene a los puntos 4, By C.

a) Calcule la ecuacién del plano  que contiene a los puntos 4, By C.
b) Calcule la ecuacion de la recta » que pasa por el punto P =(1, 1, 1) y es perpendicular al plano 1.
c) Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

Solucion:

a) El plano it viene determinado, por ejemplo, por los vectores AB , AC y el punto 4.

AB=B-A4=(0,3,0)-(3,0,0)=(-3,3,0); AC=C-A4=(0,0,3)-(3,0,0)=(-3,0,3)

x—3 y z
Luego la ecuaciondemes:| —3 3 0[=0>9x-27+9z+9y=0>
-3 0 3
mx+y+z-3=0
4
C(003)
|
I
1
24
1
|
..I
- g 5
gt U 4
g | ___.!_____-i-——"‘
e
di e ST g
4""1"“'1'@00) L. B (030
(hed} L ey | )
gl
™ ~
I

b) Silarecta r es perpendicular al plano i, su vector director sera el vector normal del plano.
punto P =(1,1,1)
vector director v = (1,1,1)

x=14+a«a
r:

Es decir, r: {

y=1+a
z=1+a
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

¢) Elvolumen de un tetraedro determinado por los puntos 4, B, Cy D, donde las coordenadas del

punto Dson (1 + «a,1+ a,1 + a) puesto que pertenece a la recta 7, siendo AD=D A=

1l+al14+al+a)-(3,0,00=(—2+a,1+ a,1+ a) viene dado por la expresion:

-3 3 0
1 -2 R 1 1 9
v = 2|[4B,AC,AD]| =1|| -3 0 3 |[=3127al = [¥| =180
—24+a 1+a 1+a

97“ —180 97“ = —18, de donde

{ a=4 D=(555)
a=-4, D=(-3-3-3)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:
(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal)

El tiempo de duracion de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue una distribucion
normal de media 1 y desviacion tipica o. Se sabe que el 69.50% de las bombillas duran menos de 5061.5
horas, y que el 16.60% de las bombillas duran mds de 5116.4 horas.

a) ¢Cual es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061.2 y 5116.4 horas?
b) Calcule la mediay la desviacidn tipica de esta distribucidn normal.
Solucion:

a) Nos piden calcular P(5061.2 < X< 5116.4)

Sabemos que P(X < 5061.2) = 0.6950 y que P(X > 5116.4) = 0.1660, de donde, P(X < 5116.4) =
0.8340

Luego P(5061.2 < X< 5116.4) = P(X < 5116.4) — P(X < 5061.2) = 0.8340 — 0.6950 = 0.1390
La probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061.2 y 5116.4 horas es de 0.1390.

b) Sea X =tiempo de duracién de una bombilla, X = N(yu, o).

Como P(X < 5061.2) = 0.6950, P(Z < %) = 0.6950,

buscamos en el interior de la N(0, 1), 0.6950, obtenemos 0.51, luego
50612—p _ 0.51,

de la misma manera,

P(X < 5116.4) = 0.8340, P(Z < 5“3‘"‘“) = 0.8340, obtenemos,
51164 —pu
— =097
o
Consideramos el sistema de ecuaciones:
5061.2 —
>t TR st
o
51164 —pn
— =097

resolviendo, obtenemos:

M1 = 5000 horas, ¢ = 120 horas
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

L CONVOCATORIA
OPCION B ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIO
1 1 1
Considere la matriz A = (O 1 0> .
0 0 1
a) Calcule las potencias sucesivas 4%, A3y A"
b) Calcule la expresidén general de A7 para cualquier valor de n € N.
c) Determine si existe la inversa de A. En caso afirmativo, calculela.
Solucion:
1 1 1 1 1 1 1 2 2
a) A2=<0 1 O)-(O 1 0>=(0 1 0)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 2 2 1 3 3
A3=<0 1 0)-(0 1 O>=<0 1 O)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 3 3 1 4 4
A4=(0 1 0)-(0 1 O>=<O 1 O)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 n n
b) A"=(0 1 O
0 0 1
¢) La matriz inversa existe si el valor de su determinante es distinto de 0
1 1 1
|[A| =10 1 0| =1, portanto existe la inversa de A.
0 0 1
L 1 0 0 1 -1 -1
Al = a AdjAt; At = (1 1 0); AdjAt = (0 1 0 ) por tanto:
1 0 1 0 O 1

At=

(S

1 -1 -1 1 -1 -1
'<0 1 0 ) = (0 1 0 )
0 0 1 0 0 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

Considere un tridngulo isésceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya altura es de 5 cm. Se
quiere determinar un punto A4 situado sobre la altura a una distancia x de la base de manera que la
suma de las distancias del punto 4 a los tres vértices del tridngulo sea minima. Observe la figura:

12 =

a) Demuestre que la suma de las distancias del punto 4 a los tres vértices del tridangulo viene dada
por la expresion f(x) =5 — x + 2Vx?% + 36.
b) Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
c) Calcule dicha cantidad minima.
Solucion:

a) Como la distancia del punto A4 al lado desigual es x, y la altura es 5, la distancia del punto 4 al
vértice opuesto al lado desigual es 5 — x.
Sea d la distancia del punto 4 a los otros vértices, nos queda el triangulo:

w

d d

La suma de las distancias serd f(x) =5—-x+d+d=5—-x+2d
Hallamos la expresidn de d en funcién de x.
Consideramos el tridngulo rectangulo:

6

donde x? + 62 = d?, de donde, d = Vx?2 + 36, sustituyendo, tenemos:

f(x)=5—x+2yx%+36
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Para calcular los minimos de f(x) debemos derivar, igualar a 0 y resolver,

f(x)—S—x+2\/m

[l =-1+2 zm

de donde: -1 + —— m =0
. ) 2x \? _ 12
Pasando 1 al otro miembro y elevando al cuadrado: (—m) =1
4x?
x2+36 '
4x% = x? + 36,
resolviendo, x = v12yx = —V12,
descartamos x = —V12, pues x es una distancia, igualmente los valores de x comienzan en 0.
Nos queda x =v/12, consideramos los intervalos (0, V12) y (V12, +0)
. _— ’ _ 2x
Tomamos valores dentro de estos intervalos y sustituimos en f'(x) = —1 + T
f') =-14+—=——— W < 0 luego f es decreciente en el intervalo (0, V12)
f'4)=-1+ W > 0 luego f es creciente en el intervalo (V12, o)
-.flz 4
Por tanto, en x = V12 f'presenta un minimo.
2
c) Parax =v12,f(V12)=5—-+V12+ 2,/\/12 +36=5+6V3.
La suma de distancias minima es de 5 + 6v/3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

. . . xX—5 -6 z+1 x—1
Considere las siguientes rectas: T = yT =0 S =

a) Estudie la posicidn relativa de ambas rectas

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el angulo que forman
ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comun a ambas
rectas.

y _ z+1
1 -1

Solucion:

a) Consideramos un punto de r, 4 = (5, 6, —1) y otro punto de s, B = (1, 0, —1), calculamos el

vector AB = (—4,—6,0) y junto a los vectores directores de las rectas, © = (1,1,1) de ry
¥ = (1,1,—1) de s, calculamos el valor del determinante formado por los tres vectores,

-4 -6 0
1 1 1|=—-4+0, portanto:
1 1 -1

las rectas se cruzan.

b) Se supone que nos piden la recta perpendicular comun a las dos rectas dadas y que pase por
las dos.
Hallamos el producto vectorial de los dos vectores directores de las rectas, que nos da un vector
perpendicular a ambos

i j k
w=|[1 1 1|=-2i+2j=(-2,20)
1 1 -1

Calculamos la ecuacién del plano it determinado por la recta r y el vector w, obtenemos un plano que
es perpendicular a la recta s; analogamente calculamos la ecuacion del plano ' determinado por la
recta s y el vector W, plano que serd perpendicular a la recta r. La recta pedida vendra dada por la
interseccion de los dos planos, es decir, las dos ecuaciones de los planos son las ecuaciones implicitas
de la recta.

x=5 y—-6 z+1
Plano 1 1 1 |=—-2y+12+2z+2+4+2z+2—-2x+10=
-2 2 0

=—2x—2y+4z+26 =0, simplificando, x+y—-2z—-13=0.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x—1 y z+1
Plano mt': 1 1 -1 |=2y+2z+2+2z+2+2x—-2=2x+2y+4z+2=0,
-2 2 0

simplificando,
x+y+2z+1=0

De donde:

t

{x+y—22—13=0
x+y+2z+1=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:
(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal)

La probabilidad de que un determinado equipo de futbol gane cuando juega en casa es 2/3, y la
probabilidad de que gane cuando juega fuera es 2/5.

a) Sin saber dénde jugard el préximo partido, calcule la probabilidad de que gane.
b) Sigané el ultimo partido del campeonato, écudl es la probabilidad de que jugara en casa?
Solucion:

Realizamos el diagrama de arbol:

2

3 ~G
c<_

173G

3

[N
gl
wilw | ka
]

a) Por el teorema de la probabilidad total:

8

_ ~ ~n.1.24,12_8 .
P(G) = P(C)-P(G/C) + P(C)-P(G/C) = S = g luego:

wIlN

8
La probabilidad de que gane el préoximo partido es: B 0.5333

b) Por el teorema de Bayes

N R

2
3

P(CNG) _ P(C)-P(G/C) _

5
—. Por tanto:
P(G) P(G)

P(C/G) =

il

5
La probabilidad de haber jugado en casa sabiendo que ha ganado el partido es: i 0.625
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

” eein Universidad
MURCIA (RS Regicén de Murcia @ Palitécnica
= = de Cartagena

PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD PARA EL ALUMNADO DE
BACHILLERATO
206 MATEMATICAS Il. SEPTIEMBRE 2019

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debara responder a todas las cuestiones
de una de las opciones A o B. Mo esta permitido utilizar calculadoras programables ni que
realicen calculo simbdlico, integrales o graficas.

OPCION A: No es necesario responder a las cuestiones en el mismo orden en que
eslan enunciadas.

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcidn del parametro a:
ax + v — 2z = 0
r +y — a = -1
x + ¥+ £ = a
a) [1 p.] Determine para qué valores de « el sistema tiene solucion Unica. Si es
posible, calcule dicha solucion para a — 2.
b) [1 p.] Determine para qué valor de « el sistema tiene infinitas soluciones y re-
suélvalo en ese caso.
c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucidn.
; . JE 4+
A2: a) 1,5 p] Calcule los extremos relativos (maximos y minimos) de f(x) = =
definida para todo valor de x ¢ R. Determine también los intervalos de creci-
miento y decrecimiento de (x).

- gl
b) [1 p] Ealculaﬂ(;—ﬁ)

3
A.3: Considera la recta r: ﬁ _%_'—T’ yelplanox:x—2y—z=—1.
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano x.
b) [1.5 p.] En caso de gue la recta corte al plano, calcule el punto de corte y

el angulo que forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la
distancia entre ambos.

A4: (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto deci-

mal).
La probabilidad de gue una flecha dé en la diana es 0,40. 5i se lanzan 9 flechas,
delerming:

a) [1 p.] Que tipo de distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el nomero

de flechas que dan en la diana.
b) [0,5 p.] Cual es la media y la desviacidn tipica de esta distribucin.
c) [1 p.] Cudl es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION B CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

s CUESTION B.L:

1]
Conzidere la marriz A = n 1 a
1 =1 1

a) Determine para gué valores de a la matriz A tiene inversa.
b} Para a = 1, caleule la inversa de A.

¢} Mara a = 1, resuelva la ecuacion matricial XA + 20 = 24, donde [ ee la matriz idettided
Jox 3

= CUESTION B.2:
. . . VT
a:I Caleule la integral indefinida ——lT

JE

+ I

b Determine la primitiva de - que pasa por el punte (1, 2),

) Calcule el lfmite lim

T—+00 i

s CUESTION B.3:

Log puntos A = (0, —1,1) v B = (1,1,1) son dos de los vértices de un triangulo. El tercer
vértice ' estd& contenido en la recta v que pasga por el punto /7 y es perpendicular al plano
T:2r—y+z=1

a) Caleule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano =.

b} Caleule las coordenadas del vértice O sablendo que el drea del tridngulo es 3430,

CUESTION B4

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultade al cuarte decimal),

El 60 % de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25 % en Madrid,
v el resto en Lishoa, El 1% de los coches fabricados en Valencia tiens algin delecto de
fahbricacifn, mientras que para los coches fabricados en Madrid v en Lishoa estos porcentajes
son del ('5% v del 2%, respectivamente,

a) Elegido al azar un coche de esa marca, caleule la probabilidad de que no sea defecluosa,

b} 51 un coche de esa marca resulta ser defectuoso, [ cudl es la probabilidad de que haya sido
fabricado en Madnd?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

; CONVOCATORIA
OPCION A EXTRAORDINARIA

Problema A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:

ax+y—2z=0
x+y—az=-1
xt+ty+z=a

a) Determine para qué valores a el sistema tiene solucién Unica. Si es posible, calcule dicha
solucién para a = 2.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

a 1 -2 0
(1 1 —a —1),
1 1 1 a
por comodidad para los calculos escribimos la tercera fila como primera fila
1 1 1 a
a 1 -2 0],
11 —-a -1

operamos, —aF; + F2y—F; + F3obtenemos,

1 1 1 a
(0 1-a -2—-a —a? )

0 0 —1—-a -1-a

Solucion:

a) Escribimos la matriz ampliada:

los elementos de la diagonal principal se hacen 0 para los valoresde a =1y a =-1, por tanto:

Paraa #1vya# -1, el rango de la matriz de coeficientes es 3, igual al rango de la ampliada y al nimero
de incdgnitas, luego el sistema es Compatible Determinado, es decir, tiene solucién Unica.

1 1 1 2
0 -1 -4 -4 |
0 O -3 -3

x=1,y=0,z=1

Para a = 2, la matriz queda,

resolviendo obtenemos la solucion:

El sistema tiene solucién Unicasia#1lya#-1.Paraa=2,x=1,y=0,z=1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Estudiamos los casos restantes, a =1y a=-1.

11 1 -1
(O 2 -1 —1>,
0 0 0 o0

el rango de la matriz de coeficientes es 2, igual al rango de la matriz ampliada y menor que el nUmero

Para a = —1, la matriz queda

de incognitas, por tanto,

Para a = —1, el sistema es Compatible Indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones, para resolver

x+y+z=-1

el sistema, lo escribimos, { haciendo z = A y pasando al otro miembro,

2y—z=-1"'
{x +ty=—-1-Ax
2y=—-1+x1"
A—1 -31-1
resolviendo, Z= A,y = L X =
2 2
. . . ., -3A-1 -1
Para @ = —1, el sistema es Compatible Indeterminado, de solucién: X = 5 y = — zZ=\
¢) Paraa =1, la matriz queda:
1 1 1 1
(0 0 -3 -1 )
0o 0 -2 =2
1 1 1
calculamos el valor del determinante, |0 —3 -1 | =6—2 =4 # 0 por tanto,
0o -2 -2

Para a = 1, el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el rango de la matriz ampliada es 3, luego el
sistema es Incompatible, es decir, no tiene solucion.

El sistema no tiene solucion paraa = 1.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

Problema A.2:
x242x
ex

a) Calcule los extremos relativos (maximos y minimos) de f(x) = , definida para todo valor de

x, x € R. Determine también los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

. 1 1
b) Calcule lim (— — )
x-0

X e*-1
Solucion:
a) Calculamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento y de ahi podemos obtener los
extremos.

X _ px 2 2
f,(x)=(2x+2)e (e:;z (x +2x)= x“+2

ex
—x*+2=0 > x=+V2,x=-V2,
tomamos valores de los intervalos formados y sustituimos en la funcién derivada,

(— 2
f(-10) = %1)0” < 0 = Decreciente

, -(0)2+2
110)="%
_ 2

f’(10) = % < 0 = Decreciente

> 0 = Creciente

Es decir, fes:
Decreciente en (—o0, —/2 ) U (v/2, +0) y creciente en (—v2,v/2)

Por tanto,
Hay un minimo relativoen x = —/2 y un maximo relativoen x = /2.
. 1 1 1 1 . .
b) lim|(-— = (=— = 00 — 00, indeterminacién, operamos,
x—0 \x e¥—-1 0 e%-1

] 1 1 \ e*—1-x 0. L,
lim(-— = lim (———— ) == indeterminacién;
x—-0 \x e*-1 x>0 \x-(e¥-1) 0

por LU'Hopital, derivamos numerador y denominador,

" e*—1—x — 1 e*—1 0
bl x-(e*—1) ~ 58 1-(eX—1)+x-e*) 0

indeterminacién; por L'Hopital, derivamos numerador y denominador,

lim( e’ -1 ) = lim( e ) = e’ =1 =lportanto
x—-0 \(e¥—1)+x-e*¥) x50 \eX+1-eX+x-eX)  e0+e040-e0  1+1+0 2 P !
tim (2 - L) =
x—-0 \x e*—1 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3: CONVOCATORIA

x+1  y+3 EXTRAORDINARIA

Considere la recta == f yelplano m:x —2y —z = -1

a) Estudie la posicion relativa de la recta ry el plano m.

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo que forman. En caso
de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.

Solucion:
a) Consideramos el vector director de la recta, v = (—1,2,1)

y el vector normal al plano, m = (1,—2, —1), vemos que son proporcionales, luego la recta y el
plano son perpendiculares y por tanto la recta ry el plano 7 se cortan en un punto.

La recta ry el plano 7 se cortan en un punto.

b) Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta y sustituimos en la ecuacién del plano:

x=-1-—t
y=-34+2t=>(-1-0)-2(-3+2t)-t=-1=>-6t=-6>1=1,
zZ = t

sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de la recta, tenemos,
x==-2,y=-1,z=1.
La recta y el plano se cortan en el punto P(-2, -1, 1)
Al ser perpendiculares,

El angulo formado por la recta y el plano es de 90°.

Matematicas Il. Curso 2018 —2019. Autora: Cristina Vidal Brazales
Comunidad Auténoma de Murcia Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk

%
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.4: EXTRAORDINARIA

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).
La probabilidad de que una flecha dé en la diana es 0.40. Si se lanzan 9 flechas, determine:

a) Qué tipo de distribucidn sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de flechas que dan en
la diana.

b) Cual es la media y la desviacion tipica de esta distribucién.
c) Cudl es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.
Solucion:
Llamamos X = Acertar la flecha en la diana, P(X) = 0.40.
a) Sip=P(X)=0.40,9=1-p=1-0.40=0.60,n=9.
Se trata de una variable aleatoria que sigue una distribucién binomial,

X = B(9, 0.40)

b) Media=p=np=9-0.40=3.6,

Desviacion tipica=o = \/n-p-q = V9-0.40-0.60 = v2.16 = 1.4697.

Media = p = 3.6, Desviacion tipica=0 = 1.4697.

c) P(X25)=P(X=5)+ P(X=6) + P(X=7) + P(X=8) + P(X=9) =
buscando cada valor en la tabla o aplicando la férmula
Pa=k) = ([, ) p*q", siendo X =B(n, p)
=0.1672 +0.0743 + 0.0212 + 0.0035 + 0.0003 = 0.2665.

P(X 2 5) = 0.2665.

Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autora: Cristina Vidal Brazales
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
LibrosMareaVerde.tk

Comunidad Auténoma de Murcia

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verae



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

OPCION B CONVOCATORIA

Problema B.1: EXTRAORDINARIA

-1 a O
Considere la matriz A = ( 0 1 a)
1 -1 1
a) Determine para qué valores de ala matriz A tiene inversa.
b) Para a=1, calcule la inversa de A.
c) Para a=1, resuelva la ecuacion matricial XA + 2-/ = 2-A, donde /es la matriz identidad 3x3.

Solucion:

a) La matriz inversa existe si es una matriz cuadraday el valor de su determinante es distinto de 0.

-1 a O
[Al=]l0 1 a|l=-14+d>—-a=a*—-a-1,
1 -1 1
igualamos a 0 y resolvemos,
a’? —a—1=0, obtenemos, a = 1+2—\/§y a= 1—7«/5’ por tanto,
sia # 1+2‘/§ ya+ 1_2\@, el valor del determinante de A es distinto de 0 y A tiene inversa.
-1 1 0
b) Para a = 1, la matriz queda A= 0 1 1| vy su determinante vale: 12 —-1—-1= -1
1 -1 1
distinto de 0.
-1 0 1 2 -1 1
At=11 1 -1 Adj(AH=(1 -1 1 , de donde,
0 1 1 -1 0 -1
L L 2 -1 1 -2 1 -1
Al= m-Adj(At) = _—1( 1 -1 1 ) = (—1 1 —1)
-1 0 -1 1 0 1

-2 1 -1
Al=-1 1 -1
1 0 1

) XA+21=2A=>XA =24-21=>X=2A-2DA'=>X=24-A'-2-14'=>
X=27-2-A" de donde,

1 0 O -2 1 -1 6 -2 2
X=2-10 1 0)|—-2-{-1 1 —-1]=| 2 0 2
0 0 1 1 0 1 -2 0 0

6 -2 2
X=<2 0 Z)
-2 0 0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

a) Calcule la integral indefinida f%dx

b) Determine la primitiva de % que pasa por el punto (1, 2)

c) Calcule el limite lim Jx

x—oo 1+x
Solucion:
Vx
a —dx
) f 1+x

por cambio de variable, hacemos x = t? derivando, dx = 2tdt, sustituimos,

2

Vx Vt?
dx = 2tdt = 2tdt =2 dt
T+x J1+t2 J1+t2 j1+t2
2 -
haciendo la divisién, — >=1+ 12, sustituyendo,
1+t 1+t

t2 -1 1
2 dt = 2 (1 )dtzzfdt—zf dt = 2t — 2arctgt + C
f1+t2 f T1re 1+1¢2 arctgt +

Deshaciendo el cambio, = t = /x, de donde,

Vx

1+ x

dx = 2+/x — 2arctg/x + C

b) Buscamos C de manera que F(1) = 2, siendo F(x) = 2v/x — 2arctgx + C.

F(1) = 2V1 - 2arctgV1+C = 2 = 2arctgl + C =2=2-27+C=2,C=>

2[

La primitiva es F(x) = 2v/x — 2arctgy/x + ;—t

. Vx .
c) lim e 0, pues el exponente de la x del numerador es menor que el del denominador,
X—00

., - . Nx o, L, .
También lo podemos resolver de la siguiente forma, lim — ==, indeterminacién, por L’Hopital,

x—oo 1+Xx
i 1
derivamos el numerador y el denominador lim — = lim 2,
x—oo 1+x x—oo 1
. VX

lim =0

x>0l + x
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

Los puntos 4 = (0, -1, 1) y B =(1, 1, 1) son dos de los vértices de un triangulo. El tercer vértice C esta

contenido en la recta r que pasa por el punto By es perpendicular al planom: 2x—y +z=1

a) Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto By es perpendicular al plano m.

b) Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el drea del tridngulo es 3v30 .

Solucion:
a) Como la recta pedida es perpendicular al plano tomamos como vector director de la misma el

vector normal del plano: 7 = (2,—1,1), con el punto B = (1, 1, 1), podemos escribir las

x=14+2t
ecuaciones paramétricas de la recta r: { y =1 —t ylaecuacién continua xT_l = y__—11 = %
z=1+t
x=1+2t 1 ) )
. - 1 2=
Ecuacionesdelarectar:{y=1—t y——= y__l =0
z=1+t

b) El drea de un tridngulo de vértices 4, By C es: % ||ExTC||

AB =(1,2,0),como C=(1+2,1—1,1+t),AC = (1+2t,2—1, 1)

ABXxAC =| 1 2 0| =2ti—tj—5tk = ABxAC = (2t,—t,—5t)
1+2t 2—¢t ¢

~|[ABXAC|| = 5 2D% + (=6)% + (=56)2 = 5V30t2 = ~V30 - |¢],
como el area es 330, igualamos, %\/% - |t| = 3\/%, de donde, =6 0 f = —6 por tanto

C=(13,-5,7) o C= (-11,7,-5)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal)

El 60% de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25% en Madrid y el resto en
Lisboa. El 1% de los coches fabricados en Valencia tiene algin defecto de fabricacién, mientras que para

los coches fabricados en Madrid y en Lisboa estos porcentajes son del 0.5% y del 2% respectivamente.

a) Elegido al azar un coche de esa marca, calcule la probabilidad de que no sea defectuoso.
b) Si un coche de esa marca resulta ser defectuoso, écual es la probabilidad de que haya sido

fabricado en Madrid?

Solucion:

Realizamos el diagrama de arbol:

001_w
‘u’alencia<:
0.6 095~ j

0.25

* Madrid

0.15 .02 D
Lisboa <
0.9 0

a) Por el teorema de la probabilidad total:
PD)=P(VND)+PMnND)+P(LND)=
P(V) - P(D/V) +P(M) - P(D/M) + P(L) - P(D /L) =
0.6 -0.99 +0.25-0.995 + 0.15 - 098 = 0.9897, es decir,

A(D) = 0.9897

b) Por el teorema de Bayes:

P(M nD) _ P(M)-P(D/M)
p(p)  P(D) '

P(M/D) =

como P(D)=1- PAD)=1-0.9897 = 0.0103,

P(M)-P(D/M) _ 0.25-0.005
P(D) ~ 0.0103

= 0.1220, es decir,

P(M/D) = 0.1220.
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