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Matematiques
Série 1

Responeu a CINC de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqued sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet 'as de calculadores o altres aparells que
poden emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacia.

1. Les pagines d'un llibre han de tenir cada una 600 cm?® de superficie, amb uns marges al
voltant del text de 2.cm a la part inferior, 3cm a la part superior i 2 cm a cada costat.
Calculeu les dimensions de la pigina que permeten la superficie impresa més gran
possible.

[2 punts]

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real k:

x+3y+ir=-1
x+k'y+3z=2k
3x+Ty+Tz=k=3

@) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1 punt]

b) Resolew el sistema per al cas k=-1.
[1 punt]

3. Un dron es troba en el punt P =(2, -3, 1) i volem dirigir-lo en linia recta fins al punt
més proper del pla d’equacio m:3x + 4z + 15=0.
a) Calculen I'equacic de la recta, en forma paramétrica, que ha de seguir el dron.
Quina distancia ha de recdrrer fins a arribar al pla?

[1 purt]
b) Trobeu les coordenades del punt del pla on arribara el dron.
[1 purt]
Nota: Podeu calcular la distincia que hi ha d'un punt de coordenades (x, y,. z,) al pla
i |Ax,+ By, + Cz, + 1)
d'equacit Ax+ By + Cz+ D=0 amb Pexpressid | - zf" = "1 |
VA B C
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
JUNIO

3
4. Considereu la funcié f{x}-h;ﬁ.
-x
a) Calculeu-ne el domini i estudien-ne la continuitat. Té cap asimptota vertical?
[ punt] 5
b) Observeu que f(-2)= 3 . fl0)=41 f{2)=-10. Raoneu si, a partir d"aquesta informa-
cid, podem deduir que l'interval (-2, 0} conté un zero de la funcid. Podem deduir-ho
per a linterval (0, 2)7 Trobeu un interval determinat per dos enters consecutius que
contingui, com a minim, un zero d’aquesta funcio.
[ punt]

5. Siguila matriu M -( ! ; ]1 en qué @ és un parimetre real.
i

a) Calculeu per a quins valors del parimetre a se satisfa la igualtat M? - M - 2I =0, en qué
I és la matriu identitat i 0 és la matriu nuHa, totes dues d'ordre 2.

[ punt]

b) Fent servir la igualtat de I"apartat anterior, trobeu una expressié general per a calcular
la matriu inversa de la matriu M i, a continuacid, calculeu la inversa de M per al cas
am2.

[ purt]

6. Considereu les funcions fix)=x*1 gix) -i, ilarectax=ege
&
a) Feu un esbds de la regic delimitada per les seves grifiques i I'eix de les abscisses.
Calculeu les coordenades del punt de tall de y = f{x) amb y = g(x).

[ punt]
b) Calculen I'area de la regit descrita en I'apartat anterior.

[1 punt]

errmErsl  Inastitot

[T

S d Estudis
s Catalans
L'Institut d'Estudis Catalans ha tingut cura da la cormeccié lingilistica i da Nedicid d'aquestn prova d'sccds
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya
(Hicina o' Acces ala Universilal

Proves d’acces a la universitat 2019

Matematiques
Série 4

Responeu a CINC de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada giiestié val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet 'as de calculadores o altres aparells que
poden emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

1. Volem construir un marc rectangular de fusta que delimiti una 4rea de 2 m® 3abem
que el preu de la fusta és de 7,5 €/m per als costats horitzontals i de 12,5€/'m per als
costats verticals. Determineu les dimensions que ha de tenir el rectangle perqué el cost
total del mare sigui el minim possible. Quin és aquest cost minim?

[2 pumis]

=2
2. 5iguin la recta r:{x ielplam:x-z=3
¥y-eg=1
a) Calculew Iequacio parameétrica de la recta que és perpendicular al pla @i gue el talla
en €l mateix punt en qué el talla la recta r.
[1 punt]
b) Trobeu els punts de r que estan a una distincia de V& unitats del pla m
[1 punt]

Nora: Podeu calcular la distancia que hi ha d'un punt de coordenades (x, y,, z,) al

|Ax,,+ By +Cz, +D|
VA'+ B +C

pla d'equacié Ax+ By + Cz+ D=0 amb Pexpressio

3. Considereu el sistema d’equacions lineals segilent. que depén del parametre real a:

ax+7y+5z=1
Xx+ap+z=3
y+z=-1
@) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
[1 punt]
Bb) Resoleu el sistema per al cas a=2.
[1 punt]
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

4. Considereu la funcid f(x), que depén dels parametres reals n i m i és definida per

i

&

& six=0

xl
flx) =4 T+J'1 Silex=2

Ix ,
—+m six=2

a) Calculeu els valors de n i m perqué la funcid sigui continua a tot el conjunt dels nom-
bres reals.
[1 purt]

b} Per al cas n =—4 i m = -6, calculeu I'area de la regio limitada per la grafica de fx). Ueix
de les abscisses i les rectes x =01 x=4.
[1 purt]

5. Considereu els plans m:2x + ay+ z=5 max+ay+z=1lim:2x+(a+ 1)y +(a + 1)z =0,
en gué a és un parimetre real.
@) Estudieu per a quins valors del parametre a els tres plans es tallen en un punt.
[1 purr]
b) Comproveu que per al cas a =1 la interpretacié geométrica del sistema format per les
equacions dels tres plans és la que es mostra en la imatge segilent:
[1 purt]

6. Sabem que una funcid f{x) és continua i derivable a tots els nombres reals, que té com a
segona derivada f"(x) =6x i que la recta tangent en el punt d'abscissa x =1 és horitzontal.
@) Determineu I'abscissa dels punts d'inflexic de la funcid fi els intervals de concavitat i
convexitat. Justifiquen que la funcid fté un minim relatiu en x =1.
[1 purt]
b) Sabent, a més, que la recta tangent en el punt d’abscissa x =1 és y =5, calculeu I'expres-
sid de la funcid f.
[1 purt]

Inztitun
l i Esiudis
skl Catalans

L'Institut d'Estudis Catalans ha tingut cura da la cormaccid linglistca | de Nedicid d'aquasta prova d'acods
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“ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

SERIE 1 CONVOCATORIA

ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO

1. Les pagines d'un llibre han de tenir cada una 600 cm?® de superficie, amb uns marges
al voltant del text de 2 cm a la part infenor, 3 cm a la part supenor 1 2 cm a cada
costat. Calculen les dimensions de la pagina que permeten la superficie mmpresa mes
gran possible.

Las paginas de un libro deben tener, cada una, 600 cm? de superficie, con margenes de 2 cm en la parte
superior, 3 cm en la inferior y 2 cm a cada lado. Calcula las dimensiones de la pagina que hagan la
superficie impresa lo mds grande posible.

Solucion

Sean X e Y las dimensiones horizontal y vertical de la pagina total (en cm). Por tanto, la parte impresa
tiene (y — 2 — 3)(x — 2 — 2) y eso es lo que hay que maximizar:

Max(x —4)(y —5)
{ xy = 600

Despejando y tenemos y = 600/x de donde la funcién a maximizar es f(x) = (x —4)(600/x — 5)

Operando un poco es:

2400 2400
f(x) = 600 — 5x ——— +20 = 620 ——— —5x

Derivamos e igualamos a 0

2400
X2

0=f'(x)=-5+
o, lo que es lo mismo x? = 2400/5 = 480

x = +vV480 = +21.91
Obviamente solo vale la solucién positiva.

Dando valores a los lados: f'(20) =1 >0y f'(30) = =5+ 24/9 < 0 por lo que crece en (0, 21.91) y
decrece en (21.91, + ). Asi pues, el valor encontrado es un maximo en el intervalo (0, +) que es la
Unica parte donde tiene sentido el problema.

Despejandoy = 600/21.91 = 27.39

La parte impresa debe tener 21.91 cm de ancho y 27.39 cm de largo.
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema A.2:
2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real &:

|' x+3y=2z=-1
x+k'y+3z=2k
3x+Ty+Tz=k-3

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1 punt]
b} Pesolen el sistema peral cas k=-1.

[1 punt]
Considera el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real k.

x+3y+2z=-1
x+ k*y + 3z =2k
3x+7y+7z=k—3

a) Discute el sistema para los diferentes valores del parametro k.
b) Resuelve el sistema parak = —1
Solucion:

Apartado a)

1 3 2 1 3 2 -1
Llamamos A=(1 k* 3|y B=(1 k* 3 2k |a las matrices de coeficientes y ampliada
3 7 7 3 7 7 k-3

respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0.

1 3 2
0=[1 k2 3|=(7kK2+14+27)— (6k*+21+21) =k*—1
3 7 7

Es claro que las soluciones son 1y —1.
Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusion:
Sik € {—1, 1} el sistema es compatible y determinado.
Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.
1 3 2 -1
Sik=1-B=(1 1 3 2
3 7 7 -2

Lo resolvemos por el método de Gauss: Haciendo operaciones por filas:

(F', =F,—F, yF'; = F; — 3F;) tenemos:

1 3 2 -1
0 -2 1 3 )
0 -2 1 1

Finalmente, haciendo ceros en la dltima fila con F''; = F'; — F'; queda:
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

1 3 2 -1
(0 -2 1 3 )
0 0 0 -2

La submatriz de los coeficientes tiene rango 2 y la ampliada de rango 3, con lo que el sistema es
incompatible. O dicho de otra forma tenemos la ecuacién 0z = -2, incompatible.

Otro modo de verlo es que, tras hacer operaciones por filas queda una ecuacién como 0z = 0 = -2. Esta
es obviamente una ecuacion imposible y por tanto el sistema no tiene solucién.

1 3 2 -1
Sik=—1—>B=(1 1 3 —2)
3 7 7 —4

Haciendo operaciones por filas (F', = F, — F;y F'3 = F; — 3F,) tenemos

1 3 2 -1
(0 -2 1 —1)
0 -2 1 -1

Finalmente, haciendo ceros en la dltima fila con F"'; = F'; — F', queda

1 3 2 -1
0 -2 1 -1
0 0 0 O

Es claro que la matriz de coeficientes tiene rango 2 igual que la ampliada pero menor que el nimero de
incégnitas. Por tanto, el sistema es compatible indeterminado.

- Sik & {—1, 1} el sistema es compatible y determinado.
+ Sik =1 el sistema es incompatible.
+ Sik = —1 el sistema es compatible indeterminado.
Apartado b)
Podemos aprovechar mucho del apartado a). Ya hemos visto que el sistema es compatible e
1 3 2 -1
indeterminado y que es equivalentea(O -2 1 —1).
0 0 0 O

x+3y+2z=-1

2y 4z=—1 Pues la dltima ecuacién es superflua.

En forma de sistema es{

Pasamos la z al otro lado y resolvemos:

-1-z z+1 z+1 —5-7z
= x=-1-2z-3"-=
-2 2 2 2

y:

-5-7z z+1 . . —-5-7z A+1
, —, z) o bien, haciendo z = A: = A).
2 2 2

La solucion es (

. : 5+71 A+1
La solucion del sistemaenelcasok = —1 es (— ’T’)‘) AER
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
JUNIO
3. Un dron es troba en el punt P =(2,-3.1) 1 volem dingir-lo en lima recta fins al punt

mes proper del pla d’equacio 7:3x+4z+15=0.

a) Calculeu 1'equacic de la recta, en forma parametnica, que ha de segwr el dron.
Qhuna distancia ha de recormrer fins a armbar al pla?
[1 punt]

b) Trobeu les coordenades del punt del pla on ambara el dron.
[1 prant]

Nota: Podeu calcular la distancia d'vn punt de coordenades | x,.¥,.z,) al pla

| 4x, + By, + Gz, + I .

d'equacio Ax+By+Cz+ D=0 amb I'expressio -,||[ —
A+EF-C

Un dron se encuentra en el punto P = (2, —3, 1) y queremos dirigirlo en linea recta al punto mas préximo
del plano de ecuacién m: 3x + 4z + 15 = 0.

a) Calcula la ecuacion de la recta, en forma paramétrica, que ha de seguir el dron. ¢Qué distancia ha
recorrido cuando llega al plano?
b) Calcula las coordenadas del punto del plano donde llega el dron

Solucion:

Apartado a)

La recta que sigue el dron es perpendicular al plano y pasa por el punto P = (2, -3, 1), el vector normal
al plano es (3, 0, 4) de modo que la recta en forma vectorial es (2,—3,1) + A(3,0,4)

En forma paramétrica es simplemente ponerla en forma de sistema:

x=2+4+3A
La recta que sigue eldronesy y = -3
z=1+4A

Podriamos calcular la distancia con la formula de la distancia de un punto a un plano. Pero no merece la
pena, puesto que en el apartado b) nos piden el punto.

Apartado b)
El punto de corte es la solucién de:

x=2+3A

3x+4z+15=0
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“ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Sustituyendo en la ultima ecuacién tenemos
324+30)+4(1+40)+15=0
o, lo que es lo mismo

254+ 250 =1quedar=—-1,x=-1,y=—-3yz=-3

Esa es la solucién del apartado b).

El punto del plano donde llega el dron es (-1, -3, —3).

Apartado a) de nuevo:

La distancia entre ese punto y P es la que recorre el dron:

\/[2 —(DP+[-3-(=DP?+[1-(-3)*=V9+0+16=5

El dron recorre 5 unidades
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema A.4:
3
4. Consideren la fimeio fI:II-=w.

1-x
a) Calculen-ne el domini 1 estudieu-ne la continuitat. Té cap asimptota vertical?
[1 punt]

b) Observen que f(-2) =—§,f['l}|=4 1 f({2)=-10. Raoneu s1, a partir d’aquesta
informacié, podem deduir que I'interval (-2,0) conté wn zero de la fimecid.
Podem deduir-ho per a I'interval (0,2)? Troben un interval determinat per dos
enters consecutins que contingu, com a mimm_ v zero d'aquesta fimeio.

[1 punt]
2x3-5x+4

1-x
a) Calcula el dominio y estudie la continuidad. ¢Tiene asintota vertical?

b) Observa que f(—2) = —g,f(O) =4 vy f(—2) = —10. Razone si, a partir de esta informacidn,

podemos deducir que el intervalo (—2, 0) contiene un cero de la funcién. ¢Podemos deducir lo
mismo para el intervalo (0, 2)? Encuentra un intervalo determinado por dos enteros consecutivos
gue contenga, como minimo, un cero de la funcién.
Solucién: Apartado a)
Es un cociente de polinomios, que son funciones continuas. El Unico punto donde puede fallar el
dominio es el que anula el denominador. Dicho punto es evidentemente x = 1. Calculemos pues los
limites laterales:

Considera la funcion f(x) =

fl17)=1/0 =—o0, f{1") = 1/0" =+

Puesto que ambos salen infinito (de distinto signo, aunque no es necesario) hay una discontinuidad de
salto infinito, también llamada asintota vertical.

La funcidn es continua en todos los reales excepto en x = 1 donde tiene una
discontinuidad de salto infinito. Tiene una asintota vertical, larectax = 1

Apartado b)

El Teorema de Bolzano asegura que, si una funcién continua cambia de signo en los extremos de un
intervalo, entonces contiene un cero en el interior de dicho intervalo.

Como la funcién es continua en (—2, 0) si podemos asegurar que contiene un cero en
este intervalo.

Sin embargo, eso requiere que la funcion sea continua en todo el intervalo.Ynoloesenx =1
Como la funcién no es continua en (0, 2) no podemos asegurar que contenga un cero en
este intervalo.

2(-1)3-5(-1)+4

Py =7/2 > 0. Por tanto, en el intervalo (—2, —1) hay cambio de

Si calculamos f(—1) =

signo, de modo que:

Podemos asegurar que la funcién contiene un cero en (-2, —1).
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“ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema A.5:
1 a)
5. Siguila matmiu M =| .|].|' e qué @ &sun parametre real.
a |
a) Calculen per a quns wvalors del parametre a se satisfa la 1gualtat
M*—M-2I'=0, en qué I ésla matnu identitat 1 0 és la matru nul-la, totes
dues d ordre 2.
[1 punt]
b) Fent servir la igualtat de 1'apartat antenor, troben una expressio general per a
calcular la inversa de la matma M 1, a contmuacie, calculen la mversa de M per
alcas a= -,E

[1 punt]

SealamatrizM = (611 g

a) Calcula para qué valores del pardmetro a se satisface la igualdad M?> — M — 21 = 0 donde Ies la
matriz identidad y O la matriz nula, todas ellas de orden 2.

), donde a es un pardmetro real.

b) Utilizando la igualdad anterior, encuentra una expresion general para calcular la inversa de la matriz
M vy calcula con ella la inversa de Mcuando a = V2

Solucion
Apartado a)

Hacemos la cuenta en funcién de a

@ 0)-G 0-2=0G 06 -G 5)-26 )
(" @G 06 D=7 2Ly

Si igualamos a 0, queda una Unica ecuacién a®> — 2 = 0.

La igualdad se cumplesiysolosia =v2oa = -2

Apartado b)

Si es M> — M — 21 = 0 y queremos calcular la inversa, debemos poner esta ecuacién como M - B = [
para alguna matriz B que serd la inversa.

Operando

2_ gl = 2= M-I _
M2 =M =21 =0 M ~M=2[>M(——)=1
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

La formula de la inversa es 5

El problema no deja claro si hay que sustituirla en todos los casos o solo en el a = V2. De modo que
sustituiremos en general y luego particularizaremos:

M-I 1 0 /2
TZE[G g)_(é (1))]:(a/2 —a1/2)

. : m-1 _ (0 a/2 )
La formula de la inversa es = (a/Z _1/2)

En el caso a = V2 seria:

0 \/§/2>
V2/2 -1/2)

La matriz inversa paraa = V2 es (
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“ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema A.6:
6. Consideren les fimcions f(x)=x"1 g[:f:l=l, ilarecta x=e
X
a) Fen un eshos de la remio delinutada per les seves grafiques 1 1'eix de les abscisses.

Calculen les coordenades del punt de tall de y = f(x) amby=g(x).

[1 punt]
b} Calculen I'area de la remo descrita en | apartat antenor.
[1 punt]

: : 1,
Considera las funciones f(x) = x*y g(x) = —» asi como la rectax = e.

a) Haz un esbozo de la regién delimitada por las graficas y el eje de abscisas. Calcula las
coordenadas del punto de corte de y = f(x) cony = g(x)
b) Calcula el area de la regidn descrita en el apartado anterior.

Solucién
Apartado a)

La funcién y = f(x) es una pardbola. El vértice de la pardbola estd en el punto (0, 0) y las ramas son
hacia arriba. La funcion S es conocida, la funcién de proporcionalidad inversa y la recta x = e es
vertical. Podemos dibujar directamente:
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

El punto de corte de las dos funciones es la solucion del sistema {

Se obtiene por igualacion:

=—ox=1-x=1

X

Sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones:

El Unico punto de cortede y = f(x) cony = g(x) es el punto (1, 1)

Apartado b)

Como se ve en la gréfica, si X estd entre 0 y 1 el limite superior es y = x?, en tanto que entre 1y € es
y = 1/x.

De ahi que el drea sea

foxdx+ [[E =Bl +Imelf = G-0+(1-0) =3

x 3’

Es costumbre poner unidades cuadradas, pero eso supone que las unidades y escalas de los ejes son
idénticas.

4 4
El area entre las curvas y la recta es 3 u?
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. CONVOCATORIA
SERIE 4 ORDINARIA DE

Problema B.1: JUNIO

. Volem constnuir vn mare rectangular de fusta que delinmh una area de 2 m*. Sabem
que el preu de la fusta és de 7.5 €/m per als costats hontzontals 1 de 12,5 €/m per als
costats verticals. Determinen les dimensions que ha de temr el rectangle perque el
cost total del marc s1zm el minim possible. Qumn és aquest cost minim?

[2 punts]

Queremos construir un marco rectangular de madera que delimite un drea de 2 m2. Sabemos que el
precio de la madera es de 7.5 € para los lados horizontales y de 12.5 € para los verticales. Determine las
dimensiones que ha de tener el rectangulo para que el coste total del marco sea el minimo posible.
¢Cuanto es dicho coste minimo?

Solucion

Sean X ey las dimensiones horizontal y vertical del marco (en cm). Por tanto, el coste del marco es:
2-75x+2-12.5y = 15x + 25y

(hay dos lados de cada). Eso es lo que hay que maximizar.

{Max(le + 25y)
xy =2

Despejando y tenemos y = — de donde la funcién a maximizar es 15x + %

Derivamos e igualamos a 0

f(x)—15———00quueeslomlsmox —~333dedonde

x=3Vv33=4% ’ —~i1.83

Obviamente solo vale la solucion positiva.

Dando valores a los lados f'(1) = =35 < 0y f'(2) = 2.5 > 0 por lo que decrece en (0, 1.83) y crece en

(1.83, +00). Asi pues, x = 1.83 = @ es un minimo en (0, +00) que es la Unica regidn donde tiene

sentido el problema.

Iﬁ

Despejandoy = 2/1.83 = ~ 1.09

: . 30 : 30 :
Las dimensiones del marco deben ser g ~1.83 m en horizontal y g ~1.09 en vertical

Para calcular el coste basta sustituir. 15-1.83 + 25-1.09 = 54.7 €
El marco mas barato cuesta 54.7 €

Nota: los calculos se han hecho redondeando Con mds decimales los resultados son respectivamente
1.83,1.10y 54.77.
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Problema B.2:

2. Sigumn la recta r. Li:z 1
a) Calculen I'equacio parametnica de la recta que €3 perpendicular al pla m 1 que el
talla en el materx punt en que el talla la recta r.
[1 punt]
b) Trobeu els punts de r que estan a una distincia de '8 wtats del pla w.
[1 punt]
Nota: Poden calcular la distancia d'un punt de coordenades (x;. v, Z,4) al pla

. .. . _ B - - |Axp By ez +0|
d'equacio Ax + By + Cz + D = 0 amb |'expressio ¥ I

1elplam:x —z =3.

Sean| t{xzz | ol x—z=3
ean arecay_Z=1ye planom: X Z = D.

a) Calcula la ecuacidon paramétrica de la recta perpendicular al plano  y que lo corta en el mismo
punto en el que lo cortalarectar.

b) Calcula los puntos de r que estan a una distancia de v/8 unidades del plano .

Nota: se puede calcular la distancia de un punto de coordenadas (xo Yo Zp) a un plano de ecuacion
|AxO+By0+CZO—D|

m:Ax + By + Cz + D = 0 con la férmula Nrover:

Solucion:

Apartado a)

Necesitamos en primer lugar calcular el punto de corte de la recta y el plano. Para ello, lo mas sencillo
es resolver el sistema que forman.

x =2
y—z=1
x—z=3

Sustituyendo en la Gltima, 2 —z=3daz=-1entantoy—(-1)=1day=0.

La recta es perpendicular al plano y pasa por el punto (2, 0, —1). El vector normal al plano es (1, 0, —1)
de modo que la recta en forma vectorial es (2,0,—1) + A(1,0,—1)

En forma paramétrica es simplemente ponerla en forma de sistema:

x=24+A
La recta es y=20
z=—-1-21
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Apartado b)

[X0—2zo—3| _ |Xo—Zo—

El plano es m:x —z — 3 = 0, de modo que hay que sustituir =

3
l. Eso nos da otro

V12402 +(=1)2

sistema con las ecuaciones de la recta:

X =
y—z=1
|x —z — 3| N
-8
V2
Sustituyendo X en la tercera:
y—z=1 ) —-z=1
{|2_2_3| =4esdeur{l_z_1| —4

La X es siempre 2.

Hay dos posibilidades para z, con +y con -

V2

1. —z—1 =4 quedaz = —5. Sustituyendo en la segundaesy —(-5)=1,y =-4.

2. —(=z—1) = 4 que daz=3.Sustituyendo en la segunda esy = 4.

Los dos puntos a distancia v/8 son (2, —4,-5) vy (2, 4, 3).
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CONVOCATORIA
Problema B.3: ORDINARIA DE

JUNIO
3. Consideren el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real a:

gxr+7y+iz=0
ttayrt+tz=3
yrz=-—2

¢} Discutin el sistema per als diferents valors del parametre a.

[1 punt]
d) Fesoleu el sistema per al cas a=2.

[1 punt]
Considera el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del parametro real a

ax+7y+5z=0
{ x+ay+z=3
yt+z=-2
a) Discute el sistema para los diferentes valores del parametro a.
b) Resuelve el sistema para el caso a = 2.
Solucion:

Apartado a)

a 7 5 a 7 5 0
Llamamos A=|1 a 1]y B=[1 a 1 3 a las matrices de coeficientes y ampliada,
0 1 1

0 1 1 -2
respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0.

a 7 5
0=(1 a 1|=(@@+5)—-(a+7)=a*—a-2
0 1 1
a =%‘/§. Las soluciones son 2y —1.

Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusién:
Sia & {—1, 2}el sistema es compatible y determinado.
Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.
-1 7 5 0
Sia=-1,B=(1 -1 1 3
0 1 1 -2
Utilizamos el método de Gauss: Haciendo operaciones por filas (F', = F,+F; ) tenemos:

-1 7 5 0
0 6 6 3
0 1 1 -2

Finalmente, haciendo ceros en la udltima fila con F''; = F'; — 6F', queda
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-1 7
0 6
0 O

2

La submatriz de los coeficientes tiene rango
incompatible.

5 0
6 3
0 -20
I

y la ampliada, rango 3, con lo que el sistema es

Otro modo de verlo es que, tras hacer operaciones por filas queda una ecuacion como 0 = —20. Esta es
obviamente una ecuacion imposible y por tanto el sistema no tiene solucién.

2 7 5 0
Sia=—1,B=<1 2 1 3)

0 1 1 -2
Haciendo operaciones por filas (F', = 2F, — F;) tenemos:

2 7 5 0
(0 -3 -3 6 )
0 1 1 -2

Finalmente, haciendo ceros en la ultima fila con F'; = 3F'3+F', queda:

2 7 5 0
0 -3 -3 6
0 O 0 0
Es claro que la matriz de coeficientes tiene rango 2 igual que la ampliada pero menor que el nimero de
incognitas. Por tanto, el sistema es compatible indeterminado.
« Sia & {—1, 2}el sistema es compatible y determinado.

« Sia = — lel sistema es incompatible.

+ Sia = 2el sistema es compatible indeterminado.

Apartado b)

Podemos aprovechar mucho del apartado a). Ya hemos visto que el sistema es compatible e
2 7 5 0

indeterminado y que es equivalente a (0 -3 =3 6), que dividiendo la segunda por —3 es:
0 0 0 0

2 7 5 0
01 1 -2
0 00 O

{2x+7y+52=0
ytz=-2

En forma de sistema es:

pues la ultima ecuacion es superflua.

Pasamos la z al otro lado y resolvemos: y = —2 — z
2x+7(-2—-2)+5z2=0->2x=2z+14>x=2z+7

La soluciénes (z+ 7,—2 — z,z) o bien, haciendoz =1, (A+7,—2 —A, A)

La solucion del sistemaenelcasoa =2es(A+7,—2—AA) conA €R
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Problema B.4:

4. Consideren la fime16 f((x), que depén dels parametres reals n 1 m 1 s defimda per

g six =0
II
—+n si0<x=<2
flx) =4 4

i + 2

—+m x>

2

a) Calculeu els valors de n 1 m perque la funcio sigw continua a tot el conjunt dels

nombres reals.
[1 punt]

b) Per al cas n = -4 1 m = -6, calculen I'area de la remo linutada per la grafica de
fix), l'eix de les abscisses 1 lesrectes x = 01x = 4.
[1 puni]

Considera la funciéon f (x)que depende de dos pardmetros reales ny m. Se define como:

( e”, x<0
i 0<x<2
—+n, si x <
f(x) =14
3x
—+m, x> 2
2
a) Calcula los valores n'y m para que la funcidn sea continua en todo el conjunto de los nimeros
reales.
b) Parael cason = —4 y m = —6, calcula el drea de la region limitada por la gréfica de f(x), el eje de
abscisas y lasrectas x=0y x=4.
Solucion:
Apartado a)

Se trata de una funcidon definida a trozos, pero los trozos son funciones continuas, ya que o son
funciones polindmicas o funcién exponencial. Lo Unico que hay que estudiar son los puntos donde
cambia la definicion. Si es continua alli, es continua en todos los reales.

Calculamos los limites laterales:

En primer lugar, en el 0.

A0)==1,/0)= =1y f(0) =2 +n=n.

Coinciden si y solamente si n=1. Esa es la condicién sobre n.
Veamos ahora el 2. Sustituimos ya n por 1.
A2)=2+1=2,2)=2+1=22)=2+m=m+3
Coinciden si y solamente si m+ 3 =2 o, lo que es lo mismo, m = —1

La funcidn es continua en todos los reales siy solamentesin = 1y m=—1
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Apartado b)

Tenemos que dibujar la regién. La parte negativa no nos interesa.

2

El tramoentre x=0y x=2esy = x: — 4, una pardbola con ramas hacia arriba. El vértice estd en x= 0.
Basta dar el vértice y otro punto, por ejemplo, el 2. £(0*) =—4, f(2) =-3.

Eltramoentre x=2y x=4 esunarecta, y = 37x — 6. Bastan dos valores, por ejemplo. el 2y el 4.
f(2)=-3, f(4)=0.

Obsérvese que esa funcién es continua en 2. No hay contradiccidon con el apartado anterior, no es
continua en 0.

Tenemos pues el siguiente dibujo:

=2

-3 -

e
—~

6

|;|

7]
. . 4 2 x* 4 3x

El area es laintegral [ |f(x)| dx = [, |5 — 4ldx + [, |5 —6ldx

Las dos funciones dentro del valor absoluto son negativas de modo que es

jz x? J46 3x x3 ) 6 3x?2 4
2 31

8
=B-)-(0-0)+@4-12)-(12-3) =11 -3 =—

Es costumbre poner unidades cuadradas, si bien eso presupone que las unidades y la escala de ambos
ejes coinciden.

El drea es 31/3 uz.
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CONVOCATORIA
Problema B.5: ORDINARIA DE

JUNIO
5. Consideren els plans m: 2x +ay+z =5 mux+ay+z =11

my:2x + (a+ 1)y + (a + 1)z = 0, en qué g &5 un parametre real.

a) Esmdien per a qumns valors del parametre a els tres plans es tallen en un punt.
[1 punt]

b) Comproveu que per al cas a = 1 la mferpretacio geomeétnica del sistema format
per les equacions dels tres plans és la que es mostra en la imatge segiient:

[1 punt]
Considera los planos my:2x +ay+z=5mx+ay+z=1y mz=2x+(a+1Dy+(a+1)z=
0 donde a es un pardmetro real.
a) Estudia para qué valores del pardmetro los tres planos se cortan en un punto.

b) Comprueba que para el caso a =1 la interpretacion geométrica del sistema formado por las
ecuaciones de los tres planos es la que se muestra en la imagen siguiente.

Solucion:
Apartado a)

Aunque expresado en términos geométricos, el problema consiste esencialmente en discutir un
sistema.

Poniendo juntas las tres ecuaciones de los planos tenemos:

2x+ay+z=5
xt+ay+z=1
2x+(a+1Dy+(@a+1)z=0
2 a 1
Llamamos 4 = 1 a 1 a la matriz de coeficientes.
2 a+1 a+1
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Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y lo igualamos a 0. Restamos a la primera fila la
segunda en el proceso.

2 a 1 1 0 0
0=1]1 a 1 |=11 a 1 |=a(a+1)—(a+1)=(a—1)(a+1)
2 a+1 a+1 2 a+1 a+1

Es claro que las soluciones son 1y —1.
Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusién. Y resulta que no nos piden seguir.

Sia & {—1, 1}el sistema es compatible y determinado. Pero ser compatible determinado significa tener
una Unica solucion, es decir cortarse en un Unico punto.

Asi pues:

Sia € {—1, 1} los planos se cortan en un Unico punto.

Apartado b)

La imagen representa los planos cortandose dos a dos en dos rectas paralelas. Volvamos al sistema
sustituyendo a por uno.

x+y+z=1

{ 2x+y+z=5
2x+2y+2z=0

Se ve mas claro dividiendo la segunda ecuacion por 2:

2x+y+z=5
{x+y+z=1
x+y+z=0

Los dos ultimos planos son paralelos. Pero ninguno es paralelo al primero. Asi pues, tomando cada una
de las dos ultimas ecuaciones con la primera tenemos dos rectas.

:{2x+y+2=5 :{2x+y+2=5

“lx+ty+z=1 x+y+Z:0quesonparaIeIas.

Podemos comprobar que efectivamente lo son calculando sus vectores directores. Para ello damos
puntos:

+ Dos puntos de rson (4,1, -4)y (4, 0, —3) que dan un vector (0, -1, 1)
+ Dos puntos de sson (5,—-1, —4) y (5, 0, —5) que dan un vector (0, 1, -1)

El segundo es multiplo del otro luego los vectores son paralelos y por tanto las rectas también.

Asi pues:
Los planos se cortanenr = {Zx Y =e s = {Zx Ty =e e son paralelas
C = = u .
P x+y+z=1y x+y+z=00I P
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Problema B.6:
6. Sabem que una fimcio f(x) és continua 1 denvable a tots els nombres reals, que te

com a denvada segona f'"'{x) = 6x 1 que la recta tangent en el punt d’abscissax =1

s hontzontal.

a) Determunen 1'abscissa dels punts d'mflexic de la fimeio f 1 els intervals de
concavitat 1 convexitat. Justifiquen que la funcio £t un minm relatimen x = 1.
[1 punt]

b) Sabent, a mes, que la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1 s y = 5, calculen
I"expressio de la funcio f.
[1 punt]

Sabemos que una funcién f(x) es continua y derivable en todos los nimeros reales, que tiene derivada
segunda f''(x) = 6x y que la recta tangente en el punto de abscisa X = 1 es horizontal.

a) Determine la abscisa de los puntos de inflexién de la funcién f y sus intervalos de concavidad y
convexidad. Justifique que la funciéon f tiene un minimo relativo en x = 1.

b) Sabiendo ademas que la recta tangente en el punto de abscisa X =1 esy =5, calcule la expresion de
la funcidn f.

Solucion

Apartado a)

Si f"(x) = 6x, igualando a 0 obtenemos x = 0. Ese es un posible punto de inflexién. Falta ver que
cambia de signo.

f"(x) > 0six>0y f"(x) < 0six<0 porlo que cambia de signo. Eso significa que efectivamente x = 0
es un punto de inflexion.

La funcion tiene su Unico punto de inflexidn en el punto de abscisa x = 0.

Como hemos visto el signo de la segunda derivada, sabemos que:

La funcion tiene curvatura positiva (forma de U, llamada también convexidad vista desde
abajo o concavidad vista desde arriba) en (0, +00) y curvatura negativa (forma de .N,

llamada también convexidad vista desde arriba o concavidad vista desde abajo) en
(_OO' 0)

Si f'(x) =6x, f'(x) = J f"(x)dx = 3x* + M con M la constante de integracién. Si la tangente es
horizontal en 1 es que f'(1) = 0 de donde3+M =0, queda M = —3

De ahi deducimos que f'(x) = 3x* — 3.
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Como f'(1) =0y (1) = 6 > 0 la funcion tiene un minimo relativo en x = 1.

Apartado b)

Tenemos ya la expresién de la derivada, es f'(x) = 3x% — 3. Por otra parte, si integramos obtenemos:

f(x) =[f'(x) = [ 3x* — 3dx = x® — 3x + N siendo N constante de integracién.

Ahora bien, la férmula de la recta tangente en el punto de abscisa a viene dada por:
y=f(a)+f(a)(x—-a)

Cuando a es 1, tenemos y = f(1) + f'(1)(x — 1). Sabemos por el apartado anterior que f'(1) =0y
ahora nos dicen que la tangente es y = 5. Por tanto f(1) = 5.

Llevandolo a la expresién de la funcion tenemos:

5=(1)*—3(1) + N queda N = 7. Solo falta sustituir:

La expresién completa de la funciénes f(x) = x> —3x + 7
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CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya

Dilcrirsdy cFAoche @ W Linivecsla)

Proves d’'accés a la universitat 2019

Matematiques
Série 3

Responeu a CINC de les sis giiestions segiienis. En les respostes, expliquen sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada giiestié val 2 punis.

Poden utilitzar calculadora, perd no es permet Iis de calculadores o altres aparells que
poden emmagalzemar dades o que poden transmelre o rebre informacio.

1. Considereu les rectes y= x i y = 2x, i la pardbola y = 2
a) Calculeu els punls d'inlerseccio entre les grafiques de les diferents funcions i fen un
eshds de la regic delimitada per les grafiques.

[1 punt]
b) Calculeu I'area de la regié de "apartat anterior.
[1 punt]
I 0 a-1
2. Considereu la matriu A={ 1 a | |, enquéa és un parametre real.
4 3a 1

@) Trobeu els valors del parametre a per als quals la matriu és invertible.
[1 punt]

b) Discutiu la posicio relativa dels plans m:x+(a-1)z=0, mx+ay+z=11i
m:4x + 3ay + z =3 en funcid dels valors del pardmetre a.
[1 punt]

2 =1 11
3. A= B= 2
Siguin les matrius ( 53 ] i [2 5 ]

a) CalculeuA-BiB-A.

[1 punt]
b) Justifiqueu que si el producte de dues matrius quadrades no nuHes té per resultat la
malriu nula, aleshores el delerminant de toles dues maltrius ha de ser zero.

[1 pumi]
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4, Cunaiclereulafu.nciﬁ_ﬂxj-l =
+Xx

a) Calculeu equacid de la recla langenl a la grafica en aquells punts en qué la recla lan-
gent ¢s horitzontal.
[1 punt]

by Calculeu les coordenades del punt de la grifica de la funcid f{x) en qué el pendent de
la recta tangent ¢ maxim.

[1 puni]

5. Siguin P, Qi R els punis d'interseccié del pla d'equacidé x + 4y + 2z =4 amb els tres eixos
de coordenades OX, OY i OF, respectivament.
a) Calculeu els punts P, (i R, i ¢l perimetre del triangle de vértexs P, Qi K.
[1 pun]
b) Calculeu 'irea del triangle de vértexs P, Qi R
[1 punt]

MoTa: Per a calcular I'area del triangle definit pels vectors v i w podeu fer servir
I'expressid S=%||vxw||, en qué vx w és el producte vectorial dels vectors

viw

6. Considereu Ia funcié f(x)="2)
X
a) Calculeu el domini de la [uncid [, els punls de lall de la grafica de [amb els eixos de
coordenades, i els intervals de creixement | decreixement de f.
[1 puni]
b) Calculeu I'drca de la regit del pla determinada per la grafica de la funcid f, les rectes
x=11x=e,il'eix de les abscisses.
[1 punt]

: 2 Institu
= d" Esindis
el Catalans

L'Inestihurt dEshudis Catalans ha tingut cura de la comecrid linglistioa | da Nadicid d'aquesta prova d'acoés
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

SERIE S CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
Problema A.1:

1. Considereu les rectes y = x iy = 2x, 1 la parabola y = x2.
a) Caleulen els punts d’interseccio entre les grafiques de les diferents fimeions 1 fen
1m esbos de la regio linitada per le grafiques.
[1 punt]
b} Calculen I'area de la regio de 1" apartat antenior.
[1 punt]

Solucion:

a) Nos piden calcular los puntos de interseccién. Las dos rectas Unicamente se cortan en (0, 0).
. y=x
La pardbolay la recta: {y _ 22X x2 >x2—x=0=x(x—1)secortanen (0,0)yen (1, 1).

= 2x
La pardbolay la recta: {f] _ 2 - 2x=x%>5x%2—-2x=0=x(x—2)secortanen (0,0)yen (2, 4).

= 2x
b) El drea pedida sera la limitada entre la curva y la parabola: g = 2 restandole la limitada entre

la curvay la parabola: .
ylap y = x2

, 2 ! 2x% %8 ! 8 1 1
Area=f(2x—x2)dx—f(x—xz)dxz — = =(4-2)-(=—2)
0 0 0 3 2 3

2 3
4 1 8 1 7

—_—— —_———=—-Uu

376 6 6 6

5]
0 2 3

2

Area = guz
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema A.2:

1 0 a-—1
2. Considereu la matrin 4 = (_1‘ a 1 ) en qué @ &5 un parametre real.
3n 1
a) Trobeu els valors del parametre @ per als quals la matru és mvertible.

[1 punt]

b) Dhiscutin la posicié relativa dels plans mex +(a— 1z =0, mpx+ay+z =1
1my:4x + 3a y + z = 3 en fimcid dels valors del parametre a.
[1 punt]

Solucion:

a) Para que la matriz sea invertible debe ser su determinante distinto de cero:

1 0 a-1
Al =11 a 1 |=a+3a(a—1)—({4a(a—1)+3a)=—-2a—a(a—1)=a(-2—-a+1)
4 3a 1
=a(-a—1)=0

El determinante es distinto de cero si a es distinto de 0 o es distinto de —1.

La matriz es invertiblesia # 0 osia # —1.

b) Discutir la posicion relativa de los planos es discutir el sistema formado por sus ecuaciones:

x+ay+z=1

{x+(a—1)z=0
4x +3ay+z =3

El sistema tiene como matriz de los coeficientes, la matriz anterior, luego ya sabemos que su
determinante es distinto de cero si a es distinto de 0 o es distinto de —1, por lo que entonces su rango
es 3, el mismo que el rango de la matriz ampliada, por lo que el sistema es compatible determinado i, y
los tres planos se cortan en un Unico punto.

0

)

3

1 0 -1

(1 0 1
4 0 1

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de matriz ampliada, 3, luego el sistema es

incompatible, y los tres planos no tienen ningun punto de interseccién comun. Pero no son paralelos

pues sus vectores ortogonales no son linealmente dependientes, luego los planos se cortan dos a dos.

Sia =0, entonces:

Sia = -1,
1 0 =210 1 0 -2 1 0 O
1 -1 1(1)]-]1 -1 1|=0->|1 -1 1|=0
4 -3 113 4 -3 1 4 -3 3

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de matriz ampliada también es 2 luego el
sistema es compatible indeterminado, y los tres planos se cortan en una recta.
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

Problema A.3: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

. : {2 —1y.._ /11
3.51gtunlesmatnlsﬂ_[_ﬁ 3]15_{2 5)
al Caloulen 4-B1B-A.

[1 punt]

b} Justifiquen que s1 el producte de dues matrins quadrades no mal-les té per resultat
la matriu ol -1a. aleshores el determinant de totes dues matrins ha de ser zero.

[1 punt]
Solucion:

a) Calculamos los productos pedidos:
A-B= (—26 _31) ' (é é) - (—26_+26 —26_+26) - (8 8)

pa=(y 5 (% =G5 219G 2

b) Nos piden justificar que si el producto de dos matrices cuadradas no nulas, da la matriz nula,
entonces el determinante de todas las matrices debe ser cero.

Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo.

Sea el producto la matriznula: A+ B = (g 8)

Suponemos que el determinante de una de las matrices, por ejemplo, la matriz A, fuera distinto de
cero, entonces existiria la matriz inversa de A. Multiplicamos por ella:

am=a (0 D=0 Y=o ns

Entonces la otra matriz seria la matriz nula. Lo que contradice la hipdtesis de que las matrices son no
nulas.

Por tanto, debe ser cero el determinante de ambas matrices.
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Problema A.4:

1

4. Consideren la fimcid fix) = —.

a) Caleuleu I'equacio de la recta tangent a la grafica en aquells punts en gqué la recta
tangent és hontzontal
[1 punt]

b) Calculen les coordenades del punt de la grafica de la fimcio f{x) en que el
pendent de la recta tangent s maxim.
[1 punt]

Solucion:
a) Para determinar la ecuacién de una recta debemos conocer un punto y la pendiente. Como nos
dicen que la recta es horizontal, ya sabemos su pendiente, 0.

Buscamos el punto de la funcién con tangente horizontal, calculando la derivada primera e igualando a
cero:

_)f’(x):(1+—xz)2:

f(x) = 0-x=0,f(0)=1

1+x2

La ecuacién de la recta tangente es:

y=f(0)+0(x—-0)=1
y=1

b) La pendiente coincide con la derivada, luego debemos buscar los maximos de: f'(x) = (1;%)2
Calculamos la derivada de la funcién derivada y la igualamos a cero:
) —2x ., —2(1+x2)? = (-2x)2(1 +x¥)2x —-2(1+x%?) —(—2x)4x
= = =
FO=arme >l ® 1+ x2)* (1 +x%)3
—2-2x2+8x%2 6x%2-2 6x? 2 , 1 +1
= = e d —_ e d = — frd —_—
A+x2)°F  (A+x2)3 " YE3TYTER

Queremos conocer ahora cual o cuales de esos valores corresponden a valores maximos de f'(x)

Volvemos a derivar:

100 6x%2—2 00 12x(1 + x%)3 — (6x% — 2)3(1 + x?)?2x
X)=——"-—=5— xX) =
(1+x?%)3 (1+x%)°
Y calculamos su signo en x = iﬁ' El denominador es siempre positivo. (1 + x2)3 es siempre positivo.
1 3
(6x? —2)enx = t== i\/3——vale cero.
1 , . . -1 .
Luego f”’(\/—g) > 0 nos daria un minimo de la pendiente, yf”’(ﬁ) < 0 un maximo.
fx) fm) = —=>
X) = - —_—) = — = —
14 x? V3 1 4
1+ 3
: . -13
La pendiente es maxima en: (—3,1)
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Problema A.5:

5. Sigmn P, J1 R els punts d"mterseccio del pla d’equacio x + 4y + 2z = 4 amb els
tres eixos de coordenades OX, OY 1 OZ, respectivament.
a) Caleulen els punts P, 01 R, 1 el perimetre del nangle de vertexs P, J1R.
[1 punt]
b} Calculen 1" area del tmangle de vertexs F, J1 R
[1 punt]

Nota: Per a calcular " area del tmangle defimt pels vectors v1 w poden fer serar
I'expressio § = %||1: ®x w||, en que v X w és el producte vectonal del vectors v1w.

Solucion:
a) Hallamos los puntos de interseccion con los ejes coordenados:
P=(4,0,0)4y=4;,Q=(0,10); 2z=4;, R=(0,0,2)
Hallamos los vectores de vértices dichos puntos:
PQ =(0,1,0) — (4,0,0) = (—4,1,0); PR=R—P =(—4,0,2); QR=R—Q = (0,-1,2)
Hallamos los moédulos de dichos vectores:
|PQ| =V16 + 1 =+17; |PR| = V16 + 4 =v20; |QR| =V1+ 4 =5
El perimetro del tridngulo es la suma de los médulos:

Perimetro = |PQ| + |PR| + |QR| = V17 + V20 + V5 = 4.123 + 4.472 + 2.235 = 8.831
Perimetro = V17 + V20 + V5 = 8.83 u

b) Como ya conocemos los vectores podemos calcular el drea con la expresion:

) 1 1|t J Kk o
Area = =|PQxPR|==|-4 1 0|==12i+8j+4k|=1|i+4j+2k|l=V1+16+4 =21
2 2 2
-4 0 2
= 4.58
Area =21 = 4.58 u?
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Problema A.6:

6. Consideren la fimeid f{x) :]ni—I].

a) Calculen el domum de la fimcio f, els punts de tall de la grafica de f amb els
etxos de coordenades, 1 els mtervals de creixement 1 decreixement de f.
[1 punt]

b} Calculen I'area de la remio del pla determinada per la grafica de la funcio £, les
rectes ¥ = 11x = @, 1 ]'emx de les abscisses.
[1 punt]

Solucion:

In(x)

a) Nos dan la funcién: f(x) = .

La funcion logaritmo estd definida en (0, +0), el denominador sélo no esta definido en 0, luego el
dominio de la funcion es (0, +0).

Puntos de interseccidn con los ejes coordenados: Para x = 0 no estd definida la funcién.
In(x)

o

-Inx)=0-x=1; (1,0)

Crecimiento y decrecimiento: Calculamos el signo de la derivada:

1
FX-In@ 1o
fx) = () S ) = n(x)

El denominador es siempre positivo. 1 —In(x) =0->In(x) =1 ->x =e.

x2 x2

Para0 <x <e— 1-—In(x) > 0, ylafuncién es creciente.

Parax >e > 1—In(x) <0,y lafuncién es decreciente.
Domf = (0, +o0); El Gnico punto de corte con los ejes es (1, 0);

La funcidn es creciente en 0 < x < e y decreciente en x > e.

b) El area pedida sera la limitada por la funciéon dada entre 1y e.

e
€ ln(x) In(x)? 1 1
2
Area = 5 =§(1—0)=Eu
1
, 1,
Area = -u
2
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