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La competencia matematica entrafia la comprensién del mundo utilizando los métodos cientificos, el
pensamiento y representacidon matematicos para transformar el entorno de forma comprometida, res-
ponsable y sostenible. La competencia matematica permite desarrollar y aplicar la perspectiva y el ra-
zonamiento matematicos con el fin de resolver diversos problemas en diferentes contextos.

Saberes basicos
A. Sentido numérico

- Resolucién de situaciones y problemas de la vida cotidiana en los que se tengan que hacer recuentos
sistematicos, utilizando diferentes estrategias (diagramas de arbol, técnicas de combinatoria, etc.). 2.
Cantidad- Realizacion de estimaciones en diversos contextos analizando el error cometido.- Uso de los
numeros reales para expresar cantidades en contextos de la vida cotidiana con la precision requerida.-
Identificacién del conjunto numérico que sirve para responder a diferentes necesidades: contar, medir,
comparar, etc. 3. Sentido de las operaciones- Eleccién de las operaciones adecuadas con numeros
reales para resolver situaciones contextualizadas.- Uso de las propiedades de las operaciones aritméti-
cas para realizar calculos con numeros reales de manera eficiente con calculadora, adaptando las estra-
tegias a cada situacion. - Reconocimiento de algunos nimeros irracionales en situaciones de la vida co-
tidiana.- Identificacidn y analisis de patrones y regularidades numéricas en las que intervengan nimeros
reales. 4. Razonamiento proporcional- Desarrollo, andlisis y explicacion de métodos para la resolucion
de problemas en situaciones de proporcionalidad directa5. Educacion financiera. Desarrollo, analisis y
explicacion de métodos para la resolucién de problemas relacionados con aumentos y disminuciones
porcentuales, intereses y tasasen contextos financieros.

B. Sentido de la medida

1. Medicién- Deduccidn y aplicacion de la pendiente y su relacion con un angulo en situaciones senci-
llas. 2. Cambio-Estudio grafico de la tasa de variacion media en contextos de la vida cotidiana con el
apoyo de herramientas tecnoldgicas.

C. Sentido espacial

1. Formas geométricas de dos y tres dimensiones- Propiedades geométricas de objetos de la vida coti-
diana: investigacion con programas de geometria dindmica. 2. Movimientos y transformaciones- Trans-
formaciones elementales en la vida cotidiana: investigacién con herramientas tecnolégicas como pro-
gramas de geometria dinamica, realidad aumentada, etc. 3. Visualizacion, razonamiento y modelizacion
geométrica- Realizacion de modelos geométricos para representar y explicar relaciones numéricas y
algebraicas en situaciones diversas.- Modelizacidon de elementos geométricos de la vida cotidiana con
herramientas tecnolégicas como programas de geometria dindmica, realidad aumentada, etc.- Elabo-
racion de conjeturas sobre propiedades geométricas utilizando programas de geometria dinamica u
otras herramientas.

D. Sentido algebraico

1. Patrones- Patrones: comprension y analisis, determinando la regla de formacién de diversas estruc-

turas en casos sencillos.2. Modelo matematico- Modelizacién y resolucion de problemas de la vida coti-

diana apoyandose en representaciones matemati- G) cas y en el lenguaje algebraico,
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haciendo uso de distintos tipos de funciones elementales. - Obtencion y analisis de conclusiones razo-
nables de una situacion de la vida cotidiana una vez modelizada.3. Variable- Utilizacién de los diferentes
usos de variables asociando expresiones simbdlicas al contexto del problema.- Interpretacién de dife-
rentes caracteristicas del cambio mediante la representacion grafica de relaciones lineales y cuadrati-
cas.4. lgualdad y desigualdad- Uso del algebra simbdlica para representar relaciones lineales y cuadrati-
cas en situaciones de la vida cotidiana.- Utilizacidon y generacién de formas equivalentes de expresiones
algebraicas en la resolucion de ecuaciones, sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales.- Discusion y
busqueda de soluciones en ecuaciones lineales y cuadraticas en situaciones de la vida cotidiana.- Ecua-
ciones, sistemas de ecuaciones e inecuaciones: resolucién mediante el uso de la tecnologia.5. Relacio-
nes y funciones- Aplicacion de la forma de representacién mas adecuada en la resolucion de problemas
de la vida cotidiana.- Representacion de funciones elementales e interpretacion de sus propiedades en
situaciones de la vida cotidiana.- Interpretacion de relaciones cuantitativas en situaciones de la vida
cotidiana y seleccién de los tipos de funciones que las modelizan.6. Pensamiento computacional- Adap-
tacién de procesos de resolucién de problemas a partir de otras situaciones.- Identificacién y analisis de
estrategias para la interpretacién, modificacion y creacion de algoritmos.- Formulacién y anélisis de
problemas de la vida cotidiana utilizando programas y herramientas adecuadas.

E. Sentido estocastico

1. Distribucidn- Andlisis e interpretacién de tablas y graficos estadisticos de dos variables cualitativas,
cuantitativas discretas y cuantitativas continuas. - Recogida y organizacién de datos de una situacion de
la vida cotidiana que involucre dos variables.- Generacion de representaciones graficas mediante el
empleo de medios tecnoldgicos adecuados para interpretar la informacién estadistica y obtener conclu-
siones razonadas.2. Inferencia- Disefio de estudios estadisticos reflexionando sobre las diferentes eta-
pas del proceso estadistico.- Presentacion e interpretacidén de datos relevantes en investigaciones esta-
disticas.- Interpretacién de la relacién entre dos variables, valorando graficamente con herramientas
tecnoldgicas la pertinencia de una regresion lineal.- Utilizacidon de los métodos estadisticos y las herra-
mientas digitales adecuadas en investigaciones estadisticas.3. Predictibilidad e incertidumbre- Aplica-
cion del cdlculo de probabilidades para tomar decisiones fundamentadas en diferentes contextos, apli-
cando la regla de Laplace y técnicas de recuento en experimentos simples y compuestos.- Planificacidn
y realizacién de experimentos simples y compuestos para estudiar el comportamiento de fenédmenos
aleatorios.

F. Sentido socioafectivo

1. Creencias, actitudes y emociones- Muestras de curiosidad, iniciativa, perseverancia y resiliencia hacia
el aprendizaje de las matematicas.- Gestidn de las emociones que intervienen en el aprendizaje como la
autoconciencia, la autorregulacion y la perseverancia- Fomento de la flexibilidad cognitiva, buscando un
cambio de estrategia cuando sea necesario, transformando el error en oportunidad de aprendizaje.2.
Trabajo en equipo y toma de decisiones- Asuncion de responsabilidades y participacion activa para op-
timizar el trabajo en equipo.- Disposicion a pedir, dar y gestionar ayuda para la gestiéon de conflictos.-
Reflexion sobre las ideas clave de situaciones problematicas para ser capaz de tomar decisiones ade-
cuadas en situaciones similares.3. Inclusion, respeto y diversidad. - Muestra de actitudes inclusivas y
aceptacion de la diversidad presente en el aula y en la sociedad.- Uso de conductas empaticas y estra-
tegias para la gestién de conflictos.
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Resum

En aquest capitol recordarem moltes de les coses que ja saps de cursos anteriors, com les operacions
amb nombres naturals i enters, les operacions amb fraccions i expressions decimals. Estudiarem els
nombres racionals
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# Nombres Racionals. 3° d'ESO

0. ET CONVE RECORDAR

0.1. Prioritat de les operacions

Quan no hi ha parentesi que ens indiquen quina operacio fer primer o en operacions dins d’'un
paréntesi es va arribar a un acord per a saber com actuar. A saber:

12 Es resolen els paréntesis interiors.

Si no hi ha parentesi o dins d’'un parentesi farem:
22 Les poténcies i les arrels
32 Les multiplicacions i divisions.

42 Les sumes i restes.

S’han d’evitar:

Expressions del tipus 1 — 100 : 5 - 5, on no esta clar qué fer (la multiplicaci6 i divisié tenen la
mateixa prioritat). S’han de posar paréntesi per a indicar qual fer primer. L'expressié de dalt pot
ser:

1-(100:5)-5=-990bé1-100:(5-5)=-3.
De totes maneres, si te la trobes, faras:

52 Si hi ha diverses operacions amb la mateixa prioritat es faran d’esquerra a dreta.

Exemples:
e (5—7)-10-8No podem fer 10 — 8 (si que pots, pero no deus)

Primer el parentesi=» -2 - 10 — 8 Després el producte=» —20 — 8 Finalment la resta=>» —28
e 10-2-32=10-2-9=10-18 =-8. Aci esta prohibit fer 10— 2 i fer 2-3.
e 3.(2+4)2-8-5.22=3.22-8-5.4=12-8-20=-16

e —10? val —100 ja que primer es fa la poténcia i a més el sighe menys no esta elevat a 2. No
obstant aixo (—10)? si que val +100.

e -10?=-10-10=-100

e (-10)2=(-10) - (-10) = +100

e =3.25=75.Primeresfalarrel.

e 10-9xno és 1x ja que no pot fer-se la resta en cap concepte.

Tin en compte que aquesta prioritat és valida sempre, per a operacions amb tot tipus de nombres o
altres objectes (per exemple: polinomis). Val la pena saber-se-la, no?
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-* Nombres Racionals. 3° d'ESO

0.2. Us de paréntesi

Els paréntesis ens indiquen les operacions que s’han de fer primer. De fet la primera cosa que
farem seran els paréntesis interiors i seguirem de dins cap a fora. Es com vestir-se: primer
et poses la camiseta, després el jersei i després la cacadora. Es complicat fer-ho al revés. Per
aixo, abans de posar-te a calcular a la babala, mira tota I'expressio per a veure que es fa
primer.

» Ha d’haver-hi tants paréntesis oberts com tancats, en cas contrari es diu que “els parentesis no
estan ben balancejats”.
» Siquelcom multiplica a un paréntesi no cal posar el simbol “-”.

Exemples:

e 2-(2-2-(2-2-2))=2-(2-2-(2-4))=2-(2-2-(-2))=2-(2+4)=2-6=12
23-2)=2-1
(2-3)(6-4)=-1-2==-2

Si volem dividir entre 2 el resultat de fer 75 — 90 no posarem a¢o 75 — 90 : 2, aci el 2 només
divideix a 90. Escriurem (75 -90) : 2

Els paréentesis s'utilitzen per a ficar arguments de funcions.

Per exemple:

e Sienun programa o en la calculadora volem fer I'arrel de 100 - 3%, escriurem arrel(100*3%).

0.3. Operacions amb enters
Recordem el més important:

Regla dels signes per a la suma:

e Lasuma de 2 nombres positius és positiva. Exemple: +5 +7 = +12 Sum | +| -
a
e Lasuma de 2 nombres negatius és negativa. Exemple: =10 — 17 = =27
. . + +
Es posa el signe —, i es sumen els seus valors absoluts.
Exemple: - -
e Siperd 10idesprés perd altres 17, he perdut 27
La suma d’'un nombre positiu amb un altre negatiu tindra el signe del major en valor absolut.
Exemple:
o —7+15=+8; +8+(-20)=8-20=-12
Es posa el signe del més gran (en valor absolut) i es resten.
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# Nombres Racionals. 3° d'ESO

Exemple:

e Siperd 7 idesprés guanye 15, he guanyat 8 (s6n majors els guanys que les pérdues).

Exemple:
e Siguanye 8 pero després perd 20, he perdut 12 (sén majors les pérdues). X[ *]-
Regla dels signes per a la multiplicacié (i la divisid): Tt -
e Positiu x Positiu = Positiu -+

e Positiu x Negatiu = Negatiu x Positiu = Negatiu
e Negatiu x Negatiu = Positiu.

Exemples:

e +2.(—=7)=-14.Sirep d’herencia 2 deutes de 7€, tinc un deute de 14£€.
e -2.(-7)=+14.Siem lleven 2 deutes de 7 €, he guanyat 14 €!

Ara un poc de matematiques serioses, que ja estem a 3°!

Demostracio rigorosa de que “0 - x = 0 per a tot x” i de que “ (-1) - (-1) = +1”

Per a aixo utilitzarem 4 propietats dels nombres que coneixes:

13) a + 0 = a per a tot nombre a (0 és I'element neutre de la suma)

2?)La propietat distributiva: a-(b + ¢c) =a-b + a-c

3%) 1-a = a per a tot nombre a (1 és I'element neutre del producte) b c

43) —q és l'oposat de +a, ésadir-a+a=a+(-a)=0

Demostrem “0 - x = 0 per a tot nombre x”:

Com a—a =0, per la propietat distributiva: x(a—a) =x-0=xa—-xa=0

Demostrem que “(-1) - (1) = +1":

(-1) - (-1 +1)=(-1) - 0 =0; pero per la propietat distributiva (1)

D) - 1+1)=(C1) - D+ (D) -1=(-1) - (1) + (D).

Doncs (-1) - (-1) + (-1) = 0. ¥ #

Si sumem 1 en ambdés membres: (-1) - (1) + (-1) +1=+1=> A—1)

(1) (1) +0=+1D (-1) - (1) = +1
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Activitats resoltes

° Calcula pas a pas:

(15 — 5:(=20 — 6)) : (15 — 42)) + 5 — 4-2) - (=10)

Calculem en primer lloc 20 - 6 = -26; 4> =161 4-2 = 8 i ens queda:
(((-15-5+(-26)) : (15-16)) +5-8) - (-10) = (((-15 + 130) : (-1)) - 3) - (-10) =
((115:(-1))-3) - (-10) = (-115-3) - (-10) =-118 - (-10) = +1180

1. Calcula:
a)-20+ 15 b) -2 - (=20 + 15) c) =20 : (10 — 2(-20 + 15))
d) (<80 -20: (10 -2(-20 + 15))) - (3—-2 - 3?)
2. Calcula:
a)—10 + 20 : (-5) b) (<10 + 20) : (-5) c) —100 : ((—20) : (-5))
d) (~100 : (=20)) : (-5) o) V364
3. Calcula:

a) 3—(43—25)2 —(3—5)3 b) 5 — 32 —-2. (_5) _ (7 _ 9)2

2 3
)7-2-(3=5)2+2-(=3) +8— (~2)2 g) 2-(23-3497-(2-9)
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# Nombres Racionals. 3° d'ESO

1. NOMBRES RACIONALS

1.1. Definicio

Els nombres racionals sén tots aquells nombres que poden expressar-se mitjangant una fraccié de

a
r=—
nombres enters. Es a dir, el nombre r és racional si b ,amb a, b nombres entersi b = 0.
7
. - - . . - - N :7 : 3 . . . . -
Una fraccidé és una divisié indicada, aixi 3 , pero la divisido no es realitza fins que ho

necessitem. Hi ha moltes ocasions en que és millor deixar les operacions indicades. Amb un
exemple bastara:

8=

2| o0
|-

e Prova a fer la divisid 1,142857142857... : 8, dificil, no?, no obstant aixo,
senzilla i a més exacta.

€s un poc més

in

El nom “racional” ve de “rad”, que en matematiques significa divisié o quocient.

El conjunt dels nombres racionals es representa per Q.

Un nombre racional té infinites representacions en forma de fraccio.

1 3 6

Aixi: 3 9 18  s6n infinites fraccions que representen al mateix nombre racional, se les
anomena “equivalents” ja que tenen el mateix valor numeric. Si fem les divisions a I'exemple
totes valen 0,333... que és la seua expressio decimal.

Els nombres “enters” son racionals ja que es poden expressar mitjancant una fraccio, per
-8
iy
exemple 4

Tot nombre racional té un representant que és la seua fraccié irreductible, aquella que té els
nombres més xicotets possibles al numerador i al denominador. A aquesta fraccié s’arriba a
partir de qualsevol altra dividint el numerador i denominador pel mateix nombre. Si es vol fer en
un sol pas es dividira entre el Maxim Comu Divisor (M.C.D.) del numerador i el denominador.
0_6_3
Per exemple: 80 8 4 0on hem dividit primer entre 10 i després entre 2, perd podiem haver
3

dividit entre 20 directament ja que 20 és el MCD(60, 80). Per tant 4és la fraccid irreductible i
per aixo la que representa al nombre racional que té moltes altres formes de fraccié com 60/80
= 6/8 = 30/40 = 12/16 = 9/12 = 15/20, = 18/24 = 21/28 = 24/32 = 27/36 ... i per expressio

decimal 0,75
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Nombres Racionals. 3° d'ESO

1.2. Fraccions equivalents

Dues fraccions sén equivalents si es verifiquen les segiients condicions (totes equivalents):

» En fer la divisid obtenim la mateixa expressio decimal. Aquesta és la definicid.

Exemple:

4:5=8:10=0,8 per tantgi% son equivalents i pot escriure’s g = 1%

a ¢
—=—<ad=>Dbc
» Els productes creuats sén iguals: b d
Es facil de demostrar, multipliguem a un costat i a I'altre de I'igual per b i per d
comab:b=1id:d=1ensquedaa-d=c-b.
Per exemple:
12_6
e 8 4jaquel2-4=8-6=48
» En simplificar les fraccions s’arriba a la mateixa fraccio irreductible.

SiA=BiC=BalaforcaA=C

Exemple:
80 4 12 4 80 12
— = -;— = -pertant— = —
60 3 3 60 9

> Es pot passar d’una fraccié a una altra multiplicant (o dividint) el numerador i el denominador
per un mateix nombre.
Exemple:

6 24
4 16 perqué basta multiplicar el numerador i el denominador de la primera per 4 per a
obtindre la segona..

a a-n
En generalg =

Reduccié a comu denominador

A fi de comparar 2 o0 més fraccions (veure quina €s major) i també per a poder sumar-les o
restar-les €s important obtindre fraccions equivalents que tinguen el mateix denominador.

Primero un ejemplo y después la teoria:

5 6

e Vull saber si 0és major que 7 sense fer la divisié. Busquem un multiple comut de 6 i de 7 (si és el
minim comu multiple millor, perd no és imprescindible), 42 és multiple de 6 i de 7. L'escrivim
5 6

com a nou denominador per a les 2 fraccions: 6 42 742
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-* Nombres Racionals. 3° d'ESO

Ara calculem els nous numeradors: com el 6 I'he multiplicat per 7 per a arribar a 42 per tant

5 57 35
el 5 el multipliquem també per 7 per a obtindre una fracci6é equivalent 6 67 42 com el
6 66 36

7 I'ne multiplicat per 6, el 6 també el multiplique per 6 obtenint 7 76 42 ara esta clar
qguina de les 2 és major no?

Q 5 Q a.c q o e ,
Per a obtindre fraccions equivalents aglaamb el mateix denominador busquem un multiple comud de b

m m

a-— C._
i d (si és el minim comu multiple millor) que anomenarem m i fem?bl;‘jl

1.3. Ordenacio de fraccions

Per a ordenar una série de fraccions hi ha diversos procediments:

i) Fer les divisions i comparar les expressions decimals.

Aquest procediment és el més facil pero no el més rapid (llevat que tingues calculadora).

Per exemple:

e Ens demanen que ordenem de menor a major les fraccions seglients:

20,2120 21,29 28
197207 19 ° 20 "30°29
Fem les divisions que donen respectivament: 1,0526...; 1,05; —-1,0526...; —1,05; 0,9666... i
0,9655...

Mirant els nombres decimals sabem que:

-20 -21 28 29 21 20
<<
19 20 29 30 20 19

Recorda que

Els nombres negatius sO6n sempre menors que els positius i a més entre nombres
negatius és menor el que té major valor absolut (-4 < -3).

a ¢
—<—<ad<bec
ii) Usar la logica i el truc seglient: Per a fraccions positives b

Exemple:

8 _10

o 9 11jaque8-11<9-10.
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Demostracio:

811_910 8 _10
8:11<9:10 911 911 9 11 :hem dividit entre 9-11. | simplificat.

8§ 10 8911 10911
—<—= < =811<109
lalrevés: 9 11 9 11 ;hem multiplicat per 9-11 i simplificat.

No cal que uses la demostracio, la posem només perque veges que en matematiques “quasi”
tot té la seua explicacié.

| aixo d’'usar la logica qué és?
Comencem pel més facil,
Exemple:
20.28
e Comparar—i—
19 29
Q > 1 ﬁ <1
19 jaque 20 >19. Perdo 29 jaque 28 < 29. Esta clar que la segona és menor.

. g 20 .21
e Un poc més dificil, comparem_i—:

20 19+1 19 1 1

19 19 19 19 19

202001 20 11
20 20 20 20 20, Pero qué és major 1/19 6 1/20?

Es major 1/19 i per tant és major la primera. Pensa que si dividim una pizza en 19 trossos
iguals aquests son majors que si la dividim en 20 trossos iguals.

1 1
a<b=—>-

Siaib sén positius = a b
e Aixique 1/3 > 1/4 per exemple.

Més dificil encara:

. Comparemgii—z .Ara19/20=1-1/20i18/19 = 1 - 1/19.

Com 1/19 > 1/20 ara la fraccid major és 19/20 ja que li falta
menys per arribar a 1.

Amb nombres més senzills s’entén millor: 2/3 < 3/4 ja que a 2/3
li falta 1/3 per a arribar a 1, i a 3/4 només 1/4.

Important: Si a i b sén positius aleshores a>b 9§ < %
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iii) Reduir a comu denominador i comparar els numeradors:

e Ens demanen que ordenem de major a menor les fraccions
segiients: S_54_20
6 64 24
57 -9 -7 =2 7 73 2
6'8 473 1 8§ 83 2
9 96 -54
Primer busquem un nombre que siga mdltiple de 6, de 8, de 4i | 4 46 24
(si és el minim comd multiple millor que millor). Trobem el 24 | -7 -78 -56
multiple de tots ells. EI posem com a nou denominador de totes 3 38 24
fraccions i calculem els nous numeradors perqueé les fraccions -2 224 48
equivalents: 24:6 = 4 per tant el 6 cal multiplicar-lo per 4 per a 1 124 24

a 24, el mateix fem amb el 5, 5-4 = 20 és el nou numerador. Aixi
les altres.

Després comparem els numeradors i obtenim que:

-9 7
—>—>-2>—>—
8 6 4

jaque 21 > 20 > -48 > -54 > -56

1.4. Representacio en la recta numerica

Aquesta és la recta numerica, en ella tot nombre real té un lloc exacte.

Recordem coses que ja saps:

de 3
que és
les
siguen
arribar
amb

» Per a dibuixar-la només es poden prendre dues decisions: on col-loquem el 0 i on col-loquem I'1,

és a dir, on esta l'origen i quina és la grandaria de la unitat.

Les unitats han de ser sempre de la mateixa grandaria.

Els nombres positius van a la dreta del 0 i els negatius a I'esquerra.
El 0 no és ni positiu ni negatiu.

YVVVVY

onats 2 nombres a, b es compleix: a si a esta a l’esquerra de b i viceversa.
Donats 2 b b [ <b taal deb

Aixi per exemple:

1<3; -1<1; 4 <=2

La recta numerica no té ni principi ni fi. Nosaltres només podem dibuixar una “xicoteta” part.

Tot nombre racional té una posicié predeterminada en la recta numerica. Les infinites fraccions

Matematiques.32 ESO. Capitol 1: Nombres Racionals Autor: Paco Moya
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Marea Verde



‘* Nombres Racionals. 3° d'ESO

equivalents que formen un nombre racional cauen al mateix punt de la recta. Aixi que 2/3 i 4/6,
gue son el mateix nimero cauen al mateix punt.

Vegem com representar les fraccions de forma exacta.
Fraccid propia, fraccio impropia i forma mixta
Fraccié propia: Es diu de la fraccié a/b on a < b. Es a dir, el numerador és menor que el denominador.
Per exemple:
e 4/5099/100.
Si a < b en fer la divisio ’expressié decimal sera menor que 1.
Per exemple:
e 4/5=4:5=0,8.
Fraccié impropia: Es diu de la fraccié a/b on a > b, numerador major que el denominador.

Exemple:

e 15/4 o 37/27. Si fem la divisié I'expressié decimal és major d’1. 15/4 = 3,75 y 37/27 =

1,37037037...
Nombre mixt: Les fraccions impropies poden escriure’s com la suma d’'un nombre enter i d’'una fraccié
propia.
Aixi per exemple:
9 5+4 4
R — 1 +—
e 5 5 5, aquesta Ultima és la forma mixta.
4
1=

A Espanya no és freqiient perd en el mon anglosaxé sol escriure’s S que significa el mateix.
La calculadora cientifica passa a forma mixta, investiga-ho.

La forma rapida i automatica d’escriure una fraccioé en forma mixta és la seguent:

77, . - . . . s
e - €simpropia perque 77 > 6, per a escriure-la en forma mixta fem la divisié

. . . . L . 77 |6
entera 77 : 6, és a dir, sense decimals, ens interessa el quocient i el residu. 17 IT;‘
5.
=12+

El quocient és la part entera, el residu és el numerador de la fraccid i el
divisor és el denominador.
Es important que ho intentes fer de cap (quan siga raonable), és facil, per exemple:

e 47/6,busquem el multiple de 6 més proxim a 47 per baix, aquest és 7 - 6 = 42, per tant:
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4716 =7 + 5/6

ja que de 42 a 47 van 5. Pensa-ho, si ens mengem 47/6 de pizza, ens hem menjat 7 pizzes
senceres i a més 5/6 de pizza.

Nota:
També és facil trobar el quocient i el residu amb la calculadora, per si tens pressa.

Per a 437/6, fes la divisio 437 : 6 , obtens 72,83333..., la part entera és 72, només ens queda
calcular el residu. Tenim 2 camins:

1°)Fes 437 - 72 - 6 =5 i llest.

2°) Multiplica la part decimal pel divisor: 0,8333... - 6 = 5, que és el residu. Si és necessari
arredoneix (0,8333 - 6 = 4,9998 que arredonim a 5).

Només et permetem fer ago si saps per que funciona, si no ho saps, oblida-ho.

Si la fracci6 és negativa procedim de la manera seguent:

‘_19:_(3+fj:_3_ﬂ
5 5 5

° , ja que la divisié déna 3 de quocient i 4 de residu.

Representacio de fraccions
a) Si la fraccié és propia:
Per exemple

e Representa la fraccio 5/6: El valor esta entre 0 i
1, per tant dividim la primera unitat en 6 parts
iguals i prenem 5.

En la figura s’indica com fer-lo de forma exacta
usant el Teorema de Tales. Tracem una recta T
obliqua qualsevol que passe per 0, marquem amb 4 t

.

el compas 6 punts a la mateixa distancia entre si
(la que siga, pero igual). Unim I'dltim punt amb I'L i
tracem paral-leles a aqueix segment que passen
pels els punts intermedis de la recta obligua (les linies discontinues). Aquestes rectes
paral-leles divideixen linterval [0, 1] en 6 parts iguals.

Fixa't que per a dividir en 6 parts iguals nomeés cal marcar 5 punts intermedis a la mateixa
distancia, sempre un menys. Per a dividir en 8 parts iguals marquem 7 punts intermedis.

Si la fraccioé és negativa es fa igual pero a I’interval [-1, 0].
En la figura hem representat —5/8, hem dividit I'interval [-1, 0] en 8 parts iguals i hem comptat 5
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comencant en el 0. Assegura’'t d’entendre-ho i si no és el cas pregunta. Per cert, la fletxa
apunta al punt i no a I'espai que hi ha entre ells.

Si volem representar la fraccio propia a/b es divideix la primera unitat en “b” parts iguals i es compten
“a” divisions.

En cas de ser negativa es fa igual pero comptant des de 0 cap a I'esquerra.
b) Si la fracci6 és impropia:
Activitats resoltes

13 1

N 2+_
e Representem 13/6. El primer és escriure-la en la seua forma mixta, © 6, ara és facil
representar-la, ens n"anem al 2, la unitat que va del 2 al 3 la dividim en 6 parts iguals i prenem 1

(veure imatge).

H:1+§
8

e lgualpera 8
prenem 3.

, ens nanem a I'l i la unitat que va de I'1 al 2 la dividim en 8 parts iguals i

Si la fracci6 és negativa procedim aixi:

__12:_[1+§j:_1_§

e Representem 7 7 7, ens nanem al —1, la unitat que va del —1 al -2 la dividim
en 7 parts iguals i comptem 5 cap a I'esquerra comencgant en —1.

__11:_ 2_|_§ :_2_2
4 4 4

e Representem , ens nanem al =2, dividim en 4 parts iguals i prenem 3,

11

-3 t -2 t -1
—11 —12
4 7 8

comptant cap a I'esquerra i comengant en —2 (veure imatge).
50 25 101

4. Passa a forma mixta les fraccions segiients: 7 11~ 6
30 50 —100

5. Passa a forma mixta les fraccions 7 T13 7 21

(=L o
-
—
N =
(=1
O‘J| w—b-u
w

13 -5 -3
\ . . _,_,_,_
6. Representa en la recta numérica les fraccions:5 7 8 4
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23 23 180 —26

b b b
7. Passa a forma mixta i representa les fraccions: 8 8 6

8. Troba les fraccions que es corresponen amb els punts A, B, C, D i E, expressant en forma mixta i com

3 2 A1 0 1 2 3

a fraccié impropia les representades pels punts A, Bi E.

1.5. Operacions amb fraccions

Repassarem les operacions amb fraccions, en concret, la suma, la resta, el producte i la
divisio.

Suma i resta de fraccions

La suma i la resta son les operacions més exigents ja que nomeés poden sumar-se o restar-se
coses iguals. No podem sumar metres amb segons, ni € amb litres. De la mateixa manera no
poden sumar-se tercos amb cinquens ni quarts amb mitjans. Es a dir, no es pot fer la suma
5 3

_+_ . Ve - . - 7 - - ~ - Y - Y

6 4 aixi tal qual, ja que els sisens i els quarts sén de distinta grandaria. Pero, hi haura alguna
manera de sumar-les?, si.

El primer és trobar 2 fraccions equivalents que tinguen el mateix denominador, i aleshores ja si
es podran sumar.

Vegem l'exemple:

e Un multiple de 6i 4 és 12. Escrivim 12 com a nou denominador i trobem els numeradors perqué
les fraccions siguen equivalents:

53 52 33 10 9 1049 19

6 4 12 12 12 12 12 12 els dotzens ja si es poden sumar, i el resultat son
dotzens.

Un altre exemple:

13 51 8 1310 516 85 130-306+40 -136 -34

e 6 10 12 60 60 60 60 60 15

Hem trobat un multiple de 6, de 10 i de 12 (si és el minim comd mdltiple millor que millor),
s’escriu com a denominador comu i fem 60 : 6 = 10, després el 13 el multipliquem per 10,
60:10 = 6 despres el 51 el multipliquem per 6, etc.
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Quan totes les fraccions tenen el mateix denominador, es sumen o resten els numeradors, deixant el
mateix denominador. Si és possible es simplifica la fraccio resultant.

Als casos en qué no siga facil trobar el minim comu multiple es fa el seguient:

ﬂ+ﬂ= ad +cb
bd bd bd

a ¢C
—t— =
b d

Aixi per exemple:

15 N 19 15155+19387 9678 3226
387 155 387155 59985 19995

Producto y division de fracciones:
Sorprén que el producte i la divisio de fraccions siguen més senzills que la suma i la resta.

ac _ac
Producte: b d  bd , €s multipliquen els numeradors entre si per a obtindre el numerador de la fraccio
producte i els denominadors entre si per a determinar el denominador de la dita fraccid, facil no?

AiXi:

353 _ 1
117 117 77

Per quée les fraccions es multipliquen aixi?

No demostrarem el cas general, amb un exemple ens bastara.
23
e S4significa dividir en 4 parts iguals i agafar 3 (les 3
franges inferiors de la figura). Ara hem de fer 2/5 del que 17 5 _ yf 5 l-y 1
ens ha quedat, aqueixes 3 franges les dividim en 5 parts 15 ' 1% 15 ﬁ — 3 ,%_ 3

iguals i prenem 2. Com pot veure’s ens queden 6 parts
iguals de les 20 totals.

De vegades convé fer la multiplicacié amb intel-ligéncia:

3

° = 1—57Abans de multiplicar ens fixem en que el 17 es pot simplificar (per a que multiplicar per 17

i després dividir per 17?) .
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Un altre exemple:

Tenim una cosa important a dir-te, no volem veure a¢co mai, mai:

f 7+3 3
j+5 9 | és absolutament fals (10/12 = 5/6 és el correcte). Només poden
simplificar-se si el nombre esta multiplicant en el numerador i en el
denominador (si és factor comua). Aco
tampoc esta gens bé. 7-2+3 _2+3

A-4+5 445

Fraccio inversa:

ab_ab_,

. a, b \ . T ah , s
La fraccid inversa dEes ~perque es compleix que ba ab que és la definicié d’invers.

Exemples:.

e Llainversade3/4és4/3ilainversade?2és1/2.

Divisio:

Doncs per a dividir es multiplica per la inversa de la fraccié que divideix. 10 15 1012 25223 4

6.9 615 2335 3

9 3

També pots multiplicar i després simplificar: 120 4

Preguntaras que si pots multiplicar en X, aixo dependra del teu professor.

Casos curiosos:

> Dividir entre una desena és multiplicar per 10 ja que 10

Com a cas general: dividir entre 1/a és multiplicar per a.

a—=—

> Dividir entre un nombre és com multiplicar pel seuinvers:a:2= 2 2
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6
0
4

» Torres de fraccions: No t'espantes si veus aco 15 &s molt facil, és el mateix que
6 4 315 335 9

1015 54 54 4 nooblidesque “_” és el mateix que “”

[a—

Ara tot junt.
Operacions combinades.

Aplicarem tot el que “sabem” sobre prioritat i Us de paréntesi.

Activitats resoltes
» Calcula pas a pas i simplifica:
3 1 4.1 3 2
(4 (2 6))'(2 14 3

Primer fem el paréntesi de més dins i la multiplicacié del segon parentesi que té prioritat sobre

la resta.
3 (3 A L (3 (= (71 _2)_
4 {6 6))\2 7 4 L6)) 14 14
(3,05 (2, 2). 5 1114 154 77
4 6)14 \12 12)14 125 60 30

La fraccio com a operador
a) Fraccié d’un nombre:

e Ens demanen trobar les 3 quartes parts de 120.

3
Traduim: trobar 4 de 120. Aquest “de” es tradueix en matematiques per un “per”, aleshores:

3 ge120=3120=3129 _330 -9
4 4 4

a a__ac
—dec=—C=—
b b

En general
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b) Fraccié d’una fraccio:

Exemples:
104 104 40 4
6 15 615 9 9
e Troba les dues cinquenes parts de les deu dotzenes parts de 360.

%-E-360 _ 210-360 _ 20360

=206=120
512 512 60
c) Problema invers: _./ =
e Em diuen que les tres quartes parts d’'un nombre valen //// g
66. Quin nombre és? /
‘A /)
Esta clar que un quart sera 66 : 3 = 22 i els 4 quarts
sén
22-4 =88
4
Resumint 3 =288
a b
—X=C=>X=C—
El cas general és: a, es multiplica el nombre per la fraccié inversa.
9. Troba les quatre cinquenes parts de les tres quartes parts de 12.
10. Les cinc sisenes parts d’'un nombre sén 100, quin nombre és?
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2. APROXIMACIONS | ERRORS

En la vida quotidiana i també en les Ciéncies Aplicades és necessari treballar amb nombres
aproximats.

Uns exemples:

Volem comprar un ter¢ de metre de tela, hem de dir-li al dependent quant volem i no serem tan
idiotes com per a dir-li que ens done 0,333... metres o0 33,333... cm que és I'exacte. El normal és
demanar 33 cm o0 333 mm si som molt fins.

Mesurem un foli A4 amb la regla i ens déna 29,7 cm, la regla arriba als mm. Volem dividir-lo en 8
parts iguals, quant mesurara cada part?, si fem 29,7:8 ens dona 3,7125 cm, pero la regla no
arriba a tant, sera millor aproximar a 3,7 cm.

Fem un examen amb 9 preguntes que valen totes igual. Tenim 5 bé i les altres en blanc. Quina
nota tenim?, 10-5/9 = 5,555555556 segons la calculadora, les posem totes?, si ho fem estem
suposant que som capacos de distingir 1 part d’entre 10000 milions de parts iguals de I’'examen.
El raonable és 5,6 0 5,56 si som molt perdo que molt precisos.

Resulta curiés i hauria de ser delicte que en les gasolineres s’anuncie: Preu del gasoil 1,399
€/litre. Si algu va i demana un litre exacte, 0 2 0 15 no se’l poden cobrar exactament ja que no hi
ha les mil-lésimes d'€ haurien d’escriure 1,40 €/litre. Es cert que d’aqueixa manera t’estalvies 5
céntims si fiques 50 litres pero a ells els compensa el tema psicologic, la gent poc culta en
nombres veu 1,3 en compte de 1,4.

Exactament el mateix passa als supermercats: llu¢ 5,99€/Kg. Sén trucs barats que una ment
entrenada sap detectar i actuar en conseqiiéncia. La diferéncia entre 6€/Kg i 5,99€/Kg és que
t'estalvies 1 céntim! si compres 1 Kg, si compres mitja, quant t’estalvies?, res!, 5,99:2 = 2,995
que arredonit és 3, que és el que cobren. Encara que ben mirada I'oferta no esta tan malament,
si compres 5 Kg. de llug estalvies per a comprar-te un caramel, aixo si, has de comprar més de
mig Kg per volta.

Utilitzar massa xifres decimals sense estar segur d’elles no és sinonim de precisié siné de malaptesa.

2.1. Arredoniment.

Et recordem com s’arredoneixen correctament els nombres.

Arredonir 7 a les deumil-lésimes: 7= 3,1415926535..., la xifra de les deumil-lésimes és 5, com la

xifra segiient és 9 que és 2 5, lisumem 1 al 5i posarem 7 * 3,1416

Fixa't que 7 esta més prop de 3,1416 que de 3,1415

Arredonir V2 a les centésimes: V2 =1,41421356..., ara la xifra seglient és 4 < 5 doncs la deixem

V2 ~1,41

tal qual,

La regla és: Localitzem la xifra d’arredoniment, mirem la seglient xifra (només la seglient), si aquesta és
menor que 5 deixem la xifra d’arredoniment igual, si la xifra seglient és 5 o major que 5 incrementem
en 1 la xifra d’arredoniment.
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Meés exemples:

Arredoneix

e 1,995 ales centesimes =» 2,00 i els zeros cal escriure’ls per a indicar on hem arredonit.
e 1555555 als milers =» 1556000 on cal completar amb zeros després dels milers.
e 6,94999 3 les desenes = 6,9 només cal mirar el 4

Nota important: Si el resultat d’'un problema sén € s’arredonira sempre en els céntims.

Una altra nota important. Si volem donar un resultat amb 2 decimals en els passos
intermedis treballarem amb més decimals, almenys 3 0 4, en cas contrari el resultat no tindra la
precisio que pretenem, un exemple:

e A=9,65B=6,98iC=4,99. Volem fer (A-B)-C? sifemA-Biarredonim en les centésimes ens
queda 67,36 i si ara multipliguem per 4,992 = 24,90 ens ix 1677,26.

El resultat correcte és 1677,20 on només hem arredonit al final.

2.2. Xifres significatives.
Es el nombre de xifres “amb valor” que s’utilitzen per a expressar un nombre aproximat.

Uns quants exemples i ho entens:

e 2,25 té 3 xifres significatives; 28,049 té 5 xifres significatives.
e 5,00té3; 4000,01 té 6;

e 10000 no sabem les xifres significatives que té, potser 10203 04 05, ens han de dir en quina
xifra s’ha aproximat. Per a aquest ultim cas pot recérrer-se a la notacio cientifica per a dir amb
precisio el nombre de xifres significatives, aixi:

1-10* té una xifra significativa, 1,0-10* en té 2 i aixi fins a 1,0000-10* que en té 5.

Consideracions:

» Les xifres diferents de 0 sempre son significatives.

» Els zeros a I'esquerra mai sén xifres significatives: 0,0002 té una xifra significativa.

» Els zeros al mig d’altres xifres diferents de 0 sempre son significatius 2004 té 4 xifres
significatives.

Més que el nombre de decimals la precisié d’una aproximacié es mesura pel nombre de xifres
significatives.

No han d’utilitzar-se més xifres de queé requerisca la situacié.
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Activitats proposades

11. Copia aquesta taula al teu quadern i arredoneix amb el nombre de xifres indicat

Xifres significatives

Nombr 1 2 3 4

J10

17

95549 100000

30000 3.104

1,9995 2,000

20,55

2.3. Error absolut i error relatiu

l.- Error absolut

Es defineix |'error absolut (EA) com EA =|valor real — valor aproximat|.

Les barres verticals es lligen “valor absolut” i signifiguen que el resultat es donara sempre
positiu.

Exemple:.

e Aproximem 1/3 de litre per 0,33 litres.

% -0, 33‘ =0,00333...~0,0033

EA = litres
Un altre exemple:
e Aproximem 16/6 Kg. amb 2 xifres significatives (2,7 Kg.)
16
‘——2,7 =|-0,0333..| ~ 0,033
EA=10 Kg.

> No han de posar-se massa xifres significatives en I’error absolut, 2 o 3 és prou.

Matematiques.32 ESO. Capitol 1: Nombres Racionals Autor: Paco Moya
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Marea Verde



# Nombres Racionals. 3° d'ESO

> L’error absolut té les mateixes unitats que la magnitud que s’aproxima.

Aquests errors sén grans o xicotets?, la resposta és, comparats amb qué?

Per a aix0 es defineix I'error relatiu que si ens dona una mesura del gran o xicotet que és
I'error absolut.

Il.- Error relatiu
Per a comparar errors de distintes magnituds o nombres es defineix I'Error Relatiu (ER) com:

_EBA
ER - Valor real|

gue sol multiplicar-se per 100 per a parlar de % d’error relatiu.

Si no es coneix el valor real es substitueix pel valor aproximat (la diferéncia normalment és
xicoteta).

Calculem I'error relatiu per als exemples de dalt:

gr= 20033 _ 0,0099 = 0,99%
1°) 1/3 d'ER
Er= 2033 0,0124 = 1,2%
22) 8/3 d'ER

Ara si que podem dir que la 12 aproximacié té menys error que la 22, ja que l'error relatiu és
menor.

L'error relatiu (ER) no té unitats i per aix0 es poden comparar errors de distintes magnituds o amb
distintes unitats.

Que fer si no es coneix el valor exacte?

En aquest cas no es pot calcular I'error absolut, no obstant aixo tots els aparells de mesura
tenen un error absolut maxim.

e Balances de bany que mesuren de 100 g en 100 g el seu error absolut maxim és de 50 g.

e CronOmetres que mesuren centésimes de segon, el seu error absolut maxim sera de 0,005 s,
mitja centésima.

e Regles normals que mesuren mm, el seu error absolut maxim sera de 0,5 mm = 0,05 cm =
0,0005 m

A aco se li denomina cota d’error absolut.
Activitats resoltes

e Etpeses en una bascula de bany i et marca 65,3 Kg, I'error absolut maxim és de 0,05 Kg (50 g)
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Ara pesem un cotxe en una bascula especial i pesa 1250 Kg amb error absolut maxim de
10 Kg. Quina mesura és més precisa?

0,05

ER < 3 =0,00077 = ER <0,077%

Tu => 65,

ER<—2 _0.008 = ER <0,8%
1250

Cotxe =

Es molt més precisa la bascula de bany en aquest cas. No obstant aixd, si en la mateixa
bascula pesem un bebé i marca 3,1 Kg, I'error relatiu ix menor o igual que 1,6 % (prova-ho) i
ara la mesura de la bascula de bany és molt menys precisa.

Aixi que l’'error depén de la precisio de la maquina i de la mesura que fem amb ella.

12. Prova que 123,45 amb EA = 0,005 i 0,12345 amb EA = 0,000005 tenen el mateix ER.

13. Contesta Verdader o Fals i justifica la teua resposta:

a) Per a una mateixa maquina de mesurar lI'error comés €s menor com més xicoteta siga la
mesura.

b) No es poden comparar errors relatius de distintes magnituds.

c) Posar preus com 1,99 €/Kg és un intent d’engany.

d) Comprar a 1,99 €/Kg enfront de 2 €/Kg suposa un estalvi.

e) Posar moltes xifres en un resultat significa que u €s un gran matematic.

f) La precisié es mesura pel nombre de xifres decimals.
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3. FRACCIONS | DECIMALS

Veurem com es passa de fraccid a decimal i de decimal a fraccio.

3.1. Expressio decimal d’una fraccio

Tota fraccio té una expressio decimal que s’obté dividint el numerador entre el denominador:
ab=ab

Exemples:

3 2012:28 20.686868..:2 = 1.1375: L ~1,9666...
25 99 80 90

Com pots observar unes vegades I'expressio decimal és exacta (ja que el residu ix 0) i altres
vegades ix periodica, infinits decimals entre els que es repeteix un bloc de xifres que es
denomina periode.

Sempre ix aixi, exacte o periodic?, tu et contestes quan lliges el segient.

e Fem 1/17 =1 :17 = 0,05882352941..., que son les xifres que mostra la calculadora, no pareix
tindre periode, pero sera possible que si el tinga pero que no ho vegem per ser molt llarg?

Comencem a fer la divisio: 100 17

Els residustes obtinguts son 10; 15; 14: 4: 6; ... 150 0,05882
140

Com saps els residus son inferiors al divisor i en aquest cas poden 40

serl;2;3;4;...;15 0 16, el 0 no pot eixir, ho expliquem després. 6

Fem ara 2 preguntes: Qué ocorre si torna a eixir el mateix residu 2 vegades?, té a la forca que
repetir-se alguna vegada un residu?

La resposta a la primera pregunta €s que si es repeteix un residu es repetira la xifra del
qguocient i a partir d'aci es repetiran totes en forma de periode.

La resposta a la segona pregunta és: Si, a la forga, segur que si!, si tinc 16 possibles residus i
suposem que han eixit els 16 possibles ja, qué ocorre en traure el segiient?

Ho entens millor amb caramels, tinc molts caramels per a repartir entre 16 persones, ja li he
donat 1 caramel a cada u, és a dir, tots tenen ja 1 caramel, em dispose a repartir el seglent, li
tocara a algu que ja en té?

A aco se li denomina en matematiques “Principi del Palomar” i és una ferramenta molt
potent. Busca alguna cosa sobre ell.

e Fique 5 pilotes en 4 caixes, hi haura alguna caixa amb

més d’1 pilota? m ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Esperem que ho hages entés, en el pitjor dels casos el residu nombre 17 ha de coincidir amb
algun dels anteriors, es repetiran les xifres del quocient i per tant I'expressidé decimal és
periodica.

e Pots comprovar que efectivament els residus sén 10, 15, 14,4, 6,9, 5,16, 7, 2, 3, 13,11, 8,12, 1,
10, ..., el pitjor dels casos possibles, es repeteix el que fa el nombre 17. El normal és que es
repetisca abans. Per cert que la divisid ix

1:17 = 0,05882352941176470588235294117647... un periode de només 16 xifres!
Encara que hem vist un cas particular, aguesta és una regla general:

L'expressio decimal d’una fraccio és exacta o periodica.

El nombre de xifres del periode d’1/n és menor o igual que n—1.

Quan ix exacta i quan periodica?

27
e Doncs és facil, ens donen una fraccié com per exemple 150, primer la simplifiquem fins a
279

obtindre la irreductible: 150 50 ens fixem només al denominador i el descomponem en

factors primers, 50=5-10=5-2-5=2-52 com els factors primers son només 2 i 5

I'expressié decimal és exacta.

Vegem la raé:
2,22
Ei NPT B T
e 2.52és divisor de 22- 52= 100 una poténcia de 10. Es compleix 25 257 100 ,
9
—=0,029=0,18

només falta multiplicar per 9 & 25 .

Fixa’'t que el nombre de decimals és 2, el major dels exponents de 2 i 5.
1
4 23 = O, 0005
e Perexemple 275 té 4 xifres decimals perquée el major exponent és 4.
_1
En general 2"5" ¢ expressié decimal exacta i el nombre de xifres decimals és el maxim entre ni m.
20 10

e Vlaltre cas: 42 21, descomponem el 21 en factors primers, 21 = 3 - 7, com hi ha factors
diferents de 2i 5 I'expressio sera periodica.
10 a 10-10"
- e 7z ’ - P n :> = a
Vegem: si I'expressié féra exacta podriem escriure 37 10 37 , amb “a” un
nombre enter. Pero aco no pot ser!, 10 només té els factors 2 5 i els factors 3 i 7 no poden
simplificar-se. Com no pot ser exacta sera periodica.
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Si al denominador d’una fraccié irreductible apareixen factors primers diferents de 2 i de 5 I'expressid
decimal sera periodica.

14. Sense fer la divisid indica si les seglients fraccions tenen expressié decimal exacta o periddica:

21 7 u 3
a) 750 b) 21 c) 9 d) 56

3.2. Forma de fraccio d’una expressié decimal

Els nombres decimals exactes o periodics poden expressar-se com

una fraccio.
se 117547
De decimal exacte a fraccid: ' 1000 40
20,65 = 2068 _517
Es molt facil, mira els exemples de la dreta. ' 100 25
31416 < 31416 _ 3927
Has agarrat el truc? ' 10000 1250

Es posa al numerador el nombre sense la coma i al denominador la unitat seguida
de tants zeros com a xifres decimals en té. Es simplifica la fraccié.

Les persones intel-ligents comproven el que han fet, divideix 47 entre 40, si et dona
1,175 esta bé!, i no cal que ningu t'ho diga ©

De decimal periodic a fraccio:

Abans de veure el métode rigords jugarem una estona.

e Agafa la calculadora i fes les seglients divisions i apunta els resultats decimals al teu quadern:

1:9; 2:9; 3:9; 8:9; 1:99; 13:99; 37:99; 98:99; 1:999;: 123:999; 567:999;
998:999.

Nota:

En fer 6/9 la calculadora déna 0,6666666667, realment és 6 periodic, la calculadora ho fa
bé i arredoneix en I'Gltima xifra.

Si has observat ben ja saps escriure un munt6 d’expressions decimals periodiques a la seua
forma de fraccio.

Per exemple:
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0,444..= 4/9;
e 0,333..=23/9=1/3.
e 0,171717..=17/99;
e 0,454545.. = 45/99 = 5/11;
e 0,878787=87/99 = 29/33
e 0,337337337... = 337/999;
e 0,549549..= 549/999 = 61/111
e Com serd 0,1234512345...?, doncs 12345/99999 = 4115/33333

Aixi que ja ho saps, per a tindre un periode de n xifres el denominador té n 9.

e Pero el truc anterior no val para 5,888...

8 45

53

8
+—_—=—"
9 9

L'adaptem: 5,888... =5+0,888...=5+9 9
e Segueix sense valdre per a 0,7333...

732112211

l+§: — ==t —
10 9 10 90 30 30 30 15

Fem 0,7333... = 0,7 + 0,0333..

Combinant els 3 trucs anteriors ixen tots, pero0 no seguim, et deixem que investigues tu.
Nosaltres explicarem el metode serios.

Un altre exemple:

e Ens demanen expressar el nUmero 7,3252525... 1000N = ?325,25{5_"
a la seua forma de fraccio. El primer sera posar- — 10N= 732575
li un nom, per exemple N = 7,3252525..., la e N — 7252 _ 3626
segona cosa és aconseguir 2 nimeros amb la 990N = 7252 = N="990 ~ 295

mateixa part decimal.L’avantperiode té 1 xifra i

el periode 2. Per a aconseguir la mateixa part decimal multipliguem per 1000 i la coma se’n va
fins després del primer periode, si multipliquem per 10 la coma se’n va fins davant del primer
periode.

Ja tenim 2 nombres amb la mateixa part decimal, si els restem aquesta desapareix i podem
aillar N.

Fixa't que la resta es fa als 2 membres al mateix temps.

Metode formal:

Multipliguem el nombre per la poténcia de 10 necessaria per a emportar-nos la coma al final del primer
periode, després el multipliguem una altra vegada perquée la coma quede al principi del primer periode.
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Un altre exemple i ho entens:

e N=15,25636363..

Com aconseguir 2 nombres amb la part decimal ,636363...7

Doncs el més facil és 10000N = 152563,6363... i 100N = 1525,6363...
151038 8391

Restem: 9900N = 151038 = N = 9900 550

Aquests son els casos més dificils (periodics mixtos), quan no hi haja avantperiode
(periodic pur) només caldra multiplicar una vegada ja que ja tenim el periode just després
de la coma:

e N=4,545454...
100N = 454,5454...

— 1IN =4,5454...

450 _50
QON=450=> N=99 11

Exemples:

N 10N - IN 9N

1,333... |13,333... |1,333... 12 N =12/9

N 100N — 10N = 90N
5,6777 567,77... |56,77... 511 | N =511/90
N 1000N — 100N = 900

N

8,65888 | 8658,88... | 865,88... 779 | N =
- = 3 7793/900

Finalment, si et diuen que hi ha un truc per a fer aco en segons i sense calfar-se el cap, és
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cert, n’hi ha, el coneixem. Es una regla que s’oblida i per tant no val per a res, no és raonada.

15. Passa a fraccio i simplifica:
a) 1,4142
b) 0,125
c) 6,66
16. Passa a fraccié i simplifica:
a. 1,41424142...
b. 0,125125...
c. 6,666...
17. Passa a fraccio i simplifica:
1) 1,041424142...
2) 0,7125125...
3) 6,7666...
18. Passa fraccio i calcula:
A. 0,333... + 0,666...
B. 0,888... - 2,5
C. 0,65 :0,656565...
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4.- RESOLUCIO DE PROBLEMES MITJANCANT FRACCIONS.

Veiem uns quants exemples:

| ) Quants litres hi ha en 90 botelles de 3 quarts de litre cada una?

La primera cosa que has de fer és posar-te un exemple amb nombres més facils.

Tinc 10 botelles cada una de 2 litres. Esta clar que tenim 20 litres, quina operacié hem fet?,
multiplicar?, doncs el mateix fem amb els nombres del problema:

3 3-80
Zlitres /botella - 80botelles = 7 = 60litres

(Observa que botelles se’'n van amb botelles i les unitats finals son litres).

| ii) Quantes botelles de 3 huitens de litre necessite per a envasar 900 litres?

Novament canviem els nombres per altres més senzills: vull envasar 10 litres en botelles de 2
litres. Esta clar que necessite 5 botelles (10 : 2).

Fem el mateix amb els nostres nombres:

3 9002 = 9003 = 3008 = 2400
900 litres : 8 litres/botella = 8 3 botelles

Fixa't que litres se’'n va amb litres i que les botelles que divideixen al denominador al final
passen multiplicant al numerador, per la qual cosa unitat del resultat és “botelles”.

litres litres litres - botella

1 'botella litres = botella

lii) Pluja gana uns certs diners al mes, si es gasta el 40 % d’ells a pagar la lletra del pis,
el 75 % del que li queda en factures i li sobren 90 € per a menjar. Quant guanya i
quant gasta en el pis i en factures?

40 2 75 3

El primer: 40 % = 100 5i750 =100 4
El fem de 2 maneres i tries la que més t'agrade:

a) Métode grdfic:

Fem un rectangle de 5 x 4 quadrats que s6n els denominadors. 30¢

De les 5 franges verticals iguals llevem 2 que és el que es gasta ||~~~ \
en la lletra del pis. 2

El que queda esta dividit en 4 parts iguals i llevem 3 que és el
gue es gasta en factures. Ens queden 3 quadradets que so6n els
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90 € del menjar. Aleshores un quadradet és 90 : 3 = 30 €.

El que guanya és 30 - 20 = 600 €.
En la lletra es gasta 30 - 8 = 240 € i en factures 30 - 9 = 270 €.

b) Amb fraccions:

Si a una quantitat li llevem els seus 2/5 ens queden 3/5 d’ella (1 — 2/5 = 5/5 — 2/5)
33_2

En factures ens gastem4 5 20

3 9 12-9 3

Si teniem 3/5 i ens gastem 9/20 ens queden 5 20 20 20 de |a quantitat inicial. Aqueixos
3/20 ens diuen que sbén 90 €. Per tant 1/20 seran 90 : 3 = 30 £.

La quantitat total son els 20/20 després 30 - 20 = 600 €.
En la lletra del pis em gaste 2/5 de 600 = 1200 : 5 = 240 € i en factures 3/4 de (600 — 240) =

3/4 de 360 = 270 €.

Tinc Lleve Em queda
En qualsevol cas els problemes es comproven.
40 % de 600 = 0,4 - 600 = 240 € es gasta en la| 1 2/5 3/5
lletra.

3/5 3/4 de 3/5 = 3/5-9/20 =
600 — 240 = 360 € em queden. 9/20 3/20

75 % de 360 = 0,75 - 360 = 270 € es gasta en
factures.

360 — 270 = 90 € que li queden per a menjar. Funciona!

| iv) Una pilota perd en cada bot 1 cinqué de l'altura des de la que cau.

a) Quants bots ha de donar perque l'altura aconseguida siga inferior a 1 desé de la
inicial?

b) Si després del quart bot la seua altura és de 12,8 cm, quina era l'altura inicial?

El primer és donar-se compte que si perd un cinqué de l'altura es queda amb els 4 cinquens
d’aquesta. Per tant en cada bot l'altura es multiplica per 4/5.

4)” 1
a) Hem de veure per a qué n es compleix (5 10 - 0,1
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10 11
i} ~ 0,107 >0,1 (ij ~0,0859 < 0,1
pero

| aco ho fem provant amb la calculadora: (5
falta 11 bots.

, doncs fan

(i]“ _ 256
b) S 625 gue és la fracci6 per la qual s’ha multiplicat I'altura inicial.

2301 _os= 12,892 _3125em
625 - 256

h =

v) A Mariana li descompten la cinquena part del seu sou brut en concepte d’IRPF i la sisena
part del mateix per a la Seguretat Social. Si cobra 600 € nets, quin és el seu sou brut?

Sumem les dues fraccions ja que es refereixen a la mateixa quantitat:

6+5 11

1 1
__l’__
5 6 30 30

11 19

|- —=—

que és la part que descompten del sou brut per a tindre el net. Li queden 30 30de la
guantitat inicial. Aqueixos 19/30 ens diuen que son 600 €.

Per a calcular el sou brut fem:

600-2 ~ 947.37¢
19 _

Comprovacio:

1/5 de 947,37 = 189,47 € paga d'IRPF

1/6 de 947,37 = 157,90 € paga ala S.S.

947,37 — 189,47 — 157,90 = 600 € que és el sou net. Bé!

Podria hi haver hagut un xicotet desfasament d’algun céntim degut a les aproximacions
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CURIOSITATS. REVISTA

Suma d’infinites fraccions.

El sentit comu et diu que si sumem infinits nombres positius la suma ha de ser infinita. Pero, no
necessariament!

1 1 1 1 1
—F—t—t—Ft—+...
Et proposem un repte, anem a sumar 2 4 8 16 32 on cada fracci6 és la mitat de
I'anterior. Els punts suspensius indiquen que aco no acaba mai, en teoria hauriem de sumar i
sumar i continuar sumant de forma indefinida. En la practica no pot fer-se, pero per a aixo

estan les matematiques.
Agafa la calculadora i comencga: 1:2 + 1:4 + 1:8 + 1:16 +1:32 + 1.64
Et dona 0,984375 o si tens sort 63/64, només falta 1/64 per a arribar a 1!

Suma ara al resultat anterior 1/128, obtenim 0,9921875 o el que és el mateix 127/128, només
falta 1/128 per a arribar a 1. Has de seguir, els seguents nombres a sumar son 1/256, 1/512,
1/1024, ...

Si t'has fixat ens acostem cada vegada meés a 1. Val, no arribarem mai, pero si voldriem donar-
li un valor a la suma infinita de dalt, tu quin li donaries?

Els matematics li donen el valor 1.

$ Observa. Tens un full de paper quadrat d’area 1. El curtes per
: la meitat, i deixes el tros tallat damunt de la taula i el sense
tallar a la teua ma. Tornes a tallar per la meitat el tros que tens
en la teua ma, i tornes a deixar damunt de la taula el tros tallat.

1 | segueixes, i segueixes... Sumes els trossos de paper que

« 5 tens a la taula. Podria alguna vegada sumar més d'1? No,

4 . X evidentment, sén trossos d’'un paper d’area 1. Alguna vegada
32

6 |1 tindries tot el paper damunt de la taula? Cada vegada tens
menys paper a la ma, i més en la taula, pero en tallar per la
meitat, mai el tindries tot. No obstant aix0, els matematics diuen que en l'infinit aqueixa
la maxima val 1.

. . . . . “ I, 1
Ara tenim una pizza i ens anem a menjar la pizza de “tercos /////2;///, ////////4 ///// % ///j/”/
n 4 H H z y s s / // /,{// 7
en tercos”, és a dir, primer 1/3, després 1/3 d'1/3, després 1/3 ?//////j///é/f////é//f;,,////é/////////;/////;
.., . 4 A, o %
d’'1/3 d’1/3, i aixi successivament... 0000000000000
IIIIIIIITY, T IIID
L1 2 ;ﬁ%//; Nz
= A
—+—+—+—+..= %
3 9 27 81 g

Quantes creus que val aquesta suma?
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RESUM

Prioritat de les

operacions

1r Paréntesis interiors, 2n Potencies i arrels, 3r Productes i divisions,
4t Sumes i restes.

10-5-(4-3-22) =50

Signe de la suma

(+) + (+) = (+) es sumen, (=) + (=) = (~) es sumen.

(+) + (=) = ? té el signe del major en valor absolut.

-7/3-8/3=-15/3=-5
-12/5+8/5=-4/5

Signe del
producteila
divisio

(+)

Si tenen signe contrari déna negatiu. (+):(—) = (—)-(+) = ()

Si tenen el mateix signe déna positiu. (+)-(+) = (—)-(—)

—4 . (-10) = +40
+2 - (-15)=-30

Nombre Racional

Un nombre r és racional si pot escriure’scomar=a/bamba, b
entersib”* 0.

2; 3/8; —7/2 son racionals.
També 0,125 2,6777...

nombre racional. Els seus productes creuats valen el mateix.

\2y 7 no ho sén.
Fraccié S'obté dividint el numerador i el denominador pel mateix 360/840 = 3/7, I'Gltima és
irreductible nombre. Numerador i denominador sén primers entre si. irreductible.
Fraccions Sén equivalents les fraccions que tenen la mateixa expressio|3 6 15
equivalents decimal. Dues fraccions equivalents representen al mateix 4 § 20— 0.75 sén
7

equivalents.3:20=4-15

Ordenacio de
fraccions

Es passen a comu denominador o es troba el seu valor decimal

positius.

o s'usa la logica i el truc a/b < ¢/d si ad < bc per a nombres;

3 4 9 . 15 16
S<-< —jaque— < — <
4 5 10 20 20

8 .
Z—OEntre altres motius

Representacio

dividim la unitat que va de na n + 1 en b parts iguals i
prenem a. Per a —n — a/b dividim la unitat que va de —n a
—n — 1 en b parts iguals i comptem a comengant en —n.

Si és necessari es passen a forma mixta. Per a n + a/b| -11

Suma i resta de
fraccions

Es passen a comu denominador i es sumen (resten) els
numeradors.

5 7 20 21 -1

6 8 24 24 24

Producte i divisio

a/b - ¢/d = ac/bd
a/b:c/d=a/b-d/c=ad/bc

214 227 2
76 723 3
6. 14_610_6
5710 514 7

Fraccio d’un

a/b de x=a/b -x = (ax)/b

3/4 de 60=3/4-60 =45

nombre 3/4ded/5=3/4-4/5=3/5
Xifres Es el nombre de xifres “amb valor” que s'utilitzen pera |0,025 té 2
significatives aproximar un nombre 3,020té 4

3000 no sabem les que en té
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‘* Nombres Racionals. 3° d'ESO

factors primers el 2 o el 5. Periddica en cas contrari.

E E lut: EA = val I —val j
rrors rror absolut valor real — valor aproximat 2 ~0,7 = EA~0,033
EA 3
0,033
Error relatiu: ER = |Valor reall es multiplica per 100 per |= ER =~ YERE 0,050 = 5%
a obtindre el % d’ER.
Fraccions i Lexpressié decimal d’una fraccié sempre és exacta o 3/40 = 0,075 exacta
decimals perddica. Exacta si el denominador només té com a 5/12 =0,41666... periodica

Pas de decimal a
fraccio

Expresio decimal exacta: es divideix el nombre sense la
coma entre la unitat seguida de tants zeros com a xifres
decimals.

Expressio decimal periodica: Es multiplica N per
poténcies de 10 fins a aconseguir 2 nombres amb la
mateixa part decimal, es resten i s’ailla N.

3,175=3175/1000 = 127/40
N=2,0333...

100N - 10N =183

90N = 183=>

N = 183/90=61/30.
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EXERCICIS | PROBLEMES

1. Troba pas a pas

(-5+4-(-2)+7):(7-(3-4) - (-1)
2. Ordena de menor a major:

8 —8 4 38 77 -9

9°9°5745’90" 8

3. Indica raonadament quina fraccié és major:

101 °~ 99

4. Demostra que 4,999...=5

Generalitza: Quant val n,999...?

. 16 152 -17 -23

5. Passaaforma mixta: —; —;—;—
9° 6 5 4

6. Representa de forma exacta a la recta numerica:

98 97
b)—> y—— ¢)—02
)59 Y95 9701 Y 102

-102 -103

7603 105, 46
240 4-.21666...
7. Simplifica:
2:7:15 10+6 2344
D51 10 P10-297 5+ 10

8. Troba la fraccid que cau just al mig de 3/2 i1 9/4 a la recta numeérica.

a+b

Pista: La mitjana aritmética 2

Representa les 3 fraccions a la recta numerica.

9. La mitjana harmonica es defineix com a H(a, b) =
inversos.

2ab
a)Demostra que H(a, b) =a+b

(34
b) Troba 23
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¢ Nombres Racionals. 3° d'ESO

6

34+—:1—

10. Troba la fraccid inversade 5 10
.. .. 4 6 10 7
11. Operai simplifica: =+ —-—=- =
5 14 12 2

12. Resol pas a pas:

13. Calcula les dues terceres part de la sisena part del 80% de 900.

14. Troba el nombre tal que els seus quatre tergos valen 520.

15. Quants pots de tres huitens de litre puc omplir amb 12 litres?

16. Calcula la fraccid per la qual cal multiplicar 450 per a obtindre 720.

17. Si 100 polzades sén 254 cm:
a) Troba el llarg en centimetres d’una televisio si I'altura sén 19,2 polzades i llarg/alt = 4/3

b) Igual pero ara llarg/alt = 16/9

18. Si en una classe el 77,777... % dels alumnes aproven i hi ha més de 30 alumnes perd menys de 40,
guants alumnes sén i quants aproven?

19. Tres pelegrins decideixen iniciar un viatge de 8 dies. El primer dels pelegrins aporta 5 pans per al
cami, el segon pelegri, 3 pans, i el tercer no aporta cap, perd promet pagar-los als seus companys al
final del viatge pel pa que haja menjat. Cada un dels dies que va durar el viatge, a ’"hora de menjar
treien un pa de la bossa, el dividien en tres trossos i cada pelegri es menjava un tros. Quan van
arribar al seu desti, el caminant que no havia aportat cap pa va traure 8 monedes i les va entregar
als seus companys: 5 monedes per al que havia posat 5 pans i 3 monedes per al que havia contribuit
amb 3 pans. Podries explicar per qué aquest repartiment de monedes no és just? Quin seria el
repartiment just? (Problema de I’'Olimpiada d’Albacete. 1 s'ha de tindre en compte no els pans que un ha posat siné el que

realment ha aportat (el que posa menys el que menja).

20. Aproxima els nombres 32567 i 1,395 amb 2 xifres significatives i digues en quin es comet menor
error relatiu.
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21.

22

23

24.

25.

26.

27.

28.

29.
a) Troba la fraccié que es correspon amb cada una de les 7 peces.

b) Si el costat del quadrat és de 20cm, troba I'area de cada peca.

7T no pot representar-se mitjancant una fraccid d'enters pero, pots trobar una fraccid que
I'aproxime amb 5 xifres significatives?

. Aproximem 7 per: e 1
a) Simplifica fins a una fraccio impropia irreductible. 1
b) Troba I'error absolut i I'error relatiu.
. Quantes botelles de 3/4 de litre necessite per a tindre la mateixa quantitat que en 60 botelles de

3/5 de litre?

Troba un nombre enter de tal forma que: la seua meitat, la seua tercera part, la seua quarta part, la
seua cinquena part, la seua sisena part i la seua setena part siguen nombres enters.

A la unitat li lleve les seues 2 cinquenes parts. Per quina fraccid cal multiplicar el resultat per a
arribar una altra vegada a la unitat?

Troba la fraccié resultant:
a) Lleve 1 ter¢ del que tinc i després afig 1 ter¢ del que queda.

b) Afig 1 ter¢ del que tinc i després lleve 1 ter¢ del resultat.

Estas avorrit i decideixes jugar al seglient: Avances un metre en linia recta, retrocedeixes la meitat,
avances la meitat del que has retrocedit en I'tltim pas, retrocedeixes la meitat del que has avancat
en I'dltim pas, ...

Si ho fas moltes, perd que moltes vegades, quant avances en total?

1 1 1 1 1

24 8 16 32

Dario dona passos de 3/5 de metre, el seu gos Raig déna passos de % de metre. Si ambdods van a la
mateixa velocitat i Raig dona 360 passos per minut, quants passos per minut donara Dario?

La figura del costat és un “Tamgran”.
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Nombres Racionals. 3° d'ESO

30. Si el costat del quadrat és de 4 cm troba la fraccié i I'area de la zona pintada:

A
\\

31. Calcula:

§.(31)2+(1_ j
a)%.(§:§2+(2_%)2 b)%(§23+(2_§)2 0)3 4 2 2
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AUTOAVALUACIO
1. Saps operar amb nombres enters, coneixes la prioritat de les operacions i I'Us de paréntesi. Resol
pas a pas:
(-8=7-(-4+6):(2+(-3))+5-4-2?)-(-2)
2. Saps obtindre fraccions equivalents. Ordena de major a menor:
277753
68 8 6 4
3. Saps representar fraccions de forma exacta a la recta numeérica. Representa:
i;1—7;_—11;—0,125
4 6 7
4. Saps operar amb fraccions. Resol pas a pas i simplifica:
2 5, 1
3 6 3
2
6
5. Saps trobar la fraccié d’un nombre i la fraccié d’una fraccid.

a) Troba les quatre cinquenes parts dels cinc huitens de 360.
b) Una botella té plenes les seues set huitenes parts, si conté 840 cm?, quant li cap plena?

6. Saps arredonir i calcular I'error relatiu comés. Aproxima els nombres 9859 i 9,945 amb 2 xifres
significatives i calcula els errors relatius comesos (en %), quin és menor?

7. Saps distingir quan una fraccio té una expressié decimal exacta.
a) Digues quins de les seglients fraccions tenen expressié decimal exacta i quines periodica:

6 5 42

120°180°210
1
b) Quants decimals té 2'"5° ?

c) Quantes xifres com a maxim pot tindre el periode d’1/97?

8. Saps passar de decimal a fraccid. Passa a fraccié i simplifica:
0,125
a) 2,225 b) 2,2252525... c) 0:125125125...
9. Saps resoldre problemes mitjancant fraccions.

Una medusa creix cada setmana un terg del seu volum.
a) Quantes setmanes han de passar perque el seu volum es multiplique per més de 3?

b) Si el seu volum actual és de 1200 cm?, quin era el seu volum fa 3 setmanes?
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10. A un treballador |i abaixen el sou la sisena part, del que li queda, el 25 % se’n va destinat a
impostos i finalment de la resta que li queda les dues cinquenes parts seles gasta a pagar la
hipoteca del pis. Si fins i tot té disponibles 450 €, quant cobrava abans de la baixada de sou?,
guant paga d’'impostos i d’hipoteca?

Solucions:

5) a) 180;
b) 960 cm?.
6) 9859: 9900 = EA=41-> ER = 0,42 %.
9,945: 9,9 = EA=0,045 = ER = 0,45 %, és un poc menor el primer.
7) a)Primer se simplifiquen, sén exactes 6/120 i 42/150. 5/180 té expressio decimal periddica.
b) 10 xifres decimals.
c) 96 xifres (de fet les té).

39
8) a) 40

2203
b) 990

999 _ 0,999
c) 1000

9) a) 4 setmanes.
b) 506,25 cm?.
10) Cobrava 1200 €. Ara cobra 1000 €, paga 250 € d’'impostos i 300 € d’hipoteca.
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Resum

En aquest capitol utilitzem els grans numeros, les potencies,
gue ens permeten descriure de manera més facil Ia
immensitat de I’'Univers, expressar les seues distancies, la
massa dels cossos celests, el nombre de galaxies, estreles i
planetes.

També ens fixarem en els xicotets nombres, el mén
microscopic expressat en forma de poténcia d’exponent
negatiu.

Utilitzarem la notacié cientifica per a grans i xicotets
nombres.

Repassarem les operacions amb poténcies d’exponent un nombre natural, introduint les poténcies amb
exponents negatius i racionals. Ja coneixem les poténcies de base un nombre natural, ara usarem les
mateixes idees utilitzant bases de nombres negatius i racionals. Ja coneixes els radicals, ara veurem que
un radical és una poténcia d’exponent un nombre fraccionari i que podem utilitzar les propietats de les
poténcies amb ells.
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1. OPERACIONS AMB POTENCIES

Recorda que la poténcia a’ de base un nombre natural a i exponent natural n exponent
és un producte de n factors iguals a la base:
4 —

aM=qg-qg-a..nfactors .5 (n>0) 9" =625
El factor que es repeteix és la base i el nombre de vegades que es repeteix és ﬁ
I'exponent. Al resultat se I'anomena poténcia. base
Ja coneixes les propietats de les operacions amb poténcies, que poténcia
repassarem. En aquest capitol veurem que si I'exponent o si la base és

un nombre negatiu o fraccionari, aqueixes propietats es mantenen.

Recorda:
20=1 1.1. Producte de poténcies
1m =1 e Amb la mateixa base

El producte de poténcies de la mateixa base és una altra poténcia amb la

m —
-1)"=1 m parell mateixa base i d’exponent, la suma dels exponents.
(-1)" =-1 nimparell e bM.p".pP = pmintp

n=0 Exemple:

e 5)* -+ (=5) - (=5)% - (=5) 7 = (=5)*(3*2*O) = (-5) =3 =1/(-5)® =1/--125

e Amb el mateix exponent

El producte de potencies amb el mateix exponent és una altra potencia la base de la qual es calcula
multiplicant les bases, elevada al mateix exponent.

am-bm-c¢c" =(a-b-c)"
Exemple:

(-3 (5 - (-17 - (-47 = [(-3) - (5) - (-1) - (-4)F" = (+60)? = 3600

1.2. Quocient de poténcies

e Amb la mateixa base

El quocient entre dues potencia de la mateixa base és una altra potencia amb la mateixa base i el seu
exponent es calcula restant els exponents.

c":c"=c""
Exemple:
(=12)7: (-12)?=(-12)""2=(-12)°
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e Amb el mateix exponent
Per a dividir poténcies amb el mateix exponent, es divideixen les bases i el resultat s’eleva al mateix
exponent.
a® _ a_,
5
Exemple:

184 : 3% = (18/3)* = 6*

Exemple:
(5)% (-14)% = (5/-14)°

e Poténcies d’exponent enter negatiu

Una potencia de base real a #0, i exponent natural n <0 és I'invers de la mateixa amb exponent positiu.

- 1
at=—

an
L'expressiéd a™ pot ser el resultat de dividir dues poténcies de la mateixa base, ja que:

a . a=a” six<y (xy)<O0.

Exemple:
63:68=6%=6"=1/6"

1.3. Poténcia d’un producte
La potencia d’un producte pot calcular-se realitzant primer el producte i elevant el resultat a la potencia
o bé, elevant cada un dels factors a la potencia i realitzant després el producte.

(a-b-c-d)f=a"-b"-c"-d"
Exemple:
[(=2) - (+5) - (—4))® = (+40)3 = +64000 = (-2)3- (+5)3 - (—4)3 = (-8) - (+125) - (—64)= +64000
1.4. Poteéncia d’un quocient

La potéencia d’'un quocient pot calcular-se efectuant primer el quocient i elevant el resultat a la poténcia,
o bé elevar dividend i divisor a la potéencia i després efectuar el quocient.

(a:b)"=a™: b™
Exemple:
[(5): (—4)]2 = (5/—4)2 = (—1,25)% = +1,5625 = (5) : (—4)2 = 25 : 16 = 1,5625
1.5. Poténcia d’una altra poténcia

En elevar una poténcia a una altra poténcia obtenim una potencia amb la mateixa base i I'exponent de
la qual és el producte dels exponents:

(e = am

Exemple:
((-5)%)° = (-5)>¢ =(-5)*®
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e Es conta que linventor dels escacs se’l va mostrar al rei
Shirham de I'india, que es va entusiasmar tant que li va oferir
regalar-li el que volguera. L'inventor va demanar un gra de blat
per la primera casella, dos per la segona, 4 per la tercera, i aixi
duplicant la quantitat en cada casella. Quants grans de blat
caldria posar en I'tltima casella, en la 64?

Observem que el nombre de grans de blat de la casella n és 2™ pel que hem de calcular 2.
Calculem 22 = 4. Doncs:

(222=2%=16

((22)2)2=28=16- 16 = 256

(((22)%)%)? = (28)? = 216 = 256 - 256 = 65536

((((22)%)?)%)% = (26)? = 232 = 65536 - 65536 = 4294967296

(((((22)%)2)2)%)? = (232)2 = 254 = 4294967296 - 4294967296 = 18446744073709551616

| ara, per calcular 252 podem dividir poténcies de la mateixa base:

263 =264/2 = 9223372036854775808 grans de blat, un nombre enorme i dificil de manejar.

Per calcular el nombre total de grans de blat observem que la suma de grans fins a la casella n és 2"
per la qual cosa hem de calcular 2%*, que estimant 1200 grans per kg donen poc més de 15 bilions

de Tm i aix0 correspon a la produccié mundial de 21685 anys. Impossible que el rei tinguera tant de
blat!

1. Determina el signe de les poténcies:
(-1)° (5)* (-12)° (8)
2. Expressa en forma d’una Unica potencia:
(=70 (=7 (=7)* - (=7)°
(3)%-(3)-(3)-(3)*- (3)°
3. Expressa en forma de potencia:
(-=6)* - (4)*- (-1)*- (-5)*
4. Expressa en forma de poténcia:
(—8)% (-8)°  (=3)%*: (-3)
5. Expressa en forma de poténcia:

(+75)*: (=3)* (-5)*:(8)®

Alga marina (fotografia microscopica)

6. Expressa en forma de potéencia:

((=2)°)° (7%
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2. POTENCIES DE NOMBRES RACIONALS

La poténcia d’un nimero racional és un altre nombre racional el numerador i denominador del qual

queden elevats a la poténcia. (%)n = z—n
. S N N N N o) W )
Exemple: ()" =) ) ) ) ==

2.1. Potencies de base racional i exponent negatiu

El resultat d’elevar un nombre racional a una poténcia negativa és una altra potencia la base de la qual
és el nombre racional invers, elevat al mateix exponent, positiu.

S =y
b " ta
Exemple:

(4/9)7° = (9/4)°

2.2. Producte de poténcies de base racional

Es mantenen les propietats de les poténcies de base un nombre natural.

e Amb la mateixa base

El resultat de multiplicar poténcies amb la mateixa base és una altra potéencia amb la mateixa base i
exponent la suma dels exponents.

(a/b)" - (a/b)" (a/b)° = (a/b)™*"*P
Exemple:
(2/5)% - (2/5) - (2/5)- (2/5)° = (2/5)3+1+41 = (2/5)°
e Amb el mateix exponent

El resultat de multiplicar potencies amb el mateix exponent és una altra poténcia la base de la qual és el
producte de les bases, elevada al mateix exponent.

(a/b)" - (c/d)™ - (e/f)™ = [(a/b) -(c/d) - (e/f)]"

Exemple:
(=2/3)*- (1/4)* - (3/5)*= [(~2/3) - (1/4) - (3/5)]* = (-6/60)* = (-1/10)*
7. Calcula: a)(5/3)* b)(-2/7)* c)(-1/6)* d) (-5/2) 2
8. Expressa com a Unica poténcia: a) (—=3/4)3 - (=3/4)% - ((—3/4)78 b) (1/8)~>- (1/8)*(1/8)?
9. Expressa com a Unica poténcia:

a) (5/4)°-(=2/3) (-1/7)° b) (-3/5)™*- (-3/8)* - (-1/4)™*
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2.3. Quocient de poténcies de base racional

e Amb la mateixa base

El resultat de dividir potencies amb la mateixa base és una altra poténcia amb la mateixa base i
I’exponent la diferéncia dels exponents.

(a/b)" : (a/b)" = (a/b)""
Exemple:
(=1/3)%: (=1/3)* = (-1/3)** = (-1/3)*
e Amb el mateix exponent

El resultat de dividir potencies amb el mateix exponent és una altra potencia la base de la qual és el
quocient de les bases, elevada al mateix exponent.

(a/b)™ : (c/d)™ = [(a/b) : (c/d)]"

Exemple:
(=3/4):(7/8)° = [(-3/4) : (7/8)]>= (-24/28) = (-6/7) > = (-7/6)

2.4. Operacions combinades amb poténcies

Exemple:
(£3)° (=37 (=3) _ (3 (DT el gy
(—3)%-(-3)7° (—3)%7¢  (-3)?
1 1
(=33 27
Exemple:
ct=2*3%° _ [(5(=23*° _ [(=30*° _ = 30) — [(=5)4]® =
(92-4%)3 [(3%)%:(22)23  [[(3-2)%)%)3 [6*
i -5 i12= 244140625.
10. Calcula:
a) (=2/5)* : (~2/5)7 b) (5/8)° : (5/8)2
11. Calcula:
a) (1/5)2 : (2/9)2 b) (=6)° : (-2/9)°
12. Calcula:
3 D=
RREnwE oY i A"
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3. NOTACIO CIENTIFICA

3.1. Nombres grans i nombres xicotets

Un nombre expressat en notacié cientifica esta format per un
nombre decimal la part entera del qual esta entre 1 i 9,
multiplicat per 10", sent n un nombre enter positiu o negatiu.

a-10" sent 1<a<9

Si 'exponent n és positiu s’utilitza per a expressar nombres
grans i si I'exponent n és negatiu per a expressar nombres
xicotets

Exemples:

3420000000000 = 3,42 - 10*2 0,000000000057 =
57-1071

Activitats resoltes

e En la llegenda dels escacs utilitzem nameros molt grans. Si no
ens interessa tanta aproximacié siné fer-nos una idea
Unicament dels grans que sén, podem usar la notacid cientifica.

Una aproximacio per al nombre de grans de blat de la casella
64 és 9 -10'8, amb la qual cosa ens fem una idea millor de
com és d’enorme que amb el nimero:

92233720368547758089223372036854775808 que déna un poc de mareig.

e Escriu en notacio cientifica: 26, 232 264

216 = 65536 ~ 6,5 - 10* 232 = 4294967296 = 4 - 10° 2% = 18446744073709551616 =
1,8 - 10%°

3.2. Operacions amb notacio cientifica

e Suma o diferéncia

Per realitzar sumes i restes, amb expressions en notacid cientifica, es transforma cada expressié
decimal de manera que s’igualen els exponents de 10 en cada un dels termes

Exemple:

Per calcular 4 - 10® + 2,3 - 10° — 6,5 - 10° expressem tots els sumands amb la mateixa
poténcia de 10, triant la menor, en agquest cas 10°:

4000 - 10° + 23 - 10°—-6,5 - 10°
Traiem factor com(: 10°- (4000 + 23 — 6,5) = 4016,5 - 10° = 4,0165 - 108
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e Producte

El producte d’expressions en notacid cientifica és el resultat de multiplicar els nombres decimals i
sumar els exponents de base 10.

Exemple:
2,5-10°-1,36 - 10°=(2,5-1,36) - 10°**=3,4 . 101

e Quocient

El quocient de dues expressions en notacio cientifica és el resultat de dividir els nimeros decimals i
restar els exponents de base 10.

Exemple:
54-10°:4-10"=(5,4:4)-10%"=1,35- 10

Activitats resoltes

e Per fer el quocient per a calcular 2% dividint 2%* entre 2 en
notacio cientifica:

263=26472=18-.10°/2=0,9-10=9.10%,

Usa la calculadora

Les calculadores utilitzen la notaci6 cientifica. Moltes
calculadores per a escriure 9 - 10'® escriuen 9e+18.

13. Utilitza la teua calculadora per a obtindre 26, 232 254 j observa com ddna el resultat.

14. Utilitza la calculadora per obtindre la teua edat en segons en notacio cientifica.

15. Efectua les operacions en notacio cientifica:

a) 0,000257 +1,4-107° b) 200000000 - 3,5 - 10° + 8,5 - 10°
16. Efectua les operacions en notacio cientifica:

a) (1,3-10°-(6,1-1073) b) (4,7 -1078) - (3-10°) - (2,5-107%)
17. Efectua les operacions en notacié cientifica:

a) (5-1078):(1,5-1073) b) (3,25 - 10-%) - (5 - 10?) : (6,15 - 1077)

18. S’estima que el volum de l'aigua dels oceans és de 1285600000 km3 i el volum d’aigua
dolca és de 35000000 km3. Escriu aqueixes quantitats en notacié cientifica i calcula la
proporcié d’aigua dolca.

19. Se sap que en un atom d’hidrogen el nucli constitueix el 99 % de la massa,
i que la massa d’un electré és aproximadament de 9,109 - 103! kg. Quina
massa té el nucli d’'un atom d’hidrogen? (Recorda: Un atom d’hidrogen
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esta format pel nucli, amb un protd, i per un uUnic electrd)

20. A Joan li han fet una analisi de sang i té 5 milions de globuls rojos en cada mm?3. Escriu en
notacié cientifica el nombre aproximat de globuls rojos que té Joan estimant que té 5
litres de sang.

4. ARRELS
5.1. Radicals d’index qualsevol
L'arrel enésima d’un nombre a és un nombre x que en elevar-lo a n, déna com ) Recorda:
n = index de l'arrel
resultat a. _
a = radicand
Vas x" = a. x = Vaarrel

L'arrel quadrada d’un nombre real no negatiu a és un Unic nombre no negatiu x que elevat al quadrat
ens dona a:

Vva=xex?2=a a0, x>0.

ﬂ)bservacié \

No confongues resoldre una equacié, x> = 9, que té dues arrels, 3 i =3, amb calcular una arrel, com
V9 que és tnicament 3.

Imagina quin embolic tan horrible seria calcular V9 + V1 ++/4 si el resultat poguera ser:
3+14+42=6,0bé,3—-1-2=0,0bé-3+1-2=-4,0bé3-1+2=4..
L'arrel enésima d'un nombre en el camp real o no existeix o es Unica.

\_ J

Observa que v—1no existeix en el camp real. Cap nombre real en elevar-lo al quadrat déna un
nombre negatiu. Només podem calcular arrels d’exponent parell de nombres positius. No

obstant aixo ¥—1= -1, perqué (-1) - (-1) - (-1) = —1.

Activitats resoltes

e Quant mesura el costat d’'una habitacié quadrada enrajolada amb 144 taulells quadrats de 25
cm de costat?

Cada costat tindra v144= 12 taulells, que mesuren 25 cm, doncs mesurara 12 - 25 =300 cm =
3 m de llarg.

e En un deposit cubic caben 1000 cubs d’1 dm3, quant mesura la seua aresta?
| si caben 12167 cubs?
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Calculem 3/1000= 10. L’aresta mesura 10 dm. Calculem ara ¥12167= 23. L'aresta mesura 23

dm perque 23 - 23 - 23 = 12167.
e Calcula ¥=64; ¥=8; 3/=27; 3/—1000.

Les arrels de radicand negatiu i index imparell, si existeixen: Y—64= —4; 3/—8= —2; Y-27= -3;

¥=1000= -10.

4.2. Poténcies d’exponent fraccionari

1
Es defineix xncom Vx:
1.
xn=1/x
m

Per tant, la potencia x»pot expressar-se en forma de radical, de
manera que n sera I'index de I'arrel i m I’exponent del radicand.

e Nxm

Exemple:

523 = /52

Les propietats de les poténcies d'exponent fraccionari

coincideixen amb les de les poténcies d’exponent un nombre natural.

Activitats resoltes

e Simplifica els radicals Y212, 'Y/7%5usant poténcies d’exponent fraccionari.

Escrivim el radical com a poténcia d’exponent fraccionari i simplifiquem les fraccions:

12
V212 = 2% =23 =8.
15 3
W7 =70=72=373=7-7
e Calcula v484y Y/27000factorizando préviament els radicands
V484 = /22112 =2.11 =22
V27000 = {/23-33-53=2.3.5=30
3 6.5
e Calcula 25%° ; 325y (35)z2

1
25%5 =252 =25 =5
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4.3. Extraccio de factors d’un radical

m
Tenim x»= Yx™amb m > n, per extraure factors de I'arrel realitzem el quocient: m dividit entre

n-p+r

N
n té de quocient p i de residu r: m = n - p + r. El resultat és Y/x™ = Vx"P*" = x n = xP*n=

xp . n,/xT‘.
m
Sim>n, xn= R/x™=xP - xT.
Exemple:
3\/x5: X '3‘/362

V24.33.5=4/22.22.32.3.5=22.2.3+/3-5=12 /15

21. Calcula totes les solucions:

a) V121 b) /-8 c) /10000 d) V-1
22. Expressa en forma de radical

a) (=3)*° b) 81/3 c) 5%3
23. Extrau els factors possibles en cada radical:
4 h5

a) Va©? b) /653726 VA 5358

4.4. Operacions amb radicals

e) V1

Com els radicals es poden escriure com a potencies, tenen les propietats que ja coneixes de

les poténcies.

e Arrel d’un producte

L'arrel d’'un producte és igual al producte de les arrels dels factors

Exemple:

V8-27-64=3/8-327-364=2-3-4=24
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e Arrel d’'un quocient

L'arrel d’'un quocient és igual al quocient de I'arrel del dividend i I'arrel del divisor

n|X _ 1{/} ( \
y Ay Recorda
Exemple: Hi ha operacions amb radicals que NO
s estan permeses.
532 _ V32 _2
243 %23 3 10 = V100 = V64+36 que es distint de:
\\/64+\/36=8+6=14. )

e Arrel d’'una arrel

L'arrel d’una arrel és igual a una altra arrel amb el mateix radicand i I'index del qual és el producte dels
, n .
indexs. v'Vx =""x

Exemple:

3/W=3'W=i/6_4=i/?=2

4.5. Operacions combinades

Exemple:
Xx23 . 1/3 — i/_ \/_ 3/x2.
Exemple:
i V7 x V@ Ve
S Ve 1 V= V=

24. Expressa en forma de producte o de quocient:

a) Ya-b b)v2-5-7 c) \E d) =

25. Expressa en forma d’Unica arrel:

a) V18 b) V25

26. Expressa en forma de potencia:

3 4
a) Y23 V25 b) 55

V5
27. Simplifica I'expressio:
2
2 5
a) (x_3)3 b) 11x3.1/x11
Vx Vx
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4.6. Arrels quadrades
Ja saps que:

L'arrel quadrada exacta d’un nombre a és un altre nombre b el quadrat del qual és igual al primer:
Jva=bob*=a
Exemple:

a) En poder construir un quadrat de costat 2 amb 4 quadrats

xicotets es diu que 2 és I'arrel quadrada de 4, ja que 22 = 4, i per

tant diem que 2 és I'arrel quadrada de 4, és a dir:

Va4 = 2.

Obtindre I'arrel quadrada exacta és I'operacié oposada d’elevar al quadrat.

b) Podem construir un quadrat de costat 3 amb 9 quadrats xicotets, per tant com 32=9
doncs:

V9 = 3.

En escriure v64 = 8es llig que I'arrel quadrada de 64 és 8.

Al signe \ se li denomina radical, s’anomena radicand al nombre col-locat davall, en aquest cas 64 i es
diu que el valor de I'arrel és 8.

Exemple:

Sabem que I'area d’un quadrat és 121 cm?, quant val el seu costat?

El seu costat valdra l'arrel quadrada de 121. Com 112 = 121, doncs
I'arrel quadrada de 121 és 11. El costat del quadrat és 11.

Exemple:
Es pot construir un quadrat amb 7 quadrats xicotets?

Observa que es pot formar un quadrat de costat 2, perdo sobren 3
quadrats xicotets, i que per a fer un quadrat de costat 3 falten 2
guadrats xicotets.

El nombre 7 no és un quadrat perfecte, no té arrel quadrada exacta perque amb 7 quadrats
xicotets no es pot construir un quadrat.

Es més, aquells nombres naturals que no tenen arrel quadrada exacta, la seua expressio
decimal és un nombre irracional, amb infinites xifres decimals no periodiques.

Perd podem afirmar que 2 < +/7< 3.

Com 4 és un quadrat perfecte i V4= 2, i 9 és també un altre quadrat perfecte i /9= 3, els
nombres, 5, 6, 7, i 8 no s6n quadrats perfectes i la seua arrel quadrada és un nombre
irracional.
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Amb més dificultat es pot aproximar aqueixos valors, aixi 2,6 < /7 < 2,7, (Multiplica 2,6 per si
mateix, i 2,7 per si mateix, i comprova que es verifica la desigualtat) o podem obtindre més
xifres decimals:

2,64 <7 < 2,65, 0 bé 2,64575131 <+/7 < 2,64575132.
Podem trobar un valor aproximat de l'arrel.
Per calcular arrels quadrades pots utilitzar la calculadora, amb la tecla Vv’

Es important conéixer els quadrats perfectes, perqué mentalment, t'ajuda a saber entre quins
valors enters esta I'arrel quadrada que vols calcular.

Observa que:

El quadrat d’'un nombre, positiu 0 negatiu, €s sempre un nombre positiu. Llavors no hi ha l'arrel
guadrada d’'un nombre negatiu.

28. Escriu la llista dels 12 primers quadrats perfectes.

29. Calcula mentalment al teu quadern les arrels seglients:

a) V49 b) V25 ¢) +/100 d) /64 e) V81 f) V1 g) V0.
30. Calcula mentalment al teu quadern les aproximacions enteres de les arrels seglients:
a) v/51 b) /27 ¢) /102 d) V63 e) V80 f) V2 g) V123.

31. Indica quines arrels quadrades seran nombres naturals, quins nombres irracionals i quins
no existeixen:

a) V36 b) V=25 c)v—=100  d)+v32e)V—=7 f) V10 g)+/100.
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CURIOSITATS. REVISTA

Cel-lules solars de silici de grandaria
microscopica

El programa de Tecnologia Solar del
Departament d’Energia dels Estats
Units, en el seu objectiu d’aconseguir
major eficiencia en la produccié
d’energia solar, ha creat cel-lules
microscopiques de silici. Aquestes
cél-lules utilitzen 100 vegades menys
material de silici policristali de 20
micrometres de grossor amb un
significatiu cost menor de fabricacio.
Aguestes cel-lules converteixen quasi
un 15 % de la llum solar

en energia electrica.

- —

=
=
‘.

\

4 h

a les operacions en notacid
exponencial també les anomenen de
“coma flotant" perqué I'exponent
equival a la posicié del decimal? Als
ordinadors, la poténcia de calcul se
mesura en mflops, o milers
d'operacions en coma flotant per
segon, en angles floating point
operations per secound, abreviat
"flops". El teu ordinador igual pot fer
un milié d'aquestes operacions per

segon, un "giga flops"! /

Sabies que...
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La preséncia dels bacteris

S'estima que existeixen 100 milions' de bacteris; de 600 espécies diferents, per
cada mil-limetre cubic de saliva i 40 milions de bacteris en un gram de terra.

Alguns cientifics calculen que en l'interior de la Terra podria haver-hi fins ‘a
100.000 bilions de tones de bacteris, de manera que si totes estigueren sobre la

5 metres. Hi-ha W

Al Papir de Ajmeed (1650 a.C.) es mostra com
els egipcis extreien arrels quadrades. En I'antiga
india, en els manuscrits del Baudhayana Sulba
Sutra Aryabhata (800-500 a.C.) s’anota un
metode per a calcular arrels quadrades.

A Europa, no s'han trobat referéncies abans de
Cataneo (1546). El simbol de I'arrel quadrada va
ser introduit en 1525 pel matematic Christoph
Rudolff, i és una forma estilitzada de la r

v
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RESUM

POTENCIES | ARRELS Exemples
Producte i Al producte de potencies amb la mateixa base es sumen els (_5)4 . (_5)2 = (_5)6
quocient de exponents. En el quocient es resten els exponents 32.37=35
poténcies Amb el mateix exponent: En el producte, es multipliquen les bases 25. 75 = 145

i s’eleva el resultat al mateix exponent. En el quocient es
divideixen les bases i s’eleva el resultat al mateix exponent

(=5)°: (4)° =(- 5/4)°

Poténcia d’un
producte i d’un
quocient

La poténcia d’'un producte és igual al producte de
cada un dels factors elevats a la poténcia
(a-b-c-d)'=a"-b"-c"-d
La poténcia d’'un quocient és igual al quocient del
dividend i el divisor elevats a la poténcia
Cm.. Cn: Cm-n

(5-2-3)%=5%2% 3¢

(=7/2)° = 7°/(-2)°

Potencia d’'una
altra potencia

((d)m)n = deﬂ

(4P = (-4

Poténcia de base
racional

Potencia
d’exponent negatiu

@b)" = av/b"

(6/5)? = 6%/52

a’= 1/a"

83=1/83

Notacio cientifica:
operacions

a - 10" siendo 1 =a =9.
+ n para grandes nameros
—n para pequefos nimeros

320000000 =3,2 - 108
0,0000000009 = 9 1020

Radicals: arrels V49 = 7; /=216 = —6:364 = 4; /81 = 3: /=32 = -2
d’index qualsevol
Poténcies Una poténcia amb exponent racional potgs-3/g2

d’exponent racional

expressar-se en forma d’arrel I'index de la qual és
el denominador de I'exponent i el radicand queda

elevat al numerador de I'exponent: x» = /x™
Extraccié de factors |Sj m = n-c+ r doncs Ya™ = a€ - Ya” 2f[g7 =g2.3%/8
d’un radical
Operacions amb n n— n n~ nflx _ Wx 5-3-2=15-%3-12=
radicals oy z=Nx- Yy ¥z y Ny :[1 3T 1
=1
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EXERCICIS | PROBLEMES

Potencies

1. Expressa en forma d’Unica potéencia:

a) 2° (-3 (-1p
b) (-1)-(-1)*- (1)
) 43-(=2)% (-1)3-53
d) (-5)°-(-5)*-(5)
e) (-9)2-9%-9%.9
f) (-18)% (-3)*

g) (6)°:(6)

h) (-3)%(-3)*

2. Expressa en forma d’Unica poténcia:

a) 42434
56. (—1)8
b) [(2):(-3)']- (-4 (-4)*
c) [-2%-(=3)*- 6°%: [(-4)®- (-4)*]
96.9%:9
d) (=3)* (10)*: (-5)?
7°:73

3. Expressa en forma de poténcia d’exponent positiu:

a) (-4)7 b)(9)° o) (=2): (-2

4. Expressa en forma d’unica potencia:

a) ((2)*)° b) ((-3)2)°
5. Expressa en forma d’Unica poténcia:

a) (-3/5)* b) (2/9)*
6. Expressa en forma d’Unica poténcia:

a) (2/3)*-(2/3)°-(2/3p

b) (1/6)*-(3/5)° - (-6/7)

c) (=5/3)*:(=2/3)*

d) (4/9)% (4/9)°

e) ((-4/3)73p

f) ((2/7)71)7
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7. Expressa en forma d’Unica poténcia:
a) (2/3)® - (=1/5)*- (=4/9)*- (1/2)*
(=1/4)*- (-1/4)2 - (-1/4) - (-1/4)*

b) ((=1/3)%)*-(2/5)"*

c) ( 2/5)2 . (2/5)34 . (2/5)"V/¢
(7/8)% (1/6)°

8. Expressa en forma de notacié cientifica:

a) 140000000 b) 32800 c) 71000000000000000 d) 0,0000075
e) —18000000 f) 0,00000000042 g) —0,009 h) 0,00000000007

9. Busca informacié expressada en notacié cientifica sobre:
a) Ladistancia entre la Terraila Lluna
b) Unitat de massa atomica
c) Km que corresponen a un any llum
d) Un googol

e) Lalongitud d’ona dels rajos cosmics

10. Realitza les operacions i expressa el resultat en notacié cientifica:
a)4-10°+24-10-1,7-10°-3-10°

b)2,3-10°-3,45-10%+6- 103

c)3-10% 4,5 - 102
d) 1,8 - 105 5 - 108

11. L'estrela Sirius esta a uns 8,611 anys llum del nostre planeta. Expressa en metres,
mitjancant notacid cientifica la distancia que recorreria una nau espacial que
realitzara un trajecte d’anada i tornada a Sirius. (Recorda: Un any llum, la longitud
que recorre la llum en un any, és aproximadament igual a 9,46 x 102 km (9 460

730 472 580,8 km amb més aproximacio))
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12. La massa d’un electrd en repos s’estima en 9,11 - 103! kg, la d’un proté és de
1,672 - 10?7 kg, i la d’un neutré 1,64 x 10727 kg. Calcula la massa d’un atom de A
carboni 14 (Ci4) format per sis protons, sis electrons i 6 + 2 = 8 neutrons. (El C14 BRI
és un isotop que té dos neutrons més que el carboni normal i que s’utilitza per P oD ST
a datar). Al
13. Calcula i expressa en notacid cientifica: ’

a) 0,00829 + 4 - 102+ 7,45 -10°-6,32 - 10
b)5-10°-2,8-10" -3 - 10°
c)5-102-4-10%+1,4-10°
d)3-10°-(-2,7)-10%+4,2-10°

14. Expressa el resultat d’aquesta operacid en notacié cientifica:

) 2,41073-1,5.107*
0,025+3-107%

) (1,3-10%)-(5-10%)
(4-10%)-(2,3-10%)

15. S’estima que existeixen 40 milions de bacteris en un gram de terra. Expressa
en notacié cientifica de forma aproximada el nombre de bacteris que
existeixen en uns camions que estan descarregant 50 tones métriques d'arena
en una platja.

16.Si x=240000 y=0,00058 z=7,2-10°

Calcula i expressa en notacid cientifica a)x-y  b) 2x+y - 107 c) 3x

17. Arquimedes, al seu tractat L’arenario conta una manera
per expressar nombres molt grans, com el nombre de grans
d’arena que hi ha en tota la Terra. Anem a estimar-los ara per
un altre procediment. Estimem quants grans d’arena
necessitem per tindre un gram d’arena. Et pareix que 50 grans
d’arena?. S’estima que la massa de la Terra és de:

M+=5 980 000 000 000 000 000 000 000 000 g =598 -
1025 g

Calcula de forma aproximada el nombre de grans d’arena que hi ha en tota la Terra.

18. Veiem en Internet que la massa de Mart és de 639E21 kg, que la massa de Jupiter és de 1,898E27
kg, i que la massa de la Terra és de 5,972E24 kg.

19. a) Calcula quantes vegades cabria la Terra en el planeta Jupiter.

20. b) Calcula la relacio entre la massa de la Terra i la de Mart.
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Arrels

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27

28.

29.

30.

31.

Calcula:
3
a) V12100 b) 3/—0,008 o) V=125 d) ¥=1 e) /0,49
Calcula:
a) +/2,0736 b) 5\/—0,00001 ¢) V33640000 d) 3\/ -2,7-107°
Expressa en forma d’arrel:

a) (-4)*»  b) 7V c) (21)'3 d) (-5)*

Expressa en forma de poténcia:

a) V63 b)J/(=7)° ¢)V3® d) 3/(=30)*

Extrau els factors possibles d’aquests radicals:

V3310520 V6% - 25 4/x1L-y5 33756

Extrau els factors possibles d’aquests radicals:

a¥a? - b3 - c6 b)V5~> .36 c)4 10°: 68 dvad - x8 .- x

. Simplifica:
LAY TR o G - SN i 45, s
0 &7 0@ @5 ol dsd
Expressa en forma de producte:

a)V3-50-12 b) /52 - 2% . 36 c)V8-3%.9 d) a8 b2t

Expressa en forma de quocient:

(E) b 5 E 3 __7 d E
3 5 ) 32 c) 9 ) 24

Expressa en forma d’Unica arrel:

2738 b) 3350 o +/3/90004)V ¥/—1

Simplifica les operacions:
2
2 V35 . V2% b (V=27) - 53 ¢ V212:3/38 V3
2\/ 10°: /23
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32. Simplifica les operacions:

33.  a) Vx5: a3 b) (V10 ) J5(=2)8 - (=3)°
d)y/(=6)12: Y/ (=6)7 - 3

34. Simplifica les operacions:

1
2 _AN5.3/7= _3\\31.3/_72
2) i/?{/ﬁ: 53 b)( 4)°-3/(—4) 0 ((=7°)4~(=7)

23./25 ﬁ
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AUTOEVALUACIO

1. El resultat de les operacions seglients és:  (—6)3- (-6)> - (—6) i (12)7: (12)°

a) 6i122 b)1/6i125 ¢)-1/6 i122
2. El resultat de les operacions seguients és: (—=5)*- (=1)*- (6)* i (-8)": (5)’
a) (-30)*i (-3)” b)30*i(-8/5) c) 30%i (-3)’
3. El resultat de les operacions segiients és: ((—2)°)%;  ((-<1)°)7 i ((-5)%3)®
a) (=2)'% (1) i (5)%3 b) -2%%; (-1) i -5* ¢)(-2)*; (-1) i (-5)*
4. El resultat de les operacions seglients és: (8)3; (-2)* i (10°)?
a) 1/512; 1/16 i 1/10% b)1/83% -1/2%i 1/10%
5. El resultat de les operacions segiients és: (5/7)% (-1/3)% i (-2/5)*
a) 53/7% 1/32 i -2%/5° b)53/73 32 i 2%/5
6. El resultat de les operacions segiients és: (2/3)3 - (2/3)% - (2/3)>
a) 1 b) 2/3 c)-2/3 d) (2/3) - (-3/2)
7. Les expresions 3,1 - 10% i 0,0000000095 corresponen a :
a) 3100000000i9,5- 1010 b)310000000i9,5- 10  ¢)310000000i9,5 - 10°°
8. El resultat d'aquesta operacio és: (0,00098 +3-10%-4,2-10%)-2,5-10°
a) 124,5 b) 2407,5 c) 107,5 d) 140,75
9. El resultat de les operacions segiients és: Y—1331; v/256y 3/—1

a) -11,16,-1 b) 11,16, 1 c)-11,-16,-1
10. Les segiients expresions corresponen a: (—4)3/>; (3)¥2 i (=5)*3
a) V—43; V3i =54 b) 3/(—=4)3; V3i {/(=5)* c) —V43; V3i -(%
11. El resultat d’extraure factors d’aquests radicals és: /(—=5)* iv23 - 5°
a) (=5)-3(=5)i2-5*2-5 b) (=5)-3/(=5)i 50v/10c) (=5) - 3/(=5)i (-5)-3V(-5)
12. Les operacions seglients poden expressar-se: i/—(S):lZiB\/ V=18
3
V=5. o
5 V—18 b) 77— 3\/_ \/
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Resum

Que tenen en comu conceptes tan dispars com el nombre de conills
fills engendrats per una parella de conills, I'estructura d’un floc de
neu o l'interés que obtenim en depositar determinada quantitat de
diners en una entitat financera?

Darrere d’aquests casos ens trobem amb el concepte de successio.
Les successions numeriques tenen gran importancia i utilitat en
moltissims aspectes de la vida real, algun dels quals aniras
descobrint al llarg d’aquest tema.
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1. SUCCESSIONS DE NOMBRES REALS

1.1. Definicions

Una successio de nombres reals és una seqiiéncia ordenada de nombres.

Exemple:

e Les segilients seqliencies sén successions:
a) 1,2,3,4,5,6,..
a) 2,4,6,8,10,12,..

111111
S’anomena terme d’una successid a cada un dels elements que constitueixen la successio.

Per representar els diferents termes d’una successié s’usa una mateixa lletra amb distints subindexs.
Aquests subindexs indiquen el lloc que ocupa aqueix terme en la successio.

Exemple:

e En la successid a) tindriem que: as = 5, ja que és el terme de la successid que ocupa el cinqué
lloc.

e Enlasuccessid b), el tercer terme, es denotaria bs i correspondria al 6
. 1
e Enlasuccessio c), per exemple ¢; = 5

El realment important a I'hora d’anomenar els termes d’una successiod és el subindex perqué denota
el lloc que ocupen en la successid. Les lletres amb qué es designa la successio sén distintes per a
successions distintes i solen ser lletres minuscules.

S’anomena terme general d’una successio al terme que ocupa el lloc n-ésimo i s’escriu amb la lletra
gue denote a la successié (per exemple a) amb subindex n: (an)

Exemple:

e Als casos que estem considerant, els termes generals de les successions serien: an, bn y cn.

Si ens fixem, els valors que prenen els subindexs son nombres naturals, pero els termes de la successié
no tenen per que ser-lo, és a dir, els valors que pren la successido sén nombres reals. Per aixd, podem
definir successié de nombres reals de forma més rigorosa com:

Definicio:

S’anomena successié de nombres reals a una aplicacié que fa correspondre a cada nombre natural un
nombre real.

Activitats resoltes

. , ) 1
e En les successions anteriors, observem que: a0z = 1003, b12=24 i c37= e
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1. Escriu els deu primers termes de les successions seglients:

a) -1, -2, -3, —4,...
b)1,4,09,16,..
©135,7,..

1. Escriu el terme que ocupa el lloc 100 de cada una de les successions anteriors.

2. Sabem que un cos amb densitat suficient que cau lliurement sobre
la Terra té una velocitat que augmenta 9,8 m/s. Si en el primer
segon la seua velocitat és de 15 m/s, escriu en el teu quadern la
velocitat en els segons indicats en la taula. Observes alguna regla
que et permeta conéixer la velocitat al cap de 20 segons?
Representa graficament aquesta funcid.

Temps en segons

1

Velocitat en m/s

15

1.2. Formes de definir una successio

Hi ha diverses formes de definir una successio:

1. Donant una propietat que complisquen els termes d’agueixa successié

Exemple:

e Successio dels nombres parells: 2, 4, 6, 8, 10,...

e Successi6 dels nombres primers: 2, 3,5, 7, 11,..

e Successio dels nombres naturals acabats en 9: 9, 19, 29, 39, ...

e Successio dels quadrats dels nombres naturals: 1, 4, 9, 16,...

1. Donant el seu terme general o terme n-ésim:

Es una expressio algebraica en funcié de n.

Exemple:

e a,=n*+3

Sabent aco, podem construir els termes de la successié sense més que substituir n per
els nombres naturals. Aixi, tindriem:

Matematiques. 32 ESO. Capitol 3 : Successions
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a1=12+3=4
a,=22+3=7
a3=32+3=12
as=42+3=19
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1
° dn=(-1)"-
n
di=(-1)! 1= -1
(=121
d2=(-1) 2 2

ds = (-1)%; =

Bl Wk

di= (-1); =

2. Per una llei de recurréncia:

Es una expressio que permet obtindre un terme a partir dels anteriors

Exemple:

e Lasuccessio:
1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34,..
coneguda com a successié de Fibonacci s’obté amb la seglient llei de recurréencia:
ag1=a2=1,a,=0n-1+ Qn2

Es a dir, cada terme, excepte els dos primers, s’obté com a suma dels dos anteriors.

e Siga la successio de terme general: an = 2n + 3.

Els seus cinc primers termes sén: a1=5,02=7,03=9,a2=11,as =13

e Donada la successio en forma recurrent: a1=1, an = ap-1 + 3
Els seus quatre primers termes son:

a1 =1 (ja ve donat),

a,=1+3=4,

az3=4+3=7,

as=7+3=10
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3. Escriu els quatre primers termes de les successions seglients:

a) an=2n’+1
4in-1
a) bn = 3n

b) c1=1,¢ch=3¢cp-1+5
C) di=2, d2=5, dn=2dn1+dn2

4. Escriu l'expressio del terme general de les successions segiients:
a) {-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,...}
a) {0,3,38,15,24,35,...}
b) {2,4,6,8,10,..}

5. En una successid el primer terme és 2 i els altres s'obtenen sumant 4 al terme anterior. Trobar els 6
primers termes de la successio.

6. Un satel-lit artificial es va posar en orbita a les 17 hores i
30 minuts. Tarda a fer una volta completa a la seua
orbita 87 minuts. A) Completa al teu quadern la taula
adjunta. B) Escriu una expressid general que et
permeta conéixer I’hora en qué ha completat la volta n-
ésima. C) Busca una expressidé que et permeta conéixer
I’hora en funcid de I'hora de I'0rbita anterior. D)Busca
una expressio que et permeta conéixer I’"hora en funcié

de la primera. E) Quantes voltes completes
haura donat 20 dies més tard a les 14 hores?

Nr d’orbites 1 2 3 4 5 6

Hora en queé I’ha completat
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2. PROGRESSIONS ARITMETIQUES

Exemple:

® Alicia té en set dies un examen de Matematiques. Decideix preparar-lo fent cada dia tres
exercicis més que el dia anterior. Comenca hui fent dos exercicis. Si escrivim els exercicis que va
fent Alicia a mesura que passen els dies, son: 2,5, 8, 11, 14,...

Observem que els termes de la successio van augmentant en una quantitat constant:
3. Aquest tipus de successions s'anomenen progressions aritmétiques.

Una progressié aritmeética és una successié de nombres reals en que la diferéencia entre dos termes
consecutius de la successié és constant. A aquesta constant se I'anomena diferéncia de la progressio i
se sol denotar amb la lletra d.

D’una altra forma, en una progressio aritmética es verifica:
ai.1—ai=d

sent i qualsevol nombre natural

Es a dir, cada terme s’obté sumant a I'anterior la diferéncia, d:
a1 =ai+d

Exemple:

e La successio formada per els nombres naturals: {1, 2, 3, 4, 5,...} és una progressio aritmetica, ja
que cada terme s’obté sumant 1 al terme anterior.

Activitats resoltes
e Sigi1=3id=2,veurem com s’escriuen els cinc primers termes de la progressié aritmetica:
a1=3,
a,=a1+d=3+2=5
a3=a2+d=5+2=7
as=a3+d=7+2=9

gs=04+d=9+2=11

7. Assenyala raonadament si la seglient successio és una progressio aritmetica:

{1, 10, 100, 1000, 100000, ....}.

8. Calcula els tres primers termes d’una progressio aritmética sabent que el primer és 1 i la diferencia

és 2.
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2.1. Terme general d’'una progressio aritmetica

Una progressio aritmética, igual que ocorre amb totes les successions, queda perfectament
definida si coneixem el seu terme general. Anem a calcular-lo utilitzant la definicié que hem vist
de progressi6 aritmetica i suposant coneguts el primer terme a; i la diferencia de la successio,
d.

aidonat

a,=a1+d
as=a+d=m+d+d=0a1+2d
ar=as+d=a1+2d+d=a1+3d
as=az+d=01+3d+d=a1+4d
De forma general:

On=0p1+d=a1+(n-2)d+d=a1+(n—-1)d

Per tant, el terme general d’una progressié aritmetica és:
ar=a1+(n-1)d

Generalitzant aquest resultat, podem calcular el terme general d’'una progressio aritmetica
coneixent d i un altre terme de la progressio, no necessariament el primer:

Més general, el terme general d’una progressio aritmeética és:
an=ax+(n—k)d
Sent ak el terme de la progressié que ocupa el lloc k.

NOTES

1. Depenent del valor de d, ens podem trobar amb distints tipus de progressions aritmétiques:

a) Sid>0,la progressio és creixent, és a dir, cada terme és major que els anteriors. Per exemple:
{2,4,6,8, ...}

a) Si d < 0,la progressié és decreixent, és a dir, cada terme és menor que els anteriors. Per
exemple: {12,9, 6, 3, ...}

b) Sid =0, la progressid és constant, és a dir, tots els seus termes sén iguals. Per exemple: {4, 4,
4,4,..}

1. Depenent de les dades que tinguem, calcularem el terme general d’una progressié aritmética
d’una forma o una altra:

a) Siconeixem aiid, hemvist que:an,=a1+(n—1)-d
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a) Siconeixem un terme qualsevol aji d, sabem que: an=ax+ (n—k) d

b) Si coneixem dos termes qualssevol ar i as, ens faltaria la diferéncia d per a poder aplicar la
féormula anterior. Pero, com sabem que:

an=ar+(n—r)-d ique an=as+(n-s)d

ar—ag

podem aillar d en funcié der, s, ar i as i ens queda: d =
r—s

Activitats resoltes

Trobar el terme general d’una progressio aritmetica el primer terme del qual és 7 i la seua
diferéncia també és 7.

N’hi ha prou amb substituir en la férmula donada: an=a1+(n —1)d=7+(n—-1)7=7+7n -7 =
n.

Calcula el terme que ocupa el lloc 15 en una progressio aritmetica el primer terme de la qual és 2
i la diferencia és 3.

Enaquestcas,ais=01+(15—-1)-d=2+14-3=2+42 =44,
Calcula el primer terme d’una progressio aritmética amb as =6y d = —2.

as=a1+(5—1)d. Aillemai=as—4d=6 —4-(-2) = 14.

Donada una progressié aritmetica dos dels termes de la qual sén: a3 =4 i a1p = 18:

10.
11.
12,

13.

14.

a) Calcula la seua diferencia.

a) Calcula el seu terme general.

Calcula el primer terme d’una progressio aritmetica amb diferéncia 2 i aso = 60.

Quin és el terme general d’una progressio aritmetica amb a,; =45id =37

Els costats d’'un pentagon estan en progressio aritmetica de diferéncia 5. Sabent a més que el seu
perimetre és 65, calcula el valor dels costats.

Calcula els 5 primers termes d’'una progressid aritmetica de primer terme 2 i de diferencia 3.
Representa’ls graficament. Observa que la seua representacio grafica és un conjunt de punts aillats
que estan sobre una recta.

Calcula I'expressio general de les progressions aritmetiques:

a) De diferéncia d =2,5ide primer terme 2.
a) De diferéncia d = -2 i de primer terme 0.
b) De diferéncia d’1/3 i de segon terme 5.
c) De diferéncia d =4 i de cinqué terme 1.

15. Quants multiples de 7 estan compresos entre el 4 i el 893?
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2.2. Suma dels termes d’una progressio aritmetica

A una progressio aritmetica, la suma de dos termes equidistants és constant.

Es a dir, si els subindexs naturals p, g, r i s verifiquen que p + g =r + s, doncs: ap+ ag = ar+ as

La demostracié d’aquesta propietat és molt senzilla:
apt+ag=ar+d(p-1)+ai+d(@-1)=2a1+d(p+qg-2)
atas=ar+d-(r-1)+ai1+d(s-1)=2a1+d-(r+s-2)

lcom:p+q=r+s,aleshores: ap+aq=ar+ as

Volem calcular la suma dels n termes d’una progressio aritmética, Sp. Es a dir:
Sp=aitat+as+ ........ +ap2+tap-1tan

Aplicant la propietat commutativa de la suma, tenim que:
Sh=antanitanat........ +az+az+a

Sumant aquestes dues igualtats terme a terme obtenim:

2Sp=(ai+an) + (@z+an1) + (@ +ana) + ........ + (an2 + az) + (an-1 + a2) + (an + a1)

Com s’observa, els subindexs corresponents a cada parell de termes entre parentesis sumen
n+1, per la qual cosa la suma dels seus termes sera sempre la mateixa, doncs:

2Sp=(ar+an) + (a2t an1) +(@z+an2) +........ +(@n2+az) + (a1 + a2+ (an+ai) = n-(ar+
an)
Aillant Sy, :

n-(a; +ap)
n= f
La suma dels n primers termes d’una progressié aritmeética ve donada per:

_ n(aitan)

Gp=t
Activitats resoltes

e Suma els 30 primers termes de la progressio aritmetica: an = {17, 13,9, 5, 1, ...}.

Observem que d = —4. Per a aplicar la formula de la suma hem de calcular primer el terme que
ocupa el lloc 30, aso:

as=a1+(n—1)d=17 +(30 - 1):(-4) =17 + 29-(—4) =99
17+(-99)

Doncs: S30=30 - —1230
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e Troba la suma dels nombres imparells menors que 1000.

Hem de tindre en compte que els nombres imparells formen una progressié aritmetica de
diferéncia 2 iamés: a1 =1, n =500, asgo= 999
14999
2

16. Suma els 10 primers termes de la progressié aritmetica: {-5, 4, 13, 22, 31, 40, ...}

Doncs: Ssgo = 500-

=250000.

17. Troba la suma dels 50 primers multiples de 3.

18. En una successio aritmetica d’'un nombre imparell de termes el central val 12, quant valdra la suma
del primer més I'Gltim?

19. L'amo d'un pou contracta a un sauri per a conéixer la profunditat a qué es troba
I'aigua i aquest dictamina que a 5 m hi ha aigua en abundancia. Demana un
pressupost a un contractista, que li diu que el primer metre |li costara 50 euros i
per cada mig metre més 6 euros més que pel mig anterior. Quant li costara el pou
si es compleixen les prediccions?

20. Antoni s’ha comprat un mobil, perd no pot pagar-lo al comptat. Paga 60 euros
cada setmana, pero el venedor li puja 5 euros cada setmana en concepte de
pagament ajornat. Aconsegueix pagar-lo en 10 setmanes. Quant li va costar? Quant va pagar de
més? Quin percentatge suposa aquest recarrec sobre el preu de venda?

21. Un nadador s’entrena en una piscina de 50 m i vol controlar les
pérdues de velocitat per cansament. Cronometra en cinc dies
consecutius els temps que tarda a fer 2, 5, 8, 11, 14 llargs. A) Troba el
terme general de la successio a, que dona els metres recorreguts en el
dia n. B) Quants metres haura nadat en els dits cronometratges?
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3. PROGRESSIONS GEOMETRIQUES

Exemple:

e Un pare planeja ficar en una vidriola 1 € el dia que el seu fill xiquet de
bolquers complisca un any i duplicar la quantitat en cada un dels seus
aniversaris.

Es a dir, la successio els termes de la qual son els diners que fica
en la vidriola cada any és: {1, 2, 4, 8, 16,...}. v v

Observem que els termes de la successié van augmentant de manera L e
gue cada terme és l'anterior multiplicat per 2. Aquest tipus de successions s'anomenen
progressions geometriques.

Una progressio geometrica és una successid de nombres reals en qué el quocient entre cada terme i
I'anterior és constant. A aquesta constant es denomina radé de la progressid i se sol denotar amb la

z . a o q o o
lletra r. Es a dir, ;—“ = rsent i un nombre natural i sempre que a; siga diferent de zero.
i

O el que és el mateix, cada terme s’obté multiplicant I'anterior per la raé r:

aisa=4aj-r
Exemple:

e La successio: {1, 3, 9, 27, 81,...} és una progressié geometrica, ja que prenent dos termes
gualssevol consecutius, sempre s’obté el mateix quocient, que és 3, rad de la progressio.

3:1=9:3=27:9=81:27=3
3.1. Terme general d’una progressio geometrica

Una progressid geometrica, per ser una successié, queda totalment definida si coneixem el seu terme
general. Anem a obtindre-lo sense més que aplicar la definicié de progressié geometrica:

a; =arr

az=axr=ayrr=ayr’

as=asr=ayr’r=aprs

as=as-r=avr’r=art

Gn=Cp1-r=ar-r"2.-r=qgy-rt
Per tant, el terme general d’una progressié geometrica és:

an=ai-rt

Generalitzant aquest resultat, podem calcular el terme general d’'una progressié geomeétrica coneixent r
i un altre terme de la progressio, no necessariament el primer:

Més general, el terme general d’'una progressié geomeétrica és:
an=ak-r*

sent ax el terme de la progressié que ocupa el lloc k.
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Exemple:

NOTES

1.

La successié a, = 3 - 5™ és una progressié geometrica.

Depenent del valor de r, ens podem trobar amb distints tipus de progressions geomeétriques:

a) Sir > 1, la progressié és creixent, és a dir, cada terme és major que els anteriors. Per
exemple: {2, 4, 8, 16, ...}

a) Si0<r<1,laprogressio és decreixent, és a dir, cada terme és menor que els anteriors. Per
exemple: {90, 30, 10, 10/3, 10/9, ...}

b) Sir <0, la progressié és alternada, és a dir, els seus termes van canviant de signe segons el
valor de n. Per exemple: {-2, 4, -8, 16, ...}

c) Sir =0, la progressidé és la progressid6 formada per zeros a partir del segon terme. Per
exemple: {7,0,0,0, }

d) Sir=1,laprogressid és la progressié constant formada pel primer terme: {2, 2, 2, 2,...}

Depenent de les dades que tinguem, calcularem el terme general d’una progressio geometrica
d’una forma o una altra:

a) Siconeixemaiir, hemvist que:a,=az - r" 2.
a) Siconeixem un terme qualsevol axir, sabem que: a,=ax - r"*

b) Si coneixem dos termes qualssevol a, i ag, amb a, no nul, ens falta conéixer la rad r per a
poder aplicar la formula anterior. Perd, com sabem que:

an=ap-r"? ique an=aq-r1

. - o a-p |aq
podem aillar r en funcié de p, g, api aq i ens queda: r = —
ap

Activitats resoltes

Trobar el terme general d’una progressio geométrica el primer terme del qual és 7 i la seua rad
també és 7.

N’hi ha prou amb substituir en la férmula donada: ap,=a1-r"1=7-7"1=7",

Calcula el terme que ocupa el lloc 5 en una progressio geomeétrica el primer terme de la qual és 2
i rad 3.

Enaquestcas,as=a;-rt=2-3>1=2.34=162.

Calcula el primer terme d’una progressio geométrica amb as3=6ir=-2.

" 1 - . a
Aillem a1 de @, = a1 - r"* i tenim: a1 = —=.
. a 6 3
Peran=3,tenim:a1=— = =-==
r2 (=22 4 2
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22. Esbrina la rad d’una progressido geométrica el primer terme de la qual és 27 i el quart és 8.

23. El quart terme d’una progressio geometrica és 1/9 i larad 1/3. Troba el primer terme.
24. Troba el sisé terme de la seglient progressié geométrica: {V2, 2, 22, 4,...}

25. Donada una progressié geometrica dos dels termes de la qual sén: a3= -8 i as=-2048
a) Calcula la seua raé.
a) Calcula el seu terme general.

26. Una certa classe d’alga, anomenada clorella, es reprodueix duplicant la seua quantitat cada dos
hores i mitja. Al cap d’altres dos hores i mitja torna a duplicar la seua quantitat, i aixi
successivament. Si es té en el moment inicial un quilo, al cap de dos hores i mitja hi ha dos quilos. A)
Fes una taula de valors en queé indiques per a cada periode de reproduccié el nombre de quilos de
clorella. B) Indica el terme general. C) Al cap de 4 dies, han transcorregut 40 periodes, consideres
possible aquest creixement?

2.2. Producte dels termes d’'una progressiéo geometrica

En una progressié geometrica, el producte de dos termes equidistants és constant.

Es a dir, si els subindexs naturals p, g, ti s verifiquen que p + g = t + s, doncs: a,-aq = ar-as
La demostracio d’aquesta propietat €s molt senzilla:

ap-ag=ai- ,p—l - ap - rq—l - a12_ ,p—l i rq—l — 312' ’p+q_2

ar-as=ar- 't -ar-rirt=a sl = g2 fts2

lcom:p+q=t+s,aleshores: ap - ag=ar- as

Volem calcular el producte dels n termes d’una progressio geometrica, Pn. Es a dir:
Pr=ai-a-as-........ - @po * @n-1 - @n
Aplicant la propietat commutativa del producte, tenim que:

Ph=an-ani1-a@-—2:........ -as-az- ai

Prs=(a1-a2-az-........ “@p2-an-1-@n) - (@-anm-1-an2-........ asz-az-ai

P2 = (@ -an)-(@-an1)-(@-an2) - .c...... - (@n—2-as) - (an-1-a2) - (an- a)
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Com s’observa, els subindexs corresponents a cada parell de termes entre parentesis sumen
n+1, per la qual cosa el producte sera sempre el mateix en cada factor, aleshores:

Pr? = (a1 - an)n

Aillant Pp:

n-1

Po= (a1 q)=+a, 1 2
El signe sera positiu 0 negatiu depenent de la progressio.

El producte dels n primers termes d’una progressié geomeétrica ve donat per:

1

Po=+(a; ap)=+a, T 7
Activitats resoltes

e Troba el producte dels set primers termes d’una progressio geométrica el primer terme del qual
ésar=-1/8iradr=2

Observem que tots els termes de la successid sén tots negatius, per la qual cosa el producte
d’'un nombre parell de termes és positiu i que el producte d’un nombre imparell és negatiu.
Calculem a7 per a poder utilitzar la férmula deduida anteriorment:

1
a7=ar"l=—g 271=(-1/8)-26=-8

Aleshores: P7= £,/[(—1/8)(—8)]7= -1

27. El primer terme d’una progressié geometrica és 3 i el huité 384. Troba la rad i el producte dels 8
primers termes.

28. Calcula el producte dels 5 primers termes de la progressio: 3, 6, 12, 24, ...

3.3. Suma dels termes d’una progressido geometrica

A) Suma d’un nombre limitat de termes consecutius d’una progressiéo geomeétrica

Exemple:

e Joan ha comprat 20 llibres, pel 1r ha pagat 1 €, pel 29, 2 €, pel 39, 4 €, pel 49, 8
€ i aixi successivament. Com podem saber el que ha pagat en total sense
necessitat de fer la suma?

Es tracta d’'una progressié geometrica amb a1 = 1ir = 2. Es tractaria de calcular: a1 + a> + az +
... + azo. Anem a veure-ho en general, per a una progressiéo geometrica qualsevol:
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Volem calcular: Sp=a1+a2+as + ... + an-1 + an
Per a aix0, multipliguem aquesta igualtat per r:

r-Sp=r-ai1+r-a+r-as+..+r-an1+r-an
Pero com:a.=r- 01

as=r-ap

aa=r-as

an=1r"-0n-
La igualtat anterior queda:
r-Sp=0+as+aa+..+an+r-an

Restant:

r-S, = ax+az+as+..+an+r-an
— Sp=a1+a2+as+ ... +ap-1+0an

r-Sn—Spn=—a1+r-an
r-an—a . _
(r—l)-5n=r-an—al_)5n=rn—1lsemprequer¢1,|com an=a1-r"1

Aleshores:
n_
Sn= %sempre quer=1.

La suma dels n primers termes d’una progressiéo geometrica ve donada per:

_rap—a;_a;(r'"*-1)
r—1 r—1

Sn

sempre que r = 1.

Es considera r # 1 ja que si r = 1 la progressio és la progressio constant formada pel
primer terme: {a1, a1, a1, ai,...}1Sh=n-a

Analitzem la suma segons els distints valors de r:

a) Si |r] > 1, els termes en valor absolut creixen indefinidament i el valor de S, ve donat per la
formula anterior.

. ; . a . .
a) Si |r| < 1,la suma dels seus termes quan n és gran s'aproxima a S,, = ﬁ, jaquesien

n_q , < . . . ,
Sh = % elevem la raé |r| < 1 a una poténcia, quant major siga I'exponent n,
menor sera el valor de r i si n és prou gran, r’ s'aproxima a 0. Per aixo,
a; - (=1 a;
Sp = =

r—1 1—r

b) Sir=-1, els termes consecutius son oposats:{a1, —a1, a1, —a1,...} i S, és igual a zero si n és parell, i
igual a a1 si n és imparell. La suma de la serie oscil-la entre aqueixos dos valors.
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Activitats resoltes

Trobar la suma dels 11 primers termes d’una progressio geométrica sabent que el primer terme
és —2ilarad 3.

_rag—a; _ (=2)[(=3)"-1]
T o1 -3-1

Sn = —88574.

Trobar la suma dels 7 primers termes d’una progressio geometrica sabent que el seté terme és
20480, el primer és 5ila rad és 4.

Ara utilitzem la férmula: S, = —r'i"__lal
Substituint:

S = ra;—a,_20480-4-5 27305

7 B - - .

29. Un agricultor en la seua granja té 59049 litres d’aigua per a donar de beure als animals. Un dia va
utilitzar la meitat del contingut, al seglient la meitat del que li quedava i aixi successivament cada
dia. Quants litres d’aigua va utilitzar fins al sisé dia?

30. Suma els quinze primers termes d’una progressio geometricaenqueai=5ir=%

A) Suma d’un nombre il-limitat de termes consecutius d’una progressié geometrica

Queé ocorrera si repetim el procés anterior indefinidament? Es a dir, qué ocorrera si sumem un
nombre il-limitat de termes?

Depenent del valor de r sera possible 0 no obtindre la suma d’un nombre il-limitat de termes:

a) Sir=1,la progressio és la progressié constant formada pel primer terme: {a1, a1, a1, 01,...} isia1
és positiu la suma dels termes sera cada vegada major (si féra a1 negatiu seria la suma cada
vegada major en valor absolut, perd negativa). Per tant, si el nombre de termes és il-limitat,
aquesta suma sera infinita.

a) Si Ir| > 1, els termes creixen indefinidament i el valor de S, per a un nombre il-limitat de termes,
també sera infinit.

b) Si Ir| < 1, la suma dels seus termes s’aproxima quan n és grana S, = %

c)

Observem que la suma no depén del nombre de termes, ja que en fer-se cada vegada més
xicotets, arriba un moment en qué no es consideren.

Sir=-1, els termes consecutius sén oposats: {a1, —a1, a1, —a1,...} i Sp és igual a zero si n és parell,
i igual a a1 si n és imparell. La suma de la série oscil-la entre aqueixos dos valors per a un nombre
finit de termes. Per a un nombre de termes il-limitat no sabem si és parell o imparell, amb la

. a
qual cosa la suma no es pot realitzar llevat que a; = 0, casenque S =0 = ﬁ En la resta dels

casos diem que la suma d’infinits termes no existeix perqué el seu valor és oscil-lant.

d) Sir< -1, els termes oscil-len entre valors positius i negatius, creixent en valor absolut. La suma

dels seus infinits termes no existeix perque el seu valor també és oscil-lant.
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En resum,

La suma d’un nombre il-limitat de termes d’una progressié geomeétrica només pren un valor finit si

q a I g \
|r| <1, i aleshoress ve donada per: § = ﬁ En la resta dels casos, o val infinit, o no hi ha perque

oscil-la.

Activitats resoltes

e Calcula la suma de tots els termes de la progressié geométrica el primer terme dels quals és 4 i la

raé 1/2.
S=t="=8

e En una progressio geomeétrica la rad és 1/4 i la suma de tots els seus termes és 8. Quant val el

primer terme?

Aillem a; de: S = %i: a:=S(1-r)= 8 (1-1/4)=6

31. Calcula la suma dels infinits termes de la successio: 6, 3, 3/2, 3/4, ...

32. Tenim a la ma un quadrat d’area 1. Tallem els quatre cantons pels punts mitjans
dels costats. El nou quadrat, quina area té? Deixem els retalls damunt de la taula. |,
Quina area de retalls hi ha sobre la taula? Amb el nou quadrat que tenim a la ma
efectuem la mateixa operacié de tallar els quatre cantons i deixar-les sobre la taula,

i aixi successivament. Quina area tenen els successius quadrats que tinc a la ma? | AN

els retalls que queden sobre la taula? Troba la suma de les infinites arees de retalls aixi obtinguts.

33. De nou tenim un quadrat d’area 1 a la ma, i el tallem per les linies de punts com :
indica la figura. El tros major el deixem sobre la taula i ens quedem a la ma amb el :I
quadrat, al que tornem a tallar de la mateixa manera. | aixi successivament. Quina ,:
area tenen els successius quadrats que tinc a la ma? Creixen o disminueixen? Escriu
el terme general de la successié d’arees que tenim a la ma. | els retalls que queden
sobre la taula? Creix l'area o disminueix? Anem sumant arees, calcula la suma

d’aquestes arees si haguérem fet infinits talls.
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3.4. Aplicacions de les progressions geometriques
Fraccid generatriu

El curs passat vas estudiar com passar d’'un decimal periodic pur o periodic mixt a una fraccio.
Ara utilitzarem les progressions geometriques perqué comprengues millor el procés.
Exemple:

e Sitenim un nombre decimal periodic pur, el podem escriure com:
2,37=2 + 0,37 + 0,0037 + 0,000037...
O el que és el mateix:

+ 37 " 37 + 37 +
100 100-100 100-100-100

. . s s e 1
on els sumands a partir del segon formen una progressio geometrica de rad r = oo 1, la suma

infinita del qual val: § = 1% Per tant:

37 37
2+ 1oo_2+1oo 2+3_7 198, 37_285
1755 106 99 99 99

e Sitenim un nombre decimal periodic mixt, s’utilitza un procés semblant:
1,328 = 1,32 + 0,008 + 0,0008 + ...

O el que és el mateix:

8 8
1,32 +—— + +
1000 ~ 1000-10 1000-10-10

. . . N z 1
En aquest cas, els sumands a partir del segon formen una progressio geometrica de rad r = o<
1. Per tant:

8 296
1, 2+1°°°-1+ 2+ 2 =1+ =1+—=
3 1- % 0 3 900 100 900 900

Nota

Amb aquest procés estem il-lustrant el concepte de fraccié generatriu com a aplicacio de les
progressions geometriques, pero a efectes practics, és més comode efectuar-lo segons el
proces vist.

Capitalitzacio composta
L'interés compost |'estudiaras detingudament en el capitol 6,pero pero ara és interessant que sapies que

llavors usaras les progressions geomeétriques per a calcular-lo, i que tens un full de calcul per a fer les
operacions.

Si depositem en una entitat financera una quantitat de diners Co durant un temps t'i un redit r
donat en tant per u, obtindrem un benefici: | = Co-r-t anomenat interés.

La principal caracteristica de la capitalitzaci6 composta és que els interessos que es generen

en un any, passen a formar part del capital inicial i produeixen interessos als periodes
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seguents.

Aleshores:

e Al final del primer any, el capital sera el capital inicial Cp junt amb els interessos produits durant
aqueix any. Es a dir:

Ci=Co+1=Co+Corl=Co-(1+r)
e Al final del segon any, el capital que tindrem sera el capital que teniem en finalitzar el primer
any més els interessos produits aqueix segon any. Es a dir:

C=C1+Cirl1=C-(1+nN=C.(1+r)-(L+r)=Co- (1 +7r)?
Observant els capitals obtinguts: Ci, Co, ..., Cy concloem que es tracta d’'una progressio
geometrica de raé (1 + r). Per tant:
e L'any n-ésim, tindrem:
El capital final obtingut després de n anys donat un capital inicial Cp i un redit r donat en tant per u, és:
Cn= Co(]. +r)"
Activitats resoltes

e Vegem la fraccid generatriu de 23,45 com a aplicacid de les progressions geomeétriques.
23,45 = 23 + 0,45 + 0,0045 + 0,000045 + ...

O el que és el mateix:

45, 45 LI
100 100-100  100-100-100

23 +

. .. N 7 1
on els sumands a partir del segon formen una progressié geometrica de raé r = oo 1, la suma

infinita del qual val: § = = Per tant:

T.

45 45
o0 o0 45 2277 45 2322 258
23+ 10 =23 +10=23 4 =" ¢ ==
_1 99 99 99 99 99 1
100 100

e Depositem en un banc 1500 € al 3,5 % de capitalitzacio composta durant tres anys. Quants
diners tindriem en finalitzar el tercer any?

Utilitzem l'expressio: Cr= Co - (1 + r)t on Co= 1500 €, r = 0,035 perqué és el tant per u it = 3 anys.
Per tant: Ce= Co - (1 + r)t = 1500(1 + 0,035)3 = 1663,08 €

34. Calcula la fraccié generatriu del nombre 4,561

35. Un empresari acudeix a una entitat financera per a informar-se sobre com invertir els 6000 € de
beneficis que ha tingut en un mes. Li plantegen dues opcions.

a) Mantindre aqueix capital durant 5 anys al 3,5 % anual o

a) Rebre el 5 % del capital durant els dos primers anys i el 3 % els tres anys restants.
Quina opcid li interessa més?
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Successions. 3° d'ESO
CURIOSITATS. REVISTA

A) L’inventor de I'’escacs

Ja vam vore al capitol sobre poténcies la legenda sobre els escacs.
Ara pots utilitzar els teus coneixements sobre progressions per fer els
calculs:

Compte la llegenda com l'inventor dels escacs va presentar el seu

invent a un princep de I'india. El princep va quedar tan impressionat
gue va voler premiar-li generosament, per a la qual cosa li va dir: "Demana’m el que vullgues,
que t'el donaré".

L'inventor dels escacs va formular la seua peticio de la manera seguent :

"Desig que m’entregues un gra de blat per la primera casella del tauler, dos per la segona,
guatre per la tercera, huit per la quarta, setze per la cinquena, i aixi successivament fins la
casella 64".

La sorpresa va ser quan el secretari del princep va calcular la quantitat de blat que
representava la peticié de I'inventor, perque tota la Terra sembrada de blat era insuficient per a
obtindre el blat que demanava l'inventor.

Quin tipus de progressio s'utilitza? Aritmetica o geomeétrica? Quina és la raé?
Quants trilions de grans de blat demanava aproximadament?
Podries trobar el total de grans de blat utilitzant formules i usant la calculadora?

1+2+22+23+ . +2624 263

Potencies de 2 al tenis

poténcies de 2 també apareixen als tornejos de tenis. En molts
ejos s’enfronten els jugadors de la manera seglient: En la final
en dos jugadors; en la semifinal hi ha quatre; en els quarts de final hi
uit jugadors. Aixi, en cada ronda addicional la quantitat de jugadors
uplica, tal com ocorria amb els grans de blat en el tauler d’escacs. Si

el torneig tinguera 25 rondes, t'imagines quants hi hauria? Perque,
podrien participar quasi tots els habitants d’Espanya!! i amb 33 rondes,
podrien participar tots els habitants del planeta!!
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Successions. 3° d'ESO

Successio de Fibonacci

Per als que penseu que és impossible veure Matematiques fora de I'aula i molt menys en
la naturalesa, vos presentem un dels més bells conceptes matematics estretament
relacionat amb la naturalesa i I'art.

Es tracta d’una successié molt simple, en la que cada terme és la suma dels dos anteriors.
La successié comenca pel nombre 1,

| segueixamb 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584..., ja que
1=0+1;2=1+1;3=1+2;5=2+3;8=3+5;13=5+8;21=8+13... etc.

Una de les propietats més curioses, és que el quocient de dos nombres consecutius de la
série s’aproxima a I'anomenada “seccié auria” o “divina proporcio”.

Aquest nombre, descobert pels renaixentistes, és = 1,61803..., i se 'anomena amb la
lletra grega ¢. La successido formada pels quocients de nombres consecutius de la
successio de Fibonacci s’acosta rapidament, cap al nombre auri. Els grecs i renaixentistes
estaven fascinats amb aquest nombre i el consideraven I'ideal de la bellesa.

De fet, Leonardo da Vinci en la seua obra L’home de Vitrubio
utilitza aquest nombre per a aconseguir les perfectes
7> proporcions de la seua obra.

= Com pot ser que el quocient de dos nombres d’una seqiiéncia

| inventada per I'home es relacione amb la bellesa? Perque
i) perque la successio de Fibonacci esta estretament relacionada
i amb la naturalesa. Es creu que Leonardo va trobar aquests
- nombres quan estudiava el creixement de les poblacions de

/ conills. Suposem que una parella de conills tarda un mes a

: : aconseguir I’edat féertil, i a partir d’aqueix moment cada vegada
A Tl . engendra una altra parella de conills, que al seu torn

engendraran cada mes una parella de conills.

Quants conills hi haura al cap d’un determinat nombre de mesos?

Doncs si, cada mes hi haura un nombre de conills que coincideix amb cada un dels
termes de la successio de Fibonacci. Pareix magia, veritat?

Perquée moltes plantes, com les pinyes o les margarides segueixen una disposicid
relacionada també amb la successié de Fibonacci, la qual cosa il-lustra la famosa frase de

Galileu
“La naturalesa esta escrita en llenguatge matematic”.
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Successions. 3° d'ESO
RESUM

Concepte Definicio Exemples

Progressio 3 ., . o 2,5,8,11,14,17, ...
. Es una successio de nombres reals en que la diferéncia
aritmetica . L
entre dos termes consecutius de la successid és constant.

A aquesta constant se 'anomena diferéncia de la
progressio i se sol denotar amb la lletra d.

Terme general an=2+3n
an = ak + (n — k) sent ax el terme que ocupa el lloc

Kk

Suma dels n Ss =(8/2)-(2+(2+3-8)) =

n-(a; +a
:M 4.-(4+24)=4-28=112

primers termes Sn >

Progressio

. Es una successié de nombres reals en qué el quocient (3, 6, 12, 24, ...
geometrica

entre cada terme i I'anterior és constant. A aquesta 1,1/2. 1/4, 1/8...

constant es denomina rad de la progressid i se sol

Ait+1

denotar amb la lletra r. Es a dir, = rsentiun nombre

aj
natural.

Terme general |a, = ax- r"* sent ai el terme de la successié que ocupa el lloc k |a, =3 - 2"

an=1-(1/2)"
Suma - Per a r# 1,i un nombre finit de termes: Ss=3(28-1)/(2-1) =
S, = "= a1 3(256 — 1) = 3(255) = 765.

r—1 r—1

- Per ar# 1,i una quantitat il-limitada de termes: S = 1a—1

T |s=1/(1-1/2)=2

Producte dels n ne1
. - A= 4a. o Ps = + J(3-3-28)%=(3 -
primers termes Pn=1ty(a;-ap)"=ta,-r 9 ( )7=(
24)9
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Successions. 3°d'ESO
EXERCICIS | PROBLEMES

1. Calcula el terme que ocupa el lloc 100 d’una progressidé aritmetica el primer terme del qual és igual
a 4iladiferencia és 5.

2. Eldesé terme d’una progressio aritmetica és 45 i la diferencia és 4. Troba el primer terme.

3. Sabent que el primer terme d’una progressié aritmetica és 4, la diferencia 7 i el terme n-esim 88,
troba n.

4. Troba el primer terme d’una progressié aritmetica i la diferéncia, sabent que a3 = 24 i a10 = 66.

5. Elterme sisé d’una progressié aritmética és 4 i la diferéncia 1/2. Troba el terme 20.

6. Calcula els costats d’un triangle rectangle sabent que les seues mesures, expressades en metres,
estan en progressio aritmeética de diferencia 3.

7. Troba tres nombres que estiguen en progressid aritmetica i tals que, augmentats en 5, 4 i 7 unitats
respectivament, siguen proporcionalsa 5, 6i9.

8. Calcula la suma dels multiples de 59 compresos entre 1000 i 2000.

9. El producte de tres termes consecutius d’una progressié aritmeética és 80 i la diferencia és 3. Troba
els dits termes.

10. Quants termes cal sumar de la progressio aritmetica 2, 8, 14,... per a obtindre com resultat 1064?

11. La suma de n nombres naturals consecutius presos a partir d’11 és 1715. Quants termes hem
sumat?

12. Sabent que el cinqué terme d’una progressié aritmetica és 18 i la diferencia és 2, troba la suma dels
nou primers termes de la successio.

13. La suma de tres nombres en progressid aritmética és 33 i el seu producte 1287. Troba aquests
nombres.

14. Tres nombres en progressid aritmeética tenen per producte 16640; el més xicotet val 20. Troba els
altres dos.

15. El producte de cinc nombres en progressio aritmeética és 12320 i la seua suma 40. Troba aquests
nombres sabent que sén enters.

16. Calcula tres nombres sabent que estan en progressidé aritmética, que la seua suma és 18 i que la
suma del primer i del segon és igual al tercer disminuit en dues unitats.

17. La suma dels onze primers termes d’una progressio aritmetica és 176 i la diferéncia dels extrems és
30. Troba els termes de la progressio.

18. Troba quatre nombres en progressio aritmetica, coneixent la seua suma, que és 22, i la suma dels
seus quadrats, 166.

19. La diferencia d’'una progressio aritmetica és 4. El producte dels quatre primers termes és 585. Troba
els termes.

20. Troba els sis primers termes d’una progressié aritmeética sabent que els tres primers sumen -3 i els
tres ultims 24.

21. En una progressio aritmetica I'onzé terme excedeix en 2 unitats al huité, i el primer i el nové sumen
6. Calcula la diferencia i els termes mencionats.

22. En una progressio aritmeética, els termes segon i tercer sumen 19, i els termes cinqué i seté sumen
40. Troba'ls.

23. Sabent que les mesures dels tres angles d’un triangle estan en progressio aritmetica i que un d’ells
medeix 1009, calcula els altres dos.

24. Troba les dimensions d’un ortoedre sabent que estan en progressio aritmeética, que sumen 78 m i
gue el volum de I'ortoedre és de 15470 m.

25. Els sis angles d’un hexagon estan en progressié aritmetica. La diferéncia entre el major i el menor és
602. Calcula el valor de cada angle.
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Successions. 3° d'ESO

26. Les longituds dels tres costats d’un triangle rectangle estan en progressié aritmeética i sumen 36
metres. Quant medeix cada costat?

27. Un coronel mana 5050 soldats i vol formar amb ells un triangle per a una exhibicid, de manera que
la primera fila tinga un soldat, la segona dos, la tercera tres, etc. Quantes files han d’haver-hi?

28. Pel lloguer d’una casa s’acorda pagar 800 euros al mes durant el primer any, i cada any
s’augmentara el lloguer en 50 euros mensuals. Quant es pagara mensualment al cap de 12 anys?

29. Les edats de quatre germans formen una progressié aritmeética, i la seua suma
és 32 anys. El major té 6 anys més que el menor. Troba les edats dels quatre
germans.

30. Un esquiador comenca la pretemporada d’esqui fent peses en un gimnas durant
una hora. Decideix incrementar I'entrenament 10 minuts cada dia. Quant temps
haura d’entrenar al cap de 15 dies? Quant temps en total haura dedicat a
I’entrenament al llarg de tot un mes de 30 dies?

31. En una sala de cine, la primera fila de butaques dista de la pantalla 86 dm, i la
sisena, 134 dm. En quina fila estara una persona si la seua distancia a la pantalla és de 230 dm?

32. Calcula el terme onzé d’una progressio geometrica el primer terme del qual ésiguala 1ila rad és 2.

33. El cinqué terme d’una progressié geometrica és 81 i el primer és 1. Troba els cinc primers termes de
la progressio.

34. En una progressié geomeétrica de primer terme 7 i rad 2, un cert terme és 28672. Quin lloc ocupa el
dit terme?

35. Sabent que el seté terme d’una progressié geométrica és 1ilarad 1/2, troba el primer terme.

36. En una progressidé geometrica se sap que el terme quinzé és igual a 512 i que el terme desé és igual
a 16. Troba el primer terme i la raé.

37. Descompon el nombre 124 en tres sumands que formen progressidé geometrica, sent 96 la
diferéncia entre el major i el menor.

38. El volum d’un ortoedre és de 3375 cm3. Troba la longitud de les seues arestes, sabent que estan en
progressio geometrica i que I'aresta intermédia mesura 10 cm més que la menor.

39. Troba el producte dels huit primers termes de la progressié 3, 6, 12, 24, ...

40. Troba la suma dels deu primers termes de la progressié geometrica 3, 6, 12, 24,...

41. La suma dels huit primers termes d’una progressid geometrica és 17 vegades la suma dels quatre
primers. Troba el valor de la raé.

42. Troba la suma dels termes de la progressio il-limitada: 8, 4, 2, 1,...

43. Troba tres nombres en progressié geometrica sabent que la seua suma és 26 i el seu producte 216.

44. Calcula el producte dels onze primers termes d’una progressid geometrica sabent que el terme
central val 2.

45. Tres nombres en progressié geometrica sumen 525 i el seu producte val un milié. Calcula’ls.

46. Determina quatre nombres en progressié geometrica de manera que els dos primers sumen 0,5 i els
dos ultims 0,125.

47. Quants termes s’han pres en una progressié geometrica, sabent que el primer terme és 7, I'Gltim
448 i la seua suma 8897

48. La suma dels set primers termes d’una progressido geomeétrica de rad 3 és 7651. Troba els termes
primer i seté.

49. Troba tres nombres en progressié geométrica el producte del qual és 328509, sabent que el major
excedeix en 115 a la suma dels altres dos.

50. Tres nombres estan en progressio geometrica; el segon és 32 unitats major que el primer, i el tercer,
96 unitats major que el segon. Troba els nombres.
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51. Troba els quatre primers termes d’una progressié geometrica, sabent que el segon és 20 i la suma
dels quatre primers és 425.

52. Troba els angles d’'un quadrilater, si se sap que estan en progressié geometrica i que el major és 27
vegades el menor.

53. Les dimensions d’un ortoedre estan en progressié geometrica. Calcula aquestes dimensions sabent
que el seu perimetre és 420 m’i el seu volum 8000 m3.

54. Divideix el nombre 221 en tres parts enteres que formen una progressio geometrica tal que el tercer
terme sobrepassa al primer en 136.

55. La suma de tres nombres en progressié geomeétrica és 248 i la diferéncia entre els extrems 192.
Troba els dits nombres.

56. Troba quatre nombres en progressié geomeétrica sabent que la suma dels dos primers és 28 i la
suma dels dos ultims 175.

57. En una progressio geomeétrica, els termes primer i quinzé sén 6 i 54, respectivament. Troba el terme
sisé.

58. Una progressidé geometrica té cinc termes, la rad és igual a la quarta part del primer terme i la suma
dels dos primers termes és 24. Troba els cinc termes.

59. Troba x perqué x — 1, x + 1, 2(x + 1) estiguen en progressié geomeétrica.

60. A una corda de 700 m de longitud se |i donen dos talls, de manera que un dels trossos extrems té
una longitud de 100 m. Sabent que les longituds dels trossos estan en progressié geomeétrica,
determina la longitud de cada tros.

61. Troba la fraccié generatriu del nombre decimal 0,737373..., com a suma dels termes d’una
progressio geometrica il-limitada.

62. Es té un deposit de vi que conté 1024 litres. L'l d’octubre es va buidar la mitat del contingut;
I’endema es va tornar a buidar la mitat del que quedava, i aixi successivament tots els dies. Quina
guantitat de vi es va traure el dia 10 d’octubre?

63. Donat un quadrat d’1 m de costat, unim dos a dos els punts mitjans dels seus costats; obtenim un
nou quadrat, en el que tornem a efectuar la mateixa operacid, i aixi successivament. Troba la suma
de les infinites arees aixi obtingudes.

64. Tres nombres la suma del qual és 36 estan en progressio aritmetica. Troba els dits nombres sabent
gue si se’ls suma 1, 4 i 43, respectivament, els resultats
formen una progressié geometrica.

65. Triangle de Sierspinky: Construirem un fractal. Es partix d’un A A é
triangle equilater. S'uneixen els punts mitjans dels costats i es
formen quatre triangles. S’elimina el triangle central. En cada
un dels altres tres triangles es repeteix el procés. | aixi successivament. A la figura formada per
iteracid infinita se la denomina Triangle de Sierspinky, i és un fractal. Imagina que el primer triangle
té una area A. Quan apliquem la primera iteracio, I'area és (3/4)A. | en la segona? Escriu la successid
de les arees. Es creixent o decreixent? Imagina ara que la longitud de cada costat del triangle inicial
és L. Escriu la successié de les longituds. Es creixent o decreixent?
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Successions. 3° d'ESO
AUTOEVALUACIO

1. Quina és la rad de la seglient progressié geometrica: a, 5-3"1?

a)5 b)3 c¢)2 d)Noésunaprogressié geometrica

2. En la successié de multiples de 13, el 169 ocupa el lloc:
a)l b) 2 c) 13 d) 169

3. La suma dels deu primers termes de la progressié aritmetica: 7, 13, 19, 31,... és:
a) 170 b) 34 c) 19 d) 340

4, La successid 5, 15, 45, 135, 405, 1215...:

a) Es una progressié geomeétrica de raé 5 b) Es una progressié aritmeética de
diferencia 5

c) Es una progressié geomeétrica de rad 3 d) Es una progressié aritmetica de
diferéncia 3.

5. Siga la successio: 2, 10, 50, 250, 1250... el seu terme general és:

a)an=2-5"Y b)a,=2-2"1 ¢)a,=55"1 d)a,=52"1

6. Quant sumen les poténcies de 2 compreses entre 21 j 210?

a) 1022 b) 2046 c) 1024 d) 2048
7. La progressié aritmetica el primer terme de la qual és 1 i la seua diferéncia 2, té com a terme
general:

a)an=2n b) ap=2n+1 c)an=2n-1 d)an=2n-2
8. Quin éselvalordelasuma:1+3+5+7+...+999?
a) 500.000 b) 250.000 c) 50000 d) 25000

9. Maria esta preparant I'examen de selectivitat. Per a no deixar tota la materia per al final ha
decidit estudiar cada dia el doble de pagines que el dia anterior. Si el primer dia va estudiar tres
pagines, quantes haura estudiat al cap de 7 dies?

a) 381 b) 192 c) 765 d) 378

10. A Robert li han tocat 6000 € en la loteria i decideix depositar-los en el banc a un tipus d’interés
compost del 4 %. Quants diners tindra al cap de 5 anys?

a)6240€  b)6104€ ) 7832,04€ d)7299,92 €
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Resum

Segons avancem en els nostres estudis es van ampliant els nostres coneixements, en particular els de
Matematiques. A¢d no es deu a cap tipus de capritx, tot al contrari: al llarg de la historia les
Matematiques es desenrotllen espentades per les necessitats de les persones. Es indubtable la
conveniéncia que una persona tinga soltesa amb els nombres i les seues operacions basiques: suma,

resta, multiplicacid i divisié. Per soltesa no ha d’entendre’s
gque se sapia de memoria “totes” les taules de multiplicar,
sind que siga conscient del que significa realitzar una
operacid concreta, que siga capac de donar resposta a
preguntes quotidianes que es resolen operand
adequadament les dades disponibles. Per a aqueix proposit
és util fomentar la nostra capacitat d’abstraccio; ella ens
permet reconéixer com a equivalents situacions en
aparenca molt allunyades. En aquest capitol es va a fer un

pas en aqueix sentit en manipular, manejar, dades
numeriques no concretats, no coneguts, a través d’indeterminades o variables. D’aqueixa manera
apareixeran les expressions algebraiques i, dins d’elles, unes expressions particulars d’abundant Us i
simplicitat d’exposicio, els polinomis.
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1. INTRODUCCIO. EXPRESSIONS ALGEBRAIQUES

1.1. Introduccio

No cal imaginar situacions rebuscades perqué, a I’hora de realitzar un raonament, ens topem
amb alguna de les quatre operacions matematiques basiques: suma, resta, multiplicacido o
divisio.

Exemples:

(N L0 Thadl 1 SSILITITIR

® El pare, la mare i el fill han anat al cine i les entrades han costat 27 euros. Per a
calcular el preu de cada entrada es divideix entre 3: 27/ 3 = 9 euros.

® Si comprarem pasta de te i el preu d’un quilogram és de 18’3 euros, resulta >
habitual que, segons va la dependenta introduint pastes en una safata, anem veient I'import final. Per

a aixo si la safata esta sobre una balanca, executem l'operacié 18'3:x ON x és la quantitat de
guilograms que ens ha indicat la balanca. Després de cada pesada, el resultat d’aqueixa multiplicacio
reflectix I'import de les pastes que, en agueix moment, conté la safata.

® Suposem que tenim un contracte amb una companyia de telefonia mobil pel que paguem 5
centims d’euro per minut, aixi com 12 centims per establiment de
telefonada. Amb aqueixa tarifa, una telefonada de 3 minuts ens costara:

(0'05-3) +0'12 = 0'15 + 0'12 = 0'27 eyros

Pero quin és el preu d’'una telefonada qualsevol? Com desconeixem la seua
duracid, ens trobem amb una quantitat no determinada, o indeterminada,
per la qual cosa en qualsevol resposta que donem a la pregunta anterior s’apreciara I'abséncia d’aqueix
dada concreta. Podem dir que el cost d’una telefonada qualsevol és

(0’05 . X) + 0’12 = 0’05 X+ 0,12 euros

on xassenyala |3 seua duracié, en minuts.

1. A finals de cada mes 'empresa de telefonia mobil ens proporciona la
factura mensual. En ella apareix molta informacié, en particular, el
nombre total de telefonades realitzades (N) aixi com la quantitat total
de minuts de conversacié (M). Amb les dades de l'anterior exemple,
justifica que I'import de les telefonades efectuades durant aqueix mes és:

(0,05 . M) + (0’12 . N) == 0’05 . M + 0’12 . N euros

Exemple:

® Esben coneguda la férmula de I'area d’un rectangle de base b i altura as

A=b-h h

En tots aquests exemples han sorgit expressions algebraiques.
b

Matematiques. 32 ESO. Capitol 4: Expressions algebraiques. Autor: Eduardo Cuchillo Ibafez

Traduccio: Pei(n-i Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Marea Verd

www.apuntesmareaverde.org.es




1.2. Expressions algebraiques

Anomenarem expressio algebraica a qualsevol expressié matematica que es construisca amb nombres i
les operacions matematiques basiques: suma, resta, multiplicacié i/o divisié. En una expressiod
algebraica pot haver-hi dades no concretades; segons el context, rebran el nom de variable,

indeterminada, parametre, entre altres.

Si en una expressio algebraica no hi ha variables, la dita expressié no és més que un nombre:

Exemple:
3-(=7) 1= 21 1= 21 1_—21 1_—21-15 1_—315 L
% 2 ''T33 257 T2 10Tz YTz TR
5 3 5-3 3-5 15 15 15
_—315+2_—313
2 2 2

Al fixar un valor concret per a cada indeterminada d’una expressié algebraica apareix un nombre, el
valor numeric d’aqueixa expressio algebraica per a tals valors de les indeterminades.

A=nrg
Ar=nrg + nr?

V:%.‘rr"-h

Exemple:

® Elvolum d’un con ve donat per I'expressié algebraica:

V—1 2. h
=gmer

en la que r és el radi del cercle base i h és la seua altura. D’esta manera, el volum d’un con la
base del qual té un radi de 10 cm i d’altura 15 cm és igual a:

V=§7t-r2-h=§n-102-15=500-ncm3_
® L'area lateral del con ve donada per AL = 1:r-g, on r és el radi de la base i g la generatriu. La
superficie total és AT=m-r-g + ner
® L'expressi6 algebraica que representa el producte dels quadrats de dos nombres qualssevol Xi
Yes simbolitza per x? ¥ sienellafixemX = —2jy = %resulta
(2% QP =4 z=%

® Sial’expressio

X
2
particularitzem les tres variables amb els valors

x=4'y=—1'z=%

6
7+ +x-y3—g

Autor: Eduardo Cuchillo Ibdfez
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sorgeix el nombre

7+4+4 1)3 6 =742—-4-12=-7
2 =D 1/2 B

En una expressi6é algebraica pot no tindre sentit donar algun valor a certa indeterminada. En
efecte, en I'tltim exemple no és possible fer 2 =0,

f// J
\
| i |

2. Escriu les expressions algebraiques que ens proporcionen la longitud d’una
circumferencia i 'area d’un trapezi.

3. Reescriu, en llenguatge algebraic, els segiients enunciats, referits a dos nombres qualssevol Xi Y:
a) El triple de la seua diferéncia b) La suma dels seus quadrats c) El quadrat de la seua suma

d) L'invers del seu producte e) La suma dels seus oposats d) El producte dels seus
quadrats

4. Una botiga de roba anuncia en els seus aparadors que esta de rebaixes i
que tots els seus articles estan rebaixats un 30 % sobre el preu imprés en cada
etiqueta. Escriu el que pagarem per una peca en funcié del que apareix en la
seua etiqueta.

5. Calcula el valor numéric de les segiients expressions algebraiques per al valor o valors que
s'indiquen:

4
a) —3x2+;—5perax:—2'

a+b
2—-b3

. p2 — 1,1
+a-b 1peraa—|b—2_

b) 3b + .

6. |ndica, en cada cas, el valor numéric de I'expressié X — 2y + 3z,
a) x=1y=2,z=1
b) x=2,y=0z=-1
c) x=0y=1,z=0

7. Calcula el valor numéric de les segiients expressions algebraiques per al valor o els valors que

s'indiquen:
2 2 2 2 . 2
a)X +2x—-T7perax=2 b)y(a+b) —(a +b)peraa=3ib=-2 c)c +3c+7
perac = 1.
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2. POLINOMIS. SUMA | PRODUCTE

2.1. Monomis. Polinomis

Unes expressions algebraiques de gran utilitat son els polinomis, la versi6 més simple i, dels
guals al mateix temps, generadora d’ells s6n els monomis.

Un monomi ve donat pel producte de nombres i indeterminades. Anomenarem coeficient d’un
monomi al nombre que multiplica a la indeterminada, o indeterminades; la indeterminada, o
indeterminades, conformen la part literal del monomi.

Exemples:

L'expressié que ens proporciona el triple d’'una quantitat, 3-x, és un
monomi amb una Unica variable, x, i coeficient 3.

1 2
El volum d’un con, 37 7" h, és un monomi amb dues indeterminades, T

h : _ 17-[ . T2 h
, i coeficient 3. La seua part literal és .

. 3.2, ,2
Altres monomis: 502b3,\/§'x YTz

L 2 3 . . .
L'expressio Sxy +\/§Xy_;xesta formada per tres termes, tres monomis. Cada un té un
coeficient i una part literal:

Al primer, 5xy2, el coeficient és 5 i la part literalXy?
Al segon, \/§XY, té per coeficient V3 part literalXy

3 3
| al tercer, — 7%, el coeficient és ~ Zi la part literal *

Atenent a I'exponent de la variable, o variables, adjudicarem un grau a cada monomi d’acord amb el
criteri seguent:

Quan hi haja una Unica indeterminada, el grau del monomi sera I'exponent de la seua
indeterminada.

Si apareixen diverses indeterminades, el grau del monomi sera la suma dels exponents
d’aqueixes indeterminades.

Exemples:

3x és un monomi de grau 1 en la variable x.

1 r2 s : ; i rih

3 és un monomi de grau 3 en les indeterminades i 1.
2,3, . .

5a°b” és un monomide grau5enaib.

3 2 2, . .
V2-x%.y%.z és un monomi de grau7enX,YiZ,

Un nombre pot ser considerat com un monomi de grau 0.
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8. Encadaundels seglients monomis assenyala el seu coeficient, la seua part literal i el seu grau:

o —12x3
e a*b3c
o  4xy?

Un polinomi és una expressio construida a partir de la suma de monomis. El grau d’un polinomi vindra
donat pel major grau dels seus monomis.

Exemples:

1
* 3 x?—=7-x%+ 245 un polinomi de grau 3 en la variable *.
o —3-y*+8-x*+2 xgsun polinomi de grau 4 en les indeterminades Xi V.

o 4-x*-y* =743 y%ssun polinomi de grau 5 en Xi V.

® X—2-Y+6-Zsun polinomide graulen¥, YiZz
Tant en aquesta seccié com en la seguent ens limitarem, basicament, a considerar polinomis
amb una Unica variable. Es habitual escriure els diferents monomis d’un polinomi de manera
gue els seus graus vagen en descens per a, amb aquest criteri, apreciar en el seu primer
monomi quin és el grau del polinomi.
L'aspecte generic d’un polinomi en la variable xés
ApX™ + A x™ 1+ + ayx? + a;x + a,

on els coeficients @kSON nombres. El monomi de grau zero, %o, rep el nom de terme independent.
Direm que un polinomi és monic quan el coeficient del seu terme de major grau és igual a 1.

Exemples:

1
—3x* + gxz + 2és un polinomi de grau 4 en la variable X, el terme independent de la qual és 2,
4y® + 3y — 7és un polinomi de grau 3 en la indeterminada Yamb terme independent 7.

2 — 32z + 1245 un polinomi de grau 2 en Z. A més, és un polinomi monic.

* 3x+9ésun polinomide grau 1 en X,

9. Para cada un dels segiients polinomis destaca el seu grau i els monomis que el constitueixen:
o S5x*+7x%—x
e 6x%2+10—2x3
o 2xy3 —x° + 7x%y?
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Com ocorre amb qualsevol expressio algebraica, si fixem, o triem, un valor concret per a la
variable d’'un polinomi apareix un nombre: el valor numeric del polinomi per a aqueix valor

determinat de la variable. Si hem anomenat Pa un polinomi, a I'avaluacio de Pen, per exemple,
el nombre —3la denotarem per P(=3), i llegirem "o de menys tres” 0 "p en menys tres”. Amb
aquest criteri, si Pés un polinomi la indeterminada del qual és la variable X, podem referir-nos a
ell com Po P(X)indistintament.

D'aquesta forma apreciem que un polinomi pot ser entés com una manera concreta d’assignar a cada
nombre un altre nombre.

Exemples:

. . e 4, 1,2 —
®* Siavaluem el polinomi P = —=3x™ +-x” + 2¢n X = Sens trobem amb el nombre

e p(5)=-3-5*+:-52+2=—3.625+5+2=—1875+7 = —1868
[}
® Elvalor del polinomi q(y) = 4y* +3y - Tperay = —1lgs
e g(-D=4-(-1)3*+3-(-1)-7=4-(-1)-3-7=-4-10=-14
[}

® En particularitzar el polinomi 7 = z? =32 + 12¢n z = Oresulta el nombre 7(0) = 12,

10. considerem el polinomi p(x) = x* = 3x + 2 Troba els seglients valors numerics de P:
p(0), p(1), p(=1), p(—=2)ip(1/2),
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2.2. Suma de polinomis

Com un polinomi és una suma de monomis, la suma de dos polinomis és un altre polinomi. A I’hora de
sumar dos polinomis procedirem a sumar els monomis de la mateixa part literal.

Exemples:

* Lasuma dels polinomis —3x* + %xz +2j —x* + 4x? — 5x — 645 el polinomi
(=3x* +2x2 +2) + (—x* +4x% = 5x — 6) = (=3x* —x) + cx% +4x?) —5x + (2-6) =
) (-3-1)-x*+ (G +4) 22 —5x+(2-6) = —4x* + =x% —5x — 4
o (G5x?—=3x+1D)+(x*+4x—-7)=(0GBx*+x)+(-3x+4x)+(1-7)=6x>+x—6
o (2x3+ 1)+ (—x*+4x)=—x*+2x3+4x+1
e (X*+9+(—x3+2)=11
.

3xy + 5xy + 2x = 8xy + 2x

En el seglent exemple sumarem dos polinomis disposant-los, adequadament, un sobre un
altre.

Exemple:

4x° +2x* +x3 —5x2 +x+ 4
+—7x> +4x3+5x>—-3x—-6

—3x5 +2x* +5x3—2x—2

Propietats de la suma de polinomis

Propietat commutativa. Si p i g son dos polinomis, no importa I'orde en queé els col-loquem a I’"hora de
sumar-los:

ptq=q+p

Exemple:

(4x? =2x+7)+(—x34+x2=3x+1)=—x3+ 4x>+x3)+(-2x—3x)+ (7 + 1)
= —x3+5x>—-5x+8

(3 +x2-3x+1D)+(@Ux?-2x+7)=—x3+ (x*+4x)+(-3x—-2x)+ (1 + 7)
=—x3+5x>-5x+38

Propietat associativa. Ens assenyala com es poden sumar tres o més polinomis. Basta fer-lo agrupant-
los de dos en dos:

P+ +r=p+(@+7)
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Exemple:

(4x? =2x+7D)+(—x3+x2=3x+ 1D+ (x—-6)={Ux?2—2x+7—x34+x?2-3x+ 1)+ (x—6) =
(—x3+5x2=5x+8)+ (x—6) = —x3+5x2 —4x + 2

També:

(4x? =2x+ 7D+ (—x3+x2=-3x+ 1D+ (x—-6)=(Ux? —2x+7)+ (—x3>+x?*—-3x+1+x—6) =
(4x? = 2x+7)+ (—x3 +x2 —2x —5) = —x3 + 5x% — 4x + 2

11. Realitza les seglients sumes de polinomis:
o (—x3+x—5)+ (2x%2+5x +4) + (—4x3 — 2x% + 3x)
o X2+ +(—2x+4)+(—6x3+3x2+x+1)—x?

Element neutre. Hi ha un polinomi amb una propietat particular: el resultat de sumar-lo amb qualsevol
altre sempre és aquest ultim. Es tracta del polinomi donat pel nombre 0, el polinomi zero.

Exemple:
0+ (-7x3+3x+7)=(-7x3+3x+7)+0=-7x3+3x+7

Element oposat. Cada polinomi té associat un altre, al qué anomenerem el seu polinomi oposat, tal que
la suma d’ambdds és igual al polinomi zero. Aconseguim el polinomi oposat d’'un donat, simplement,
canviant el signe de cada monomi.

Exemple:

. . — 4 3 , 4 3 .
® El polinomi oposat de P = —2X" +x° + 2x — 745 2x* — x> —2x + 7 3] qué denotarem com
- P. Ratifiquem que la seua suma és el polinomi zero:

(—2x*+x3+2x—-7)+ (2x*—x3-2x+7)
=(-2x*+2xMH+ (32 -2+ 2x-2x)+(-7+7)=0

12. Escriu el polinomi oposat de cada un dels polinomis segiients:
o 2x3—-2x*-3x+9
o —5x
o —x3+7x

13. considera els polinomis P = x*—x+ 1q= —x% + 2x — 3, aixi com el polinomi suma S =P *+ ¢,

Troba els valors que adopta cada un d’ells per a ¥ = —2, és a dir, calcula P(—Z), q(—2)j s(=2),
Estudia si hi ha alguna relacié entre aqueixos tres valors.

14. Obtin el valor del polinomi P = 4x® — x? + 1en X = 2. Quin valor pren el polinomi oposat de Pen
x =27
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2.3. Producte de polinomis
Una altra operacié que podem realitzar amb polinomis és la multiplicacio.

El resultat del producte de polinomis sempre sera un altre polinomi. Encara que en un polinomi tenim
una indeterminada, o variable, com ella adopta valors numerics, a I’'hora de multiplicar polinomis
utilitzarem les propietats de la suma i el producte entre nombres, en particular la propietat distributiva
del producte respecte de la suma; aixi, tot queda en funcié del producte de monomis, qliestié que
resolem amb facilitat:

ax™ - bx™ = abx™*™

Exemples:
o (—5)x%-2x*=(-5):2-x*"*=—-10x°
o 5x3.(—4)=5-(—4) x3=-20x3
e 3x?-(2x? —4x+6) = (3x?-2x?) — (3x?% - 4x) + (3x% - 6) = 6x* — 12x3 + 18x?
o (—x3+43x—1) - (—2x) = (—x3)-(—2x) + (3x) - (—2x) + (—1) - (—2x) = 2x* — 6x2 + 2x

e Bx—2)-(x*—4x-5)=Cx) - (x*—4x—-5)+(-2) - (x> —4x—5) = (3x3 — 12x% —
15x) + (—2x? + 8x + 10) == 3x3 + (—12x2 — 2x%) + (—15x + 8x) + 10 = 3x3 — 14x% —
7x + 10
e (x—6)-(x*=-2x)=(x—6) x>+ (x—6)(—2x) = (x* — 6x3) + (—2x% + 12x) = x* —
6x3 — 2x% + 12x
També podem materialitzar el producte de polinomis tal com multipliquem nombres enters:
Exemple:

—2x3+x+4
Xx?—3x+1

—2x3+x+4
6x* —3x%2 — 12x
—2x° + x3 + 4x?
—2x° +6x* —x3 +x%2 - 11x + 4
Recordem que el polinomi oposat d’'un altre s’obté simplement canviant el signe de cada

monomi. Aquesta accié es correspon de multiplicar pel nombre “~1" el polinomi original.
D’aquesta manera el polinomi oposat d’és

—-p=(C1-p
En aquest moment apareix de manera natural I'operacié diferéncia, o resta, de polinomis. La definim
amb I'ajuda del polinomi oposat d’'un donat:
p—q=p+ (@) =p+(-1)-q
Exemple:
(=5x% = 3x+2)— (—2x*+ x3+3x2 4+ 6) = (-5x2 = 3x+ 2) + 2x* —x3 - 3x%? — 6) =
2x* —x3 4+ (-5x2 —3x?) —-3x+(2-6) =2x*—x3—8x2—-3x— 4
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15. Efectua els segiients productes de polinomis:
e (—2x)-(3x%?—-4)
2x3+1)-(—4x+5)
o (4x3—x%2—-1)-(2x+6)
e (—1)-(8x2+7x—-9)
16. Realitza les segiients diferéncies de polinomis:
o (5x%2+42)—(—2x)
o (—2x34+4x)—(-2x-1)
o (7x?—=2x)—(Bx3+4x2—x+1)
17. Multiplica cada un dels segiients polinomis per un nombre de tal forma que sorgisquen polinomis
monics:
o 3x2—x+2
e —6x3+2x-3
o —x?2+9x-2
18. calcula i simplifica els productes seglients:
a) x-(—2x+4) b) (2x—-3)-Bx+2)
. o (@=2)(4-3a) d) Ba—b*)-(2b—a?)

Propietats del producte de polinomis

Propietat commutativa. Si p i g son dos polinomis, no importa I'orde en queé els col-loquem a I’"hora de
multiplicar-los:

Exemple:

Rx—=7)-(—x3+x?) =2x-(—x3+x%) =7 (—x3 +x?) = =2x* + 2x3 + 7x3 — 7x?
= —2x* 4+ 9x3 — 7x?
(3 +x2) - 2x—=7)=—x3-2x—=7)+x* - 2x—=7) = =2x* + 7x3 + 2x3 — 7x?

= —2x%* 4+ 9x3 — 7x?

Propietat associativa. Ens assenyala com es poden multiplicar tres o més polinomis. Basta fer-lo
agrupant-los de dos en dos:

-9 r=p-(@-7)

Exemple:
((4x2=2)-(-3x+ 1) (—x34+x) = (-12x3 +4x> + 6x — 2) - (—x3 +x) =
12x6 — 12x% — 4x° + 4x3 — 6x* 4+ 6x% 4+ 2x3 — 2x = 12x°% — 4x° — 18x* + 6x3 + 6x% — 2x
També:

(4x2=2) - ((-3x+ 1) - (—x3+x)) = (4x?> —=2) - Bx* —3x2 —x3+x) =
12x6 — 12x% — 4x° + 4x3 — 6x* + 6x% + 2x3 — 2x = 12x°% — 4x° — 18x* + 6x3 + 6x% — 2x
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19. Realitza els seglients productes de polinomis:
o x-(—3x%+4x+2)- x?
o (—2x+1)-(5x>—x+3)-(—x)
e 3a—-1)-2—-a)-(5—4a)

Element neutre. Hi ha un polinomi amb una propietat particular: en multiplicar-lo per qualsevol altre
sempre ens déna aquest Ultim. Es tracta del polinomi donat pel nombre 1, el polinomi unitat.

Exemple:
1-(=5x3—2x+3)=(-5x3—-2x+3)-1=—-5x3—2x+3

Propietat distributiva de la multiplicacié respecte de la suma. Quan en una multiplicacié de
polinomis un dels factors ve donat com la suma de dos polinomis com, per exemple,

(Bx%2 —x) - ((-2x+ 7) + (x3 — 4x))
tenim dues opcions per a conéixer el resultat:
a) realitzar la suma i, després, multiplicar

Bx2—x) - ((-2x+7)+(x3—4x))=Bx?—x)-(x3—6x+7) =
3x5 —18x3 + 21x2%2 — x* + 6x%2 — 7x = 3x5 — x* — 18x3 + 27x2% — 7x

b) distribuir, aplicar, la multiplicacié a cada un dels sumands i, després, sumar:

Bx2—x) ((-2x+7)+ (x3—4x) =Bx?2—x) - (—2x+7) + Bx2 —x) - (x3 — 4x) =
(—6x3 + 21x% + 2x2 — 7x) + (3x° — 12x3 — x* + 4x?) = 3x5 — x* — 18x3 + 27x% — 7x

Comprovem que obtenim el mateix resultat.
En general, la propietat distributiva de la multiplicacié respecte de la suma ens diu que

p-(gq+r)=@-9)+ @)

Convé comentar que l'anterior propietat distributiva llegida en sentit contrari, de dreta a
esquerra, és el que comunament es denomina traure factor comu.

Exemple:
6x° — 4x* — 18x3 + 2x? = (3x3 — 2x?2 —9x + 1) - 2x2

20. pe cada un dels segiients polinomis extrau algun factor que siga comu als seus monomis:
e —10x3 —15x2 + 20x
o 30x* + 24x?
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3. DIVISIO DE POLINOMIS

3.1. Introduccid a les fraccions polinomiques

Fins a aquest moment hem estudiat diverses operacions amb polinomis: suma, resta i
producte. En qualsevol dels casos el resultat sempre és un altre polinomi. Quan establim una
fraccié polinémica com, per exemple,

3x3 —x
2x2+x—3

el que tenim és una expressio algebraica, una fraccié algebraica, la qual, en general, no és
un polinomi. Si que apareix un polinomi en el molt particular cas en que el denominador €s un
nombre diferent de zero, aco €s, un polinomi de grau 0.
Es senzill constatar que I'expressid anterior no és un polinomi: qualsevol polinomi pot ser
avaluat en qualsevol nombre. No obstant aix0 aqueixa expressio no pot ser avaluada per a X =
1, ja que ens quedaria el nombre 0 al denominador.

Podriem creure que la seguent fraccié polinbmica si que és un polinomi:

—2x3 +5x%2—-3x —2x3 5x% —3x
- =— + " + " = —2x%+4+5x—3

L'expressio de la dreta si €s un polinomi, perqué es tracta d’'una suma de monomis, pero la de

'esquerra no ho és ja que no pot ser avaluada en ¥ = 0. No obstant aix0, aqueixa fracci6
algebraica i el polinomi, quan sén avaluats en qualsevol nombre diferent de zero, ofereixen el
mateix valor. SOn expressions equivalents alli on ambdds tenen sentit, aco és, per a aquells
nombres en qué el denominador no es fa zero.

3.2. Divisio de polinomis

Encara que, com hem vist en I'apartat anterior, una fraccié polindbmica, en general, no és un
polinomi, anem a endinsar-nos en la divisio de polinomis perqué és una questié important i Gtil.

Analitzem amb deteniment la divisi6 de dos nombres enters positius. Quan dividim dos
nombres, D (dividend) entre d (divisor, diferent de 0), sorgeixen altres dos, el quocient (c) i el
residu (r). Ells es troben lligats per 'anomenada prova de la divisio:

D=d-c+r
Alternativament:
D et r
d_ ‘T4

A més, diem que la divisié és exacta quan” = 0.

El conegut algoritme de la divisié persegueix trobar un nombre enter, el quocient c, tal que el
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residu r siga un nombre menor que el divisor d, i major o igual que zero. Fixem-nos en que,
sense aquesta exigencia per al residu r, podem triar arbitrariament un valor per al quocient c el
gual ens subministra el seu valor associat com a residu r. En efecte, si tenim com a dividend D
=673 i com divisor d = 12, “si volem” que el quocient siga ¢ = 48 el seu residu associat és

r=D—-d-c=673—-12-48 =673 —-576 =97
i la connexié entre aquests quatre nombres és
673 =12-48 + 97

Aquesta ultima “llectura” de la divisié de nombres enters va a guiar-nos a I'hora de dividir dos
polinomis.

Donats dos polinomis p(x)j Q(x), la divisié de p(x), polinomi dividend, entre q(x), polinomi divisor,

ens proporcionara altres dos polinomis, el polinomi quocient c(x)j el polinomi residu r(X). També aci
pesara una exigencia sobre el polinomi residu: el seu grau haura de ser menor que el grau del polinomi
divisor. La relacié entre els quatre sera, naturalment,

p(x) = q(x) - c(x) +r(x)
També escriurem

P T
T RTC

encara que, en este cas, serem conscients de les cauteles assenyalades en I'apartat anterior
guant a les equivalencies entre polinomis i altres expressions algebraiques.

Igual que ocorre amb l'algoritme de la divisid entera, I'algoritme de la divisio de polinomis
consta de diverses etapes, de caracter repetitiu, en cada una de les quals apareixen uns
polinomis quocient i residu “provisionals” de manera que el grau d’aqueixos polinomis residu va
descendint fins que ens topem amb un el grau del qual és inferior al grau del polinomi divisor,
la qual cosa indica que hem conclds. Vegem aquest procediment amb un exemple concret.

Exemple:

* Dividirem el polinomi P(X) = 6x* +5x% + x% + 3x — 2entre el polinomi 4(x) = 2x* —x +3,
Com el polinomi divisor, q(x), és de grau 2, hem de trobar dos polinomis, un polinomi quocient
c(®)i un polinomi residu r(x)de grau 100, tals que

p(x) = q(x) - c(x) +r(x)
0, com a igualtat entre expressions algebraiques,

PE) _ ), T
T RTC

A la vista dels polinomis P(*)i 4(x)| i del que s’ha dit sobre 7(X), és evident que el grau
del polinomi quocient, c(x), ha de ser igual a 2. Anem a obtindre-lo monomi a monomi.
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® Primera aproximacié als polinomis quocient i residu:

Per a poder aconseguir la igualtat ? =9 - ¢+ 7 com el grau de r(*)sera 1 o 0, el terme de
major grau de P(X), 6954, sorgira del producte 4(¥) - ¢(x). Aixi obtenim la primera aproximacié
del ¢(X), seu monomi de major grau:

¢ (x) = 3x?
i, de manera automatica, també un primer residu 71(%):

1 (x) =p(x) —q(x) - c;(x) = (6x* +5x3 +x? +3x —2) — (2x2 —x +3) - 3x% =
(6x* + 5x3 + x% + 3x — 2) — (6x* — 3x3 + 9x?) = 8x3 — 8x2 + 3x — 2

Com aquest polinomi "1(*)és de grau 3, major que 2, el grau del polinomi divisor 4(X), aqueix
polinomi residu no és el definitiu; hem de continuar.

® Segona aproximacioé als polinomis quocient i residu:

. : . : . . pX) _ c(x) + rx L
Si particularitzem la igualtat entre expressions algebraiques a0 €l que tenim fins

ara resulta
6x* +5x3 4+ x> +3x—-2 8x3—8x2+3x—-2

= 3x* +
2x%2—x+3 x 2x2—x+3

Aquesta segona etapa consisteix a dividir el polinomi ri(x) = 8x® — 8x* + 3x — 2 sorgit com a

residu de l'etapa anterior, entre el polinomi 4(X) = 2x? —x+3 el divisor inicial. Es a dir,
repetim el que feiem abans pero considerant un nou polinomi dividend: el polinomi residu del
pas anterior.

El nou objectiu és aconseguir la igualtat ™1 = 9 * €2 + 7' |gual que abans, el grau d’hauria de ser

1 0 0. Com el terme de major grau de 1(*), 8x®  ix del producte 9(*) - c2(x), és necessari que
el polinomi quocient continga el monomi

Cy(x) = 4x
Aixd ens porta a un segon residu 7z2(X):

(%) =1 (x) — q(x) - cp(x) = (8x® —8x2+3x—2)— (2x* —x +3) - 4x =
(8x3 —8x2+3x—2)— (8x3 —4x%+ 12x) = —4x* —9x — 2

Com aquest polinomi 72(X)és de grau 2, igual que el grau del polinomi divisor 4(X), aqueix
polinomi residu no és el definitiu; hem de continuar.

® Tercera aproximacio als polinomis quocient i residu:

Allo que s’ha realitzat en I'etapa segona ens permet avangar en I'adequada descomposicio de
I'expressio algebraica que ens ocupa:
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6x4+5x3+x2+3x—2_3 2_}_8x3—8x2+3x—2_3 244 +—4x2—9x—2
2x2—x+3 - X 2x2—x+3 - X x 2x%2—x+3

Aquesta tercera etapa consisteix a dividir el polinomi 72(X) = —4x? —9x =2 ¢l residu de

letapa anterior, entre el polinomi 9(*) =2x*—x+3 ¢l divisor inicial. De nou repetim
I'algoritme perd amb un altre polinomi dividend: el polinomi residu del pas anterior.

Perseguim que 2 = 4¢3 +7 Com en cada pas, el grau d’hauria de ser 1 o 0. El terme de
major grau de 72(*), —4x?_ sorgeix del producte 4(x) - ¢3(x), pel que
cz3(x) = -2
i el tercer residu 73 (X)és
r3(x) =1p(x) — q(x) - c3(x) = (—4x2 = 9x —2) — (2x> —x + 3) - (-2) =
(—4x? —9x — 2) — (—4x*> + 2x— 6) = —11lx + 4

Com aquest polinomi "3(X)és de grau 1, menor que 2, grau del polinomi divisor 4(*), aqueix
polinomi residu si que és el definitiu. Hem conclos:

6x4+5x3+x2-+-3x—2_3 2_}_8963—8x2+3x—2_3 2 44 +—4x2—9x—2
2x%2 —x+3 - 2x2 —x+3 - X X T2 —x+3
N T ik
- X X 2x2 —x+3

Si ho expressem mitjangant polinomis:
6x* +5x3+x2+3x—2=0Qx? —x+3) - Bx?>+4x—2)+ (—-11lx + 4)

Conclusi6: en dividir el polinomi P(x) = 6x* + 5x° + x? + 3x — 2engre el polinomi ¢(*) = 2x* —
x + 3obtenim com a polinomi quocient ¢(*) =3x* 4+ 4x —2j com a polinomi residu 7(*) =
—-11x + 4

A continuacio agilitzarem la divisioé de polinomis:

21. comprova que els calculs que tens a continuacié reflecteixen el que es va fer en I'exemple anterior
.o . . — 4 3 2 . . _ 2
per a dividir el polinomi P(x) = 6x* + 5x° 4+ x* + 3x — 2Zentre el polinomi 4(X) = 2x* —x + 3,

® Primera etapa:
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6x* +5x3 +x%+3x —2|2x* —x + 3
. 6x* 43x% —9x23x?
8x3 — 8x2 + 3x — 2
.
Primera i segona etapes:
6x*+5x3 +x2+3x —2|2x2 —x+ 3
—6x* + 3x3 — 9x23x7 + _4x _
8x3 — 8x2 + 3x — 2
—8x3 + 4x? — 12x

—4x? —_9x— 2

Les tres etapes:

6x* +5x3+x%+3x—2|2x> —x + 3

—6x* + 3x3 — 9x23x_2 +4x -2

8x3 —8x24+3x—2
° —8x3 + 4x?% — 12x

—4x2 —9x —2
4x% - 2x+ 6

—11x + 4
22. pivideix els polinomis segiients:

o 3x3+4x% —9x + Tontre x2 +2x— 1

o —6x34+2x%+3x+4entre 3% +x% —2x+1

o —6x* —13x3 — 4x% — 13x + Toptre—3x% — 2x + 1

o 3x%—9x* + 7x3 + 4x? — 14x + ldaptrex® — 2x% —x + 3

23. Troba dos polinomis tals que en dividir-los aparega q(x) = x* = 2x — 1com a polinomi quocient i
r(x) = 2x* = 3com a residu.
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3.3. lgualtats notables

En aquest apartat destacarem una série de productes concrets de polinomis que sorgeixen
sovint. Podem exposar-los de molt diverses formes. Tal com ho farem, apareixera més d’'una
indeterminada; hem de ser capacos d’apreciar que si, en algun cas particular, alguna
indeterminada passa a ser un nombre concret aco no fara ni més menys que particularitzar
una situacio meés general.

Poténcies d’un binomi. Les segients igualtats s’obtenen, simplement, després d’efectuar els
oportuns calculs:

I

(@ +b)? = a2 + 2ab + b2 b

El quadrat d’'una suma és igual al quadrat del primer, més el doble |
producte del primer pel segon, més el quadrat del segon. a

Comprova la igualtat a partir dels quadrats i rectangles de la |
il-lustracid.

(a — b)? = a? — 2ab + b?

El quadrat d’una diferéncia és igual al quadrat del primer, menys el
doble producte del primer pel segon, més el quadrat del segon.

Observa la figura i connecta-la amb la igualtat.

&
< (a + b)® = a3 + 3a?b + 3ab® + b3

7 Ratifica la igualtat amb els cubs i prismes de la figura.
B
e (a—Db)3=a®-3a?b+ 3ab* — b3

Podem observar que, en cada un dels desenrotllaments,
I'exponent del binomi coincideix amb el grau de cada un dels

“ 0 monomis.
Exemples:
e (a+3)?=da?’+2-a-3+32=a?+6a+9
e (x—4)?2=x?>—-2-x-4+4>=x*-8x+16
e (Bx+5)?%2=03Bx)2+2-3x-5+(5)2 =9x2 +30x + 25
e (x—6y)2=x%2-2-x-6y+ (6y)? =x%—12xy + 36y2
e (2x—-53=(2x)>-3-(2x)?-5+3-(2x) 5% —5% =8x3 —30x2 + 150x — 125

24. Realitza els calculs:

e (1+x)2
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o (—x+2)?

e (x-2)°
e (2a-—3)?
e (x2+1)3
o (2b—4)3
25. Obtin les férmules dels guadrats dels trinomis seglients:
e (a+b+c)? (a—b+c)?

26. Desenrotlla les poténcies segiients:
a) 3x - y)° b) (2a + x/2)° c) (4y — 2iy)°
d) (5a + a’)° e) (- a° +2b°) f) (2/3y — 1ly)°
27. Expressa com quadrat d’una suma o d’una diferéncia les segiients expressions algebraiques:
a)a’ —6a+9 b)4x’ +4x+1 c)b - 10b + 25
d) 4y2 -12y +9 e) at+2a” +1 f) y4 + 6xy2 +9x°

Suma per diferéncia. De nou la seglent igualtat s’obté

després d’efectuar el producte assenyalat: f; b
(a+b) - (a—b) =a?— b? a__ "

Suma per diferencia és igual a diferéncia de quadrats. (a+b)(a-b) -
Observa les figures i connecta-les amb la igualtat. b a —a
Exemples:

e (a+7)-(a=7)=a*-7*=a%-49

e (x+1)-(x—1)=x2-12=x2-1

e (2x+3)-(2x—3)=(2x)?—-32=4x2-9

e (-3x—-5 (3x+5=(-1)-Bx+5)-(-3x+5=(-1)-5+3x)-(5—-3x) =

= (-1)- (52 = (3x)?) = —25 + 9x?

28. Efectua aquests productes:
e (3x+2)-(3x—2)
o (2x+4y)-(2x—4y)
o (4x%+3)-(4x%-13)
e (3a—5b)-(3a+5b)
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e (—x*+5x) (x*+ 5x)
29. Expressa com a suma per diferéncia les segiients expressions
a) 9x° — 25 b) 4a" — 81b° C) 49 — 25 x° d) 100 a° — 64

De volta als polinomis d’una variable, podem dir que en aquest apartat hem expandit potencies
d’un polinomi, o productes d’'un polinomi per si mateix, aixi com productes de la forma suma
per diferéncia. Convé donar-se compte que les seues férmules, llegides al revés, ens informen

del resultat de certes divisions de polinomis. En efecte, igual que quan llegim 17X 11 =

187 187
187deduim que 7 = 11i, també, 7T = 17, a partir del desenrotllament d’un binomi com, per
exemple:

(—3x% + 2x)? = (=3x% + 2x) - (—3x* + 2x) = 9x* — 12x> + 4x? podem obtindre que

Ox* — 12x3 + 4x?
—3x2%2 + 2x

= —3x%+42x

El mateix ocorre amb el producte de polinomis de la forma suma per diferéncia. Ja que, per

4x6-25 4x6-25
exemple, (2x° —5)-(2x® +5) =4x° =25 deduim que 557 =2%°+5 i també S5 =

2x3 =5

30. Realitza les seglents divisions de polinomis a partir de la conversié del dividend en la poténcia d’un
binomi o en un producte de la forma suma per diferéncia:

o x*—Sentrex +V5

3.4. Operacions amb fraccions algebraiques

Ja que tant els polinomis com les fraccions algebraiques obtingudes a partir de dos polinomis
sén, en potencia, nombres, operarem amb tals expressions seguint les propietats dels
nombres.

® Suma o resta. Per a sumar o restar dues fraccions polindmicas haurem d’aconseguir que tinguen
el mateix denominador. Una manera segura d’aconseguir-lo, encara que pot no ser la més
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adequada, és aquesta:

&+&=P1'CI2+P2'Q1=p1'CI2+P2'Q1
9@ 492 49192 421 q1 - 92
® Producte. Basta multiplicar els numeradors i denominadors entre si:
PL P2 _Pi P
91 92 q1°q2
® Divisid. Segueix la coneguda regla de la divisié de fraccions numeériques:
P1
q1 _ P14
P2 q, p,
q:
Exemples:
x—1 | 3x+1  (x—1)(x+1) = (Bx+1)x x%-1  3x%+x
p— + = = =
o x x+1 x-(x+1) (x+1)x x2+x  x2%+x
(x2-1)+(3x2+x) _ 4x%+x—1
x2+x T x24x
x+2 7 (x+2)(x+2)  7-(x+1) xP+ax+4  Tx+7
, Xl w2 T(x+1)-(x+2)  (x+2)-(x+1)  (x+1)-(x+2)  (x+2)-(x+1)
(2 +4x+4)—(7x+7) _ x%+4x+4-7x-7 _  x?-3x-3
(x+1)-(x+2)  (x+1)-(x+2)  (x+1)-(x+2)
o x+1 3x-1 (x+1)-(3x-1)
x-5 x2-1  (x-5)-(x2-1)
. —3x+2 x%4x _ —3x+42 o x-1 _ (=3x+2)(x-1)
x+3 " x-1  x+3  x2+x  (x+3)-(x2+x)

De vegades pot ser Gtil apreciar que una fraccié polindbmica pot ser reescrita com la suma,
diferéncia, producte o quocient d’altres dues fraccions polinomiques. En particular, aixo pot ser
aprofitat per a simplificar una expressié polinomica:

Exemples:

4x2-3x _ x-(4x-3) _x (4x-3) _«x
8x—6 2-(4x-3) 2 (4x-3) 2

x2-6x+9 _  (x-3)2 _ (x-3) S (x=3) _ (x-3)

-1

X
2

—-x+3

9-—x2  (3+x)(3-x) (3+x) (3—x) (3+x)

31. Efectua els calculs seglients:

1 2
. — —
x+2 x—1
x—2 5
. — —
x2-1 x
—x4+1 3x2
Y -
x+3 x+1
24x  x
s —
x2 "x-3
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32. Realitza les segiients operacions alterant, en cada apartat, només un dels denominadors, i el seu
respectiu numerador:

—2x%-x+1 n 3x+1
x3 x2
2x—1 3x

x2-2x  x-2

33. calcula els guocients seglients:
a) (2x3 _8x + 6X) : 2x
b) (5a° + 60a” —20) : 5
c) (16x° + 40x°) : 8X
d) (6xy’ - 4x/) : x°

34. comprova les segiients identitats simplificant I'expressié del costat esquerre de cada igualtat:

6a8b?
° = 3a5b
2a3b
8x3y—2xy? 1
° y y 2x2__y
4xy 2

4x2+42x _ 2x2%+4x
2x—8 x—4

6a?b%?—4a’p3+4ab _ 3ab—2ab%+2
2ab®-8a2b b—4a

35. Simplifica les seglients fraccions algebraiques:

3x2+6x a3-7a? x2y2—7xy? a’b?-ab
a) ox2+418 b) 3234542 c 2xy d)23p+ab

36.En cada una de les seglents fraccions algebraiques escriu, quan siga possible, el polinomi
numerador, o denominador, en forma de poténcia d’'un binomi o de suma per diferéncia per a,
posteriorment, poder simplificar cada expressio:

x%2-4 2x2-16x+32 6—4a
) 3x+6 b)™%2-16 C) 2az—9




Nombres reals. 4t A d'ESO

CURIOSITATS. REVISTA
4 )

GEOMETRIA

Tal com podras comprovar durant aquest curs i els seglients, gracies als

polinomis sera possible i senzill descriure nombrosos objectes geometrics

com a rectes, circumferencies, el-lipses, paraboles, plans, esferes, cilindres,

\cons, etc.

//" ._"‘\\ = A2 1L hv oA

f/ \

\‘\\ F F ’/.'

2 2
x
Y
e — . L/
' Per a vore geometricament el quadrat d'un trinomi:

http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172241_am:1.swf
Per a vore geometricament suma per diferéncia:
http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172242_am:1.swf
Per a vore geometricament el quadrat d'una diferéncia:
http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172456_am:1.swf

N J

\_/ KALTRES CIENCIES )

Hem vist en aquest capitol que les fdrmules que ens proporcionen
I'area o el volum de diferents figures vénen donades per
polinomis. Aquests també apareixen en nombrosos principis o

lleis de la Fisica i de la Quimica com, per exemple, en diferents
kl lpic Ae Concernincidd la | lei Genernl delc (Gncnc oate j

Aixi mateix, son de frequient Us a I’hora d’obtindre distints indexs
o indicadors propis de ’Economia com, per exemple, I'/PC (index
de preus al consum), I"euribor, etc.
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Nombres reals. 4t A d'ESO

Expressi6 Es construeix amb nombres i les operacions —3x C 2

algebraica matematiques  basiques de suma, resta, 2x + y3 y oz
multiplicacio i/o divisié

Variable, Alld no concretat en una expressio algebraica Les variables, o indeterminades,

indeterminada

de I'exemple anterior son x, y, z

Valor humeric

En fixar un valor concret per a cada indeterminada,

Si,femx=3,i=-2,z=1/2

d’'una expressi6 0 variable, d’'una expresisi_c’) aIgebra_ica s’obté UNshtenim ——> _—3.(=2)2-
algebraica nombre, el valor numeéric d’aqueixa expressio, 2:3+(-2)

algebraica per a tals valors de les indeterminades. - = —
Monomi Expressi6 donada pel producte de nombres i—5-x-y3-z2% 7 x?

indeterminades.

Coeficient d’un

El nombre que multiplica a la indeterminada, o

Els coeficients dels anteriors

monomi indeterminades, del monomi monomis son,
respectivament, -51i 7
Part literal d'un |La indeterminada, o producte d’indeterminades,La part literalde —5-x - y3 -
monomi que multiplica al coeficient del monomi z2ésx - y3 - 22
Grau d’'un Quan hi ha una uUnica indeterminada és I'exponentEls graus dels monomis
monomi de dita indeterminada. Si apareixen diverses, elprecedents sén 6 i 2,
grau del monomi sera la suma dels exponentsrespectivament
d’aqueixes indeterminades.
Polinomi Expressié construida a partir de la suma de —x3+4x2+8x+6
monomis.
Grau d’un El major grau dels seus monomis L'anterior polinomi és de grau
polinomi 3

Suma, resta i
producte de
polinomis

El resultat sempre és un altre polinomi

p=x+3,qg=x*-2
p+tgq=x*+x+1
p—q=—-x*+x+5
p-q=x3+3x2—-2x—6

Divisio de dos
polinomis

S’obtenen altres dos polinomis, els polinomis
quocient (c(x)) i residu (r(x)), lligats als polinomis

inicials: els polinomis dividend (p(x)) i divisor (q(x))

p(x) = q(x) - c(x) +7(x)
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EXERCICIS | PROBLEMES

1. Una empresa majorista de viatges esta confeccionant una oferta per a distribuir-la en diferents
agencies de viatge. Es tracta d’un viatge amb avio, d’anada i tornada, a Palma de Mallorca el preu del
gual dependra del nombre final de viatgers. Les dades concretes son:

a) Si no hi ha més de 100 persones interessades, el vol costara 150
euros per persona.

b) Si hi ha més de 100 persones interessades, per cada viatger
que passe del centenar el preu del viatge es reduira en 1 euro.
No obstant aix0, el preu del vol en cap cas sera inferior a 90
euros.

2. Estudia i determina el preu final del vol, per persona, en funcié del nombre total de viatgers. Aixi
mateix, expressa la quantitat que ingressara I'empresa segons el nombre de viatgers.

3. En aquest exercici es va a presentar un truc mitjancant el qual endevinarem el nombre que resulta
després de manipular repetidament un nombre desconegut. Converteix en una expressio algebraica
les successives alteracions del nombre desconegut i justifica el que ocorre.

i Dis-liaun company que escriba en un paper un nombre parell i que no el mostre

ii.  Que el multiplique per 5 5
iii.  Que al resultat anterior li sume 5 _
V. Que multiplique per 2 el que obté &,
V. Que al resultat anterior li sume 10
Vi.  Que multiplique per 5 el que obté

vVii.  Que dividisca entre 100 I'Gltima quantitat
viii.  Que al resultat precedent li reste la meitat del nombre que va escriure
iX.  Independentment del nombre desconegut original quin nombre ha sorgit?

4. Els responsables d’'una empresa, en previsid d’uns futurs alts i baixos en les vendes dels productes
qgue fabriguen, pensen proposar als seus treballadors a finals de I'lany 2014 el seglient:

a) La disminucié dels sous, per a I'any que ve 2015, en un 10%.

b) Per a 2016 ofereixen augmentar un 10% els salaris de 2015.

) En general, suggereixen que el sou disminuisca un 10% cada
any imparell i que augmente un 10% cada any parell.

5. Si finalment s’aplica allo que s’ha exposat, estudia si els treballadors f._ﬁ.—_:-!—.—;il—.—i;
recuperaran l'any 2016 el salari que tenien en 2014. Analitza qué j :
ocorre amb els sous després del pas de molts anys.

6. Els responsables de |'anterior empresa, després de rebre I'informe d’una consultora, alteren la seua
intencid inicial i proposaran als seus treballadors, a finals de I'any 2014, el segilient:

a) un augment dels sous, per a I'any que ve 2015, d’'un 10%.

b) Pera 2016, una reduccio del 10% sobre els salaris de 2015.

<) En general, suggereixen que el sou augmente un 10% cada any imparell
i que disminuisca un 10% cada any parell.
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7. Sis’aplica allo que s’ha exposat, analitza si el salari dels treballadors de I’'any 2016 coincidira amb el
que tenien en 2014. Estudia com evolucionen els sous després del pas de molts anys.
8. Observa si hi ha nombres en que les seglients expressions no poden ser avaluades:

x-3

. —

x+1
2x-1

. —
(x=5)-(2x+7)
x

x2-2x+1
x+y—2

x2+3y2

9. Troba el valor numeéric de les seglients expressions als nombres que s’indiquen:
x-3
—eanx=1
x+1en

X

x2—2x+1P€ra x=-2
x+y-—2 _ i _
Ziagzen* =3iy=-1

—2a+b%*-4
* wesmcperad=-1b=0ic=2

2x-1

* s aenen* T3

10. Una persona té estalviats 3000 euros i decideix depositar-los en un :
producte bancari amb un tipus d’interés anual del 2’5 %. Si decideix G
recuperar els seus estalvis al cap de dos anys, quina sera la quantitat \
total de qué disposara?

11. Construeix un polinomi de grau 2, p(x), tal que p(=2) = -6

12. Considera els polinomis p(x) = 2x> — x* + 4x — 1 qx) = —x* —
3x% 4+ 2x? — x — 5j7(x) = x* = 3x + 2_Fes les operacions segiients:

p+q+r
p—q
p-r
p-r—q

13. Calcula els productes:

a) E-Y () ) (0'1x+02y —0'32) - (0'3x — 02y + 0'12)

0=y -1 (x+a)
14. Efectua les divisions de polinomis:

o 2x3+x%—12x+ 7ontre X + 3
o —4x* +8x3+ 7x% — 21x + 8entre 2x* —3x + 1
o —3x%—2x3+9x% + 6x — 14gntre —x> — 2x + 3

15. Calcula els quocients:

3y. 2 341,34, 2 2 4 2 2y. 2
a) (X (X)) p) (4xPyzh): (3x%yz?) ¢) (x* — 4x?y + 4y2): (x - 29)
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16. Realitza les operacions entre fraccions algebraiques:

x—1 2x—1
« —+

x2 x

2x+3

5
X x+1
x—1 2—x

x2-3x
x—1 2—

x2-3x
x—1

8RR

N
I><|

X

|

x2-3x"
17. Troba un polinomi p(x)tal que en dividir p(x)entre q(x) = x3 — x? + 2x — 3s’obtinga com a
polinomi residu r(x) = —3x2 + 1.
18. Calcula les poténcies:

a) (x + 2y — 2)? b) (x — 39)° ¢) (@ +2)? d) (x? — 22%)2

19. Analitza si els segiients polinomis han sorgit del desenrotllament de poténcies de binomis, o
trinomis, o d’un producte suma per diferéncia. En cas afirmatiu expressa la seua procedéncia.

o x’—6x+9
x* 4+ 8x%+ 16

o x?—+/12xy + 3y?

e y*+2y3+y2+2y+1
o x*—2x3+x%2+2x+1
e x%-125

e x2+5

o 5x%2-—-1

o x?-—8y?

o x*-—-1

o x2-—y?

o x2_2y27?

20. Analitza si el numerador i el denominador de les seglients expressions algebraiques procedeixen del
desenrotllament d’un binomi, o d’un producte suma per diferencia, i simplifica-les:

x2+2x+1 x*-2x2%y?+y* Xy —yx
a) x2-1 b) x%+y? c) y*-1

21. Efectua les seglients operacions i simplifica tot el possible:

3 4 _£.3 x4—1' x5 X—2y . 4x+5y
a) x(3-x) 2(3—x) b) 3x Sx” + x3  x2%+1 C) a—b 3a-3b

22. Simplifica tot el possible:

3 2 2 3
4 y 2 1 b>+3ab“+3a“b+a° b+a a+b a—b 4
X ==)(x"+- — — )i
a)(y xz) ( x) b) b—a b—a C)(a—b a+b” a-b
23. Simplifica tot el possible:
11 1 2.1 13
aty x.a x+y 1414243y _2_23 xy xy
a) T 1T, 1 b) 1+ x + x2 + x3)' (x x2 x3) c) 3,222
at+y x a x+y X'y xy
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AUTOAVALUACIO

1. Assenyala els coeficients que apareixen en les segiients expressions algebraiques:

x+8 3
a)3 V5 x-y?p)3xt—xP+x+7 )iy T X — 2+ 9
2. Destaca les variables, o indeterminades, de les precedents expressions algebraiques.

. . 4 2 . . . . .
3. Del polinomi 5x* — 8x* —x + 9jndica el seu grau i els monomis que ho integren.

4. L'expresid 4x__27xno té sentit para

a)x=7 b) x =2 )¥x=7yx=2d)x=0
5. Qualsevol polinomi:

a) pot ser avaluat en qualsevol nombre.

b) no pot ser avaluat en el nombre zero.

¢) no pot ser avaluat en certs nombres concrets.

x+7 3
6. Elvalor numeéric de I'expressié pRCYEIL 6x2> —~enx =1y =2,z = —1gg:
a)~11 p)7 c)l d) —>

7. Completa adequadament les frases segiients:
a) La suma de dos polinomis de grau dos sol ser un altre polinomi de grau ..........
b) La suma de tres polinomis de grau dos sol ser un altre polinomi de grau ..........
) El producte de dos polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........
d) La diferéncia de dos polinomis de grau dos sol ser un altre polinomi de grau ..........

8. Finalitza adequadament les frases seglients:
a) La suma de dos polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........
b) La suma de tres polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........
¢) La diferéncia de dos polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........

9. En dividir el polinomi P(x) = 2x* —x* + 4entre q(x) = x* + 2x + 2¢| polinomi residu resultant:
a) ha de ser de grau 2.
b) pot ser de grau 2.
¢) hade serdegraul.
d) cap de les opcions precedents.

p(x)

10. perque una fraccié polinomica a(msiga equivalent a un polinomi:
a) els polinomis PX)j 4(X)han de ser del mateix grau.
b) no importen els graus de P(¥)j 4(x),
¢) el grau del polinomi numerador, P(X), ha de ser superior o igual al grau del polinomi denominador,

q(x),

d) el grau del polinomi numerador, ?(X), ha de ser inferior al grau del polinomi denominador, 4(%).
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Resum

Ja saps resoldre algunes equacions de segon grau. Si |'area
d’un quadrat és 4 coneixes que el seu costat és 2, i si 'area
és 9, coneixes que el costat mesura 3.

Saps resoldre x? = 4, les solucions del qual sén 2 i -2, perqueé
(2)%=4,i (-2)*=4.

Per a resoldre (x — 3) - (x + 4) = 0, observes que les solucions

( \ son 3 i —4 perque (3—3)(3+4) =0, i ((—4)-3)-((—4) + 4) = 0.
Recorda En aquest capitol aprendrem a resoldre les equacions de
Si el producte de dos factors és zero, un segon grau, ja siguen completes o incompletes, i a utilitzar
dels factors ha de ser zero. alld que s’ha aprés per a resoldre problemes de la vida

quotidiana per mitja de les equacions.

Per tant a I'equacio:
Veurem a més que son els sistemes d’equacions lineals,
(x+4)-(x-3)=0 . A . .
com es resolen per diferents métodes i la seua aplicacio
Q bé x+4=00béx—-3=0, per tany per a resoldre problemes que ens rodegen.
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1. EQUACIONS DE PRIMER GRAU

1.1. El llenguatge de les equacions

Ja saps que:

Una equacid és una igualtat entre dues expressions algebraiques.

Exemple:

e Sitenim dues expressions algebraiques: 7x + 3 i
equacio: 7x + 3 =5x + 2.

Les expressions que hi ha a cada costat de l'igual
equacions tenen dos membres: I'expressido que esta
membre i la que esta a la dreta, segon membre.

5x + 2, i les unim amb el signe igual obtenim una

s'anomenen membres de |'equacié. Totes les
a I'esquerra del signe igual s"anomena primer

Les lletres que contenen les equacions algebraiques (les "parts literals" de les seues dues expressions)
s'anomenen incognites, que vol dir literalment "desconegudes". Si totes les lletres sén iguals, es diu que

I’equacio té només una incognita.

Exemple:

e 8x—2=4x+7 ésuna equacié amb una sola incognita, mentres que

e 3x+y=5 05x—9=3yson equacions amb dues incognites: xi y.

El grau d’'una equacio és el major exponent que apareix en alguna de les seues incognites.

Exemple:

e 8x — 2 =4x + 7 és una equacidé de primer grau, mentres que 2x + 4xy? = 1 és una equacié de

tercer grau ja que el monomi 5xy? té grau 3 (1 + 2 = 3).
Activitats proposades
1. Copia al teu quadern la segiient taula i completa-la:
Equacio Primer membre Segon membre Incognites
8x—-1=4x-7
5x+9 3x—-1
20+3=32
2x — Sy 5+4y

2. Indica el nombre d’incognites de les equacions seglients:

a) 4 x—5y=7x+6; b) 2x + 8y2=5
8x?=12.

3. Indica el grau de les equacions seglients:

a) 2x —4 = 6x + 8; b) 3x + 9y? =12
3
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1.2. Equacions equivalents. Resolucio d’equacions
Ja saps que:

Una solucié d’una equacié és un nombre que, quan la incognita pren aqueix valor, es verifica la igualtat,
és a dir, els dos termes de I'equacio valen el mateix.

Algunes equacions només tenen una solucio, pero altres poden tindre diverses.
Resoldre una equaciod és trobar totes les seues possibles solucions numeériques.

Per a resoldre una equacio el que es fa habitualment és transformar-la en una altra equacié equivalent
més senzilla.

Equacions equivalents son les que tenen les mateixes solucions.

Exemple:
e 2x—9=15és equivalent a 2x = 24, ja que la solucié d’ambdues equacions és x = 12.

Per a obtindre equacions equivalents es tenen en compte les propietats seguents:
Si es suma o es resta als dos membres d’una equacié una mateixa quantitat, s'obté una equacid
equivalent.

Si es multipliquen o divideixen els dos membres d’una equacié per una mateixa quantitat (diferent de
zero), s’obté una equacié equivalent.

Activitats resoltes
e Resol I'equacid 5x + 7 = x — 3 transformant-la en una altra més senzilla equivalent.

Transformar una equacio fins que les seues solucions es facen evidents s'anomena "resoldre l'equacio".
Seguint aquests passos intentarem resoldre 'equacio: 5x + 7 = x — 5.

1)Sumem els dos membres —x i restem als dos membres 7: 5x—x+7-7=x—x-5 — 7.

2) Fem operacions i aconseguim una altra equacié que té al primer membre els termes amb x i al segon,
els termes sense x: 5x—x=—-5- 7.

3) Efectuem les sumes al primer membre i al segon: 4x =-12.

4) Aillem x dividint els dos membres per 4:%" = _le d’on x =-3.
5) Comprova que totes les equacions que hem obtingut en aquest procés sén equivalents i que la seua
solucié és x =-3.

El procediment utilitzat en les activitats és un meétode universal per a resoldre qualsevol
equacié de grau 1, és a dir, on x apareix sense elevar a un altre exponent com en x2. Les
equacions de primer grau tenen sempre una unica solucio, pero en general, les solucions no
tenen perqué ser nombres enters com als exemples.

4. Resol les equacions seglients: a) 2x—3=4x-5 b)3x+6=9x—12 c)4x+8=12
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2. EQUACIONS DE 2n GRAU

Hi ha equacions de segon grau que ja saps resoldre. En aquest capitol anem a aprofundir i a
aprendre a resoldre aquest tipus d’equacions. Per exemple, el seguent problema ja saps
resoldre'l:

Activitats resoltes

e S’augmenta el costat d’un taulell quadrat en 3 cm i la seua area ha quedat multiplicada per 4,
Quin costat tenia el taulell?

Plantegem I'equacio:

(x +3)2=4x2

Aquesta equacioé si saps resoldre-la! x + 3 = 2x, doncs el costat és de 3 cm.
Hi ha una altra soluci6, x = -1, que no té sentit com a costat d’'un quadrat.

Estudiarem de forma ordenada aguestes equacions.

2.1. Concepte d’equacio de 2n grau

Una equacid de segon grau és una equacioé polindmica en la que la major poténcia de la incognita és 2.
Les equacions de segon grau es poden escriure de la forma:

ax*+bx+c=0
ona, bicsén nombres reals, amb a = 0.

Exemple 1:
e SAn equacions de 2n grau per exemple
3X>—7x+1=0; -2x*+5x+-2=0; xX>-9x-11=0.
Exemple 2:
e Els coeficients de les equacions de 2n grau sén nombres reals, per tant poden ser fraccions o
arrels. Per exemple:

2
SxP—dx+-=0; Sx2—ix+>=0; -2 7x*+35x-02=0; V2x +3x—5=0,

5. Indica si sén equacions de segon grau les equacions seglients:
a) 5x* —2x+8=0 c)8x2-9=0 e)2x2—§=0

b)3xy?-5=0 d)8-7,3x=0 f)2x2—=3vVx+4=0
6. En les seglients equacions de segon grau, indica quiséna, bic.

a)3-4x>+9x=0 b)-3x>+5x=0

c)2x*-3=0 d)x>-8x+1=0
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2.2. Resolucid d’equacions de 2n grau completes
S’anomena equacio de segon grau completa a aquella que té valors diferents de zero paraa, bii c.

Per a resoldre les equacions de segon grau completes, emprarem la férmula:

—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

Aqguesta formula ens permet calcular les dues solucions de la nostra equacié.
Anomenarem discriminant a la part de la férmula que esta a l'interior de I'arrel:

A =b?-4ac

Activitats resoltes
e Resol 'equacioé de segon grau x> —5x+6=0
Primer hem de saber qui sén a, bi c:
a=1,b=-5;c=6
Substituint aquests valors en la nostra férmula, obtenim:

_—b+Vb?—4ac 5+V25-4-1-6 5+vV25-24 5+1
a 2a - 2-1 - 2 2

X

Per tant, les nostres dues solucions son:

5+1 5-1
x1=_=3; x2=7=2

En efecte, 3 -53+6=9-15+6=0,y2°-52+6=4-10+6 =0, doncs 3 i 2 son
solucions de I'equacio.

7. Resol les segilients equacions de 2n grau completes:

a)x>-7x+10=0 b) 2x*> + 2x - 24 =0

C)3x2-9x+6=0 d)x?-4x-12=0
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2.3. Nombre de solucions d’una equacié de 2n grau completa
Abans hem definit el que era el discriminant, et recordes?

A =b?-4ac

Per a saber quantes solucions té una equacié de 2n grau, ens anem a fixar en el signe del
discriminant.

Si A = b?>—4ac >0 I'equacid té dues solucions reals i distintes.
Si A =b?—4ac =0, 'equacio té dues solucions reals iguals, (una solucié doble).

Si A=b%-4ac< 0, 'equacié no té solucid.

Exemple 3:
a) L'equacio 2x? — 4x — 7 = 0 té com a discriminant:
A=b?>-4ac=(-4)>-42(-7)=16+28=44>0

Per tant, 'equacié donada té 2 solucions reals i distintes, 5 i —1. (Comprovacio: 5°- 4.5 — 5=
25-20-5=0i(-1)2-4(-1)-5=1+4-5=0).

b) L'equacio x?> — 2x + 1 = 0 té com a discriminant:
A=b?—dac=(-2)2-411=4-4=0
Per tant, I'equacio té dues solucions reals iguals. Es pot escriure com:
x2-2x+1=(x-1)?>=0, que té la soluci6 doble x = 1.
c) L'equacié x? + 3x + 8 = 0 té com a discriminant
A=b?-4ac=(3)2-41(8)=9-32=-23<0

Per tant, 'equacio no té solucio real. Cap nombre real verifica I'equacio.

8. Esbrina quantes solucions tenen les seglients equacions de 2n grau:
a)x*+x+4=0 b)x*-6x+9=0

c)x’-6x-7=0 d)x*-3x+5=0
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2.4. Resolucié d’equacions de 2n grau incompletes

Anomenem equacio de 2n grau incompleta a aquella equacié de segon grau en que el coeficient b val 0
(falta b), o el coeficient c val 0 (falta c).

Exemple 4:

Lequacié de 2n grau 2x2 '8 — 0 = és incompleta perqué el coeficient b 0 =, és a dir, falta b.equacié de 2n
grau 3x2 1> — 0 = és incompleta perqué no té c, és a dir, c 0 =.

Les equacions de 2n grau incompletes es resolen d’una manera o una altra depenent del tipus

gue siguen.

/ Resum \
Si el coeficient b = 0: Aillem la incognita normalment, com Sib=0,ax*+c =0, Aillem la
féiem en les equacions de primer grau: incognita:

axl+c=0Dad=-coxt="ox2= /_—C:>x=i =
a a a Sic=0, ax* + bx = 0, traiem

factor comun:

x=0i
Si el coeficient ¢ = 0: Traiem factor comu:

ax?+bx=0= x(ax + b) = 0. K /

Perque el producte de dos factors siga zero, un dels factors
ha de valdre zero.

Pertantx:O,oax+b:0:>ax:—b:>x=7

Exemple 5:
En I'equacié 2x? — 18 = 0 falta la b. Per a resoldre-la aillem la incognita, és a dir, x2:
2x°-18=0=>2x>=18=>x%>=18/2=9

Una vegada que arribem aci, ens falta llevar aqueix quadrat que porta nostra incognita. Per a
aixo, farem l'arrel quadrada als 2 membres de I'equacio:

x = +V9 = 43

Aixi hem obtingut les dues solucions de la nostra equacid, 3 i —-3. En efecte, 2:32 - 18 = 2.9 —
18=0,i2:(-3)2-18=29-18=0
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Exemple 6:
En I'equaci6é 3x? — 15x = 0 falta la c. Per a resoldre-la, traiem factor comu:
3x2-15x=0=3x(x-5)=0
Una vegada que arribem aci, tenim dues opcions
1) 3x=0=x=0.
2) x-5=0=>x=5.
Aixi hem obtingut les dues solucions de I'equacio x=0ix=5

Una equacié de segon grau incompleta també es pot resoldre utilitzant la férmula de les
completes perd és un procés meés lent i és més facil equivocar-se.

Activitats resoltes
e Resol 'equacié de 2n grau 2x> — 32 = 0:

Solucio: Es tracta d’'una equacié de 2n grau incompleta on falta la b. Per tant, ailleim la incognita
2x2-32=0=>2x*=32=>x>=32/2=16 = x = +V16 = +4. Les arrels son 4 i —4.

e Resol I'equacio de 2n grau x?> + 7x = 0:

Solucid: Es tracta d’'una equacié de 2n grau incompleta on falta la c. Per tant, traiem factor
comu:

X+7x=0=>x(x+7)=0
i obtenim les dues solucions:

X=0ix+7=0=>x=-7.

9. Resol les seglients equacions de 2n grau incompletes:

a)3x>+6x=0 b)3x>-27=0

c)x>-25=0 d)2x?+x=0

e)4x>*-9=0 f) 5x2 - 10x =0
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2.5. Suma i producte d’arrels

Si en una equacié de segon grau: x*> + bx + ¢ = 0, amb a = 1, coneixem les seues solucions: x1
i X2 sabem que podem escriure I'equacié de forma factorizada:

x—x1) - (X—x2)=0
Fem operacions:
X2 = X1:X — X2:X + X1:X2 = 0 = X2 — (X1 + X2)-X + X1-X2 = 0,

pel que el coeficient ¢ és igual al producte de les solucions i la suma de les solucions és igual a
I'oposat del coeficient b, és a dir, —b.

C
X1:X2 =~ X1+ X2 = —b.

Si 'equaci6 és ax? + bx + ¢ = 0, dividint per a, ja tenim una de coeficient a = 1, i obtenim que:

X1X2=;X1+X2=7

Aquesta propietat ens permet, de vegades, resoldre mentalment algunes equacions de segon
grau.

Activitats resoltes
e Resol mentalment 'equacié x> — 5x + 6 = 0.

Busquem, mentalment dos numeros el producte del qual siga 6 i la suma del qual siga 5. En
efecte, 2-3=6,i2 + 3 =5, doncs les solucions de I'equaci6 sén 2 i 3.
e Resol mentalment 'equacié x> — 6x + 9 = 0.

El producte ha de ser 9. Provem amb 3 com a solucid, i en efecte 3 + 3 = 6. Les solucions sén
I'arrel 3 doble.
e Resol mentalment 'equacié x> — x — 2 = 0.

Les solucions s6n -1 i 2, perque el seu producte és -2 i la seua suma 1.
e Resol mentalment I'equacié x> + x — 2 = 0.

Les solucions s6n 1i -2, ieriué el seu producte és -2 i la seua suma -1.

10. Resol mentalment les seglients equacions de 2n grau:

a)x’+6x=0 b) x> +2x-8=0
c)x?-25=0 d)x>-9x+20=0
e)x?-3x-4=0 fyx?—4x-21=0

11. Escriu una equacid de segon grau les solucions de la qual siguen 3i 7.
12. El perimetre d’un rectangle mesura 16 cm i la seua area 15 cm?. Calcula les seues dimensions.

13. Si 3 és una solucié de x2 — 5x + a = 0, quant val a?
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2.6. Resolucid d’equacions senzilles de grau superior a dos

Durant segles els algebristes han buscat formules, com la que ja coneixes de I'equacio de
segon grau, que resolguera les equacions de tercer grau, de quart, de cinqué... sense éxit a
partir del cinqué grau. Les formules per a resoldre les equacions de tercer i quart grau son
complicades. Només sabem resoldre de forma senzilla algunes d’aquestes equacions.

Exemple:
e Resol: (x—=5)-(x—3)-(x+2)-(x—9)-(x—6)=0.

Es una equacié polinémica de grau cinc, perd en estar factorizada sabem resoldre-la ja que
per a que el producte de diversos factors siga zero, un d’ells ha de valdre zero. Igualant a zero
cada factor tenim que les solucions sé6n 5, 3, -2, 91 6.

Equacions biquadrades

Una equacié biquadrada és una equacid de la forma ax®" + bx" + ¢ = 0.

Per a resoldre-la, fem el canvi x" = t, convertint-la aixi en una equacié de segon grau de facil resolucié.
Quan hagem calculat el valor de t, desfem el canvi efectuat, x = 3/tper a obtindre la solucié x.

Les equacions biquadrades més comuns son les de quart grau

Exemple:

e Per a resoldre I'equacié biquadrada x* — 10x?> + 9 = 0, fem el canvi obtenint I'equacié de segon
grau t?—10t+9=0.

Resolem la dita equacio de segon grau:

10+ /(-10)°-4-1-9 1048
B 2-1 2

Desfem el canvi per a obtindre els valors de x:
Sit1=9 -~x=+V9 =43

Sit,=1 - x=+V1 =+1
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Activitats resoltes

L’equacié x*- 5x2 + 4 = 0 és una equacié polinémica de quart grau, perd amb una forma molt
especial, és una equacié biquadrada, perqué podem transformar-la en una equacio de segon
grau anomenant a x> per exemple, t.

5+v25-16 _ 5+V9 _ 5+3

X*=5x°+4=0=>t?-5t+4=0=>t= : . =

Una solucié de I'equacio de segon grau és t = 4, i 'altra és t=1.
Pertantsit=x?>=4,doncs x =2 ix = 2.
Isit=x?>=1,doncsx=1ix=-1.

La nostra equacié de quart grau té quatre solucions:

2,-2,1i-1.
14. Resol les equacions segients:
aAx-7)-x-2)-x+5)-x-3)-(x-11)=0 b)3(x—-5)-x=-7)- (x+2)- (x=3) - (x—

4)=0
15. Resol les seglients equacions biquadrades:
a)x*—3x2+2=0 b) x*+12x>+ 35=0 c)x*-—4x>-12=0.

16. Resol les equacions biquadrades seglients:

a)x*—13x*+36=0 b)x*—29x2+100=0 c)x*—10x2+9=0d) x* — 26x% +
25=0.
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3. SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS

3.1. Concepte de sistema d’equacions lineals

Un sistema d’equacions lineals amb dues incognites es pot expressar de la forma:
( ax+by=c
ax+by=c
On a, b, a'i b' sén nombres reals que es denominen coeficients i ¢ i ¢’ també sdn nombres reals
denominats termes independents.

Anomenem solucié del sistema al parell de valors (x, y) que satisfan les dues equacions del sistema.

Es diu que dos sistemes d’equacions son equivalents, quan tenen la mateixa solucid.

Exemple 7:

Son sistemes d’equacions lineals, per exemple:

3x —4y =—-1 Sx+2y =7, x+2y=3 4y +2 =3x
{2x+5y=7’ {x—y=0’ {7x—3y=4’ {7x—3=5y
Exemple 8:
. . , 3Xy+5y=7 oz
No és un sistema lineal {4x —8xy = gPerque té termes en xy.
. 3x2+5y=7 s 2
Tampoc ho és { 4x— 8y =9 perque té un terme en x°.
17. Raona si sén o no sistemes d’equacions lineals els sistemes seglients:
Xy+2y=6 S5y—x=4
Nlpx—3y=1 Ol 3,-_1
4x—2=y x> +y=2
c) { — ) 2 _
3x + 5y =2 3x +y? =4
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3.2. Classificacio de sistemes d’equacions

En un sistema d’equacions lineals amb dues incognites, cada una de les equacions representa una recta
al pla.

Aquestes rectes poden estar posicionades entre si de tres maneres distintes, la qual cosa ens
ajudara a classificar el nostre sistema en:

1) Compatible determinat: el sistema té una Unica solucid, per la qual cosa les rectes sdn SECANTS, es
tallen en un punt.

2) Compatible indeterminat: el sistema té infinites solucions, per la qual cosa les rectes sén
COINCIDENTS.

3)Incompatible: el sistema no té solucid, per la qual cosa les rectes sén PARAL-LELES.

:\\“ 1 o 1 2 3
\‘ ‘ 2x+ 2y
N
Compatible determinat Compatible indeterminat Incompatible
Rectes secants Rectes coincidents Rectes paral-leles

Activitats resoltes
e Afig una equacio6 a x — 2y = 2 perqué el sistema resultant siga:

a) Compatible determinat
b) Incompatible

c) Compatible indeterminat

Solucio:

a) Perque el sistema siga compatible determinat, afegirem una ' _—
equacio que no tinga els mateixos coeficients que la que ens
donen. Per exemple, x + y = 1.

Matematiques. 32 ESO. Capitol 5: Equacions i sistemes Autora: Raquel Hernandez
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Narea Verde



Equacions i sistemes 32 ESO

b) Perque siga incompatible, els coeficients de les incognites
han de ser els mateixos (0 proporcionals) pero tindre diferent
terme independent. Per exemple x — 2y = -3, (0 2x — 4y = 0).

c) Perque siga compatible indeterminat, posarem una equacio

proporcional a la que tenim. Per exemple 2x — 4y = 4.

18. Representa els seglients sistemes i classifica’ls:

x+3y=4 2x—y =3 x—3y=3
a){—2x+y=—1 b){—y+2x=1 C){2x—6y=6

3.3. Resoluciod de sistemes pel metode de substitucio

El metode de substitucio consisteix a aillar una incognita d’una de les equacions del sistema i substituir

I’expressié obtinguda en I'altra equacié.

Aixi, obtenim una equacio de primer grau en qué podem calcular la incognita aillada. Amb el

valor obtingut, obtenim el valor de I'altra incognita.

Exemple 8:
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x—3y=-—

1 \ L
x+2y=3 pel métode de substitucio:

. 2
Resoldrem el sistema {

Aillem x de la segona equacio:

2x —3y=-1
{x+2y=3:»x=3—2y

i la substituim en la primera:
2B3-2y)-3y=-1=26-4y-3y=-1=-A4y-3y=-1-6=>-7y=-7T=>y=(-NI(-7)=1
Amb el valor obtingut de y, calculem la x:

X=3-2y=>x=3-21=1.

Solucio:
x=1
i

19. Resol els seglients sistemes pel metode de substitucio:

3x +4y =-7 2x+4y =0 3x—2y=2

a){x—2y=1 b){3x+y=5 C){2x+3y=10

3.4. Resoluciod de sistemes pel metode d’igualacio

El métode d’igualacié consisteix aillar la mateixa incognita de les dues equacions que formen el sistema
i igualar els resultats obtinguts.

Aixi, obtenim una equacio de primer grau en que podrem calcular la incognita aillada. Amb el
valor obtingut, calculem el valor de I'altra incognita.

Exemple 8:

x—3y=-—

1 X . .,
Xx+2y=3 pel meétode d’igualacio:

. 2
Resoldrem el sistema {

Aillem la mateixa incognita de les dues equacions que formen el sistema:

x+2y=3=>x=3-2y

Igualem ara els resultats obtinguts i resolem I'equacio resultant:

3y—1 7
S—=3-2y=3y-1=2B-2))=6-4y=3y+4y=6+1=7y=7>y=_=1
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Amb el valor obtingut de y,calculem la x:

Xx=3-2y=>x=3-2(1)=1

Solucio:
x=1
(-1

20. Resol els seglients sistemes pel meétode d’igualacié:

3x+y=>2 2x—3y=-5 7x—4y =3
N ox43y=-5yioy—14 9y =5

3.5. Resoluciod de sistemes pel metode de reduccio

El métode de reduccié consisteix a eliminar una de les incognites sumant les dues equacions. Per a aixo
es multipliguen una o ambdues equacions per un nombre de manera que els coeficients de x o y siguen
iguals pero de signe contrari.

Exemple 9:

x—3y=-—

1 \ g
x+2y=3 pel metode de reduccio:

. 2
Resoldrem el sistema {

Multipliquem la segona equacid per -2 perqué els coeficients de la x siguen iguals pero de
signe contrari i sumem les equacions obtingudes:

2x —3y=-1 2x—-3y=-1____, _ B B
U 2y =3 —(_2){_2x _dy = _gSUmenmi 7y =—7 =y = NI(=7) =1

Amb el valor obtingut de y, calculem la x:

2Xx—31=-1=22x=-1+3=2=>x=2/2=1

Solucio:
x=1
-1

21. Resol els seglients sistemes pel métode de reduccio:

3x+y=4 5x +3y =2 2x+3y =0
a){2x—5y=14 b){4x+y=7 C){39«1—2y=13
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4. RESOLUCIO DE PROBLEMES

4.1. Resolucio de problemes mitjangant equacions de primer grau

Ja saps que:
Molts problemes poden resoldre’s mitjancant una equacio.
Activitats resoltes

e Busca un nombre que sumat amb el seu seglient done com resultat 15.

Per a resoldre-lo seguirem tecniques generals de resolucié de problemes:

Pas 1: Abans de comencar a actuar, intenta entendre bé el problema

Llig amb molt atencid I'enunciat, i pregunta’t:
Queé et demanen? Quines dades tens?

Ens demanen un nombre. La incognita és aqueix nombre. Anomena a aqueix nombre x. El seu seglient,
sera x + 1. Ens diuen que la suma d’'ambdds és 15.

Pas 2: Busca una bona estrategia.

Es un problema que volem resoldre mitjancant una equacié. Escriu en llenguatge algebraic I"enunciat del
problema i planteja una equacié:

x+(x+1)=15.
Pregunta’t si efectivament resol el problema rellegint I’enunciat.

Pas 3: Porta avant la teua estrategia

Ara si, ara resol I'equacid. Per resoldre una equacid convé seguir un orde d’actuacié que ens ajude a no
cometre errors, per a aixo seguim el procediment que acabem d’aprendre.

» Lleva, si n’hi ha, paréntesi i denominadors: x + x + 1 = 15.

» Per a posar en el primer membre els termes amb x, i al segon els que no la tenen, fes el mateix
als dos costats, resta 1 als dos membres: x + x + 1 — 1= 15— 1, aleshores x + x = 15 - 1.

Opera: 2x = 14. Ailla:
» Per aillar la x, es fa el mateix als dos costats, es divideixen per 2 ambdds membres:
2x/2 = 14/2, per tant, x = 7.

Pas 4: Comprova el resultat. Pensa si és raonable.
En efecte, comprova que: 7 + 8 = 15.

22. A un xicotet hotel hi ha 47 habitacions simples i dobles. Si en total té 57 llits, quantes habitacions
son simples i quantes sén dobles?

23. A una granja hi ha 100 animals entre gallines i conills, i entre tots els animals sumen 280 potes.
Quantes gallines hi ha a la granja?
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4.2. Resolucio de problemes mitjangant equacions de 2n grau

Per a resoldre problemes per mitja d’equacions de 2n grau, de la mateixa manera que els problemes
d’equacions de primer grau, primer haurem de passar a llenguatge algebraic I'enunciat del problema i
després resoldre'l seguint els passos seglients:

1.- Comprendre I’enunciat

2.- Identificar la incognita

3.- Traduir I'’enunciat al llenguatge algebraic
4.- Plantejar I’equacié i resoldre-la

5.- Comprovar la solucié obtinguda

Activitats resoltes

Resoldrem el problema seguent:

e Quin és el nombre natural el quintuple del qual augmentat en 6 és igual al seu quadrat?

Una vegada comprés I'enunciat, identifiquem la incognita, que en aquest cas, és el nombre
gue estem buscant.

2.- Nombre buscat = x

3.-Traduim ara el problema al llenguatge algebraic:
5x + 6 = x°

4.-Resolem I'equacio:

EX+6=X=>x*-5x-6=0

_—b*vVbZ—4ac —(-5)+,/(-5)2-4-1-(—6) 5+v25+24 5+V49 5+7
B 2a B 2-1 B 2 2 2

5+7 5-7
x1=—=6, xZZT:_l

X

Solucié: Com I'enunciat diu “nombre natural” el nombre buscat és el 6.

5.- Comprovacio: En efecte 5-6 + 6 = 36 = 6°.

24. Quin nombre multiplicat per 3 és 40 unitats menor que el seu quadrat?
25. Calcula tres nombres consecutius tals que la suma dels seus quadrats siga 365.
26. El triple del quadrat d’'un nombre augmentat en el seu duple és 85. Quin és el nombre?

27. Un triangle isosceles té un perimetre de 20 cm i la base mesura 4 cm, calcula els costats del triangle i
la seua area.
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4.3. Resolucié de problemes mitjancant sistemes d’equacions

Per a resoldre problemes per mitja de sistemes d’equacions, primer haurem de passar a llenguatge
algebraic I'enunciat del problema i després resoldre'l seguint els passos seglients:

1.- Comprendre I’enunciat

2.- Identificar les incognites

3.- Traduir I'’enunciat al llenguatge algebraic
4.- Plantejar el sistema i resoldre'l

5.- Comprovar la solucié obtinguda

Activitats resoltes
Resoldrem el problema seguent:

e La suma de les edats d’un pare i el seu fill és 39 i la seua diferéncia 25. Quina és I'edat de
cada un?

Una vegada comprés I'enunciat, identifiquem les incognites que, en aquest cas, sén I'edat del
pare i el fill

2.- Edat del pare = x

Edat del fill = y
3.- Passem I'enunciat a llenguatge algebraic:
La suma de les seues edats és 39:
xX+y=39
| la seua diferéncia 25:
X—-y=25
4.- Plantegem el sistema i el resolem pel metode que ens resulte més senzill. En aquest cas,
ho fem per reduccio:

x+y =39

_ SeSumem2x = 64 = x = 64/2 = 32
x—y=25

{
X+y=39=32+y=39=y=39-32=7.

Solucio: El pare té 32 anys i el fill t& 7 anys.

5.- Comprovacio: En efecte, la suma de les edats és 32 + 7 = 39 i la diferéncia és 32 — 7 = 25.

28. La suma de les edats de Raquel i Lluis sdn 65 anys. Ledat de Lluis més quatre vegades I'edat de
Raquel és igual a 104. Quina edat tenen cada un?

29. La suma de les edats de Maria i Albert és 32 anys. D’aci a 8 anys, I'edat d’Albert sera dues vegades
I'edat de Maria. Quina edat té cada un en l'actualitat?

30. Troba dos nombres la diferéncia dels quals siga 24 i la seua suma siga 123.
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CURIOSITATS. REVISTA

thencié de la f6rmuD

per a resoldre equacions
de segon grau.

ax’+bx+c=0,amba=#0
U
ax? + bx=—c

U Multipliquem per 4a

4ax? + 4abx = —4ac

U sumem b2

432 + 4abx + b*= —4ac + b?

U completem quadrats

(2ax + b)? = b* — 4ac
U Trobem I'arrel quadrada

2ax+b =

UAillem la x

Tres equacions de segon

Teorema de Pitagores a un triangle rectangle
isosceles de costats iguals a 1, o en calcular la
diagonal d’'un quadrat de costat 1. La seua
solucié és la longitud de la hipotenusa o de la
diagonal. Té d’interessant que es demostra
que la dita solucié NO és un nombre racional,

s

També es pot escribir com:

X+1=x2

que és una proporcid, on x pren el valor

~ 1,618... que és el nombre d'or, altre

nombre irracional. /

La tercera equacid no té solucié real, cap
nombre real al elevar-lo al quadrat pot donar
un nombre negatuo, pero si ampliem el camp
real amb la seua arrel, =i, resulta que ja
totes les equacions de segon grau tenen
solucio, i a els nombres a + b-i se'ls anomena
nombres complexos.

Emmy Noether va ser una matematica alemanya d'origen jueu els treballs del qual en Algebra
van permetre resoldre el problema de la conservacié de I'energia.
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RESUM

Equacid de primer
grau

Es una equacid algebraica en qué la major -5x+6=0

poténcia de la incognita és 1.

Equacio de segon
grau

Es una equacid algebraica en qué la major—3x?+7x+-8=0

poténcia de la incognita és 2. Té la forma:
ax?+bx+c=0

on a, b i ¢ sbn nombres reals, amb a = 0.

Resolucié S’usa la férmula: x2—-5x+6=0:
d’equacions de 2n —b +Vb? — 4ac 5+v25—-4-1-6
grau completes X = 2a X = 21

_5%1

)

X1 = 3, X2 = 2

Discriminant A = b? - 4ac A=(-5)>-416=25-24=1
Nombre de Si A = b2 — 4ac > 0, té dues solucions reals ix?—4x—5=0:A=36>0, té

solucions d'una
equacio de 2n
grau

distintes
Si A = b? — 4ac = 0, té una soluci6 doble.
Si A = b? — 4ac < 0, I'equacio no té solucid

dues solucions 5i—1.
x2—2x+1=0:A=0,téuna
arrel doble: x = 1.
X>+3x+8=0:A=-23.Noté
soluci6 real

Resolucié
d’equacions de 22
grau incompletes

Suma i producte
d’arrels

Sib =0, ax? + ¢ = 0, aillem la incognita: 22 —-18=0:x = +V/9 = +3

x==

a

) 3x2—-15x=0=3x(x-5)=0
Sic=0,ax2+bx=0:x:0ix=_7

:>X1=0;X2=5.

X1X2:£;X1+X2:_ X2 —5x+6=0=>x1=2; x>=3
a a

Sistema d’equacions

lineals

Classificacio

ax+by=c {x+2y=3
ax+by=c 7x —3y =4
Compatible determinat: Una Unica solucio, el punt d’'interseccio. Les rectes
s6n secants: { +3y=4
) {—Zx +y=-1
Compatible indeterminat: Infinites solucions, per la qual cosa les rectes sén
coincidents: { 3y =3
) {Zx -6y =

x—3y=3

Incompatible: No té solucid, les rectes son paral-leles: {Zx 6y =2

Meétodes de
resolucio

Substitucid: aillar una incognita i substituir en I'altra equacio.
Igualacié: aillar la mateixa incognita de les dues equacions.
Reduccié: sumar les dues equacions, multiplicant-les per nombres adequats.
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EXERCICIS | PROBLEMES

Equacions de primer grau

1. Resol les seglients equacions de 1r grau
a)-x—-6x-8=0 b)-1+x=6 C) 7x=70x+5
d)2x+3)—-(2x+1)=5 e)52x-1)+(x-1)=5 f)l1l2(x-1)-6(2+x)=-18

9 2x+3)+(x-1)=—x-3 h) x +2=2x+ 168 N6(2x—-3x+1)—-2x—-1=—
1
2. Resol les seglients equacions de 1r grau amb denominadors:

x—1 x+1 E —x+1 x_+1 2x+6
)5 -5 =10 b) T +——=3 0%+ =2
1-x 3x-1 1 2x—-8 . 3x-9 _ 2x+3x . 3x—6 __
d)T 3 3 €) 5 o - X1 ) 5 o -1
Equacions de segon grau
3. Resol les seglients equacions de 2n grau
a)-x>-6x-8=0 b)X(-1+x)=6 c) 7x? = 70x
d)2x+3)—x(2x+1)=5e)52x-1)+x(x-1)=5 f) 12(x> - 1) — 6(2 + x) = —
18
0 (2x+3)(x-1)=-x-3h)x(x+2) =168 )6(2x% - 3x + 1) —x(2x —1) = -1
4. Resol les seglients equacions de 2n grau amb denominadors:
x%-1  x+1 x%-3  x%-x+1 x%+1  2x+6
a) > —T—lO b) 3 + - =3 C) s +10 =2
d 1—x2 n 3x-1 _ 1 e 2x*-8  3x-9 _ 1 2x+3x*  3x—6 _ 1
) 2 3 3 ) 5 0 X ) 5 10
5. Resol mentalment les seglients equacions de 2n grau:
a)x>*—7x+10=0 b)x(-1+x)=0 c) 2x*> =50
d)x*-3x-10=0 e)x*+3x-10=0 Hx2+7x+10=0
g)x>*-5x+6=0 hyx>?-x-6=0 )x?+x-6=0

6. Factoriza les equacions del problema anterior. Aixi, si les solucions sén 2 i 5, escriu:
X>—7x+10=0 < (x-2)(x=5)=0.

Observa que si el coeficient de x? féra diferent d’1 els factors han d’estar multiplicats pel
dit coeficient.
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7. Quan el coeficient b és parell (b = 2B), pots simplificar la férmula:

_—bi\/b2—4ac_—ZBi\/4BZ—4ac_—ZBiZVBZ—ac_—Bi\/BZ—ac

2a 2a 2a a

X

Aixi per a resoldre x> — 6x + 8 = 0 has de dir x = 3 +/9 — 8 = 3 + 1, aleshores les seues
solucions son 2 4.

Utilitza aqueixa expressio per a resoldre:
a)x*-8x-12=0 b)x?-10x +24=0 C)X?+4x+7=0

8. Resol mentalment les equacions seglients, després desenrotlla les expressions i utilitza la férmula
general per a tornar a resoldre-les.

a)(x-2)x-6)=0 b) x+1)(x-3)=0 c)(x—-9):x-3)=0
dx-1)x+4)=0 e)(x+7)x—-2)=0 l(x—4)(x+6)=0

9. Determina el nombre de solucions reals que tenen les seglients equacions de segon grau calculant
el seu discrimina’t, i després resol-les.

a)x?+3x-4=0 b) 7x>+12x -4 =0 c)3x?+7x+10=0
d)x>*-x+5=0 e)6x?-2x-3=0 f)5x>+8x-6=0

10. Escriu tres equacions de segon grau que no tinguen cap solucié real. Ajuda: Utilitza el discriminant.
11. Escriu tres equacions de segon grau que tinguen una solucié doble.

12. Escriu tres equacions de segon grau que tinguen dues solucions reals i distintes.

13. Escriu tres equacions de segon grau que no tinguen solucid real.

Sistemes lineals d’equacions
14. Resol els segiients sistemes pel métode de substitucio:
2x —5y=—4 3x+y=4 6x +5y =7
N sx_y=7 BDlyisy—7 Dlyizy—1
15. Resol els seglients sistemes pel metode d’igualacié:

—2x+ 3y =13

x—2y=-3 9x —5y =4
a) {3x—7y= =27

5
b){4x—y=0 C){—8x+3y=—5

16. Resol els seglients sistemes pel métode de reduccid:

3x—-5y=1
2x+y =5

4x+3y =14 9x — 5y =4

) { —-x—6y=7 C){—7x+5y=—2

b) {

17. Resol de forma grafica els segilients sistemes

a){x+y=7 b){4x+3y=4 C){9x—5y=13
x—y=1 x—6y=1 —7x + 5y =-9
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18. Resol els seglients sistemes pel metode que cregues més apropiat:

dx-1 _ 2y+2 3x-1  y+3 y+2
= TPy B2y
a){ ; o b){z s C){
e 3x+y=-1 3x—2y—1

19. Copia al teu quadern i completa els seglients sistemes incomplets de manera que es complisca el
gue es demana en cada un:

Compatible indeterminat Incompatible La seua solucid siga x = 2 i
y=1
Ox+3y=0 —Sx+y=2 3x—y=(
a){Zx—y=3 ){()x+y—6 ){()x+y
Incompatible La seua solucié sigax=-1iy=1 Compatible

indeterminat

Sy =-1 3x+Qy=-1 Ox+6y =0
){4x+()y—() ) 0x+3y=5 Dy +3y=—2

20. Escriu tres sistemes lineals que siguen incompatibles.

21. Escriu tres sistemes lineals que siguen compatibles indeterminats.

22. Escriu tres sistemes lineals que siguen compatibles determinats.

23. Resol els seglients sistemes pel metode d’igualacié i comprova la solucié graficament. De quin tipus
és cada sistema?

—2x+ 6y =13 x—y=-3 xX—y=4%

) { x—3y=28 ){4x 4y = —-12 C){—x+3y=—5

Problemes

24. En una botiga lloguen bicicletes i tricicles. Si tenen 51 vehicles
amb un total de 133 rodes, quantes bicicletes i quants tricicles
tenen?

25. Quina és I'edat d’'una persona si en multiplicar-la per 15 li falten
100 unitats per a completar el seu quadrat?

26. Descompon 8 en dos factors la suma del qual siga 6

27. El triple del quadrat d’un nombre augmentat en el seu duple és

85. Quin nombre és?

28.La suma dels quadrats de dos nombres imparells consecutius és 394.
Determina els nombres.

29. Van carregats un ase i un mul. Lase es queixava del pes que portava damunt.
El mul li va contestar: Si jo portara un dels teus sacs, portaria el doble de
carrega que tu, perod si tu prens un dels meus, els dos portarem la mateixa
carrega. Quants sacs porta cada un?

30. Quin nombre multiplicat per 3 és 40 unitats menor que el seu quadrat?

31. Calcula tres nimeros consecutius la suma de quadrats del qual és 365
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32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42,

43,

44,

45.

46.

47.

48.

49.

D’aci a 11 anys, I'’edat de Mari sera la mitat del quadrat de I’edat que tenia fa 13 anys. Quina edat té
Mari?

Dos nombres naturals es diferencien en 2 unitats i la suma dels seus quadrats és 580. Quins sén els
nombres?

La suma de dos nombres és 5 i el seu producte és —84. De quins nombres es
tracta?

Maria vol formar safates d’'un quilogram amb massapans i mantegades. Si les
mantegades li costen a 5 euros el quilo i els massapans a 7 euros el quilo, i vol
que el preu de cada safata siga de 6 euros, quina quantitat haura de posar de
cada producte? Si vol formar 25 safates, Quina quantitat de mantegades i de
massapans necessitara?

Determina els catets d’un triangle rectangle la suma dels quals és 7 cm i la
hipotenusa del triangle mesura 5 cm.

El producte de dos nombres és 4 i la suma dels seus quadrats 17. Calcula els nombres

La suma de dos nombres és 20. El doble del primer més el triple del segon és 45. De quins nombres
es tracta?

A un garatge hi ha 30 vehicles entre cotxes i motos. Si en total hi
ha 100 rodes, quants cotxes i motos hi ha al garatge?

L'edat actual de Pere és el doble de la de Raquel. D’aci a 10 anys,
les seues edats sumaran 65. Quants anys tenen actualment Pere i
Raquel?

A la meua classe hi ha 35 persones. Ens han regalat a cada xica 2
boligrafs i a cada xic 1 quadern. Si en total hi havia 55 regals.
Quants xics i xiques som a classe?

Entre el meu iaio i el meu germa tenen 56 anys. Si el meu iaio té 50 anys més que el meu germa,
quina edat té cada un?

Dos entrepans i un refresc costen 5€. Tres entrepans i dos
refrescos costen 8€. Quin és el preu de I'entrepa i el refresc?

A una granja hi ha pollastres i vaques. Si es compten els caps, son
50. Si es compten les potes, son 134. Quants pollastres i vaques hi
ha a la granja?

Un rectangle té un perimetre de 172 metres. Si el llarg és 22
metres major que |'‘ample, quines sén les dimensions del
rectangle?

A una bossa hi ha monedes d’1€ i 2€. Si en total hi ha 40 monedes
i 53€, quantes monedes de cada valor hi ha a la bossa?

A una baralla entre aranyes i vespes, hi ha 70 caps i 488 potes.
Sabent que una aranya té 8 potes i una vespa 6, quantes vespes i
aranyes hi ha a la baralla?

Una classe té 32 estudiants, i el nombre d’alumnes és triple al
d’alumnes, quants xics i xiques hi ha?

Violant té 6 anys més que el seu germa Pablo, i sa mare té 49
anys. D’aci a 2 anys I’edat de la mare sera doble de la suma de les
edats dels seus fills, Quines edats té?

Matematiques. 32 ESO. Capitol 5: Equacions i sistemes Autora: Raquel Hernandez

www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Marea Verde



Equacions i sistemes 32 ESO

AUTOAVALUACIO

1. Les solucions de I'equacio 3(x* — 1) + 2(x? — 2x) = 9 sén:
a)x=2ix=1b)x=1ix=-3¢)x=1ix=-2/3d)x=2ix=-6/5
2. Les solucions de I'equaci6 156 = x(x — 1) son:
a)x=11ix=-13b)x=13ix=-12¢c)x=10ix=14d)x=-12ix=-11
3. Les solucions de 'equacio son:
a)x=2ix=23b)x=13ix=4c)x=1ix=4/3d)x=5/3ix=3
4. Les solucions de I'equacio (x — 14)? + x? = (x + 2)? son:
aA)x=24ix=8b)x=21ix=3¢c)x=5ix=19d)x=23ix=2
5. Les solucions de 'equacio 2(x + 2) — x(2 — x) = 0 son:

a) Infinitesb) x=9ix=5c)notésoluciod) x=1ix=4

6. Les rectes que formen el sistema sén:

a) Secants b) Paral-leles c) Coincidents d) S’encreuen

7. La solucio del sistema és:
a)x=2iy=1b)x=1iy=1c)x=3iy=2d)No té soluci6

8. La solucio del sistema és:
aA)x=4iy=2b)x=3iy=3¢c)x=2iy=-1d)x=5iy=1

9. A una granja, entre pollastres i porcs hi ha 27 animals i 76 potes. Quants pollastres i porcs hi
ha a la granja?

a) 16 pollastres i 11 porcs b) 15 pollastres i 12 porcs c) 13 pollastres i 14 porcs

10. Quina és I'edat d’una persona si en multiplicar-la per 15, li falten 100 unitats per a arribar al
seu quadrat?

a) 6 anys b) 7 anys c)5anys d)8anys
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Resum

La proporcionalitat és una realitat amb qué convivim al nostre
voltant. Per a comprendre-la i utilitzar-la correctament,
necessitem conéixer les seues regles.

Reconeixerem la proporcionalitat directa o inversa, simple i
composta, i realitzarem exercicis i problemes d’aplicacio.

En  multitud d’ocasions hem d’efectuar repartiments
proporcionals, directes o inversos: premis de loteria, heréncies,
mescles, aliatges...

El tant per cent i linterés és un concepte que apareix
constantment en els Mitjans de comunicacio i en la nostra propia
economia. En aquest capitol farem una primera aproximacio a la
denominada “economia financera”
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1. PROPORCIONALITAT DIRECTA

1.1. Magnituds directament proporcionals

Recorda que:

Dues magnituds sén directament proporcionals quan en multiplicar o dividir a la primera per un
nombre, la segona queda multiplicada o dividida pel mateix nombre.

Exemple:

e Si dues caixes contenen 12 bombons, deu caixes (iguals a les primeres) contindran seixanta
bombons.

2:-6=12 10-6=60

La rad de proporcionalitat directa k s’obté mitjancant el quocient de qualsevol dels valors d’una
variable i els corresponents de I'altra:

Exemple:

. , . .. 12 60
e Al'exemple anterior la raé de proporcionalitat és: Cinbrin

6
Exemple:

e Calculalarad de proporcionalitat, co

e Copia al teu quadern i completa la taula de proporcionalitat directa segiient:

Magnitud A 18 2,4 60 2,8 0,20

Magnitud B 4,5 0,6 15 0,7 0,05

La ra6 de proporcionalitat és k = % = 4. Per tant tots els valors de la magnitud B sén quatre vegades
menors que els de la magnitud A.

1.2. Regla de tres simple directa

Recorda que:

El quart terme d’una proporcié directa entre dues magnituds es pot calcular mitjangant el procediment
denominat “regla de tres”

Exemple:
e Quinze paquets pesen 330 kg, quants kg pesen 6 paquets?
15 paquets —330kg

6 paquets —xkg

15 6 330-6
— = — o x=——— =132kg
330 x 15
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1.3. Regla de tres composta directa
Una proporcid en que intervenen més de dues magnituds es denomina proporcié composta.
Per a calcular el valor desconegut d’una de les seues magnituds s’utilitza la “regla de tres composta”.

Exemple:

e Nou persones han gastat en transport 630 € en 20 dies. Quant gastaran 24 persones en 8 dies
realitzant el mateix recorregut?

Observem que les tres magnituds son directament proporcionals.

9 persones 630 € 20 dies
24 persones x€ 8 dies
630 20 9 630-24-8
—=—=—2Xx=——"=672€
x 8 24 9-20

1.4. Percentatges
El percentatge o tant per cent és la rad de proporcionalitat de major Us en la vida quotidiana.

El tant per cent és una raé amb denominador 100.

Exemple:

o 24%=2
100

Els percentatges son proporcions directes en que es pot aplicar la regla de tres.

Exemple:

e La poblacié de Robles era en 2012 de 5680 habitants. En 2013 s’ha incrementat en un 5 %.
Quina és la seua poblacio a final de 2013?

El 5 % de 5680 és % = 284 habitants. La poblacié s’ha incrementat en 284 habitants, doncs al

final de 2013 sera de: 5680 + 284 = 5964 habitants.

1. Estima quantes persones caben de peu en un metre quadrat. Hi ha hagut una festa i s’"ha omplit
completament un local de 260 m?, quantes persones estimes que han anat a aqueixa festa?

2. En una recepta ens diuen que per a fer una melmelada de maduixa necessitem un quilogram de
sucre per cada dos quilograms de maduixes. Volem fer 5 quilograms de melmelada, quants
quilograms de sucre i quants de maduixes hem de posar?

3. Laltura d’un arbre és proporcional a la seua ombra (a una mateixa hora). Un arbre que mesura 1,2
m té una ombra de 2,1 m. Quina altura tindra un arbre 'ombra del qual mesure 4,2 m?
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1.5. Increment percentual

Exemple:
e Al'exemple anterior pot resoldre’s mitjancant increment percentual: 100 + 5 = 105%

105580 5964 habitants
100

1.6. Descompte percentual

e EI105 % de 5680 és

e Ales rebaixes a tots els articles a la venda els apliquen un 20 % de descompte. Calcula el preu de
queé apareixen en la taula:

Preu sense descompte 74 € 105 € 22 € 48 £

Preu en rebaixes 59,20 € 84 € 17,6 € 38,4 €

80
Ja que ens descompten el 20 %, pagarem el 80 %. Per tant: E= 0,8 és la rad directa de proporcionalitat

que aplicarem als preus sense descompte per a calcular el preu rebaixat.

4. Copia al teu quadern i completa la taula de proporcid directa. Calcula la rad de proporcionalitat.

Litres 16 4,5 1 50

Euros 36 8,10 10

5. Hem gastat 72 litres de gasolina per a recérrer 960 km. Quants litres
necessitarem per a una distancia de 1500 km?

6. El meu cotxe gasta 6 litres de gasolina cada 100 km, quants litres
gastara en un viatge de 1250 km?

N

Un llibre de 420 pagines pes 200 g. Quant pesara un llibre de la
mateixa col-leccié de 300 pagines?

8. Sis persones realitzen un viatge de huit dies i paguen en total 40800
€. Quant pagaran 15 persones si el seu viatge dura 5 dies?

9. Calcula el preu final d’un llavaplats que costava 430 € més un 21 % d’IVA, a
qgueé se li ha aplicat un descompte sobre el cost total del 15 %.

10. Calcula els termes que falten per a completar les proporcions:

24 30 x 46 316  x
a) —=— b) ==— c) —==

100 x 80 12 1218 60
11. Copia al teu quadern i completa: D’una factura de 127 he € pagat 111. €.

M’han aplicat un ......... % de descompte

12. M’han descomptat el 12 % d’una factura de ................. €ihe pagat 365 €.

13. Per pagar al comptat un moble m’han descomptat el 15 % i m’he estalviat 100 €. Quin era el preu
del moble sense descompte?

14. Dos pantalons ens van costar 32 €, quant pagarem per 5 pantalons?
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1.7. Escales

En plans i mapes trobem anotades en la seua part inferior I'escala a

qué estan dibuixats.

L'escala és la proporcié entre les mesures del dibuix i les mesures

en la realitat.

Exemple:

e Si una certa escala s’expressa de la forma 1 : 20000 significa
200 m en la

que 1 cm del pla correspon a 20000 cm =

realitat.

| o Y

Les escales també es representen en forma grafica, mitjancant una barra dividida en segments d’1 cm

de longitud

Exemple:

0 20 40

I N

60 80 100m

1_-25 Jlm

;”U"u..

Ceanaliinaanten

15. Activitats proposades

Aquesta escala identifica cada centimetre del mapa amb 20 m en la

realitat és a dir 1 : 2000.

Un instrument senzill per a realitzar treballs a escala és el pantograf que
facilita copiar una imatge o reproduir-la a escala.

El pantograf és un paral-lelogram articulat que, en variar la distancia entre
els punts d’articulacid, permet obtindre diferents grandaries de dibuix

sobre un model donat.

16. La distancia real entre dos pobles és 18,5 km. Si en el mapa estan a 10 cm de
distancia. A quina escala esta dibuixat?

17. Quina altura té un edifici si la seua maqueta construida a escala 1:300  .°9"%

presenta una altura de 12 cm?

18. Dibuixa l'escala grafica corresponent a 'escala 1 : 60000.

19. Les dimensions d’una superficie rectangular en el pla sén 6 cm i 14 cm. Si esta

dibuixat a escala 1 : 40, calcula les seues mesures reals.

2. PROPORCIONALITAT INVERSA

2.1. Magnituds inversament proporcionals

Recorda que:

Dues magnituds sén inversament proporcionals quan en multiplicar o dividir a la primera per un

nombre, la segona queda dividida o multiplicada pel mateix nombre.

Exemple:
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e Quan un automobil va a 90 km/h, tarda quatre hores a arribar al seu desti. Si féra a 120 km/h
tardaria 3 hores a fer el mateix recorregut.

90-4=120-3

La velocitat i el temps s6n magnituds inversament proporcionals.

La rad de proporcionalitat inversa k” és el producte de cada parell de magnituds: k’'=a-b=a"- b’

Exemple:

e (Copia la taula al teu quadern, calcula la rad de proporcionalitat inversa i completa la taula de
proporcionalitat inversa:

a 18 150 1,5 3600 100
b 50 6 600 0,25 9

k’= 18 - 50 =900. Comprova que totes les columnes donen aquest resultat.

2.2. Regla de tres simple inversa

Per calcular el quart terme entre dues magnituds inversament proporcionals apliquem la regla
de tres inversa.

Exemple:

e Quatre persones realitzen un treball en 18 dies. Quantes persones necessitarem per a realitzar
el mateix treball en 8 dies?

4 persones —18 dies

x persones ——8dies

k':4-18:8-x:>x:4'8—18= 9 persones.

2.3. Regla de tres composta inversa

En la regla de tres composta inversa, intervenen diverses magnituds inversament
proporcionals entre si.

Exemple:

e Amb una quantitat de pinso podem donar de menjar a 48 animals durant 30 dies amb una racié
de 1,2 kg per a cada u. Quants dies podrem alimentar a 60 animals si la racio és de 800 g?
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1,2 kg

48 animals—— 30 dies

0 animals x dies 0,800 kg

Les tres magnituds sén inversament proporcionals entre si.

_ 4830-1,2

= 500800 36 dies.

Pertant k=48 -30-1,2=1728 = x

20. Copia al teu quadern la taula segiient, calcula la rad de proporcionalitat i completa la taula de
proporcionalitat inversa:

Magnitud A 36 0,09 12

Magnitud B 0,25 6 72

21. En tallar una quantitat de fusta hem aconseguit 6 panells de 2,25 m de llarg. Quants panells
aconseguirem si ara tenen 1,5 m de llarg?

22. Per a omplir un deposit s’obrin tres aixetes que llancen 2 litres per minut
cada una i tarden 6 hores. Quant temps tardaran 4 aixetes semblants que

llancen 5 litres per minut cada una?

23. Tres maquines fabriquen 1200 ot \ |
peces funcionant 5 hores diaries. Quantes ' W |
magquines s’han de posar a funcionar per (

a aconseguir 6000 peces durant 9 hores . A

diaries?

24, En la construccid d’un pont de 900

m s’han utilitzat 250 bigues, pero
I'enginyer no esta molt segur i decideix reforgar I'obra afegint 75 bigues més. Si les bigues es
col-loquen uniformement al llarg de tot el pont, a quina distancia es col-locaran les bigues?

25. En un hort ecologic s’utilitzen 3000 kg d’un tipus d’adob d’origen animal que se sap que té un 10 %
de nitrats. Es canvia el tipus d’adob, que ara té un 15 % de nitrats, quants quilograms es necessitaran
del nou adob perque les plantes reben la mateixa quantitat de nitrats?

26. Aqueix mateix hort necessita 1200 caixes per a envasar les seues mandarines en caixes d’un
quilogram. Quantes caixes necessitaria per a envasar-les en caixes de mig quilogram? | per a
envasar-les en caixes de 2 quilograms?
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3. REPARTIMENTS PROPORCIONALS

Quan es realitza un repartiment en parts desiguals s’ha d’establir previament si es tracta d’'un
repartiment proporcional directe o invers.

3.1. Repartiment proporcional directe

En un repartiment proporcional directe li correspondra més a qui té més parts.

Activitat resolta

e Tres amics han de repartir-se els 300 € que han guanyat en una competicié d’acord amb els
punts que cada un ha obtingut. El primer va obtindre 7 punts, el segon 5 i el tercer 3 punts.

El repartiment directament proporcional s’inicia sumant els punts: 7 + 5 + 3 = 15 punts.
Calculem el premi per punt: 300 : 15 =20 €.

El primer obtindra 20 - 7 = 140 €.

El segon: 20 -5=100 €.

El tercer: 20-3=60¢€.

La suma de les tres quantitats és 300 €, la quantitat total a repartir.

Com es tracta d’'una proporcio, s’ha d’establir la regla segtent:

Siga N (en I'exemple anterior 300) la quantitat a repartir entre quatre persones, a qui els
correspondra A, B, C, D de manera que N = A + B + C + D. Aquestes quantitats son
proporcionals a la seua participacio en el repartiment: a, b, c, d.

a+b+c+d=n és el nombre total de parts en qué ha de distribuir-se N.
N : n = k que és la quantitat que correspon a cada part. A I'exemple anterior: k = 300 : 15 = 20.

El repartiment finalitza multiplicant k per a, b, ¢ i d, obtenint-se aixi les quantitats corresponents
A, B, CiD.

3.2. Repartiment proporcional invers

A un repartiment proporcional invers rep més qui menys parts té.

Siga N la quantitat a repartir i @, b i ¢ les parts. En ser una proporcio inversa, el repartiment es
realitza als seus inversos 1/a, 1/b, 1/c.

Per a calcular les parts totals, reduim les fraccions a comu denominador, per a tindre un patré comu, i
prenem els numeradors que sén les parts que corresponen a cada u.
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Activitat resolta
e Repartir 3000 € de forma inversament proporcional a 12 i 20.
Calculem el total de les parts: 1/12 + 1/20 = 5/60 + 3/60 = 8/60.
3000 : 8 = 375 € cada part.
375-5= 1875 €.
375-3= 1125 €.

27. Cinc persones comparteixen loteria, amb 10, 6, 12, 7 i 5 participacions respectivament. Si han
obtingut un premi de 18000 € Quant correspon a cada un?

28. En un concurs s'acumula puntuacié de forma inversament proporcional al nombre d’errors. Els
quatre finalistes, amb 6, 5, 2, i 1 error, han de repartir-se els 1400 punts. Quants punts rebra cada
un?

29. En el testament, el iaio estableix que vol repartir entre els seus néts 22200 €, de manera
proporcional a les seues edats, 12, 15 i 18 anys, cuidant que la major quantitat siga per als néts
menors. Quant rebra cada un?

30. Tres socis han invertit 20000 €, 34000 € i 51000 € enguany en la seua empresa. Si els beneficis a
repartir a final d’any ascendeixen a 31500 €, quant correspon a cada un?

3.3. Mescla i aliatges

Les mescles que estudiarem soén el resultat final de combinar distintes quantitats de productes, de
distints preus.

Activitat resolta

b) Calcula el preu final del litre d’oli si mesclem 12 litres a
2,85 €/, 5 litres a 3,02 €/1 i 3 litres a 3,10 €/I.

Calculem el cost total dels distints olis:
12-2,85+5-3,02+3-3,10=58,60 €.

| el nombre total de litres: 12 +5+3 =201.

El preu del litre de mescla valdra 58,60 : 20 = 2,93 €/I.

Una aliatge és una mescla de metalls per a aconseguir un determinat producte final amb millors
propietats o aspecte.

Els aliatges es realitzen en joieria mesclant metalls preciosos, or, plata, plati, amb coure o rodi.
Segons la proporcié de metall precios, es diu que una joia té¢ més o menys llei.
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La llei d’un aliatge és la relacid entre el pes del metall més valuds i el pes total.

Exemple:

¢) Una joia de plata de 50 g de pes conté 42 g de plata pura. Quina és la seua llei?

pesmetallpur__ 42

Llei =
e pestotal 50

=0,84

Una altra forma de mesurar el grau de puresa d’una joia és el quirat.

Un quirat d’un metall preciés és 1/24 de la massa
total de I'aliatge.

Per a considerar una joia dor pur ha de tindre 24
quirats.

Exemple:

Una joia d’or de 18 quirats pes 44 g. Quina quantitat del
seu pes és d’or pur?

44-18
Peso en oro = - 339

31. Calcula el preu del quilo de mescla de dos tipus de café: 3,5 kg
a4,8€/kgi5,20 kg a 6 €/kg.

32. Quants litres de suc de pomelo de 2,40 €/I
han de mesclar-se amb 4 litres de suc de taronja a
1,80 €/I per a obtindre una mescla a 2,13 €/I?

33. Calcula la llei d’una joia sabent que pes 110 g
i conté 82 g d’or pur.

34. Quants quirats, aproximadament té la joia

anterior?
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4. INTERES

4.1. Interés simple

L' interés és el benefici que s’obté en depositar un capital en una entitat financera a un determinat tant
per cent durant un temps.

En l'interés simple, al capital C depositat se li aplica un tant per cent o redit r anualment.

El calcul de I'interés obtingut al cap de diversos anys es realitza mitjancant la féormula:

Crt

| =
100

Si el temps que es deposita el capital son mesos o dies, l'interés es calcula dividint I'expressio
anterior entre 12 mesos o 360 dies (any comercial).

crt Crt q
| =—— temps en mesos | =—— temps en dies
1200 36000

4.2. Interés compost

Des d’'un altre punt de vista, l'interés és el percentatge que s’aplica a un préstec al llarg d’'un
temps, incrementant la seua quantia a I'hora de tornar-lo.

Aquest tipus d’interés no es calcula com l'interés simple sind que s’estableix el que s’anomena
“capitalitzacid”.

L' interés compost s’aplica tant per a calcular el capital final d’'una inversié, com la quantitat a tornar
per a amortitzar un préstec.

Normalment els préstecs es tornen mitjan¢cant quotes mensuals que s’han calculat a partir dels
interessos generats pel préstec al tipus d’interés convingut.

La capitalitzaci6 composta planteja que, a mesura que es van generant interessos, passen a
formar part del capital inicial, i aqueix nou capital produira interessos als periodes successius.

Si es tracta d’'un dep0osit bancari, el capital final es calculara seguint el procediment seguent:

Ci (capital | 1 any | i (tant per u) Ci=Ci(1+1)
inicial)
Ci- (1 +1) 2anys | Ci- (L+i)-(1+0) |Ci=Ci-(1+i)?
Ci-(1+i)? 3anys |[Ci- (L+i)2-(1+i) |[Ci=Ci-@+i)?
n anys Ce=Ci-(@+0)"
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Al cap de n anys, el capital final sera Ce=C; - (1 +i)".
Per a fer els calculs pots utilitzar una “Full de calcul”:

(http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Interes compuesto.xIsx).

Basta que en el full de calcul adjunt modifiques les dades de les caselles B5 on esta el “Capital
inicial”, casella B6 on esta el “Tant per u” i de la casella B7 on apareix el nombre de “Anys”, i
arrossegues en la columna B fins que el nombre final d’anys coincidisca amb la casella.

Activitats resoltes
e Depositem 5400 € al 2,25 % anual. Quants diners tindrem al cap de 28 mesos?

Calculem l'interés simple:

_ 5400-2,25-28

l 1200

=2835€

Sumem capital i interessos:

5400 + 283,5=5683,5 €

e £l capital inicial d’un deposit ascendeix a 82000 €. El
tant per cent aplicat és el 3 % a interés compost durant

5 anys. Calcula el capital final.

Ci=Ci- (1 +1i)"= 82000 - (1 + 0,03)°> =82000 - 1,159... = 95060 €

35. Calcula I'interés simple que produeixen 105000 € al 4,8 % durant 750 dies. (Solucié: 10500)

36. Al 5 % d’interés compost durant 12 anys, quin sera el capital final que obtindrem en depositar 39500
€?

Ajuda: també pots utilitzar el full de calcul:

(http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Interes compuesto.xIsx).

37. Quin capital cal depositar al 1,80 % durant 6 anys per a obtindre un interés simple de 777,6 €?
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CURIOSITATS. REVISTA

El terme quirat ve de la paraula grega
“keration” (garrofa). Aquesta planta,
de llavors molt uniformes, s’utilitzava
per a pesar joies i gemmes en
I'antiguitat.

L'escala musical és un conjunt de sons ordenats de
forma ascendent o descendent.

Les escales pentatoniques son les més utilitzades en
"heavy metall i el rock

Durant segles, homens i dones han observat el cel
utilitzant instruments que els permetien dibuixar a
escala la volta celeste.

Dones com Hipatia d’Alexandria, Carolina Herschel,
Maria Michell, Maria Kirch, van estudiar les
constel-lacions, van catalogar estreles i galaxies, van
descobrir cometes i van deixar un enorme llegat a
pesar de treballar en 'anonimat, sense reconeixement, | |3 UNED, TVE la 2 i TVE
0 amb serioses dificultats per ra6 de ser dones. internacional han elaborat una

serie titulada “Dones en les
estreles” que aporta una
perspectiva historica i actual de
les cientifigues espanyoles i la
seua contribucié a I'astronomia.

En 2009, Any Internacional de I'Astronomia, la Unio
Astronomica Internacional i la UNESCO, van impulsar

el projecte “Ella és una astronoma” a fi de promoure la
igualtat entre generes en aquest camp de la Ciéncia.
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En general, si fem un canvi d’escala de factor de
proporcionalitat k, I'area té un factor de
proporcionalitat k?, i el volum k3.

Utilitza aquesta observacio per a resoldre els seglients problemes:

La Torre Eiffel de Paris mesura 300 metres d’altura i pesa uns 8 milions de
quilos. Esta construida de ferro. Si encarreguem un model a escala de la
torre, també de ferro, que pese només un quilo, quina altura tindra? Sera
major o menor que un llapis?

Abans de comengar a calcular, déna la teua opinid.

ﬂEn una pizzeria la pizza de 20 cm de diametre val 3 euros i la de 4h
cm val 6 euros. Quin té millor preu?

* Veiem en el mercat un llu¢ de 40 cm que pes un quilo. Ens pareix un
poc xicotet i demanem un altre un poc major, que resulta pesar 2
quilos. Quant mesurara?

* En un dia fred un pare i un fill xicotet van exactament igual abrigats,
Quin dels dos tindra més fred? /
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RESUM

Exemples

Proporcionalitat
directa

Dues magnituds sén directament proporcionals quan en
multiplicar o dividir a la primera per un nombre, la segona
queda multiplicada o dividida pel mateix nombre.

La raé de proporcionalitat directa k és el valor que s’obté
mitjancant el quocient de qualsevol dels valors d’una
variable i els corresponents de l'altra.

Per a empaperar 300 m?

hem utilitzat 24 rotllos de paper,
si ara la superficie és de 104 m?,
necessitarem 8,32 rotllos,
perqué k=300/24=12,5,i12,5
= 104/x, per la qual cosa
x=104/12,5=8,32.

Proporcionalitat
inversa

Dues magnituds sén inversament proporcionals quan
en multiplicar o dividir a la primera per un nombre, la
segona queda dividida o multiplicada pel mateix
nombre.

La razon de proporcionalidad inversa k° es el
producto de cada par de magnitudes: k'=a-b=a"- b’

Dues persones pinten una
vivenda en 4 dies treballant 9
h diaries. Per a pintar la
mateixa vivenda, 3 persones,
treballant 8 h diaries
tardaran... 3 dies

Percentatges Raé amb denominador 100. E1 87 % de 2400 és;% =
2088
Escales Lescala és la proporcié entre les mesures del dibuix i | A escala 1:50000, 35 cm sén
les mesures en la realitat. 17,5 km en la realitat.
Repartiment . ) Repartir directament a 6,10 14,
o Rep més quantitat qui més parts té. 105000 €
proporciona 6+10+14=30
directe 105000 : 30 = 3500
6-3500=21000 €
103500 = 35000 €
14 - 3500 = 49000 €
Repartiment Rep més quantitat qui menys parts té. Repartir 5670 inversamenta 3,516
ional /34 15 2 1/6 10+6+5 21
+ + = =
proporciona 20 30
invers 5670:21=270 270-10=2700

270-6=1620 270-5=1350

Mescles i aliatges

Mesclar distintes quantitats de productes, de
distints preus.

La llei d'un aliatge és la relacio entre el pes del
metall més valuds i el pes total.

Una joia que pesa 245 gii
conté 195 g de plata, la seua

llei és:22 = 0,795
245

Interés simple i
compost

Linterés és el benefici que s’obté en depositar un
capital en una entitat financera a un determinat tant
per cent durant un temps

C=3600;r=4,3%;t=8anys

| - 3000438 19384¢

100
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EXERCICIS | PROBLEMES

Copia al teu quadern, calcula la rad de proporcionalitat i completa la taula de proporcionalitat
directa:

litres 6,25 0,75 1,4
euros 15 2,25 4,5

2. Amb 76 € hem pagat 12,5 m de tela, quant ens costaran 22,5 m?

3. Cada setmana paguem 82 € en transport. Quant gastarem els mesos de juny i juliol?

4. Per a entapissar cinc cadires he utilitzat 2,3 m de tela, quantes cadires podré entapissar amb la peca
completa de 23 m?

5. Un camid ha transportat en 3 viatges 220 sacs de creilles de 24 kg cada u. Quants viatges seran
necessaris per a transportar 550 sacs de 30 kg cada un?

6. Una edicio de 350 llibres de 210 pagines cada un arriba a un pes total de 70 kg. Quants kg pesara
una altra edicié de 630 llibres de 140 pagines cada un?

7. Sabent que la rad de proporcionalitat directa és % = 1,8, copia al teu quadern i completa la taula
seglient:

Magnitud A 12,6 4,14
Magnitud B 9 0,1 2,7

8.

9. El model de telefon mobil que costava 285 € + IVA esta ara amb un 15 % de descompte. Quin és el
seu preu rebaixat? (IVA 21 %)

10. Per retardar-se dos mesos en el pagament d’'un deute de 1520 €, una persona ha de pagar un
recarrec del 12 %, quant ha de tornar en total?

11. Que tant per cent de descompte s’ha aplicat en una factura de 1820 € si finalment es van pagar
1274€?

12. En comprar un televisor he obtingut un 22 % de descompte, per la qual cosa al final he pagat 483,60
€, quin era el preu del televisor sense descompte?

13. Per liquidar un deute de 3500 € abans d’allo que s’ha previst, una persona paga finalment 3080 €,
quin percentatge del seu deute s’ha estalviat?

14. El preu d’un viatge s’anuncia a 907,50 € IVA inclos. Quin era el preu sense IVA? (IVA 21 %)

15. Que increment percentual s’ha efectuat sobre un article que abans valia 38 € i ara es paga a 47,12
€?

16. Un mapa esta dibuixat a escala 1:700000. La distancia real entre dues ciutats és 21 km. Quina és la
seua distancia al mapa?

17. La distancia entre Oviedo i Corunya és de 340 km. Si al mapa estan a 10 cm, quina és I'escala a que
esta dibuixat?

18. Interpreta la seglient escala grafica i calcula la distancia en la realitat per a 21 cm.

0 3 6 9 12 km
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Copia al teu quadern i completa la taula seglient:

Grandaria en el dibuix Grandaria real Escala
24 cm llargi 5 cm d’ample 1:25000
6cm 15 km
450 m 1:30000

Copia al teu quadern, calcula la rad de proporcionalitat inversa i completa la taula:

Magnitud A 4 3,6
Magnitud B

7,5
12

0,18 10

Quina velocitat ha de portar un automobil per a recérrer en 4 hores una certa distancia si a 80 km/h
ha tardat 5 hores i 15 minuts?

La radé de proporcionalitat inversa entre A i B és 5,4. Copia al teu quadern i completa la taula
seglent:

A
B

18 9
0,03

10,8

2,7

En la granja es fa la comanda de farratge per a alimentar a 240 vaques durant 9 setmanes. Si el
granger ven 60 vaques, a) quantes setmanes li durara el farratge? b) | si en compte de vendre,
compra trenta vaques? c) | si decideix rebaixar la racié una quarta part amb les 240 vaques?

Amb dotze paquets de 3,5 kg cada un poden menjar 80 gallines diariament. Si els paquets foren de 2
kg, quants necessitariem per a donar de menjar a les mateixes gallines?

Determina si les dues magnituds sén directa o inversament proporcionals i completa la taula al teu
guadern:

A 24 8
B 3 9

0,4 6
180

50

20

Si la jornada laboral és de 8 hores necessitem a 15 operaris per a realitzar un treball. Si rebaixem la
jornada en mitja hora diaria, quants operaris seran necessaris per a realitzar el mateix treball?

En un magatzem es guarden reserves de menjar per a 80 persones durant 15 dies amb 3 racions
diaries, quants dies duraria el mateix menjar per a 75 persones amb 4 racions diaries?

Deu operaris instal-len 3600 m de tanca en 6 dies. Quants dies tardaran 12 operaris a instal-lar 5040
m de tanca?

En un concurs el premi de 168000 € es reparteix de forma directament proporcional als punts
aconseguits. Els tres finalistes van aconseguir 120, 78 i 42 punts. Quants euros rebran cada un?
Repartir 336 en parts directament proporcionals a 160, 140, 120.

Un treball es paga a 3120 €. Tres operaris el realitzen aportant el primer 22 jornades, el segon 16
jornades i el tercer 14 jornades. Quant rebra cada un?

Repartir 4350 en parts inversament proporcionals a 18, 30, 45.
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Cinc persones comparteixen un microbus per a realitzar distints trajectes. El cost total és de 157,5 €
més 20 € de suplement per servei nocturn. Els quildbmetres recorreguts per cada passatger van ser
3,5,7,8i12 respectivament. Quant ha d’abonar cada un?

S’ha decidit penalitzar a les empreses que més contaminen. Per a aix0 es reparteixen 2350000 € per
a subvencionar a tres empreses que presenten un 12 %, 9 % i 15 % de grau de contaminacid. Quant
rebra cada una?

Mesclem 3 kg d’ametles a 14 €/kg, 1,5 kg d’anous a 6 €/kg, 1,75 kg d’anacards a 18 €/kg. Calcula el
preu final del paquet de 250 g de mescla de fruits secs.

Calcula el preu del litre de suc que s’aconsegueix mesclant 8 litres de suc de pinya a 2,5 €/I, 15 litres
de suc de taronja a 1,6 €/1i 5 litres de suc de raim a 1,2 €/I. A quant ha de vendre’s una botella de
litre i mig si se li aplica un augment del 40 % sobre el preu de cost?

Per a aconseguir un tipus de pintura es mesclen tres productes 5 kg del producte X a 18 €/kg, 19 kg
del producte Y a 4,2 €/kgi 12 kg del producte Z a 8 €/kg. Calcula el preu del kg de mescla.

Un lingot d’or pes 340 g i conté 280,5 g d’or pur. Quina és la seua llei?

Quants grams d’or conté una joia que s’ha format amb un aliatge de 60 g de 0,950 de llei i 20 g de
0,750 de llei?

40. Quin capital cal depositar al 3,5 % de redit en 5 anys per a obtindre un interés simple de 810 €?

41. Quin és el capital final que es rebra per depositar 25400 € al 1,4 % en 10 anys?

42. Quants mesos ha de depositar-se un capital de 74500 € al 3 % per a obtindre un interés de 2980 €?

43. Al 3 % d’interés compost durant 5 anys un capital s’ha convertit en 69556,44 €. De quin capital es
tracta?
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AUTOAVALUACIO
a)Els valors que completen la taula de proporcionalitat directa son:
A 8 0,75 4,5 100
B 15 6
a) 160; 0,3; 90; 2000 b) 16, 3, 90, 200 c) 160, 3, 9, 20
2. Amb 450 € paguem els gastos de gas durant 8 mesos. En 30 mesos pagarem:
a) 1850 € b) 1875 € c) 1687,5 €

3. Unarticle que costava 1600 € s’ha rebaixat a 1400 €. El percentatge de rebaixa aplicat és:
a)12,5% b) 14 % c) 15,625 % d) 16,25 %

4. Per a envasar 360 litres d’aigua, quantes botelles necessitarem si volem utilitzar envasos de tres
quarts de litre?

a) 440 botelles b) 280 botelles c) 480 botelles d) 360 botelles

5. Tres agricultors es reparteixen els quilograms de la collita de forma proporcional a la grandaria de les
seues parcel-les. La major, que mesura 15 ha rep 24 tones, la segona és de 10 ha i la tercera de 8 ha
rebran:

a) 16t i5t b)12,8til6t c)l6til2,8t di6tillt
6. L'escala a qué s’ha dibuixat un mapa en qué 3,4 cm equivalena 1,02 km és :

a) 1:34000 b) 1:3000 c) 1:30000 d) 1:300
7. Amb 4 rotllos de paper de 5 m de llarg, puc forrar 32 llibres. Quants rotllos necessitarem per a
forrar 16 llibres si ara els rotllos de paper sén de 2 m de llarg?

a) 3 rotllos b) 5 rotllos c) 4 rotllos d) 2 rotllos

8. El preu final del kg de mescla de 5 kg de farina classe A, a 1,2 €/kg, 2,8 kg classe B a 0,85
€/kg i 4 kg classe C a 1 €/kg és:

a)l1,12€ b) 0,98 € c)1,03 € d)1,5€
9. Lallei d’un aliatge és 0,855. Si el pes de la joia és 304 g, la quantitat de metall precios és:
a) 259,92 g b) 255,4 g c)2489¢g d)306¢g
10. A2 % d’interés compost, durant 6 anys, 14500 € s’hauran convertit en:
a) 16225,35 € b) 16329,35 € c) 15632,35 € d) 14550 €
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Resum

Tales, Pitagores i molt posteriorment Euclides sén matematics
grecs als quée devem l'estudi de la Geometria deductiva.
Anteriorment egipcis i babilonis van utilitzar la Geometria per a
resoldre problemes concrets, com tornar a posar limits a les
terres després de les inundacions del Nil. Pero a Grecia es va
utilitzar el raonament logic per a deduir les propietats. Euclides
va intentar arreplegar el coneixement que existia i va escriure Els
Elements que consta de 13 llibres o capitols, dels que els sis
primers tracten de Geometria Plana, i I'Gltim de Geometria en
I’espai. En aquest llibre defineix conceptes, tan dificils de definir
com a punt o recta, i enuncia els cinc axiomes d’Euclides dels que
part com a veritats no demostrables, i a partir d’ells demostra la
resta de les propietats o teoremes. Aguests axiomes son:

Donats dos punts es pot tragar una recta que els uneix.

Qualsevol segment pot ser prolongat de forma continua en una recta il-limitada.

Es pot tracar una circumferencia de centre en qualsevol punt i radi qualsevol.

Tots els angles rectes sén iguals.

Donada una recta i un punt, es pot tracar una Unica recta paral-lela a la recta pel dit punt.

En aquest capitol recordarem qiiestions que ja coneixes de Geometria en el pla, aprofundint en algunes
d’elles, com en els criteris de semblanga dels triangles. D’esta manera seras capa¢ de resoldre un bon
nombre de problemes.

VVVYVYVEZ
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1. LLOCS GEOMETRICS

Moltes vegades definim una figura geometrica com els punts del pla que compleixen una determinada

condicid. Diem llavors que és un lloc geométric del pla.

P 1.1. La circumferencia

La circumferéncia és el lloc geometric dels punts del pla la distancia del qual a un
punt del mateix (el centre) és un valor determinat (el radi).

Tots els punts de la circumferencia tenen una distancia igual al radi (r) del
centre (O).
1.2. Mediatriu d’'un segment

La mediatriu d’'un segment és el lloc geometric dels punts del pla que
equidisten dels extrems del mateix.

Un punt P de la mediatriu verifica que esta a la mateixa distancia de A
gue de B. Qualsevol altre punt que ho complisca pertany a la mediatriu.

La mediatriu és una recta perpendicular al segment que passa pel punt A
mitja del mateix.

1.3. Bisectriu d’un angle

Donat un angle delimitat per dues rectes, la bisectriu de I'angle és el lloc
geometric dels punts del pla que equidisten de les mateixes.

Un punt P de la bisectriu verifica que esta a la mateixa distancia de les
dues rectes que formen I'angle. Qualsevol altre punt que ho complisca
pertany a la bisectriu.

La bisectriu passa pel vertex de l'angle i divideix a aquest en dos
angles iguals.

a) Un agricultor troba en el seu camp una bomba de la Guerra Civil. Les autoritats estableixen una
distancia de seguretat de 50 metres. Com s’ha d’acordonar la zona?

1) Un joc de dos participants consisteix en el fet que se situen a una distancia de dos metres entre si i
es posen diverses banderes a la mateixa distancia d'ambdds. La primera a 5 metres, la segona a 10
metres, la tercera a 15 i aixi successivament. Sobre quina linia imaginaria estarien situades les
banderes?

2) Quan en una acampada s’assenten al voltant del foc ho fan formant un cercle. Per que?

3) Utilitza regla i compas per a dibuixar la bisectriu d’'un angle i la mediatriu d’'un segment.
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1.4. Rectes i punts notables d’un triangle

Recorda que:

En qualsevol triangle podem trobar les seues mediatrius, bisectrius, altures i mitjanes.

Mediatrius. Circuncentre.

Circuncentre O

Bisectrius. Incentre.

Incentre |

Les mediatrius es tallen en el circumcentre.

El circumcentre esta a la mateixa distancia
dels tres vertexs. Es el centre de la
circumferéncia circumscrita.

Altures. Ortocentre.

Altura
des de A

ATura des de B

Ortocentre H

Les altures sén les perpendiculars a un costat
tracades des del vertex oposat. Es tallen en
I'ortocentre.

Les bisectrius es tallen en I'Incentre.L’incentre
esta a la mateixa distancia dels tres costats.

Es el centre de la circumferéncia inscrita.

Mitjanes. Baricentre.

Baricentre M

Les mitjanes soOn les rectes que passen per un
vertex i pel punt mitja del costat oposat.
Divideixen al triangle en dos triangles de la
mateixa area.

Es tallen en el baricentre. La distancia del
mateix a cada costat és el doble de la seua
distancia al vértex oposat corresponent.

Autor: Pedro Luis Suberviola
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Si la mediatriu d’'un segment és el lloc geometric dels punts que equidisten dels extrems del
segment, cada mediatriu d’'un triangle equidistara de dos dels vertexs del triangle i és la
mediatriu d’'un dels seus costats. Les tres mediatrius es tallen en un punt, el circumcentre,
gue, per tant, distara el mateix de cada un dels tres vertexs del triangle, i és el centre d'una
circumferéncia circumscrita al triangle, que passa pels seus tres vertexs.

Si la bisectriu d’un angle equidista dels costats de I'angle, ara cada una de les tres bisectrius
d’un triangle equidistara de dos dels costats del triangle. Les tres bisectrius es tallen en un
punt, I'incentre, que, per tant, equidista dels tres costats del triangle i és el centre de la
circumferencia inscrita al triangle.

En qualsevol triangle el circumcentre, ortocentre i baricentre estan sobre una mateixa linia
recta, a la que es denomina Recta d’Euler. Aquesta recta conté altres punts notables.
L'incentre esta en dita recta només si el triangle és isosceles.

4) Dibuixa al teu quadern un triangle de costats 7, 6 i 4 cm. Traga en ell les circumferéncies inscrites i
circumscrites.

5) Dibuixa al teu quadern un triangle de costat 8 cm i angles adjacents al mateix de 402 i 302. Troba el
seu ortocentre i el seu baricentre.

6) Dibuixa al teu quadern un triangle amb un angle de 402 comprés entre dos costats de 6 i 4 cm. Obtin
el seu circumcentre i el seu incentre.

7) Qué passa amb les rectes i els punts notables en un triangle equilater?

8) Dibuixa un triangle isosceles amb I'angle desigual de 402. Traca les rectes notables per al costat
desigual i per a un dels costats iguals. Qué passa?

9) Una formiga camina per una mitjana d’un triangle partint del vertex. Quan arriba al baricentre ha
recorregut 8 centimetres. Quina distancia li falta per a arribar al punt mitja del costat oposat al
vertex d’on va partir?

10) Volem situar un fanal en una plaga triangular. On la posariem?

11) Tenim un camp triangular sense tancar i volem lligar una cabra de manera que no isca del camp pero

gue accedisca al maxim de past possible. On posariem el pal?

12) A Yaiza i al seu germa Aitor els encanta la tortada. Sa mare els ha fet - z
una triangular. Yaiza I'ha de tallar pero Aitor triara primer el seu tros. ‘
Com hauria de tallar Yaiza la tortada?

13) L'ortocentre d’un triangle rectangle, on esta?

~

14) Comprova que el circumcentre d’un triangle rectangle esta sempre en
el punt mitja de la hipotenusa.

15) El baricentre és el centre de gravetat. Construeix un triangle de cartolina i dibuixa el seu baricentre.
Si poses el triangle horitzontalment en I'aire només subjectat per la punta d’un llapis en el baricentre
comprovaras que es subjecta.

16) Calcula el costat d’un triangle equilater inscrit en una circumferéncia de 10 cm de radi. [Ajuda: Aplica
que en aquest cas el circumcentre coincideix amb el baricentre i que aquest ultim esta al doble de
distancia del vertex que del costat oposat.]
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1.5. Us de Geogebra per a I'estudi dels punts i rectes notables d’un triangle

S'utilitza el programa Geogebra per a determinar el circumcentre, l'incentre i el baricentre d’un
triangle, estudiar les seues propietats i dibuixar la recta d’Euler.

Activitats resoltes

Una vegada obert el programa en l'opci6 del menu Visualitza, oculta Eixos i activa
Quadricula.

Circumcentre:

o Dibuixa les tres mediatrius d’un triangle i determina el seu
circumcentre.
e Defineix tres punts A, D i E, observa que el programa els 9

defineix com A, B i C, utilitza el botd dret del ratoli i I'opcio \
Renomenar per a canviar el nom. s c
e Amb la ferramenta Poligon activada dibuixa el triangle que té RS b i
per vertexs aquests punts. Observa que cada costat té la
mateixa lletra que I'angle oposat amb minuscula. @
e Amb la ferramenta Mediatriu dibuixa les mediatrius de dos
costats, els segments ai d.
e Determina amb Interseccié de dos objectes el punt comu
d’aquestes rectes i amb Renomena posa’l C. El dit punt és el
circumcentre del triangle.
e Dibuixa la Mediatriu del segment e i observa que passa pel
punt C.
e Activa circumferéncia per centre i punt que creua per a dibuixar la circumferéencia circumscrita al
triangle.

e Utilitza el Punter per a desplagar els vertexs A, D o E i comprovar que la circumferencia roman
circumscrita al triangle.

Ortocentre:

e Dibuixa les tres altures d’un triangle i determina el seu ortocentre.
)] Al mateix triangle canvia el color de les mediatrius i
la circumferencia situant-te amb el ratoli sobre el tra¢ o
sobre la seua equacid i amb el boto dret tria en
Propietats, Color un blau molt proxim al blanc.
i) Dibuixa dues altures amb la ferramenta Recta
Perpendicular. Observa que el programa et demana que
el punt pel qual vas a tracar-la i la recta o el segment
respecte a qué és perpendicular.
i) Determina amb Intersecci6 de dos objectes
I'ortocentre com el punt de tall de les dues altures i amb
Renomena denomina’l O.
V) Dibuixa la tercera altura i comprova que passa per
l'ortocentre, desplacant amb el Punter els vertexs del

triangle.
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Incentre:

e Dibuixa les tres bisectrius d’un triangle i determina el seu
incentre.

b) Canvia el color de les altures com en la construccio
anterior, ara amb color rosa pal-lid.

1. Amb la ferramenta Bisectriu dibuixa dues
bisectrius. Observa que per a determinar la bisectriu d'un
angle és prou assenyalar tres punts que poden ser els
vertexs del triangle en I'orde adequat.

C) Determina [lincentre amb Intersecci6 de dos
objectes com el punt de tall de les dues bisectrius i amb
Renomena denomina'l /.

X Dibuixa la tercera bisectriu i comprova que sempre
passa per l'incentre, desplacant amb el Punter els vertexs
del triangle.

x Traca des del punt / una Recta perpendicular a un
dels costats i amb Interseccié de dos objectes calcula el
punt de tall entre aquesta recta i el costat del triangle i amb
Renomena anomena’'l M.

x Activa Circunferencia por centro y punto que
cruza para dibujar con centro en | y radio el segmento IM
la circunferencia inscrita al triangulo.

x Desplaca amb el punter els vertexs del triangle per
a comprovar que la circumferencia roman inscrita al

triangle.
Baricentre:

e Dibuixa les tres mitjanes d’un triangle i determina el seu
baricentre.

d) Canvia el color de les bisectrius, del punt M i de la
circumferéencia inscrita, amb gris molt pal-lid, com en les
construccions anteriors.

o Amb la ferramenta Punt mitja o centre calcula els

punts mitjans de dos costats.

o0 Si el programa anomena

algun amb la lletra B, utilitza

Reanomena per a anomenar-
lo H.

) Amb la ferramenta Segment entre dos punts dibuixa
dues mitjanes i amb Interseccié de dos objectes, el seu
punt de tall, el baricentre, que anomenaras B.

) Traca la tercera mitjana i verifica que el baricentre
pertany a aquest segment desplacant amb el Punter els
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vertexs del triangle.

o Activa Segment entre dos punts i determina els dos segments determinats pel
baricentre en una de les mitjanes.

o Activa Distancia per a mesurar aquests segments.

o Desplaca els vertexs del triangle amb el Punter i observa la relacié que existeix entre

les mesures realitzades.
Recta d’Euler

e Dibuixa la recta que passa pel circumcentre i
l'ortocentre.

e Canvia el color de les mitjanes, dels punts
mitjans dels costats i dels dos segments de la
mitjana, amb groc molt pal-lid.

e Amb la ferramenta Recta que passa per dos
punts dibuixa la recta d’Euler que passa pel
circumcentre i l'ortocentre 1 utilitza Reanomena
per anomenar-la Euler. Comprova que el
baricentre pertany a la recta d'Euler i que
I'incentre no sempre pertany.

17) Repeteix les activitats resoltes. Modifica al teu gust colors i linies.

18) Mou un dels vértexs originals del triangle i indica quines coses romanen invariants.

19) Comprova que es verifiquen les propietats de circumcentre, com a centre de la circumferéncia
circumscrita, de I’incentre, com a centre de la circumferéncia inscrita.

20) El baricentre divideix a la mitjana en dues part, sent una dos tercos de l'altra. Comprova-ho.

21) La recta d’Euler passa pel circumcentre, el baricentre i l'ortocentre, i que l'incentre no sempre
pertany a la recta d’Euler. Com ha de ser el triangle perquée pertanga?

22) Mou els vertexs del triangle per a determinar si és possible que els seus quatre punts notables
coincidisquen.
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2. SEMBLANCA

2.1. Figures semblants

Dues figures semblants tenen la mateixa forma. Es molt Gtil saber A
reconéixer la semblanca per a poder estudiar una figura i inferir 7
aixi propietats d’una figura semblant a ella que és més gran o
inaccessible. La semblanca conserva els angles i manté la

proporcid entre les distancies.

Dos poligons sén semblants si els seus costats sdn proporcionals i els seus angles sén iguals.

2.2. Triangles semblants. Criteris de semblanga.

Dos triangles son semblants tenen tots els angles iguals i els costats proporcionals.

|
I

olo
n

0)?.?)))
o > >»

Per reconéixer dos triangles semblants no cal conéixer tots els costats i angles, és prou amb que es
complisca algun dels seglients criteris de semblanca.

Dos triangles sén semblants si:
Primer: Tenen dos angles iguals.
Segon: Tenen els tres costats proporcionals.
Tercer: Tenen dos costats proporcionals i I'angle que formen és igual.

La demostracid es basa en els criteris d’igualtat de triangles. Ja saps que dos triangles son iguals si tenen
els seus tres costats iguals i els seus tres angles iguals, perd no cal que es verifiquen aqueixes sis
igualtats perque ho siguen. Basta per exemple que tinguen un costat i dos angles iguals. Aixi, es pot
construir un triangle igual a un dels donats en posicid Tales amb el segon i deduir la semblanca.

Exemple
A A
70° A 3
0 4 6 8 12 0
60° 507 { E i N
B4 ~C 600 50 pRS—
B Cc B 0 C
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23) Indica si son semblants els seglients parells de triangles:
a) Un angle de 80° i un altre de 40°. Un angle de 80° i un altre de 60°.

b) Triangle isdsceles amb angle desigual de 70°. Triangle isosceles amb angle igual de
500.

C)A=30°%b=7cm,c=9cm.A=30°% b’ =3.5cm,c’ =4.5cm
da=4cm,b=5cm,c=7cm.a’=10cm, b’'=12.5cm, ¢’=24.5cm
24) Calcula el valor desconegut perque els triangles siguen semblants:
aja=9cm,b=6cm,c=12cm.a'=6cm,b'=4cm, c?
b)A=45°b=8cm,c=4cm. A’=45° b'=8cm, a?

25) Un triangle té costats de 6 cm, 7 cm i 7 cm. Un triangle semblant a ell té un perimetre de 60 cm.
Quant medeixen els seus costats?

2.3. Triangles en posicio de Tales

Diem que dos triangles estan en posicio de Tales
guan dos dels costats de cada un estan sobre les
mateixes rectes i els altres costats son paral-lels.

Els angles s6n iguals. Un perqué és el mateix. Els
altres per estar formats per rectes paral-leles. Per
tant, pel primer criteri de semblanca de triangles,
els triangles son proporcionals i es compleix:

A'B'_B'C'_A'C

AB BC AC
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2.4. Teorema de Tales

El teorema de Tales estableix una relacié entre els
segments formats quan dues rectes qualssevol son tallades
per diverses rectes paral-leles.

En la segona figura es pot apreciar com es formen en
aquest cas tres triangles semblants i que per tant s’estableix

que:

AIB!_ B!c! . Arcl’

AB  BC AC
Observacié: En aquest cas no relacionem els segments AA,
BB'i CC' que es formen sobre els costats paral-lels.

26) Calcula els valors de x i y en les segiients figures.

24 cm >

X y

6cm

8cm 4cm

a)

27) Un pal molt alt se subjecta amb cables d’acer que van del seu extrem superior al sol. La distancia de
I'ancoratge d’un dels cables a la base del pal és 6 metres. Posem una barra de 120 centimetres de
manera que esta perpendicular al sol i justa toca el sol i el cable. La seua distancia a I'ancoratge del
cable és 90 centimetres. Calcula la longitud del pal i la longitud del cable d’acer.

28) Maria medeix 160 cm. La seua ombra medeix 90 cm. En aqueix mateix instant es mesura I'ombra
d’un edifici i medeix 7,2 m. Quant medeix I'edifici?

29) Calcula les longituds que s’indiquen:
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3. ANGLES, LONGITUDS | AREES

3.1. Teorema de Pitagores

Teorema de Pitagores

A un triangle rectangle, la hipotenusa al quadrat és igual a la suma dels
guadrats dels catets.

h? =c? +c2
e Utilitzant el teorema de Pitagores podem obtindre el valor de la
<2 hipotenusa d’'un triangle rectangle si coneixem el que medeixen els
catets: h = /cZ + cZ, o també podem obtindre el valor d’'un catet a partir
dels valors de la hipotenusa i de l'altre catet: ¢, = m

cl

Exemple:

e) Si els catets d’un triangle rectangle medeixen 10 cm i 24 cm, la seua hipotenusa val 26 cm, ja
que:

h = /10% + 24%> = /100 + 576 = V676 = 26cm.
Interpretacio del teorema de Pitagores

Si  dibuixem un quadrat de

costat la hipotenusa h d'un
triangle rectangle, la seua area
és h?(veure el primer exemple
de 1.1). Si dibuixem dos
quadrats de costats els catets
c,i c,d’aqueix triangle rectangle,
les seues arees son c?, c3.
Aleshores el teorema de
Pitagores diu que l'area del
primer quadrat (quadrat gris de

la figura de I'esquerra) és igual a la suma de les arees dels altres dos (quadrats blau ciar i groc
de la figura de I'esquerra).

Existeixen més de 367 demostracions diferents del Teorema de Pitagores.

Una comprovacio grafica consisteix a dibuixar dos quadrats iguals de costat la suma dels
catets a i b (figures del centre i de la dreta). En un es dibuixen els quadrats de costat a i b, en
groc i blau en el dibuix. En l'altre el quadrat de costat la hipotenusa (en gris en el dibuix).
Observa que llevant 4 triangles iguals al de partida ens queda que el quadrat gris és igual a la
suma dels quadrats groc i blau.
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Per tant:

a2 + 17 = 2

30) Es possible trobar un triangle rectangle els catets del qual mesuren 5i 12 cm i la seua hipotenusa 24
cm? Si la teua resposta és negativa, troba la mesura de la hipotenusa d’un triangle rectangle els
catets de la qual mesuren 5 i 12 ¢cm. Utilitza calculadora per a resoldre aquesta activitat si et resulta
necessaria.

31) Calcula la longitud de la hipotenusa dels segilients triangles rectangles de catets:
a)6cmi8cm b)4mi3m c)8dmil5dm d) 13,6 kmi21,4 km.

32) Calcula la longitud del catet que falta als seglients triangles rectangles d’hipotenusa i catet:

a)26cmil0cm b)177mi8m c) 37dmi 35 dm d 14,7 km i
5,9 km

33) Calcula el costat del quadrat de la figura del marge:

34) Calcula I'area d’un triangle equilater de costat 9 m. 5 em

35) Calcula I'area d’un hexagon regular de costat 2 cm. 5em

36) Calcula el volum d’un tetraedre regular de costat 7 dm.

37) Calcula la longitud de la diagonal d’un quadrat de costat 3 m. > cm

38) Calcula la longitud de la diagonal d’un rectangle de base 15 cm i altura 8
cm.

39) Una porteria de futbol mesura 7,32 m d’alt per 2,44 m d’ample. El punt de penal esta a 10 metres.
Calcula la distancia que recorre el bald en:

a) Un tir directe a la base del pal.

b) Un tir directe a I'escaire.
40) Demostra que el diametre d’un quadrat de costat x és d = /2x.

41) Demostra que l'altura d’un triangle equilater de costat x és d = ?x.
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3.2. Suma d’angles d’un poligon

La suma dels angles interiors d’un triangle és 1809 .

¢
La suma —_—
angles

d’un
de n costats és (n —2)-1802.

A+B+C=180°
8 f:lels '
B A interiors
poligon

#
.

1. Per comprovar-lo hi ha prou amb tragar les diagonals d’un poligon des d’un vertex i ho haurem
dividit en triangles.

O-a-a

tant:
Poligon Suma d’angles Poligon Suma d’angles
Triangle 1802 Quadrilater 1802 - 2 = 36092
Pentagon 18092 - 3 = 5409 Hexagon 1802 -4 =720°

Si el poligon de n costats és regular, tots els angles interiors sén iguals i per a calcular el valor del seu
angle interior es divideix entre n la suma dels angles interiors.

Exemple:
> En un pentagon la suma dels angles centrals és 180 - 3 = 5409.

Per tant I'angle interior: B = %oo = 108°

s P = 360°
A També és molt comu calcular I'angle central: B = — = 72°

A o _
Activitats proposades

42) Calcula els angles central i interior del triangle equilater, quadrat, pentagon regular, hexagon regular
i enneagon regular.

43) Justifica que un hexagon regular es pot descompondre en 6 triangles equilaters.
44) Dos angles d’un triangle isosceles mesuren 352 i 722, quant pot mesurar I'angle que falta?
45) Dos angles d’un trapezi isosceles mesuren 352 i 722, quant mesuren els angles que falten?

46) Quant mesura la suma dels angles interiors d’un decagon irregular?
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3.3. Longituds i arees de figures poligonals

Recorda que:

2 h

Quadrat Rectangle Romboide
| h
b b
Perlmetre::l224lArea:A P=2b+2h A=b-h P=2b+2a A=b-h
Triangle Trapezi Rombe AR FEEER G
n costats
b
a C
|
B
= — B+b : =n. _ Pa
Poathic A=Dbh P=a+B+b+CcA=— T L P=n-1A4 >

2

47) Calcula l'area i el perimetre d’un trapezi isosceles de bases 50 cm i 26 cm i altura 5 cm.

48) Calcula l'area i perimetre d’un trapezi rectangle de bases 100 cm i 64 cm, i d’altura 77 cm.

49) Calcula l'area i el perimetre d’'un trapezi
isosceles de bases 80 cm i 60 cm i costats
laterals 29 cm.

50) Utilitza el teorema de Tales per a determinar
I'area i el perimetre de la zona ombrejada de
la figura.

51) Tenint en compte que un hexagon regular es
pot dividir en sis triangles equilaters (l'altura
del quals és I'apotema de I’hexagon regular

4cm

3cm

3cm

)calcula, I'area d’un hexagon regular de 5 cm de costat.

52) Volem cobrir el pla amb poligons regulars de 100 cm?. Les Uniques opcions possibles sén el triangle
equilater, el quadrat i I’hexagon. Calcula quin d’aquestes tres figures té menor perimetre. Quin
animal aplica aquest resultat? [Utilitza la relacid entre costat i altura d’un triangle equilater

obtinguda anteriorment]
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3.4. Angles de la circumferéencia

En una circumferéncia tenen especial importancia els angles centrals (tenen el seu vértex en
el centre de la circumferencia) i els angles inscrits (tenen el seu vertex en un punt de la
circumferencia).

Angle central Angle inscrit

3
N

Es verifica a més que un angle inscrit medeix la meitat que un angle central que comprén el mateix arc
de circumferencia.

Demostracié de la propietat

S
-

.

o>
/o
/ \
(g2 Y N
e 0
y o

m - -

S

Hem de comprovar que I'angle Estudiarem el quadrilater| BO i OD sén radis de la

Bés la meitat de A. BCOD i aplicar en I'Gltim pas|circumferéncia. Per tant BDO
R que els seus angles sumen |és isdsceles iB,iDson iguals.
2B=A 360°.
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El mateix per a B;iC A més langle O del|B+ (C+ D)+ O =360°.
. __ __  _|lguadrilater medeix 360° — A.
AleshoresC+D =B, +B, =B B + (B)+360°-A=
=360°-2B = A

Tales va observar que en qualsevol triangle rectangle el circumcentre sempre estava en el punt
mitja de la hipotenusa.

53) Un angle inscrit en la circumferéncia que comprén un
diametre és un angle recte. Per queé? Raona la resposta.

54) En quines posicions té un futbolista el mateix angle de tir
gue des del punt de penal?

55) Una altra

\\ demostracio. Intenta A
180¢° comprendre-la. Tracem un
angle inscrit en la

circumferencia CAB que tinga
un costat que passe pel
centre O de la circumferencia. o
Tracem el seu central COB. El triangle OAC és isosceles perque 4
dos dels seus costats son radis de la circumferéncia. Tracem
per O una recta paral-lela a AC. Langle CAO és igual a l'angle
DOB perque tenen els seus costats paral-lels. Langle ACO és D
igual a I'angle COD per alterns interns entre paral-leles, i és
igual a I'angle CAO per ser el triangle isosceles. Per tant el central mesura el doble que I'angle inscrit.

B

3.5. Longituds i arees de figures circulars

Ja saps que:

El nombre mt es defineix com el quocient entre la longitud de la circumferéncia i el seu diametre.
1 = Longitud de la circumferéncia / Diametre

Ja saps que és un nombre irracional, amb infinites xifres decimals no periodiques. Una
aproximacio de 1t és 3,14, una altra 3,1416, i una altra 3,141592. Des de l'antiguitat més
llunyana fins hui en dia els matematics continuen investigant sobre ell.
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Si una circumferencia té un radio r, llavors el seu diametre mesura 2r, i la seua longitud, per la definicio
de 1, mesura 2-1r.

Longitud de la circumferéncia = 2:-rt-r.

Per a calcular la longitud d’un arc de circumferéncia que comprén un angle de o graus, hem
de tindre en compte que la circumferéncia completa comprén un angle de 360°. Per tant:

L =2-mr-a/360.
L’area del cercle és igual al producte del nombre nombre pel quadrat del radi.
A=rrl,
L'area d’una corona circular és igual a I'area del cercle major menys I’area del cercle menor.
A=m-R>-m-r’=m(R*-1r?)
L' area d’un sector circular que comprén un angle de n graus és igual a:
A =1t-r>n/360.

Per a trobar I’area del segment circular restem a I'area del sector circular I'area del triangle.

En resum

Longitud de la circumferéncia Area del cercle Area de la corona circular

A=m-RP-m-r’=m-(R?>-

L=2-1-r A=m-r? ;
r)
Tt €s la rad entre el la longitud d’'una circumferencia i el seu diametre.
Es un nombre irracional, amb infinites xifres decimals no periddiques.
[Una aproximacioé de 1t és 3,14, una altra 3,1416 i una altra 3,141592
Longitud de I'arc de N < N .
_g L. Area del sector circular Area del trapezi circular
circumferéncia
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ne-2-m-r ne-m-r? ne-m- (R?—1r?)
L=—p—— A=— " A=
3602 360¢ 3609

Activitats resoltes

f)

g)

h)

56) Les circumferéncies de grandaria real de la il-lustracio del marge tenen
com a radi, la menor 1 cm, la seglient, un poc més fosca 2 cm, la clara
seglient 3 cm, i aixi, augmenta un centimetre. Calcula les longituds de
les 10 primeres circumferéncies.

57) La Terra és aproximadament una esfera de radi 6.379 km. Quant

La circumferencia de radi 5 cm té una longitud L = 2-1t-r = 2-10:5 =
10-mt = 31,416.
Les rodes d’un carro mesuren 60 cm de diametre, i tenen 16
radis. La longitud de I'arc entre cada radi és:

L =2-1t-r-a/360 = 60-11/16 ~ 11,78 cm.
L' area d’un cercle de radi 8 cm és A = 64 1t = 201,06 cm?. | el
d’un cercle de 10 cm de radi és
A=mn~314,16 cm?.
L' area d’un cercle de diametre 10 m és A = 25rt ~ 78,54 m?.
L'area de la corona circular formada per les circumferéncies concéntriques de radis9 cm i 5 cm
ésigual a: A=m-(R*—r?) =m(92 - 52) =m+(81 — 25) = -56 ~ 175,93 cm?.
Per a trobar I’area del sector circular de radi 10 m que comprén un angle de 909, calculem I'area
del cercle complet: m-:10% = 100 1, i trobem la proporcié:

As = 10011-90/360 = 2511 ~ 78,54 m?.

Per a trobar I'area del segment circular, restem a I'area anterior I'area del triangle rectangle de

base 10 m’i altura 10 m, Ar = 10-:10/2 = 50 m?. Doncs |’area del segment és:
A=As—Ar=78,54 - 50 = 28,54 m?.

mesura I'Equador?

58) Antigament es definia un metre com: “la deu milionésima part del quadrant del meridia terrestre
que passa per Paris”. Segons aquesta definicid, quant mesura (en metres) el diametre terrestre?

59) Un far gira descrivint un arc de 1702. A una distancia de 5 km, quina és la longitud de l'arc de
circumferencia en que es veu la llum?

60) Determina el costat del triangle equilater de la figura construit usant arcs de circumferencia de 10
cm de radi.

61) Calcula I'area tancada per una circumferéncia de radi 9 cm.

62) Calcula I'area de la corona circular de radis 12 i 5 cm.
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Geometria en el pla. 3° d'ESO

63) Calcula I'area del sector circular i del segment circular de radi 6 cm i
gue forma un angle de 609.

64) Calcula I'area del sector de corona circular de radis 25 cm i 18 cm i que
forma un angle de 602.

65) Calcula I'area tancada entre aquests cercles de 5 cm de radi.

66)  Volem construir una rotonda per a una

carretera de 9 metres d'ample de manera que

el cercle interior de la rotonda tinga el mateix
area que la corona circular que forma la
carretera. Quin radi ha de tindre la rotonda?

67) Una figura tipica de l'arquitectura gotica

es dibuixa a partir d’'un triangle equilater

tracant arcs de circumferéncia amb centre en

cada un dels seus vertexs i que passen pels dos

vertexs restants. Calcula I'area d’una d’aquestes
figures si es construeix a partir d’'un triangle equilater de 2 metres de
costat. Calcula I'area tancada entre aquests cercles de 5 cm de radi.

68) Calcula l'area i el perimetre de la figura formada per un triangle
equilater de 8 cm de costat sobre el qual es construeix un sector
circular.

69) Hi ha 5 circumferéncies inscrites en una circumferéncia de 12 cm de radi
tal com indica la figura. Quant val I'area ombrejada?

70) Un formatge cilindric té una base circular de 14 cm de diametre i una
etiqueta circular de 8 cm de diametre. Es talla una falca de 702. Quina
area té el tros d’etiqueta tallada?

71) D'un formatge de 18 cm de diametre

tallem una falca de 509. Letiqueta té 7 cm de

radi. Quina area del formatge esta visible?

N |

3cm 72) A partir d'un triangle rectangle
= isosceles de 3 cm de catet construim un sector

circular. Calcula I'area de la figura.
73) En dues rectes que formen 6092 s’inscriuen dues circumferéncies
tangents entre si. La primera té el centre a 2 centimetres del vertexi el

radi d’1 centimetre. La segona té de radi 3 centimetres. Quant val

I'area ombrejada?
74)  Tracem tres arcs circulars des de tres vértexs

d’un hexagon de 5 cm de costat. Calcula l'area i el
perimetre de la figura.

Tot el que hem vist en aquest capitol, excepte
'enunciat del teorema de Tales i la semblanca
de triangles ja ho coneixies. Ho vas estudiar a
primer d'ESO. Alli es va veure amb deteniment.
Si no ho recordes i necessites més explicacions
0 problemes pots veure-ho al capitol 8: Figures
Planes, de Primer d’ESO, pagina 184, i al

capitol 9: Longituds i arees, de primer d’ESO, pagina 216.
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¢ Geometria en el pla. 3° d'ESO

CURIOSITATS. REVISTA

Un poc d'historia de la Geometria

(Es conjectura que l'inici de la Geometria pot ser
anterior a egipcis i babilonis, pero com no hi ha
informacid escrita, és impossible afirmar-ho.

\ Al papir de Moscu apareix el volum
d'una piramide quadrada

Herodot opinava que s’havia originat a Egipte per
la necessitat de refer els limits de les terres
després de les inundacions del Nil.

ternes pitagoriqgues (molt anteriors a Pitagores).

A Mesopotamia es coneixia molta Geometria. En el Ilisté Plimpton,
que no es conserva sencera, es poden identificar amb dificultat

—\

J

La terna pitagdrica més coneguda es 3, 4 i
5. Es feien nucs a aqueixes distancies i aixi
es construien triangles rectangles.

En altres llistons babilonics, les de Susa,
apareixen les arees dels poligons i les
relacions entre elles

/Encara gue podem conéixer molt poc de Tales i de Pitagores, perqué no
ha quedat cap obra escrita per ells, s’accepta que van ser grans
matematics i geometres.

Ambdds van viatjar als centres del saber, Egipte i Babilonia. Ja hem vist
gue ja es coneixia I'anomenat teorema de Tales o de Pitagores. La seua
importancia esta en la forma de pensar, a utilitzar el raonament deductiu
Qer a obtindre els resultats matematics.

A=16

El pentagon, i I'estrela pitagorica, que obtens tracant les diagonals del
pentagon, tenen grans propietats relacionades amb el nombre d’or, ho
recordes? L’escola va prendre a |'estrela com a emblema.

Teano, la dona de Pitagores, va dirigir I'Escola Pitagorica a la mort]

d'aauest.

Euclides d’Alexandria és I'autor dels Elements, on
destaca la forma d’exposar el fonament de la
Matematica amb un orde logic

Consta de 13 llibres sent els sis primers de
definicions i postulats construeix el saber.
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¢ Geometria en el pla. 3° d'ESO

RESUM

Llocs geometrics

Circumferéncia és el lloc geometric dels punts del pla
gue equidisten del centre.

Mediatriu d’'un segment és el lloc geometric dels
punts del pla que equidisten dels extrems del mateix.
Donat un angle delimitat per dues rectes, la
bisectriu de I'angle és el lloc geometric dels
punts del pla que equidisten de les mateixes.

Rectes i punts
notables d’un

Mediatrius i circumcentre
Bisectrius i incentre
Altures i ortocentre

triangle fL ortoc B il
Mitjanes i baricentre W &
Semblanca Dues figures semblants tenen la mateixa forma.
Dos poligons sén semblants si els seus costats
son proporcionals i els seus angles son iguals.
Criteris de Dos triangles s6n semblants si: 1) Tenen 2
semblanca de angles iguals. 2) Tenen els 3 costats
triangles proporcionals. 3) Tenen dos costats

proporcionals i 'angle que formen és igual

Teorema de Tales

Estableix una relacié entre els segments formats
guan dues rectes qualssevol son tallades per

diverses rectes paral-leles: @ b

Teorema de
Pitagores

A un triangle rectangle, la hipotenusa al quadrat
és igual a la suma dels quadrats dels catets:
h?=ci? +c?

h =+/32 + 42 = /25 = 5¢cm.

Suma dels angles
d’un poligon

La suma dels angles interiors d’un triangle és 180°
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¢ Geometria en el pla. 3° d'ESO

EXERCICIS | PROBLEMES

Llocs geometrics

1. Dibuixa al teu quadern un triangle de costats 2 cm, 3 cm i 4 cm. Traga en ell, utilitzant regla i
compas, les mediatrius i bisectrius. Determina el circumcentre i I'incentre. Traga les circumferéncies
inscrites i circumscrites.

2. Dibuixa al teu quadern un triangle de costat 5 cm i angles adjacents al mateix de 302 i 509. Traca en
ell, utilitzant regla i compas, les mitjanes i les altures. Determina el seu ortocentre i el seu
baricentre.

3. Dibuixa al teu quadern un triangle amb un angle de 502 comprés entre dos costats de 5i 8 cm. Obtin
el seu circumcentre i el seu incentre.

4. Com son les rectes i punts notables d’un triangle rectangle?

5. Com sdn les rectes i punts notables d’un triangle isosceles?

Semblanca

6. Indica si sén semblants els seglients parells de triangles:

a)Un angle de 70° i un altre de 20°. Un angle de 90° i un altre de 20°.

b) Triangle isosceles amb angle desigual de 80°. Triangle isosceles amb un angle igual
de 50°.

C)A=40°b=8cm,c=10cm. A’=40° b’=4cm,c’=5cm

da=3cm,b=4cm,c=6cm.a’=9cm,b’=12cm, c’ =19 cm

7. Calcula el valor desconegut perqué els triangles siguen semblants:

a)a=15cm,b=9cm,c=12cm.a' =10cm, b'=4cm, ¢c"?

8. b)A=509, b=6cm,c=4cm.A’=509, b'=18 cm, é¢a"?

9. Les longituds dels costats d’un triangle sén 12 cm, 14 cm i 14 cm. Un triangle semblant a ell té un
perimetre de 90 cm. Quant mesuren els seus costats?

10. Dibuixa al teu quadern un pentagon regular. Traca les seues diagonals. El triangle format per un
costat del pentagon i les dues diagonals del vertex oposat es denomina triangle auri, perque en
dividir el costat major entre el menor s’obté el nombre d’or, quant mesuren els seus angles? Busca
en la figura que has tracat altres triangles auris. Quina és la relacié de proporcionalitat?

11. Quant és la suma dels angles interiors d’un rombe?

12. 'ombra d’un edifici mesura 15 m, i la del primer pis 2 m. Sabem que I'altura d’aqueix primer pis és
de 3 m, quant mesura l'edifici?

13. En el museu de Bagdad es conserva un llisté en que apareix

dibuixat un triangle rectangle ABC, de costats a =60, b =45 i
c= 75, subdividit en 4 triangles rectangles menors ACD, CDE,
DEF i EFB, i I'escriba calcula la longitud del costat AD com 27.
Ha utilitzat la semblanga de triangles? Com es podria
calcular? Quines dades necessites? Calcula I'area del triangle
ABC i del triangle ACD. Determina la longitud dels segments
CD, DE i EF.
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ﬂ Geometria en el pla. 3° d'ESO

4. Demostra que en dos triangles semblants les mitjanes son proporcionals.

15. Un triangle rectangle isosceles té un catet de longitud 7 cm, igual a la hipotenusa d’un altre triangle
semblant al primer. Quant valen les arees d’ambdds triangles?

16. El mapa a escala 1:3000000 d’un poble té una area de 2500 cm2, quant mesura la superficie
verdadera del dit poble?

17. Unint els punts mitjans dels costats d’un triangle s’obté un altre triangle. Com sén? Quina relacio hi
ha entre els seus perimetres? | entre les seues arees?

18. l'altura i la base d’un triangle rectangle mesuren respectivament 4 i 7 cm; i és semblant a un altre
de base 26 cm. Calcula I'altura del nou triangle i les arees d’ambdos.

Angles, longituds i arees

19. Construeix un triangle coneixent I'altura sobre el costat a, el costat a i el c.

20. Calcula la longitud del costat d’un octogon regular inscrit en una circumferéncia de radi 5 cm.

21. Calcula I'apotema d’un hexagon regular costat 7 cm.

22. Calcula I'area d’un cercle la circumferencia del qual mesura 50 cm.

23. Calcula la longitud d’una circumferéncia el cercle de la qual té una superficie que medeix 50 cm2.

24. La Terra fa una volta cada 24 hores, a quina velocitat es mou un punt de I'Equador?

25. Quina relacié hi ha entre les arees un triangle inscrit en un cercle i la del cercle?

26. Els grecs coneixien les dos seglients possibles formes de construir un triangle rectangle amb els seus
tres costats de longitud un nombre natural, sense més que donar valors a n. Comprova si es
verifiquen peran =1, 2, .... a) Catets: 2n y n2 — 1, hipotenusa: n2 + 1. b) Catets: 2n + 1y 2n2 + 2n,
hipotenusa: 2n2 + 2n + 1.

27. En augmentar en 3 cm el costat d’'un quadrat la seua area augmenta 32 cm2 Quant mesura el
costat de dites quadrats?

28. Es vol cobrir un terreny circular de 25 m de diametre amb graveta, tirant 10 kg per cada metre
guadrat. Quanta graveta es necessita?

29. Una escala de 4 m de longitud esta recolzada sobre una paret. El peu de I'escala dista 1,5 m de la
paret. A quina altura arriba I'escala sobre la paret?

30. Calcula I'area de la circumferéncia circumscrita a un rectangle de costats 7i 9 cm.

31. Calcula I'area d’un hexagon regular de 3 cm de costat. Prolonga els costats de I’hexagon i dibuixa un
hexagon estrelat. Calcula la seua area.

32. El senyal de circulacié de STOP té forma d’octogon regular. La seua altura mesura 90 cm, i el seu
costat 37 cm, quant mesura la seua superficie?

33. Calcula I'area d’un triangle equilater de costat 10 cm.

34. Calcula I'area d’un hexagon regular de perimetre 60 cm.

35. Calcula I'area d’un trapezi isosceles de base menor 5 cm, costat 3 cm i altura 4 cm.

36. Calcula I'area d’un trapezi isosceles de bases 8 i 6 cm i costat 3 cm.

37. Calcula I'area i el perimetre d’un rectangle de costat 4 cm i diagonal 7 cm.

38. Calcula I'area i el perimetre d’'un quadrat de diagonal 9 cm.

39. Calcula l'area i el perimetre d’un triangle isosceles de base 8 cm i altura 6 cm.

40. Un triangle mesura d’altura 1t i de base 1 + 1. Es rectangle?

41. Dibuixa un triangle rectangle isosceles de catets de longitud 1, quant mesura la hipotenusa? Prenent
la dita hipotenusa com a catet i amb l'altre catet igual a 1 dibuixa un nou triangle rectangle. Quant
mesura la nova hipotenusa? Continua el procés 4 vegades, quant mesura |’dltima hipotenusa?

42. Dibuixa un triangle rectangle de catets de longitud 1 i 2 cm, quant mesura la hipotenusa? Prenent la
dita hipotenusa com a catet i amb I'altre catet de longitud 1 cm dibuixa un nou triangle rectangle.
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Quant mesura la nova hipotenusa? Continua el procés 3 vegades, quant mesura ['Ultima
hipotenusa?

43. Calcula l'altura d’una piramide regular quadrangular de costat de la base 10 m i d’aresta 15 m.

44. Calcula la generatriu d’'un con de radi de la base 5 m i d’altura 7 m.

45. Dos ascetes hindus viuen en la part alta d’'un penya-segat de 10 m d’altura el peu de la qual esta a
200 metres del poble més proxim. Un dels ascetes baixa del penya-segat i va al poble. L'altre, que és
mag, ascendeix una distancia x i viatja volant en linia recta al poble. Ambdés recorren la mateixa
distancia. Quant ha ascendit el mag?

46. Quant mesura l'aresta de la base de la piramide de Keops si mesura 138 m d’altura i 227 m

d’aresta?
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AUTOAVALUACIO

a) Tots els punts que estan a la mateixa distancia de dos punts donats estan a:

a) una bisectriu b) una circumferéncia c) una el-lipse d) una
mediatriu

Les tres mitjanes d’un triangle es tallen en el:

a) ortocentre b) baricentre C) incentre d)
circumcentre

El circumcentre és el centre de:

a)gravetat del triangle b) la circumferéncia inscrita C) la circumferencia
circumscrita

Dos triangles son semblants si:
a) tenen dos angles iguals b) tenen dos costats proporcionals
c) tenen un angle igual d) les seues arees sén semblants

Sabem que els triangles ABC i A’B’C’ sén semblants. Calcula el valor de a’ i ¢’ perqué ho siguen,
sabentquea=10cm,b=6cm,b’=3cm,c=8cm:

a)a’'=4cmic’ =6cm b)a’=5cmic’'=6cm
c)a’=4cmic’'=4cm dya’=5cmic’'=4cm

Si la hipotenusa d’un triangle rectangle medeix 7 cm i un catet mesura 3 cm, aleshores l'altre
catet medeix aproximadament:

a) 6,3cm b) 5cm c) 5,8 cm d) 6,9 cm
La suma de los angulos interiores de un poligono irregular de diez lados vale:
a) 1440° b) 1620° c) 1800° d) 1260°
L' area d’'un rombe de costat 5 cm i una diagonal de 8 cm medeix:
a)48cm?  b) 36,7 cm? c) 24 cm? d) 21,2 cm?
L' angle central de I'inscrit en la circumferencia que comprén un angle de 722 mesura:
a) 720° b) 108° c) 36° d) 144°

La longitud de la circumferéncia i I'area del cercle de radi 3 cm sdn respectivament:

a) 6t cm i 9 ecm? b) 91t cm i 61T cm? c)3mcmi3mem? d) 18 cmi 27 cm?
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Resum
Tot es mou en I'Univers, la Terra gira al voltant del seu eix i es desplaca al
voltant del Sol. El Sol es mou dins de la nostra galaxia, i la galaxia també es
mou. Mareig em ddna el pensar a quina velocitat m’estic movent! Observa
que ni la grandaria ni la forma dels objectes varien amb aquests moviments.

Aqguestes transformacions que mantenen la forma i la grandaria sén els
moviments o isometries que estudiarem en aquest capitol.

Analitzar el que ens rodeja amb ulls matematics ens ajuda a comprendre més i més coses. Aprendre a
mirar les torres, aqueix reflex sobre I'aigua d’un palau de I’Alhambra, els mosaics... o els tapaboques
dels cotxes, els animals i els objectes quotidians. Tots ells amaguen moltes matematiques: moltes
transformacions geometriques. Estudiarem les simetries, els girs i les translacions i les analitzarem al
nostre entorn.
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1. TRANSFORMACIONS GEOMETRIQUES

Moltes decoracions es fan repetint un motiu. Als mosaics de I'Alhambra, a les reixes, a les
randes i les greques, als rosetons de les esglésies... a totes parts pots veure dissenys fets
mitjancant un altre meés senzill. En observar un edifici pots veure que de vegades esta compost
per algun tros que s’ha anat desplacant, o girant, o trobant el simetric.

Imagina que estas manipulant un mapa en un mobil amb els dos dits: Pots desplacar-te, girar
el mapa, ampliar-ho, reduir-ho... pero el mapa sempre és basicament el mateix. Aquestes
manipulacions sén “transformacions geometriques”, perque mantenen les propietats
geometriques més basiques dels objectes: longituds, angles, arees, volums, o la proporcié
entre les longituds, la forma...

1.1. Isometries

En el mosaic del marge tots els quadrats son iguals i també sdn iguals
tots els triangles.

A les transformacions geomeétriques que ens porten d’un quadrat a un
altre (o d’un triangle a un altre) que mantenen la forma i la grandaria
les anomenem isometries o moviments.

La paraula isometria prové del grec: Iso = Igual. Metria = Mesura.
Significa per tant: La mateixa mesura.

En I'exemple del mapa, sempre que no faces zoom, estaras usant una isometria.

Les isometries, (moviments o congruéncies) sén transformacions geomeétriques que conserven angles i
distancies (encara que no tenen per qué conservar I’orientacio dels angles).

Isometries en el pla sén les translacions, els girs i les simetries.

1. Alteu quadern dibuixa un triangle. Calca'l i copia la figura calcada novament al teu quadern. Mesura
tots els costats de les figures homologues. Medeixen el mateix? Mesura tots els seus angles.
Medeixen el mateix?

2. Dibuixa al teu quadern una lletra B i fes un disseny amb ella, traslladant-la, girant-la o dibuixant
lletres B simetriques.
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1.2. Isometries directes i inverses

Activitats resoltes

a) A la figura del marge observa que una fletxa es transforma en l'altra mitjancant la
simetria d’eix r. L'angle ABC, és igual a I'angle A’B’'C’? Tenen la mateixa amplitud, que
en ambdos és de 90°, pero la seua orientacio és distinta. Mentres que ABC gira en el
sentit de les agulles del rellotge, és a dir, té sentit negatiu, mesura —90°, A’B’C’ gira en el
sentit contrari a les agulles del rellotge, per la qual cosa el seu sentit és positiu i mesura
+900°.

Entre les isometries hi ha dos tipus de transformacions, les que conserven els angles (la seua amplitud i
el seu sentit) que s'anomenen isometries directes, i les que conserven I'amplitud dels angles pero
canvien el seu sentit, que s'anomenen isometries inverses.

b) Les translacions i els girs en el pla son isometries directes. Les simetries sén isometries inverses.

1 Les teues mans son simetriques. Son iguals. Pero, les pots superposar? | els teus peus? La
simetria és una isometria inversa.

2 Imagina el mapa fet sobre plastic transparent: Si volteges el mapa sobre la taula, les longituds i
angles es mantenen (és una isometria) pero ara no podries col-locar la ciutat de Valéncia
d’aquest nou mapa, sobre la ciutat de Valéncia del mapa original, per més que el mogueres mai
et podrien coincidir. Es una isometria inversa.

Observacio:

Uns autors denominen moviments a les isometries, i altres estimen que si movent les mans

mai podrem superposar-les, les isometries inverses no han
d'anomenar-se moviments.

1.3. Semblances

longituds canvien, aixi que no és una isometria, pero el
mapa continua sent el mateix: els angles i els seus sentits
si que es conserven, i les proporcions entre les mesures
també (el carrer que era el doble de llarga que una altra ho
segueix sent-ho). Aquests canvis d’escala es denominen
"semblances". *  Semblanga. Homotécia

|
1
|
[
1
|
.-

Si fas zoom en el mobil amb els dos dits en el mapa, les : < ?&)
1§ .
1
1
I
|
I
|

Les figures del marge sén semblants. Es la mateixa imatge encara que ampliada. Es manté la
mateixa proporcio en totes les direccions. Es manté la forma, perd no la mateixa grandaria. A
aquestes transformacions les anomenen semblances, 0 si tenen una determinada posicio:
homotécies.

En una semblancga les figures homologues tenen els angles iguals i els costats proporcionals.
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Exemple

e Quan fas zoom en una foto amb el mobil estas fent una homotecia. En posar els dos dits sobre la
pantalla defineixes dos punts: I'origen O seria el punt just entre els teus dos dits i no es moura
en fer zoom, i el punt P estaria en el teu primer dit. En moure aqueix dit aquestes definint el
tercer i Gltim punt P’ i el mobil amplia la foto perqué el punt O quede fix i P s’estire fins a P’. Es
una homotecia directa.

Les homotecies tenen un centre d’homotecia, O, i un punt P es transforma per una homotecia en el
punt P’ que esta en la recta OP, si es verifica que: OP’ = r-OP on r és un nimero anomenat rad
d’homotecia.

4. Al teu quadern dibuixa una lletra b minuscula, i a continuacié una altra lletra b mindscula el doble de
gran. Com son les seues longituds i els seus angles? Es una semblanca?

5. Dibuixa ara una lletra d mindscula. Es semblant a la lletra b anterior?

1.4. Composicio de transformacions geomeétriques

Exemple:
e Observa com s’ha construit aguest bell mosaic de I’Alhambra:

http://www.apuntesmareaverde.ord.es/grupos/mat/3eso/195378 am 1Alhambral.swf

S’ha analitzat buscant la cel-la unitat, (un quadrat format per
guatre quadrats) i el motiu minim (la meitat d'un d’aqueixos
quadrats). En el motiu minim, un triangle rectangle isosceles,
s’ha dibuixat una senzilla poligonal. Se li han aplicat distintes
isometries: Una simetria d’eix la hipotenusa. Al motiu format per
I'inicial i el seu simeétric se li han aplicat quatre girs de 90°. S’ha
tornat a girar el conjunt. S’ha donat color. S’ha traslladat

horitzontalment i verticalment.

Quan apliqguem diverses transformacions, estem component transformacions geometriques.

6. Al teu quadern marca una trama formada per quadrats de dos quadradets de costat. En un
quadradet fes un gargot, una poligonal, una linia corba... Dibuixa la simétrica prenent com a eix de
simetria un costat del quadrat. Dibuixa la figura simétrica del conjunt obtingut prenent com a eixos
sempre els costats de la trama inicial. Pinta la figura obtinguda. Trasllada-la horitzontalment i
verticalment.
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2. TRANSLACIONS
2.1. Vectors

Si Susana esta en sa casa i vol anar a casa de Nadia, que viu 2
carrers A 'Est i 3 carrers al Nord, el trajecte que ha de fer és el .
gue en la figura esta dibuixat en gris.

OA,

Anomenem “O” a la posicié de la casa de Susana, i “A” a la
posicid de la casa de Nadia. Si Susana tinguera un helicopter
podria anar directament en linia recta i seguiria la direccié OA. Ho | .| ,40 _
representem amb una fletxa i es denomina vector fix. = F

Un vector fix OA és un segment orientat amb origen en el punt O i
extrem en el punt A. Té una direccio, la de la recta, un sentit, des de O fins A, i una longitud, a
la que anomenem modul.

Un vector fix OA, d’origen en O i extrem en el punt A, es caracteritza per:
El seu modul, que és la longitud del segment OA i que s’escriu loal .
La seua direccid, que és la recta que conté al segment.

El seu sentit que va des de I'origen O fins a I'extrem A.

Les coordenades o components d'un vector vénen determinades pel seu origen i el seu
extrem.

Exemple:

e Si coneixem les coordenades del punt origen i del punt final
podem calcular les coordenades del vector. Observa el dibuix del
marge i comprova que si A (2, 3) i B (6, 5) les coordenades del
vector fix ABsén AB=(6-2,5-3) = (4, 2).

En general, si A (g, b) i B (c, d) aleshores AB=(c—a,d-b) N R S

o = N W & O
\%?\

El modul d'un vector es calcula utilitzant el Teorema de Pitagores. Aixi, el vector de
coordenades u=(x,0)tédemodul: | ul=/x2+y2

7. Dibuixa al teu quadern els punts de coordenades A (-5, 2), B (-1, 6) i C (2, —3). Troba les
coordenades dels vectors fixos AB, AC, BC, CA i CB. Comprova al teu dibuix que aqueixes son les
seues coordenades.

8. El vector fix AB té de coordenades (4, 2), calcula les coordenades del seu origen A sabent que les
coordenades del seu extrem B sén (-1, 1). Representa'l graficament.

9. Les coordenades de A sén (2, 3) i les del vector fix AB sén (4, —2). Calcula les coordenades del punt
B. Representa'l graficament.

Tots els segments orientats o vectors fixos que tenen el mateix modul, direccié i sentit, tenen
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les mateixes coordenades, aleshores es diu que son el mateix vector lliure, i podem usar-lo en
diferents punts origen.

Dos vectors fixos son equipol-lents quan tenen el mateix modul, direccid i sentit, i per tant tenen les
mateixes coordenades.

Tots els vectors que sén equipol-lents es diuen que sén un vector lliure, i cada un dels seus
vectors fixos, un representant del vector. Al vector lliure lidentifiquem per les seues
coordenades.

10. Anomena als vectors fixos de la figura i indica quins son representants d’un mateix vector lliure.

11. Dibuixa al teu quadern quatre vectors equipol-lents al vector fix amb origen en A (-3, 4) i extrem B
(5, 0), amb origens als punts C (0, 3), D (5, 2), E(-4,0)iF (-2,-5).

12. Dibuixa al teu quadern els punts A (-2, 2), B(-3,0), C(2,4), D (6, 2), E(2,0), F(6, =2)i G (2, —4).
Amb els vectors fixos d’origen i extrem als dits punts, indica quins d’ells sén equipol-lents.

13. Amb els punts de I'exercici anterior, calcula les coordenades dels vectors fixos DE i FG. Com sén? Sén
dos representants d’'un mateix vector lliure?

Activitats resoltes

El vector fix OA = u que indica el trajecte de Susana té de
coordenades (2, 3). Si després Susana vol desplacar-se a casa
3 ¢ d’'una altra amiga que esta a 3 carrers a I'Est i 5 carrers al Sud fara
2 un desplagament de vector: v = (3, -5). En conjunt Susana ha fet
1 > un desplacament que és la suma dels dos desplacaments
0 anteriors. Finalment esta al punt:
2 100 2 1 5 ¢
B ~ " (2, 3) + (3, -5) = (5, -2).
2
3 Es troba 5 carrers a I'Est i dos carrers al Sud de sa casa.

Es sumen dos vectors, sumant les seues components: (a, b) + (¢, d) = (a + b, ¢ + d)

Es multiplica un vector per un nimero, multiplicant les seues components: r-(a, b) = (r-a, r-b)

14. Dibuixa al teu quadern un sistema de referencia cartesia i assenyala en ell els punts de coordenades:
A (4, 5), B (-5, 6) i C (2, =5). a) Anomena u al vector fix AB i indica les seues components. b)
Anomena v al vector fix BCi indica les seues components. c) Calcula les components del vector w =u
+ v. d) Representa al teu quadern als vectors lliures u i v amb origen en l'origen de coordenades i
representa també al vector suma w. Observa que esta sobre la diagonal del paral-lelogram construit
sobreuiv.

15. Dibuixa al teu quadern el punt A (1, 2), dibuixa ara el vector u = (2, 3) amb origen en A, i el vector v =
(4, —1) també amb origen en A. Calcula les coordenades del vector suma u + v, i dibuixa'l amb origen
en A. El resultat coincideix amb el que has obtingut graficament? Observa que el vector suma és la
diagonal d’un paral-lelogram construit sobre u i v.
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16. Efectua les seglients operacions amb vectors:
a) 3:(, =D+ (48) b) (5,-9) ~[(6, 3) + (-4, ~6)]
c) 5:[(-1, 0) — (-2, 3)] + (-3)-[(4, —2) —6-(4, -5)] d) 9'3-(2, 6) + (3'7,52)

17. Efectua les seglients operacions amb els vectors u = (-5, 6), v=(4,-7)iw= (3, 4):

a)2u—(v+w) b)3w-2u+v c) 2(u+v)—-3w

2.2. Translacions al pla

Un cotxe es mou per la ciutat des del domicili de I'amo fins al seu
treball, i s’ha traslladat 4 carrers cap al nord i 3 carrers cap a
I'est.

Es possible conéixer una translacioé si sabem el punt d’origen A i
el de desti B. Aquests dos punts, A i B, determinen el vector de
translacié AB. AB és un vector fix, representant del vector lliure

u de les mateixes
Una figura i la seua traslladada. | coordenades.

Per definir una translaciéo només cal conéixer el seu vector de
translacio.

Si la translacio de vector lliure u = AB transforma un punt
del pla P en un altre P’, aleshores AB i PP’ tenen el
mateix modul, direccié i sentit. S6n el mateix vector lliure.
Tenen les mateixes coordenades.

Si amb la translacié de vector AB traslladem el punt P fins al
punt P’ llavors ABP'P és un paral-lelogram, i AB = PP’

Per traslladar una figura es traslladen els punts que la )
determinen. Com en una translacio tots els punts es mouen | NP~
sobre rectes paral-leles i una mateixa distancia, es pot usar '
I'escaire i el cartabé per a tracar les rectes paral-leles i
traslladar sobre ella alguns punts de la figura, per fer aixo s’ha | **
de mesurar sempre la mateixa distancia sobre la recta.

Propietats de les translacions

Els paral-lelograms tenen, com saps, els seus costats iguals P!
dos a dos i paral-lels dos a dos. -

La recta AB és paral-lela a la recta PP’, i la recta AP és 1w N
paral-lela a la recta BP'. Els segments AB i PP’ son iguals, el -? ’
mateix que AP i BP'.
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Per aquest motiu, entre una figura i la seua traslladada es conserven totes les distancies i tots els
angles.

La translacio és una isometria, un moviment directe.

Identitat:

La translacio de vector de translacié nul, 0 = (0, 0) deixa tots els punts invariants, és a dir, no
trasllada res, i es denomina també translacio identitat o simplement: identitat.

Punts invariants:

Un punt invariant és el que es transforma en si mateix. Una recta invariant és la que es
transforma en ella mateixa, encara que els seus punts no siguen invariants. Una recta
invariant de punts invariants és un cas particular de recta invariant en qué cada un dels seus
punts é€s un punt invariant.

Quins punts deixa invariants una translacio? Observa que excepte la translacié identitat, (que
deixa tot el pla invariant), una translacié no deixa a cap punt invariant.

18. Activitats proposades

19. Dibuixa al teu quadern una figura i utilitza escaire i cartabd per a traslladar-la 5 centimetres cap a la
dreta.

20. Dibuixa al teu quadern una figura. (Si no se t’acut cap altra, dibuixa la lletra G). Col-loca damunt un
paper vegetal i calca-la. Desplaca en linia recta el paper vegetal i torna a calcar la figura. Les dues
figures que has obtingut, tenen totes les seues mesures, tant longituds com angles, iguals? Traca les
rectes que uneixen parells de punts corresponents, com sén aqueixes rectes? Quina trajectoria han

seguit els punts en el desplagament?

21. Amb ajuda de paper quadriculat transforma mitjancant una
translacié una recta, una circumferéncia, un segment, un triangle,
dues rectes paral-leles i dues rectes perpendiculars. En qué es
transformen? Analitza els resultats.

22. Observa aquest fris d’'un temple de Cambotja. Es una figura
gue es repeteix per translacié. Quina direccio té el vector de
translacio6? Don a on
aniria?

2.3. Coordenades

Per a treballar amb translacions pots utilitzar les
coordenades:

Activitats resoltes

e AlspuntsP(-7,1),Q(-2,4)i0 (0, 0) se’ls aplica una
translacié de 3 unitats cap a la dreta i 4 unitatscap | 8 7 -6 -5 -4 -3 2 -1,[0 1 2 3
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amunt de manera que el seu vector de translacio és:
AB = (3, 4)

Aleshores les coordenades dels punts traslladats s’obtenen sumant a I'abscissa del punt
gue volem traslladar I'abscissa del vector de translacid, i a I'ordenada del punt, 'ordenada
del vector de translacio:

Per traslladar P (-7, 1) segons el vector AB = (3,4) escalcula-7+3=-4,1+4 =5, perla
qual cosa el seu punt traslladat és: P’ (-4, 5).

En traslladar Q (-2, 4) s'obté Q' (-2 + 3,4 + 4) = (1, 8).

En traslladar O io, Oi segons el vector AB = (3, 4) s'obté O’ (3, 4).

23. Utilitza paper quadriculat i dibuixa al teu quadern una lletra F de 2 quadradets d’alta i 1 quadradet
d’ampla i aplica-li la translacié de vector (2, 5).

24. Dibuixa al teu quadern uns eixos cartesians i el triangle de vertexs A (3, 1), B (3, 3) i C (1, 3). Aplica-li
la translacié de vector (4, 2): 4 unitats a la dreta i 2 unitats cap amunt. Quines son les coordenades
dels punts traslladats A’, B'i C"?

2.4. Composicid de translacions
Si trasllades una figura mitjancant una translacio de vector u, i després tornes a traslladar-la
mitjancant una altra de vector v, pots comprovar que pots anar de la primera figura a I'Gltima
mitjangcant una Unica translacid. El vector de translaci6 d’aquesta ultima translacio pots
obtindre'l sumant els vectors de translacio de les

dues irimeres: u+v. -

c) Traslladem mitjancant el vector de translacio
AB=(3, 4), i després mitjancant el vector de
translacié v=(1, —2). La composici6 d’ambdods
translacions €s una altra translacié de vector de
translacio w:

W:AB+v=i3+1,4—2)=(4, 2)

25. Les randes de la imatge s’han dissenyat a partir d’'un
motiu que s’ha anat traslladant al llarg. Dibuixa al teu
guadern un motiu semblant a algun de la figura, una
flor, una V, un zig-zag... i trasllada'l component

div -1

ers

es translacions d’'un mateix vector de translacio.

Has dibuixat un fris.

Matematiques. 3r ESO. Capitol 8: Moviments Autores: Adela Salvador i Maria Molero
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

‘!Hﬂaa
Textos Marea Verde



Moviments al pla i a I'espai. 3r d'ESO

Translacio inversa:

Activitats resoltes

[) Si hem traslladat una figura 4 unitats cap a la dreta i 3 cap amunt, com hem de
traslladar-la pergue ocupe la posicié inicial? Cal traslladar-la amb el vector: (-4, —3).

Diem gque aquestes translacions son l'una inversa de l'altra.
En general, la translacié inversa de la de vector de translacié v = (a, b) és la translacié de vector:

w=-v =(-a, -b)

26. Trasllada una figura (per exemple una lletra L) mitjancant la translacid de vector (-4, 5) i repeteix el
procés amb la figura traslladada emprant el vector (3, —6). Quin moviment utilitzes per a anar de la
primera figura a I'Gltima? Es una translacié? Quin és el seu vector?

27. El mosaic del marge esta confeccionat utilitzant un motiu minim que es
desplaca per tot el mosaic. Si utilitzes com a motiu minim l'estrela de
sis puntes, sense tindre en compte els canvis de color, determina els
vectors de translacié de dues translacions, una horitzontal i una altra
vertical, que mitjangant composicions et permeten tindre la resta del
mosaic. Observa que en sumar la translacié horitzontal amb la vertical
obtens translacions obliqles. Dibuixa al teu quadern una figura i
trasllada-la de forma semblant per a tindre un mosaic.

2.5. Translacions a l'espai

Les translacions a I'espai tenen les mateixes propietats que les translacions al pla.

Imagina un avioé que es mou. L'avié es trasllada.

Una translacié a I'espai, igual que una translacié al pla, €s el moviment que consisteix a lliscar

un objecte segons una direccié. La translacio esta determinada per la distancia que es

trasllada, la direcci6 de la recta sobre la qual es trasllada, i pel seu sentit. Per tant:

Per determinar una translacié en I'espai basta conéixer el seu vector de translacié. L'iinica diferéncia és

gue ara el vector de translacio té tres components : AB=(a, b, c). Exemple:

ii) Per traslladar el punt P (2, 4, —1) mitjancant la translacié de vector AB = (-3, 5, 2),

simplement sumem les coordenades:

P=(12-3,4+5,-1+2)=(-1,9,1).

La translacio a I’esiai no deixa cap punt invariant.

28. En edificacio s’utilitzen molt les translacions. Pensa en les finestres d’un
edifici i tria una. Pots obtindre una altra distinta mitjangant translacié? Fes
un dibuix que represente aquesta situacio.

29. A la facana d’aquesta torre mudejar de Terol podem veure distintes
translacions. A la part superior hi ha dos conjunts de quatre finestretes. U és
traslladat de l'altre. | cada finestreta forma a les altres quatre mitjangant una translacié. En
continuar baixant, els dos arcs es traslladen formant altres dos arcs. Observa, en aquest cas totes les
translacions tenen un vector de translacié horitzontal. Continua descrivint les translacions que veus
al disseny d’aquesta torre.
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3. GIRS O ROTACIONS
3.1. Girs al pla

Son les 4 en punt. Siretardem el rellotge 15 minuts, la maneta
dels minuts ha girat un angle de 90° en sentit positiu.

Per a determinar un gir o rotacié és necessari conéixer un punt, O,
el centre de gir; un angle a i el sentit de gir d’aqueix angle.

Hi ha l'acord de considerar positiu (+) al sentit contrari de les
agulles d'un rellotge i sentit negatiu (-) el de les agulles del
rellotge.

Si A’ és el punt girat de A, amb centre O i angle o, aleshores: |OA| = |OA'| i el segment OA
forma un angle o amb OA'.

Per a girar una figura es giren els punts que la formen.
Exemple:

Si han passat 15 minuts la maneta dels minuts ha girat —90° (90° en sentit negatiu), quan
passe mitja hora haura girat —180°, i si només passen 10 minuts haura girat —60°.

Activitats resoltes

Per dibuixar rotacions al quadern pots utilitzar un
transportador d’angles i un compas.

e Per girar la lletra L segons un gir de centre C i angle 609,
prenem diversos punts de la figura, en aquest cas els punts
A, Bi C. Amb el compas fent centre en C tracem arcs, i
sobre ells, utilitzant el transportador, mesurem 602.
Obtenim els punts B’ i A”.

La nova lletra L manté les distancies: BC = B'C i AB = AB..
També manté els angles: I'angle ABC és recte, i el nou angle
A’B’C també és un angle recte i amb la mateixa orientacié
gue l'anterior. En general:

Els girs mantenen les distancies, per la qual cosa sén isometries o
moviments. Mantenen els angles i el sentit dels angles, per la qual
cosa s6n moviments directes.

Per saber si dues figures son dues figures girades tracem
les mediatrius dels punts corresponents i totes elles han de
tallar-se en un mateix punt, el centre de gir. Amb el
transportador d’angles podem aleshores mesurar I'angle de

gir.
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Activitats resoltes

e Tracem el segment BB’ i la seua mediatriu. Tracem el segment AA’ i la seua mediatriu. Ambdues
mediatrius es tallen en el punt C, que és el centre de gir. L’angle que formen les mediatrius és
de 60°.

30. Dibuixa al teu quadern un punt O i un altre punt diferent A. Gira al punt A amb centre en O un angle
de 302 en sentit positiu i denomina A' al punt girat.

31. Dibuixa al teu quadern un punt O i dos segments, un OA que passe per O, i un altre BC que no passe
per O. Dibuixa els segments girats OA” i B’C’ del gir de centre O i angle 609.

32. Dibuixa al teu quadern el triangle de vertexs A (4, 2), B (3, —2) i C (5, 0). Dibuixa el triangle que s’obté
en girar-lo amb centre a l'origen de coordenades un angle de 902 en sentit positiu. Quines son les
coordenades dels vertexs A', B'i C' del triangle girat?

33. Amb ajuda de paper quadriculat, transforma mitjangant un gir, una recta, una circumferencia, un
segment, un triangle, dues rectes paral-leles i dues rectes perpendiculars. En que es transformen?
Analitza els resultats.

3.2. Composicid de girs. Elements invariants.

Exemple:

A

e Sjgirem la lletra L amb centre C, 602 en sentit positiu i
després, també amb centre C, 302 en sentit positiu, la
figura obtinguda esta girada respecte a la primera 902
amb el mateix centre de gir. En general:

La composicié de dos girs del mateix centre és un altre gir del
mateix centre i d’angle, la suma dels angles de gir.

e Sjuna vegada girada nostra lletra L 302 en sentit positiu,
la girem, amb el mateix centre de gir, 302 en sentit
negatiu, que ocorre? En efecte, hem tornat a la posicié
inicial. Es diuen que sén girs inversos i que en
compondre’ls tenim la identitat, ja que no ens movem.

Un gir de centre O i angle o és el gir invers al gir del mateix centre O i angle —a.

Observa que la composicié de girs de distint centre no és commutativa, perqué depén de l'orde
en que fem els girs.

Activitats resoltes

e Pensem ara en quins elements deixa invariants un gir de centre O i angle de gir que no siga 02 ni
180¢9. Deixa alguna recta invariant? Hi ha alguna recta del pla que no es moga? No, totes giren.
No hi ha rectes invariants. | punts? Algun punt del pla no es mou en girar? Si, el centre de gir
qgueda invariant. El centre de gir es transforma en si mateix.

En un gir de centre O i angle diferent de 02 i de 1809, I'Uinic element invariant és un punt, el centre de
gir.
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Centre de gir. Centre de gir és un punt d’'una figura plana tal que en girar un cert angle, la
figura coincideix amb si mateixa.

Observa que el roseté del centre d’aquest mosaic té un centre de
gir de 60°. Si el girem 60°, torna a coincidir. També si el girem
120° 0 180° o 240° o 300°.

3.3. Simetria central al pla. Centre de simetria

La simetria central de centre O al pla és un gir d’'aqueix centre O i

angle 180°. Al pla, la simetria central és, per tant, un moviment
gue ja coneixem. Observa que la simetria central és, per tant, un moviment directe.

Si P' és el simetric de P en la simetria central de centre de simetria O, aleshores, O és el punt mitja del
segment PP’

Activitats resoltes

e Dos punts P i P’ son simetrics respecte de I'origen de coordenades si tant les seues abscisses
com les seues ordenades sén oposades. Aixi, el simétric respecte de I'origen del punt (-2, 4) és
el punt (2,—-4).

e Observa amb aquesta animacié com es construeix el simetric, respecte a una simetria central de
centre (2, 3), d’un poligon:

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/183284 am 1.swf

El simétric del punt A (8, 1) és el punt A’ (-4, 5). Has vist que s’ha tracat la recta OA. Amb
centre en O i radi OA es traca un arc de circumferencia que talla a la recta OA en A. El
mateix per a obtindre el simétric dels altres vertexs del poligon. Si els altres vertexs so6n B
(a2, 7), C (9, 10), D (5, 8) i E (7, 6), quins sbn els seus simetrics respecte a la simetria
central de centre (2, 3)?

e Quins elements deixa invariants una simetria central? Deixa invariant el centre de simetria i
totes les rectes que passen pel centre de gir.

Centre de simetria: Un punt O és un centre de simetria d’'una figura si tot punt d’ella té com
transformat per la simetria central de centre O, un altre punt de la figura. La simetria central transforma
la figura en ella mateixa.

Exemple:
e El mosaic de I’Alhambra del marge té simetria central.

e El cercle, el quadrat, el rectangle tenen centre de simetria, no
obstant aix0, un triangle mai té centre de simetria.

e Els poligons regulars amb un nombre parell de costats tenen
centre de simetria.

e El pentagon regular, no el té.
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Activitats resoltes

Apliquem a la lletra L'un gir de 902 i després un altre gir també de 909.
La composicié d’un gir de 902, amb un altre del mateix centre i 909, és
un gir de 1809. El punt P primer es transforma en P’ i després en P”. Si
unim cada punt de la figura amb el seu transformat per la composicié
dels dos girs, la recta OP es transforma en la recta OP”, que és la
mateixa recta. Els punts Q, O i Q”” també estan alineats. Les rectes que

passen pel centre de simetria sén invariants.

34. Dibuixa al teu quadern dos punts qualssevols P i P’. Troba el seu centre de

simetria.

35. Que ocorre en aplicar un gir de 602 a una figura? Hi ha rectes invariants? | en un gir de 1802? Les
rectes que passen pel centre de gir, en quines rectes es transformen? | amb un gir de 02? | amb un

gir de 36027

36. Dibuixa un triangle ABC i el seu simetric A’B’C’ respecte un punt O. Com son els seus costats? Son
iguals? | els seus angles? Es manté el sentit dels angles? Comprova com és l'angle ABC i l'angle

A’B’C’. Es un moviment directe?

37. Analitzarem les lletres majuscules. Indica quins de les seglients lletres no tenen simetria central i
quins si la tenen, indicant llavors el seu centre de simetria: B, H, N, O, P, S, T, X, Z. Recorda, busques
un punt tal que la simetria central de centre aqueix punt deixe invariant a la lletra.

3.4. Girs a l'espai

En obrir o tancar una porta, aquesta gira, les patilles de les
ulleres giren, les rodes d'un cotxe giren... Observa que per a
determinar un gir a I'espai necessites, a més de I'angle (i el seu
sentit), conéixer I’eix de gir. Recorda, en el pla teniem un centre
de gir, un punt, ara un eix de gir, una recta.

Pensa en altres exemples quotidians de girs en I'espai.

Quan gires una porta, canvia el sentit dels seus angles?
Naturalment que no. Els girs en I'espai sén moviments directes.

iif) Quins punts es transformen en si mateixos? El gir en I'espai deixa invariants als punts de

I'eix de gir.

Eix de gir: Eix de gir d’una figura, a I’espai, és una recta imaginaria tal, que en girar la figura un cert

angle, coincideix amb si mateixa.
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3.5. Simetria central a I'espai. Centre de simetria

Una figura té simetria central si en unir cada un dels seus punts amb el centre s’obté un altre
punt de la figura.

Si P' és el simeétric de P en la simetria central de centre O, aleshores, O és el punt mitja del segment PP".
La simetria central a I'espai no €s un gir. A més només deixa un punt invariant, el centre (no
una recta)

Centre de simetria: Un punt O és un centre de simetria d’'una figura si tot punt d’ella té com
transformat per la simetria central de centre O, un altre punt de la figura.

Exemples:
e ['esfera, el cub tenen centre de simetria, el tetraedre, no.
e Elcilindre té centre de simetria. El con no té centre de simetria.

e Un prisma regular té centre de simetria. Una piramide, no.

38. Escriu cinc exemples d’objectes de I'espai que giren.

39. Mitjancant un gir a l'espai, en qué es transforma un pla? | una esfera? | un con? | dos plans
paral-lels? | dos plans ortogonals? Analitza els resultats.
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4. SIMETRIES
4.1. Simetries axials. Eix de simetria

La palometa de la figura és simétrica respecte de I'eix de
simetria r.

Per a determinar una simetria (simetria axial) és
necessari conéixer I'’eix de simetria.

Si P' és el simétric de P respecte de la simetria axial d’eix r,
aleshores r és la mediatriu del segment PP’

T

La simetria axial conserva totes les longituds i la

magnitud dels angles, pero canvia el sentit d’aquests. Per aixd no és possible fer coincidir una
figura amb la seua simetrica (llevat que les propies figures siguen simeétriques).

La simetria és per tant un moviment invers.

Activitats resoltes

e Per atrobar el simétric del punt P respecte de I'eix de simetriar, ’ y
utilitza un compas i fent centre en P amb radi prou gran traga un !
arc de circumferéncia que talle a r en dos punts, A i B. Sense |
variar de radio i amb centre en A i en B traca altres dos arcs que & %\":':L\
es tallen en P’, simétric de P respecte a r. Observa que PAP’'B és | ot AR
un rombe perque els seus quatre costats son iguals, per la qual )
cosa sabem que les seues diagonals sén perpendiculars i es | e \_‘__\"- =t
tallen al punt mitja. S S P

e En I'animacié pots veure com es dibuixa el punt simeétric d’un /
altre utilitzant regla i escaire:

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/183282 am 1Punto simetrico.swf

Tenim l'eix de simetria i volem trobar el simetric del punt P (4, 1). Dibuixem el punt P (4, 1)
en un sistema de coordenades i prenem l'escaire. Recolzem l'escaire sobre l'eix de
simetria i fins que toque al punt. Tracem una recta auxiliar, perpendicular a I'eix i que passe

pel punt P. Mesurem la distancia del punt a I'eix i portem aqueixa longitud sobre la recta
auxiliar, i ja tenim el punt simétric.

e També pots obtindre figures simetriques doblegant un paper. La duplicitat és I'eix de simetria. Si
dibuixes una figura, doblegues el paper i la calques obtens la figura simétrica.

e Una altra forma és doblegar un paper i retallar una figura: s’obté una figura simeétrica respecte a
la linia per on has doblegat.

Si dibuixem en paper quadriculat el triangle de vertexs A (-3, 2), B (-5, 4) i C (-4, 7) i trobem el
simetric respecte a I'eix d’ordenades, les coordenades dels vertexs del triangle simeétric son:
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A'(3,2),B'(5,4)iC' (4, 7). En general, el simetric de P (x, y) respecte a I'eix d’'ordenades és P’
(=X, ).

Si dibuixes el triangle simetric d’ABC respecte a l'eix d'abscisses, observa que les
coordenades dels seus vertexs son: A’ (-3, -2), B’ (-5, —-4) i C’ (-4, —7). En general, el punto
simeétric de P (X, y) respecte a l'eix d'abscisses és P’ (x, —y).

Dos punts simetrics respecte de I’eix d’ordenades tenen la mateixa ordenada i les seues abscisses sén
oposades. Dos punts simeétrics respecte de I'eix d’abscisses tenen la mateixa abscissa i les seues
ordenades s6n oposades.

Punts invariants:
En una simetria, els punts de I'eix de simetria es transformen en si mateixos.

La simetria axial deixa invariants els punts de I’eix de simetria. L’eix de simetria és una recta invariant de
punts invariants.

e Quins altres elements deixa invariants? Hi ha més punts? Hi ha altres rectes? Observa que les
rectes perpendiculars a I'eix de simetria es transformen en si mateixes.

40. Dibuixa al teu quadern un eix r de simetria oblic, i un punt P. Dibuixa el punt P’ simetric respecte de
r. Comprova que la recta r és la mediatriu del segment PP’. (Recorda: La mediatriu d’'un segment és
la perpendicular pel punt mitja).

41. Dibuixa al teu quadern dos punts qualssevol P i P’. Dibuixa I'eix de simetria r respecte a qué sén
simétrics.

42. Dibuixa en paper quadriculat una lletra L i un eix de simetria (Q\
vertical. Dibuixa la lletra L simétrica respecte a aqueix eix. Calca )

. ) <
una d’elles, i mou el paper de calc per a intentar fer-les C
coincidir. Es impossible, perqué la simetria és un moviment C e
invers. C

43. Reprodueix al teu quadern la figura del marge. Dibuixa un eix de k)

simetria oblic i dibuixa la figura simetrica.

44. Troba les coordenades dels vertexs del triangle simeétric respecte de I'eix d’'ordenades del triangle A
(3,—4), B (5, 6), C(—4, 5). El mateix respecte de I'eix d’abscisses.
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Eix de simetria d’una figura:

Si la recta r és un eix de simetria d’'una figura aleshores tot punt d’aqueixa figura
té com transformat per la simetria d’eix r a un altre punt
o de la dita figura.

Exemples:

iv) Un triangle isosceles té un eix de simetria i un

triangle equilater, tres.

V) Un rectangle o un rombe tenen dos eixos de
simetria, i un quadrat quatre.

Vi) Un cercle té una infinitat de eixos de simetria (tots els seus diametres).

45. Indica quines de les seglients lletres majuscules sén simetriques, i si ho son, indica si els seus eixos
de simetria son horitzontals o verticals: A, B, D,F K, M, N, R, T, U, V, W, Z.

46. Amb ajuda de paper quadriculat, transforma mitjancant una simetria, una recta, una circumferéncia,
un segment, un triangle, dues rectes paral-leles i dues rectes perpendiculars. En que es
transformen? Analitza la resposta.

47. Dibuixa un rectangle ABCD. Dibuixa I'eix de simetria que transforma AB en CD, i |'eix de simetria que
transforma AD en BC.

48. Dibuixa un hexagon regular i dibuixa els seus eixos de simetria. Quants té? Té 6. Descriu-los.

49. Dibuixa un pentagon regular i els seus eixos de simetria. Quants té? Descriu-los.
4.2. Composicio de simetries

Estudiarem ara la composicié de simetries. Ja saps que una simetria és un moviment invers. Si
canvies el sentit d’'un angle i després el tornes a canviar, et queda el sentit original. Per tant la
composicié de dues simetries no sera un moviment invers sind un directe.

Vegem-ho primer en un cas particular.

Activitats resoltes

e Tracem dos eixos de simetria, ri s, paral-lels. Dibuixem una L,
lletra L, i dibuixem la lletra L; simeétrica de L amb respecte
de la recta r, i després la lletra L, simeétrica de L; respecte
de la recta s. Mitjancant quina transformacié passem L
directament de L a L,? Pot ser una simetria? (Observa que
si es poden superposar L i L, per tant és un moviment
directe). Es un gir? Es una translacié? Si, és una translacio,
de quin vector?
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La composicié de dues simetries d’eixos paral-lels és una translacié. Es la translacié de vector de
direccio la recta ortogonal als eixos de simetria, de modul el doble de la distancia entre ambdds eixos, i
de sentit el que va del primer eix al segon.

La composicié de simetries no és commutativa. Comprova que si a L primer li apliquem la simetria
d’eix “s” i després la simetria d’eix “r” obtenim una translacio, pero el vector de translacié és
I'oposat al del cas anterior.

e Tracem ara dos eixos de simetria secants, ri s, i una lletra L. Dibuixem la lletra Ls simétrica de L
respecte a la recta r, i dibuixem la lletra Ly simétrica de Ls
respecte a la recta s. Mitjancant quina transformacié passem
directament de L a Ls? Pot ser una simetria? (Observa que es
poden superposar L i Ls, per tant és un moviment directe). Es
una translacié? Es un gir? Si, és un gir, de quin centre i de quin
angle?

La composicié de dues simetries d’eixos secants és un gir. Es
= ' el gir de centre el punt d’interseccid dels eixos de simetria,
d’angle doble a que formen ambdds eixos i de sentit de I'angle, el que va del primer eix al segon.

La composicié de simetries no és commutativa. Comprova que si a L primer li apliquem la simetria
d’eix “s” i després la simetria d’eix “r” obtenim un gir, pero I'angle de gir és I'oposat al del cas
anterior.

50. Reprodueix en el teu quadern la figura P del marge.
a) Dibuixa el pardal P’ simetric respecte a Ieix ((; "‘“'--x:;_\
d’'ordenades. < /'1
c)’ Dibuixa el pardal P” simetric respecte a [Ieix e 9 |
d’'abscisses. \ 4
d) Hi ha alguna simetria axial que transforme P’ en P”? Hi &(_/,
ha alguna simetria central que transforme P’ en P"? \
e) Si el bec del pardal P tinguera unes coordenades (-2, o

5), quines coordenades tindria el bec del pardal P'? | el
del pardal P"?

51. Dibuixa al teu quadern dos eixos de simetria paral-lels i una lletra F. Dibuixa la composicid
d’ambdues simetries a la dita lletra, comprovant que la composicid d’elles és una translacié i
determina el vector de translacié.

52. Dibuixa al teu quadern dos eixos de simetria secants i una lletra F. Dibuixa la composicié d’ambdues
simetries a la dita lletra, comprovant que la composicio d’elles és un gir i determina el centre i I'angle
de gir.

53. Si apliquem una simetria a una figura, quina transformaciéo hem d’aplicar-li per a obtindre la figura
inicial?

> La composicid de dues simetries planes d’eixos secants és un gir. Com han de ser els eixos
perque siga un gir de 1802 (o una simetria central)?
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4.3. Simetria especular a I'espai. Pla de simetria

Molts mobles sén simétrics: moltes taules, moltes cadires... Molts .
animals sén quasi simétrics. Els cotxes, els avions, €IS trens SON | se——"

AR

simetrics. Si ens mirem en un espill veiem una imatge reflectida que
es simetrica de la nostra. Molts edificis sOGn quasi simeétrics o tenen
elements de simetria.

Per a determinar una simetria a I'espai és necessari conéixer un pla, el pla
de simetria.

Una simetria a I'espai deixa invariants els punts pertanyents al pla de simetria. Deixa invariant
les rectes ortogonals al pla de simetria, i deixa invariant al pla de

simetria.

Pla de simetria: El pla de simetria d’'una figura €s un pla imaginari
tal, que tot punt de la figura es transforma per la simetria respecte
d’aqueix pla en un altre punt de la dita figura.

La torre amb la porta del marge té un pla de simetria.

Un pla de simetria és com un espill que reflectix exactament un
fragment de la figura en l'altre fragment.

Activitats resoltes

e Construeix poliedres regulars, amb cartolina, amb palletes, amb ..., per a comprovar el que
segueix:

e Analitzem el pla de simetria del cub de la il-lustracié del marge.
Veiem que passa pels punts mitjans de les arestes. Quants plans de
simetria hi ha semblants a aquest? Com el cub té 12 arestes i cada
pla passa per 4 hi ha 3 d’aquest tipus. Un altre pla de simetria passa
per una diagonal d’una cara, una aresta, una altra diagonal i una
altra aresta. Quants hi ha d’aqueix un altre tipus? Com el cub té 12
arestes i prenem 2, hi ha 6 d’aqueix tipus.

e Busca un eix de gir del cub. Observa que té un eix de gir de 902 que
va de centre de cara a centre de cara. Quants eixos de gir té d’aqueix tipus? Comprova que hi
ha 3 (6 cares : 2 = 3). Observa que també hi ha un eix de gir de 1202 que va de

vertex a vertex oposat. Quants hi ha d’aqueix un altre tipus? Com el cub té 8
vertexs hi ha 4 d’aquest tipus. Observa que també hi ha un eix de gir de 1802
que va de centre d’aresta a centre d’aresta oposada. Quants hi ha d’aqueix un
altre tipus? Com el cub té 12 arestes, hi ha 6 d’aqueix tipus. Hi ha simetria
central? Observa que si.

e Analitzarem ara les isometries d’un octaedre. Observa que té centre de
simetria, igual que el cub. Plans de simetria: Hi ha plans, com el de la figura, que
passen per quatre arestes. Com té 12 arestes hi ha 3 d’aquest tipus. També hi ha
plans que passen per I'eix de simetria de les cares. Quants hi ha? Tenim el
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mateix nombre de plans de simetria que en el cub? Si. El cub i I'octaedre sén duals. Si en el cub
fixem els centres de les cares i els unim, tenim un octaedre. | si en 'octaedre unim els centres de
les cares, tenim un cub. Observa que el nombre de cares d’un cub, 6, coincideix amb el nombre
de vertexs d’un octaedre, i que el nombre de cares d’un octaedre, 8, coincideix amb el nombre
de vertexs del cub. | ambdds tenen el mateix nombre d’arestes, 12.

e Busquem ara eixos de gir en un octaedre. Té eixos de gir de 902? Si, van de vertex a véertex
oposat. Hi ha 6 vertexs, per tant hi ha 3 eixos de gir d’aquest tipus. Hi ha eixos de gir de 1209,
com en el cub? Naturalment, van de centre de cara a centre de cara, i com té 8 cares, hi ha 4
d’aquest tipus. | els eixos de gir de 1802? Van, com en el cub, de centre d’aresta a centre
d’aresta, i hi ha 6.

e ['estudi del tetraedre és més senzill. Comprova que NO té centre de simetria. Els plans de
simetria passen per una aresta, I'eix de simetria d’una cara i I'eix de simetria d’una altra. Hi ha 6
arestes, per tant hi ha 6 d’aquest tipus. Té eixos de gir de 1208°.
Passen per un vertex i el centre de la cara oposada. Com té 4 cares
hi ha 4 d’aquest tipus.

e L'estudi del dodecaedre i de I'icosaedre és més complicat. Observa
qgue també sén duals. Si unim els centres de les cares d’un
dodecaedre s’obté un icosaedre, i si unim els centres de les cares
d’un icosaedre, s’obté un dodecaedre. El dodecaedre té 12 cares i
I'icosaedre 12 vertexs. L'icosaedre té 20 cares i el dodecaedre 20
vertexs. Ambdds tenen 30 arestes. Descriurem el pla de simetria
del dodecaedre de la figura del marge: Veiem que passa pels dos
eixos de simetria de dues cares, per una aresta. | després? Ja no ho veiem? Observa que torna a
passar per dos eixos de simetria de cares i per una altra aresta. Com el dodecaedre té 20
arestes, hi ha 10 plans de simetria d’aquest tipus.

54. Escriu cinc objectes que estiguen al teu voltant que siguen simétrics i indica el seu pla de simetria.
Mira a l'aula i busca simetries. Son simétriques les cadires, el llum, la finestra, les taules...? Quin és el
seu pla de simetria?

55. Defineix els plans de simetria i els aqueixos de rotacié de les figures seglients:

a) Un prisma recte de base quadrada. | si és oblic?
b) Una piramide recta de base quadrada.
c) Si el prisma i la piramide son rectes, pero les seues bases

sén rectangles, quines
simetries es mantenen?
56. Determina els plans de

simetria i els eixos de rotacié
d’aquestes figures:

a) Un prisma recte la base del qual és un triangle equilater.

b) Una piramide recta de base un triangle equilater. | si és

obliqua?
c) Si el prisma i la piramide sOn rectes pero de base un triangle isosceles, quines simetries es
mantenen?
> Mitjancant una simetria especular, en qué es transforma un pla? | una esfera? | un con? | dos
plans paral-lels? | dos plans ortogonals? Analitza els resultats.
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4.4. Isometries al pla

Les isometries son transformacions geométriques que conserven les distancies i els angles.

Al pla hem estudiat les translacions, els girs i les simetries (axials) que son isometries.

Ja sabem que la simetria central al pla coincideix amb un cas particular de gir, el gir de 180°.

Els girs i les translacions son isometries directes, perquée no canvien el sentit dels angles. Les
simetries sOn isometries inverses perque si els canvien.

Hem vist que la composicié de dues translacions és sempre una altra translacio, que la
composicié de dos girs del mateix centre és un altre gir del mateix centre, que la composici6 de
dues simetries és un gir o una translaci6. Podriem continuar estudiant qué ocorre si componem
girs de distint centre, girs amb translacions, translacions amb simetries i simetries amb girs.
Veuriem que quasi sempre obteniem una simetria, una translaci6 o un gir. Excepte quan
componem una translacié amb una simetria. Obtenim una isometria nhova que anomenarem
simetria amb lliscament. Passem de la lletra b del marge a la lletra p per una simetria d’eix
horitzontal (en negre) i una translacio (de vector de translacio en verd).

Punts invariants: La translacio no deixa cap punt invariant. Els girs deixen u, el centre de gir, i
la simetria axial deixa una recta, I'eix de simetria. La simetria amb lliscament tampoc deixa cap
punt invariant.

Si en un pla una isometria deixa tres punts invariants no alineats, aleshores deixa invariant tot
el pla, per tant és la identitat.

Al pla
Punts invariants Rectes de | Rectes invariants
punts
invariants
Translacié Cap Cap Les de direcci6 igual a la
del vector de translacié
Girs (d'angle de gir | Centre de gir Cap Cap
diferent de 180° i 0°)
Simetria (axial) Els de Tleix de | Leix de simetria | L'eix de simetria i les rectes
simetria ortogonals a leix de
simetria.
Identitat Tot el pla Totes Totes
Simetria amb Cap Cap Les de direcciéo igual al
lliscament vector de translacio i a I'eix
de simetria.
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4.5. Us de Geogebra per a analitzar les isometries al pla

Utilitzarem el programa Geogebra per a estudiar els moviments en el pla. Estudiarem les
translacions i la simetria axial.

Activitats resoltes

Translacio

d) Utilitza Geogebra per a estudiar vectors i translacions.
e) En un arxiu de Geogebra Visualitza els eixos, la quadricula i la finestra algebraica.

e Amb la ferramenta Nou Punt defineix l'origen de coordenades com A |/ el punt de
coordenades (6, 2) com a B. i amb la ferramenta
Vector entre dos punts determina el vector u |
d’origen A i extrem B que tindra coordenades (6, !

e Defineix amb Nou Punt C (-4, 1), D(-1, 2 ) i E (-
3,23 )i amb Poligon dibuixa el triangle que té per / " i
vertexs aquests punts. Vil | s L

f) Observa que els punts que has dibuixat apareixen %=
en la finestra algebraica com a objectes lliures i el
triangle com a objecte dependent.

e Utilitza la ferramenta Traslladar objecte d’acord amb vector per a traslladar el triangle CDE
segons el vector u, s’obté el triangle C'D’E’.

> Quin tipus de quadrilaters son els poligons ACC’B, ADD’B i AEE’B?
> Comprova en la finestra algebraica que:

a) Les coordenades dels punts C’, D’ i E’ s’obtenen respectivament en sumar a les coordenades dels
punts C, D, i E les coordenades del vector u.

I. La longitud de cada costat del triangle és la mateixa que la del seu traslladat i les arees dels
triangle CDE i C’'D’E’ coincideixen

e Dibuixa amb Recta que passa per 2 punts, la recta a que passa pels punts per Ci D i
comprova, amb I'equacio de la recta, que C’i D’ estan en la mateixa recta.

e Trasllada ara la recta a segons el vector u, apareix, denominada b, la mateixa recta.

X Quina propietat té la recta a perqué romanga invariant mitjancant la translacié? Una conjectura
és que la recta a és paral-lela al vector u.

e Per a comprovar la conjectura defineix un Nou , _‘
Punt F (-1, 1) i amb Recta paral-lela dibuixa una 1 7S
recta f que passe per F i paral-lela al vector u. - '

e Trasllada la recta f segons el vector u i veuras
gue apareix la recta g que coincideix amb ella.
Dibuixa altres rectes paral-leles al vector u i
comprova que la translacio les deixa invariants.
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e Mou amb el punter el punt B, pergue el vector u tinga distinta direccio i observa com la recta
a ja no té la mateixa direccié que el vector u i la seua traslladada, la recta b, és distinta i
paral-lela a ella, no obstant aixo la recta f té la mateixa direccié que el vector u i la seua
traslladada g coincideix amb ella.

> Investiga si algun punt del pla roman invariant mitjangant translacions segons diferents vectors.

Simetria axial

e Utilitza Geogebra per a estudiar les propietats de la simetria axial.

b) Obri una nova finestra de Geogebra i visualitza els eixos, la quadricula i la finestra
algebraica.

1 Amb la ferramenta Nou Punt defineix A (-2, 0) i B (0, 1) i amb Recta que passa per 2 punts,
dibuixa la recta a que passa per A i B, que sera l'eix
de simetria.

2 Determina el punt C (1, 4) i amb la ferramenta
Reflectix objecte en recta, el seu simetric respecte
alarecta a, que és el punt D (3, 0).

3 Amb la ferramenta Distancia comprova que la
distancia del punt C a la recta a coincideix amb la
del punt D a dita recta.

4 Dibuixa amb Segment entre dos punts el que
uneix els punts C i D.

5 Amb la ferramenta Angle calcula la mesura de I'angle que formen el segment CD i la recta a
per a verificar que son perpendiculars.

Les seglients propietats, que acabes de comprovar, caracteritzen la simetria axial:

[EEN
)

: Les distancies d’un punt i del seu simétric a I'eix de simetria coincideixen.
22: El segment que uneix un punt i el seu simetric és perpendicular a I'eix de simetria.

6 Amb la ferramenta Reflectix objecte en recta troba el
simetric dels punts A i B respecte a l'eix a i comprova
qgue A i el seu simeétric de E coincideixen el mateix que
B i F. Prova amb altres punts de la recta a per a
verificar que tots els punts de I'eix resulten invariants
mitjangant una simetria axial respecte a aquest eix.
Verifica, també, que l'eix, la recta a, i la seua simétrica
la recta b coincideixen.

7 Utillitza Recta perpendicular per a tracar la recta c,
perpendicular a I'eix a qué passa pel punt B.

8 Calcula la recta simétrica de la recta ¢ respecte a I'eix /‘E
a, s'obté la recta d que coincideix amb c.

9 Millora I'aspecte de la construccié dibuixant el segment CD i les rectes ¢ i d amb trac
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discontinu. Fes clic amb el boté dret del ratoli sobre I'element o la seua equacio i en
Propietats, Estil, tria un tra¢ discontinu.

> Quins sén els punts invariants d’una simetria axial? | les rectes invariants?

57.

58.

59.

Utilitza la ferramenta Rota objecte entorn d’un punt, I'angle indicat per a estudiar els girs al pla.
Defineix un punt O com a centre de gir, per exemple, el centre de coordenades. Defineix tres punts
per a determinar amb Angle un de 459,

Dibuixa rectes i poligons i observa com es transformen mitjancant aquest gir.

1) Investiga si en realitzar un gir hi ha punts i/o rectes que romanen invariants.

e Utilitza la ferramenta Reflectix objecte per punt per a estudiar la simetria central. Defineix un
punt O com a centre de simetria, per exemple, el centre de coordenades.

a) Dibuixa rectes i poligons i observa com es transformen per una simetria central.

Comprova que una simetria central equival a un gir de 1809.

60. Investiga si en una simetria central hi ha punts i/o rectes que romanen invariants.
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4.6. Isometries a 'espai

A l'espai hem estudiat les translacions, els girs, les simetries centrals i les simetries
(especulares). La simetria central €és un moviment nou diferent dels girs.

A I'espai, translacions i girs son isometries directes, i simetries especulares i simetries centrals
sOn isometries inverses.

No hem estudiat la seua composicio, perdo no ens costaria gens veure que la composicié de
dues translacions és una altra translacié, de vector, la suma dels vectors de translacio. La
composicié de dos girs del mateix eix és un altre gir del mateix eix i d’angle, la suma dels
angles. La composicié de dues simetries de plans paral-lels és una translacid, i la composicio
de dues simetries de plans secants és un gir d'eix, la recta d'interseccié dels plans. La
composicié de dues simetries centrals del mateix centre és la identitat. EI comportament
d’aquestes composicions és semblant al que ocorre al pla.

Més complicat és estudiar a I'espai la composicié de girs de distint eix, girs amb simetries,
simetries amb translacions i translacions amb girs a I'espai. Igual que al pla van aparéeixer
noves isometries, la simetria amb lliscament, ara també ens apareixen noves isometries:
simetria rotativa, simetria amb lliscament...

Punts invariants: La translacié no deixa cap punt invariant. La simetria central deixa un
punt invariant, el centre. Els girs deixen una recta, I'eix de gir. La simetria especular deixa un
pla de punts invariants, el pla de simetria. | si una isometria a I'espai deixa quatre punts
invariants no coplanaris, €s la identitat.
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5. MOSAICS, FRISOS | ROSETONS

En passejar per una ciutat o pel camp pots veure muntons de transformacions geometriques:
veuras simetries, girs i translacions pertot arreu, formant mosaics, frisos o rosetons; o bé en les
formes de les flors

5.1. Mosaics

e Mira aquest taulellet d’'un mosaic d'Istambul. La cel-la
unitat és cada un dels taulellets amb qué es
construeix tot el mosaic mitjangcant translacions.
Indica els vectors de translacié. Pero pots reduir el
motiu minim. Utilitzant girs? Utilitzant simetries? Mira
I’ampliacié: Comprova que pots utilitzar com a motiu
minim la huitena part del taulellet.

Realitza la mateixa
observacié amb els
altres taulellets

d'Istanbul seguents

e Analisi de mosaics de I’Alhambra: Observa el mosaic del marge.
Imagina que és infinit, que completa tot el pla. Pots prendre com
a motiu minim un parell de fulles. Per a passar d’un parell de
fulles a I'altre parell adjacent, quina transformacié has utilitzat?
Es una simetria? Es un gir? Hi ha centres de gir de 602? | de
18027 | de 3097

Utilitza una trama de triangles, o dibuixa una al teu quadern,
per a dissenyar un mosaic semblant a aquest. Marca en la
trama els centres de girs de 60° de 180° i de 30°. Dibuixa un motiu minim senzillet, per
exemple una poligonal o una fulla, i mou-lo usant aqueixes transformacions.
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e Analitza I'animacié de generacio d’un mosaic mitjangant girs i translacions, analitza I'animacié:

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso0/185487 am 1 Alhambra 3.swf

Observa com primer dibuixa una trama de quadrats, dibuixa un motiu minim format per dos
segments, després li aplica isometries a aqueix motiu: girs de 90° amb els que dibuixa
I'estrela, que per simetria completa la cel-la unitat a qué finalment la trasllada per tot el mosaic.

e També pots veure en I'animacio segiient:

http://www.apuntesmareaverde.ord.es/grupos/mat/3eso/195377 am 1Alhambra2.swf

com es realitza un estudi del mosaic del marge, buscant la cel-la
unitat, el motiu minim i estudiant els seus girs (de 90° i 180°) i els seus
eixos de simetria.

Utilitza una trama de quadrats, o dibuixa una al teu quadern, per a
dissenyar un mosaic semblant a aquest. Marca en la trama els centres
de girs de 90° i de 180°. Marca els eixos de simetria. Dibuixa un motiu

minim senzillet, per exemple una poligonal, i mou-lo usant aqueixes
transformacions. Completa primer la cel-la unitat, i després trasllada-la.

5.2. Frisos

Les randes, les greques dels brodats, les teles estampades, les reixes... utilitzen molt sovint les
translacions als seus dissenys. Sén els frisos.

Observa el fris del marge. Com tots els frisos s’obté
traslladant un motiu. Perdo poden tindre altres
isometries a més de la translaci6. La combinacio de
translacio, simetries i girs permeten obtindre set
tipus de frisos diferents.

e Hem format frisos utilitzant les lletres de I'alfabet.
Tots ells es formen per translacié. Pero de
vegades hi ha altres isometries. A) En quines hi ha una simetria d’eix horitzontal. B) En quins hi
ha girs de 18027 C) En quines hi ha simetries d’eix vertical? D) Hi ha simetries amb lliscament? E)
Assenyala totes les families de simetries respecte a un eix, de girs i de translacions per les quals
un punt del fris es transforma en un altre punt del mateix (suposat que es prolongue fins a
I'infinit).

L1. LLLLL, L2. NNNNN, L3. VVVVV, L4. CCCCC, L5. HHHHH, L6. pbpbpb, L7. pqdbpgdbp

e Ix al carrer o en ta casa i busca frisos. Fotografia reixes, mira randes i greques... i fes un estudi
dels diferents frisos que trobes. Dibuixa al teu quadern el seu disseny i intenta classificar-los
segons I'esquema de les lletres del problema anterior, segons les transformacions que utilitzen.
Per a aix0 fes-te les preguntes seglients: 1) Té girs? Si la resposta és NO, aleshores: 2) Té
simetria horitzontal? Si la resposta és Sl, és un L4, que com el fris format per la lletra C o la lletra
D, no té girs i si, simetria d’eix horitzontal. Si la resposta és NO, aleshores: 3) Té simetria
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vertical? Si la resposta és Sl, és un L3, com el fris format per la lletra V o la lletra A, que no té ni
girs, ni simetria horitzontal i si simetria vertical. Si la resposta és NO, aleshores: 4) Té simetria
amb lliscament? Si la té és un L6, i si no és un L1. Perod si té girs pot tindre també simetria
horitzontal i és un L5, o tindre simetria amb lliscament i ser un L7, o només tindre el gir i ser un
L2, com el fris format per la lletra N o la lletra S.

e Als frisos seglients assenyala totes les families de simetries respecte a un eix, de girs i de
translacions per les quals un punt del fris es transforma en un altre punt del mateix (suposat que
es prolongue fins a l'infinit).

PPPAPPAPAR

Fris L1: Només Translacié

PLLLE

Fris L2: Girs de 180°

4

Fris L3: Simetria vertical

EEeeecee

Fris L4: Simetria horitzontal
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Fris L5: Girs, simetries verticals y simetries horitzontals.

Fris L6: Simetria amb lliscament

VV\(

Frisos L7: Simetria amb lliscament i simetria vertical
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5.3. Rosetons

Els rosetons de les catedrals son espectaculars, pero també es poden veure en situacions més
guotidianes, com els tapaboques dels cotxes.
Es denominen grups de Lleonard als grups d’isometries
d’aquests rosetons. Poden tindre simetries o Unicament
girs. Aquest roseté d’'una catedral té eixos de simetria i
divideix la circumferéncia en 12 trossos iguals. Diem que
és un D12. Si no hi ha simetries, només girs diem que €és
un C5, o un C6... segons dividisca a la circumferencia en

50en6... parts iguals.

Per exemple, t'’has fixat als tapaboques dels cotxes? De
vegades tenen dissenys interessants. Hem arreplegat
fotografies d’alguns tapaboques perqué els estudies.

> Analisi de tapaboques: Observa els seglents

tapaboques. Indica, per a cada un d’ells, les giiestions seglients:

11

a) Té simetria central.

» Té eixos de simetria axial. Quants?
» Té centre de gir, quin és el menor angle de gir que el deixa invariant?
» Ix al carrer i fotografia o dibuixa els tapaboques que veges i et pareguen interessants.

Fes un estudi d’ells.
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CURIOSITATS. REVISTA

Mosaics de I'Alhambra

Com saps els arabs d'Espanya eren grands
matematics i als mosaics de I'Alhambra
demostren, a més del seu sentit artistic, els
seus coneixements de Matematiques. S'ha
demostrat que, partint d'un motiu minim, i
aplicant-li girs, simetries, translacions... sols hi
ha 17 formes distintes d'emplenar el pla fent
un mosaic. Es sorprenent que eixes 17 formes

ja es troben als mosaics de I'Alhambra.

Pots veure la generacid d’'un d’aquests mosaics de I’Alhambra mitjangant simetries:
http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/195375 am 1.swf

Busca “mosaics” en Internet, i sabras més sobre la generacié de mosaics.

Frisos

)'}')}')'}'))\
V20 V22 Vaa Ve

CLLL

g8999444

CRRRRRRA,

Les sanefes, randes..., en les reixes, en... podem veure disenys
gue es repeteixen al llarg d'una linia per translacién. S'ha
demostrat que només hi ha 7 formes distintes de fer aqueixos

\ F . P A R R - . L L

psS———— 1 WA

Pots veure la generacié d’un fris: (http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/195415 am_1Friso.swf )
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espacio existen 230 posibles tipos de
disefios cristalograficos que
compacten el espacio.

Per ser matematic hi ha que ser poeta. Sonya Kovalevkaya.

Rosetons

Girs i simetries pasant tots per un centre. Aixi es
disenyen els rosetons. Si només hi ha girs s'anomenen
Cn, sent C; si només té un gir de 1809, Cs si el té de

Matematiques. 3r ESO. Capitol 8: Moviments Autores: Adela Salvador i Maria Molero
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Marea Verde



Moviments al plai a l'espai. 3r d'ESO

Tot es mou.

G mous no sols quan camines o vas amb cotxe. Quan
estas quiet també et mous. Tot es mou a I'Univers. La
Terra gira al voltant del seu eix. El radi de la Terra és de
6.400 km, per la qual cosa la longitud de I'Equador
terrestre és de 2mr = 40.192 km. Tarda 24 hores a fer
una volta, per tant 40192/24 = 1674,67, per la qual cosa
si estigueres a I'Ecuador estaries movent-te a una
velocitat aproximada de 1.675 km/h.

La Terra gira al voltant del Sol. Tarda
aproximadament 365 dies en fer una volta
sencera. Ara viatgem a 107.000 km/h
girant al voltant del Sol.

Planetas del Sistema Solar

(EI Sol es mou dins de la nostra galaxia, on\
també gira a una velocitat de 810.000 km/h al
voltant del centre de la galaxia. El Sol esta a
27.000 anys llum del centre de la nostra galaxia
i tarda 200 milions d'anys en fer una volta.

La nostra galaxia, la Via Lactia, també es mou. S'acosta a la
Galaxia Andromeda a una velocitat de 230.000 km/h.

Mareig em déna el pensar a quina velocitat m'estic movent!
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RESUM

Exemples

Semblanga

Transformacié geometrica que conserva els angles i les
distancies son proporcionals.

Una fotocopia reduida

Translacio

Gir o rotacio al
pla

Ve determinada pel seu vector de translacio.
Sén isometries directes.
La composicio de dues translacions és una translacio.

El traslladat del punt P (1, 2) per
la translacié de vector v = (4, 5)
es P’ (5, 7).

Ve determinat pel centre de gir i I'angle de gir.

El girat del punt P (1, 2) pel gir
de centre I'origen i angle 902 és

Gir a 'espai

Simetria axial

Ve determinat per 'eix de gir i I'angle

P’ (2,-1)

Es coneix pel seu eix de simetria

El simetric del punt P (1, 2) per

Simetria la simetria d’eix l'eix
especular Es coneix pel seu pla de simetria d’ordenades és P’ (-1, 2)
Isometries ; . . Translacions, girs i simetries
S6n  transformacions  geomeétriques  que
conserven les distancies i els angles.
Composicio La composicid de dues isometries directes és una isometria directa.

d’isometries

La composicié de dues isometries inverses és una isometria directa.

La composicié d’'una isometria directa amb una inversa és una isometria inversa.

Composicio
d’isometries al
pla

La composicié de dos girs del mateix centre és un gir del
mateix centre.

La composicié de dues simetries és un gir o una
translacio.

Elements
invariants al pla

La translacié no deixa cap punt invariant.

El gir deixa invariant un punt, el centre de gir.

La simetria deixa invariant una recta, I'eix de simetria
La identitat deixa invariant tot el pla.

Elements
invariants a
I'espai

La translacié no deixa cap punt invariant.

La simetria central deixa invariant un Unic punt, el
centre de simetria.

El gir deixa invariant una recta, 'eix de gir.

La simetria deixa invariant el pla de simetria

La identitat deixa invariant tot I'espai.

Un bon resum d’aquest capitol el tens en aquesta presentacié en Power Point:

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Mosaicosyfrisos.pdf

Autores: Adela Salvador i Maria Molero
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MATERIALS PER A 'AULA

Presentacions:

3 Un bon resum d’aquest capitol el tens en aquesta presentacié en Power Point:

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Mosaicosyfrisos.pdf

4  Algunes presentacions de Power Point:

b) Sobre frisos i mosaics
http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Movimientosenelplano.pdf
e Frisos i mosaics en la web: En Pensament Matematic:
http://innovacioneducativa.upm.es/sandbox/pensamiento/chip geometrico/geometria_y arte.pdf
5 Treballs realitzats per estudiants que poden servir de model perque, ara ells, realitzen altres de
similars:

e Frisos i reixes units per les Matematiques.

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/rejas.pdf
Presentacio confeccionat per dues alumnes de 2° de batxillerat de I'Institut Salvador Victoria de
Monreal del Camp de Terol: Pilar Lorente Lorente i Paloma Plumed Martin. Es un treball
interessant sobre frisos i reixes, encara que, opinem, que algun fris no esta correctament
classificat. No obstant aixd és un magnific model per a inspirar altres treballs d’eixir al carrer i
fotografiar o dibuixar reixes, (0 mosaics, o altres tipus de frisos) que es vagen veient.

e Power Point que arreplega treballs sobre mosaics de diferents alumnes de la Universitat Politec-
nica de Madrid. Pot també servir d’inspiracié per a proposar a I'alumnat que confeccione els seus
propis mosaics.

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Mosaico.pdf

Internet
6 Buscant en internet hem trobat, davall el titol dels 17 grups de simetria en el pla, I'entrada
segient: http://www.acorral.es/index3.htm. Sén practiques amb Geogebra sobre mosaics, frisos
i zelosies. Estan dissenyats, amb dissenys vistosos i originals mosaics amb els 17 grups. Al final hi
ha una taula, a manera de resum, que permet identificar i classificar cada grup de simetria.
També hi ha un full de treball per a I'alumnat.
7 També en Internet, en http://www.xtal.igfr.csic.es/Cristalografia i en particular en:

http://www.xtal.igfr.csic.es/Cristalografia/parte 03.html

un treball sobre els grups d’autosimetria dels cristalls summament interessant i d’'un nivell
molt alt. Existeix 32 classes de xarxes cristal-lines: triclinic, monoclinic, tetragonal, cubic,
hexagonal... Estudia que només 11 tenen centre de simetria. En analitzar quins son
compatibles amb la translacié s’obtenen les xarxes (o0 xarxes de Bravais) de les que hi ha
11 xarxes. Combinant els 32 grups cristal-lografics amb les 11 xarxes troba que hi ha 230
formes possibles de repetir un objecte finit (motiu minim) a I'espai de dimensio tres.

Llibres: UAlhambra. Treball monografic editat per I'’Associacié de Professors de Matematiques
d’Andalusia, en 1987, que arreplega treballs de diversos autors, que permet aprendre molt més sobre
transformacions geometriques i els grups d’autosimetria en el pla. Editat per la revista “Epsilon”.
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EXERCICIS | PROBLEMES

Translacio

1. Dibuixa al teu quadern un paral-lelogram sobre un sistema de referencia i una quadricula. Tens
guatre segments orientats. Determina les coordenades dels vectors sobre els dits segments. Quins
tenen les mateixes coordenades?

2. Tenim els punts A (0, 5), B (3, 6), C (4, -2) i D (7, 3). Calcula les coordenades dels vectors AB; AC; AD;

BC; BD; CD; DC; BA.

Determina el vector de translacié que trasllada el punt A (3, 7) al punt A’ (1, 5).

4. Per la translacié de vector u = (2, 8) es trasllada el punt A (9, 4) al punt A”. Quines son les
coordenades de A”?

5. Per la translacié de vector u = (-3, —1) es trasllada el punt A al punt A’ (3, 3). Quines son les
coordenades de A?

6. Traslladem la circumferéncia de centre C (5, 2) i radi 3 unitats amb la translacido de vector u =
(=5,-2). Determina el centre i el radi de la circumferencia traslladada.

7. Dibuixa al teu quadern uns eixos coordenats i en ells un quadrat de costat 2 unitats al qué
anomenes C, li apliques una translacié segons el vector u = (4, 1) i anomenes C' al seu traslladat. Ara
apliques a C’ una translacio segons el vector v = (-2, 4). La isometria que transforma C en C", és una
translacid? Escriu les coordenades del seu vector. Mitjancant aqueixa translacié, en quin punt es
transforma I'origen de coordenades?

8. El vertex inferior esquerre d’un quadrat és A (3, 1) i el vertex superior esquerre és B (1, 3). Li
apliques una translaci6 de vector u = (-2, 4), quines son les
coordenades dels quatre vértexs del quadrat transformat?

9. Dibuixa la imatge que resulta d’aplicar al trapezi de la figura la
translacido de vector OA = (-1, 2). Determina les coordenades dels
punts transformats de A (-1, 2), B (1, 1), C (4, 2) i D (5, 4) per la dita Ai 4

L]

w

translacio.
10. Aplica la translacié de vector u = (-3, 4) al triangle ABCde vertexs A | = 2 5100 1 2 3 4
(3, 1), B (4, 4), C (6, 5), i calcula les coordenades del triangle
transformat.
11. Dibuixa al teu quadern un cercle de centre I'origen i radi 2 unitats.

a) Trasllada'l amb la translacio de vector u = (3, 0).
b) Trasllada'l després mitjancant la translacié de vector v = (0, 4).
c) Indica les coordenades del centre del segon cercle traslladat.

d) Indica les coordenades del traslladat del punt (0, 2) en aplicar-li cada una de les dues
translacions.

12. Traslladem el triangle ABC de vértexs A (6, 1), B (-3, 4) i C (0, 8), mitjancant la translacié de vector u
= (7, 1), i després mitjancant la translacié de vector v = (2, 8). Determina les coordenades del
triangle transformat analiticament i graficament.

13. La composicié de dues translacions té per vector (5, 9). Si una d’elles és la translacié de vector
u=(7,3), quins components té I'altre vector de translacié?

Matematiques. 3r ESO. Capitol 8: Moviments Autores: Adela Salvador i Maria Molero
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14. a) Dibuixa al teu quadern un triangle ABC i trasllada'l 5 cm a la dreta. Denomina A’B’C’ al triangle
obtingut.

b)Trasllada A’B’'C’ ara 4 cm cap amunt i denomina A”B”C” al nou triangle.

c) Dibuixa el vector que permet passar directament del triangle ABC al A”"B”C” i mesura la
seua longitud. Quines son les seues coordenades?

15. Determina el vector de translacié de la translacié inversa a la de vector u = (-2, 5).
16. a) Dibuixa al teu quadern una figura, i repeteix el dibuix traslladant la figura 4 vegades amb la
mateixa translacid. En fer-ho, dibuixaras un fris.

b) Un fris confeccionat amb lletres L és: L L L L L. Dibuixa un fris confeccionat amb lletres J.
Un altre confeccionat amb lletres M. A més de translacio, té simetries?

c) Busca un fris. Mira les reixes del teu carrer, un brodat o una punta, les greques d’'uns
taulellets... i dibuixa el seu disseny al teu quadern.

17. Mitjangant una translacid a I'espai, en que es transforma un pla? | una esfera? | un con? | dos plans
paral-lels? | dos plans ortogonals? Analitza els resultats.

Girs

18. Dibuixa al teu quadern el punt A (5, 4). Indica les coordenades del punt A’ que s’obté en girar 1802 i
amb centre I'origen el punt A. Indica les coordenades del punt A”” obtingut en girar A 902 amb el
mateix centre de gir.

19. Dibuixa una figura al teu quadern, calca-la, retalla-la i apega-la inclinada al costat de la inicial. Les
dues figures, tenen totes les longituds iguals?, i els seus angles? Determina, amb compas i
transportador, el centre i I'angle de gir.

20. Dibuixa al teu quadern una lletra F i la lletra F girada 302 amb centre de gir el seu punt més inferior.

21. Dibuixa al teu quadern un triangle rectangle isosceles i amb centre en el vértex d’un dels angles
aguts aplica-li un gir de 452 en sentit positiu. Després aplica-li un altre gir de 459, i aixi
successivament fins a arribar al triangle inicial. Quins girs has estat fent?

22. Dibuixa al teu quadern un cercle de centre O, dos diametres perpendiculars AB i CD i una corda CB.
Sobre el mateix dibuix traca les figures obtingudes fent girar la figura formada pels dos diametres i
la corda, amb girs de centre O i angles 452, 909, 1359, 1809, 2259, 2702 i 3152. Hauras fet la
composicio de girs de 452 diverses vegades.

23. La lletra H té centre de simetria? Indica tres objectes quotidians que tinguen simetria central.

24. Sobre uns eixos cartesians representa els punts A (2, 6), B (-2, 5), C (5, 3) i els seus simetrics
respecte a I'origen A, B'i C'. Quines coordenades tenen A’, B”i C™?

25. Dibuixa al teu quadern el triangle de vértexs A (3, 7), B (5, =5) i C (7, 2). Dibuixa el triangle que
s’obté en girar-lo amb centre en el punt D (8, 8) un angle de 1802°. Es una simetria central. Quines
son les coordenades dels vertexs A', B'i C' del nou triangle?

26. Dibuixa en un sistema de referéncia un punt P i el seu simeétric P’ respecte de l'origen. Si les
coordenades de P son (x, y), quines son les de P’?

27. Donat el triangle A(3, —4), B (5, 6), C (—4, 5), troba les coordenades dels vertexs del triangle simetric
respecte de |'origen.

Matematiques. 3r ESO. Capitol 8: Moviments Autores: Adela Salvador i Maria Molero
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28.

Dibuixa un triangle equilater ABC i amb centre en el vertex A aplica-li un gir d’angle 602. El triangle
donat i el transformat, quina figura formen? Torna a aplicar al triangle transformat el mateix gir de
centre A, quins girs has estat fent? Quants girs has d’aplicar al triangle inicial perque torne a ocupar

la posicid inicial?
29. Dibuixa al teu quadern els quatre punts de la figura. Determina, amb | 4 A
regla, compas i transportador, el centre i I'angle de
gir sabent que els punts A i B s’han transformat 3 B
G mitjancant un giren A'i B'. 2 E
> 30. Dibuixa la imatge que resulta d’aplicar al
A triangle de la figura el gir de centre O que | ' A
5 transforma el punt A en el punt B. 0
! 31. Utilitza un transportador d’angles, regla i 0 1 2 3 4

32.

33.

34.

compas, per a girar una recta 602 respecte a un punt
O exterior a ella (és prou girar dos punts de dita recta). Mesura els angles que formen les dues
rectes, la inicial i la girada. Observes alguna regularitat? Investiga un métode per a girar una recta
transformant un sol punt. Quin punt has de triar i per que?

Joc per a dos jugadors: Forma sobre la taula un poligon regular utilitzant monedes (o fitxes o
boletes de paper) com a vertexs. Alternativament cada jugador retira o una moneda o dues
monedes adjacents. Gana qui retire I’Gltima moneda. (Ajuda: Es un joc d’estratégia guanyadora que
pots descobrir utilitzant la simetria central).

Al disseny d’aquest mosaic s’han utilitzat girs al pla. No el veiem
complet, perd podem imaginar que féra infinit. Indica els centres de
gir que veges. Al centre de la figura hi ha un centre de gir clarissim,
de quin angle? Hi ha girs de 452? Quins son els seus centres de gir?
Hi ha centres de simetria? Indica’ls.

Para cada un dels segiients poligons indica el centre de gir i el minim
angle de gir que deixen invariants a cada un d’ells:

a) Pentagon regular b) Hexagon regular
c) Decagon regular

d) Triangle equilater e) Rectangle f) Quadrat

g) Rombe h) Paral-lelepipede i) Octogon regular

35. En la simetria central de centre (2, 3) hem vist que el simétric del punt A (8, 1) és el punt A’ (—4, 5).
Calcula els simeétrics dels punts B (12, 7), C (9, 10), D (5, 8) i E (7, 6).

36. Indica 'SI el r.nos,alc de I'’Alhambra del .marge té centre de glr, i SeTess e
determina quin és el menor angle de gir que fa que el mosaic se ,’.’;.-‘."'1 r""f"-
superpose (sense tindre en compte els canvis de color). Hi ha centres | & fﬂ:‘\\\.'}':;%

de simetria? .‘é"'.':... 3""—__‘{5]
37. Amb ajuda de paper quadriculat transforma ,'!,-{.'!g»,,.--‘\\;ﬁ
. . . M \ ;.‘.

mitjangant una simetria central, una recta, una l a )
circumferéncia, un segment, un triangle, dues

rectes paral-leles i dues rectes perpendiculars. En qué es transformen? Analitza

els resultats.

38. Quin nombre minim de quadrats és necessari pintar de verd perqué el

guadrat gran tinga un centre de simetria?

Matematiques. 3r ESO. Capitol 8: Moviments Autores: Adela Salvador i Maria Molero
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39. Hem girat el punt A (3, 5) i hem obtingut el punt A’ (7, —2). Determina el centre de gir i 'angle
utilitzant regla, compas i transportador d’angles.

40. Quins dels poligons estrelats de la figura del
marge tenen centre de simetria? Indica el centre de gir i
el minim angle de gir que deixa invariants a cada un
d’ells.

41. Determina

tres objectes quotidians que tinguen algun eix de gir.

42. Observa aquesta torre mudejar de Terol. Esta dissenyada
utilitzant girs en I'espai. Quin és el seu eix de gir? | I'angle de
gir?

43. Pensa en els cinc poliedres regulars. Uns tenen simetria
central a I'espai, altres no. Quins la tenen?

Tetraedre Hexaedre Octaedre Dodecaedre lcosaedre

44. Pensa ara en els seglients cossos geometrics: Una piramide quadrangular regular, un prisma
triangular regular, un prisma romboidal oblic, un cilindre i un con. Quins poden formar-se
mitjancant girs en I'espai? Quin és el seu eix de gir? Quines tenen simetria central i quins no?

Simetries

45. Dibuixa al teu quadern un sistema de referéncia i una lletra B. Dibuixa la lletra simétrica de B
respecte a I'eix d’abscisses i respecte a I'eix d’ordenades.

46. Classifica les lletres majuscules de I'alfabet, a) en les que son simetriques respecte d’un eix de
simetria horitzontal i un eix de simetria vertical. b) en les que només sén simetriques respecte d’'un
eix de simetria vertical, c) en les que només ho sén respecte de I'eix de simetria horitzontal, i d) en
les que no tenen cap eix de simetria. e) Comprova que les lletres que tenen dos eixos de simetria
tenen centre de simetria. La rad ja la saps: La composicio de dues simetries d’eixos secants és un gir.

47. Quines de les seglients successions de lletres tenen un Unic eix de simetria? Quines tenen dos
eixos? Quines cap? Quines tenen centre de simetria?

a) ONO b) NON c)DODO  d) OIO e) HEMO ) HOOH
Matematiques. 3r ESO. Capitol 8: Moviments Autores: Adela Salvador i Maria Molero
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48. Indica els eixos de simetria de

les figures seglients:

a) Quadrat. b) Triangle equilater. c) Trapezi isosceles. d) Hexagon.

e) Circumferencia. f) Rectangle. g) Rombe. h) Pentagon.
49. Considera que els vértexs del quadrilater de la figura tenen de coordenades: (1, 3), (2, 3), (3, 2) i

(2, 4). Aplica-li dues simetries axials d’eixos paral-lels, la primera respecte a l'eix r i la segona

respecte a l'eix s.

a) Indica les coordenades dels vertexs de les figures transformades per la dita composicio

de simetries.

Si anomenem C al quadrilater inicial, C' al seu simétric respecte a I'eix r i C" al simétric de

C'respecte a l'eix s:

e Quina isometria ens permet transformar directament C en C".

e Quins elements la defineixen?

e Que ocorre si apliguem les dues simetries en distint orde, primer respecte a l'eix s i
després respecte a I'eix r? Quins son ara les coordenades dels vertexs de la figura C”

primer respecte a l'eix s i
elements la defineixen?
3) Indica les coordenades

transformada?

50. Considera que els vertexs del quadrilater de la figura tenen de
coordenades: (1, 3), (2, 3), (3, 2) i (2, 4). Aplica-li dues simetries axials
d’eixos secants, la primera respecte a 'eix r i la segona respecte a
I'eix s.

a) Indica les coordenades dels vertexs de les figures
transformades per la composicio de simetries.

1) Si anomenem C al poligon inicial, C' al simetric respecte
a l'eix ri C" al simetric de C' respecte a l'eix s: Quina isometria
ens permet transformar directament C en C". Quins elements la
defineixen?

2) Queé ocorre si apliqguem les dues simetries en distint orde,
després respecte a l'eix r? Quina isometria tenim ara? Quins

dels vertexs de la figura transformada si primer apliquem la

simetria d’eix s i després la d’eix r.
51. Dibuixa en un paper el contorn d’una figura irregular, en almenys cinc posicions. (Si no se t’acut cap

figura, dibuixa una lletra G). a) Son iguals aquestes figures? Explica el
teu raonament. b) Com pots passar d’una figura a una altra? c) Pinta
amb el mateix color totes les figures que pots aconseguir des de la

posicié inicial, desplacant la

color per a les restants. Es pot passar sempre d’una figura a una altra
del mateix color, lliscant la figura sense donar-li la volta? Canvien les

dimensions de la figura?

52. El triangle equilater T de la figura s’ha transformat en el triangle T'
mitjancant una simetria axial d’eix r. a) Copia el dibuix al teu quadern
i anomena al dibuix a A, B'i C', que son els transformats de A, Bi C
respectivament. b) Troba un gir que transforme T en T, indicant el

figura sense algar-la. Utilitza un altre

centre i I'angle de gir, quins son ara els transformats dels vertexs A, B

iCc?

53. Llibre d’espills: Utilitza un llibre d’espills per a obtindre simetries. Pots construir un amb dos
rectangles de metacrilat units amb cinta d’embalar. Mira pel llibre d’espills un segment, una
circumferéncia, diferents figures...
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Problemes

54. Indica els punts invariants i les rectes invariants en cada un dels seglients moviments.

(o]

-~

w

R L
193K

a) Una translacio segons el vector (1, 3).

. Una simetria axial respecte a I'eix
d’ordenades.

o Una simetria central respecte al centre de
coordenades.

55. En la figura adjunta I’hexagon 1, denominat H1,
ha canviat de posicié mitjancant moviments. A) Indica el
tipus de moviment: translacié, gir o simetria que
transforma H1 en cada un dels altres hexagons. B)
Determina, en cada cas, els elements basics que
defineixen cada transformacio indicant les coordenades
de cada un dels vértexs de H1 quines coordenades té en
cada un dels transformats, i si és possible, generalitza.
56. Sabem que les translacions no deixen cap punt
invariant, pero, a) deixa alguna recta invariant?

b) La simetria central deixa un punt invariant, el

centre, pero, quines rectes deixa invariants una simetria central al pla? | una simetria central a

I'espai?

¢) Una simetria axial deixa invariants tots els punts del seu eix, que és una recta invariant de
punts invariants, pero quines altres rectes invariants deixa una simetria axial? | quins altres

punts?

d) Una simetria especular, a I'espai, deixa un pla invariant de punts invariants, el pla de
simetria, quins altres plans deixa invariants? Quines altres rectes? Quins altres punts?

57. Copia al teu quadern i completa les taules seglients:

Taula I: Al pla Punts invariants Rectes invariants Rectes invariants de
punts invariants

Translacié

Simetria central

Gir

Simetria axial

Simetria amb
lliscament

Taula ll: A I'espai

Punts invariants

Rectes invariants Plans invariants

Translacio

Simetria central

Gir

Simetria especular

Simetria amb
lliscament
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Moviments al pla i a I'espai. 3r d'ESO

58. Dibuixa el triangle T de vertexs A (2, 1), B(4,2)i C (1, 3)

a) Aplica a T una translacié segons el vector u = (-3, 2), anomena T’ al seu transformat i
indica les coordenades dels seus vertexs.

59. Dibuixa el triangle T" que resulta d’aplicar a T" un gir de 2702 respecte a |'origen de coordenades i
indica les coordenades dels seus vertexs.
60. Dibuixa el quadrat K de vertexs A (2,1),B(4,2)C(1,3)iD (3, 4).

a) Aplica a K una translacié segons el vector u = (-3, —1), anomena K" al seu transformat i
indica les coordenades dels seus vertexs.

Dibuixa el quadrat C" que resulta d’aplicar a C una simetria central respecte al
punt (3, 0) i indica les coordenades dels seus vertexs.

Problemes d’ampliacid

61. Transforma la lletra L mitjancant dues isometries consecutives. Pots obtindre el resultat final
mitjangant una Unica isometria? Analitza possibles situacions.

62. Plega una tira de paper com un acordid. Fes alguns talls i desplega-la. Hauras confeccionat un fris.
Assenyala en ell totes les isometries. Assaja altres dissenys de frisos.

63. La composicié d’isometries no és commutativa. Observa la

figura adjunta: A 4 Ay
< | e

a) Determina la isometria que transforma el triangle ABC : 5,

en A;B;C; i la que transforma aquest en A»B,C; .D

i) Indica la isometria que transforma el triangle ABC

en AB'C’ i la que transfor- o G i
ma aquest en A’B"C”.

i) Quina conclusio obtens?

> Indica les isometries que cal aplicar a la figura pintada en
blau per a obtindre la figura completa. Determina els elements que
defineixen cada isometria. Pinta de distint color cada un dels quatre
poligons i construeix un fris.

64. 1) La lletra A té un eix de simetria vertical. 2) La lletra H té dos

eixos de simetria, un vertical i I'altre horitzontal, a més d’un centre de simetria. 3) La lletra Z té
centre de simetria, pero cap eix de simetria. 4) La lletra E té un eix de simetria horitzontal. 5) La
lletra F no té centre de simetria ni cap eix de simetria. Classifica les lletres de I’abecedari en aquests
grups, en el primer grup estaran les que tenen un eix de simetria vertical, com la lletra A, en el
segon les que té dos eixos de simetria, un vertical i I'altre horitzontal, com la lletra H, en el tercer les
gue només tenen centre de simetria com la lletra Z, i en el quart les que com la lletra E tenen un eix

de simetria horitzontal. Finalment, en un cinqué grup les que no
tenen cap tipus de simetria com la lletra F.

65. Analisi d’'un mosaic: Dibuixa al teu quadern una trama de triangles,
en ella un esquema del mosaic del marge i assenyala al teu dibuix
tots els eixos de simetria, els centres de gir i els vectors de
translacions pels quals el transformat d’un punt del mosaic (suposat
que es prolonga fins a l'infinit) és també un punt del mosaic.

a) Hi ha girs de 60°? Si n’hi ha marca els centres d’aquests
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girs amb un asterisc *.
e Hi ha girs de 180°? Si n’hi ha marca els centres d’aquests girs amb un cercle o.

e Assenyala els eixos de simetria que trobes amb una linia de punts.

e Dibuixa al marge els vectors de translacio, horitzontals i verticals,
que hi haja.

e Dissenya el teu propi mosaic que mantinga els mateixos moviments
fent quelcom senzill (un arc, una poligonal) que es vaja movent.

66. Analitza aquest altre mosaic. Indica les transformacions que hem d’aplicar
a I'element minim del mosaic adjunt per a deixar-lo invariant. Indica també els
elements que les caracteritzen.

67. En I"'animacio seglient observa la forma d’obtindre un mosaic.

http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso0/195375 am 1.swf

Ha pres una cel-la unitat de 4 quadradets, ha seleccionat un motiu minim... Indica que
simetries ha utilitzat, quins girs i quines translacions.

68. Determina els eixos i centres de simetria de les seglients grafiques de funcions. Assenyala quins sén
parells i quins imparells. (Dibuixa préviament la seua grafica).

a)y=x? b)y =x3 c)y=x* d)y=x

69. Un tetraedre regular té 6 plans de simetria, dibuixa’ls al teu
quadern i indica la forma de determinar-los.

70. Un octaedre té 9 plans de simetria, dibuixa’ls, 6 passen pels
punts mitjans d’arestes oposades, saps caracteritzar els
altres 3? Intenta trobar plans de simetria en un dodecaedre,
i en un icosaedre.

71. Un ser huma és més o menys simetric. Els mamifers, pardals
i peixos també ho sén. Tenen un pla de simetria. A) | les
estreles de mar com la de la figura, tenen un pla de simetria?
B) Tenen més? Quants? C) Té un eix de gir? De quins angles?
D) Té simetria central? E) Dibuixa al teu quadern una estrela

de cinc puntes i indica els seus eixos de simetria i el seu centre de gir. (Es un grup de Lleonard Ds)

72. Un prisma recte de base un rectangle, té simetria central? Té plans de simetria? Quants? Descriu-
los. Té eixos de gir? Descriu-los. De quins angles?

73. Una piramide regular de base un triangle equilater, té simetria central? Té plans de simetria?
Quants? Descriu-los. Té eixos de gir? Descriu-los. De quins angles?

74. Descriu les isometries que deixen invariants als seglients cossos geometrics, analitzant els seus
elements:

a) Esfera b) Cilindre recte ¢) Prisma regular de base quadrada

d) Con e) Cilindre oblic f) Piramide recta de base un triangle equilater
Matematiques. 3r ESO. Capitol 8: Moviments Autores: Adela Salvador i Maria Molero
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75.

Retalla un triangle isosceles obtusangle. Col-loca'l al llibre d’espills de manera que dos costats
gueden recolzats en la superficie dels espills, i I'altre sobre la taula. Mou les pagines del llibre de
manera que veges distintes piramides, en les que la seua base sén poligons regulars. A¢d ens
permet estudiar el gir de les piramides, de quin angle és. (Pots construir-te un llibre d’espills amb
dos espills xicotets o dos fulls de metacrilat, apegats amb cinta d’embalar adhesiva).

76. Pensa en els poliedres regulars. Copia la seglient taula al teu quadern i completa-la:
POLIEDRE i . ) i
Té centre | Té eixos de | Quants eixos de | Té plans de | Quants plans
de gir? SI/INO | gir té? De quins | simetria? | de simetria té?
simetria? angles? SI/INO
SIINO
Tetraedre
Cub
Octaedre
Dodecaedre
Icosaedre
77. Contesta a les seglients preguntes justificant les respostes.

78.

79.

80.

a) Es possible que una figura tinga dos eixos de simetria paral-lels?

I. La intersecci6o de dos eixos de simetria, és sempre un
centre de simetria? - W

II. Per qué un espill canvia la dreta per I'esquerra i no canvia
aixo de dalt per aixo de baix?

ll. Es cert que dos cercles simétrics respecte a un pla sén
sempre talls d’'una esfera?

A partir d’un triangle qualsevol ABC construim el triangle A’B’C’, en A= A
el que A’ és el simeétric de A respecte al centre C, B' és el simetric
de B respecte al centre A i C' és el siméetric de C respecte al centre
B. Utilitza la trama de triangles per a calcular I'area del triangle
A’B’C’ sabent que el valor de I'area del triangle ABC és 1 u?.
Calidoscopis diedrics: Has mirat alguna vegada per un calidoscopi? Estan formats per un tub de
carto, dos espills formant angle i trossets de plastic o vidre que combinen les seues imatges donant
lloc a precioses composicions plenes de simetries. Fabrica u, i estudia els girs i simetries que
observes.

Simetries plegant paper: a) Doblega un full de paper i retalla una figura. En desplegar hauras
obtingut la figura simétrica. b) Doblega un full de paper mitjancant dos duplicitats perpendiculars.
(Hauras de fer coincidir la duplicitat amb si mateix). Mantenint el paper doblegat retalla una figura.
En desplegar, la figura obtinguda tindra una doble simetria. c) Amb un altre full de paper, torna a
doblegar mitjancant dos duplicitats perpendiculars. Doblega novament per la mitat I'angle recte
obtingut. Retalla els dissenys que més t’agraden. Estas construint models de floc de neu. Quants
eixos de simetria has obtingut? d) Intenta ara doblegar el full de paper per a obtindre eixos de
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simetria que formen angles de 602 i de 302. Utilitza la teua imaginacié per a obtindre nous dissenys

de flocs de neu.

81. La simetria en l'escriptura de Lleonard da Vinci: Sabies que, si mires allo que s’ha escrit per

A

Al ?‘ "

A} JL'\'_) ) :&-\.Mq %o :ﬁN} %33 ;
NN O‘E!‘\ﬂ&\'“‘f ma .n\rpqm\.\ﬁ@\ﬂ
c?'l e O
S 1& AN NS Dtw, d\n\

STRONE Yoo gloa 3-\3\%31%\0 dhoond,

\

N (
I).ﬁ ‘.‘N )3\0 3\)1\\3!\‘-‘] er.l‘\

Lleonard en un espill pots llegir-ho amb facilitat?
Es un bon exemple de simetria especular. Llig el
seglient text del Lleonard.

82. Utilitza la propietat de la composicio de
dues simetries d’eixos secants per a demostrar
gue un angle inscrit en una circumferéncia és la
mitat del central que comprén el mateix arc.
Ajuda: Traca la circumferéncia, un angle inscrit i el
seu central. Traca dues rectes perpendiculars pel
centre de la circumferéncia als costats de I’'angle
inscrit.

83. Estudia les isometries que deixen invariant
a un triangle equilater. Anomena els seus vertexs i

els seus eixos de simetria. a) Aplica al triangle un gir de 1202 i després una simetria. Pots obtindre el
mateix resultat amb una uUnica transformacid? b) Repeteix el mateix amb un gir de 2402 i una altra
simetria. c) Comprova que sempre la composicié d’un gir per una simetria és una altra simetria. d)
Fes ara un gir de 1202 i un altre de 2409, qué obtens? e) | amb dos girs de 24097 f) Comprova que la
composicio de dos girs del mateix centre és sempre un gir (o la identitat).

84. En passejar per la ciutat, mirar l'aula, en tot el que ens rodeja podem veure com la Geometria

permet explicar-ho. Mira aquest mosaic. Busca
un motiu minim, és a dir, un tros de mosaic que
et permet, mitjangant moviments,
recompondre'l. Al disseny d’aquest mosaic,
s’han utilitzat simetries?

1) Hi ha simetries d’eix vertical?

i) Hi ha simetries d’eix horitzontal?

iii) Hi ha altres eixos de simetria? Quins?
iv) Hi ha girs de 90°?

v) Hi ha girs de 45°?

vi) Hi ha translacions?

85. Dissenya al teu quadern un motiu minim (si no
se t'acut cap, usa la lletra L), i utilitza les
mateixes simetries, girs i translacions que
s'usen en aquest mosaic per a fer el teu propi
disseny de mosaic.

Observa el teu disseny, i respon a les preguntes seguents:
b) Si compons dues simetries d’eixos paral-lels, quin moviment obtens? Es una altra
simetria? Es un gir? Es una translacié? Indica al teu disseny de mosaic en quina ocasié
has compost dues simetries d’eixos paral-lels i descriu completament el moviment que

has obtingut.

- Si compons dues simetries d’eixos secants, quin moviment obtens? Es una altra
simetria? Es un gir? Es una translacié? Indica al teu disseny en quina ocasio has
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compost dues simetries d’eixos secants i descriu completament el moviment que has
obtingut.

86. Mira aquest altre mosaic. Es el famds mosaic Nassarita dels ossos. No tindrem en compte el color.
Per a dissenyar I'os, dibuixa en el teu quadern un quadrat.
Mira la figura. Talla en els costats verticals un trapezi i
col-loca'l sobre els costats horitzontals. Ja tens l'os. Es
simetric? Té un eix de simetria vertical i un altre horitzontal,
per la qual cosa podriem prendre com a motiu minim la
guarta part de l'os.

c) Per a passar d'un os de color a un os blanc, quina
transformaci6 s’ha usat?
87. Dibuixa en el teu quadern, en color roig, eixos de simetria
verticals i en color blau, eixos de simetria horitzontals.

88. Assenyala, amb un asterisc, (*), centres de gir de 909, i amb
un cercle, (o), centres de simetria.

89. Utilitzant I'os dibuixa al teu quadern el mosaic complet.

90. Dibuixa al teu quadern una lletra F majuscula, i traca també dues rectes m i n que formen un angle
de 302 es tallen en un punt O. Dibuixa el seu transformat per:

a) Un gir de centre el punt O i angle 60°.

1. La simetria d’eix n

2. Lasimetria d’eix m

3. La composicio de la simetria d’eix n amb la d’eix m

4. Compara el resultat obtingut en I'apartat a) amb el de I'apartat d). Qué observes?
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AUTOAVALUACIO

1. Amb la translacioé de vector u = (-3, 8) traslladem el punt P (5, —4) fins al punt P’ i les
coordenades de P” son:

a) (8, 4) b) (2, 4) c)(2,12) d) (6, 3)

N

. Entraslladar A (-1, 8) fins A’ (4, 6) s'utilitza el vector u:

a)u=(3,2) b)u=(3,-2) c)u=(5,-2) d)u=(5, 14)
3. Latransformacioé que porta el punt A (2, 0) en el punt A’ (0, 2) no pot ser:

a) Un gir de centre l'origen i angle 902

b) Una translacié de vector u = (-2, 2)

¢) Un gir de centre 'origen i angle 2709

d) Una simetria d’eix y = x.
4. La transformacio identitat també s’anomena:

a) Simetria central  b) Simetria axial c) Gir de 1802 d) Translacié de vector nul (0, 0)
5. Com ha de ser un triangle per a tindre més de dos eixos de simetria?
a) rectangle b) isosceles c) equilater d) rectangle isosceles
6. La simetria central en el pla és un gir de:
a) 360¢ b) 1802 c) 902 d) 0@
7. Al pla, la composicié de dues simetries d’eixos secants sempre €s:
a) una translacio b) un gir c) una altra simetria d) la simetria central
8. Les coordenades del punt simétric al punt A (3, 7) respecte de I'eix d’'ordenades son:
a)A’(-3,7) Db)A’(3,-7) Cc)A’(-3,-7) d)A’(7,3)
9. Indica quina de les seguents lletres no té simetria central:
a)O b)H o S d)D

10.Sempre s’obté un gir fent successivament:
a) Dos girs de distint centre
b) Dues simetries d’eixos secants
¢) Un gir i una simetria

d) Dues simetries d’eixos paral-lels.
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Resum

Moltes plantes distribueixen les seues flors en forma esferica buscant un
aprofitament optim de I'espai. L’atom de ferro disposa els seus electrons h "v; ﬂ/a'
Y\ [

|

en forma de cub, els sistemes de cristal-litzacié dels minerals adopten
formes poliedriques, les bresques de les abelles sén prismes hexagonals.
Aquests son alguns exemples de la preséncia de cossos geometrics a la
naturalesa.

Ens movem en l'espai, caminem sobre un pla, observem la linia de
I’"horitzé, habitem i ens movem habitualment en poliedres. La informacio

gue percebem per mitja dels nostres sentits la interpretem en termes
geometrics. Precisem de les féormules d’arees i volums dels cossos
geometrics per a calcular les mesures dels mobles que caben en el nostre
sald, o per a fer un pressupost de la reforma de la nostra vivenda.

La Geometria és una de les branques més antigues de les Matematiques i
el seu estudi ens ajuda a interpretar millor la realitat que percebem. En
aquest tema recordaras les féormules que vas estudiar ja I'any passat i
aprofundiras sobre les seues aplicacions en la vida real.

1. PERPENDICULARITAT | PARAL-LELISME A L'ESPAI

1.1. Posicions relatives a I'espai

A l'espai de tres dimensions en qué ens movem, els elements geometrics més senzills sén punts, rectes i
plans. El nostre primer objectiu és descriure les posicions que poden presentar qualsevol parella
d’aquests elements. Tracta d’imaginar-les abans de llegir.

Distingirem diversos casos:

a) Punt-recta:
Pot ser que el punt pertanga a la recta o que siga exterior a ella.
- Punt-pla:
El mateix ocorre amb un punt i un pla: només hi ha dues posicions possibles, el punt esta al pla o
fora del mateix.
- Pla-recta:

T - La recta r i el pla/w es tallen en Larectariel pla wson paral-lels
1 esi ingud: ala P P P

un nint
- Pla- pla: ,
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T

T2

1 i 2 sOn iguals i tots els seus 71 i T2 son secants. Tenen en 71 i 2 sOn paral-lels. No tenen
punts coincideixen. comu tots els punts d’una recta cap punt comu

- Recta- recta:

Dues rectes a I'espai poden ser coplanaries si és possible dibuixar-les en un mateix pla, o no coplanaries
en qualsevol altre cas.

Si dues rectes son coplanaries poden ser paral-leles, si tenen la mateixa direcci6, secants, si
tenen un punt comd, o coincidents si tenen comuns tots els seus punts. Si dues rectes son no
coplanaries no tenen cap punt comu i es diu que les dues rectes s’encreuen.

ris son secants. risson paral-leles. riss’encreuen.

1.2. Angles diedres, triedres i poliedres.

Tot pla divideix a I'espai en dos semiespais. Dos plans que es tallen quederrdividits en quatre semiplans
gue passen per una mateixa recta i que al seu torn divideixen a I'espai en
guatre regions.

Cada una de les regions de I’espai compresa entre dos semiplans que —— o tenen

una recta comuna, s’anomena angle diedre. Els semiplans que el Corg

defineixen s'anomenen cares de l'angle diedre i la recta comuna aresta.
Ractilint

Si en un diedre tracem dos perpendiculars a I'aresta al mateix . 4 punt,

situades cada una d’elles en una cara, I'angle que formen les dites

perpendiculars s’anomena angle rectilini del diedre.

Un angle poliedre és la regié a I'espai limitada per tres o més semiplans que

son secants dos a dos i que tenen un punt comuU que s'anomena veértex.
Cada semipla és una cara del poliedre i les rectes interseccié de les
cares son les arestes de I'angle poliedre. La suma dels angles dels
diedres que formen un angle poliedre ha de ser menor que 360°

En el cas en qué un angle poliedre tinga exactament tres cares,
s’anomena triedre.

Exemple:

b) Observa qualsevol dels cantons del sostre de I’habitacié en qué estas. Cada una d’elles és el
vertex d’un triedre en que les cares son dues parets consecutives i el sostre.

Mat. 3r ESO. Capitol 9: Geometria a l'espai Autoras: Milagros Latasa i Fernanda Ramos
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

|

Textos Marea Verd




¢ Geometria a I'espai. 3r d'ESO

1.3. Perpendicularitat a I'espai

A l'espai hem de tractar diversos casos de perpendicularitat.

Dos plans son perpendiculars si els quatre angles
rectilinis que determinen, sén angles rectes.

Una recta és perpendicular a un pla si el talla i és
perpendicular a qualsevol recta que estiga
continguda al pla.

Dues rectes soOn perpendiculars si formen un
angle recte. Es el cas més sorprenent per
dues raons en primer lloc a l'espai dues
rectes poden ser perpendiculars sense tallar-
se i en segon hi ha infinites rectes
perpendiculars a una recta r donada i que  r és pempendicular a 72 i a totes les rectes contingudes en .
passen per un punt P donat. Totes elles estan
contingudes en un pla perpendicular a la
recta r que passa pel punt P.

Activitats resoltes

Els plans 1 72 s6n perpendiculars

1) Busca un exemple en la figura de:

a)Plans paral-lels. b) Plans perpendiculars. c) Rectes paral-leles. d) Rectes perpendiculars
i coplanaries. e) Rectes perpendiculars i no coplanaries. f) Recta i pla paral-lels.

a) El pla que conté a la cara ABCD és paral-lel al pla que conté a la cara
EFGH.

b) El pla que conté a la cara ABCD és perpendicular als plans que
contenen a les cares DCGH, CBFG, ABFE i ADHE.

c) La recta que passa per A i B és paral-lela a la recta que passa per D i C,
a la recta que passa per Ei F, i a larecta que passa per Hi G.

d) La recta que passa per H i G és perpendicular a la recta que passa per
G i F, i ambdues estan al pla que conté a la cara EFGH, per la qual cosa
son també coplanaries.

e) La recta que passa per H i G és perpendicular a la recta que passa per A i D. Aquestes dues
rectes pertanyen a plans diferents.

f) La recta que passa per A i B és paral-lela al pla que conté a la cara

EFGH.

2) Si dos plans paral-lels determinen segments iguals en tallar a dues &
rectes, pots afirmar que les rectes son paral-leles? ﬁﬁ" P

No necessariament. Observa la figura de la dreta i et donaras compte. Les / .
rectes del dibuix determinen un triangle isosceles en tallar a dos plans | ;
paral-lels i tallar-se entre si, tal com apareix a la figura. Els segments | /
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interceptats pels plans en tallar a les dues rectes sén iguals, no obstant aixo, les rectes no sén
paral-leles.

1. Busca en |’habitacio en queé et trobes, exemples de:

a. Plans paral-lels i perpendiculars.

b. Rectes paral-leles, rectes perpendiculars i coplanaries, rectes perpendiculars i no
coplanaries.

c. Recta paral-lela a pla, recta i pla secants, recta continguda en un pla.

2. Les fulles d’'una porta giratoria formen entre si 5 angles diedres consecutius i iguals. Quant mesura
cada un d’ells?

3. Des d’un punt interior a una sala de planta hexagonal regular es traca una recta perpendicular a
cada paret. Quant mesurara I'angle que formen dos perpendiculars consecutives?

4. Dos triedres tenen les tres cares iguals, es pot assegurar que sén iguals? Raona la resposta.

2. POLIEDRES

2.1. Poliedres. Elements d’un poliedre
Un poliedre és una regié tancada de |’espai limitada per poligons.

En tot poliedre podem considerar els elements seglients: cares, arestes, vertexs, angles diedres i
poliedres, aixi com les diagonals.

Les cares sbn els poligons que el limiten, les arestes i vertexs els
costats i vertexs dels poligons que formen les cares.

Els angles diedres estan formats per dues cares que tenen una
aresta comuna. Els angles poliedres estan formats per diverses
cares que tenen un vertex comu.

Diagonals

Una diagonal d’'un poliedre és un segment que uneix dos vertexs : | .
pertanyents a cares diferents. e Vertox

Un pla diagonal és un pla que conté tres vertexs que no pertanyen a la mateixa cara.
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2.3. Poliedres convexos. Teorema d’Euler.

Es possible classificar poliedres atenent a diferents criteris. Si ens fixem en 'amplitud dels
seus angles diedres, es classifiquen en concaus i convexos.

Un poliedre és convex si el segment que uneix dos punts qualssevol del poliedre, esta dins del mateix.
En poliedres convexos, unicament un dels
dos semiespais que determina cada un
dels plans que contenen a les cares, conté

també a la resta del poliedre. __— i j
,./"I:“ il = i
Un poliedre és concau en cas contrari. Als ______J-/

poliedres concaus algun dels plans que
contenen a les cares divideix al poliedre
en dos cossos (que pertanyen a
semiespais distints.

Als poliedres convexos es compleix I'anomenat Teorema d’Euler que relaciona les cares, vertexs i
arestes i afirma que en tot poliedre convex el nombre de cares més el nombre de vertexs coincideix
amb el nombre d’arestes més 2. Si cares, vertexs i arestes es representen pels seus inicials, s’escriu:

C+V=A+2

Hi ha poliedres concaus que compleixen aquesta relacié i poliedres concaus que no la
compleixen.

Activitats resoltes

3) Comprova que els seglients cossos geometrics verifiquen el teorema d’Euler.

Aquest cos geometric €s un poliedre convex. Té 7 cares de les quals
5 son quadrilaters, 1 és un pentagon i 1 és un triangle. Té 9 vertexs i
per a calcular el nombre d’arestes sumem el total de costats de les
cares i dividim entre 2, ja que cada aresta és costat de dues cares:

5-44+5+3
Nrd'arestes = ——— = 14
Hi ha dues cares 2

| .
" diaters C+V=7+9=16 A+2=14+2=16
Compleix el teorema d’Euler
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Si es veuen tots els vertexs, hi ha dues cares ocultes: una d’elles és
un triangle i I'altra és un pentagon concau. Es un poliedre concau. Té
5453 _ 19

un total de 6 cares, 6 vertexs i Nr. d'arestes=

BT C+V=6+6=12 A+2=10+2=12
Tots els vertexs

estan a la vista Verifica el teorema d’Euler

1 Investiga si els seglients cossos sén poliedres i, en cas afirmatiu, si compleixen el teorema d’Euler.
Indica també si sén concaus o convexos

2.4. Poliedres regulars.

Un poliedre regular és un poliedre que compleix que totes les seues cares sén poligons regulars iguals i
gue els seus angles poliedres sén iguals.

En tot poliedre regular coincideixen el mateix nombre de cares en cada vértex. Es senzill
provar que nomeés hi ha cinc poliedres regulars.

El poligon regular amb menys costats és el triangle equilater. Busquem els poliedres regulars
gue poden construir-se amb cares triangulars:

Com a minim sOn necessaris tres triangles per vertex i com a maxim poden concorrer cinc
perque siga possible formar un angle poliedre

| A
L7

Si unim tres triangles equilaters iguals per vertex, es forma un tetraedre. L'octaedre apareix
en unir quatre triangles equilaters iguals en cada vertex. Amb cinc triangles equilaters, també
iguals, per vertex, es forma un icosaedre. Si unim sis triangles equilaters en un vertex, la suma
dels angles de les cares concurrents €s 360° i no es pot formar cap angle poliedre, aixi que no
hi ha més poliedres regulars amb cares triangulars.
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Estudiem ara els poliedres regulars que és possible construir amb cares quadrades i
pentagonals

Amb tres quadrats iguals en cada vertex construim un cub. En unir quatre quadrats en un
vertex, la suma dels angles en el vértex comu als quatre és 360° amb el que no podem formar
cap poliedre mes que el cub de cares quadrades.

Només és possible construir un poliedre regular amb cares pentagonals unint tres pentagons
en cada vertex. Es el dodecaedre. Un nombre més gran de pentagons per vértex donaria una
suma d’angles superior a 360°.

Aleshores queda provat que només hi ha cinc poliedres regulars:

ICOSAEDRE

OCTAEDRE

Els poliedres regulars son desenrotllables perqué poden ser construits a partir d'un
desenrotllament pla format per totes les seues cares.

Tots compleixen la relacié d’Euler per a poliedres convexos. Pots comprovar-ho:

TETRAEDRE cuB OCTAEDRE | DODECAEDRE | ICOSAEDRE
Nr DE CARES 4 6 8 12 20
Nr DE VERTEXS 4 8 6 20 12
Nr DE ARISTAS 6 12 12 30 30
FORMADE |TRIANGULA |QUADRAD |TRIANGULA |PENTAGONA |TRIANGULAR
LES CARES |RS ES RS LS S
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2.5. Dual d’un poliedre regular.

Es defineix el poliedre dual d’un poliedre regular com el poliedre resultant d’unir els centres de les
cares del poliedre inicial i prendre’ls com a vertexs del nou poliedre. Fixa’t que aleshores el nombre de
cares d’un poliedre coincideix amb el nombre de vertexs del seu poliedre dual.

El poliedre dual del tetraedre és el tetraedre. El cub i I'octaedre sén duals entre si. També el dodecaedre
és dual de I'icosaedre i reciprocament.

2.6. Prismes.

Un prisma és un poliedre determinat per dues cares paral-leles que sén poligons iguals i tantes cares
laterals, que sén paral-lelograms, com a costats tenen les bases.

Els prismes son cossos desenrotllables. El desenrotllament

Base
d’'un prisma recte esta compost per les seues dues bases i per ;
tants paral-lelograms com a cares laterals tinga.

ara
teral

L'altura del prisma és la distancia entre les bases.

Altura

Es possible classificar un prisma atenent a diferents conceptes:

Per la forma de les cares laterals poden ser rectes o oblics. SOn rectes si les citades cares son
rectangles i s6n oblics si s6n rombes o romboides.

Per la forma de les bases poden ser triangulars, quadrangulars,
pentagonals, hexagonals depenent de que el poligon de la
base siga triangle, quadrat, pentagon, hexagon, etc...

Si a meés un prisma és recte i té poligons regulars com a bases,
el prisma s’anomena regular. En qualsevol altre cas el prisma
s’anomena irregular.

Per la forma dels seus angles diedres poden ser concaus i CONnvexos.
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2.6. Paral-lelepipedes.

Els paral-lelepipedes son prismes en qué les bases sén paral-lelograms.

A més, totes les cares laterals son també paral-lelograms i les
cares oposades son iguals entre si pel que qualsevol cara pot
prendre’s com a base.

Els paral-lelepipedes poden ser: cubs si tenen totes les seues
cares quadrades, ortoedre si totes les seues cares sén
rectangles, romboedres si totes les seues cares son rombes o
romboiedres si totes les seues cares son romboides.

Una propietat important de tots els paral-lelepipedes és que les quatre diagonals es tallen en el
punt mitja.

2.7. Teorema de Pitagores a lI'espai

La diagonal d’un ortoedre al quadrat coincideix amb la suma dels quadrats
de les seues arestes.

Anem a demostrar-ho: Siguen a, b i c les arestes de I'ortoedre que :
suposem recolzat en el rectangle de dimensions a, b.

Si x és la diagonal d’aquest rectangle, compleix: x? = a? + b?
El triangle de costats D, x, ¢ és rectangle per tant: D? = x? + ¢?
| tenint en compte la relacié que compleix x:

D* = a® + b* + c?

Activitats resoltes

4) Les arestes de la base d’una caixa amb forma d’ortoedre mesuren 10 cm i 11 cm i la seua
altura 8 cm. Estudia si pots guardar en ella tres barres de longituds 14 cm, 16 cm i 18 cm.

El rectangle de la base té una diagonal d que mesura: d = \/m =+/221 ~ 14,9cm
Per tant la barra més curta cap recolzada a la base
Calculem ara quant mesura la diagonal de I'ortoedre:

D? = a? + b? + ¢?= 82 + 10° + 11°= 285 = D = /285 ~ 16,9cm

Per tant, la barra de 16 cm cap també a la caixa pero la de 18 cm no.
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Activitats proposades

5. Es possible demostrar amb un trencaclosques el teorema de
Pitagores a l'espai. Et proposem que ho intentes. Podras
trobar en la revista i entre els recursos per a imprimir les
peces que tajudaran. A la fotografia es mostra el puzle
resolt.

6. Es possible construir un prisma concau triangular? | un
prisma concau regular? Raona les respostes.

7. Entre els poliedres regulars, hi ha algun que siga prisma? En
cas afirmatiu classifica'l.

8. Hi ha prou que un parallelepipede tinga dues cares
rectangulars perque siga un prisma recte?

9. Dibuixa un prisma pentagonal regular i comprova que compleix la relacié d’Euler.
10. Una caixa té forma cubica de 2 dm d’aresta. Quant mesura la seua diagonal?

11. Calcula la mida de la diagonal d’una sala que té 10 metres de llarg, 4 metres d’ample i 3 metres
d’altura.

12. Classifica els seglients poliedres

2.8. Piramides.

Vértex
Una piramide és un poliedre determinat per una cara poligonal
denominada base i tantes cares triangulars amb un vertex comd com a
costats té la base.

El punt on convergeixen tots els triangles laterals es denomina vertex Altura
0 cuspide.

Apgtema de la
pismide

Les piramides es poden classificar per conceptes analegs als dels
prismes. Aixi destaquem que les piramides, segons la forma de la
base, es classifiquen en triangulars, quadrangulars, pentagonals, ...

Apotema de la Basr=)

Una piramide és regular quan ho és el poligon de la base i a més les cares laterals son
triangles isosceles iguals. L'altura d’aquests triangles laterals s’anomena apotema de la
piramide. No has de confondre I'apotema d’una piramide regular amb I'apotema del poligon de
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la base.

L'altura d’'una piramide és la distancia del vértex a la base. Si una piramide és regular,
coincideix amb la distancia entre el véertex de la piramide i el centre del poligon de la base.

Les piramides sén desenrotllables. El desenrotllament d’'una piramide el formen el poligon de
la base i tantes cares triangulars com a costats tinga la base. Si la piramide és regular, els
triangles son isosceles i iguals.

13. Hi ha alguna piramide regular que siga poliedre regular? | piramides amb cares paral-leles? En cas
afirmatiu posa un exemple i en cas negatiu, justifica les teues respostes.

14. Dibuixa una piramide hexagonal regular i distingeix I'apotema de la piramide de I'apotema de la
base. Dibuixa també el seu desenrotllament.

2.9. Tronc de piramide.

Un tronc de piramide és el poliedre resultant en tallar una piramide per un pla paral-lel a la base. Les
bases sén poligons semblants i les cares laterals sén trapezis.

Un tronc de piramide és regular quan és una porcié de piramide regular. En aquest cas les
cares laterals son trapezis isosceles i les bases sén poligons regulars semblants.
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3. AREA LATERAL | TOTAL D’UN POLIEDRE

3.2. Area total d’un poliedre regular.

Com les cares dels poliedres regulars son iguals, el calcul de I'area total d'un poliedre regular
es redueix a calcular I'area d’'una cara i després multiplicar-la pel nombre de cares.

Activitats resoltes

Calcula l'area total d’un icosaedre de 2 cm d’aresta.

Totes les seues cares son triangles equilaters de 2 cm de base.
Calculem I'altura h que divideix a la base en dos segments iguals
h? +1%2 =22=h? =4 -1 =3 =h =+/3cm
Per tant I'area d’'una cara sera:

_bh _ 243

Atriangle= ~ =5 = v3cm? i per tant Area icosaedre = 20+/3 cm?

3.3. Arees lateral i total d’un prisma.

L'area lateral d’'un prisma és la suma de les arees de les

cares laterals.
Com les cares laterals son paral-lelograms de la ’

mateixa altura, que és laltura del prisma, podem
escriure:

Area lateral = Suma de les drees de les cares laterals =
Perimetre de la base - altura del prisma.

Si denotem per h l'altura i per Pg el perimetre de la
base:

Area lateral = A, = Pg .. h
L'area total d’un prisma és I'area lateral més el doble de la suma de I’area de la base:
Area total = A=A, + 2. As

Activitats resoltes

5) Calcula les arees lateral i total d’un prisma triangular recte d’11 cm
d’altura si la seua base és un triangle rectangle de catets 12 cm i 5 cm.

Calculem en primer lloc la hipotenusa del triangle de la base: x? =
12 + 52 = 144 + 25 = 169= x = V169 = 13cm

PB:12+5+13:30cm;AB:122—‘5=30cm2

A =Pg-h=30-11=330cm? Ar=A, +2 - Ag= 330 + 60 = 390 cm?
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3.4. Arees lateral i total d’'una piramide i d’un tronc de piramide regulars.

L'area lateral d’'una piramide regular és la suma de les arees o
Desenrotllament de piramide pentagonal regular
de les cares laterals.

Son triangles isosceles iguals per tant, si 'aresta de la

base medeix b, 'apotema de la piramide és Ap i la base ﬁa o\
té n costats, aquest area lateral és: /
Area lateral = A, = n. 222 = LA .- \ .
2 2 \\‘ :-' \. .
i com n.b= Perimetre de la base /
2 Pg.Ap  Perimetredelabase.Apotemadelapiramide
L = =
2 2

L'area total d’'una piramide és I'area lateral més I'area de la base:
Area total = AT = AL + As

Un tronc de piramide regular €s un cos
geometric desenrotllable. Al seu
desenrotllament apareixen tantes cares laterals
com a costats tenen les bases. Totes elles son
trapezis isosceles.

Desenrotllament de tronc de piramide quadrangular

Si B és el costat del poligon de la base major, b
el costat de la base menor, n el nombre de
costats de les bases i Ap és l'altura d’'una cara
lateral

(B+b).Ap __ (Pp+Pp).Ap_
= . =

Area lateral = A, = n.

Sumadeperimetredelesbases.Apotemadeltronc
2
L'area total de un tronc de piramide regular és I’area lateral més la suma d’arees de les bases:

Area total = Ar= A, + Ag + Ap

Activitats resoltes

6) Calculem I'area total d’un tronc de piramide regular de 4 m
d’altura si sabem que les bases paral-leles son quadrats de 4 m i
de 2 m de costat.

En primer lloc calculem el valor de I'apotema. Tenint en compte
gue el tronc és regular i que les bases sén quadrades es forma un triangle rectangle en qué es

compleix:
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Ap?=42+12=17 = Ap=V1T~4 10 m

AL = (pB+129b).Ap= (16+8).4,12 49,44 m?

2
Ar=AL + Ag + A, = 49,44 m?+ 16 m?*+ 4 m? = 69,44 m?

15. Calcula les arees lateral i total d’'un prisma triangular regular sabent que les arestes de les bases
mesuren 2 cm i cada aresta lateral 8 m.

16. L'area lateral d’un prisma regular de base quadrada és 63 m2 i té 7 m d’altura. Calcula el perimetre
de la base.

17. El costat de la base d’una piramide hexagonal regular és de 6 cm i I'altura de la piramide 10 cm.
Calcula I'apotema de la piramide i la seua area total.

18. Calcula l'area lateral d’un tronc de piramide regular, sabent que les seues
bases son dos octogons regulars de costats 4i 7 dm i que I'altura de cada cara
lateral és de 8 dm.

19. Si l'area lateral d’una piramide quadrangular regular és 104 cm2, calcula
I'apotema de la piramide i la seua altura.

4. COSSOS DE REVOLUCIO

4.1. Cossos de revolucio: Cilindres, cons i esferes.

Els cossos de revolucié sdn cossos geometrics que s’obtenen en fer girar una linia al voltant d’una recta
fixa denominada eix. La linia que gira s"anomena generatriu.

També pot obtindre’s un cos de revolucié mitjangant el gir d’'una figura plana al voltant d’un eix de gir.

Els principals cossos de revolucié sén: cilindres, cons i esferes.

Eix de gir
Eix de gir
Eix de gir i

y.
4

Base

Base

CILINDRE CON TRONC DE CON ESFERA

La generatriu d’'un cilindre és una recta paral-lela a I'eix de gir. La d’'un con és una recta secant
amb l'eix i la d'una esfera és una semicircumferéncia el centre de la qual esta a I'eix de gir
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4.2. l'esfera. Interseccions de plans i esferes.

Una esfera i un pla poden ser exteriors, tangents i secants. Si s6n secants, la seua interseccio
€s sempre un cercle. Si el pla és tangent, la intersecci6 es redueix a un punt. | si s6n exteriors,
es el conjunt buit. Pots comprendre-ho amb facilitat pensant en una esfera (una taronja, per
exemple) i un pla (el tall que fas amb un ganivet).

EXTERIORS

y X
[ A

TANGENTS

SECANTS

La intersecci6 d’'una superficie esférica amb un pla és, per tant, una circumferéncia, un punt o
el conjunt buit.

Amb equacions ens resulta més complicat perqué una superficie esféerica té una equacié de
segon grau en dos variables, x i y. Un pla té una equacio de primer grau també en x i y. Les
equacions de segon grau poden no tindre cap arrel (en el camp real) amb el que el pla no
tallaria a I'esfera; tindre una arrel doble (amb el que seria tangent) o tallar-la (i en aqueix cas
tindriem una circumferéencia).

Si el pla talla a I'esfera passant pel centre de I'esfera, la interseccio és un cercle maxim. En el
cas de l'esfera terrestre, I'equador o els meridians.

4.3. Arees lateral i total d’un cilindre.

El cilindre és un cos geométric desenrotllable. Si

retallem un cilindre recte al llarg d’'una generatriu, i

I'estenem en un pla, obtenim dos cercles i una regié

rectangular. D’aquesta manera s’obté el seu H
desenrotllament.

27R
A partir d’aquest, podem veure que l'area lateral de | 7.
cilindre esta determinada per l'area del rectangle .
que té com a dimensions la longitud de la
circumferéncia de la base i I'altura del cilindre.
Suposarem gque l'altura del cilindre és H i que R és el
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¢ Geometria a I'espai. 3r d'ESO

radi de la base amb el que I'area lateral A_ és:

A; = Longitud de la base . Altura = (2nR).H= 27 RH

Si a I'expressi6 anterior li sumem l'area dels dos cercles que constitueixen les bases, obtenim
I'area total del cilindre.

Ar=A.+ 7R?>+ 7R?*=27RH + 2 R?

4.4. Arees lateral i total d’un con.

També el con és wun cos geometric
desenrotllable. En retallar seguint una linia
generatriu i la circumferencia de la base,
obtenim un cercle i un sector circular amb radi
igual a la generatriu i longitud d’arc igual a la
longitud de la circumferéncia de la base.

Anomenem ara R al radi de la base i G a la
generatriu. L'area lateral del con és l'area del
sector circular obtingut. Per a calcular-la
pensem que aquesta area ha de ser
directament proporcional a la longitud d’arc que al seu torn ha de coincidir amb la longitud de la
circumferencia de la base. Podem escriure aleshores:

Al ateraldelcon _ AtotaldelcerclederadiG
Longitudd'arccorresponentalsector  LongituddelacircunferénciaderadiG

- . A G2, .. .
Es a dir: = = == aillant A, tenim:
2TR 21G

3 2nR1TG?
L= oG

Si a I'expressio anterior li sumem l'area del cercle de la base, obtenim I'area total del con.

= nRG

Ar=A; +'R> = T-R-G + 7-R?

7) Calcula I'area total d’un con de 12 dm d’altura, sabent que la circumferéencia de la base medeix
18,84 dm .(Pren 3,14 com a valor de 7)

Calculem en primer lloc el radi R de la base:

2R = 1884 = R = 2882 L 1880 _ 34m.
2T 6,28

Calculem ara la generatriu G:
G =VRZ+ h? = G =+/3% + 12* = /153 ~ 12,37dm.

Aleshores A= AL + "R?2 = 1RG + R2=3,14 - 3 - 12,37 +
3,14 - 32 144,79 dm?.
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4.5. Arees lateral i total d’un tronc de con.

En tallar un con per un pla paral-lel a la base, s’obté un tronc de con. Igual que el tronc de
piramide, és un cos desenrotllable i el seu desenrotllament el constitueixen els dos cercles de
les bases junt amb un trapezi circular, les bases corbes del qual medeixen el mateix que les
circumferéncies de les bases.

Anomenant R i r als radis de les bases i G a la generatriu resulta:

_ (@2nR + 2rr)G  2(nR + mr)G
L 2 B 2
Si a l'expressié anterior li sumem les arees dels cercles de les
bases, obtenim I'area total del tronc de con:

= (mR + nr)G

Ar=A + TR* + t-r?
4.6. Area total d’una esfera.

L'esfera no és un cos geometric desenrotllable, per la qual cosa és més complicat que als casos anteriors
trobar una férmula per a calcular la seua area. e

Arquimedes va demostrar que l'area d’'una esfera és igual que aw——
I'area lateral d’un cilindre circumscrit a I'esfera, és a dir un cilindre |
amb el mateix radi de la base que el radi de I'esfera i l'altura del ;g | R
gual és el diametre de I'esfera. ' :

Si anomenem R al radi de I'esfera: | -
Ar=(2mR) - (2R) = 4mR?

L'area d’'una esfera equival a I'area de quatre cercles maxims.

20. Una columna cilindrica té 76 cm de diametre i 4 m d’altura. Quina és la seua area lateral?

21. El radi de la base d’un cilindre és de 38 cm i 'altura és el triple del diametre. Calcula la seua area
total.

22. Calcula l'area lateral d’'un con recte sabent que la seua generatriu mesura 50 dm i el seu radi de la
base 30 dm.

23. La circumferencia de la base d’un con mesura 6, 25 m i la seua generatriu 8 m. Calcula I'area total.

24. Una esfera té 4 m de radi. Calcula: a) la longitud de la circumferéncia maxima; b) 'area de I'esfera.
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5. VOLUM D’UN COS GEOMETRIC

5.1. Principi de Cavalieri.

Bonaventura Cavalieri, matematic del segle XVII va As As

enunciar el principi que porta el seu nom i que

afirma:

“Si dos cossos tenen la mateixa altura i en tallar-los per
plans paral-lels a les seues bases, s'obtenen seccions amb
la mateixa area, aleshores els volums dels dos cossos sén
iguals”

Exemple:

A la figura adjunta les arees de les seccions A1, A2, Az, produides per un pla paral-lel a les
bases, son iguals, aleshores, segons aquest principi els volums dels tres cossos son també
iguals.

5.2. Volum d’un prisma i d’un cilindre

El volum d’'un prisma recte és el producte de I'area de la base per I'altura.
A més, segons el principi de Cavalieri, el volum d'un prisma oblic
coincideix amb el volum d’un prisma recte amb la mateixa base i altura. Si
denotem per V aquest volum, Ag l'area de la base i h I'altura:

Volum prisma =V =Ag- h
També el volum d’un cilindre, recte o oblic és area de la base per altura. Si

anomenem R al radi de la base, Ag I'area de la base i h I'altura, el volum
s’escriu:

Volum cilindre = V= Az.h = nR?.h

Activitats resoltes

8) Les conegudes torres Kio de Madrid son dues torres .
bessones que estan al Passeig de la Castellana, junt '
amb la Placa de Castella. Es caracteritzen per la ’ -

seua inclinacié i representen una porta cap a
Europa.

Cada una d’elles és un prisma oblic la base del qual és un <>
quadrat de 36 metres de costat i tenen una altura de 114
metres. El volum interior de cada torre pot calcular-se amb la formula anterior:

V = Ap.h=36°-114 = 147 744 m®
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ﬂ* Geometria a I'espai. 3r d'ESO
Activitats proposades

25. Calcula el volum d’un prisma recte de 12 dm d’altura la base del qual és un hexagon de 4 dm de
costat.

26. Calcula la quantitat d’aigua que hi ha en un recipient amb forma de cilindre sabent que la seua base
té 12 cm de diametre i que I'aigua aconsegueix 1 dm d’altura.

5.3. Volum d’una piramide i d’'un con.

També als casos d’'una piramide o con, les formules del volum coincideixen en cossos rectes i
oblics.

El volum d’'una piramide és la tercera part
del volum d'un prisma que té la mateixa
base i altura.

Volum piramide =V = dp:h

Si comparem con i cilindre amb la mateixa base i altura, concloem un resultat analeg

Ag.h  TWR2.h
Volum con = V=BT ==

5.4. Volum d’un tronc de piramide i d’un tronc de con.

Hi ha una formula per a calcular el volum d’'un tronc de piramide regular perd I'evitarem.
Resulta més senzill obtindre el volum d’un tronc de piramide regular restant els volums de les

dues piramides a partir de les que s’obté.

Si representem per Ag; i Agz les arees de
les bases i per h: i hy les altures de les
piramides esmentades, el volum del tronc
de piramide és:

hl
Volum tronc de piramide =

Api.h Apz.h
v =281t Ap2he
3 3

El volum del tronc de con s’obté de manera
semblant. Si R; i Rz sOn els radis de les
bases dels cons que originen el tronc i h; i
h> les seues altures, el volum del tronc de

con resulta:
T.R?.h T.R3.h
Volum tronc de con =V = ; L— ; 2
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Activitats resoltes

9) Calcula el volum d’un tronc de piramide regular de 10 cm d’altura si les seues bases son dos

hexagons regulars de costats 8cm i 3 cm.
Primer pas: calculem les apotemes dels hexagons de les bases:
Per a cada un d’aquests hexagons:

2 2
L2= ap?+ (LI2)*= ap?=L? — LZ = %: ap = %

3vV3 7V3
Doncs les apotemes buscades mesuren: dp; = TN x 2, 6cmap2 = N ~ 6,1cm

Com segon pas, calcularem I'apotema del tronc de piramide

A2=10%+3,52=A=+/112,25 = 10, 6cm

En tercer lloc, calcularem el valor dels segments x, y de la
figura 3 que ens serviran per a obtindre les altures i apotemes
de les piramides que generen el tronc amb el qué treballem:

X 10,6 +x
Pel teorema de Tales: — = = 6, 1x = (10, 6 + 10,6cm
2,6 6,1
27,56
x)2,6=6,1x — 2,6x = 27,56=x = S5 | .
7, 9cm Figura 3

Aleshores I'apotema de la piramide gran és 10,6 + 7,9=18,5 cm i la de la xicoteta 7,9 cm
| aplicant el teorema de Pitagores:

y? =x*—-2,6%=7,9%> —2,6% = 5565y = /55,65 ~ 7,5 cm
Per tant les altures de les piramides generadores del tronc mesuren 10 +7,5=17,5cm i 7,5 cm

Finalment calculem el volum del tronc de piramide:

V= Apq.hq . Apy.hy — 1 . 48.18,5.17,5 _ 1 . 18.7,9.7,5 — 15540 _ 1066.5 — 2412,25(:m3
3 3 3 2 3 2 6
5.5. Volum de l'esfera R

Tornem a pensar en una esfera de radio R i en el cilindre que la | &

circumscriu. Per a omplir amb aigua l'espai que queda entre el %/, r”
cilindre i I'esfera, es necessita una quantitat d’aigua igual a un terc
del volum total del cilindre circumscrit.

Es dedueix aleshores que la suma dels volums de l'esfera de radi
R i del con d’'altura 2R i radi de la base R, coincideix amb el volum
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del cilindre circumscrit a I'esfera de radi R. Per tant:

Volum esfera = VOIuM ciiindre - VOluM ¢on =

mR?(2R 6mR3-2mR®  4mR® 4
Volum esfera = 7TR2(2R) = ?f ) = 3 = 3 = ET’:RS

Hi ha demostracions més rigoroses que avalen aquest resultat
experimental que hem descrit. Aixi per exemple, el volum de I'esfera es
pot obtindre com a suma dels volums de piramides que la recobreixen,
totes elles de base triangular sobre la superficie de I'esfera i amb
vertex en el centre de la mateixa.

27. (coi Madrid 2008) El deposit de gasoil de la casa d’Irene és un cilindre d’1 m d’altura i 2 m de diametre.
Irene ha telefonat al subministrador de gasoil perque al deposit només queden 140 litres.

0 Quin és, en dm?3, el volum del deposit? (utilitza 3,14 com a valor de n).

0 Si el preu del gasoil és de 0,80 € cada litre, quant haura de pagar la mare d’Irene per
omplir el deposit?
28. Comprova que el volum de l'esfera de radi 5 dm sumat amb el volum d’un con del mateix radi de la

base i 10 dm d’altura, coincideix amb el volum d’un cilindre que té 10 dm d’altura i 5 dm de radi de
la base.

6. GLOBUS TERRAQUI
6.1. El globus terraqi

La Terra té una forma d’esfera lleugerament aplatada pels pols. Al seu
moviment de rotaci6 gira al voltant d’'una linia imaginaria que es
denomina eix. Els pols geografics Nord i Sud sén els punts de tall de
I'eix amb la superficie de la Terra.

Un globus terraqiii és una
representacio tridimensional a
escala de la Terra. Es la
representacié més precisa que existeix perque no
presenta distorsions a I’hora de prendre dades per a
calcular angles i distancies.

Eix de |a Terra

Paral-lels
La resta de les representacions a escala de la Terra
son bidimensionals i entre elles destaquen els
planisferis que son projeccions del globus terraqui
sobre el pla.

L'objectiu d’aquestes representacions de la Terra és la ubicacio precisa de qualsevol punt
geografic. Per a aconseguir-ho, al globus terraqui es defineixen un conjunt de linies
imaginaries que es denominen meridians i paral-lels.
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Els meridians sén semicircumferéncies centrades al centre de la Terra i que passen pels pols. Entre ells

destaquen l'anomenat meridia de Greenwich o meridia zero que passa per Londres i I'Antimeridia,
ubicat a I'Ocea Pacific.

Els paral-lels sén circumferéncies que tenen el seu centre a I'eix de la Terra i que tallen al globus
terraqlii. Només un d’ells té com a centre el de la Terra. Es denomina Equador o paral-lel zero i és una
circumferencia de radi maxim.

Altres paral-lels destacats sén els Tropics de Cancer i Capricorn, proxims a I'Equador al nord i
sud respectivament i també el Cercle Polar Artic al Pol Nord i el Cercle Polar Antartic al Pol
Sud.

L'Equador divideix a la Terra en dues semiesferes, denominades hemisferi nord (N) i hemisferi
sud (S). El meridia de Greenwich divideix a la Terra als hemisferis est (E) i oest (W).

6.2. Longitud i Ilatitud. Coordenades
geografiques.

Prenent com a sistema de referéncia I'Equador i el meridia de
Greenwich, a cada punt de la Terra se li associa una parella de
nombres que son les seues coordenades geografiques i que reben -
el nom de latitud i longitud. Aquestes coordenades s’expressen en

graus sexagesimals.

La /atitud és la distancia que existeix entre un punt qualsevol del
globus terraqui i I'Equador. Es mesura sobre el meridia que passa
pel dit punt.

Longitud

La longitud és la distancia que existeix entre un punt qualsevol i el Meridia de Greenwich, mesura sobre
el paral-lel que passa pel punt.

Si un punt esta a I'hemisferi nord, direm que té latitud nord i escriurem latitud N.
Analogament si esta a I’hemisferi sud, direm que té latitud sud i escriurem latitud S.

També parlarem de longitud est i longitud oest i escriurem longitud E o longitud W
depenent de que un punt es trobe a l'esquerra o dreta del meridia de Greenwich. Sol
identificar-se la longitud E amb longitud negativa i la longitud W amb longitud positiva

6.3. Fusos horaris.

Durant molt de temps I'hora es determinava mitjancant calculs
basats en els moviments dels astres i I'hora oficial era I'hora solar.
AcO ocasionava multiples problemes als horaris dels transports
entre diferents localitats per la qual cosa es va acordar establir un
horari oficial coordinat. En un principi aquest horari estava basat
en l'anomenada hora mitjana de Greenwich (GMT) que es
calculava fent la mitjana de I'hora solar de totes les localitats
pertanyents al meridia de Greenwich. Hui en dia I'hora solar ha
sigut substituida per I'hora que calculen rellotges atomics molt
meés precisos. Amb ells 'hora GMT ha donat pas a I'hora universal
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coordinada (UTC).

La Terra fa una volta completa en 24 hores, recorre 360 °: 24 = 15 ° en una hora. Es produeix
aleshores una diferéncia d’una hora de temps per cada diferéncia de 15° de longitud entre dos
punts geografics.

Sanomena fus horari a una zona del globus terraqii compresa entre dos meridians que es diferencien
en 15° de longitud. La velocitat de la Terra en el seu moviment de rotacié origina 24 fusos horaris.
Partint del meridia de Greenwich es numeren segons la seua distancia a I'Est o a I'Oest de Greenwich.
Dins de cada fus horari tots els rellotges han de marcar la mateixa hora, i entre un fus i el
seguent hi ha una diferencia d'una hora. Generalment, els fusos horaris estan determinats per
meridians d’'una longitud que és multiple de 15°; no obstant aixd, com a conseqiéncia de les
fronteres politiques, les delimitacions poden seguir linies que adopten formes molt irregulars.
Tenint en compte que el moviment de rotacio és un gir d’'oest a est, si ens desplacem d’un fus
horari a un altre en direccié Est- Oest, hem de retardar el rellotge una hora i, si el desplacament es
produeix d’Oest a Est hem d’avancar-lo una hora.

Travessar I’Antimeridia suiosa el canvi de data, exactament un dia.

29. Un avié recorre 20° en direccié Oest al llarg de I'Equador. Si arriba a un punt la longitud del qual és
de 1700 Est, quines son les coordenades del lloc de partida?

30. Juan ix de sa casa i recorre 10 Km en direccié sud, 20 Km cap a I'est i 10 Km cap al nord. Si es troba
novament a casa, On esta situada sa casa?

31. A l'esfera terrestre, quin paral-lel medeix més?, quin meridia medeix més? Raona les teues
respostes.

32. Busca les coordenades geografiques del lloc en qué vius.
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CURIOSITATS. REVISTA

Els poliedres regulars poden ser “esclafats”
sobre un pla, triant una cara i projectant els
costats del poliedre des d’'un punt per
damunt del centre d’aquesta cara. La figura
gue s’obté s’anomena diagrama de
Schlegel. Aquests diagrames sén exemples
part de les propietats dels
serven en ells i ajuden a fer
gue molts problemes es resolguen amb
facilitat.

Arquimedes pensatiu i Cicer6 i els magistrats descobrint la tomba d’Arquimedes a Siracusa

Arquimedes (287 a. C.- 212 a. C.) Matemaitic,
enginyer, fisic, va realitzar multiples
aportacions a la ciencia. Entre altres i com has
estudiat en aguest tema, la demostracio de les

formules de I'area i volum d’una esfera. Es diu

gue van resultar els seus descobriments

favorits. En la seua tomba es van gravar un .-"',----:---ﬁ

ciindre amb una esfera inscrita com a 2
et

homenatae.

En 1859 Hamilton va idear el joc segient:
Donat un dodecaedre, si en cada un dels
seus vertexs es posa el nom d’'una ciutat, és
possible trobar un circuit tancat a través de
les arestes del dodecaedre que passe una

sola vegada per cada ciutat?

Alicia Boole Stott . . P
Gracies al graf del dodecaedre, és molt

senzill resoldre el problema

|
Alicia Boole Stott, (1860 - 1940) filla del F A s
matematic George Boole, va destacar per la | : e
seua meravellosa capacitat per a visualitzar la | Si= !
guarta dimensi6. Va calcular i va representar F 8 3oan 4
les seccions dels anomenats politops regulars ‘ gb\ S geteel]
de dimensié 4, objectes geomeétrics | , : "5 \
equivalents, en un espai de quatre dimensions, I[ (/'m-_ /_ \ \
als poligons regulars al pla o als poliedres }- e 0 ‘\)

7,,,,,
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Els solids arquimedians o solids

El matematic anglés Thomas Harriot (1560- d’Arquimedes s6n un grup de poliedres
1621), va plantejar el problema _ de convexos les cares del qual sé6n poligons
I’'empaquetatge d’esferes que consisteix a regulars de dues o més tipus. En tots els
trobar la forma d’apilar esferes del mateix radi solids d’Arquimedes concorren el mateix
de manera que l'espai comprés entre elles nombre de cares en cada vertex i amb les
siga minim. L'astronom alemany Johannes | mateixes formes. Alguns dells s‘obtenen
Kepler (1571-1630) el va resoldre, arribant a truncant els solids platonics (poliedres
la conclusio que la millor col-locacié era la que regulars).

aleshores es feia espontaniament als vaixells

0

Els vértexs de licosaedre determinen 3
Un anell de tetraedres o caleidocicle és un anell § rectangles auris perpendiculars dos a dos. A
tridimensional compost per tetraedres units per § licosaedre podem trobar un total de 15
les seues arestes. Poden girar sobre si mateixos || rectangles auris. Cada un dells té dos
entorn del seu centre infinites vegades sense | costats paral-lels que son arestes oposades
trencar-se ni deformar-se. del poliedre.

Entre els materials trobaras un a plantilla per a construir un amb les
imatges d’algunes dones matematiques celebres.
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TEOREMA DE PITAGORES A LESPAI

Si un ortoedre té arestes de longituds a, b, ¢, segons el teorema de Pitagores, a I'espai, la suma dels quadrats de
les arestes, coincideix amb el quadrat de la diagonal, D, de I'ortoedre:

D* = a*® + b* + ¢?

Com a consequiéncia, la suma de les arees dels quadrats de costats iguals a les arestes, coincideix amb l'area del
gquadrat que té com a costat la diagonal de I'ortoedre.

Construirem un trencaclosques, basat en la demostracid que Perigal va
idear per a demostrar el teorema de Pitagores al pla. Cal aplicar dues
vegades el seu metode i trobarem les peces clau que demostren el
teorema a I'espai.

En tracar la diagonal d de la base, queda dividida en dos triangles
rectangles de catets a i b.

Construim el quadrat sobre la seua hipotenusa i les peces de Perigal
que demostren el teorema de Pitagores en un d’aquests triangles.

Per a aix0 en el quadrat construit sobre el catet major (en la nostra figura, b de color blau) i, pel seu centre, tracem
dos segments un paral-lel i un altre perpendicular a la hipotenusa, de manera que ambdds
tallen als dos costats del quadrat. El quadrat queda dividit en quatre peces exactament
iguals que junt amb el quadrat de costat a, recobreixen el quadrat de costat d.

Ara cal fixar-se al triangle rectangle de catets c, d i la hipotenusa del qual és D i repetir el
procés anterior, aix0 si que utilitzant el quadrat de costat d recobert amb les peces blaves i
el quadrat verd.

A les pagines seglents trobaras les lamines que et permeten construir la teua propia
demostracio. Unicament has de retallar les dues Gltimes, apegar-les una contra una altra i
construir un ortoedre amb fil d’'aram que tinga com a dimensions les longituds dels costats

del quadrats

verd, blau i
groc.
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Geometria a l'espai. 3r d'ESO

RESUM

Exemples

Poliedre.
Elements d’un
poliedre.
Tipus de poliedres

Un poliedre és una regid tancada a l'espai limitada per
poligons. Els seus principals elements son: cares, arestes,
vertexs, angles diedres i poliedres, aixi com les diagonals.

Els poliedres poden ser concaus i convexos depenent de que
alguna de les seues cares siga un poligon cdncau o cap ho
siga.

Entre els poliedres destaquen poliedres regulars, prismes i
piramides.

A O

En tot poliedre convex el nombre de cares més el nombre de vertexs

Teorema d’Euler;: | = . , | C+V=A+2
coincideix amb el nombre d’arestes més 2.
Un poliedre regular és un poliedre que compleix que totes les seues ] fﬁ-ﬁ t-‘\
cares son poligons regulars iguals i que els seus angles poliedres sén A @

Poliedres regulars

iguals.
Hi ha cinc poliedres regulars: tetraedre, octaedre, icosaedre, cub i
dodecaedre

Un prisma és un poliedre determinat per dues cares paral-leles
gue soOn poligons iguals i tantes cares laterals, que son
paral-lelograms, com a costats tenen les bases.

Poden ser concaus o convexos; rectes o oblics, regulars o

Prismes ) .
irregulars; triangulars, quadrangulars, pentagonals...
Destaquen els paral-lelepipedes que sén prismes amb totes els,
seus cares paral-lelograms i dins d’aquests els ortoedre que sén
paral-lelepipedes amb totes les seues cares rectangulars
Teorema de La diagonal d’un ortoedre és l'arrel quadrada de la suma dels quadrats

Pitagores a I'espai

de les seues arestes

Piramides

Una piramide és un poliedre determinat per una cara poligonal
denominada base i tantes cares triangulars amb un vertex comu, com
a costats té la base.

Poden ser concaves o convexes; rectes o obligues, regulars o
irregulars; triangulars, quadrangulars, pentagonals...
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Un tronc de piramide és el poliedre resultant en tallar unal
piramide per un pla paral-lel a la base. Les bases sén poligons
semblants i les cares laterals sén trapezis.

Tronc de piramide

Els cossos de revolucié sén cossos geometrics que s'obtenen en fer
Cossos de
revolucié

girar una linia al voltant d’una recta fixa denominada eix. La linia que
gira s'Tanomena generatriu.
Entre els cossos de revolucidé destaquen cilindres, cons i esferes.

Arees lateral i Al ateral = Perimetreg,eo.Altura

total d’un prisma

Atotal = Ar€a geral + 2Ar€agase <

Arees lateral i
total d’'una
piramide regular

Perimetreg,s..Apotema

_ piramide
ALateraI - 2

Atotal = Ar€a geral + Ar€apase

Arees lateral i
total d’un tronc

Perimetreg,se.Apotema

Al ateral = 2
de piramide

Atotal = Area-Lateral + AIfeaBasel + Areagase:
regular

a’y
£l

Arees lateral i

Al ateral = 2TRH [ . ]
total d’un cilindre :

Awotal = 2TRH + 27R?

Arees lateral i

Alateral = TRG A
total d’un con Aiotal = TRG + mR?

Alateral = (TR + 1) G

Arees lateral i
total d’un tronc
de con

Arotal = ALateral + T R? + 7 1?

Area total d’una

esfera Atotal = 4TR?

¢
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Volum d’un Volum = Area  p,ee.Altura
prismaid’un
cilindre

Volum d’una .
piramide i d’'un Volum = Area pase-Altura ‘ A
con 3
Volum d’una Volum = fnR3
esfera

Latitud: Distancia del punt geografic a [I'Equador
mesurada sobre el meridia que passa pel punt.

Coordenades | ongitud: Distancia del punt geografic al meridia zero o

geografiques  jo Greenwich, mesurada sobre el paral-lel que passa pel
punt.

Cada fus horari és una zona del globus terraqui

. lcompresa entre dos meridians que es diferencien en 15°
Fusos horaris

de longitud.
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EXERCICIS | PROBLEMES.

Angulos poliedros. Paralelismo y perpendicularidad. Poliedros: elementos y tipos.

hw

® No W

10.
11.
12.

13.

14.

Teorema de Pitagores a I’espai
15.

16.
17.

a) Si estem en una habitacié sense columnes, atenent al sol i a les seues quatre parets, quants
angles diedres es formen?

Doblega per la mitat un full de paper, construeix un angle diedre i traca el seu rectilini. Podries

mesurar I'amplitud de diferents angles diedres mitjancant aquest rectilini?

Determina I'amplitud dels angles diedres que formen les cares laterals d’'un poliedre que és un

prisma recte de base un octogon regular.

Dues cares d’un triedre medeixen 600 i 1180, Entre quins valors pot oscil-lar I'altra?

Es pot formar un angle poliedre amb un angle d’un triangle equilater, dos angles d’un rectangle i un

d’un pentagon regular?

Podra existir un poliedre regular les cares del qual siguen hexagonals? Raona la resposta.

Quantes diagonals pots tracar en un cub? | en un octaedre?

Pots trobar dues arestes paral-leles en un tetraedre? | en cada un dels restants poliedres regulars?

Prolonga una parella d’arestes en una piramide pentagonal, de manera que s’obtinguen rectes no

coplanaries.

Dibuixa un prisma regular de base quadrada i assenyala: a) dues arestes que siguen paral-leles, b)

dues arestes que siguen perpendiculars i coplanaries, c) dues arestes perpendiculars i no

coplanaries, d) dues cares paral-leles, e) dues cares perpendiculars.

Si un poliedre convex té 16 vertexs i 24 arestes, quantes cares té? Podria ser una piramide? | un

prisma?

Amb 12 varetes de 5 cm de llarg cadascuna, usant totes les varetes quins poliedres regulars es

poden construir?

D’unprisma sabem que el nombre de vértexs és 16 i que el nombre d’arestes és 24 quantes cares

té?

Classifica els seglients cossos geometrics i indica, quan siguen poliedres, el nombre de vértexs, cares

i arestes que tenen. Quins compleixen el teorema d’Euler?

Descriu la diferéncia entre un prisma recte i un prisma oblic. Es prou que un paral-lelepipede tinga
dues cares paral-leles rectangulars perque siga un ortoedre?

Dibuixa un paral-lelepipede les arestes del qual mesuren 4 cm, 5 cm i 6 cm que no ':'
siga un ortoedre. Dibuixa també el seu desenrotllament.

Si el paral-lelepipede anterior féra un ortoedre, quant mesuraria la seua diagonal?

Un got de 12 cm d’altura té forma de tronc de con en que els radis de les bases

son de 5i4 cm. Quant ha de mesurar com a minim una cullereta perqué sobreisca
del got almenys 2 cm?
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8. Es possible guardar en una caixa amb forma d’ortoedre d’arestes 4 cm, 3 cm i 12 cm un boligraf de

19.

20.

21.

22.
23.

13 cm de longitud?

Calcula la diagonal d’un prisma recte de base quadrada sabent que el costat de la base mesura 6 cm
i 'altura del prisma 8 cm.

Si un ascensor mesura 1 m d’ample, 1,5 m de llarg i 2,2 m d’altura, és possible introduir en ell una
escala de 3 m d’altura?

Quina és la major distancia que es pot mesurar en linia recta en una habitacié que té 6 m d’ample, 8
m de llarg i 4 metres d’altura

Calcula la longitud de I'aresta d’un cub sabent que la seua diagonal medeix 3,46 cm.

Calcula la distancia maxima entre dos punts d’un tronc de con les bases de la qual tenen radis 5 cm i
2 cm, ialtura 10 cm.

Area lateral, total i volum de cossos geométrics

24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.

Identifica a quin cos geometric pertanyen els desenrotllaments seglients:

Un prisma de 8 dm d’altura té com a base un triangle rectangle de catets 3 dm i 4 dm. Calcula les
arees lateral i total del prisma.
Dibuixa un prisma hexagonal regular que tinga 4 cm d’aresta basal i 1 dm d’altura i calcula les arees
de la base i total.
Un prisma pentagonal regular de 12 cm d’altura té una base de 30 cm2 d’area. Calcula el seu volum.
Calcula 'area total d’'un ortoedre de dimensions 3,5 dm, 8,2 dmi 75 cm.
Calcula la superficie total i el volum d’un cilindre que té 8 m d’altura i 5cm de radi de la base.
Calcula I'area total d’'una esfera de 5 cm de radi.
Calcula I'apotema d’una piramide regular sabent que la seua area lateral és
de 120 m2 i la seua base és un hexagon de 5 m de costat. A
Calcula I'apotema d’una piramide hexagonal regular sabent que el perimetre 4
de la base és de 32 dm i I'altura de la piramide és de 4 dm. Calcula també y |
I'area total i el volum d’aquesta piramide. y |
Un triangle rectangle de catets 12 cm i 5 cm gira al voltant d’un dels seus \ N\
catets generant un con. Calcula I’area lateral, I'area total i el volum. e
Tres boles de metall de radis 12 dm, 0,3 m i 4 m es fonen en una sola, Quin
sera el diametre de I'esfera resultant?
Quina és la capacitat d’un pou cilindric de 1,20 m de diametre i 20 metres de profunditat?
36. Quant cartd necessitarem per a construir una piramide
guadrangular regular si volem que el costat de la base mesure 10 cm i
que la seua altura siga de 25 cm?
37. Calcula el volum d’un cilindre que té 2 cm de radi de la base i la

800 cm mateixa altura que un prisma la base del qual és un quadrat de 4 cm
= de costat i 800 cm3 de volum.
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38.
39.

42,

43,

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.
54.

Quina és I'area de la base d’un cilindre de 1,20 m d’alt i 248 dm3 de volum?

L’algua d’un brollador es condueix fins a uns deposits cilindrics que mesuren 12 m de radi de la base
i 20 m d’altura. Després s’embotella en bidons de 2,5 litres. Quants envasos
s’omplin amb cada deposit?

40. Calcula la quantitat de cartolina necessaria per a construir un anell de 10
tetraedres cada un dels quals té 2 cm d’aresta.

41. En fer el desenrotllament d’un prisma triangular regular de 8 dm d’altura,
va resultar un rectangle d’1 metre de diagonal com a superficie lateral. Calcula
I'area total.

Determina la superficie minima de paper necessaria per a embolicar un
prisma hexagonal regular d’1 m de costat de la base i 2 m d’altura.
L'ajuntament de Madrid ha col-locat unes jardineres de pedra als seus
carrers que tenen forma de prisma hexagonal regular. La cavitat interior,
on es deposita la terra, té 80 cm de profunditat i el costat de I'"hexagon
interior és de 60 cm. Calcula el volum de terra que ompliria una jardinera
per complet.

Una habitacié té forma d’ortoedre i les seues dimensions soén
directament proporcionals als nombres 3, 5 i 7. Calcula I'area total i el
volum si a més se sap que la diagonal medeix 14,5 m.

Un ortoedre té 1 dm d’altura i 6 dm2 d’area total. La seua longitud és el
doble de la seua amplaria, quin és el seu volum?

Si el volum d’un cilindre de 10 cm d’altura és de 314 cm3, calcula el radi de la base del cilindre.
(Utilitza 3,14 com a valor de ).

(CDI Madrid 2011) Han instal-lat a casa de Joan un deposit d’aigua de forma cilindrica. El diametre
de la base mesura 2 metres i I'altura és de 3 metres. a) Calcula el volum del deposit en m3.
(PrendrelZ=3,14). b) Quants litres d’aigua caben al deposit?

(CDI Madrid 2012) Un envas d’un litre de llet té forma de prisma, la base és un quadrat que té 10 cm
de costat. a) Quin és, en cm3, el volum de I’envas? b) Calcula I'altura de I'envas en
cm.

Una circumferencia de longitud 2,24 cm gira al voltant d’un dels seus diametres
generant una esfera. Calcula el seu volum. (Prendrel2=3,14).

Una porta mesura 2 m d’alt, 80 cm d’ample i 4 cm de grossaria. El preu
d’instal-lacid és de 200 € i es cobra 6 € per m2 en concepte d’envernissat, a més del
cost de la fusta, que és de 300 € cada m3. A) Calcula el volum de fusta d’una porta.
B) El cost de la fusta d’'una porta més la seua instal-lacid. C) El cost de I’envernissat
de cada porta, si només es cobra I'envernissat de les dues cares principals.

L'aigua continguda en un recipient conic de 18 cm d’altura i 24 cm de diametre de la base s’aboca
en un got cilindric de 10 cm de diametre. Fins a quina altura arribara I'aigua?

Segons Arquimedes, quines dimensions té el cilindre circumscrit a una esfera de 5 cm de radi que té
la seua mateixa area? Calcula aquesta area.

Quin és el volum d’una esfera en qué una circumferéncia maxima mesura 31,40 m?

Calcula I'area lateral i el volum dels seglients cossos geomeétrics
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Piramides construides en
I'interior d’una estructura
cubica de 5 dm d‘aresta.

56. En la construccié d’un globus aerostatic de radi de 2,5 m s’empra lona que té un cost de 300 €/m?2.

Calcula I'import de la lona necessaria per a la seua construccio.
57. Calcula el radi d’una esfera que té 33,51 dm?® de volum.
58. L'Atomium és un monument de Brussel-les que reprodueix una

molécula de ferro. Consta de 9 esferes d’acer de 18 m de diametre

gue ocupen els vertexs i el centre d’una estructura cubica de 103

m de diagonal, realitzada amb cilindres de 2 metres de diametre. Si

utilitzem una escala 1:100 i tant les esferes com els cilindres sén

massissos, quina quantitat de material necessitarem?
59. S'ha pintat per dins i per fora un deposit sense tapadora de 8 dm

d’alt i 3 dm de radi. Tenint en compte que la base només es pot

pintar per dins, i que s’ha utilitzat pintura de 2€/dm?, quants

diners ha costat en total?
60. Una piscina mesura 20 m de llarg, 5 m d’ample i 2 m d’alt.
61. Quants litres d’aigua sén necessaris per a omplir-la?
62. Quant costara recobrir el sol i les parets amb PVC si
el preu és de 20 €/ m??
63. Quina de les dues campanes extractores de la figura
esquerra té un cost d’acer inoxidable menor?
64. En un atuell cilindric de 8 dm de diametre i que
conté aigua, s’introdueix una bola. Quin és el seu volum si
després de la immersid puja 0,3 metres el nivell de I'aigua?
65. El preu de les teules és de 14,30 €/m? Quant costara
reparar una vivenda la teulada de la
qual té forma de prisma
guadrangular regular de 4 metres

la 7y, Qquadrada iddro de 5cm d'aresta

Octaedre de 6cm d'aresta

d’altura i 8 metres de costat de la base?

66. S'enrotlla una cartolina rectangular de costats 30 cm i 25 cm de les dues
formes possibles, fent coincidir costats oposats. Quin dels dos cilindres
resultants té major volum?
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

74,

75.

76.

77.

78.

7. Cada un dels cubs de la figura té 2 cm d’aresta. Quants cal afegir per a formar un cub de 216 cm3 de

volum?

Un tub d’assaig té forma de cilindre obert en la part superior i rematat per una semiesfera en la
inferior. Si el radi de la base és de 1,5 cm i I'altura total és de 15 cm, calcula quants centilitres de
liquid caben en ell.

El vidre d’un fanal té forma de tronc de con de 50 cm d’altura i bases de radis 20 i 30 cm. Calcula la
seua superficie. ;

Un pot cilindric de 10 cm de radi i 40 cm d’altura té al seu interior quatre

pilotes de radi 3,5 cm. Calcula I'espai lliure que hi ha al seu interior. g

Construim un con amb cartolina retallant un sector circular de 1200 i radi i '

20 cm. Calcula el volum del con resultant. \ y

Un embut conic de 20 cm de diametre ha de tindre 2 litres de capacitat,

guina sera la seua altura?

En un deposit amb forma de cilindre de 25 cm de radi, una aixeta aboca 15 litres d’aigua cada minut.
Quant augmentara l'altura de 'aigua després d’un quart d’hora?
La lona d’'una ombrel-la oberta té forma de piramide octogonal
regular d’1 m d’altura i 45 cm de costat de la base. Es fixa un pal
en el sol en que s’encaixa i el vértex de la piramide queda a una
distancia del sol de 1,80 m. En el moment en qué els rajos de sol
son verticals, quin espai d’'ombra determina?

Una peixera amb forma de prisma recte i base rectangular
s'ompli amb 56 litres d’aigua. Si té 48 cm de llarg i 36 cm
d’ample, quina és la seua profunditat?

Si s’enrotlla una cartolina rectangular de costats 30 cm i 25 cm de les dues formes possibles, quin
dels dos cilindres resultants té major volum?

Un rectangle d’1 m de base i 10 m d’altura gira 3602 al voltant d’una recta paral-lela a I'altura, que
esta situada a 2 m de distancia. Calcula la superficie i el volum del cos que resulta.

En un gelat de cucurutxo la galleta té 15 cm d’altura i 5 cm diametre. Quina és la seua superficie? Si
el cucurutxo esta completament ple de gelat i sobreix una semiesfera perfecta, quants grams de
gelat conté?

Fusos horaris

79.

80.

81.

Quina diferéncia de longitud existeix entre dues ciutats si la diferencia horaria entre ambdues és de
5 hores? Podem saber si hi ha diferencia entre les seues latituds?

Un avié emprén viatge cap a una ciutat situada a I'oest de Madrid. El viatge dura 10 hores i el seu
rumb manté en tot moment la latitud de partida. Si la diferéncia de longitud entre Madrid i la ciutat
d’arribada és de 452 I'avié s'envola de I'aeroport Adolfo Sudrez a les 9 del mati. A quina hora local
aterrara a la ciutat de desti?

La distancia entre Londres i Pequin és de 8149 Km i la distancia entre Londres i Sao Paulo és de 9508
Km, no obstant aix0 a Pequin el rellotge marca 7 hores més que a Londres i a Sao Paulo 3 hores
menys que a Londres. Com expliques aquesta diferencia?

CIUTAT LONGITUD LATITUD
LONDRES 0° 51° 30’ latitud N
PEQUIN 116° longitud E 40° latitud N
SAO PAULO 46° 30°de longitud | 23° 30"de latitud S
W
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AUTOAVALUACIO
1. Cada una de les rectes r, s, t i p passa per dos vertexs consecutius d’un /
octaedre tal com s’‘observa en la figura. Assenyala quina afirmacié de les ‘
seglients és verdadera: A

a) Les rectes r i s s6n coplanarias i secants.

b) Les rectes ti p no s6n coplanaries. /
c) Les rectes r i p s’encreuen. ’.—f‘
d) ri s contenen arestes d’'una mateixa cara de I'octaedre

2. Observa els segilients cossos geometrics i selecciona l'opcio verdadera:

1 2 3 4 5

Q

a) Els cossos 1), 1), IV) i V) compleixen la relacié d’Euler. b). Hi ha dos cossos de revolucio

1y ivi
€).Son poliedres regulars 11) i 1V). d) Sén concaus I) i V).
3. Sil'altura d’un prisma de base quadrada és 10 cm i el costat de la base és 4 cm, la seua area total és:
a) 160 cm? b) 320 cm? c) 400 cm? d) 192 cm?

4. Un deposit d’aigua té forma de prisma hexagonal regular de 5 m d’altura i costat de la base 1 m. Si
només conté les tres quartes parts de la seua capacitat, el nombre aproximat de litres d’aigua que hi
ha en ell és:

a) 13000 L b) 9750 L c) 3750 L d) 3520 L
5. La teulada d’una caseta té forma de piramide quadrangular regular de 1,5 m d’altura i 80 cm de
costat de la base. Si es necessiten 15 teules per metre quadrat per a recobrir la teulada, en total
s’utilitzaran:

a) 38 teules b) 76 teules c) 72 teules d) 36 teules
6. Una caixa de dimensions 30 X 20 X 15cm, esta plena de cubs d’1 cm d’aresta. Si s’utilitzen tots per a
construir un prisma recte de base quadrada de 10 cm de costat, I'altura mesurara:

a) 55 cm b) 65 cm c) 75cm d) 90 cm
7. Elradi d’'una esfera que té el mateix volum que un con de 5 dm de radi de la base i 120 cm d’altura
és:
a) 5v3 dm b) V75 dm c) 150 cm d) V2250 cm

8. Es distribueixen 42,39 litres de dissolvent en llandes cilindriques de 15 cm d’altura i 3 cm de radi de
la base. El nombre d’envasos necessari és:

a) 100 b) 10 c) 42 d) 45
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9. L'area lateral d’un tronc de con que té 20 cm d’altura i bases de radis 30 i 15 cm, és:

a) 2250 © cm? b) 900 = cm? c) 1125 & cm? d) 450 n cm?
10. A partir de les coordenades geografiques de les ciutats A, B, C dedueix quina afirmacio és correcta

CIUTAT LONGITUD LATITUD
A 15°E 15°N
B 15°W 15°N
C 15°E 15°S

a) Les ciutats Ai B tenen la mateixa hora i la ciutat C dues hores menys.
b) Les ciutats Ai B tenen la mateixa hora i la ciutat C dues hores més.
c) Les ciutats A i C tenen la mateixa hora i la ciutat B dues hores més.
d) Les ciutats A i C tenen la mateixa hora i la ciutat B dues hores menys.
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Resum
El concepte de funcid és prou abstracte, la qual
cosa fa complicada la seua definicié i comprensid. Encuesta de poblacién activa. EPA
No obstant aix0o, les seues aplicacions sén ;3 Activos |
multiples i molt utils, la qual cosa les fa molt S ont
importants. 21.000

q . 20.000 Parados
Per exemple, les funcions serveixen per a poder

explicar molts fendmens que ocorren en camps
tan diversos com la Fisica, I'Economia o la
Sociologia.

A pesar de les dificultats, algunes caracteristiques
que posseeixen les funcions s’entenen facilment
guan es representen graficament, per resultar
aleshores molt intuitives, i aix0 és prou per a poder analitzar i resoldre moltes quliestions. Per exemple,
si observem la grafica anterior no és dificil interpretar si la desocupacié ha pujat o si ha baixat al quart
trimestre entre dos anys consecutius, o globalment al llarg del periode complet estudiat, o calcular el
dit increment/disminucié o estudiar en quin any va haver-hi més persones ocupades o menys persones

actives...
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1. SISTEMES DE REPRESENTACIO AL PLA.

1.1. Eixos de coordenades o cartesians

Recorda que:

Quan volem representar graficament un nombre, normalment els dibuixem sobre una recta, anomenada recta
numeérica, a la qual establim un punt de referencia, que és el 0, a partir del qual tracem els nombres positius (cap
a la dreta) i els negatius (cap a I'esquerra).

Doncs bé, si estem treballant amb una Unica variable
que pren valors numeérics i els volem representar, ho
farem igualment sobre dita recta. | -5/3 | | 3/4 |

Es important fer notar que, com tenim una Unica 1/3 5/4

. n 1 -~

variable, necessitem una Unica recta i, per tant, estem
treballant amb una Unica dimensio (longitud).

Al pla:

Ara bé, si treballem amb objectes de dues dimensions, al pla, necessitem dos valors per a referir-nos a ells, ja que
estan determinats per la seua longitud i la seua amplaria, que no tenen per qué ser iguals i que segueixen
direccions diferents.

Exemple:

e En un mapa, per a poder situar un punt qualsevol (per exemple, una ciutat), tenim una
referencia a partir de la qual prendre les mesures: el paral-lel de I'Equador i el meridia de
Greenwich. Ambdds es tallen en un punt, que és l'origen d’aquest sistema de referéncia:

I HENES SN SN NN NN NN

g
- .’u"l “5"
o
an
‘ 113
3 -
p— L
- 1 T = TR TERY S S . . . 1»—4>T ———4 - Yq 1#141»
PP o0 100 160 130 106 B0 S0 8 I8 F 29 a8 S S8 em 30 ses e "
oesY - — v
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De la mateixa manera, si tenim dos variables que estan relacionades d’alguna manera, que prenen valors
numerics i els volem dibuixar, haurem d'utilitzar dues rectes o eixos diferents (cada un per a les dades
corresponents a una variable) i que siguen secants, és a dir, es tallen en un punt (sense el qual no es podria
establir la relacié entre ambdues).

Si les rectes es tallen de forma perpendicular, és més senzill establir la connexié entre valors, i les mesures que
es representen en cada eix (excepte escales) es poden correspondre de forma directa amb la realitat, per la qual
cosa sempre se solen dibuixar d’aquesta manera (formant un angle de 90° entre si).

El sistema de representacié de punts en el pla més
comu esta format per dos eixos perpendiculars, un <]
horitzontal anomenat eix d’abscisses, on es Eix d'ordenades oY

representen els valors de la variable independent
(que pren els valors lliurement, i que sol anomenar-se

o". . n

Segan-

Primer
Quadrant

x”), i un altre vertical anomenat eix d’ordenades, on
es representen els valors de la variable dependent
(perque es calculen a partir de l'altra, i que sol 11 Origen

anomenar-se “y”). Ambdods reben el nom d‘eixos de ’/ : )
coordenades o eixos cartesians (en honor del famads ¢ 1 4

Quadrant

o
"~
-
¥
(s
-

filosof i matematic francés René Descartes). El punt "1~ Eix #Abscisses
on es tallen ambdods eixos s’anomena origen de Torcer 24

c_oqrc_ienades i, en tallar-se els dos eixos, gl pla queda Quadrant. | Quert

dividit en quatre zones, que es coneixen com a Cuadrant

guadrants, i que s"anomenen en el sentit contrari a 41
les agulles del rellotge comencant des de la part
positiva de |’eix d’abscisses.

Un conjunt format per I'origen O, els dos eixos de coordenades i la unitat de mesura és un sistema de
referéncia cartesia.

1.2. Coordenades cartesianes

Una vegada establit el sistema de referéncia respecte al qual poder situar els punts, per a arribar a un en concret
partim de l'origen, “O”, recorrem una determinada quantitat cap a la dreta o I'esquerra i després un altre cap
amunt o cap avall. Aixi cada punt queda determinat per un parell de nombres, la mesura dels camins
realitzats en ambdues direccions, a les que anomenem coordenades del punt.

Exemple:

a) En un mapa com el de I'exemple anterior, un punt queda determinat per la seua latitud
(distancia a I'Equador, mesurada sobre el meridia que passa pel dit punt) i la longitud (distancia
al Meridia de Greenwich, mesurada sobre el paral-lel que passa pel dit punt), anomenades
coordenades geografiques. Per exemple, la situacié de Madrid és (-3,41; 40,24):

Longitud —3,41 o 3,41 O, és a dir, cal traslladar-se 3,41 cap a I'oest (esquerra) del meridia de
Greenwich.
Latitud +40,24 0 40,24 N, és a dir, cal traslladar-se 40,24 cap al nord (per damunt) de I'Equador.
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Les coordenades d’un punt A sén un parell ordenat de
nombres reals (x, y), sent “x” la primera coordenada o
abscissa (ens indica la distancia a qué el dit punt es
troba de l'eix vertical) i “y” la segona coordenada o
ordenada (ens indica la distancia a qué el dit punt es
troba de I'eix horitzontal).

Quan aqueix valor es pren cap a I'esquerra o cap avall
ho indiguem amb un nombre negatiu i si és cap amunt
o a la dreta ho indiqguem amb un positiu, de la mateixa
manera que feiem en representar els nombres a la
recta.

D’aquesta manera, qualsevol punt del pla queda
totalment  determinat  mitjancant les seues
coordenades i viceversa, a tota parella ordenada de
nombres li correspon un punt del pla.

Exemple:

i) Al grafic anterior, el punt A té coordenades (2, 3).

Activitats resoltes

ii) A la seguent gréafica, indica les coordenades dels punts assenyalats:

iil) Representa graficament els punts:
A(-1,2);B(2,-1);C(0,4);
D(-5,0);E(-3,-2)

Matematiques. 32 ESO. Capitol 1: Nombres Racionals
www.apuntesmareaverde.org.es
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1 Fixa’t al mapa seglient, localitza els paisos o ciutats que es demanen i indica al teu quadern:

ARSI AN NN

9
 d
> §

L1
. e . — 'S * o+ ¥ e 4 --[- g S e I

|

R0 00 A0 1O TR M 0 & M T M & M M YE Y Y e

a) Els quadrants on es troben els paisos seglients:

»  Mexic: » Madagascar: > india: > Xile:
» Espanya: » Argentina: » Australia: » Japo:
» Arabia Saudita: » Alemanya: » EUA: » El Marroc:

b) Les coordenades (aproximades) de les ciutats seglients:

»  Ciutat del Cap: »  Nova York:

> Rio de Janeiro: >  Alacant:

»  Pequin: » Rabat:

»  Sidney: »  Oviedo:

» Londres: »  Cordova:
Matematiques. 32 ESO. Capitol 1: Nombres Racionals Autor: Paco Moya
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2 Copia al teu quadern i indica les coordenades de tots els punts que estan assenyalats al pla:
4 ol
D
L ] 34
A r
[ ] 24 [ ]
14
I 0 M
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
F
-1 ]
& |
L ] -2 L ]
J
-3 L ]
3 Representa graficament al teu quadern els seglients punts del pla:

A(0,-2) B(-2,00 C€(40) D(-6,00 E(0,6) F(1,7) G(7,1) H(-48) [I(-1,-4) J(-4,-1)
K(5-3) L(9,6) M(-2,1) N(7,-4) N(-3,-3) 0(00) P(-2-1) Q(2,1) R(2,-1)  5(-2,1)

-2+

_4.
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2. FUNCIONS

2.1. Concepte intuitiu de funcié

Hi ha multitud de fendomens en la nostra vida quotidiana en qué apareixen relacionades dues
magnituds. Per exemple, el preu d’un bitllet en un mitja de transport i la distancia o temps de duracié
del viatge, el preu d’'un quilo de fruita o carn i el nombre de quilos que comprem, la duracié d’un
trajecte i la velocitat a que anem, el nombre de batecs del cor en una unitat de temps...

Moltes d’aqueixes relacions es regeixen per una llei de proporcionalitat, directa o inversa, pero hi ha
moltes altres en que la correspondéncia entre ambdues magnituds és més complexa.

Una funcié és una relacié entre dues magnituds de manera que a un valor qualsevol d’una (variable
independent) li fem correspondre, com a maxim, un Unic valor de I'altra (variable dependent).

Aquesta relacid funcional es pot establir, moltes vegades, mitjancant una expressid matematica o
formula, la qual cosa ens permetra treballar de forma comoda amb ella. Altres vegades ve donada
mitjangant una taula on apareixen els valors relacionats entre si. De vegades tenim la relacié en forma
de grafica... | també hi ha funcions que no es poden escriure mitjancant una expressio algebraica!

Exemples:

b) Un quilo de tomaques costa 0,59 €/kg. La funcié que estableix quant hem de pagar en funcié de
la quantitat de tomaques que ens emportem és y = f(x) = 0,59 x.

En ella, f és el nom que li posem a la funcié i podriem anomenar-la usant altres lletres (les que
s’'usen més sovint sén “f”, “g” i “h”). Entre paréntesis va la variable “x” que representa el
nombre de quilos que comprem, i és la variable independent ja que nosaltres triem lliurement la
guantitat que volem o necessitem. Finalment, la variable “y” representa els diners que hem de
pagar, y és la variable dependent ja que “depén” de quants quilos ens emportem, és a dir, de
“x”. L'expressio, f (x) es llig “f de x” ,se sol usar amb molta freqliencia per a designar a la variable
dependent perqueé :

19) en ella es veu quina és la variable independent i, per tant:

29) resulta molt comode escriure quant ens costaria comprar una gquantitat concreta, per
exemple, 2 kg. S’expressaria “fde 2” i el seu valor és f(2) =0,59-2 = 1,18 €.

Una persona que va passejant sempre a la mateixa velocitat, vol recorrer un carrer recte d’1 km
en un temps determinat. La relacio entre el temps que tardara (en segons) i la velocitat que porta (en

v ( t) _ 1000
metres per segon) ve donada per la formula t

En ella, “v’ és el nom de la funcid velocitat, 1000 sén els metres que ha de recérrer i “t” el
temps que tarda a recérrer el dit espai.

Tots els nombres decimals tenen la seua part entera i la seua part decimal. Doncs bé, tot
nombre real es pot relacionar de forma Unica amb el nombre enter immediatament inferior, anomenat

v . E(x) . L
la seua “part entera” i representat . El fet de que aquest numero siga Unic fa que ens trobem
davant d’una funcid.
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E(—4‘2) =-5

Per exemple, la part entera de 8,3 és 8: E(8 3) :8; la de -4,2 és -5:

Doncs bé, aquesta funcid, a pesar de la seua senzilla descripcid mitjancant paraules que ens
diuen que hem de fer, no es pot escriure mitjangant una férmula algebraica.

4 De les seglients relacions entre dos variables, raona quines sén funcionals i quines no:

1. Edat—altura de la persona al llarg de la seua vida

2. Altura — edat de la persona
3. Preu de la gasolina — dia del mes
4. Dia del mes — preu de la gasolina
5. Unnombreila seua cinquena part
6. Unnombrei el seu quadrat
7. Unnombreilaseua arrel quadrada
5 Si hui el canvi € a S esta 1 € =1,37 S, completa al teu quadern la seglient taula d’equivaléncia
entre les dues monedes:
€ 2 5 10 27 60
$

Expressa mitjancant una férmula la relacié que existeix entre ambdues. Es pot expressar de forma
Unica la dita relacié? Es una funcié?

Si realitzes el canvi en una oficina, et cobren una xicoteta comissié fixa per realitzar 'operacié de 1,5
€. Com quedaria/en la férmula/es en aquest cas?

6 El pont Golden Gate permet la comunicacié entre
els dos costats de la badia de San Francisco. Les seues
torres, de 746 peus d’altura, estan separades per una
distancia de 4200 peus aproximadament. La calcada, que
té una amplaria de 90 peus i es troba a una altura de 220
peus sobre el nivell de I'aigua, esta subjectada a les torres
mitjancant dos cables, de 3 peus de diametre, que tenen
forma de parabola i que toquen la calcada al centre del
pont.

-Realitza un dibuix on queden reflectides les dades més significatives del problema.

-Determina la relacidé que existeix entre I'altura a que es troba un punt del cable i la distancia de la
seua projeccio vertical al centre del pont.

-Aplicar la dita formula per a calcular I'altura d’un punt del cable la vertical de la qual esta a 1000
peus del centre del pont.
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2.2. Grafica d’una funcio

Ja que en tota funcié tenim dos valors que es relacionen de forma unica, podem dibuixar-los ambdés als
eixos cartesians de manera que, si unim tots aqueixos punts, obtenim una corba que ens permet
visualitzar la dita funcié.

La dita representacid té una serie de limitacions, moltes d’elles comunes a qualsevol dibuix que podem
fer: és aproximada ja que els instruments que s’utilitzen per a fer-ho (regla, compas, llapis...), per molt
precisos que siguen (ordinadors), sempre tenen un marge d’error; també hi ha fallades de tipus visual o
dels instruments de mesura; o moltes vegades hem de representar els infinits punts del grafo en un
espai finit, la qual cosa és impossible i fa que només podem dibuixar una part del que es pretén, pero no
tot.

A pesar de tots aquests inconvenients, representar graficament aquesta série de punts relacionats que
conformen la funcid, encara que siga de forma aproximada, és important ja que ens fa molt més concret
un concepte molt abstracte, en poder visualitzar-lo: “val més una imatge que mil paraules”.

Exemple:

La trajectoria que ha de seguir un avidé per a aterrar en un portaavions es correspon amb la
representacio de la funcié que relaciona la distancia recorreguda pel mateix depenent del temps que
tarda a recorrer-la:

WA ELCITE COPT

‘u? v=700km/h

i, g=9.8m/s?

o

A més, una representacio també ens permet descobrir si la mateixa representa a una funcio o no, ja que
en el dibuix és facil interpretar si a un valor de la variable independent li correspon Unicament un de la
dependent o més de u, propietat fonamental que defineix a les funcions.

Exemple:
c) Elseglent dibuix, que correspon a una circumferéencia, al valor 0 7y
de la variable independent li corresponen els valors 2 i —2 de la at
dependent. A més, hi ha molts altres valors a qué els passa el 2i
mateix, per la qual cosa no pot ser la representacié d’una funcio. 1:\
3 ; ;
. . e X +y =4 . 3
La férmula que correspon a dita grafica és y o, també,
y=+V4-x
al
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La grafica d’una funcid és la representacié al pla cartesia de tots els parells ordenats als que el primer
valor correspon a un qualsevol de la variable independent i el segon al que s’obté en transformar-lo
mitjangant la funcio:

{x, )| x e R, y=fx)}
Activitats resoltes

Indica quines de les seglients grafiques corresponen a una funcio i quines no:

si NO NO si
Quina és la clau o regla per a saber, a partir del dibuix, si aquest correspon a una funcié o no?
Si tracem rectes verticals imaginaries i aquestes xoquen amb el dibuix, com a maxim, en un
punt, la grafica correspon a una funcid. En qualsevol altre cas, no.

Dibuixa al pla cartesia els valors de la segiient taula i conjectura sobre quin tipus de figura
correspon a la grafica de la funcio:

GRAFICA
% -4 -2 0 1 3
f(x) -10 —4 2 5 11
4]
Observem que els punts, en representar-los, estan
alineats. Per tant, el dibuix que correspon a la grafica 3
de la funcid és una RECTA.
En aquest cas, no és massa dificil descobrir que la 2
formula que relaciona ambdues variables és:
1
f(x)=3x+2
T D T T
2 - 1] 1
-1
_2_
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) . . L f(x)=—x*+4 . .
Completa la segiient taula a partir de la formula de la funcid ( ) , dibuixa els punts
als eixos cartesians i intenta unir-los mitjancant una corba:

GRAFICA

x |=2|-1/0 |12

f(x) 0 3 4 3 0

La corba obtinguda rep el nom de
PARABOLA (que és una de les
guatre coniques).

7 Realitza al teu quadern el dibuix de dues grafiques, una que corresponga a una funcié i I'altra no.
Identifica cada u i explica el perqueé de la dita correspondencia.

8 Realitza al teu quadern una taula amb 10 valors de la funcié e(t) = 5t + 20, representa’ls
graficament i indica la figura que determinen. Si la dita funcié representa I'espai (en quilometres) que
recorre una persona que porta caminats 20 km i camina a una velocitat de 5 km/h, en funcié del temps
que tarda a recdrrer-ho (en hores), indica quins serien els valors que no tindria sentit donar a la variable
independent i en que es tradueix aixo a la grafica.

9 Raona si els valors de la seglient taula poden correspondre als d’una funcid i per que:
XX -13 -7 10 -13 24
flx) | -15 0 14 3 0
10 En un full de paper quadriculat  ratlla  un

guadrat de costat un quadradet. Quina és la seua area? Ara fes el mateix amb un quadrat de costat 2.
Continua prenent quadrats de costats 3, 4, 5... i calcula les seues arees. Amb els resultats completa una
taula de valors i dibuixa la seua grafica. Té sentit per a valors negatius de la variable? Busca una féormula
per a aquesta funcid.

11 Per a aparcar en zona blava (no residents) hi ha unes tarifes. Representa una grafica de la funcid
la variable independent de la qual siga el temps i la variable dependent el preu (en euros) que cal pagar.

12 Un fabricant vol construir gots cilindrics mesuradors de volums, que tinguen de radi de la base 4
cm i d’altura total del got 24 cm. Escriu una férmula que indique com varia el volum en anar variant
I'altura del liquid. Construeix una taula amb els volums corresponents a les altures preses de 3 en 3 cm.
Escriu també una férmula que permeta obtindre I'altura coneixent els volums. A quina altura caldra
col-locar la marca per a tindre un decilitre?
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2.3. Exemples de funcions: funcid afi i quadratica

Durant tots els apartats anteriors hem anat analitzant distints exemples de relacions entre dos variables
que eren funcié i altres que no. Ho hem fet des del punt de vista grafic, de taules de valors i de férmules
matematiques.

En aquesta seccio, simplement analitzarem uns quants exemples de funcions que son prou
senzilles i que tenen prou aplicacions practiques.

Una funcio afi és aquella funcié en que la relacié entre les dos variables ve donada per un polinomi de
grau menor o igual a un:
y = f(x) = mx +n.

La seua representacié grafica és sempre una recta, el seu pendent és el coeficient lider (m) i indica la
inclinacio de la mateixa (si és positiu la recta sera creixent i si és negatiu decreixent) i la seua ordenada
a l'origen (n) és el terme independent, que ens proporciona el punt on la recta talla a I’eix d’ordenades.

Exemple:
GRAFICA
1) y=-3x-1(polinomi de primer grau)
2]
X -2 -1 -1/2 0 1
1]
f(x) 3 1 0 -1 -3
0
(-2,3) (-1,1) (-1/2,0) (0,-1) (1,-3) o \ N
Pendent: —3 = recta decreixent
Ordenada a l'origen: =1 = (0, —1) punt de tall de la 2]
recta amb I'eix d'ordenades
-3

Com a casos particulars de funcions afins tenim:

Funcié constant (recta horitzontal): és aquella que
sempre pren el mateix valor per a tots els valors de la

variable independent (el pendent és nul): T o
y=n
Exemple: T
=z
2) Grafiguesdey=3;y=1,y=0;y=-2.

L. . ., , ) , 1 1 I 1 1 1 1 1 >
Per tant, la recta no té inclinacio, és a dir, és y UN L '}'='9
paral-lela a I'eix d’abscisses. <+

y=-2

Observa que
L'equacio de I'eix d’abscisses és y = 0.
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Funcié lineal o de proporcionalitat directa: és
aguella que té ordenada a 'origen igual a 0 (passa
y=nx

y=3x per I'origen de coordenades):

y.-zx

Cada valor de “y” conserva una mateixa proporcio
g o wog respecte al de “x™:

y=3X  (yés el triple de x)

y =—2X (v és 'oposat del doble de x)

y=X (funcid identitat: y és igual a x)

Observa que:

La grafica de x = a és una recta vertical, pero no
és una funcié perque per al valor de la variable
independent “a”, 'ordenada pren infinits valors. 1]

Exemple: - —0

3) Dibuixala graficadex=3;x=-2; x=1. A
L’equacid de I'eix d’ordenades és x =0.

13 Escriu tres funcions les grafiques de les quals siguen tres rectes que passen per l'origen de
coordenades i els seus pendents siguen 3, —2, i 1/2 respectivament.

14 Quin angle forma amb I'eix d’abscisses la rectay = x? | la recta y = —x?

15 Un metre d’una certa tela costa 1,35 €, quant costen 5 metres? | 10 m? | 12,5 m? Quant costen
“x” metres de tela? Escriu la férmula d’aquesta situacio.

16 Troba I'equacié i dibuixa la grafica de les rectes seglients:

El seu pendent és 2 i la seua ordenada a 'origen és 3.
Passa pels punts A(1, 3) i B(0, 4).

La seua ordenada a I'origen és 0 i el seu pendent és 0.
Passa pels punts C(-1, 3) i D(-2, 5).

Passa pel punt (a, b) i té de pendent m.

VVVVE
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17 Com sén entre si dues rectes del mateix pendent i distint ordenada a I'origen?

18 Dibuixa al teu quadern, sense trobar la seua equacio, les rectes seglients:

a) De pendent 3 i ordenada a I'origen O.
a) Passa pels punts A(2, 3) i B(4, 1).
b) El seu pendent és 2 i passa pel punt (4, 5).

Una funcidé quadratica és aquella funcié en que la relacié entre les dos variables ve donada per un
polinomi de grau dos:

y =f(x) = ax* + bx + c.
La grafica d’aquest tipus de funcions s’anomena parabola
Si el coeficient lider o quadratic és positiu|Si el coeficient lider o quadratic és negatiu
(@>0), la parabola esta oberta cap a l'eix Y |(a<0), la parabola esta oberta cap a l'eix Y
positiu (convexa). negatiu (concava).
T 2
\ : s .
\ : , 2 -1 /_1 1 3 a4
y=2x2+x \ 2 y = -2x° + / -2
_2 \\ t 4x 2 \
=3 -2 =1 -4 A 2 i \
N4 :/ b \
‘ =3
*—4-_4 ‘/ 3

Els altres coeficients del polinomi afecten la posicidé que ocupa la parabola respecte als eixos.

No podem dir que una funcié quadratica és creixent o decreixent, ja que hi ha un tros (branca) que creix i un altre
que decreix. El punt on es produeix aqueix canvi s'anomena vertex i és el major (maxim) o menor (minim) valor
que pren la funcié. Podem dir que aquest punt és el més significatiu en una parabola, i per aix0 és important saber

-b
X=—
calcular-lo. Per a aixo, li donem a la variable independent el valor 2a , i el substituim a la funcioé per a calcular
“y”. El dit valor és facil de recordar ja que és el mateix que apareix a la formula de les equacions de 2n grau
llevant-li I'arrel quadrada, i s'obté precisament pel caracter de maxim o minim que té el vertex.
Exemple:
GRAFICA
4) y=x2-6x+5 \
' /
X 3 1 5 0 6
f(x) -4 0 0 5 5 1\
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Coeficient lider: 1 >0 = parabola convexa

X= _—b = § =3 = y=-4 =
2a la=1 2
Veértex: b=-6 (3,-4)

Ordenada a l'origen: 5 = (0, 5) punt de tall amb I’eix
d’ordenades.

Punts d’intersecci6 amb l'eix d’abscisses: (1, 0) i (5,
0)

19 Copia al teu quadern i completa:
y= 3x+3 Funcid perque
X y Solucio Grdfica
_>
_>
_>
%
%
Operacions:
—X
y=—
2 —  Funcié perqué
X y Solucié Grafica
%
%
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Operacions:

__2y2 _

y=-3x"+6x-4 _, Funcio perqué

X y Solucié Grafica
_>
_>
_)
_>
_>
Operacions:

y=2x"-8
—  Funcié perqué

X y Solucio Grdfica
%
%
%
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—>

Operacions:

20 Dibuixa la grafica de la funcid y = x2.
a) Per a aixo fes una taula de valors, prenent valors d’abscissa positiva.
» Prenent valors d’abscissa negativa.

» Que li ocorre a la grafica per a valors grans de “x"? | per a valors negatius grans en
valor absolut?

» La corba és simeétrica? Indica el seu eix de simetria.

Y

Té un minim? Quin és? Coordenades del vertex.

» Retalla una plantilla d’aquesta parabola marcant el seu vertex i I'eix de simetria, que
usarem en altres problemes.

21 Prenent la mateixa unitat que al problema anterior dibuixa al teu quadern, en un mateix sistema
de referéncia, les grafiques de les paraboles: y=x2+2; y=x*> =3;y=—x% y==x*>+2; y=x*> —1. Observa
que pots utilitzar la plantilla de I'exercici anterior. Fes un resum indicant el que has obtingut. Hauras
observat que en tots els casos pots utilitzar la plantilla traslladant-la en sentit vertical, cap amunt en el
casde y = x?>+ 2; i cap avall en el cas de y = x> —3. La parabola y = —=x?; és simétrica (cap avall) de y= x2.
En general, si traslladem g unitats en la direccié de I'eix d’ordenades tenim la parabola y= x*+q.

22 Prenent la mateixa unitat que al problema anterior dibuixa al teu quadern, en un mateix sistema
de referéncia, les grafiques de les paraboles: y = (x + 2)% y = (x =3)% y = (x + 1)%; y = (x —1)%. Observa
que pots utilitzar la plantilla de I'exercici anterior. Fes un resum indicant el que has obtingut. Hauras
observat que en tots els casos pots utilitzar la plantilla traslladant-la en sentit horitzontal, cap a la dreta
en el cas de y = (x —3)% i cap a 'esquerra en el cas de y = (x + 2)>. Pel que, en general, si traslladem p
unitats en la direccid de I'eix d’abscisses obtenim la parabola y = (x —p)2.

23 Escriu 'equacié d’una parabola de la mateixa manera que y = x?, pero traslladada 5 unitats en
sentit horitzontal a la dreta i 3 unitats en sentit vertical cap amunt. Quines coordenades té el seu
vertex?

24 Dibuixa al teu quadern, en un mateix sistema de referéncia, les grafiques de les paraboles:

y=x% y=2x% y=1/3x% y= X% y=-1/2x% y =-3x%

Observa que ara ja no et serveix la plantilla emprada. Ara les paraboles s’estreteixen o s’eixamplen.
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25 Completa aquest resum. La grafica de y = ax? s’obté de la de y = x%:

a) Sia>1doncs ??
l. Si0<a<1doncs ??
Il. Si a < -1 doncs ??
lll. Si -1 <a < 0doncs ??

2. Tornem a usar la plantilla.

a) Trasllada el vertex de la parabola y = x? al punt (4, 2). Escriu la seua equaci6 i 'equacié
del seu eix de simetria. Dibuixa la seua grafica.

1) Trasllada el vertex de la parabola y = x? al punt (-3, —1). Escriu la seua equacio i
I'equacié del seu eix de simetria. Dibuixa la seua grafica.

2.4. Grafiques de funcions amb Geogebra. Grafiques de funcions lineals i
afins

En aquesta activitat es va a utilitzar el programa Geogebra per a representar funcions lineals i
afins, les grafiques d’aguestes funcions son rectes. Primer es representen rectes amb el
mateix pendent per a observar la relacié que existeix entre elles i determinar la propietat que
les caracteritza. També es representen rectes que tenen mateixa ordenada a l'origen per a
observar la relacié que existeix entre elles i determinar una caracteristica comuna.

Activitats resoltes 1

3. Utilitza Geogebra per a estudiar rectes amb el mateix 4]
pendent. ¢
4, Obri el programa Geogebra i en Visualitza activa Quadricula N

perque siga més facil definir punts.

1. Amb la ferramenta Nou Punt defineix un punt a l'origen de
coordenades. Observa que en la Finestra Algebraica 1
apareix el punt, que el sistema denomina A, com a objecte
lliure i coordenades (0, 0).

2. Defineix un Nou Punt de coordenades (1, —2), el programa
lanomena B i en la Finestra Algebraica apareix com a
objecte lliure amb les seues coordenades: B = (1, -2).

3. Utilitza la ferramenta Recta que passa per 2 punts per a
dibuixar la recta que passa pels punts A i B. Observa que
el programa la denomina a i en la Finestra Algebraica
apareix com a objecte dependent i la seua equacio a: 2x +
y = 0. Aquesta equacio es pot expressar per: y = —2x.

4. Defineix un Nou Punt de coordenades (0, 3), el programa
lanomena C i a la Finestra Algebraica apareix com a objecte lliure amb les seues
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coordenades: C = (0, 3).

Amb la ferramenta Recta Paral-lela, dibuixa una recta paral-lela a la recta a que passe per C.
Observa que el programa la denomina b i en la Finestra Algebraica apareix com a objecte
dependent i la seua equacié a: 2x + y = 3. Aquesta equacio es pot expressar per: y = —-2x + 3.

Defineix un Nou Punt de coordenades (-1, —2), el programa I'anomena D i a la Finestra
Algebraica apareix com a objecte lliure amb les seues coordenades: D=(-1, —2).

Amb la ferramenta Recta Paral-lela, dibuixa una recta paral-lela a la recta a que passe per D.
Observa que el programa la denomina c i a la Finestra Algebraica apareix com a objecte
dependent i la seua equaci6 a: 2x + y = —4. Aquesta equacid es pot expressar per: y = —2x —
4.

Utilitza la ferramenta Pendent per a calcular els pendents de les rectes a, b i c. Observa que
en calcular el pendent de la recta a apareix a la grafica i a la Finestra Algebraica com a
objecte dependent m = —-2. Analogament en calcular el pendent de la recta b, s’obté m; = -2 i
en calcular el pendent de la recta ¢, es té my = 2.

5. Com son els pendents de les rectes paral-leles? En funcié dels resultats anteriors realitza una

conjectura i dibuixa altres rectes paral-leles a la recta a per a comprovar-la.

Observa que I'equacio de totes les rectes paral-leles a la recta a son de la forma:

y =-2x + n, amb n variable.

Alguna de les rectes que has dibuixat és la grafica d’una funcié lineal?

Rectes amb la mateixa ordenada a l'origen

10.

11.

12.

13.

I. Utilitza Geogebra per a estudiar rectes
amb igual ordenada a 'origen.

Obri una Nova Finestra que és una opcio del
menu Arxiu.

Amb la ferramenta Nou Punt defineix un punt
de coordenades (0, 3). Observa que a la
Finestra Algebraica apareix el punt, que el
sistema denomina A, com a objecte lliure i
apareixen les seues coordenades A = (0, 3).

Defineix un Nou Punt B de coordenades (1,
4) i amb la ferramenta Recta que passa per
2 punts dibuixa la recta que passa per A i B,
el programa la denomina a i en la Finestra
Algebraica apareix la seua equacio, a: -x +y
=3 equivalentay = x +3.

Defineix un Nou Punt C de coordenades (1,
1) i amb la ferramenta Recta que passa per
2 punts dibuixa la recta que passa per A i C, el programa la denomlna b i a la finestra
algebraica apareix la seua equacio, b: 2x + y = 3 equivalentay = -2x +3

Amb un procés semblant dibuixa la recta ¢ que passa per A i D, amb D = (-2, 4) que té per
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equacio c: x+ 2y = 6. Aquesta equacio es pot expressar per: y = — %x + 3.

14. Dibuixa també la recta d que passa per A i E, amb E = (-2, —1), I'equacio6 de la recta d que
apareix és:

d: —4x +2y = 6, equivalenta y = 2x + 3.

15. Utilitza la ferramenta Pendent per a calcular els pendents de les quatre rectes que has
dibuixat.

b) Observa que les quatre rectes que has dibuixat passen pel punt A = (0, 3), les seues equacions amb
la variable i aillada sén:

ay=x+3 by=-2x+3 c:y=—%x+3 dy=2x+3.

6. Queé tenen en comu les equacions de les rectes que passen pel punt A (0, 3)? En funcid dels resultats
anteriors realitza una conjectura i comprova-la dibuixant altres rectes que passen pel punt A.

Observa que I'equacio de totes les rectes que passen pel punt A(0, 3) son de la forma:
y =mx + 3, sent m el pendent de la recta.

En I'equacié de la recta y = mx + n, el parametre n es denomina ordenada a l'origen.

7. Quin és el valor de l'ordenada a l'origen de les quatre rectes que has dibuixat?

8. Observa les equacions de les quatre rectes que has dibuixat, dos d’elles tenen pendent positiva a i d
i les altres dos, b i c tenen pendent negativa. Relaciona el signe del pendent de la recta amb el
creixement o decreixement de la funcidé que representen.

26 Calcula dos punts de les rectes d’equacions: y = 2x + 2 e y = -+ 2, per a dibuixar-les amb
Geogebra. Indica dues propietats comunes d’ambdues grafiques.

, . . X
27 Representa, també, les rectes d’equacions: y=-3x+1iy= 7 3.
28 Quina condicié han de verificar els pendents de dues rectes perque siguen perpendiculars?
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3. CARACTERISTIQUES D’UNA FUNCIO
3.1. Continuitat

concepte de continuita una funcié és molt intuitiu (en la majoria de les funcions) ja que es
El te d tinuitat d’ f It intuit I de les f

correspon amb que la grafica es puga dibuixar sense alcar el llapis del paper. Quan acd no ocorre, es
produeixen “salts” en determinats punts que reben el nom de discontinuitats.

Exemples:

Quines funcions son continues segons el seu dibuix i quines no? Indica en aquestes ultimes el/els
valor/s de la variable independent on es produeix la discontinuitat:

-9-8-'?-6-5-4-3-2-[/2345678

=4 ' 5 -4 -3 -2 / 2 3 4 5
[—x+ ¥ si x<-1

-2 f{x)=3x* -1 st -2<x<?
e B E ; ‘3142 si x23
. -3
NO (en x = —1 té un salt infinit) NO (en x = —1 té un salt finit de 4 unitats)
y . \ ;
2 s : 4 2 /
\\_,./'/
f(x)=—x?+2+? ?
1
1
\ \\
_2 _1 1 2 3 -8 -? -6 -5 - -3 -2 -1\ \ 2 3 4 5 13 ? 8
-1
_1 5
X
R A o
P
-2 4 -3
7
,’/
Si (continua per a qualsevol valor de x) NO (en x =—2 i x = 2 té salts infinits)
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3.2. Monotonia: creixement i decreixement

Una funcio és creixent en un interval quan en augmentar el valor de la variable independent augmenta
també el de la dependent.

Una funcio és decreixent en un interval si en augmentar el valor de la variable independent disminueix
el de la dependent.

Una funcié és monotona en un interval quan és creixent o decreixent en el dit interval.

Una funcié és constant en un interval quan prenga el valor que prenga la variable independent, la
dependent pren sempre el mateix valor.

Com indiquen les definicions, la monotonia o no d’una funcié es dona en un interval. Per tant,
una funcidé pot ser creixent per a una série de valors, per a altres ser decreixent o constant,
després pot tornar a ser creixent o decreixent o constant...

Exemple:

DECREIXENT fins a x = 2 CREIXENT finsax=0

CREIXENT sempre  CONSTANT sempre |- -or M ENT des dex=2  DECREIXENT des de x = 0

3.3. Extrems: maxims i minims

Una funcié presenta un maxim relatiu (o maxim local) en un
punt quan el valor de la funcié en el dit punt és major que
gualsevol dels valors que estan al seu voltant (en el seu
entorn). Si, a més, el valor és major que en qualsevol altre
punt de la funcid, es diu que la funcié aconsegueix un maxim
absolut (o maxim global) en ell.

Maxim global

Maxim local
Una funcid presenta un minim relatiu (o minim local) en un
punt quan el valor de la funcié en el dit punt és menor que en
gualsevol dels valors que estan al seu voltant (en el seu
entorn). Si, a més, el valor és menor que en qualsevol altre

punt de la funcid, es diu que la funcié aconsegueix un minim

Minim local

Minim global
absolut (o global) en ell. 9 G ¥
commons.wikimedia.org
Si una funcié presenta un maxim o un minim en un punt, es diu
que té un extrem en el dit punt, que podra ser relatiu o
absolut.
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Exemples
5) La parabolay = x> —6x + 5 té un minim absolut al seu vértex (3, —4).
i No té maxims, ni relatius ni absolut. Abans del vertex és decreixent i
"'., després és creixent.
6) La parabola y = —2x* — 4x té un maxim :
, absolut al seu vertex (1, 2). No té minims, ni 7
/ relatius ni absolut. Abans del vertex, perax<1,la | =55 | 7 4 i i
\ L.y . . . Ny /1 \
T funcid és creixent, i després, per a x> 1, la funcid /12 \
\ és decreixent. /[ 2 "-.\
Xotof Totes les paraboles tenen un maxim o un minim L1 \
e absolut al seu vertex. [l
- - ke ] -
, 7) La funcid y = —x* + 2x? té un minim absolut a 'origen (0, 0) i dos
sl maxims en (1, 1) i en (-1, 1). Per a x < —1 és una funcid creixent, per a
PEOR T -1<x<0, és una funcid decreixent, pera 0 < x < 1 és creixent, i per a x
I\ | / \ > 1 és decreixent.
J ar ‘
-2 I,!.I -1 1 I'. 2 3
III III
|' = | sk . .
| Il Observa, en els maxims sempre la funcié passa de ser creixent a ser
|' , | decreixent, i als minims de ser decreixent a ser creixent.
' |
. x-1 . . . F |
8) La funcié f(x) = —;No té ni maxims ni minims (ni relatius ni /
absoluts). Es una funcié sempre creixent. e sizy=2d
‘|
Fl |y-2
5 |
3
] A s ., x3 .. .
9) La grafica de la funcié f(x) = Sz_gn© té maxim ni

2

minim absolut, pero té un minim relatiu cap a x=3, A(3'46,
1 2’6), i un maxim relatiu cap a x = -3, B(-3'46, —-2'6).
Observa que el valor del minim relatiu, 2’6, és major que la
+ w0 e Wy a0 del maxim relatiu, —2’6. Perd en valors proxims al minim si
és el menor valor, per aquest motiu es denominen
“relatiu”, “local”. No sén els valors majors o menors que
8 | aconsegueix la funcié, pero si Unicament mirem en un

\ 3 entorn del punt si sén valors maxims o minims.

Autor: Paco Moya
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3.4. Simetria

Una funcié parell és aquella en qué s’obté el mateix valor en substituir un nombre o el seu oposat:

f(—x)=f(x)

Aquesta propietat es tradueix en que la funci6é és simétrica respecte a I’eix d’ordenades, és a dir, si dobleguem
el paper pel dit eix, la grafica de la funcié coincideix en ambdés costats.

Exemple:

, L F(x)=x*
La funcié quadratica () és parell:

f(-x)= (—x)2 =x*=f(x)

Una funcié imparella és aquella en quée s’obté el valor contrari en substituir un nombre o el seu oposat:

fF(=x)==F(x)
Aquesta propietat es tradueix en que la funcié és simeétrica respecte a I'origen de coordenades, és a dir, si

tracem un segment que part de qualsevol punt de la grafica i passa per I'origen de coordenades, en prolongar-ho
cap a l'altre costat trobarem un altre punt de la grafica a la mateixa distancia.

Exemple:

La funcié de proporcionalitat inversa
1

f(x)==
X és imparella perque:

f(—x)=(_—1x)=_71=—f(x)
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3.5. Periodicitat

Una funcié periodica és aquella en que les imatges de la funcié es repeteixen sempre que se li afig a la
variable independent una quantitat fixa, anomenada periode.

Exemple:
Un exemple de funciod periddica és el seglient, que correspon a un electrocardiograma:
periode
: I | M i il A !
_,“:..f__/ \ _'"“/‘"I\,’/-kq 1 Ahl:\_;/\___- — ..',/ "ol r . .‘J_’/ " — __,\_,\_’_/-.\_.

S'observa clarament que la grafica es repeteix a intervals iguals, ja que els batecs del cor sén
ritmics.

Activitats resoltes

Qué significaria, a la grafica anterior, que els intervals de repeticioé no foren iguals?
Si no tenim un periode fix, voldria dir que el cor no esta funcionant de forma ritmica i, per tant,
diriem que s’ha produit una “aritmia”.

Com influiria a la grafica anterior el que el periode siga més o menys gran? Quin significat
tindria?
Si el periode és més gran, és a dir, els intervals de repeticid es troben més distanciats, tindriem
un ritme de batec més lent (menys pulsacions per minut), el que es coneix com “bradicardia”.

Si el periode és menor, passaria just tot al contrari, aco és, el cor estaria bategant més rapid del
normal (més pulsacions per minut) i tindriem una “taquicardia”.

9. Copia les seglients taules al teu quadern i assenyala totes les caracteristiques que pugues de les
funcions representades mitjancant les seues grafiques:

GRAFICA 1 CARACTERISTIQUES
i Valors variable independent:
Valors variable dependent:
Parell:
Imparell:
Punt tall eix ordenades:
Punt/s tall eix abscisses:
Continuitat:
Creixent:
Decreixent:
Maxims:
Minims:

Simetria

Monotonia

Extrems

Periodica:
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GRAFICA 2 CARACTERISTIQUES
16 Valors variable independent:
:: Valors variable dependent:
10 . . Parell:
Simetria
'8 f\f/.ivf?f _ ! ! Imparell:
i - Punt tall eix ordenades:
2 ’ Punt/s tall eix abscisses:
R R Y R e o S\ 2 a4 = Continuitat:
! | Creixent:
. Monotonia reixen
-6 Decreixent:
V3,-3V3 -8 N
( ) 1@ Extrems Majx!ms.
12 Minims:
[ Periodica:
GRAFICA 3 CARACTERISTIQUES

Valors variable independent:
Valors variable dependent:
Parell:
Imparell:
Punt tall eix ordenades:
Punt/s tall eix abscisses:
Continuitat:
Creixent:
Decreixent:
Maxims:
Minims:
Periodica:

14
12

Simetria

Monotonia

Extrems

GRAFICA 4 CARACTERISTIQUES
Valors variable independent:
Valors variable dependent:
Parell:
Imparell:
Punt tall eix ordenades:
Punt/s tall eix abscisses:
Continuitat:
Creixent:
Decreixent:
Maxims:
Minims:
Periodica:

Simetria

Monotonia

Extrems
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RESUM
CONCEPTES Exemples
.
Eix d'ordenades
_._.;‘Y
Primer
Segan- 3 Quadrant Y ] 3 o
Quadrant " .
24 34 @A=L
Ori 111
Eixos cartesians i H ooV ‘ :
coordenades d’un e 30/' Bpeteomgiices T (B R e
5 4 3 r 1 [ 1 P 3 4 5 X
punt en el pla W + "
Eix dAbscisses
Tercer 21 I
Quadrant. o  Quart i
Cuadrant
44
44
Una fyncm €s una relacio entre dues y=f (x) ~0,59-x
B magnituds de manera que a un valor
Funcio qualsevol d’'una (variable independent) li f(2)=0,59-2=1,18
fem correspondre, com a maxim, un dnic f(5)=0,59-5=2,95

valor de I'altra (variable dependent).

y = f(x) = 0,59x
(2, 118), (5, 2'95),...}

La grafica d’una funcié és la representacio

al pla cartesia de tots els parells ordenats als g

que el primer valor correspon a un qualsevol N
Grafica d’una de la variable independent i el segon al qué |
funcié s'obté en transformar-lo mitjancant la funcio:

(6, )| x e R,y =1(x)} ]

Grdfica:
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CONCEPTES Exemples

Una funcié afi és aquella funcié en que
la relacid6 entre les dos variables ve
donada per un polinomi de grau menor o
igual a un: y=f(x)= mx + n.

La representacio grafica €s una recta.
“m” rep el nom de pendent i “n” ordenada a
l'origen.

funcio constant | yn; funcié lineal o de proporcionalitat
directa és una funcié afi amb ordenada a 3
I'origen nul-la: ¥ =™ (passa per I'origen).
Una funcid constant és una funcio afi amb
pendent nul-la: ¥ =" (sempre pren el mateix
valor i la seua grafica és una recta s
horitzontal).

Funcio afi,
funcio lineal i

Una funcié quadratica és aquella funcio
en qué la relacié entre les dos variables
ve donada per un polinomi de grau dos:

y =f(x) =ax?+ bx + c.

La grafica d’aquest tipus de funcions

Funcié , R
s’anomena parabola.

quadratica

El punt més significatiu de la parabola
és el vertex i es calcula donant-li a la

. . X="
variable independent el valor 2a

Si el coeficient lider és positiu, el vertex
€s un minim i, si és negatiu, un maxim.

Autor: Paco Moya
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Continuitat
Monotonia
Extrems
Simetria
Periodicitat

Una funcié pot ser continua en un interval si
la seua grafica no pateix “trencaments”

(anomenades  discontinuitats), creixent
(decreixent) si el seu valor augmenta
(disminueix) quan ho fa la variable

independent, constant quan sempre pren el
mateix valor, parell si la imatge de la variable
independent coincideix amb el del seu
oposat, imparell quan el valor de la funcié
per a l'oposat de la variable independent
també és l'oposat i periddica si les imatges
dels valors obtinguts en sumar una quantitat
fixa (periode) a la variable independent
coincideixen.

decreixent

discontinuitat

creixent

decreixent

minim relatiu 1

No s'aprecien a la funcid:

-Intarvals on siga constant.

-Simelries.
-Periodicital

>
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EXERCICIS | PROBLEMES

Sistemes de representacid

1) Situa en un sistema de referéncia cartesia els punts seglients, triant una escala als eixos que
permeta dibuixar-los tots de forma comoda: A(5,4); B(0,2); C(-2,0); D(3,-1,3); E(1'5,0); F(0,0); G(-1,—-
2/3). Assenyala en cada cas a quin quadrant pertany el punt o, si és el cas, en quin eix esta.

2) Escriu les coordenades de tres punts situats al tercer quadrant.

3) Situa en un sistema de referéncia cartesia els punts seglients:

4) A(O0, 4); B(0, 2’3); C(0, —2); D(0, —1). Que tenen en comu tots ells?

5) Escriu les coordenades i representa tres punts de I'eix d’ordenades. Que tenen en comu?

6) Dibuixa al teu quadern un triangle rectangle amb un catet igual a 3, i el vertex de I'angle recte a
I'origen de coordenades. Indica les coordenades de tots els vértexs.

7) La seglent grafica resumeix I'excursié que hem realitzat per la serra de Guadarrama:

Distancia recorreguda
8o (enkm}

a) Quant temps va durar I'excursio?
1) Quant temps es va descansar? A quines hores?
2) Quants quildometres es van recorrer?
3) En quins intervals de temps se’n va anar més rapid que entre les 11 i les 13 hores?
4) Fes una breu descripcié del desenrotllament de I'excursio.
5) Construeix una taula de valors a partir dels punts assenyalats a la grafica.
6) Si a I'eix d’ordenades representarem la variable “distancia al punt de partida”, seria la

mateixa grafica? Amb les dades que disposes, pots fer-la?

Matematiques. 32 ESO. Capitol 1: Nombres Racionals Autor: Paco Moya
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Funcions i tipus de funcions

8) Indica quins de les seglients correspondéncies son funcions:

a) A cada nombre natural se li associen els seus divisors primers.
i) A cada circumferéncia del pla se li associa el seu centre.

9) L'alturail'’edat dels components d’un equip de basquet estan relacionats segons mostra la segiient
grafica:

1804

1604

140+

a) SiJoan té 14 anys, quina pot ser la seua altura?
29 Si Maria medeix 165 cm, quina pot ser la seua edat?

30 La relacid entre laltura i l'edat dels diferents
B components de I'equip, és una relacié funcional? Per
? b que?
H 4 31 | la relacié entre I'edat i I'altura? Realitza una grafica
B * semblant a [l'anterior per a representar aquesta
H situacio.
A
L ]
G
[
C

12 13 14 15

10) La distancia, d, recorreguda per un tren depén del nombre de voltes, n, que déna cada roda de la
locomotora.

a) Escriu la férmula que permet obtindre d conegut n, sabent que el diametre de les
rodes de la locomotora és de 78 cm.

1) Dibuixa la grafica.

2) Quina distancia haura recorregut el tren quan la roda haja donat mil voltes? (pren
com a valor de 1t el nombre 3,14).

3) Quantes voltes haura donat la roda al cap de 7 km?

11) Un bald sonda utilitzat pel Servei Meteorologic dels Pirineus per a mesurar la temperatura a
distintes altures porta incorporat un termometre. S’observa que cada 180 m d’altura la temperatura
disminueix un grau. Un cert dia la temperatura en la superficie és de 92 C. Determina:

a) Quina temperatura hi haura a 3 km d’altura?

1) A quina altura hi haura una temperatura de —30° C?

2) Escriu una férmula que permeta calcular la temperatura T coneixent l'altura A.
Confecciona una taula i dibuixa la grafica. Quin tipus de funcié és?

3) Si la temperatura en la superficie és de 12° C, quin és aleshores la formula? Quin
tipus de funcié és?

12) Dibuixa la grafica de la funcio part entera: y = E(x).

13) Un rectangle té un perimetre de 100 cm. Anomena x a la longitud d’un dels seus costats i escriu la
formula que dona I'area en funcié de x. Dibuixa la seua grafica. Quin tipus de funcid és?

14) Una caixa quadrada té una algaria de 20 cm. Com depén el seu volum del costat de la base? Dibuixa
la grafica de la funcié que resulta.
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15) Amb un full de paper de 32 cm de llarg i 22 cm d’ample es retalla un quadrat de 2 cm de costat en
cada uns dels cantons, es doblega i es construeix una caixa. Quin és el volum de la caixa? | si es
retallen quadrats de 3 cm? Quin és el volum si el costat del quadrat retallat és x? Escriu la formula i
dibuixa la grafica.

16) Escriu I'equacié de la recta paral-lela ay = 4x + 2 d’ordenada a |'origen 6.

17) Sense representar-los graficament, estableix si estan alineats els punts A(3, 4), B(7, 9) i C(13, 15).

18) Una empresa de lloguer de vehicles ofereix dues formules diferents. Formula 1: El lloga per 300
euros al dia amb quilometratge il-limitat. Fdrmula 2: El lloga per 200 euros al dia i 7 euros el
quilometre. Volem fer un viatge de 10 dies i mil quilometres, quant ens costara amb cada una de les
formules? Com no sabem el quilometratge exacte que acabarem fent, ens interessa fer un estudi
per a saber la férmula més beneficiosa. Escriu les formules d’ambdues situacions i dibuixa les seues
grafiques. Raona, a partir de dites grafiques, quina férmula és més rendible segons el nombre de
guilometres que anem a fer.

19) Es construeixen boies unint dos cons iguals per la base, sent el diametre de la base de 90 cm. El
volum de la boia és funcid de I'altura “a” dels cons. Si volem una boia per a assenyalar I’entrada de
patinets ens basta amb una altura de 50 cm: quin volum tindra? Si és per a vaixells majors es
necessita una altura de 1,5 m: quin volum tindra? Escriu I'expressio de la funcié que calcula el volum
en funcid de I'altura. Dibuixa la seua grafica.

20) Calcula el vertex, I'eix de simetria i els punts d’interseccié amb els eixos de les seglients paraboles.
Dibuixa les seues grafiques.

aAy=x>+8x-13 b)y=-x2+8x—-13 c)y=x>—-4x+2 d)y=x2+6x e)y=-
X2+ 4x -7

21) Dibuixa la grafica de y = 2x%. Fes una plantilla. Determina el vértex de les seglients paraboles i
utilitza la plantilla per a dibuixar la seua grafica:

a)y=2x>+8x—-12 b) y = -2x>+ 8x — 10 C)y=2x>—4x+2 d) y = 2x? + 6x

Ajuda: 2x% + 8x — 12 = 2(x?> + 4x — 6) = 2((x + 2)> — 4 — 6) = 2((x + 2)®> — 10). Vértex (-2,
~10)

22) El consum de gasolina d’un cotxe per cada 100 km ve representat mitjancant la grafica.

a) Quina és la variable
dependent?

1) Ilaindependent?

2) Quin és el consum per a
una velocitat de 50 km/h?

3) Aquina velocitat el consum
és de 51/100 km?

4) Utilitza la grafica per a
explicar com canvia el
consum de gasolina
depenent de la velocitat del
cotxe.
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Caracteristiques de les funcions

23) Ximo ha arribat a un acord amb son pare per a rebre la seua paga. Cobrara 20 euros al mes el primer
any, i 5 euros més per cada any que passe. Quant li correspondra d’aci a 7 anys? Fes una taula de
valors i representa la seua grafica. Es continua? Indica els punts de discontinuitat i el seu tipus.
Busca una férmula que permeta calcular la paga quan hagen passat n anys.

24) Durant un viatge, la velocitat del cotxe varia depenent del tipus de carretera, de les condicions en
que es troba, del temps meteorologic... La seglient grafica reflectix la velocitat d’un vehicle en cada
instant del trajecte que ha seguit.

_velocitat
{en km/)

10

704

tamps

{en min;

o 10 P2 30 ‘:.’o S0 &0 o 80 %0 100 110 120
25) Es funcional la relacié de dependéncia entre el temps i la velocitat?

e Quina és la variable independent? | la dependent?

e Aquina velocitat anava quan portava una hora de viatge? En quins moments anava a una
velocitat de 40 km/h?

¢ Indica els intervals als que la velocitat ha augmentat i disminuit. Ha sigut constant en algun
moment? Quan? Durant quant temps?

e Quina ha sigut la velocitat maxima aconseguida al llarg de tot el viatge? En quin moment es
va aconseguir? | durant la primera hora del mateix?

e Quina ha sigut la velocitat minima aconseguida al llarg de tot el viatge? Quan es va
aconseguir? | entre la primera mitja hora i I'hora i mitja?

26) En entrar en I'aparcament d’un centre comercial trobem un retol amb els preus que ens indiquen
gue 1 hora o fraccid costa 1’20 € i les dues primeres hores son gratis per als clients amb targeta de
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compra del centre. Fes una taula que relacione el temps amb I'import pagat durant una jornada
completa (12 hores) als casos d’un client amb targeta o sense ella. Esbossa la grafica i contesta a les
preguntes:

a) Quins valors pren la variable dependent? | la independent?
e Pots unir els punts de la grafica? Com s’ha de fer?

¢ Hi ha punts de discontinuitat? Si la resposta €s afirmativa, assenyala’ls i explica el
seu significat.

27) En estudiar el creixement d’una planta observem que durant els primers 30 dies ho fa molt de
pressa, en els 15 dies seglients el creixement és més lent i després es manté amb la mateixa altura.
Realitza un esbds de la grafica que relaciona el temps amb I’altura aconseguida per la planta.

Si tenim més informacio podem millorar I'esbds. Per exemple, fes la taula i la grafica en el
cas que el creixement de la planta s’ajuste a les seguents formules (el temps s’expressa
en dies i l'altura en centimetres):
a) Durant els primers 30 dies: altura = 4 x temps
e En els 15 dies seguents: altura = 90 + temps
e A partir del dia 45: altura = 135.
28) Un viatge realitzat per un tren, en un cert interval del mateix, ve donat de la manera seglient:

-Durant les dues primeres hores, la distancia “d” (en quildmetres) al punt de partida és
2-t+1, on “t” és el temps (en hores) de duracio del trajecte.

-Entre la 221 32 hora, la dita distancia ve donada per —t + 7.
-Entre la 321 42 hora, ambdues inclusivament, d = 4.

-Des de la 42 i fins a la 62 (inclusivament), la distancia s’ajusta a 3-t - 8.

a) Realitza una taula i una grafica que arreplegue el dit viatge de la manera meés precisa
possible (per a aix0 has de calcular, com a minim, els valors de la variable temps als
instants 0, 2, 3, 4 6).

b) Explica si la relacié anteriorment explicada entre la distancia recorreguda i el temps
tardat a recérrer-la és funcional.

c) Larelaci6é anterior, presenta alguna discontinuitat?

d) En quin moment la distancia al punt de partida és de 7 km?

e) Que indiguen els punts de tall de la grafica amb els eixos?

f) Determina els intervals on la funcio és creixent, decreixent i constant.

g) Troba els punts on la funcié aconsegueix els seus maxims i minims relatius i absoluts.
Interpreta el significat que puguen tindre.

29) Representa graficament les seglients funcions, estudiant en ella totes les caracteristiques que s’han
treballat al tema: monotonia, extrems, simetria i periodicitat.

, f(x)=|x
a) Valor absolut d’'un nombre: ( ) | |
-1
f(x)=—
> Oposatiinvers d’'un nombre: X,
> Mantissa (a cada nombre li fa correspondre la diferencia entre el dit nombre i la seua
M(x)=Xx—-E(X
part sencera): ( ) ( )
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30) Les grafiques seglients mostren |’evolucid, un dia qualsevol, de la temperatura aconseguida entre
les 7 del matii les 4 de la vesprada en quatre ciutats (Madrid, Granada, Valladolid i Sevilla):

=Ty o0 T

i
i

wmpermra
{80 *C penatag
fan )

g0

(wm

31) Estudia la monotonia de totes les grafiques.

e En alguna ciutat la temperatura s’ha mantingut constant durant tot l'interval? | en part
dell?

e Quina ciutat creus que presenta un canvi de temperatura més suau al llarg de tot el
mati?

e Tenint en compte que a Madrid I'increment de la temperatura ha sigut sempre lineal, a
Granada la temperatura minima s’ha aconseguit després de les 7 h i a Valladolid a partir
del mig dia la temperatura va baixar, indica quina grafica correspon a cada una de les
ciutats i explica quines han sigut les temperatures maximes i minimes en cada una

d’elles.
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AUTOAVALUACIO

0 Les coordenades del punt assenyalat sén:

a) (_11 2)
1 (-2,-1) , ; 2 .
2 (1' 2) —2 -1 0 1
3 (11 _2) . -1

0 LUnica grafica que no correspon a una funcio és :

w8 3
? 5 2.5
6 ~E=uE e
5 g 1.5
4 I
3 ! “q{
a) 2 i) / ‘ i) ===
T A% IR I ¥ o e
-3 -2 \\-1 a4 2 / \ e -
s -2
\wﬁfi : 2.5
-4 3

o LUnica taula que no pot ser d’una relacié funcional és:

X y X y X y X y
0 1 -1 -3 -3 9 0 2
a) 1 2 > 0 -3 > -1 1 > 1 3
2 3 1 -3 0 0 4 6
3 4 2 -3 2 4 0 3

0 LUnica funcid afi que, a més, és lineal és:

a) y=-4x » y=3x+1 > y=-2x+3 > y=-x-1

0 Lunica grafica d’'una funcié afi no constant és: N
a
) b |
>
> .
4 -3 o z 3
> o \
a AWA
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0 Ldnica funcidé quadratica és:

a) y=-2x - y=3x+1 - y=-2x*+3x - y=x3-1

0 Lafuncié quadratica que té el seu vertex al punt (3, 4) és:

a) y=-2x* b) y=3x*x+1 c) y=-2x*+3x d) y=-x*+6x-5

0 El maxim absolut de la funcid s’aconsegueix al punt:

a) g

1) LA .
2) /—

3 L I

0 L'Unica grafica que correspon a una funcié periodica és :

a)

MW A @

18 2.8 Y
N A
12 1
18
8.5
8
a) 1.5 =3 g 3
2 -1
5 4 -3 -z -1 K 2 348
5 5
~% -2.5
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Resum
L'Estadistica és una Ciencia que va sorgir per a portar la comptabilitat de I'Estat. D’aci ve el seu nom. Al
segle XX es van desenrotllar les seues técniques i es va separar de les Matematiques, passant a ser una
ciéncia amb entitat propia. Als Mitjans de comunicacié trobem freqlients estadistiques. En medicina es
necessiten metodes estadistics per a provar nous medicaments. En tot experiment cientific, després de
I'arreplegada de dades, es necessita utilitzar proves estadistiques que permeten traure informacié
d’aqueixes dades.

L'origen de la Probabilitat es troba en els jocs d’atzar. Cardano, Galileu, Pascal, Fermat sén alguns dels
matematics que es van ocupar als seus inicis.
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1. LA PRESA DE DADES

1.1. Un exemple per a realitzar una analisi

Exemple:

e La Casa de la Moneda vol estudiar quantes monedes ha d’emetre, tenint en compte les que
estan en circulacio i les que es queden atresorades (bé en cases particulars, o en maquines de
refrescos, o dipositades en un banc). S’ha fet una enquesta a peu de carrer a 60 persones i s’ha
apuntat quantes monedes portava cada una d’elles a la butxaca. Hem obtingut aquestes dades:

1217|118 |8 (9|6 |12|7|7|13|0 (109 |13|18| 7| 61112160 |10|10| 8 | 8|9 |11|10| 8

16| 8|5|2 (128 |14|14|16| 6|2 | 0 |18|10|10|12|14|6 |7 |3 |12|11|10|18| 9| 7 |12|1 (15| 8

El primer pas consisteix a fer un esquema per al recompte: usarem una taula i marcarem
baquetes cada vegada que aparega aqueix hombre.

o |/// 7\ 14 |///
1 |/ 8 |/ 11/ 15 |/
2 |/ 9 |/l 16 |///
3 |/ 10 |///1] 1] 17

4 11 |/l 18 \///
5 |/ 12 |///1] 1] 19

6 |//// 13 |// 20

Passar d’aqueix recompte a una taula de freqiliéncies absolutes és molt senzill: només cal
substituir les baquetes pel nombre que representen.
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0 3 7 6 14 3
1 1 8 8 15 1
2 2 9 4 16 3
3 1 10 7 17 0
4 0 11 4 18 3
5 1 12 7 19 0
6 4 13 2 20 0

Es molt millor analitzar les dades de manera visual. Estem més acostumats a treballar
d’aqueixa manera. Podem representar les dades de la taula de frequencies en un diagrama
de barres, on l'altura de cada barra representa la frequiéncia d’aparicio.

S I R * L =) B R + + B (o

o TR

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

El processament de dades estadistiques s'utilitza molt. Obviament no es fan les operacions a
ma, sind que s'utilitzen calculadors o fulls de calcul. Disposar d’aqueixos mitjans tecnologics
sera un bon complement per al capitol, encara que recordem que el més important és
comprendre que es fa en cada moment.

Comencarem introduint un poquet de nomenclatura. Quasi tots aquests noms els has escoltat
ja que als Mitjans de comunicacio els utilitzen moltissim
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Poblacid és el col-lectiu sobre el qual es vol fer I'estudi.

Mostra és un subconjunt de la poblacié de manera que a partir del seu estudi es poden obtindre
caracteristiques de la poblacié completa.

Individu és cada un dels elements de la poblacié o la mostra.

Exemple:

e Esvol fer un estudi sobre habits alimentaris dels estudiants de 32 d’ESO de tot Madrid. Perd com és
molt costds entrevistar tots els estudiants es decideix prendre un IES per cada districte i entrevistar
als alumnes de 32 d’ESO d’aqueixos col-legis triats.

La poblacié objecte de I'estudi seran tots els estudiants madrilenys matriculats en 32 d’ESO.
La mostra son els estudiants de 32 d’ESO matriculats als instituts triats.
Cada un dels estudiants de 32 d’ESO és un individu per a aquest estudi estadistic.

a) Volem fer un estudi de la quantitat de monedes que porten a la butxaca els estudiants de la teua
classe. Pero per a no preguntar a tots tria 10 companys a l'atzar i anota en el teu quadern
guantes monedes porta cada u.

a) Quina és la poblaci6 objecte de I'estudi?
b) Quina és la mostra triada?

c) Especifica 5 individus que pertanguen a la poblacio i no a la mostra.

1.2. Variables estadistiques

Exemple:

e En un estudi estadistic es pot preguntar coses tan molt variades com

b) Quines fruites menges al llarg d’'una setmana?

1 .-Quantes peces de fruita menges al dia?

2 .-Quantes monedes portes a la butxaca?

3 .-Quina és la teua altura?

4 .-Quantes marques de xocolate recordes?

5 .-Quines son les marques de xocolate que recordes?
.-Quants germans tens?

.-Quin és el teu color favorit per a un cotxe?

-Quant temps passes al dia veient la televisi6?
.-Quants seguidors tens en twitter?

(e}

© 00

Aqueixes preguntes poden correspondre a estudis de salut, economics, publicitaris o
socioeconomics. Algunes es responen amb un nombre i altres es responen amb un nom o un
adjectiu. Inclis hi ha diferéncies entre les que es responen amb nombres: el nhombre de
monedes que portes o el nombre de seguidors de twitter es contesten amb nombres enters,
mentres que per a trobar la teua altura o les hores que panses davant del televisor necessitem
utilitzar nombres reals (normalment amb representacié decimal).
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Una variable es diu quantitativa si els seus valors s’expressen amb nombres.

Les variables quantitatives poden ser
c) discretes si només admeten valors aillats
continues si entre dos valors poden donar-se també tots els intermedis

Una variable estadistica és qualitativa quan els seus valors no s’expressen mitjancant un nombre, sind
amb una qualitat.

1. Classifica en variables qualitatives i quantitatives les que apareixen al primer exemple d’aquesta
seccio. Per a les quantitatives indica si sén continues o discretes.

1.3. Les fases d’un estudi estadistic.
En un estudi estadistic hi ha 6 fases fonamentals:

a) Determinacio de I'objecte de I'estudi. Aco és, saber qué volem estudiar.
b) Seleccié de les variables que es van a estudiar.

c) Arreplega de les dades.

d) Organitzaci6 de les dades.

e) Representacio i tractament de les dades.

f) Interpretacio i analisi.

En aquest llibre comencarem els exemples a partir del punt 4, amb dades ja proporcionats en
els enunciats, encara que a continuacio reflexionarem un poc sobre la seleccié d’una mostra,

1.4. Metodes de seleccid d’'una mostra estadistica. Representativitat d’una
mostra

Per a arreplegar les dades i determinar els valors de la variable es pot utilitzar tota la poblacio,
tot 'univers sobre el qual es realitza I'estudi, o seleccionar una mostra. Moltes vegades no és
convenient arreplegar valors de tota la poblacio, perqué és complicat 0 massa costés, o inclus
perqué és impossible com en el cas d’'un control de qualitat en qué es destruisca I'objecte a
analitzar. La part de I'Estadistica que s’ocupa de com seleccionar adequadament les mostres
es denomina Teoria de Mostres.

Exemples:

e Sjestudiem el pes dels habitants d’una ciutat, la poblacié sera el total de les persones de la dita
ciutat.

I. Pero el més normal sera no arreplegar informacid sobre totes les persones de la ciutat (ja que
seria una labor molt complexa i costosa), sind que se sol seleccionar un subgrup (mostra) que
s’entenga que és prou representatiu.

Il. Per a conéixer la intencid de vot davant d’unes eleccions europees, municipals, autonomiques...
s’utilitzen mostres, perque preguntar a tota la poblacid seria molt costés (i aixo ja es fa en les

eleccions).
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Ill. Pero si una fabrica vol conéixer les hores de vida util d’un tipus de pereta, no pot posar a
funcionar a tota la poblacid, totes les peretes, fins que s'espatllen perque es queda sense
produccid. En aquest cas és imprescindible seleccionar una mostra.

IV. En control de qualitat es fan estudis estadistics i es prenen mostres.

Per a determinar la millor forma de seleccionar una mostra hi ha tota una part de I'Estadistica,
la Teoria de Mostres, que ens indica diversos detalls a tindre en compte:

e Com s’han de triar els elements de la mostra?

» Quin ha de ser la grandaria de la mostra?
» Fins a quin punt la mostra és representativa de la poblacié?

La forma de seleccionar la mostra, mostreig, ha de reunir unes determinades caracteristiques
perque puga caracteritzar la poblacid, ser representativa de la poblaci6. Ha de ser un
mostreig aleatori, és a dir, a l'atzar. Si la mostra esta mal triada, no és representativa, es
produeixen biaixos, errors als resultats de I'estudi.

Tots els individus de la poblacié han de tindre les mateixes possibilitats de ser seleccionats per a la
mostra.

Exemples:

e Es vol estudiar el nivell adquisitiu dels persones d’una ciutat, per al que passem una enquesta a
la porta d’uns grans magatzems, et pareix un mostreig aleatori?

No ho és. Les persones que entren en un determinat establiment no representen a tota la
poblacié.
e Faras un estudi sobre els gustos musicals dels jovens, i per a aix0, preguntes a cinc d’entre les
teues amistats, et pareix un mostreig aleatori?

No ho és. Les teues amistats poden tindre uns gustos diferents dels de la resta de la poblacio.

Metodes de seleccido d’una mostra

Hi ha diversos metodes per a seleccionar una mostra, que donarien per a analitzar en un llibre
sobre “Mostreig”. Pero és convenient conéixer algun. Vegem tres d’ells:

Mostreig aleatori simple
Tots els individus de la poblacié tenen la mateixa probabilitat de ser triats en la mostra.
Mostreig aleatori sistematic

S’ordenen els individus de la poblacié. Es tria a I'atzar un individu, i se selecciona la mostra
prenent individus mitjancant bots igualment espaiats.

Mostreig aleatori estratificat

Es divideix la poblacié en grups homogenis d’'una determinada caracteristica, estrats, per
exemple edat, i es pren una mostra aleatoria simple en cada estrat.

Matematiques 3r d’ESO. Capitol 11: Estadistica i Probabilitat Autor: Fernando Blasco
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

|

Textos Marea Verd




¢ Estadistica i probabilitat. 3r ESO

Exemple:

e S’estudia I'estat dels ossos de la poblacié d’un pais, i es divideix la poblacié en “xiquets”,

n u

“jovens”, “edat mitjana” i “tercera edat”. En cada grup es fa un mostreig aleatori simple.

Representativitat d’'una mostra

Quan es tria una mostra els dos Aspectes que cal tindre en compte son, la grandaria i la
representativitat de la mostra.

Si la mostra és massa xicoteta, encara que estiga ben triada, el resultat no sera fiable.
Exemple:

e Volem estudiar I'estatura de la poblacid espanyola. Per a aix0 triem a una persona a 'atzar i la
mesurem.

Evidentment aquest resultat no és fiable. La mostra és massa xicoteta.

Si la mostra és massa gran els resultats seran molt fiables, pero el gasto pot ser massa elevat.
Inclls, de vegades, mostres massa grans no ens proporcionen millors resultats.

Quan una mostra tinga la grandaria adequada, i haja sigut triada de forma aleatoria direm que és una
mostra representativa.

Si la mostra no ha sigut triada de forma aleatoria direm que la mostra és esbiaixada.

2. Assenyalar en quin cas és més convenient estudiar la poblacié o una mostra:

a) El diametre dels caragols que fabrica una maquina diariament.

i) L’altura d’un grup de sis amics.

3. Es pot llegir el seglient titular al periodic que publica el teu institut: “La nota mitjana dels alumnes
de 32 ESO és de 7'9”. Com s’ha arribat a aquesta conclusié? S’ha estudiat a tota la poblacié? Si
hagueren seleccionat per al seu calcul només a les alumnes, seria representatiu el seu valor?

4. En una série de televisio tenen dubtes sobre que fer amb la protagonista, si que tinga un accident o
si ha de casar-se. Faran una consulta. A tota la poblacié o seleccionat una mostra representativa?
Raona la resposta.
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2. REPRESENTACIO DE LA INFORMACIO

2.1. Exemples per a treballar

La secci6 anterior la comengavem analitzant una variable discreta: el nombre de monedes que
es porten a la butxaca. Pots repassar que féiem alli: com recomptavem les dades, com els
portavem després a una taula de freqiéncies i com representavem la informacié en un grafic.

Farem ara el mateix procés amb una variable continua.
Ja saps que:

Podem distingir entre freqiiéncies absolutes, si, com en aquest exemple, fem un recompte
del nombre de vegades que apareix cada dada. Frequéncies relatives, que estudiarem amb
més deteniment al final del capitol, i que consisteix a dividir cada freqiiéncia absoluta pel
nombre total d'observacions. Freqiiéncies acumulades, tant freqiéncies absolutes
acumulades com a frequéncies relatives acumulades si es calculen tots els valors menors o
iguals a ell.

Exemples:

e S’esta realitzant un control del pes d’un grup de xiquets. Per a aix0, es comptabilitzen el nombre
de vegades que mengen al dia una xocolatina 13 xiquets durant un mes, obtenint els nombres
seglients: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2.

La informacié obtinguda es pot resumir en una taula de freqiiéncies absolutes i freqiieéncies
absolutes acumulades:

Valors 0/ 1|2 /3 /4|5 6|7
Freqiiéncia absoluta 212141121101
Freqiiéncia absoluta 24|18 |9 1112|1213

També es pot resumir en una taula de freqiiéncies relatives i freqiiéncies relatives acumulades:

Valors 0 1 2 3 4 5 6 7
Freqiiéncia relativa 015 | 0’15 | 0’30 | 0'07 | 0'15 | 007 0 007
Freqliéncia relativa 015 | 030 | 061 | 069 | 0'84 | 092 | 0'92 1

e En una fabrica es realitza un estudi sobre la grossaria, en mm, d’un cert tipus de llandes de
refresc. Amb aquest fi, selecciona una mostra de grandaria N = 25, obtenint els valors segiients:
7'8,8'2,7'6,10'5,7'4,8'3,9'2,11'3, 7’1, 85, 10’2, 9’3, 9’9, 8'7, 86, 72, 9’9, 8’6, 10’9, 7'9, 11’1,
88,92, 81, 10’5.

Aquesta informacio es pot resumir fent cinc intervals i fent una taula de frequencies absolutes,
freqliencies absolutes acumulades, freqliencies relatives i freqiiéncies relatives acumulades
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Intervals de classe (7, (8, (9, (10, (11,
Maraues de classe 75 | 85 9'5 10’5 11’5
Frealiéncia absoluta 6 8 5 4 2
Freauéncia relativa 024 | 032 | 02 0'16 0’08
Freqiiéncia relativa 024 | 056 | 0’76 0'92 1

Exemple:

e Lesaltures dels 12 jugadors de la Seleccié Espanyola de Basquet (en metres) que van participar a
I’'Eurocopa 2013 s’arrepleguen a la taula seglient:

2’03 |1'96 (1’91 (2’11 (1’91 |1’93 |2°08 |1'99 |1'90 (2’16 |2’06 |2°03

Com les dades son continues, per a fer el recompte fixarem intervals d’altura:

entre 1’895i1'945  ////
entre 1’945 i 1’995 I
entre 1'995 i 2’045 1l
entre 2’045 i 2’095 Il
entre 2’0951 2’145 /
6. entre 2’145 2’195 /

Ara portem les dades del recompte a un diagrama de freqliencies:

ok Wb

entre 1'8951 1'945 4

entre 1’9451 1’995 2

entre 1'995 i 2’045 2

entre 2’0451 2’095 2

entre 2’0951 2’145 1

entre 2’1451 2’195 1
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En aquest cas la representacio grafica la fem amb un histograma de freqiiéncies.

354

(=]
th
L

Observa la diferéncia entre aquest grafic (corresponent a una variable continua) i el que vam
fer per al recompte de monedes (que representava una variable discreta). Aquest grafic es
denomina histograma de frequiéncies i és semblant a un diagrama de barres perdo ara
representem unes barres pegades a altres, Per a recordar que es tracta d’intervals de classe i
no de valors aillats de les variables. Al nostre exemple tots els intervals tenen la mateixa
longitud, 0’05 cm. Si les longituds dels intervals foren diferents les altures dels rectangles
haurien de ser proporcionals a l'area.

2.2. Diagrama de barres

S'utilitza per a representar dades de variables estadistiques discretes o variables estadistiques
qualitatives.

Al principi del capitol estudiant el nombre de monedes que es porten a la butxaca. Podem
utilitzar aquest tipus de grafic en altres situacions.

Nombre d’assignatures suspesses a la 1° avaluacio

X

4]

m I

0 I . -— - =—
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El grafic anterior representa el nombre d’alumnes (d’'una classe de 35 ) que han aprovat tot, el
d’alumnes amb 1 assignatura suspensa, amb dues assignatures suspenses, etc. El millor de la
representacio grafica és que d’una sola ullada sabem que 20 alumnes han aprovat tot i que
hi ha un alumne que té 7 assignatures suspeses.

També podem utilitzar diagrames de barres per a representar variables qualitatives, com
I'eleccié de la modalitat de batxillerat que cursen els alumnes d'un IES o les preferéncies
politiques dels ciutadans d’un municipi.

Nombre de vots obtinguts per diferents partits
politics a les eleccions municipals

Partit A PartitB PartitC PartitD PartitE PartitF

288 88

1

8

2.3. Histograma de freqiiéncies

Aquest tipus de grafic I'nem utilitzat abans per a representar les altures dels jugadors de la
Seleccio Espanyola de Basquet.

Es semblant a un diagrama de barres pero I'altura de cada barra ve donada pel nombre d’elements que
hi ha a cada classe.

Altres variables que podem considerar com a variables continues son el nombre d’hores que
els jévens d’'una poblacié dediquen a internet als seus moments d’'oci o la quantitat de diners
gue es porta a la butxaca (ull, aco no és el nombre de monedes).
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¢ Estadistica i probabilitat. 3r ESO

Hores d'oci dedicades a Internet

000
2500
2000

1500

=r . Fry

Al grafic que incloem a continuacio les marques de I'eix de les x es refereixen als trams de
diners expressats de 5 en 5 euros. L'altura del grafic es correspon amb la quantitat d’alumnes
gue porten agueixa quantitat de diners. D’'una simple ullada es veu que hi ha un poc més de
150 alumnes que porten entre 5 € i 10 € a l'institut i que poc més de 40 alumnes porten entre
25€130 €.

Diners que porten els estudiants a lMnstitut

o
a
[

I
.
o

Les barres s6n més amples i apareixen unes a continuacio d’altres per a destacar que estem
representant una variable continua i que les altures es corresponen amb individus dins d’un
interval de dades. Pero recorda, si els intervals foren distints, les altures dels rectangles serien
proporcionals a l'area.
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¢ Estadistica i probabilitat. 3r ESO

2.4. Poligon de freqiiéncies

S'utilitza als mateixos casos que I'histograma. Pero doéna idea de la variacié de la tendencia.
La linia poligonal es construeix unint els punts mitjans dels costats superiors dels rectangles.

Hores d'oci dedicades a Internet

00

JO00

2000
1500

W00

J 3

A Ne
v=Uuo

2.5. Diagrama de sectors

En algunes ocasions ens interessa fer-nos a la idea de la proporcié que té cada resultat en
relaci6 amb els altres. S'utilitza molt amb variables qualitatives. Per exemple, aquesta
representacio s'utilitza per a mostrar els resultats d'unes les eleccions quan volem comparar
els vots obtinguts pels diferents partits.

En un diagrama de sectors apareixen representats sectors circulars. Langle d’aquests sectors és
proporcional a la freqliencia absoluta.

Reprenent I'exemple dels resultats obtinguts per diferents partits politics representarem
aqueixos mateixos resultats mitjancant un diagrama de sectors:

Vots obtinguts pels diferents
partits politics
B Parik A
®Farie B
Farik C
¥ Fartt D
® Parte E
Parik F
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Activitats proposades

5. Reuneix a 10 amics. Reconta quantes monedes de cada valor (1centim, 2 céntims, 5 céntims, ...)
teniu entre tots. Representa mitjancant un grafic adequat el nombre de monedes de cada classe que
hi ha. Hi ha algun altre diagrama que et permeta veure quins tipus de monedes s6n més abundants
en la mostra que has pres?

6. A la classe d’Educacié Fisica el professor ha mesurat el temps que tarda cada alumne a recérrer 100
metres. Els resultats estan en aquesta taula:

14’92 |13’01 |12°22 |16’72 |12°06 |10°11 |10’58 |18’58 |20°07 [13’15 [20'10 (12’43 (17’51 |11’59 |11°79

16’94 (16’45 |10'94 |16°56 |14’87 |17°59 (13’74 19’71 |1863 |19'87 |11’12 |12'09 |14’20 |18’30 |[17°64

Agrupa aquests resultats per classes comengant en 10 segons i fent intervals de longitud 1
segon. Realitza una taula de frequiencies i representa adequadament aquestes dades.
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3. PARAMETRES ESTADISTICS

3.1. Introduccio

Segur que saps qué és la mitjana de dos nombres i probablement saps calcular la mitjana
d'una serie de dades. Perd a més d’aqueixa mesura estadistica hi ha altres mesures que
poden ser interessants per a conéixer propietats de les dades que tenim.

Ara estudiarem les mesures de centralitzacié (mitja, mitjana i moda) que ens proporcionen
un valor de referéncia entorn del que es distribueixen les dades i les mesures de dispersio
(recorregut, desviacid mitjana, variancia i desviacio tipica). Aquestes mesures ens indiquen
com estan de separats les dades entorn de la mitja.

Exemple:

e Imagina que en dos examens de matematiques obtens un 6 i un 5. La mitja és 5.5. Suposa ara que
les notes que has tingut sén 10 i 1. La mitja també és 5.5 pero hauras d’estudiar-te la part en que
has tret 1 per a recuperar. Les mesures de dispersié ens van a servir per a detectar quan tenim
valors extrems, allunyats de la mitja.

3.2. Mesures de centralitzacio

La mitja es calcula sumant tots els valors i dividint entre el nombre de dades.

Si x1, x2, ..., Xxn SON els valors que pren la variable estadistica que estem considerant, la mitja es
representa perx i es calcula mitjancant la férmula:

X1+ Xy + o+ X,

X =
n

Aqueixa suma es pot escriure abreviadament com x = % El simbol X s'utilitza habitualment
per a representar sumes de diversos sumands. L'utilitzaras molt a partir d’'ara.

Per a calcular la mitjana s’ordenen totes les dades de menor a major i ens quedem amb el que ocupa la
posicié central. Si tenim un nombre parell de dades, prenem com a mitjana la mitja dels dos nombres
gue ocupen les posicions centrals. La representarem per Me.

La mitjana Me és un valor tal que el 50 % de les observacions son inferiors a ell.

Els quartils Q1, Q2 i Q3 sbn els valors tals que el 25 %, 50 % i 75 % (respectivament) dels
valors de la variable son inferiors a ell. Per tant la mitjana coincideix amb el segon quartil.

Usem el terme moda per a referir-nos al valor que més es repeteix. La denotem per Mo.
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Activitats resoltes

e Continuem utilitzant les dades d’estatura corresponents als 12 jugadors de la Seleccié Espanyola
de Basquet (veure seccid 2.1 d’aquest capitol). L’estatura mitja es calcula sumant totes les
altures i dividint entre el nombre de dades.

203+206+216+190+199+208+193+1'91+211+1'91+ 196 + 2’03 = 24’07
2'0058.

En aquest exemple no podem parlar de moda, ja que no hi ha un Unic valor que siga el que
MEs es repeteix.

La mitjana en aquest cas és 2'01. Per a calcular-la ordenem totes les dades de menor a major
i ens quedem amb la que ocupa la posicid central. Com en aquest cas tenim un nombre
imparell de dades, prenem com a mitjana la mitja aritmética dels 2 que ocupen les posicions
centrals.

Les dades, després d’ordenar-les, quedarien aixi:

1’90 (1’91 (1’91 |1'93 |1'96 |1'99 |2°03 |203 [2’06 (2’08 (2’11 |2'16

Mitja d’ambdés = 2’01

Per a calcular els quartils hem de dividir el total de dades, en aquest exemple 12, entre 4, (0
multiplicar per 0’25 que és el mateix) i obtenim 3. Per tant el primer quartil observem que esta
entre 1’91 i 193, fem la mitja i obtenim que Qi = 1'92. Per a calcular el tercer quartil
multipliquem per 3 i dividim per 4, (o multipliquem per 0'75) i en aquest cas s’obté el valor que
esta entre 9, 2°06, i 10, 2’08, per la qual cosa Qs = 2'07.

3.3. Mesures de dispersio
Recorregut és la diferéncia entre la dada major i la dada menor. També es denomina rang.

Desviacié mitja és la mitja de les distancies de les dades a la mitja dels dades de qué disposem.

DM = |x, — x| + |x; — X| + ... + |x, — X| :Z|xl-—f|

n n
Varianga és la mitja dels quadrats de les distancies de les dades a la mitja.

(1 =02+ (=0 4.+ (o —0)? _ T(xi—%)?

Varianca =
n n

Equivalentment (desenrotllant els quadrats que apareixen en l'expressi0) es pot calcular
mitjancant aquesta altra expressio:

Xx;2 _
— X

Varianga =
n
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Desviacio tipica és I'arrel quadrada de la varianca.

Es representa per c.

Recorregut interquartilic o interval interquartilic és la distancia entre el tercer i el primer
quartil:

R = Recorregut interquartilic = Qs — Q.

Aquestes formules provenen de diferents formes de mesurar les distancies. Per al calcul de la
desviacié mitja s’'usen valors absoluts, que és com es mesura la distancia entre nombres a la
recta real. La desviacio tipica té a veure amb la forma de mesurar distancies al pla (recordem
gue la hipotenusa d’un triangle és l'arrel quadrada de la suma dels quadrats dels catets). No
cal que comprengues ara d'on ixen aquestes formules pero si que és convenient que sapies
gue no és per capritx dels matematics que les van inventar. Cada cosa al seu temps...

Activitats resoltes

e Tornem a usar les dades de I'exemple de la Seleccié Espanyola amb que treballem.

Recorregut: 2’16 — 1'90 = 0’26 (metres). A¢o és la diferéncia d’altures entre el jugador més alt
i el més baix.

Per a calcular la desviacié mitja primer calcularem la suma que apareix al numerador.
Després dividirem entre el nombre de dades.

|2'03 — 2'0058| + |2'06 — 2'0058| + [2'16 — 2'0058| + |1'90 — 2'0058| + |1'99 — 2'0058| +
|2'08 — 2'0058]| + |1'93 — 2'0058| + |1'91 — 2'0058]| + |[2'11 — 2'0058| + |1'91 — 2'0058| +

|1'96 — 2’0058 + |2'03 — 2'0058| = 0’0242 + 0’0458 + 00958 + 0’1042 + 0’0958 + 0’0758 +
0’0742 + 0’0158 + 0’1058 + 0’1542 + 0’9458 + 0’0242 = 0’87

Aixi la desviacié mitja és 0'87/12 = 0’0725

Per a calcular la variangca primer calcularem la suma que apareix al numerador, de forma
semblant a com acabem de fer. Després acabarem dividint entre el nombre de dades.

(2'03 — 2'0058)2 + (2'06 — 2'0058)2 + (2'16 — 2'0058)2 + (1'90 — 2'0058)2 + (199 — 2'0058)2 +
(2'08 — 2'0058)2 + (1'93 — 2'0058)2 + (1'91 — 2'0058)2 + (2'11 — 2'0058)2 + (1'91 — 2'0058)2 +
(1'96 — 2'0058)2 + (2'03 — 2'0058)2 = 0°08934

Matematiques 3r d’ESO. Capitol 11: Estadistica i Probabilitat Autor: Fernando Blasco
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Marea Verd



¢ Estadistica i probabilitat. 3r ESO

Aixi la varianca és 0'08934/12 = 0’00744

La desviacié tipica és 'arrel quadrada de la varianca: o = v0'00744 = 0'08628.

Recorregut interquartilic o interval interquartilic es calcula restant Qz — Q1 = 2'07 — 1’92 =
0'15.

Les mesures de posicié ens permeten realitzar un altre tipus de grafic estadistic que s’anomena el grafic
de caixa.

3.4. Calcul detingut dels parametres estadistics

El més comode per a calcular parametres estadistics és utilitzar un full de calcul. Les
calculadores cientifiques també incorporen funcions per a obtindre els principals parametres
estadistics. Per a saber com usar la teua calculadora pots llegir el manual que ve amb ella.

Ara veurem com es poden utilitzar les taules de frequiéncies per a calcular la mitja i la varianca.

Quan hi ha valors repetits en compte de sumar aqueix valor diverses vegades podem multiplicar el valor
per la seua freqliencia absoluta. També, el nombre de dades és la suma de les freqliéncies.

D’aguesta manera obtenim la segient férmula per a la mitja

Xfi %
Xfi

X =

Analogament, la variancga es pot calcular mitjancant

. i (xi=%)*
Varianga =¢? = &+~
& 3fi
0, alternativament, mitjancant I'expressio
0_2 — Zﬁ : xl2 fz

(Aquestes dues formules son equivalents. La segona expressio s’obté desenrotllant els
guadrats de la primera i simplificant).

Per tant la desviacio tipica es calcula:

Sfi(i—0)?_ |Efixiz o
= = — X
g \/ o \/ TR
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e Les notes de 15 alumnes en un examen de matematiques es reflecteixen a la segiient taula

7 7 6 6 10 1 4 5 5 3 9 5 5 8 6

Volem calcular la seua mitja i la seua varianca.

En primer lloc, elaborem una taula de freqiencies amb aqueixes dades:

Xi fi

1 1

2 0

3 1

4 1

5 4

6 3

7 2

8 1

9 1

10 1
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Afegim una columna en que escriurem el resultat de multiplicar la freqiéncia i el valor, ago és,

xi * fi.
Xi fi Xi. fi
1 1 1
2 0 0
3 1 3
4 1 4
5 4 20
6 3 18
7 2 14
8 1 8
9 1 9
10 1 10
>fi=n=15 > xj-fi=87

Sumant les frequencies (columna central) obtenim el nombre de dades.

Aixi la mitja és el quocient entre la suma de la columna de la dreta entre la suma de la columna
central.

87

E=58

X =
Per a calcular la varianga afegirem una columna més a la taula anterior. En aqueixa columna
escriurem el producte de la freqiéncia pel quadrat del valor.
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Xi fi Xi- fi xi2. fi
1 1 1 1

2 0 0 0

3 1 3 9

4 1 4 16
5 4 20 100
6 3 18 108
7 2 14 98
8 1 8 64
9 1 9 81
10 1 10 100

> fi=n=15 > xi-fi=87 |YXx?-fi=577

77

Aixi la varianga és 02 = 51—2 —5'8% = 14’4433

| la desviacié tipica és o = V14’4433 = 3'8004.

Matematiques 3r d’ESO. Capitol 11: Estadistica i Probabilitat Autor: Fernando Blasco
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

.!E!Eiiiilll-'1
Textos Marea Verde



H* Estadistica i probabilitat. 3r ESO

3.5. Interpretacid conjunta de la mitja i la desviacid tipica

Hem vist que la desviacio tipica ens mesura la distancia de les dades respecte de la mitja. Ens
déna molta informacid. Informa sobre com s’agrupen
les dades al voltant de la mitja.

Si les dades que hem arreplegat tingueren una
distribuciéo normal (de moment no sabem el que aco
significa exactament dins de I'Estadistica, pero pots
suposar que significa aixo, que sén normals, que no
els passa gens estrany) resulta que a l'interval entre
la mitja menys una desviacié tipica i la mitja més una
desviacié tipica estan més del 68 % de les dades. A Mitia i desviacié tipica. Imatge de wikipedia
I'interval entre la mitja menys 2 desviacions tipiques i

la mitja més 2 desviacions tipiques estan més del 95 % de les dades, i entre la mitja menys 3
desviacions tipiques i la mitja més 3 desviacions tipiques estan més del 99'7 % de les dades.

34.19% 34.1%

0.0 01 02 03 04

H=30 HY—-20 M-0O H H+0 H+20 p+30

Es podria dir que quelcom, per exemple la intel-ligéncia d’'una persona, I'altura d’una planta o
el pes d’'un animal... és normal si esta dins d’aqueix interval (¥ — o, X + o), que és intel-ligent,
alt o pesat si esta entre (¥ + o, X + 2c), 0 que €s un geni, gegant o molt pesat si esta a
I'interval (x + 2o, X+ 30).

Observa que estem dient que practicament totes les dades disten de la mitja menys de 3
desviacions tipiques i que més del 68 % disten menys d’'una desviacio tipica. Aco sera de gran
utilitat perque connecta amb altres branques de I'Estadistica. Fins ara hem estat descrivint el
gue ocorre. Ara podrem prendre decisions, inferir o predir amb una certa probabilitat el que
ocorrera. Per aix0 estudiarem a continuacio les probabilitats.
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3.6. Diagrama de caixes o de bigots

El diagrama de caixes €s una representacio grafica en que s'utilitzen els quatrtils, la mitja, els
valors maxims i minims... intentant visualitzar tot el conjunt de dades.

Es forma un rectangle (o caixa) els costats del qual son els quartils (Q1 i Q3) i on s’assenyala al
centre, la mitjana (Me). S’afigen dos bracos (0 bigots) on s’assenyalen els valors maxim (Max) i
minim (Min).

Es poden calcular, a més, uns limits superior i inferior. L'inferior, Li; €és Q1 — 1’5 per l'interval
interquartilic, i el superior Ls és Qs + 1’5 per l'interval interquartilic.

Exemple

e Neus ha tingut en Matematiques les notes seglients: 8, 4, 6, 10 i 10. Calcula el seu recorregut, la
varianca, la desviacié tipica, els quartils i l'interval

interquartilic.
Ordenem les dades: 4 < 6 <8 < 10 < 10, i calculem que: Max T s
Mitjana = Em = 8. Q3 : r
Qi=6. Qs = 10. Ve Ineraurtii
Interval interquartilic = 10 — 6 = 4. at P l
Els bigots ens indiquen: Min _ilu
Max = 10. Min = 4.
Ls = Q3 +4*1’5 = 16. Li=Q1-4*15=0.

En aquest exemple el maxim és igual a 10, que és menor que el possible extrem superior, igual
a 16. El minim és 4, major que I'extrem inferior, per tant no hi ha valors atipics que siguen
majors que el limit superior o menors que el limit inferior. Els extrems dels bigots, al nostre
exemple son 10 4.

El diagrama de caixa és el de la figura del marge.
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4. INTRODUCCIO AL CALCUL DE PROBABILITATS

4.1. Conceptes basics en probabilitat

Tots els dies apareixen a la nostra vida fets que tenen a veure amb la probabilitat. Si juguem al
parxis, intuim que més o menys una de cada 6 vegades eixira un 5, amb la qual cosa podrem
traure una fitxa a recorrer el tauler. Al ‘Monopoly' traure un doble tres vegades seguides ens
envia a la preso (“sense passar per la casella d’eixida”). Aco no ocorre moltes vegades; no
obstant aixo, tots els que hem jugat a acdo hem anat a la preso per aqueix motiu.

La probabilitat és una mesura de com és de factible que tinga lloc un determinat succés.

Per a estudiar la probabilitat, hem d’introduir alguns noms. Ho anem a fer amb ajuda d’'un cas
concret.

Exemple

e Imaginem que tenim una bossa amb 5 boles: 2 blanques, 2 roges i una negra. Fem el seglient
experiment aleatori: ficar la ma a la bossa i mirar el color de la bola que ha eixit.

Hi ha 3 casos possibles: “que la bola siga blanca”, “que la bola siga roja” o “que la bola siga
negra”. Abreviadament els representarem per blanca, roja o negra (també podrem representar
els colors o escriure B, R 0 N; recorda que en matematiques sempre s’ha de simplificar, inclas
la manera d’escriure).

L’espai mostral és el conjunt de tots els casos possibles : {B, R, N}.

Els diferents successos soén els subconjunts de I'espai mostral. Al nostre exemple els
successos possibles son {B},{R}, {N}, {B,R}, {B,N}, {R,N}, {B,R,N}.

Es segur que en el nostre experiment la bola que traiem és “blanca”, “negra” o “roja”. Per aixo
a I'espai mostral se 'anomena també succés segur.

Recorda aquests noms:

Un experiment aleatori és una accio (experiment) el resultat de la qual depén de I'atzar.

A cada un dels resultats possibles d’'un experiment aleatori li cridarem cas o succés individual.
El conjunt de tots els casos possibles s’"anomena espai mostral o succés segur.

Un succés és un subconjunt de I'espai mostral.

Exemples.
e Baralla espanyola de 40 cartes. Experiment: traiem una carta a I'atzar i mirem el seu pal.
Espai mostral {ors, copes, espases, bastos}
1 Experiment: llancem simultaniament 1 moneda d’euro i una de 2 euros a l'aire.

Espai mostral:{Cara-Cara, Cara-Creu Creu-Cara, Creu-Creu}
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Experiment: llancem simultaniament 2 monedes d’1 euro (indistingibles)

Espai mostral: {Ixen 2 cares, Ixen 2 creus, Ix 1 cara i una creu}

3 Experiment: llancem una moneda d’1 euro i apuntem qué ha eixit; la tornem a llangar i apuntem
el resultat.

Espai mostral: {CC, CX, XC, XX}

4 Experiment: llancem simultaniament dos daus i sumem els nombres que es veuen a les cares
superiors.

Espai mostral:{2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12}

5 Experiment: llancem un dau usual i sumem els nombres que apareixen a la cara superiorila cara
inferior (la que no es veu, que esta sobre la taula).

Espai de successos: {7}

Als exemples anteriors, (2) i (4) s6n equivalents: els possibles resultats del llancament de 2 monedes
gue es distingeixen sén els mateixos que els del llancament d’'una mateixa moneda dues vegades (per
exemple, equiparem el resultat del llancament de la moneda d’1 euro de I'exemple 3 amb el primer
llangament de la moneda de I'exemple 4 i el resultat del llangament de la moneda de 2 euros amb el
segon llangament).

A l'experiment 6 sempre ix el mateix resultat (per alguna rad els punts en els daus usuals es
distribueixen sempre de manera que les cares oposades sumen 7). Tecnicament aquest no és un
experiment aleatori, ja que el resultat no depen de I'atzar.

7. Para cada un dels exemples 1 a 5 anteriors indica 3 successos diferents que no siguen successos
individuals.

8. Enuna bossa tenim 10 boles roges numerades de I'1 al 10. Es fan els dos experiments seglents:

EXPERIMENT A: Es trau una bola de la bossa i es mira el seu color.
EXPERIMENT B: Es trau una bola de la bossa i es mira el seu nombre.
Quin d’aquests experiments no és un experiment aleatori? Per que?

9. Per a I'experiment que si que és un experiment aleatori indica el seu espai mostral.

10. Una baralla francesa té 52 cartes, distribuides en 13 cartes de piques, 13 de cors, 13 de trévols i 13
de diamants. Les piques i els trévols son cartes negres mentres que els cors i els diamants sén cartes
roges. Es mescla la baralla, es talla i es fa I'experiment seglient: agafar les dues cartes que han
guedat dalt del tot i observar de quin color sén.

Descriu I'espai mostral.
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4.2. Calcul de probabilitats

Ja hem indicat que la probabilitat és una mesura que ens indica el grau de confianca que
océrrega un determinat succes.

La probabilitat s’expressa mitjancant un nombre comprés entre 0i 1.

Si aqueix nombre esta proxim a 0 direm que és un succés improbable (ull, improbable no vol
dir que siga impossible), mentres que si esta proxim a 1 direm que aqueix succés sera molt
més probable.

Exemple

e En una bossa que conté 20 boles blanques introduim una bola negra (indistingible al tacte).
Mesclem bé les boles de la bossa, i realitzem I'experiment consistent a ficar la ma a la bossa i traure
una bola.

Sense que hagem estudiat res formalment sobre probabilitat. Qué penses que és més
probable, que la bola treta és blanca o que és negra? Estarem d’acord en qué és més probable
traure una bola blanca.

Ara ja si que podem plantejar-nos una pregunta: En quina mesura és més probable traure una
bola blanca?

No és dificil de calcular. Les dades que tenim soén els seglents

b) la bossa té 21 boles
e 1 bola és negra

e 20 boles sén blanques

La probabilitat de traure la bola negra és 1 d’entre 21. La probabilitat de traure una bola blanca
és de 20 entre 21.

El que acabem d'utilitzar és conegut com a Llei de Laplace. Si tots els casos d'un espai
mostral son equiprobables (aco és, tenen la mateixa probabilitat d’océrrer), i S és un succés
d’aqueix experiment aleatori es té que

nombredecasosfavorablesalsuccésS

P(S) =
Q) nombredecasospossibles

Exemple.

e Mesclem una baralla espanyola de 40 cartes (els pals son ors, copes, espases i bastos i en cada pal hi
ha cartes numerades de I'1 al 7 a més d’una sota, un cavall i un rei).

Es realitza I'experiment consistent a tallar /a baralla i quedar-nos amb la carta superior.
Considerarem els successos seguents:

a) Obtindre una figura
» Obtindre una carta amb un nombre imparell
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>
>
>

Obtindre una carta d’espases
Obtindre una carta d’espases o una figura
Obtindre la sota d’ors

En principi les cartes no estaran marcades, amb la qual cosa la probabilitat que isca cada una
d’elles és la mateixa. Aco és, estem davant d’'un experiment aleatori amb tots els casos
equiprobables.

a)

b)

d)

A la baralla hi ha 12 figures (3 per cada pal). Aixi

Casos favorables: 12
Casos possibles: 40
Probabilitat: 12/40= 3/10

Per cada pal hi ha 4 cartes amb nombres imparells: 1, 3,51 7.

Casos favorables: 16
Casos possibles: 40
Probabilitat: 16/40=2/5

Hi ha 10 cartes d’espases a la baralla

Casos favorables: 10
Casos possibles: 40
Probabilitat: 10/40=1/4

Hi ha 10 cartes d’espases i a més altres 9 figures que no son d’espases (clar, les 3
figures d’espases ja les hem comptat).

Casos favorables: 19
Casos possibles: 40
Probabilitat: 19/40

Nomeés hi ha una sota d’ors

Casos favorables: 1
Casos possibles: 40

Probabilitat: 1/40

El que és capac de calcular probabilitats rapidament té avantatge en alguns jocs en qué es
mescla atzar amb estrategia. Per exemple, jocs de cartes o de domino. Si sabem quines cartes
o fitxes s’han jugat podem estimar la probabilitat que un altre jugador tinga una determinada
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jugada. Obviament en aqueixos casos no quantifiguem (no fem els calculs exactes) pero si que
estimem si tenim la probabilitat al nostre favor o en contra nostre.

Girolamo Cardano (1501-1576) va ser un personatge inquiet i prolific. A més de dedicar-se a
les matematiques era metge, pero també era un jugador. De fet ell va ser qui va escriure el
primer treball que es coneix sobre jocs d'atzar. Un segle després el Caballer de Meré, un
conegut jugador, va plantejar a Blas Pascal diversos problemes que li apareixien a les seues
partides. Un dels problemes que li va plantejar és el del repartiment dels guanys quan una
partida s’ha d’interrompre. Aquest problema ja havia sigut tractat amb anterioritat per Lucca
Pacioli (el matematic que va inventar la taula de doble entrada per a ajudar als Medici a portar
la comptabilitat de la seua Banca).

El problema enunciat i resolt per Pacioli és aquest:

e Dos equips juguen a la pilota de manera que gana el joc el primer equip que gana 6 partits. L’aposta
és de 22 ducats, que se’ls portara el guanyador. Per algun motiu cal interrompre el joc quan un
equip ha guanyat 5 partits i I'altre 3. Es vol saber com repartir els 22 ducats de I'aposta, d’una
manera justa.

Pensa-ho!

A pesar d’haver passat a la historia de les matematiques, la solucié que va donar Pacioli a
aquest problema hui no es consideraria correcta per no tindre en compte la probabilitat. Que
proposes tu? Aquest és un problema curids, pergue no tenim totes les dades ni coneixem les
probabilitats que intervenen a la seua resolucio, perdo és un bonic exemple per a pensar en
equip i discutir sobre el tema. Dir que és i qué no és just és molt complicat.

Activitats resoltes

e Una bossa de boles conté 26 negres i 26 roges. Es mescla el contingut de la bossa, es fica la ma i es
trau una bola, es mira el color i es torna a la bossa. A continuacid es trau una altra bola i es mira el
color. Quina és la probabilitat que hagen eixit una bola roja i una bola negra?

Abans de continuar llegint, pensa-ho. Si t'equivoques no passa res: el sentit de probabilitat no
el tenim massa desenrotllat, pero aquest és el moment de fer-ho.

Aquest problema I'hem plantejat moltes vegades a altres estudiants. Alguns diuen que la
probabilitat és 1/3 perque hi ha 3 casos possibles: Roja-Roja, Negra-Negra i Roja-Negra.
Aqueixa resposta no €s correcta.

En realitat el succeés traure una bola de cada color consta de 2 casos Roja-Negra i Negra-Roja.
Depenent de com haguérem escrit I'espai mostral o de com haguérem plantejat el problema
aqueix detall es podria veure amb major o menor claredat.

Aixi, la probabilitat de traure una bola de cada color és, en realitat 1/2.
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Roja

26/52=1/2_a"* (1/2)*(1/2)=1/4

Roja

26/52=1/2 Negra

26/52=1/2 (1/2)*(1/2)=1/4

Roja
(1/2)*(1/2)=1/4

26/52=1/2

26/52=1/2
Negra

26/52=1/2 Negra

(1/2)*(1/12)=1/4

Si no t'ho creus pots fer un experiment: sera dificil que tingues 26 boles negres i 26 boles
roges, pero si que és facil que tingues una baralla francesa. Mescla-la, talla i mira el color de la
carta que ha quedat dalt al munt6. Apunta-ho. Torna a deixar les cartes en la baralla, torna a
mesclar, talla de nou i mira el color de la carta que ha quedat dalt ara. Apunta els colors.
Repeteix aquest experiment moltes vegades: 20, 50 o 100.

Si tens en compte els resultats veuras que, aproximadament, la meitat de les vegades les dues
cartes son del mateix color i I'altra meitat les cartes s6n de colors diferents. Amb aixo, hem
pogut “comprovar” que la probabilitat d’aqueix succeés era 1/2.

Una altra forma que et pot ajudar a raonar sobre aquest problema, i molts altres de probabilitat,
és confeccionar un diagrama en arbre. La primera bola que traiem té una probabilitat de ser
Roja igual a 26/52 = 1/2. Aqueix nombre I'escrivim a la branca de I'arbre. Si tornem a la bossa
la bola i tornem a traure una altra bola de la bossa, la probabilitat que siga Roja torna a ser
26/52 = 1/2. Completem amb identic raonament la resta de les branques.

La probabilitat que les dues boles que hagem tret siguen roges és el producte de les seues
branques: (1/2)-(1/2) = 1/4. La mateixa probabilitat obtenim per als successos Negra-Negra,
Negra-Roja i Roja-Negra. La probabilitat de Roja-Negra és per tant 1/4, igual a la de Negra-
Roja. Com son successos elementals la probabilitat que les dues boles siguen de distint color
és lasuma: 1/4 + 1/4 = 1/2.
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4.3. Probabilitat i freqiiéncia relativa

Al principi del capitol, quan introduiem els principals conceptes estadistics, parlavem de la
freqUencia. A aqueixa frequiéncia se 'anomena freqiéncia absoluta per a distingir-la d'un altre
concepte, que és molt més proxim a la probabilitat.

Anomenarem freqiiéncia relativa d’un resultat d’un experiment aleatori a la seua freqiieéncia absoluta
dividit entre el nombre de repeticions de I'experiment.

Exemple

e Llanca un dau 60 vegades, copia aquesta taula al teu quadern i apunta el que ix:

Si dibuixes un diagrama de barres amb els resultats de I'experiment obtindras un paregut a
aquest:

Simulacié del llancament d'un dau
14

12

| I I I I
0 I I
1 2 3 4 5 6

La freqUéncia relativa de cada un dels casos és prou pareguda a la probabilitat d'aqueix cas
(que és 1/6).

00

(=]

£

2%

Exemple.

e Feix ara un altre experiment: llanca 2 daus 60 vegades i apunta la suma dels valors dels dos daus en
aquesta taula.
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Dibuixa ara un diagrama de barres. El que obtindras sera un paregut a aquest:

Suma dels punts en dos daus
16

14

12

10 ‘ |
; I I | I I I o
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Si la probabilitat “s’ha de paréixer” a les frequéncies relatives, en aquest cas veiem que el
succeés que la suma done 7 és meés probable que qualsevol dels altres. | molt més probable
gue que la suma done 2 o que la suma done 12.

[+4]

)]

E-Y

(%)

La llei dels grans nombres ens diu que quan es repeteix moltes vegades un experiment aleatori la
freqliencia relativa de cada succés S s’aproxima a la seua probabilitat. Com més gran siga el nombre de
repeticions, millor va sent I'aproximacio.

En aquest cas I'Gtil és utilitzar les frequéncies relatives per a estimar probabilitats quan
aquestes no sén conegudes.

11. En alguns llocs d’Espanya es continua jugant a la taba. La taba és un os de corder que no és regular.
Pot caure en quatre posicions distintes. Podem pensar en ella com si féra un dau “rar”.

Considera I'experiment “llancar la taba a l'aire i veure la que marca la seua cara superior: clot,
panxa, rei i botxi”.

Aproxima la probabilitat de cada un dels casos d’aquest experiment aleatori.
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fMlrratran: \Ailrimmadia Cammnanc)

12. La teua calculadora probablement tindra una funcié que serveix per a generar nombres aleatoris.
Normalment déna un nombre comprés entre 0i 1.

Realitza I'experiment aleatori “genera un nombre aleatori i apunta el seu segon decimal’. Fes
40 repeticions d’aquest experiment. Dibuixa un histograma de frequencies.

13. La probabilitat no és un concepte intuitiu. Per a aix0 farem una prova. Considerarem l'experiment
aleatori llan¢ar una moneda. Copia la taula al teu quadern

14. Escriu en la 12 fila d’aquesta taula el que tu creus que eixiria en repetir I'experiment 30 vegades.
Pensa-ho i ompli la taula. Com tu vulgues (inventa-t’ho, pero “amb sentit”).

1) Ala 22 fila de la taula escriu el resultat real de 30 llancaments de la moneda.

Que observes en ambdds casos? Alguna pauta? Presta atencié a aquestes questions per a
cada una de les files de la taula.

Hi ha més o menys 15 cares i 15 creus?
Apareixen grups seguits de cares o creus?
Quin és el nombre més gran de cares que han eixit seguides? | el de creus?

Normalment quan “t'inventes” els resultats si que sols posar la meitat de cares i la mitat de
creus. En un experiment aleatori aquests nombres estan prop de la meitat perd no solen ser la
meitat exacta.

Quan t’ho inventes, en general poses pocs grups seguits de cares o creus.

El cervell ens enganya i en temes probabilistics hem d’educar-lo molt més. Per aixd aquest tema és molt
important, encara que siga el que moltes vegades es queda sense donar. Ens ajuda a que, com a
ciutadans, no ens enganyen. Ni amb loteries, ni amb cartes, ni amb estadistiques electorals.
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CURIOSITATS. REVISTA

/ Un problema resolt: Les tres ruletes \
Disposem de tres ruletes A, B i C cada una d’elles dividida en 32 sectors iguals amb distints punts:

A: 8 sectors amb la xifra 6 i 24 sectors amb la xifra 3.

B: 16 sectors amb la xifra 5i 16 sectors amb la xifra 2.

C: 8 sectors amb la xifra 1 i 24 sectors amb la xifra 4.

Dos jugadors seleccionen una ruleta cada u. Guanya qui obtinga major puntuacié amb la ruleta.

Qui té avantatge en triar ruleta, la persona que tria primer o la que tria en segon lloc?

j
Ruleta A Ruleta B Ruleta C
H6 ms mil
H3 -2 4
/ Soluci: “Les tres ruletes”
Fes un diagrama d’arbre i comprova que: \
Jugant amb la Ruleta A i la Ruleta B.
- 1 Elzi = E__zi Ruleta A Ruleta C
P(guanyar A) = PR P(guanyar B) 2 3% . s o
Guanya el que juga amb la Ruleta A. '
Jugant amb la Ruleta A i la Ruleta C. e
_l E.l:l - §.§=i 34 Sacar 4. Gana A
P(guanyar A) = T P(guanyar C) 2 2°1e
Guanya el que juga amb la Ruleta C.
Jugant amb la Ruleta B i la Ruleta C
_ Sacar 1. Gana
P(ganarB)=-+2%.2=2 P(ganarC)= =-2=3 114 I Gana A
2 2 4 8 2 4 8 Sacard
Guanya el que juega amb la Ruleta B.
Guanya el jugador que eligeix en segon lloc: kbt
Si el primer eligeix la Ruleta A — El segon eligeix la Ruleta Ci
guanya.
Si el primer eligeix la Ruleta B — El segon eligeix la Ruleta A i guanya
Si el primer eligeix la Ruleta C — El segon eligeix la Ruleta B i guanya
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Breu historia de la Probabilitat

Girolamo Cardano (1501-1576)va ser un personatge inquiet i prolific. A més de dedicar-se a
les matematiques era metge, perd també era un jugador. De fet ell va ser qui va escriure el
primer treball que es coneix sobre jocs d’atzar.

Un segle després el Caballer de Mére li va plantejar a Blaise Pascal alguns problemes sobre
jocs com el seglient:

Un jugador intenta obtindre un 1 en 8 llangament successius d’un dau, pero el joc
s’interromp després de 3 llancaments fallits. En quina proporcié ha de ser compensat el
jugador?

Pascal va escriure a Fermat sobre aquest problema i la correspondéncia intercanviada es
pot considerar com l'inici de la Teoria de Probabilitats, pero no van publicar per escrit les
seues conclusions. Aquest problema ja havia sigut tractat amb anterioritat per Lucca Pacioli
(el matematic que va inventar la taula de doble entrada per a ajudar als Medici a portar la
comptabilitat de la seua Banca).

Huygens en 1657 va publicar un breu escrit “Els jocs d’atzar” on narra la dita
correspondencia.

Pero el primer llibre sobre Probabilitat és de 1713 de Jacques Bernoulli, “L’art de la
conjectura” . En ell s’enuncia la llei dels grans nombres que ve a dir que la probabilitat d’'un
succés s’acosta a les freqliencies relatives quan el nombre d’experiments és gran. Conéixer
aco va portar a grans jugadors a guanyar al Casino de Montecarlo, com es narra més avall.
L’Estadistica i La Probabilitat es van usar en problemes socials com defendre la vacunacié
de la pigota, I'educacié publica ...a la ll-lustracié Francesa.

Fins aci, ja saps resoldre tots els problemes historics. Perd hi ha altres més dificils, que
requereixen més coneixements de Matematiques, com el de I'agulla de Buffon, que s’ha
utilitzat per a calcular xifres de m:

Tenim un feix de rectes paral-leles equidistants a una distancia d. Es llan¢a una agulla a
I’atzar de grossor menyspreable i longitud L. Llavors la probabilitat que I'agulla talle alguna
de les rectes és: 2L/mnd.

N\
/ La ruleta -

William Jaggers va arribar a Montecarlo amb uns pocs i
francs a la butxaca i, durant un mes va anotar els nombres
gue eixien en cada ruleta, i en quatre dies va guanyar dos
milions quatre-cents mil francs. Jaggers va aconseguir &
trencar la banca a Montecarlo analitzant les frequéncies ®
relatives de cada nombre de la ruleta i observant que
s’havia desgastat alguna cosa del mecanisme d’una d’elles,
amb la qual cosa tots els valors no tenien la mateixa
\probabilitat. Va apostar als nombres més probables i va
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/ Luca Pacioli b

Luca Pacioli (1445 — 1517), de nom complet Frai Lucca
Bartolomeo de Pacioli o Lucca Di Borgo San Sepolcro,
el cognom del qual també apareix escrit com Paccioli i
Paciolo va ser un frare francisca i matematic italia,
precursor del calcul de probabilitats. Ja hem parlat  ©
d’ell en aquestes revistes pels seus treballs sobre la =~
proporcié auria o divina proporcié com ell la va
anomenar. §

\—/ - FRA' LUCA PA‘OU,!T‘_,AU?so i ,
8

(Y Va escriure un llibre amb 36 capitols sobre comptabilitat on utilitza la partida doble o taula de
doble entrada per a ajudar als Medici a portar la comptabilitat de la seua Banca, defineix les
seues regles, com ara no hi ha deutor sense creditor, o que la suma del que es deu ha de ser
igual al que s’abona. No va ser el seu inventor, pero si el seu divulgador.

G problema enunciat i resolt per Pacioli és aquest: \

Dos equips juguen a la pilota de manera que guanya el joc el
primer equip que guanya 6 partits. L’aposta és de 22 ducats,
que se’ls portara el guanyador. Per algun motiu cal
interrompre el joc quan un equip ha guanyat 5 partits i 'altre
3. Es vol saber com repartir els 22 ducats de I'aposta, d’una
manera justa.

THMETICA GEOMETRIA PROPORTIO

IYNOILHOdOHd 13 IN

500° DELLA SUMMA DE ARI

Lucca sabia de proporcions, i la solucié que va donar hui no
kes considera valida. No sabia probabilitats! Pero tu, si. /

)

Partim de la hipotesi que cada un dels jugadors

té la mateixa probabilitat de guanyar: 1/2. | Primera jugada Segona Tercera
Anomenem A al jugador que ja ha guanyat 5
artides i B al que porta guanyades 3.
> HED SHE 172 A Guanya A
Si feren una nova partida podria guanyar A amb
p.robabllltat 1(2 o B amb la mateixa p.robabllltat. 12 A Guanya A
Si guanya A ja es porta la bossa. Si guanya B 5
llavors B portaria 4 jugades guanyades i A 5. Es 1/2_» A Guanya A
continua el joc. Pot guanyar A o B. Observa el 1 B
diagrama d’arbre. 17

R Guanva R

La probabilitat que guanye B és (1/2)-(1/2)-(1/2)

ﬂ Com repartiries els 22 ducats? T
2 p
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Qualitativa

RESUM
Poblacio Col-lectiu sobre el qual es fa I'estudi Estudiants de tot Madrid
Mostra Subconjunt de la poblacié que permeta obtindre Alumnes es 32 d’ESO
caracteristiques de la poblacié sencera. seleccionats
Individu Cada un dels elements de la poblacié o mostra Joan Pérez
Variables Quantitativa discreta Nombre de peu que falca
estadistiques Quantitativa continua Estatura

Esport que practica

Grafics estadistics

Diagrama de barres
Histograma de freqliéncies
Poligon de freqliencies
Diagrama de sectors

 dadas.

Mitja %=z (x4 X2+ ..+ Xp)ID Amb les dades: 8, 2, 5, 101§ 10
n Mitja =35/5=7

Moda Es el valor més freqiient Mo =10

Mitjana Deixa per davall la mitat 4<6<8<10=10. Me =8.

Rang o recorregut

Es la diferéncia entre la dada major i la dadal
menor.

10-2=8

Desviacié mitjana

Es la mitjana de les distancies de les dades a la|
mitja de les dades de qué disposem.

(18-7]+]2-7]+|5-7|+|10-7] +| 10-71)/5
=(1+5+2+3+3)/5 = 14/5 =DM

Varianga

Es la mitja dels quadrats de les distancies de les
Tim, Gmm)? IR, Xz

n

dades a la mitja: m?

V=(1+25+4+9+9)/5=
47/5=9,4

Desviacio tipica

Es I'arrel quadrada de la varianca.

o =+/47/5=3,06

Probabilitat

Valor entre 0 i 1 que ens dbéna una mesura de
com siga de factible que es verifiqgue un
determinat succes.

P(3) =1/6 en tirar un dau

Espai mostral

El conjunt de tots els casos possibles

{1,2,3,4,5, 6}

Succés

Subconjunt de I'espai mostral

Traure parell: {2, 4, 6}

Llei de Laplace.

Nombredecasosfavorablesalsuccés
P(S) =

Nombredecasospossibles

P(parell) =3/6=1/2.
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EXERCICIS | PROBLEMES

Estadistica

1. S'han arreplegat les dades sobre el nombre de fills que tenen 20 matrimonis. Com és la variable
utilitzada? Escriu una taula de freqliencies de les dades arreplegades i representa les dades en un
diagrama de sectors:

3,1,1,2,0,2,3,1,1,1,1,0,3,2,1,2,1, 2,2, 3.

2. Amb les dades del problema anterior calcula la mitja, la mitjana, la moda i els quartils.

3. Amb les dades del problema anterior calcula el rang, la desviacid mitja, la varianca, la desviacié
tipica i I'interval interquartilic.

4. Representa aqueixes dades en un diagrama de caixes.

5. Lasegilent taula expressa les estatures, en metres, de 1000 soldats:

Estatura 1,50 - 156 1,56 -1,62 1,62 - 168 1,68-1,74 1,74 - 1,80 1,80-1,92

Nr de soldats 10 140 210 340 210 90

a) Representa les dades en un histograma.
b) Calcula la mitja i la desviacié tipica.

c) Determina l'interval on es troben la mitjana.

6. Es pregunta a un grup de persones pel nombre de televisors que hi ha en el seu llar i els resultats
son:

Nombre detelevisors | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5

Nombre de llars 21271151 4 | 2 |1

Quin tipus de variables és? Representa les dades a la representacio que et parega més
adequada.

Calcula la mitja i la desviacié tipica.

7. Amb les dades del problema anterior calcula la mitjana i I'interval interquartilic.
8. En un centre escolar s’ha arreplegat informacié sobre el nombre d’ordinadors a les cases de 100
families i s’"han obtingut els resultats seglients:

Nombre ordinadors 0 1 2 3 4

Nombre de families: 24 160 |14 |1 1

Representa les dades en un diagrama de barres i calcula la mitja, la mitjana i la moda.

9. Amb les dades del problema anterior calcula el rang, la desviacid mitja, la varianga i la desviacio
tipica. Fes un diagrama de caixes.

10. Es pregunta a un grup de persones pel nombre de vegades que han visitat el dentista a I’altim any.
Les respostes obtingudes s’arrepleguen en la taula seglient:
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Nombre de visites: 1 2 3 4 5
Nombre de 13 18 7 5 7
persones:

Representa les dades en un diagrama de sectors i calcula la mitja, la mitjana i la moda.

11. Es pregunta a un grup de persones pel nombre de vegades que han visitat el dentista a I’Gltim any.
Les respostes obtingudes s’arrepleguen a la taula seglient:

Nombre de visites: | 1 | 2 | 3 5
Nombre de 11117 7
persones: 3|8

Calcula el rang, la desviacié mitja, la varianca i la desviacio tipica.

12. En les eleccions de 2014 al Parlament Europeu es van obtindre els seglients escons per grup
parlamentari (DM: democrata — cristians; S: socialistes; L: Liberals; V: verds; C: conservadors; I:

esquerra unitaria; LD: Llibertat i democracia; NI: No inscrits; Altres).

Partits DM S L V C | LD NI Altre | Total
S
Escons 213 190 64 52 46 42 38 41 65 751

Qué representacio de les dades et pareix més adequada? Pots calcular la mitja o el rang?
Quin tipus de variable és la de la taula?

13. En les eleccions de 2014 al Parlament Europeu es van obtindre els seglients escons per algun dels

estats membres:

Estat | Alemanya | Espan | Franca | Italia | Polonia | Regne Unit Portugal | Grécia | Altre | Total
ya

Escon 96 54 74 73 51 73 21 751

S

Quina representacio de les dades et pareix més adequada? Pots calcular la mitja o el
rang? Quin tipus de variable és la de la taula? Determina el nombre d’escons dels altres

paisos membres de la Uni6é Europea.

14.En les eleccions de 2004, 2009, 2014 al Parlament Europeu es van obtindre els seglients
percentatges de vots per alguns dels estats membres:
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Estat Alemany | Espany | Franc | Italia | Regn | Portuga | Grécia | Beélgic | % total
a a a e Unit | a

2004 43 45'14 | 42'76 | 717 | 38’52 38’6 6322 | 90'81 | 4547

2009 4327 44’87 | 40'63 | 65’0 | 347 36’77 | 52’61 | 90’39 43

2014 47'6 45’9 43’5 60 36 34’5 582 90 43’09

Quina representacio de les dades et pareix més adequada? Pots calcular la mitja o el
rang? Quin tipus de variable és la de la taula? Ordena als paisos de major a menys
percentatge de votants a les eleccions de 2014.

15. Amb les dades del problema anterior sobre les eleccions de 2004’ 2009’ 2014 al Parlament Europeu
es van obtindre els seglients percentatges de vots per alguns dels estats membres:

Estat Alemany | Espan | Fran¢ | Italia | Regne | Portuga | Grécia | Beélgic | % total
a ya a Unit | a

2004 43 45'14 | 42’76 | 717 | 38’52 38’6 6322 | 90’81 | 45'47

2009 43'27 44’87 | 4063 | 650 | 347 36’77 | 52’61 | 90’39 43

2014 47'6 45’9 43’5 60 36 34’5 58’2 90 4309

Representa en un poligon de frequéncies els percentatges de participacio del total dels
estats membres.

16. Amb les dades del problema anterior sobre les eleccions de 2004, 2009, 2014 al Parlament Europeu
es van obtindre els seglients percentatges de vots per alguns dels estats membres:

Estat Alemany | Espan | Franca | Italia | Regne | Portuga | Grécia | Beélgica | % total
a ya Unit |

2004 43 45'14 | 42’76 | 71’7 | 38’52 38’6 6322 | 90'81 | 45'47

2009 43'27 44’87 | 4063 | 650 | 347 36’77 | 52’61 | 90’39 43
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5

2014 476 45’9 43’5 60 36 34’5 582 90 4309

Separa els Estats Membres en dos grups, els que van tindre un percentatge superior al
percentatge mitja i els que el van tindre tindre menor en 2004. Fes el mateix per a 2014.
So6n els mateixos? Analitza el resultat.

17. Amb les dades del problema anterior sobre les eleccions de 2004, 2009, 2014 al Parlament Europeu
es van obtindre els seglients percentatges de vots per alguns dels estats membres:

Estat | Alemany | Espan | Franc | Italia | Regne | Portug | Grécia | Belgic %
a ya a Unit al a total
2004 43 4514 | 42'76 | 71'7 | 38'52 38'6 63'22 | 90'81 | 45'47
2
2009 43'27 44’87 | 4063 | 650 | 347 3677 | 52’61 | 90’39 43
5
2014 47'6 45'9 43'5 60 36 34’5 58'2 90 43'09

Calcula el percentatge de participacio mitja per a Alemanya en aqueixes tres convocatories
i la desviacio tipica. EI mateix per a Espanya, per a Belgica i per a Portugal.

18. En les eleccions de 2014 al Parlament Europeu els resultats d’Espanya han sigut:

Cens Total de votants Abstencio Vots nuls Vots en blanc

35.379.097 15.920.815 18.810,754 290.189 357.339

Representa en un diagrama de sectors aquestes dades. Fes una taula de percentatges: el
cens és el 100 %. Determina els altres percentatges. Consideres que ha guanyat
'abstencié?

19. En les eleccions de 2014 al Parlament Europeu els resultats d’Espanya han sigut:

PP PSOE Esquerra Podem UPID Altres Total de
plural votants
4.074.363 | 8.001.754 | 1.562.567 | 1.245.948 | 1.015.994 15.920.815

Determina el nombre de vots dels altres partits. Representa en un diagrama de barres
aquestes dades. Fes una taula de percentatges per a cada partit. Has de distribuir 54
escons, com els distribuiries per partits?
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Probabilitat

20. Es considera I'experiment aleatori de tirar un dau dues vegades. Calcula les probabilitats seglients:

a) Traure algun 1.

b) La suma dels digits és 8.

c) No traure cap 2.

d) Traure algun 1 o bé no traure cap 2.

21. Es considera I'experiment aleatori traure dues cartes de la baralla espanyola. Calcula la probabilitat
de:

a) Traure algun rei.

b) Obtindre almenys un basto.

¢) No obtindre cap basto.

d) No obtindre el rei de bastos.

e) Traure alguna figura: sota, cavall, rei o as.
f) No traure cap figura.

22. Es considera I'experiment aleatori de tirar una moneda tres vegades. Calcula les probabilitats
seglents:

a) Traure cara a la primera tirada.
b) Traure cara a la segona tirada.
c) Traure cara a la tercera tirada.
b) Traure alguna cara.

c) No traure cap cara.

d) Traure tres cares.

23. Amb una baralla espanyola es fa I’experiment de traure tres cartes, amb reemplagament, quina és la
probabilitat de traure tres reis? | si I'experiment es fa sense reemplacament, quina és ara la
probabilitat de tindre 3 reis?

24. En una urna hi ha 6 boles blanques i 14 boles negres. Es trauen dues boles amb reemplagament.
Determina la probabilitat que:

a) Les dos siguen negres.
b) Hi haja almenys una negra.

c) Cap siga negra.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

5. En una urna hi ha 6 boles blanques i 14 boles negres. Es trauen dues boles sense reemplacament.

Determina la probabilitat que:
a) Les dos siguen negres.
b) Hi haja almenys una negra.
c) Cap siga negra.
d) Compara els resultats amb els de l'activitat anterior.
En llangar quatre monedes a l'aire,
a) Quina és la probabilitat que les quatre siguen cares?
b) Quina és la probabilitat d’obtindre com a maxim tres cares?
c) Quina és la probabilitat de tindre exactament 3 cares?
Dos tiradors al plat tenen unes marques ja conegudes. El primer encerta amb una probabilitat de
0,7 i el segon de 0,5. Es llanga un plat i ambdds disparen. Expressa mitjangant un diagrama d’arbre i
les distintes possibilitats: a) Quina probabilitat hi ha de que un dels tiradors done al plat? b) Calcula
la probabilitat que cap encerte. c) Calcula la probabilitat que els dos encerten.
Es llanca una moneda fins que aparega cara dues vegades seguides. a) Calcula la probabilitat que
I’experiencia acabe al segon llancament. b) Calcula la probabilitat que acabe al tercer llangcament.
En el llangament de naus espacials s’han instal-lat tres dispositius de seguretat A, B i C. Si falla A es
posa automaticament en marxa el dispositiu B, i si falla aquest, es posa en marxa C. Se sap que la
probabilitat que falle A és 0,1, la probabilitat que B funcione és 0,98 i la probabilitat que falle C és
0,05. Calcula la probabilitat que tot funcione bé.
Es fa un estudi sobre els incendis forestals d’una zona i es comprova que el 40 % sén intencionats, el
50 % es deuen a negligéncies i el 10 % a causes naturals. S’"han produit tres incendis, a) quina és la
probabilitat que almenys un haja sigut intencionat? b) Probabilitat que els tres incendis es deguen a
causes naturals. ¢) Probabilitat que cap incendi siga per negligéncies.
Es llanca dues vegades un dau equilibrat amb sis cares. Trobar la probabilitat que la suma dels valors
gue apareixen a la cara superior siga multiple de tres.
Se sap que s’han eliminat diverses cartes d’una baralla espanyola que té quaranta. La probabilitat
d’extraure un as entre les que queden 0,12, la probabilitat que isca una copa és 0,08 i la probabilitat
gue no siga ni as ni copa és 0.84.

Calcular la probabilitat que la carta siga I'as de copes. Es pot afirmar que entre les cartes
gue no s’han eliminat esta I'as de copes?

Una persona despistada té huit calcetins negres, sis blaus i quatre rojos, tots ells solts. Un dia amb
molta pressa, tria dos calcetins a I'atzar. Trobar la probabilitat de:

a) que els calcetins siguen negres.
1) que els dos calcetins siguen del mateix color.
2) que almenys un d’ells siga roig.
3) que un siga negre i l'altre no.

Tres persones viatgen en un cotxe. Si se suposa que la probabilitat de naixer en qualsevol dia de
I’any és la mateixa i sabem que cap ha nascut en un any bixest,

a) trobar la probabilitat que només una d’elles celebre el seu aniversari aqueix dia.

> calcular la probabilitat que almenys dos complisquen anys aqueix dia.
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AUTOAVALUACIO

1. Es fa un estudi sobre el color que prefereixen els habitants d’un pais per a un cotxe. La variable
utilitzada és:

a) quantitativa b) qualitativa ) quantitativa discreta d) quantitativa continua

2. En un histograma de freqtiencies l'altura dels rectangles és:

a) proporcional a l'area b) igual a la frequéencia absoluta
c) proporcional a la frequiéncia relativa d) proporcional a la freqiencia acumulada

3. Anna ha obtingut en Matematiques les notes seglients: 7, 8, 5, 10, 8, 10, 9 i 7. La seua nota mitja és
de:

a) 7,6 b) 8,2 c)8 d)9
4. En les notes anteriors d’Anna la mitja és:
a)9 b) 8 c)7,5 d) 8,5
5. En les notes anteriors d’Anna la moda és:
a) 10 b) 8 c)7 d)7,8i10

6. L'espai mostral de successos elementals equiprobables de I'experiment “llangar dues monedes i
comptar el nombre de cares” és:

a) {2C, 1C, 0oC} b) {CC, CX, XC, XX} c) {XX, XC, CC} d) {CC, CX, XC, CC}
7. Llancem dos daus i comptem els punts de les cares superiors. La probabilitat que la suma siga 7 és:
a)1/6 b) 7/36 c) 5/36 d) 3/36
8. En traure una carta d’'una baralla espanyola (de 40 cartes), la probabilitat que siga un or o bé un rei
és:
a) 14/40 b) 13/40 c) 12/40 d) 15/40

9. En una bossa hi ha 7 boles roges, 2 negres i 1 bola blanca. Es trauen 2 boles. La probabilitat que les
dos siguen roges és:

a) 49/100 b) 42/100 c) 49/90 d) 7/15
10. Llancem tres monedes a l'aire. La probabilitat que les tres en caure siguen cares és:

a)1/5 b) 1/7 c)1/8 d) 1/6
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