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CAPITULO 1: SENTIDO DE LAS OPERACIONES

ACTIVIDADES PROPUESTAS

0. TE CONVIENE RECORDAR
1. Calcula:
a)-20+15 b) -2 - (=20 + 15) c)—20: (10 -2(-20 + 15)) d) (-80-20:(10-2(-20 + 15))) - (3-2- 3?)
Solucion: a) -5; b) 10; c)-1 d) 1215,
2. Calcula:
a)-10+20: (-5) b) (=10 +20) : (-5) c)-100:((-20): (-5))  d)(-100:(-20)):(-5) e) \/%-4
Solucion: a) -14; b) -2; c) -25; d)-1; e) 24.
3. Calcula:

a) 3-(4-3-2-5 -(3-5y b) 5-3°=2-(=5)—(7-9)°

0) 7-2-(3-5)" +2-(-3)+8—(-2)* d) 2—-(2-3-3-4)—(2-4)
Solucién: a) 7; b) 2; c)-3; d) -26.

4. Utiliza la calculadora para obtener:
a) 57-—(6.79-23—21-56)2—(3.42-5.9)3
b) 5.76 — 3.5%2 — 2.98 - (—5.54) — (7.29 — 9.36)?
) 70.65—28.54-(3.62 — 566)% + 2.46 - (—3.82) + 8.91 — (—2.76)?
d) 2.22—(2.77-3.48 — 39 - 4.23)? — (2.45 — 4.26)3
Solucioén:

1. DISTINTOS TIPOS DE NUMEROS

5. Realiza las siguientes operaciones:

a) +8 + (-1) - (+6) b) -6 + (=7) : (+7) c) +28 - (-36) : (-9-9)
d) +11ab + (+7) - (+6ab - 8ab) e) —7a%b — [+4a2b - (-6a2b) : (+6)] f) +9 + [+5+ (-8) - (-1)]
Solucién: a) 2; b)-7; c) 26; d) -3ab; e)-12; f) 22:
6. Utiliza la jerarquia de operaciones para calcular en tu cuaderno:
a.6-(-5-3-(-7)+20 b.-8 - (+5) + (-4) - 9+ 50
C.(=3) - (+9) = (-6) - (-7) + (=2) - (+%) d.=(=1) - (+6) - (-9) - (+8) - (+5) - (-7)
Solucién: a. 11; b. -26; c.-79 d. —467.

7. Las perlas del raja: Un raja dejé a sus hijas cierto numero de perlas y determin6 que se hiciera del siguiente modo. La hija
mayor tomaria una perla y un séptimo de lo que quedara. La segunda hija recibiria dos perlas y un séptimo de lo restante.
La tercera joven recibiria tres perlas y un séptimo de lo que quedara. Y asi sucesivamente. Hecha la division cada una de
las hermanas recibié el mismo numero de perlas. ; Cuéntas perlas habia? ; Cuéntas hijas tenia el raja?

Solucién: El raja tenia 6 hijas y les deja a cada una 6 perlas. Habia 36 pelas.

8. Efectua las siguientes operaciones con fracciones:

5 7 4 (-7 =9) (-1 7. (5 9]
a) - 2__ by 2, 1220 c ALyl d) —+| ==
) =373 )75 )5 )2+(38
7 5)9 7(5 9 155 6 1 ; 3
T P =42 2.2 h) 2.2 .2
e)(2+3j8 f)2[3+8j 9 24 )5'5 I)15.5
Solucion: a) -31/6; b) -13/63; c) -77/40; d) 43/8; e) 93/16; f) 469/48; g)6;, h)6;i) 25.
9. Simplifica las siguientes fracciones:
2 2
x=1 x+2)9 il X" —6X+9 X-3 a-4( 1 1
a)( 2 " 3 jx b) x2—1 % X-3  X+2 9 a? \a+2 a-2
Solucion: a) (15x + 3)/(2x); b) 1/(x —1); c)x+2; d) 2/a.
10. Realiza las operaciones:
a)31.3 +5.97 b)3.52 6.7 c)11.51 — 4.8 d)19.1 — 7.35
e)4.32 + 32.8 + 8.224 f)46.77 — 15.6 + 2.3 g) 1.16 - 3.52 h)3.2-5.1-1.4
)2.3-4.11-35 j)4-(3.01+24) k)5.3-(12+3.14) 1)3.9-(25.8—-21.97)
Solucion: a) 37.27; b) 23.584; c)6.71; d) 11.75; e) 45.344; f) 33.47;
g) 4.0832; h) 22.848; i) 33.0855; j) 21.64; k) 80.242; 1) 14.937
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11. Escribe en forma de fraccion las siguientes expresiones decimales y reducelas. Comprueba con la calculadora que estéa

bien:
a) 7.92835; b) 291.291835; c) 0.23; d) 2.353535.....
e) 87.2365656565....; f) 0.9999.....; g) 26.5735735735.....

Solucion: a) 7.92835 = 992835/100000;  b) 291.291835 = 291191835/1000000; c) 0.23 = 23/100; d) 2.353535... = 233/99;
e) 87.2365656565.... = 863642/9900; f) 0.999...=1; g) 26.573573... = 26547/999.
12. Mentalmente decide cudles de las siguientes fracciones tiene una expresidn decimal exacta y cudles la tienen periodica.

a) 113 b) 7/5 c) 11/30 d) 3/25 e) 9/8 f) 7111
Solucion: La tienen exacta: b) d) e) pues los factores del denominador son 2 o 5 tinicamente.
La tienen periodica: a) c) f)
13. Calcula la expresion decimal de las fracciones del ejercicio anterior y comprueba si tu deduccion era correcta.
Solucioén: a) 1/3=0.33333... b) 7/5=1.4; c¢) 11/30 = 0.36666... d) 3/25=0.12; e)9/8=1.125;f) 7/11=0.636363...

14. Dibuja un segmento de longitud 2 . El Teorema de Pitgoras puede ayudarte, es la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo isdsceles de catetos 1. Midelo con una regla. Su
longitud no es 1.4, pues (1.4)? es distinto de 2; no 1.41 pues (1.41)? es distinto de 2; ni
1.414, pues (1.414)2 es distinto de 2; y sin embargo (/2 2= 2.

Solucién grafica: 2 = 1.41421356....

15. Halla la expresion decimal aproximada de /2 . Hemos visto que no es un niimero

Y
|

|
|
|
|
|
|
|
o)
|
|
|
|
|
|
Te
|

racional, por lo que no puede tener una expresion decimal finita, o periédica, de modo
que su expresion decimal tiene infinitas cifras que no se repiten periddicamente. Y sin embargo has podido dibujarlo
exactamente (bien como la diagonal del cuadrado de lado 1, 0 como la hipotenusa del triangulo rectangulo isésceles de
catetos 1).

Solucion: /2 = 1.4142135623730950488016887242...

16. Copia en tu cuaderno la tabla adjunta y sefiala con una X a qué conjuntos pertenecen los siguientes nimeros:

Ndamero N Z Q I R
-2.01
-4
0.121212...
J=1000
1.223334...
V-4
112
Solucién:
Namero N Z Q I R
-2.01 X X
3 _4 X
0.121212... X X
J=1000 X X X
1.223334... X X
Nas
1/2 X X
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17. Copia en tu cuaderno el esquema siguiente y mete los nimeros del

gjercicio anterior en su lugar: . —
Solucién grafica C: V-4
18. ;Puedes demostrar que 4.99999... = 57, ;cuanto vale 2.5999...7 3T
Solucion: 10 x 4.9999... = 49.999...; 9 x 4.9999... =49-4=45 R: ¥-4;1,223334..
=4.999...=45/9=15, Q:-2,01;0,121212...; 1/2
X'=2.5999...; 10X = 25.9999...; 100X = 259.999.... = 90X = 259 - 25;
= X=25999... = 234/90 = 13/5. Z: J-1000
1
19. ¢Cuantas cifras puede tener como méximo el periodo de 5—3 ? N
Solucién: 53.

3. APROXIMACIONES Y ERRORES

20. Copia esta tabla en tu cuaderno y redondea con el nimero de cifras indicado

Cifras significativas
NUmero 1 2 3 4
J10
1/9
3.7182
42.27
Solucién:
Cifras significativas
NUmero 1 2 3 4
\/E 3 3.1 3.16 3.162
1/9 0 0.1 0.11 0.111
3.7182 3 3.7 3.71 3.718
42.27 40 42 42.2 42.27

1+
21. Redondea hasta las décimas y halla los errores absoluto y relativo cometidos.

Solucion: 1.62; Error absoluto < 0.002; Error relativo = 0.001966....

22. Halla una cota del error absoluto en las siguientes aproximaciones:

a)6.3 b) 562 c) 562.00
Solucion: a) EA <0.05; b) EA <0.5; ¢) EA <0.0005.

23. Una balanza tiene un error inferior o igual a 50 g en sus medidas. Usamos esa balanza para elaborar 5 paquetes de café
de medio kilogramo cada uno que son un lote. Determina el peso minimo y maximo del lote. ; Cuél es la cota del error
absoluto para el lote?

Solucion: Peso minimo: 2250 g; Peso méaximo: 2750 g; EA <250 g.
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4. POTENCIAS
24. Calcula:
a) (+1)%%  b) (-1)7% c) (-4)? d) (-4)° e) (112)* (~2 )
Solucién: a) 1; b) -1; c) 16; d) -64; e) 1/8; f) 8.
25. Expresa como Unica potencia:
a) (—4/3)% - (—4/3)? - ((—4/3)°® b) (1/9)75- (1/9)*- (1/9)2 c) (5/4)8 - (—2/3)®- (-3/5)8 d) (—3/5)4(-8/3)* - (-5/4)*
Solucion: a) (—4/3)3= —3/4)5;  b) (1/9)%= 9 c¢) (1/2)5; d) 24 =(1/2).
R ]
26. Calcula: a) (~3/5) b)(-4/7)2 ¢ %ﬁ ) —= g 3L L6J)
(9°-4°-7%) (-2)-4 3% (3)°
Oy
Solucion: a) 625/81; b) 40/16; c) 76=117649; d)-1/(2*3") = -1/3188646; e) -2°/3 = -32/3.
27. Simplifica los radicales 1/37 : 1x‘f&usando potencias de exponente fraccionario.
Solucion: 3/3'* = 3124= 3= 27, NJ9'* = gromo= g2 = 33= 27,
28. Calcula \/4_84y 3/8000 factorizando previamente los radicandos
Solucion: N484= 22; Y8000= 20,
29. Calculay simplifica: ¥3(124/3-7+3 +643)
Solucioén: 33.
3 6\2
30. Calcula 25°5; 64° y (75J
Solucion: 5; 23.2%5; 3,
31. Expresa en forma de radical: a) (—5)** b) 2713 c) 743
Solucién: a) §/5* ; b) 333 =3; c) 372
32. Escribe en notacion cientifica:
a) 400.000.000 b) 45.000.000 ¢) 34.500.000.000.000  d) 0.0000001  €) 0.00000046
Solucion: a) 4 - 105; b) 4.5 -107; c) 3.45-10%3; d1-107; e) 4.6 -107;
33. Utiliza tu calculadora para obtener 216, 232y 264 y observa cdmo da el resultado.
Solucion: 65600; 4303360000, 18518907289600000000
34. Utiliza la calculadora para obtener tu edad en segundos en notacién cientifica.
Solucién abierta:
35. Efectua las operaciones en notacion cientifica:
a) 0.000481+2.4-10°5 b) 300000000 - 5.4 - 106+ 7.2 - 105 c)(2.9-10% - (5.7-1079)
d)(3.8-1078) - (3.5 106)-(8.1-10*) €) (4.8-1078):(3.2-1079) f) (6.28 - 107%) - (2.9 - 10?) : (3.98 - 107)
Solucién: a) 0.000505; b) 295320000; c) 1653; d) 0.00010773; e) 0.000015;  f) 45758.794

5. INTERPRETACION DE INFORMACION NUMERICA EN DOCUMENTOS
RECIO0 PARA EL CLLENTE 36. Comprueba los célculos usando la calculadora: ;Cuantos articulos
llevan la letra A? ¢ Cuanto suma su precio neto? ;Si se les aplica un IVA stper-
reducido del 4 %, a cuanto asciende dicho IVA? ;Esta bien calculado en el

B et o recibo adjunto?

VA WA t jL voos Solucién: Llevan la letra A cuatro articulos, cuyo precio es de:

T T A R ] 1,29 + 0-99 + 0.98 + 1.25 = 4.62 €, Precio neto: 4.34. IVA: 4.34*4/100 = 0.1736.
RTES A 4.34 + 0.17 = 4.51 €. Est4 bien calculado.

Cay i M 1%

Sne B0 08 M9
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37. Lo mismo con los articulos que llevan la letra B, los del IVA reducido del 10 %. ¢ Cuantos hay?, ;A cuanto asciende dicho
IVA? ¢ Esta bien calculado? Lo mismo con los que llevan la letra C. Observa que hay dos, uno de 11.97 y otro de 1.99 que
suman 13.96, que es el precio total, de dicho precio, ;cuanto es el IVA al 21 % y cuanto el precio neto? En efecto en el
recibo pone: IVA: 2.42, Precio Neto: 49.08, y la suma de ambas cantidades es 13.96.

Solucién: Con la letra B hay 17 articulos, cuyo precio neto es de 33.20 €. IVA: 33.20*10/100 = 3.32 €.

PVP: 33.20 + 3.32 = 36.52 €. Bien calculado. Con la letra C hay dos articulos de precio neto 11.54. IVA: 11.54 * 21 = 2.42.

PVP: 11.54 + 2.42 = 13.96 €. Bien calculado.

38. Busca informacion sobre los bienes y servicios a los que se aplica cada uno de los tipos de IVAy escribe tres ejemplos en
cada caso.

Solucién abierta:

39. Enlas facturas en forma de ticket aparecen los detalles acerca del IVA que se ha aplicado a cada articulo o la suma total
del IVA. De acuerdo a la informacioén que has observado en la actividad anterior, calcula el precio final de cada articulo en
esta compra, teniendo en cuenta que los precios se muestran sin IVA.

Articulo Precio Neto VA Precio final
Novela grafica: “El final del Verano”, Tillie Walden 19.14 €
Comic:"Marvel-Verse: Moon Girl”, Natacha Bustos 14.42 €
Lapices de colores acuarela 20.65€
Estuche 14.05 €

Solucioén:

40. Esta imagen corresponde al dorso de una factura de electricidad en la que se detallan todos los conceptos que
intervienen en el importe final. —

¢ Puedes hacer algiin comentario sobre todos estos datos? S

Solucion .

COMERCIALIZADOR

i T

. 41.  El resumen de esa factura aparece en la cara A y es el =
siguiente: R
i o et e ¢ Te resulta posible relacionar los célculos de este resumen con la
informacion anterior?
%":.m;:m:' “ Solucion: Son dificiles de relacionar.
JEiE A oue 42, Veamos mas datos que aparecen en DESTINO DEL IMPORTE DE LA FACTURA f E

las facturas de electricidad. El “Destino del [ imeeretelcesischua tens estecestie |
importa de la factura”. A) Haz una lista de dichos Destinos? B)
Compara la energia consumida con el total del importe. Haz un
porcentaje. C) Intenta discriminar cuantos de dichos Destinos son

Renovables, cogeneracian
Y residuos azx | [t
Anuafidades del déficic 33% f

Sobrecoste generacién no

peninsular 1.3%

. Otros ;
impuestos. e g |
Solucion manipulativa: —
_ ELECTRICO e o
INFORMACION DEL do: o . i o e oeos. o costede a energia en ol mercac, los
Sugsmsimoan 2 perlm‘:‘:m?zt:" el portal web de su distribuidora Operador de Mercado (OMIE), T Qpemder de Srtema ey yal

onsultar su consumo :
mﬁd&ﬁmienw. e :.::;a;es Tea‘tlhuyen las recies de transporte y distribucian,
g e mmg:;:ﬂcyug;!undammtalmeme la retribucion a fas renovables,
7 el ul]:s {RECORE), las anualidades del déficit y el
generacion en TNp (territorias ng Peninsulares),

& A
] ‘ i d
L ” b,

o |1 43. La “Informacion sobre el consumo eléctrico”. Una de las dificultades con
e RERBEENRT NS que nos encontramos es la nomenclatura: P1, es hora punta, P2, llano, y P3,
ey valle. Haz un informe sobre dicho consumo eléctrico.
Su consumo medio diario eneste.u\nma perlodo fa(tu_rado hasido: 1,64 € . . .
S Conkli et 430 ARG Ao s o o Solucion manipulativa:

Las potencias maximas demandadas en el tltima afio han sido 2.87 kW
en P1 (punta) y 2,48 kW en P2 (valle).
Lectura actual (real) (9 de febrero de 2022)

Lectura en P1 (puntal: 003454 kwh Consumo en P1: 28 kWh
Lectura en P2 {llano): 004406 kwh Consumo en P2: 26 kWh
Lectura en P3 (valle): 000506 kWh Consumo en P3: 46 kWh

~ INFORMACION SOBRE RECLAMACIONES
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44, Observa esta factura de telefonia mévil. Comprueba que el total a
pagar corresponde a los importes de las diferentes cuotas.
Solucion: Es correcta.

45, Javier quiere renovar su consola por otra mas moderna y ha encontrado estas dos ofertas en internet para los mismos
productos:

OFERTA 1: Consola 295 €, cable 39.99 €. Y se puede acceder a un descuento de 90 € si entrega su consola
usada. Esta opcion debe realizarla antes de finalizar el mes.

OFERTA 2: Consola 245 €, cable 34.99 €. La oferta se completa con un regalo de un juego por valor de 25€ y
una tarjeta de 20 €.

¢ Cual de las dos ofertas, desde tu punto de vista, es mas interesante? Ademas de realizar los célculos, ;puedes afiadir una

valoracién?  Qué ventaja supone entregar la propia consola?

Solucién: En la primera oferta, si entrega la consola vieja, la nueva le costara: 295+39.99 —90 = 244.99

En la segunda oferta, considerando el valor del regalo como dinero, la nueva le costara: 245 +34.99 —45 =234.99

Econdémicamente es mas rentable la segunda oferta, la primera es mas rentable desde el punto de vista del medio
ambiente.

46. Lola quiere comprar un nuevo mando para su consola. Busca ofertas en internet y ha encontrado buenas ofertas en
mandos inaldmbricos entre 25€ y 33 €. Observa que, en la misma pagina, le ofrecen 120 € si entrega su consola y
compra una nueva por 289.99 € y que el importe total de la compra se puede pagar en tres plazos mensuales sin
intereses.

Lola hace cuentas y busca en cuanto estd valorada su consola en el mercado de segunda mano. El pago
aplazado para ella es imprescindible para decidirse a aceptar la oferta, pero tiene dudas de cuanto podria
obtener vendiendo su consola.

¢ Puedes ayudar a Lola a resolver sus dudas “buceando” en la red? El precio de la consola nueva te orienta
sobre el tipo de producto del que se trata en el enunciado.

Solucion abierta y manipulativa:

47. ¢Cuénto vale un tatuaje?

Si estas pensando hacerte un tatuaje has de tener en cuenta las diferentes tarifas que se aplican segun tamario, complejidad

del disefio, negro o de varios colores, las sesiones necesarias, etc., y por supuesto el “caché” de quien lo realiza que, como en

todos los trabajos artesanos, es un valor intangible que incorpora a sus tarifas.

b) Un tatuador ha realizado quince tatuajes de diferente tamafio y dificultad consiguiendo una recaudacién, ya descontado el

21 % de IVA, de unos 8 000 € netos. ;Puedes elaborar una factura global que refleje los trabajos que ha realizado de acuerdo

al total cobrado por los tatuajes?

Solucién:

48. Indica como se expresan los decimales y los miles que en estos documentos financieros, facturas, néminas...

Solucién: Se utiliza la coma para las expresiones decimales: 3,5 o bien como en el ejemplo de la némina, el punto:
3.5, y en ese caso se usa la coma para indicar los miles: 3,567.8. Segtn la RAE tanto la coma como el punto
pueden usarse.

49. En la factura anterior, ¢qué porcentaje se paga de Cuota de la Seguridad Social?

Solucién: El trabajador un 4.7 % y la empresa un 23 %.
50. Comprueba: a) la suma de los conceptos retributivos. b) Los descuentos.

Solucién: Son correctos.
51. Usa la calculadora y mira si el IRPF esta bien calculado.

Solucién: En efecto: 3739.82 * 24.51/100 = 914.423982. La suma de los descuentos es 1 146.74, por lo que el “Total a
Percibir” es: 3739.82 - 1146.74 = 2 584.08 €.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
NUmeros
1. Efectla las siguientes operaciones con fracciones:
_ _ - 5 (59
2 4.5 0 3.7 (=2, (-1) 9 _+(_._]
7 2 5 9 3 8 3 32
3 7)\5 9(5 9 25 5 7 14
—4— | — —4— = .- 2.7 =
e)(z 3)2 f)2(3 2) g)3'9 h)3'9 ) 15
Solucioén: a) -43/14; b) -8/45; c) -19/24; d) 55/6; e) 161/12; f) 111/4; g) 15, h) 3/2; i) 25.
2. Realiza las operaciones: a) (24.67 +6.91)3.2 b) 2(3.91 + 98.1) c) 3.2(4.009 + 5.9)4.8
Solucion: a) 101/056;  b) 204.02; c) 152.20224.
3. Utiliza la calculadora. Haz la divisién 999 999:7 y después haz 1:7. ; Sera casualidad?
Solucion: 22222 = 142857 ~ = 0.142857142857... No es casualidad
4. Utiliza la calculadora. Ahora divide 999 entre 37 y después haz 1:37, ; es casualidad?
Solucién: 22 = 27, — = 0.027027...
37 37 n
No es casualidad, si% es periédico puro, el periodo es p y p tiene n cifras, se cumple que 10 b_l =p

5. Halla el areay el perimetro de un rectangulo de lados /2 y /s m.
Solucion: Area: J2(/8=4 4 m?. Perimetro: 6/2 m

6. Halla el areay el perimetro de un cuadrado cuya diagonal mide 2 m.
Solucion: Area: 2 m2. Perimetro: 42m

7. Halla el 4reay el perimetro de un hexagono regular de lado /3 m.
Solucion: Area: % m2, Perimetro: 63 m

8. Halla el area y el perimetro de un circulo de radio /10 m.
Solucion: Area: n(./ﬂ)z =10t m2 Perimetro: 2z410 m

9. Halla el area total y el volumen de un cubo de lado 3/7 m.
2

Solucién: Area: 6(\319 —67% m2. Volumen: (7f =1 m*

10. ¢Por qué nimero hemos de multiplicar los lados de un rectangulo para que su area se haga el triple?
Solucién: kBkh=k>Bh=3Bh=sk’=3=k=y3

11. ;Cuanto debe valer el radio de un circulo para que su area sea 1 m2?

L 1
Solucion: r =T m
T

I+
12. Redondea hasta las centésimas y halla los errores absoluto y relativo cometidos.

Solucién: 1.62; Error absoluto < 0.002 ; Error relativo = 0.001966....

13. Halla una cota del error absoluto en las siguientes aproximaciones:

a)2.1 b) 123 c) 123.00 d) 4000 con redondeo en las decenas.
Solucion: a) 0.05; b) 0.5; c) 0.005; d) 50.

14. Una balanza tiene un error inferior o igual a 50 g en sus medidas. Usamos esa balanza para elaborar 10 paquetes de
azucar de 1 Kg cada uno que son un lote. Determina el peso minimo y méximo del lote. ;Cuél es la cota del error
absoluto para el lote?

Solucion: Peso minimo: 10 000 - 500 = 9 500 g; Peso maximo = 10 500 g; Cota de error = 500 g;

15. ¢ Cémo medir el grosor de un folio con un error inferior a 0.0001 ¢cm con la ayuda de una regla milimetrada y la de

ellla ordenanza del instituto?, hazlo.
Solucion manipulativa:

16. ¢Cuantos metros hay de diferencia al calcular el perimetro de la Tierra poniendo 7 = 3.14 en lugar de su valor real?,

¢es mucho o poco? Basicamente tienes que hallar el error absoluto y el relativo. *Radio aproximadamente 6 370 km
Solucién manipulativa: Perimetro = 27R = 40 024 km; 2*3.14*6370 = 40 004 km; EA = 20.3 km; Er = 0.0005 km.

Matematicas Generales. 1° Bachillerato. www.apuntesmareaverde.org.es




17. Los antiguos hicieron buenas aproximaciones de Pi, entre ellas citemos a Arquimedes (siglo Ill a.C) con

211 875/67 441y a Ptolomeo (siglo I d.C,) con 377/120. ; Cuél cometié menor error relativo?
Solucién: La mejor es la de Arquimedes, pues 211 875/67 441 = 3.14163491, mientras 377/120 = 4.1416666.

18. Medir el tamario de las pantallas en pulgadas (“) ya no parece muy buena idea. La medida se refiere a la longitud de
la diagonal del rectangulo, asi, una television de 32" se refiere a que la diagonal mide 32". Eso no da mucha
informacién si no sabemos la proporcién entre los lados. Las mas usuales en las pantallas de televisién y ordenador
son 4:3 y 16:9. Si una pulgada son 2.54 cm, ;cudles seran las dimensiones de una pantalla de 32" con proporcion
4:37, iy sila proporcién es 16/97 ; Cual tiene mayor superficie?

Solucién: Con 4:3 las dimensiones son 3.41 cm y 7.21 cm: La superficie es de 39.01 cm?;, Con 16:9, son 4.42 cm y
7.86 cm, y la superficie es de 34.73 cm?, luego tiene mayor superficie la de 4:3.

19. Si 100 pulgadas son 254 cm: a) Halla el largo en centimetros de una television si la altura son 19.2 pulgadas y

largo/alto = 4/3; b) Igual pero ahora largo/alto = 16/9
Solucioén: a) 65.024 cm. b) 86.698 666 ... cm

20. Tres peregrinos deciden iniciar un viaje de 8 dias. El primero de los peregrinos aporta 5 panes para el camino, el
segundo peregrino, 3 panes, y el tercero no aporta ninguno, pero promete pagarles a sus compafieros al final del
viaje por el pan que haya comido. Cada uno de los dias que duré el viaje, a la hora de comer sacaban un pan de la
bolsa, lo dividian en tres pedazos y cada peregrino se comia un pedazo. Cuando llegaron a su destino, el caminante
que no habia aportado ningin pan saco 8 monedas y las entregd a sus compafieros: 5 monedas para el que habia
puesto 5 panes y 3 monedas para el que habia contribuido con 3 panes. ¢ Podrias explicar por qué este reparto de
monedas no es justo? ; Cual seria el reparto justo? (Problema de la Olimpiada de Albacete).

Solucion: El de los § panes cobrara 7/3 y el de los 3 panes 1/3.
21. ¢Cuantas botellas de 3/4 de litro necesito para tener la misma cantidad que en 60 botellas de 3/5 de litro?
Solucion: 48 botellas

22. Halla un nimero entero no nulo de tal forma que: su mitad, su tercera parte, su cuarta parte, su quinta parte, su sexta

parte y su séptima parte sean numeros enteros.
Solucion: 420

23. Dario da pasos de 3/5 de metro, su perro Rayo da pasos de s de metro. Si ambos van a igual velocidad y Rayo da

360 pasos por minuto, ¢ cuantos pasos por minuto dara Dario?
Solucién: 150 pasos.

24. A un trabajador le bajan el sueldo la sexta parte, de lo que le queda el 25 % se va destinado a impuestos y por Ultimo
del resto que le queda las dos quintas partes se las gasta en pagar la hipoteca del piso. Si ain tiene disponibles
450 €, ; cuanto cobraba antes de la bajada de sueldo?, ; cuanto paga de impuestos y de hipoteca?

Solucion: Cobraba 1 200 €. Ahora cobra 1 000 €, paga 250 € de impuestos y 300 € de hipoteca.

Potencias

25. Calcula: a) (+2) b) (—1)9345 c) (-5)% d) (-5)® e) (1/3) f) (\/5 )2
Solucion: a) 128; b) -1; ¢) 25; d) -125; e) 1/27; f) 16.

26. Expresa como Unica potencia:

a) (-5/3)* - (-5/3)% - (=5/3)8 b) (1/9)75: (1/9)*- (1/9)2 c) (2/3)® - (—3/2)8: (-3/5)8 d) (—3/5)* -(—8/3)* - (-5/4)™
Solucion: a) (-5/3)" = =3/5; b) (1/9)" = 9'; ¢) (5/3)%; d) 24

5
2 25 S

32.%2 2 _275 3
3 = ==
27. Calcula: @) (-213)*  b)(~1/5)° C)M §—2L- —( 5) ( 6 j

(25°.4%.112)3 (-5)%.4° 54 (56
5
Solucién: a) 81/16; b) 25; c) 116=1771561; d) 5%/(3¢ - 219) = 390625/3072; e) (5+*25)/3% = -800/27.
28. Expresa en forma de Gnicaraizz  a) 3/+/50° b) i‘/%
Solucién: a) 50"%; b) 9112,

a) 453 55 B

b
e
Solucioén: a) 5134; b) 3723,
30. Se estima que el volumen del agua de los océanos es de 1285 600 000 km? y el volumen de agua dulce es de
35 000 000 kmd. Escribe esas cantidades en notacion cientifica y calcula la proporcion de agua dulce.
Solucion: Volumen agua de los océanos = 1.2856 - 10%; Volumen de agua dulce = 3.5 - 107; Proporcion = 2.722 %.

29. Expresa en forma de potencia:
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31. Se sabe que en un &tomo de hidrdgeno el nucleo constituye el 99 % de la masa, y que la masa de un electron es
aproximadamente de 9.109 - 10-3 kg. ¢ Qué masa tiene el nicleo de un atomo de hidrégeno? (Recuerda: Un dtomo
de hidrégeno esta formado por el ntcleo, con un protdn, y por un Unico electron)

Solucién: 9.018 - 10-® kg.
32. A Juan le han hecho un andlisis de sangre y tiene 5 millones de glébulos rojos en cada mm3. Escribe en notacion
cientifica el numero aproximado de glébulos rojos que tiene Juan estimando que tiene 5 litros de sangre.
Solucion: 2.5 - 107 glébulos rojos.
Documentos financieros
33. En esta factura de telefonia debes comprobar si

SERVICIO IMPORTE todos los célculos son correctos. ;Qué tipo de IVA se paga?
Internet + Llamadas nacionales gratis + 60 min/mes a mévil gratis + 29,3450 € (;Sobre qué importe se paga diChO |VA7
Linea Jazztel .z
Tarifa Pack Ahorra 100 minutos y 100MB gratis 0,0000 € Solucion:
Base Impanible 293450 € Se paga un 21 % de IVA sobre la Base Imponible de
WALt S1825 € 29.3450, con lo que el total a pagar es de 35.51 €.
Total a pagar 3551€
Internet + Llamadas nacionales gratis + 40 min/mes a mavil
gratis + Linea Jazztel 29,3450 ¢C
N Cuata mensual Pack Aharra Internet Maxima Velocidad + 15,9500 €
Aot AL e A
Descuenta Fidelizacidn . -1,5950 €
34. Las facturas de la luz son probablemente las mas complicadas . cuemensatce mastenimenio ce ines 16.9900€
pues en ellas aparecen muchos conceptos. Compara d0S  rarita pack anorro 100 minutes y 100Me gratis 00000€
facturas de la luz diferentes para conocer qué destino tiene 1a | ... u.e 100 mistes s 100w e sratis

cantidad pagada. Inférmate y escribe un informe. Explica los
conceptos que aparecen.

i dit

DESTINO DEL IMPORTE DE LA FACTURA

CARGOS
A u.qum: gimm Renovabies, cogeneracidn s |
e i / ¥ residuos ¥
“g"u‘fi Anuatidades del déficic 33%
Sobrecoste generacian no
peninsular 1.2%
Qtros o1% |

PEAJES DE TRANSPORTE R
¥ DISTRIBLACION
161%

IPUESTOS
6%

Escribe que se entiende por “Costes regulados”, y por “Cargos”. En cada caso cual es el porcentaje de los “Costes de
produccion de la electricidad”
Solucién abierta y manipulativa:
35. Busca dos facturas y analizalas.
Solucién abierta:
36. Busca una némina y analizala.
Solucién abierta:
37. Busca una noticia financiera en la prensa y coméntala.
Solucién abierta:
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AUTOEVALUACION

1. Indica qué afirmacion es falsa. El nimero —0.3333333... es un numero

a) real b) racional c) irracional  d) negativo
Solucién: c)
2. Contesta sin hacer operaciones. Las fracciones 4/7; 9/150, 7/50 tienen una expresion decimal:
a) periodica, periddica, exacta b) periodica, exacta, peridédica c) periddica, exacta, exacta
Solucion: a)
3. La expresion decimal 0.63636363.... Se escribe en forma de fraccién como

a) 63/701 b) 7/11 c) 5I7 d) 70/111
Solucion: b)
1 7 1
4. Al efectuar la operacion (Ejz .(Ejs -(Ej3 se obtiene:
2 2 2
7 3 3
a) (Ejz b) 25/4 c) [Eje d) (Ejz
2 2 2
Solucién: b)
5. Al efectuar la operacion 0.000078 + 2.4 - 1075 se obtiene:
a)3.6 - 10710 b) 1.8912 - 10-10 c)10.2 - 10°° d) 18.72 - 10°°
Solucion: c).
. - y e 5241010
6. ¢Cual es el resultado de la siguiente operacidn expresado en notacion cientifica?: 10
a) 0.8317.1017 b) 8.317-10'6 ¢) 8.317-1015 d) 83.17.1016
Solucion: b)
7. Elntmero: {43648 esiguala:
a) 614 b) 2173 C) 25/6- 6119 d) 2
Solucién: c)
8. Elnumero 843 vale:
a) un dieciseisavo b) Dos c) Un cuarto d) Un medio.

Solucién: c)
9. ;Cual es el resultado en notacio6n cientifica de la siguiente operacion?:

5.83-109+6.932-1012—7.5-1010
a) a)6.86283.101 b) 6.86283-1013 c) 6.8623-101 d) 6.8628-1012

Solucion: a)
5.24-1010
6.3-1077

10. ¢ Cual es el resultado de la siguiente operacion expresado en notacion cientifica?:

b) a)0.8317.10"7  b)8.317:10® ¢)8.317-10'> d) 83.17.106
Solucion: b)
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RESUMEN

Prioridad de las
operaciones

12 Paréntesis interiores, 22 Potencias y raices, 32 Productos y
divisiones, 42 Sumas y restas.

10 -5-(4 — 3-2%)=50

Numero Racional

Un ndmero r es racional si puede escribirse como r = a/b con
a, benterosy b= 0.

2; 3/8; —7/2 son racionales.
También 0.125vy 2.6777...

V2 y  nolo son.

Fraccion
irreducible

Se obtiene dividiendo el numerador y el denominador por el
mismo nuimero. Numerador y denominador son primos entre
si.

360/840 = 3/7, la ultima es
irreducible.

Conjuntos de
numeros

Naturales =» N={1, 2, 3, ...}; Enteros % 72={.., -3,-2,-1,0,1, 2, 3, ..}

Racionales =& Q = {%;a e Z,beZ,b+0};Irracionales 2 1 = R — Q; R=QuI

Fracciones y
expresion decimal

Todas las fracciones tienen expresién decimal exacta o
periddica. Toda expresion decimal exacta o periddica se
puede poner como fraccion.

175 7

0.175 = 1000 = 70
x=1.7252525... = 854/495

Numeros
racionales

Su expresidn decimal es exacta o periddica.

2/3;1.5;0.333333333....

Numeros reales

Toda expresién decimal finita o infinita es un nimero real
y reciprocamente.

0.333333; m; \/5

Paso de decimal a

Expresidon decimal exacta: se divide el nimero sin la coma

3.175 =3175/1000 = 127/40

bases y se eleva el resultado al mismo exponente.

fraccion entre la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales. [N = 2.0333...
Expresiéon decimal periddica: Se multiplica N por potencias de |100N — 10N =183
10 hasta conseguir 2 nimeros con la misma parte decimal, se [90N =183 =
restan y se despeja N. N =183/90 = 61/30.
Producto y En el producto de potencias con la misma base se suman (-5)*- (-5)*= (-5)°
cociente de los exponentes. En el cociente se restan los exponentes 32.37=375
potencias Con el mismo exponente: En el producto. se multiplican las 2°.7°=14°

Potencia de otra
potencia

((d)m)n = den

(-4 = (-4

Potencia de
exponente negativo

Notacion cientifica:
operaciones

a’=1/a"

83=1/8°

a- 10" siendo1<a<09.
+ n para grandes numeros
—n para pequefios nimeros

320000000 =3.2 - 10®
0.0000000009 =9 -10°7*°

Potencias de
exponente racional

Una potencia con exponente racional puede expresarse en

forma de raiz cuyo indice es el denominador del

exponente y el radicando queda elevado al numerador del
m

exponente: X" =X

m

X

g5 /87
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CAPITULO 2: RELACIONES
ACTIVIDADES PROPUESTAS
RAZON Y PROPORCION

1. Siete personas gastan 280 litros de agua diariamente.
¢ Cual es la razon entre los litros consumidos y el nimero de personas? ;,Cual es la razén entre las personas y los litros
consumidos?

Solucion:R1 = 280/7 = 40 | por persona. R2 = 7/280 = 1/40.

2. Medio kilo de cerezas costd 1.90 €. Expresa la razon entre kilos y euros.
Solucién: 0.5/1.90 = 50/190 = 5/19

3. Larazdn entre dos magnitudes es 36. Escribe un ejemplo de los valores que pueden tener estas dos magnitudes.
Solucién abierta

4. Completa las siguientes proporciones:

5 45 03 7 0,05
22 X x 14 95 1,9 100 400
Solucion: a) x = 45*22/5=198; b) x=0.3*14/7=0.6; ¢)x=4.7*0.5/1.9=0.123684211; x = 0.05 * 400/ 100 = 0.2.

c)

5. Ordena estos datos para componer una proporcion:
a) 12,3,40,10 b) 24,40, 50, 30 c) 0.36;0.06;0.3;1.8
Solucion: a) 12/3=40/10; b) 50/40= 10/8=30/24; ¢) 0.36/0.06=6=1.8/0.3.

2. PROPORCIONALIDAD DIRECTA

6. Copia en tu cuaderno y completa la tabla sabiendo que la razén de proporcionalidad es 2.5:

0.5 9 6 20 2.5
50 8 25
Solucion:
0.5 9 6 20 20 3.2 10 2.5
1.25 22,5 15 50 50 8 25 6.25
7. Calcula mentalmente:
a) EI 50 % de 240 b) el 1 % de 570 c) el 10 % de 600 d) el 300 % de 9.
Solucion: a) 120; b) 5.7; c) 60; d) 27.
8. Completa la tabla:
Cantidad inicial % Resultado
500 25
720 108
60 140
60 294
Solucién:
Cantidad inicial % Resultado
500 25 5
720 15 108
60 140 233.33
490 60 294

9. En un hotel estan alojadas 400 personas. De ellas, 40 son italianas, 120 francesas, 100 son alemanas y el resto rusas.
Calcula el % que representa cada grupo sobre el total.
Solucién: 10 % italianas, 30 % francesas, 25 % alemanas y 35 % rusas.
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2. PROPORCIONALIDAD DIRECTA

10. Copia en tu cuaderno y completa la tabla de proporcion directa. Calcula la razon de proporcionalidad. Representa
graficamente los puntos. Determina la ecuacion de la recta.

Litros 12 7.82 1 50
Euros 36 9.27 10

Solucion:
Litros 12 7.82 3.09 1 3.33... 50
Euros 36 23.46 9.27 3 10 150

Larazénes 3.y =3 x

11. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones: L0

) 24 _30 ) X _46 () 22=X
100 x 80 12 126 60 .
Solucién: a) x = 222 = 125 b)x = =2 = 2222 = 72 = 306.66....
¢)x = 2236 _ 1509 _ 135 _ 16.875.... 50

128 08 8
12. Si el AVE tarda una hora y treinta y cinco minutos en llegar desde Madrid a Valencia, que

distan 350 kilémetros, ¢cuanto tardara en recorrer 420 km?
420x95 42x19

350
13. En una receta nos dicen que para hacer una mermelada de frutas del bosque necesitamos un kilogramo de azucar por
cada dos kilogramos de fruta. Queremos hacer 7 kilogramos de mermelada, ¢,cuéntos kilogramos de azucar y cuantos de
fruta debemos poner?

Solucién: Si x es el nimero de kilogramos de azicar,x + 2x =3 x=7 = x = g =2.33....
Kilogramos de fruta: 2 % = 13—4 =4.66....
14. La altura de una torre es proporcional a su sombra (a una misma hora). Una torre que mide 12 m tiene una sombra de 25

m. ¢ Qué altura tendra otra torre cuya sombra mida 43 m?
43x12 _ 516

50

Solucion: x = =114 minutos (1 hora y 54 minutos).

Solucion: x = e T s T 20.64 m.

15. Una fuente llena una garrafa de 12 litros en 8 minutos. ¢ Cuanto tiempo tardara en llenar un bidén de 135 litros?
.z 135%8

Solucion: x = =45x2=901

16. Hemos gastado 12 litros de gasolina para recorrer 100 km. ¢ Cuantos litros necesitaremos para una distancia de 1374

km?
., 1374x12 1374%3 4122
Solucion: x = = = =164.88 1.
100 25 25

17. Mi coche ha gastado 67 litros de gasolina en recorrer 1250 km, ¢ cuantos litros gastara en un viaje de 5823 km?

Solucién: x = 222367 _ 390141 164.881,
1250 1250
18. Un libro de 300 paginas pesa 127 g. ¢ Cuanto pesara un libro de la misma coleccion de 420 paginas?
420%x127 889

Solucion: x = 200 ~ = 177.8g.
19. Dos pantalones nos costaron 28 €, ; cuénto pagaremos por 7 pantalones?
Solucién: x =222 = 14 x 7 = 98 €
20. Expresa en tanto por ciento las siguientes proporciones:
2 b) “1 de cada 2’ 22
a) 100 ) “1 de cada c) 90
y 52x100 520
Solucién: a) 27%. b) 50%. c¢) x= 90 =?=57,77---%
21. Sisabemos que los alumnos rubios de una clase son el 16 % y hay 4 alumnos rubios, ;cuantos alumnos hay en total?
Solucign: x=100_400_,
olucion: e e alumnos

22. Un depdsito de 2000 litros de capacidad contiene en este momento 1036 litros. ¢ Qué tanto por ciento representa?
Solucion: x = 20500 = 22 = 51.8%
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23. La proporcion de los alumnos de una clase de 4° de ESO que han aprobado Matematicas fue del 70 %. Sabiendo que en
la clase hay 30 alumnos, ¢cuantos han suspendido?

- 30%30
Solucioén: x= =9 alumnos

100
24. Una fabrica ha pasado de tener 130 obreros a tener 90. Expresa la disminucion en porcentaje.
Solucién: x = 90:31000 = % = 69.23... Luego la fabrica tiene el 69.23...% de los obreros que tenia.
25. Calcula el precio final de un lavavajillas que costaba 520 € mas un 21 % de IVA, al que se le ha aplicado un descuento
sobre el coste total del 18 %.
121 121 3146

Solucién: Precio con IVA: x = 520 + 2L 520 =12 520 =121 26 = 31¢ _ 629 2.
18 1004»1 100 41 y 128982
Precio final: 629.2 — 100 629.2 = w0 629.2 = 7 314.6 = — = 515.94 € (redondeado).

26. Copia en tu cuaderno y completa:

a) De una factura de 1340 € he pagado 1200 €. Me han aplicado un ......... % de descuento
Solucién: 1340 — 1340 —— = 1340~ = 1200 = 67 == =60 > 700 = 67 x > x = - = 10.44... %
b) Me han descontado el 9 % de una facturade ................. €y he pagado 280 €.
Solucion: x — = X = oL X=280= x= 28000 =307,69 € (redondeado).
100 100 91

c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 20 % y me he ahorrado 100 €. ; Cual era el precio del mueble
sin descuento?

20 1
lucion: — x=—x=100=x=500
Solucié 100" s €

27. El precio inicial de un electrodoméstico era 500 euros. Primero subié un 10 % y después bajé un 30 %. ¢ Cual es su precio
actual? ¢ Cual es el porcentaje de incremento o descuento?

30
Solucién: Primero: 500+50=550 €. Precio actual: 550—1—00550=550—165=385 €

X 115
Porcentaje de descuento: SOO—HJSOO=5(100—X)=500—5X=385:>X=? =239,

28. Una persona ha comprado acciones de bolsa en el mes de enero por un valor de 10 000 €. De enero a febrero estas
acciones han aumentado un 8 %, pero en el mes de febrero han disminuido un 16 % ¢ Cual es su valor a finales de
febrero? ¢ En qué porcentaje han aumentado o disminuido?

Solucién: Principios de febrero: 10000 + % 10000 = 10800 €. Finales de febrero:

10800 — % 10800 = 10800 — 1728 = 9072 €. Porcentaje de disminucion:
_10000-9072 _ 928

10000 — — 1000 = 10000 — 100 x = 9072 > x = ————"-=>"=19.28%
100 100 100

29. El precio inicial de una enciclopedia era de 300 € y a lo largo del tiempo ha sufrido variaciones. Subié un 10 %, luego un
25 % y después bajo un 30 %. ;Cual es su precio actual? Calcula la variacion porcentual.

Solucién: Primera subida: 300+30=330 €. Segunda subida: 330 + ; 330 = > 330 = 2= = 412.5¢€
Precio actual: 412.5 — 412.5 — = 412.5 — = 22875 _ 288 .75 €
10 10 1_0 B 5
Variacién ~ porcentual: 300 — 300 —— =300 =300 — 3 x = 288.75 > x = " = 3.75% de

descuento.

30. En una tienda de venta por Internet se anuncian rebajas del 25 %, pero luego cargan en la factura un 20 % de gastos de
envio. ¢ Cual es el porcentaje de incremento o descuento?  Cuanto tendremos que pagar por un articulo que costaba 30
euros? ¢ Cuanto costaba un articulo por el que hemos pagado 36 euros?

. . . 1 ) 11 1 10
Solucion: Precio rebajado: x _ZX Precio con la carga: x Xt (x Bl v

Porcentaje de descuento: 10 % Articulo de 30 €: 30- 3= 27 €

) 10 9
Articulo por el que hemos pagado 36 euros: X100 10" =36—=>x=40 €
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3. PROPORCIONALIDAD INVERSA

31. Para embaldosar un recinto, 7 obreros han dedicado 80 horas de trabajo. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla y

determina la constante de proporcionalidad. Escribe la ecuacion de la hipérbola.

Numero de obreros 1 5 7 12 60
Horas de trabajo 80 28 10
560
Solucion: K=560; y=7
Numero de obreros 1 5 7 12 20 | 56 60
Horas de trabajo 560 | 112 | 80 | 46.66.. | 28 | 10 | 9.33..

32. Al cortar una cantidad de madera hemos conseguido 5 paneles de 1.25 m de largo. ;Cuéntos paneles conseguiremos si
ahora tienen 3 m de largo?

6,25
Solucion: Cantidad de madera: sx 1,25 - 6,25 m . Numero de paneles: T:2'0833" (2 y sobra un poco de madera)

33. En un huerto ecoldgico se utilizan 5000 kg de un tipo de abono de origen animal que se sabe que tiene un 12 % de
nitratos. Se cambia el tipo de abono, que ahora tiene un 15 % de nitratos, ¢cuéntos kilogramos se necesitarén del nuevo
abono para que las plantas reciban la misma cantidad de nitratos?

Solucién: Cantidad de nitratos: 5000 % = 600 kg. Cantidad del nuevo abono:

1 600 600 x 100 4000 k
—_— = ==
* 100 * 15 8
34. Ese mismo huerto necesita 200 cajas para envasar sus berenjenas en cajas de un kilogramo.  Cuantas cajas necesitaria
para envasarlas en cajas de 1.7 kilogramos? ¢ Y para envasarlas en cajas de 2.3 kilogramos?

Solucién: % = 117.6... Como el nimero de cajas es entero, serian 118 y la ultima no iria llena
200

3= 86.9... Como el nimero de cajas es entero, serian 87 y la ultima no iria llena

35. Para envasar cierta cantidad de leche se necesitan 8 recipientes de 100 litros de capacidad cada uno. Queremos envasar
la misma cantidad de leche empleando 20 recipientes. ¢ Cual debera ser la capacidad de esos recipientes?

800
Solucién: Cantidad de leche: s x 100 = 800 . Capacidad: E=40/.

36. Copia en tu cuaderno la tabla siguiente, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad
inversa. Escribe la ecuacién de la hipérbola.

Magnitud A 40 0.07 8
Magnitud B 0.25 5 6.4
Solucién:
Magnitud A 40 0.07 2 8 1.5625
Magnitud B 0.25 142.85... 5 1.25 6.4
40x0,25 10
y:—:_
X X

37. Seis personas realizan un viaje de 12 dias y pagan en total 40800 €. ;Cuénto pagaran 15 personas si su viaje dura 4
dias?
40800 _ 10200

Solucion: Lo que pagan en total por dia: =3400€
, 3400 1700 . . 1700
Lo que pagan en total por dia y por persona: ~ -3 Pagaran: x15x4 =34000€

38. Si 16 bombillas originan un gasto de 4500 €, estando encendidas durante 30 dias, 5 horas diarias, ¢qué gasto originarian
38 bombillas en 45 dias, encendidas durante 8 horas diarias?

4500 90

Solucién: Gasto de las 16 bombillas por hora: 0" 3 1>

Gasto de cada bombilla por hora: i—z =%

=30€.

Gasto pedido: %38x45>< 8 =25650€
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39. Para alimentar 6 vacas durante 17 dias se necesitan 240 kilos de alimento. s Cuantos kilos de alimento se necesitan para
mantener 29 vacas durante 53 dias?
240 15

. . .. 240 .
Solucion: Alimento de las 6 vacas por dia: ST Gasto de cada vaca por dia: IEerr]
X

1
Gasto pedido: ?538><45><8=25650€

40. Si 12 hombres construyen 40 m de tapia en 4 dias trabajando 8 horas diarias, ¢cuantas horas diarias deben trabajar 20
hombres para construir 180 m en 15 dias?

Solucién: Metros de tapia construidos por los 12 hombres por hora: g

. . 40 5
Metros de tapia construidos por hombre y por hora: as =~ a8
3x48

Horas diarias: 4—5;320 X15x =180 = x = T 5.76 horas. Tenemos que 0.76 X 3600 = 2736, luego

son § horas y 2736 segundos. En minutos: % = 45. 6 minutos. Tenemos que 0.6 x 60 = 36, luego son
5 horas, 45 minutos y 36 segundos.

41. Con una cantidad de pienso podemos dar de comer a 24 animales durante 50 dias con una racién de 1 kg para cada uno.
¢ Cuantos dias podremos alimentar a 100 animales si la racién es de 800 g?
Solucién: Cantidad consumida por cada animal durante los 50 dias: 50 kg.

Cantidad de pienso: ., . s - 0 kg. Nimero de dias: 0.8 x X 100 = 1200 = x = % =15
42. Para llenar un depdsito se abren 5 grifos que lanzan 8 litros por minuto y tardan 10 horas. ;Cuanto tiempo tardaran 7
grifos similares que lanzan 10 litros por minuto?
Solucion: Cantidad de litros que echan los 5 grifos en las 10 horas (capacidad del depésito. Suponemos que

cada grifo echa 8 I. por minuto): 600 x 40 = 24000.

Tiempo: 2470000 ~ 342.85 minutos.

43. Si 4 maquinas fabrican 2 400 piezas funcionando 8 horas diarias. ;,Cuéntas maquinas se deben poner a funcionar para
conseguir 7 000 piezas durante 10 horas diarias?

24
Solucion: Numero de piezas por maquina cada dia: e =600

. . . i 600
Numero de piezas fabricadas por maquina y por hora: i 75.

. - 7000 28
Nimero de maquinas: 75x10x =7000= x 03" 9,33...

Como el nimero de maquinas es entero, 10 maquinas.

3. REPARTOS PROPORCIONALES

44, Cinco personas comparten loteria, con 10, 6, 12, 7 y 5 participaciones respectivamente. Si han obtenido un premio de
18000 € 4 Cuanto corresponde a cada uno?

Solucién: Premio por participacion: % = 450. Al primero: 450 x 10 = 4500, al segundo: 450 x 6 = 2700, al

tercero: 450 x 12 = 5400, al cuarto: 450 X 7 = 3150, al quinto: 450 x 5 = 2250
45, Tres socios han invertido 20000 €, 34000 € y 51000 € este afio en su empresa. Si los beneficios a repartir a final de afio
ascienden a 31500€, ;cuanto corresponde a cada uno?

Solucién: Inversioén total: 20000+34000+51000=105000. Beneficio por euro de inversion:

31500 _ 3
5 5 ; 105000 10
AIprimero:EZOOO = 6000 € alsegundo:534000 =10200 € al tercero:551000 = 15300 €

46. La Unién Europea ha concedido una subvencién de 48.000.000 € para tres Estados de 60, 46 y 10 millones de
habitantes, ;como debe repartirse el dinero, sabiendo que es directamente proporcional al nimero de habitantes?

Solucion: Numero total de habitantes: 60+46+10=116. Subvencién por habitante: f—fﬁ aproximadamente igual a 0.4.
Al primero: 0.4*60 = 24.8 millones de €,
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al segundo: 0.4* 46 = 19.1 millones de €,
al tercero: 0.4*10= 4.1 millones de € (24.8 + 19.1 + 4.1 =48 €)

47. Se reparte una cantidad de dinero, entre tres personas, directamente proporcional a 2, 5y 8. Sabiendo que a la segunda
le corresponde 675 €. Hallar lo que le corresponde a la primera y tercera.

Y . . . X _ i
Solucién: Cantidad por unidad: 5158 = 15
Cantidad de dinero: = = X = 675 = x = 3 x 675 = 2025.

AIprimero:%ZOZS =270 € al tercero:%ZOZS = 1080 €.

48. Una abuela reparte 100 € entre sus tres nietos de 12, 14 y 16 afios de edad; proporcionalmente a sus edades. ¢ Cuanto
corresponde a cada uno?

.. , ~ 100 100 50
Solucién: Cantidad por afio: = ==

12+14+16 42 21
- .50 _ 200 _ .50 _ 100 _ .50 16 — 800 _
Al primero: = 12 = —= = 28.57 €, al segundo: 5, 14=—-=33.33 €, al tercero: > 16 =—-=38.10 €
49. En un concurso se acumula puntuacion de forma inversamente proporcional al nimero de errores. Los cuatro finalistas,
con 10, 5, 2y 1 errores, deben repartirse los 2500 puntos. ¢ Cuantos puntos recibira cada uno?
Solucién: Si al primero se le da x, al sequndo hay que darle 2 x (mitad de errores), al tercero 5 x (quinta parte de errores) y

al cuarto 10 x (décima parte de errores), conx +2 x+5x + 10 x = 18 x = 2500 =
_ 2500 _ 1250 1250 2500

X=— = = 138.88... Al primero: 138.88... puntos, al sequndo: 5 2 = = 277.77... puntos, al
tercero:%;0 5= 62% = 694.44. .. puntos, al cuarto: 12950 10 = 12:00 = 1388.88... puntos

50. En el testamento, el abuelo establece que quiere repartir entre sus nietos 4500 €, de manera proporcional a sus edades,
12, 15y 18 afios, cuidando que la mayor cantidad sea para los nietos menores, ¢ cuanto recibira cada uno?

Solucién: Si al mayor le da x, al segundo hay que darle % x= g x (tiene % = % de la edad del mayor) y al pequefo
18 3 .12 2 .
X=X (tiene 53 de la edad del mayor), con:
X+2x+2x =20 x=4500 > x = =0 = 1216.1216... Al mayor: 1216.12 €, al segundo:
4530700 g = 5430700 = 1459.1459. ., luego hay que darle 1459.15 €, al pequefo:
4530700 % = 6735700 = 1824.032.., luego hay que darle 1824.03 €. Quedarian por repartir 70 céntimos, que se
podrian repartir también proporcionalmente:
6 3 37 _ _ 700 _ . 700 6 _ 840 _
Xtox+ox=,x= 70 = x = = 18, ... Al mayor: 18 c, al segundo 5T 3, 22,.., luego hay
que darle 22 c, al pequeho % % = % = 28,.., luego hay que darle 28 c. Quedarian por repartir 2

céntimos, que se pierden. En total el mayor recibe 1216.30 €, el sequndo 1459.37 €, el pequeiio 1824.31 €

51. Se reparte dinero inversamente proporcional a 5, 10 y 15; al menor le corresponden 3000 €. ;Cuanto corresponde a los
otros dos?

Solucién: Al segundo le corresponden 1500 € (ya que es el doble que el menor) y al mayor 1000 € (ya que es el triple
que el menor)

52. Tres hermanos ayudan al mantenimiento familiar entregando anualmente 6000 €. Si sus edades son de 18, 20 y 25 afios
y las aportaciones son inversamente proporcionales a la edad, ¢ cuanto aporta cada uno?

Solucién: Si el mayor aporta x, el sequndo aporta % x = % x (tiene g = % de la edad del mayor) y el pequefio
25 .25 .
15 x (tiene s de la edad del mayor), con:
x +% x+ % x = % x=6000=x = 211630100 = 1648.832... El mayor: 1648.83 €, el segundo:

216000 5 _ 270000
131 4 131
216000 25 _ 300000
131 18 131

= 2061.068. .., luego aporta 2061.07 €, el pequeno:

= 2290.076. .., luego aporta 2290.08 €. Quedan por aportar 2 c, que se pierden.
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53. Un padre va con sus dos hijos a una feria y en la tdmbola gana 50 € que los reparte de forma inversamente proporcional a
sus edades, que son 15y 10 afios. ¢ Cuantos euros debe dar a cada uno?

Solucién: Si al mayor le da x , al menor le da %x=%x (tiene %z% de la edad del mayor), con:

5. TASAS Y NUMEROS INDICE
54. Calcula los intereses de un depdsito de 15 000€ a tres afios con un TIN del 6 %.
Solucion: 900 €.
55. ¢ Se obtienen los mismos intereses por esos 15 000 €, si consideramos un 2 % cada afio en los tres afios?
Solucién: Primer afio: 15000- 2 /100 = 300 €; Segundo afo: 15 300 - 2/100 = 306 €;
Tercer afio: 15 606 - 2 /100 = 312.12 €. Intereses totales = 300 + 306 + 312.12 = 918.12 €.

56. ¢ Cuantos afios deben depositarse 1 500 € al 3 % anual para obtener 90 € de intereses?
1590

Solucién: 1500 ( 1+ 0.03 - n) = 1590, —— = 1.06; (1+ 0,03 - n) = 1.06; n = —— = 2 afos.
57. Calcula la TAE que se aplica a un prestamo de 15000 € al 9 % TIN anual a devolver mensualmente en 5 afios.
Solucion: Son pagos mensuales, por tanto: (1 +;,)" — 1= (1 + %} 12 _ 1 =0.0938; La TAE resultante es 9.38 %.

58. ¢ Qué tipo de interés nominal ha dado como resultado una TAE del 7.012 % para un depoésito que percibe los intereses
trimestralmente.
Solucion: (1+ D" —1=(1+ D* —1=0.0712; (1+ D*=1.0712; V1.0712 = 1.01734; 7 = 0.01734;
r=10.06936; TIN=6.93
59. Aplica el simulador del Banco de Espafia para calcular la TAE de un préstamo de 12 000 € al 5.8 de tipo hominal con
unos gastos de 250 € a amortizar en tres afios con periodicidad mensual.
Solucion: TAE: 7.139 %.
60. Utiliza el simulador para comparar estas dos opciones de préstamo :
a) 25000 €, 540 € de gastos, 6.25 % TIN, a amortizar en 8 afios, TAE: 7.063 %.
b) 25000 €, 400 € de gastos. 6.5 %, TIN a amortizar en 8 afios, TAE: 7.165 %.
Solucién: Es mas favorable la primera opcion

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Estima cuantas personas caben de pie en un metro cuadrado. Ha habido una fiesta y se ha llenado
completamente un local de 400 m?, ; cuantas personas estimas que han ido a esa fiesta?
Solucién: Supongamos que caben 12. Entonces han ido . . 1 - 00
2. Cada semana pagamos 48 € en transporte.  Cuanto gastaremos durante el mes de febrero?
Solucion: 48 x a4 =192 €
3. Con 85 € hemos pagado 15 m de tela, ¢ cuanto nos costaran 23 m de la misma tela?

. 85x23 17x23
Solucion: S22 - 27X22 _130,333.... Entonces cuesta 130.33 €

4. Para tapizar cinco sillas he utilizado 0.6 m de tela, ¢ cuéntas sillas podré tapizar con la pieza completa de 10 m?
5x10 _ 500
Solucién: = 83.333...: 83 sillas

5. Un camlon ha transportado en 2 viajes 300 sacos de patatas de 25 kg cada uno. ¢ Cuantos viajes seran necesarios
para transportar 950 sacos de 30 kg cada uno?

7500
Solucién: Kilos totales transportados:300 x 25 = 7500. Kilos por viaje: > =3750,

28500 _ 570 _ 38

Kilos totales a transportar: 950 x 30 = 28500. Nimero de viajes: 250~ 95 T 5 T 7.6, es decir, 8 viajes.

6. Una edicion de 400 libros de 300 paginas cada uno alcanza un peso total de 100 kg. ;Cuéntos kg pesaré otra
edicion de 700 libros de 140 paginas cada uno?
Solucion: Nimero de paginas totales primera edicion: i, . a0 - 120000
Namero de paginas totales segunda edicion: ;o . 110 - sso0o

Peso segunda edicion: 12228000 _ 245
" 120000

= 81.66... kg.
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7. Sabiendo que la razon de proporcionalidad directa es k = 1.8, copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla:

Magnitud A 15.9 0.01

Magnitud B 6 0.1 10
Solucion:

Magnitud A 15.9 3.33... 0.055... 0.01 5.55...

Magnitud B 28.62 6 0.1 0.018 10

8. Elmodelo de teléfono mévil que costaba 285 € + IVA esta ahora con un 15 % de descuento. ¢ Cual es su precio

rebajado? (IVA 21 %)

Solucioén: Precio total: 285 = _ 57 = 344.85.
100 20

Precio rebajado: 344.85 — 344.85 11750 — 344.85 % = 68.97 - = 293.1225, es decir: 293.12€
9. Por retrasarse en el pago de una deuda de 1500 €, una persona debe pagar un recargo del 12 %. ¢ Cuénto tiene

que devolver en total?

Solucién: 1500  + 1500 —2 = 1500 22— 15x 112 = 1680 €
100 100

10. Si un litro de leche de 0.85 € aumenta su precio en un 12 %, ¢ cuanto vale ahora?

Solucién: 0.85 + 0.85 % - 0.85 % —0.17 X 5.6 = 0.952. Vale 0.95 €

11. ;Qué tanto por ciento de descuento se ha aplicado en una factura de 1900 € si finalmente se pagaron 1200 €?

Solucién: 1900 — 1900 — = 1900 22* = 19 (100 — x) = 1200 = x = 100 — 222 =72+ 36.84 %
100 100

19 19

12. Siunas zapatillas de 60 € se rebajan un 15 %, ¢cual es el valor final?
Solucion: 60 — 60 — = 51 €

13. Al comprar un televisor he obtenido un 22 % de descuento, por lo que al final he pagado 483.60 €, ;cual era el

precio del televisor sin descuento?

. 22 78 39 483.60x50
Solucion:x —x —=x —=x —=483.60>x=—77—-=620 €
100 100 50 39

14. Luis compré una camiseta que estaba rebajada un 20 % y pagé por ella 20 €. ; Cual era su precio original?
20 80 4 205 _ 5 g

Solucion: x —x —=x —=x-=20>x =
100 100 5

15. Por liquidar una deuda de 35 000 € antes de lo previsto, una persona paga finalmente 30 800 €, ;qué porcentaje

de su deuda se ha ahorrado?
X 100—x

Solucioén: 35 000 — 35000 Too = 35000 oo — 350 (100 —x) = 30800 =
x =100 —30800:8—4:12%
350 7
16. El precio de un viaje se anuncia a 500 € IVA incluido. ;Cuél era el precio sin IVA? (IVA 21 %)
Solucion: x — x —= = x —- = x = = 483.60 = x = 0 = 620 €

17. ;Qué incremento porcentual se ha efectuado sobre un articulo que antes valia 25 € y ahora se paga a 29 €?

Solucién: 25 + 25 —— = 25 1‘;3;" - "’2*" —29=>x=116—100=16%

18. Un balneario recibié 10 mil clientes en el mes de julio y 12 mil en agosto. ;Cual es el incremento porcentual de
clientes de julio a agosto?

Solucién: 10000 + 10000 ﬁ = 10000

100+x
100

=100 (100 + x) = 12000 = x = 120 — 100 =20 %

19. ;Qué velocidad deberia llevar un automévil para recorrer en 4 horas cierta distancia, si a 80 km/h ha tardado 5
horas y 15 minutos?

Solucién: >% = 105 km/h

20. Si la jornada laboral es de 8 horas necesitamos a 20 operarios para realizar un trabajo. Si rebajamos la jornada en

media hora diaria, s cuantos operarios seran necesarios para realizar el mismo trabajo?

., 8x20 320 .
Solucion: x = e T s T 21.33...: 22 operarios

Matematicas Generales. 1° Bachillerato. www.apuntesmareaverde.org.es




21. En un almacén se guardan reservas de comida para 100 personas durante 20 dias con 3 raciones diarias,
¢cuantos dias duraria la misma comida para 75 personas con 2 raciones diarias?
Solucion: Namero total de raciones diarias para 100: ;. ., -0 . Numero total de raciones diarias para 75:
2«75 -1 - COMO son la mitad duraran el doble: 40 dias.
22. Si 15 operarios instalan 2 500 m de valla en 7 dias. ¢ Cuantos dias tardaran 12 operarios en instalar 5 250 m de
valla?

250012 2000

2500
Solucién: Metros de valla por dia los 15 operarios: — Metros de valla por dia los 12 operarios: > 1= 7

Dias que tardan % = % = 18.3...: 19 dias.
7

23. En un concurso el premio de 168 000 € se reparte de forma directamente proporcional a los puntos conseguidos.
Los tres finalistas consiguieron 120, 78 y 42 puntos. ¢ Cuantos euros recibiran cada uno?

., . 168000 168000 x78
Solucién: El primero: =8400C. E/ segundo: a0 54600 €.
168000 x 42
El tercero: ——————=29400 €
240

24. Repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160, 140, 120.

160 140 120
ion: ] - 336——=128 - 336——=112 - 336——=96
Solucioén: El primero: 220 . El segundo: 220 . El tercero: 220

25. Un trabajo se paga a 3 120 €. Tres operarios lo realizan aportando el primero 22 jornadas, el segundo 16 jornadas
y el tercero 14 jornadas. ¢ Cuanto recibira cada uno?

22 16
Solucién: El primero: 31205—2=120><11=1320€. El segundo: 31205—2=240><4=960€ .

14
El tercero: 3120§=120><7:840€

26. Repartir 4 350 en partes inversamente proporcionales a 18, 30, 45.

1 1 1 15 9 6 15 4350
ion: —+—+—=——f—— imero: 4350—=——=2175
Solucion: 18130 s 270 270 270.EIprlmero. 30 32 )

9 3
El segundo: 435037)=43501—0=1305. El tercero: 4350 % =435x2 =870

27. Mezclamos 3 kg de almendras a 14 €/kg, 1.5 kg de nueces a 6 €/kg, 1.75 kg de castafias 8 €/kg. Calcula el precio
final del paquete de 250 g de mezcla de frutos secos.
Solucion: Precio total: 3 x 14 + 1.5 X 6+ 1.75 X 8 = 42 + 9 + 14 = 65 €. Precio por kg:

65 65 . .ﬁ B
B+15+175) 625 10. 4. Precio del paquete: Y 2.6€2€y60c.

28. Calcula el precio del litro de zumo que se consigue mezclando 8 litros de zumo de pifia a 2.5 €/1, 15 litros de zumo
de naranja a 1.6 €/l y 5 litros de zumo de uva a 1.2 €/1. ;A cuanto debe venderse una botella de litro y medio si se
le aplica un aumento del 40 % sobre el precio de coste?

Solucién: Precio total: 8 x 2.5+ 15x 1.6 + 1.2 X 5 = 20 + 24 + 6 = 50 €. Precio por litro:
1.78

__50 _ _30_ 4 785, .:1.78 € Precio de coste de la botella: 1.78 + 72 = 1.78 + 0.89 = 2.67
(8+15+5) 28 2

Precio de la botella: 2. 67 + 2. 6714—0 - 2. 67% —3.738:3.74€

29. Cinco personas comparten un microbUs para realizar distintos trayectos. El coste total es de 157.5 € mas 20 € de
suplemento por servicio nocturno. Los kilometros recorridos por cada pasajero fueron 3, 5, 7, 8 y 12
respectivamente. ¢ Cuanto debe abonar cada uno?

177.5

Solucién: Primero: 177.5 - = 35.5 2 = 15.214. .. 15.21 €. Segundo: 177.5 — = *-> = 25.357...: 25.36 €,

7
Tercero: 177. 53—75 - 17T75 = 35.5 € Cuarto: 177. 5% =355 § — 40.571..: 40.57 €,
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30. Se ha decidido penalizar a las empresas que mas contaminan. Para ello se reparten 2350000 € para subvencionar
a tres empresas que presentan un 12 %, 9 % y 15 % de grado de contaminacién.  Cuanto recibira cada una?

ions L4 1,1 _ 15 20 12 i . 15 _ —
Solucién: 275715 = 180 T 180 T 180" La primera: 2350000 e 50000 x 15 = 750000 €.

La segunda: 2350000 g = 50000 x 20 = 1000000 €

La tercera: 2350000 % = 50000 x 12 = 600000 €

31. En la construccion de un puente de 850 m se han utilizado 150 vigas, pero el ingeniero no esta muy seguro y
decide reforzar la obra afiadiendo 50 vigas mas. Si las vigas se colocan uniformemente a lo largo de todo el
puente, ja qué distancia se colocaran las vigas?

Solucién: Supongo que se ha reconstruido el puente poniendo las 200 vigas a igual distancia. Entonces la distancia

850 17
es—=—=4.25m
200 4

32. En un colegio de primaria se convoca un concurso de ortografia en el que se dan varios premios. El total que se
reparte entre los premiados es 500 €. Los alumnos que no han cometido ninguna falta reciben 150 €, y el resto se
distribuye de manera inversamente proporcional al numero de faltas. Hay dos alumnos que no han tenido ninguna
falta, uno ha tenido una falta, otro dos faltas y el Ultimo ha tenido cuatro faltas, ¢ cuanto recibira cada uno?

Solucién: Los dos sin faltas: 150 € cada uno. Quedan por repartir: 500 — 300 = 200 €.

1,1,1_ 4,2 1 , 4 _ 800 _ ,
I+E+Z = Z+Z+Z' El de una falta: 200 ST T 114.285....114.29 €.

El de dos faltas: 200 ; - @ — 57.142...:57.14 €. El de cuatro faltas: 200 ; - @ —28.571..:28.57€

33. Calcula los interés a pagar por un préstamo de 5 000 € con un TIN del 4% anual y un afio de devolucion.
Solucién:

34. Calcula los intereses nominales que pagaremos por esos 5 000 € si el plazo de devolucién es de 18 meses con
un TIN del 3 % semestral.
Solucién:

35. Solicitamos un préstamos de 2 500 € con un TIN mensual del 2.5 %. Si lo devolvemos justo al mes siguiente,
Jcuantos intereses nominales pagamos?
Solucién:

36. Hemos depositado 6 000 € con una TIN anual del 5%. ;Qué intereses nominales obtenemos al semestre?
Solucién:

37. Calcula la TAE que se aplica a un préstamo de 15 000 € al 2.5 % anual a devolver en 5 afios.
Solucién:

38. Calcula el tipo de interés que se ha aplicado a un préstamo de 6 000 € con una TAE de 4.0625 % anual a pagar
en 4 anos.
Solucioén:
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AUTOEVALUACION

1. La cantidad de animales de un zooldgico y los excrementos diarios que se recogen es una relacion
a) Proporcional directa b) proporcional inversa ¢) no es proporcional
Solucién:
2. Siete cajas de galletas de un kilo y medio cada una nos han costado 12.6 €. Si quiero comprar 22 kg de galletas, me
costaran:
a) 224 € b) 30.6 € C)26.4 € d)24.2€
Solucién:
3. Al aplicar un 24 % de descuento sobre una factura, hemos tenido que pagar 699.20€. El importe total de la factura sin
descuento era:

a) 920 € b) 1220 € c) 880 €
Solucién:
4. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad directa son:
A 10 0.25 0.1 100
B 50 5
a) 612.5; 1000; 0.0005; 0.5 b) 1.25; 2.5; 125; 0.125  ¢) 62; 500; 0.005; 0.05
Solucién: a) Constante: % = ? =200
: 1
A 10 0.25 0.025 0.1 100
B 2000 50 5 20 20000

5. Con 500 € pagamos los gastos de gas durante 10 meses. En 36 meses pagaremos:
a)2000€ b) 1900 € c) 1800 € d) 1500 €.

Solucién: ¢c)

6. Un articulo que costaba 2 000 € se ha rebajado a 1 750 €. El porcentaje de rebaja aplicado es:

a) 10 % b) 12.5 % c) 15.625 % d) 11.75 %

Solucioén: b)

7. Para envasar 510 litros de agua utilizamos botellas de litro y medio. ;Cuantas botellas necesitaremos si queremos

utilizar envases de tres cuartos de litro?

a) 590 botellas b) 700 botellas ¢) 650 botellas d) 680 botellas

Solucién: d)

8. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad inversa son:

A 5.5 10 11
B 20 0.5 0.1
a) 40;200; 11.5; 1000 b) 11; 200; 20; 300 c) 11; 220; 10; 1100 d) 40; 220; 10; 500

Solucién: ¢)
9. Tres agricultores se reparten los kilogramos de la cosecha de forma proporcional al tamafio de sus parcelas. La mayor,
que mide 15 ha recibido 30 toneladas, la segunda es de 12 ha y la tercera de 10 ha recibiran:
a)24ty20t b)20ty 24 t c)24ty18t d)25ty 20t
Solucién: a)
10.Con 4 rollos de papel de 5 m de largo, puedo forrar 32 libros. ;Cuéntos rollos necesitaremos para forrar 16 libros si
ahora los rollos de papel son de 2 m de largo?
a) 3 rollos b) 5 rollos c) 4 rollos d) 2 rollos
Solucion: b)
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RESUMEN
Concepto Definicion Ejemplo
Razon Comparacion entre los valores de dos variables Precio y cantidad
Proporcion Igualdad entre dos razones AesaBcomoCesaD
Proporcionalidad |Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al |Para empapelar 300 m?
directa multiplicar o dividir a la primera por un nimero, la segunda queda | hemos utilizado 24 rollos de

multiplicada o dividida por el mismo nimero.

La funcién de proporcionalidad directa es una recta que pasa por
el origen: y = kx. La pendiente de la recta, k, es la razon de
proporcionalidad directa.

papel, si ahora la superficie es
de 104 m?, necesitaremos
8.32 rollos, pues k =300/24 =
12.5, y =12.5x, por lo que x =
104/12.5 = 8.32 rollos.

Proporcionalidad

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al
multiplicar o dividir a la primera por un nimero, la segunda queda

Dos personas pintan una

inversa Wt Vi : ! vivienda en 4 dias. Para pintar la
dividida o multiplicada por el mismo nimero. misma vivienda. 4 personas
La funcién de proporcionalidad inversa es la hipérbola y = k’x. o P
Por tanto la razon de proporcionalidad inversa k' es el tardaran:k’=8,y=8/x, porlo
producto de cada par de magnitudes: k'=a-b=a"b". que tardaran 2 dias.
Porcentajes Razon con denominador 100. EI 87 % de 2 400 es 87'120 4;00= 2088
Reparto proporcional directo Reparto proporcional inverso
Repartir directamente a 6, 10y 14, 105 000 € Repartir 5 670 inversamentea 3,5y 6
6+10+14=30 1/3+1/5+1/6=226*5 _ 21
30 30
105000:30=3500 5670 :21 =270
6-3500=21000€ 270 -10 = 2 700
10-3500=35000 € 270 -6 =1 620
14 -3500=49 000 € 270-5=1 350
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CAPITULO 3: CONTEO
CTIVIDADE PROPUESTAS
1. PRINCIPIOS DE COMPARACION Y ADICCION

1. Yasabes, las matriculas de los coches tienen tres letras y cuatro nimeros.

a) ¢ Cuantas matriculas tienen cuatro unos: 1111?
b) ¢ Cuantas tienen los cuatro nimeros iguales?
¢) ¢, Cuantas tienen cuatro unos, 1111, y tres B, BBB?
d) ¢ Cuéntas tienen los cuatro numeros iguales y las tres letras iguales?
Solucién: Hacemos un diagrama de arbol para cada caso, y obtenemos: a) 28 * 28 * 28 = 21 952; b) 28 * 28 * 28 * 9 =
197 568; c) 1; d) 9 * 28 = 253 porque la matricula toda ceros no existe.
2. ;Podrias decir cuantas matriculas (de tres letras y cuatro nimeros) existen? ¢ Hay suficientes?

Solucién: 28 * 28 * 28 * 10 * 10 * 10 * 10 = 219 520 000 aproximadamente posibles matriculas. Hay suficientes nimeros
posibles de matriculas.
3. ;Hay méas o menos matriculas que empiezan por B que matriculas con todas las letras iguales?

Solucién: Matriculas que empiezan por B: 28 * 28 * 10 * 10 * 10 * 10 = 7 840 000;
Matriculas con todas las letras iguales: 28 * 10 * 10 * 10 * 10 = 280 000. Hay muchas mas que empiezan por B.
4. Nieves tiene 4 lapiceros, 5 boligrafos y 10 rotuladores todos distintos de diferentes colores, ¢ cuantos estuches diferentes
puede formar que tengan un lapicero, un boligrafo y un rotulador?

Solucién: 200 estuches.

2. PRINCIPIOS DE MULTIPLICACION Y DIVISION

5. Maria no sabe qué ponerse. Tiene que decidir entre 6 camisetas, 3 pantalones y 2 zapatillas. ;De cuantas formas podria
ir vestida?

Solucién: Hacemos una tabla:

L 6 [ 3 [ 2 |
6 * 3 * 2 = 36 formas posibles de vestirse.

6. Una pareja tiene un hijo de 3 afios que entra en la guarderia a las 9 de la mafiana. El padre trabaja en una fabrica que
tiene 3 turnos mensuales rotativos: de 0 a 8, de 8 a 16 y de 16 a 24 horas. La madre trabaja en un supermercado que
tiene dos turnos rotativos mensuales, de 8 a 14 y de 14 a 20 horas. ¢ Cuantos dias al afio, por término medio, no podra
ninguno de los dos llevar a su hijo a la guarderia?

Solucién: Hacemos una tabla:

Padre 0a8. NO 8a16.NO 16 a 24. SI

Madre 8a14.NO 14a 20. Sl

El padre puede un tercio de los dias, y la madre, la mitad, por lo que al menos podran llevarlo la mitad de los dias. Si
empiezan los turnos en el mes de enero, no puede llevarlo ninguno en enero, en mayo y en julio, luego por
término medio no podran llevarlo 3 meses al aho, unos 90 dias aproximadamente.

7. ¢De cuantas formas se pueden colocar 8 torres en un tablero de ajedrez sin que se ataquen?

Solucion: En el tablero hay 8 filas y 8 columnas. Las torres se atacan si estan en la misma fila o en la misma columna,
por lo que en cada fila sélo puede haber una tnica torre. La primera torre la podremos colocar en 8 posiciones. La
segunda ya sélo en 7, en 6 la tercera, y asi, por lo que la solucién es: 8 *7*6*5*4 *3*2*1= 8= 40 320 formas.

3. PRINCIPIO DEL PALOMAR

8. Enunjardin hay 1 000 plantas, y ninguna planta tiene mas de quinientas hojas. Demuestra que debe haber al menos dos
plantas con el mismo numero de hojas.

Solucién: Tenemos 1 000 palomas (plantas) y 500 palomares (nimero de hojas). Hay muchas mas palomas que
palomares, luego es claro que hay muchos palomares con varias palomas. Pero si dos palomas (planta) estan en
el mismo palomar, significa que tienen el mismo numero de hojas.

9. En Leganés hay menos de 200 000 habitantes. Y ninguna persona tiene mas de un millén de pelos en la cabeza.

¢ Podrias asegurar que en Leganés hay al menos dos personas con el mismo numero de pelos en la cabeza?

Solucién: Se puede asegurar porque el nimero de pelos son las palomas, y los habitantes de Leganés los palomares,
luego hay muchas palomas (numero de pelos) que deben compartir palomar, por tanto muchos habitantes de
Leganés tiene el mismo numero de pelos, y naturalmente, al menos dos.
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10. Dados 5 numeros naturales distintos, menores que 10, comprueba que se pueden formar tres parejas con ellos (los
elementos de las parejas no pueden ser iguales) que tengan la misma diferencia (en valor absoluto).

Solucion: Lo primero que debemos calcular es el numero de diferencias posibles entre cinco nimero menores que
diez. Hay 9, pues estaran entre el 1y el 9. Esas diferencias son los palomares. Ahora debemos contar las posibles
parejas que podemos formar con 5 nimeros, que son las palomas. Hay 10. Por lo tanto hay dos parejas con la
misma diferencia.

11. Un cierto satélite del sistema Upsilon Andromedae tiene menos de la mitad de su superficie cubierta por agua. ;Se podria

encontrar algun lugar dénde escavar un tlnel que empezara en tierra firme y acabara también en tierra firme?

Solucion: Pensemos en dos colores, rojo para el punto elegido en tierra firme, y verde para su diametralmente
opuesto. Como la superficie cubierta por agua es menos de la mitad, la de tierra firme es mayor. Luego hay al
menos un punto que quedara coloreado por los dos colores, rojo y verde, y en ese punto se podria escavar el
tunel. jLo dificil es encontrarlo, sabe cual es!

4. PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION

12. En el grupo de trabajo de 35 personas, con 15 personas que toman té, 27 que toman café y 2 personas que no toman
ninguna bebida, se elige al azar una persona, calcula la probabilidad de que a) tome café o té; b) tome café y té.

Solucién: P(A L B) = P(A) + P(B) - P(A ~ B); P(A) = 27/35; P(B) = 15/35; P(A L

B) = (35 - 2)/35 = 33/35 probabilidad de tomar té o café; P(A N B) = 27/35 + Plata Bronce | s
15/35 — 33/35 = 9/35 probabilidad de tomar té y café. c2 -§ c4
5. COMBINATORIA . - L
13. En una carrera compiten 5 corredores y se van a repartir tres medallas, oro, ) C4 + =
plata y bronce. Haz un diagrama en éarbol y comprueba que hay 60 formas 265 G5 o
distintas de repartir las medallas. ) Cae = -

Solucion grafica: Observa el diagrama en arbol. La medalla de oro la puede
ganar cualquiera de los 5 corredores, C1, C2, C3, C4 o C5. Si la gana C1, la
medalla de plata la puede ganar alguno de los otros 4, nunca C1, luego la c5
podria ganar C2, C3, C4 o C5. Si la gana C2, la medalla de bronce la puede
ganar 3 corredores: C3, C4 o C5. Por tanto las formas posibles de ganar las
medallas son: 5-4-3 = 60.

[R5

Cé«
<

R RSO S S )

14, Haz diagramas en arbol para calcular:

a) Cuantas palabras de dos letras (con significado o sin él) puedes escribir con las letras A, B o
C, todas distintas. ¢ Y si pueden repetirse las letras?

b) Cuantas palabras de tres letras que empiecen por vocal y terminen por consonante se
pueden formar con las letras del alfabeto. (Recuerda que hay 5 vocales y 22 consonantes).

B < Solucion grafica: a) Distintas: 3-2 = 6; Repetidas: 3-3 = 9; b) Palabras de 3 letras: 5-27-22 = 2970.

15. Ana tiene 4 camisetas, 2 pantalones y 3 pares de zapatillas. ;,Puede llevar una combinacién
diferente de camiseta, pantalon y zapatilla durante dos meses (61 dias)? ¢, Cuéntos dias debera repetir
combinacion? Ayuda: Seguro que un diagrama en arbol te resuelve el problema.

Solucién grafica: 4-2-3 = 24 modelos diferentes. No puede.

16. ¢De cuantas formas pueden repartirse cinco personas, cinco pasteles distintos, comiendo cada persona un pastel?

Solucién: Ps = 120.

17. En una carrera de caballos participan cuatro caballos con los nimeros 1, 2, 3y 4. ;Cual de ellos puede llegar el primero?
Si la carrera estd amafiada para que el nimero cuatro llegue el primero, ¢cuales de ellos pueden llegar en segundo
lugar? Si la carrera no est4d amafada, ¢de cuantas formas distintas pueden llegar a la meta? Haz un diagrama en é&rbol
para responder.

Solucién grafica: Cada uno de los 4 puede llegar el primero. Si el n° 4 llega el primero, en segundo lugar pueden
llegar los nimeros 1, 2, y 3. Si la carrera no esta amarnada hay P;= 4 - 3 - 2 - 1= 24 formas distintas de llegar a la
meta.

18. ;De cuéntas maneras puedes meter seis objetos distintos en seis cajas diferentes, si solo puedes poner un objeto en

cada caja?

Solucién: Ps=6-5-4-3-2-1=720.
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19. ;Cuéntos paises forman actualmente la Unién Europea? Puedes ordenarlos siguiendo diferentes criterios, por ejemplo
por su poblacion, o con respecto a su produccion de acero, o por la superficie que ocupan. ¢De cuantas maneras
distintas es posible ordenarlos?

Solucion: Desde 2007 (hasta 2015) hay 28 paises que forman la Unién Europea.
Se pueden ordenar de Py = 304 888 344 611 714 000 000 000 000 000 formas diferentes.
20. En el afio 1973 habia seis paises en el Mercado Comun Europeo. ¢ De cuéntas formas puedes ordenarlos?

Solucion: Ps=6-5-4-3-2-1=720

21. Enuna oficina de colocacion hay siete personas. ¢ De cuantas formas distintas pueden haber llegado?

Solucion: P;=7-6-5-4-3-2-1=5040.

22. Escribe en forma de factorial las distintas formas que tienen de sentarse en una clase los 30 alumnos en los 30 puestos

que hay. (No lo calcules. El resultado es un nimero muy grande, para calcularlo se necesita un ordenador o una
calculadora, y habria que recurrir a la notacion cientifica para expresarlo de forma aproximada).

Solucién: P = 30!
23. Nueve ciclistas circulan por una carretera en fila india. ¢ De cuantas formas distintas pueden ir ordenados?

Solucién: Py = 9! = 362 880.
24. Con los 10 digitos, ¢cuantos nimeros distintos pueden formarse de 4 cifras?

Solucion: 9 - VRy3 = 243.
25. Con los 10 digitos y las 22 consonantes del alfabeto, ¢cuantas matriculas de coche pueden formarse tomando cuatro
digitos y tres letras?

Solucién: Suponemos que los niimeros pueden empezar por 0: VR4 VR7,3 = 196 830 000.
26. Un byte u octeto es una secuencia de ceros y unos tomados de 8 en 8. ; Cuantos bytes distintos pueden formarse?

Solucion: VRzyg = 256.
27. ¢Cuantas palabras de cuatro letras (con significado o no) puedes formar que empiecen por consonante y terminen con la
letra S?

Solucién: 22 - 27 - 27 = 16 038.
28. Cuatro personas van a una pasteleria en la que Unicamente quedan cinco pasteles, distintos entre si. ; De cuantas formas
distintas pueden elegir su pastel si cada una compra uno?

Solucion: Vs4=5-4 -3-2=120.

29. Con los 10 digitos se desean escribir nimeros de seis cifras, todas ellas distintas. ¢Cuantas posibilidades hay para
escribir la primera cifra? Una vez elegida la primera, ;cuéntas hay para elegir la segunda? Una vez elegidas las dos
primeras, ¢ cuantas hay para la tercera? ; Cuantas posibilidades hay en total?

Solucion: Para escribir la primera cifra tenemos 9 posibilidades porque si el nimero empieza por 0 no es de cuatro
cifras. Para la segunda cifra también tenemos 9 porque ahora podemos poner el cero pero no la colocada
en primer lugar. Para la tercera 8 y para la cuarta 7; En total 9-9 - 8 - 7 - 6 - 5= 136 080 posibilidades.

30. Sitienes 11 elementos diferentes y los tienes que ordenar de 4 en 4 de todas las formas posibles, ¢cuéntas hay?

Solucion: Vi14=11-10-9 - 8=17920.

31. Conlas letras A, By C, ;cuantas palabras de 2 letras no repetidas podrias escribir?

Solucion; V;;=3-2=6

32. Con los digitos 3, 5, 7,8y 9, ;cuantos nimeros de 4 cifras distintas puedes formar?

Solucion: Vs4=5-4-3-2=120.

33. Tenemos 5 bombones (iguales) que queremos repartir entre 7 amigos, ;de cuantas formas se pueden repartir los
bombones si a ninguno le vamos a dar mas de un bombén?

Solucion: C75= 21.
34. Juan quiere regalar 3 DVDs a Pedro de los 10 que tiene, ;de cuantas formas distintas puede hacerlo?

Solucion: Cy3=120
35. En el juego del pdker se da a cada jugador una mano formada por cinco cartas, de las 52 que tiene la baraja francesa,
¢.cuéntas manos diferentes puede recibir un jugador?

Solucién: Csy5 = 1497 000 960
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36. En una clase hay 24 alumnos y 14 alumnas. La mitad de las alumnas y la tercera parte de los alumnos tienen los ojos
azules. Se elige un estudiante al azar. A) Calcula la probabilidad de que sea chico y tenga los ojos azules. B) Calcula la
probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azules.

Solucién: P(chico y azules) = 8/38; P(chico o azules) = 31/38.
37. ¢Qué es mas probable al tirar tres dados, que la suma de sus caras superiores sea 9 o sea 10? Escribe el suceso “sea 9”
y el suceso “sea 10” y calcula las probabilidades de sus sucesos elementales. jSabes ya mas que Galileo!

En el siglo XVI plante6 el siguiente problema: Al tirar tres dados, ;por qué es mas probable obtener que la suma de
las caras superiores sea 10, que sea 9?

Continuaba Ia reflexion con las posibles descomposiciones en esas sumas:

9=3+3+3 10=4+3+3
9=4+3+2 10=4+4+2
9=4+4+1 10=5+3+2
9=5+2+2 10=5+4+1
9=5+3+1 10=6+2+2
9=6+2+2 10=6+3+1

En ambos casos hay 6 descomposiciones posibles, sin embargo, tirando muchas veces los 3 dados Galileo
comprobaba que es mas probable sacar un 10.

Si haces un diagrama en arbol comprobaras que todas esas descomposiciones no son igualmente probables.

Por ejemplo: (3, 3, 3) tiene una probabilidad de 1/216, mientras que la suma 6 + 2 + 2, puede salir con tres sucesos
(6,2 2),(26,2)y (2 2 6), luego su probabilidad es 3/216; y la suma 6 + 3 + 1 puede salir en (6, 3, 1), (6, 1, 3), (3, 6,
1),/3,1,6),(1,6,3), (1, 3, 6), luego su probabilidad es 6/216. Se obtiene:

PO)=(1+6+3+3+6+3)/216 = 22/216. P(10)=(3+3+ 6+ 6+ 3+ 6)/216 = 27/216.

Candado: Con un candado de 5 letras, que pueden repetirse, ;,cuantas combinaciones distintas se pueden hacer?

Solucién: Hacemos un diagrama en arbol y en la primera posicion podemos poner cualquiera de las 28 letras del
alfabeto, lo mismo en la segunda ya que pueden repetirse, lo mismo en la tercera, lo mismo en la cuarta y lo
mismo en la quinta, luego son 28 * 28 * 28 * 28 * 28 = 17 210 368, un numero enorme, mas de 17 millones.

Problema: En una probeta hay un cierto nimero de bacterias. Cada minuto cada bacteria se divide en dos, y igual al minuto

siguiente, y asi sucesivamente. Al cabo de una hora la probeta esta llena de bacterias. ;Cuando estaba medio llena?

Solucion: A los 59 minutos estaré medio llena, pues un minuto mas tarde como cada bacteria se divide en dos, la

probeta quedara llena.
EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Principios

1. Si en un restaurante hay posibilidad de escoger 3 primeros, 3 segundos y 2 postres, jcuantos menus diferentes se
pueden hacer?

Solucién: 3 * 3 * 2= 18 mends.

2. Hay tres ciudades, A, B, y C. No hay ninguna carretera que una A con B, pero hay 5 que unen A con C, y 2 que unen B
con C. a) ¢ De cuantas maneras se puede ir de A a B? b) Hay otra ciudad, D, que también esta unida con Ay B, con A por
4 carreteas, y con B con 3 carreteas, ;,De cuantas formas se puede ir ahora?

Solucién: Puedes hacer un diagrama en arbol para ayudarte. a) 5 * 2 = 10 maneras. b) Al tener en cuenta la ciudad D
tenemos 4 * 3 = 12 nuevas formas, que hay que sumar a las anteriores: 10 + 12 = 22 formas distintas de ir de A a B.

3. Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas y lanzamos luego un dado, a) ¢Cuantos resultados distintos podemos
obtener? b) ¢ Y si sacamos dos cartas y un dado? c) ;Y si fuesen 3 cartas y 2 dados?

Solucién: a) 40 * 6 = 240 resultados. b) 40 * 40 * 6 = 9 600 resultados. c) 40 * 40 *40 * 6 * 6 = 2 304 000 resultados.
4. En un pueblo hay 3 casas y una fuente. De cada casa sale un camino que la une con la fuente. A) 4 Cuantos caminos
hay? B) ;Y si hay 5 casas y 2 fuentes?

Solucién: A) 3 *1= 3 caminos. B) § * 2= caminos.
5. Conlos digitos 0, 2, 3, 7 y 8, ; cuantos nimeros de cuatro cifras se pueden formar?
Solucién: Para estar sequros hacemos un diagrama en arbol. Si un nimero empieza por 0 no tiene cuatro cifras,

luego en el primer lugar sélo podemos poner cuatro digitos, en el sequndo 5, 5 en el tercero y 5 en el cuarto, luego
hay 4 *5*5 * 5= 500 nimeros.
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6. Con los digitos: 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 y 9 se pueden escribir nimeros impares de 3 cifras distintas. ¢ Cuéntos numeros
diferentes se pueden escribir?

Solucién: Para estar sequros hacemos un diagrama en arbol. Si un nimero empieza por 0 no tiene tres cifras, luego
en el primer lugar sélo podemos poner 8 digitos, en el segundo todos, los 10 digitos, y para que el numero sea
impar en el tercero sélo el 1, 3, 5, 7 y 9, 5 digitos, luego hay 8 * 10 * 5 = 400 numeros.

7. Juan conocié ayer a una chica. Lo pasaron muy bien y ella le dio su nimero de mévil, pero él no llevaba su mévil, ni
boligrafo. Pens6 que se acordaria, pero... sélo recuerda que empezaba por 659, que las otras cuatro cifras siguientes
eran todas distintas entre si y menores que 5. Calcula cuantos nimeros podrian ser dicho teléfono. Demasiados. Hace
memoria y recuerda que las dos ultimas cifras son 77. ; Cuantos llamadas tendria que hacer para acertar?

Solucion: Los numeros de teléfono tienen 9 digitos, de los que conoce 3, de los seis restantes sabe que las cuatro
siguientes son menores que cinco y distintas, luego podrian ser 4 * 3 *2 * 1, y las otras dos 10 * 9, luego tendria
2 160 posibilidades, demasiadas. Pero recuerda las dos ultimas cifras, entonces podria ser 4 *3 *2 * 1= 24. Ahora
si puede hacer esas 24 llamadas.

8. Comprueba que en todo grupo de 10 personas hay al menos dos con el mismo nimero de conocidos dentro del dicho

grupo.

Solucién: Cualquier persona del grupo tiene como mucho 10 conocidos en dicho grupo: 0, 1, 2, ..., 9. Si alguien tiene
9 conocidos, entonces todos tienen conocidos en el grupo. Luego ya se puede asegurar que al menos dos tienen
el mismo nimero de conocidos.

9. Elnuimero de pelos que tenemos en la cabeza varia con la edad, el sexo, segun el color del pelo. Las personas pelirrojas
tienen alrededor de 90 000, mientras que morenos y castafios tienen alrededor de 105 000. En el caso del pelo rubio, la
cifra sube hasta los 140 000. Podemos asegurar que todos tenemos menos de 200 000 pelos. Podemos asegurar que
en Espafia hay mas de una persona con el mismo nimero de pelos? Y en Robledo de Chavela que en 2021 tenia 4 471
habitantes? ¢ Y en la provincia de Teruel que en 2021 tenia 134 360 habitantes?

Solucion: Por el Principio del Palomar podemos estar seguros que, no uno, muchos habitantes de Espana tienen el
mismo numero de pelos. Sin embargo en Robledo de Chavela con menos de cinco mil habitantes, no podemos
asegurarlo. En Ila provincia de Teruel también el Principio del Palomar nos asegura que al hay al menos dos
personas con el mismo nimero de pelos.

Combinatoria
10. Cinco nadadores echan una carrera. ;De cuéntas formas pueden llegar a la meta si no hay empates? Y si son 8
nadadores?

Solucion: Ps = 5! = 120; Ps = 8! = 40 320.
11. Santi, Pepe, Ana y Silvia quieren fotografiarse juntos, ;de cuantas maneras pueden hacerse la fotografia? Quieren
situarse de manera que alternen chicos con chicas, ;de cuantas maneras pueden ahora hacerse la fotografia?

Solucion: Hay 24 maneras de hacerse la fotografia. Y hay 2 - P, - P, = 8 maneras de hacerse la fotografia alternando
chicos y chicas

12. ;De cuantas maneras se pueden introducir 9 objetos distintos en 9 cajas diferentes si sélo se puede poner un objeto en
cada caja?

Solucion: Py = 9! = 363 880 maneras de introducir 9 objetos distintos en 9 cajas diferentes.
13. Siete chicas participan en una carrera, ;de cuantas formas pueden llegar a la meta? No hay empates. ¢Cual es la
probabilidad de acertar el orden de llegada a la meta?

Solucién: P; = 7! = 5040 formas de llegar a la meta. La probabilidad de acertar el orden de llegada es 1/5040.
14. ; Cuantos numeros distintos y de cinco cifras distintas pueden formarse con los digitos 3, 4, 5, 6, y 7? ;Cuantos pueden
formarse si todos empiezan por 57 ;Y si deben empezar por 5 y terminar en 77

Solucion: Hay Ps= 5! = 120 numeros distintos de 5 cifras diferentes. Si empiezan por 5 hay Ps= 4! = 24 nimeros. Si
empiezan por 5 y terminan por 7 hay P; = 3! = 6 nimeros.
15. ;Cuantas banderas de 3 franjas horizontales de colores distintos se pueden formar con los colores rojo, amarillo y
morado? ;Y si se dispone de 6 colores? ;Y si se dispone de 6 colores y no es preciso que las tres franjas tengan colores
distintos?

Solucion: Se pueden formar P; = 6 banderas distintas con 3 franjas y 3 colores. Con 6 colores se pueden formar Vg3 =
120 banderas distintas con tres franjas. Y si no es preciso que las franjas tengan colores distintos tenemos VRg ;=
216 banderas diferentes.
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16. ¢Cuéntos numeros de 3 cifras distintas se pueden escribir con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5 y 6?7 ;Cuantos de ellos son
impares? ¢ Cuantos son multiplos de 47

Solucién: Hay Vg3 = 120 numeros de 3 cifras distintas. Son impares 60. Para calcular los miltiplos de 4 analizamos las
dos ultimas cifras que pueden ser: 12, 16, 24, 36, 52, 56 y 64. En total tenemos 7 - 6 = 42 multiplos de 4.

17. ¢Cuéantos numeros de 34 cifras, distintas 0 no, se pueden escribir con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5y 67 Calcula la suma de
todos ellos.

Solucién: VRe34= 6%. La suma: En las unidades hay igual numero de 1, que 2... que 6, Por tanto hay 6%, Las unidades
suman 6%(1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6) = 6%-21. Lo mismo suman las cifras de las decenas, centenas... Por tanto la suma
total valdra: 6%- (1034 + 1033 + ... + 10 + 1)-21.

18. A Maria le encanta el cine y va a todos los estrenos. Esta semana hay seis, y decide ir cada dia a uno. ¢De cuéntas

formas distintas puede ordenar las peliculas? Mala suerte. Le anuncian un examen y decide ir al cine solamente el
martes, el jueves y el sabado. ; Entre cuantas peliculas puede elegir el primer dia? ;Y el segundo? ;Y el tercero?

Solucién: Maria tiene V76 = § 040 para ordenar las peliculas entre los 7 dias de la semana. Si sélo va 3 dias al cine el
primer dia elige entre 6, el segundo entre 5 y el tercero entre 4.
19. Con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, ;cuantos nimeros de cuatro cifras diferentes se pueden formar? (Observa: Si comienza
por 0 no es un numero de cuatro cifras). ¢ Cuéntos son menores de 30007?

Solucién: Tenemos Vs4 = 360 nimeros con 4 digitos formados por las 6 cifras, como hay 60 que empiezan por 0
tenemos 300 numeros de cuatro cifras. Menores de 3 000 son los que empiezan por 1 y por 2, es decir 120
nuameros.

20. El lenguaje del ordenador esta escrito en secuencias de ceros y unos (digitos binarios o bits) de tamafio fijo. En el
contexto de la informatica, estas cadenas de bits se denominan palabras. Los ordenadores normalmente tienen un
tamafio de palabra de 8, 16, 32 6 64 bits. El codigo ASCII con el que se representaban inicialmente los caracteres para
transmision telegrafica tenia 7 bits. Después se aplico a los ordenadores personales, ampliandolo a 8 bits que es lo que
se denomina un byte o ASCII extendido. Mas tarde se sustituy6 por Unicode, con una longitud variable de mas de 16 bits.
¢ Cuantos bytes diferentes (8 digitos) se pueden formar? En un ordenador cuya longitud de palabra tuvieran 16 digitos,
jcuantas se podrian formar que fuesen diferentes? Si existiera un ordenador cuya longitud de palabra tuviera 4 digitos,
¢,se podria escribir con ellos las letras del alfabeto?

Solucion: Con una secuencia de 8 digitos se pueden formar VR;s = 256 bytes. Con una secuencia de 16 digitos se
pueden formar VR;16 = 65 536 bytes. Y con solo 4 digitos s6lo podriamos formar VR4 = 16 bytes, no podemos
escribir las letras del alfabeto.

21. Tienes ocho bolas de igual tamafio, cuatro blancas y cuatro negras, si las colocas en fila, ;de cuantas formas puede

ordenarlas?

Solucion: Cg4=70.
22. Con 4 latas de pintura de distintos colores, ;,cuantas mezclas de 2 colores podras hacer?

Solucion: Se pueden hacer C4, = 6 mezclas diferentes.
23. ¢De cuantas maneras se puede elegir una delegacion de 3 estudiantes de un grupo de 30? ;Y en tu propio grupo?

Solucién: Hay Csy3 = 4 060 maneras de elegir una delegacion de 3 estudiantes de un grupo de 30. Solucién abierta.

24. Cuantos productos diferentes se pueden formar con los numeros: 2, 1/3, 7, 5 y ™ tomandolos de 3 en 3? ;Cuéntos de
esos productos daran como resultado un nimero entero? ;Cuantos un nimero racional no entero? ;Cuantos un ndimero
irracional?

Solucion: Hay Csz = 10 productos. S6lo uno es entero. Hay Cs; = 3 productos cuyo resultado es un numero racional y
C42= 6 productos cuyo resultado es un nimero irracional.
25. ¢Cuantas aleaciones de 4 metales pueden hacerse con 7 tipos distintos de metal?

Solucién: C74= 35.
26. ¢De cuéntas formas puedes separar un grupo de 9 estudiantes en dos grupos de 3 y 6 estudiantes respectivamente?

Solucion: Hay Cy; = 84 formas.

27. Una asignatura se compone de 15 temas y se va a realizar un examen en el que caen preguntas de dos temas, ¢ cuantas
posibilidades hay para elegir los temas que caen? Si s6lo has estudiado 10 temas, ¢ cuéntas posibilidades hay de que te
toquen dos temas que no te sepas? ¢ Cual es la probabilidad de que te toquen dos temas que no te sepas? ;Y la de que
te toque sélo un tema que no te sepas?

Solucion: Hay Cs, 2 = 105 posibilidades. Hay Cs. = 10 posibilidades de que no te sepas ninguno de los dos temas y la
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probabilidad de que te toquen dos temas que no te sepas es 10/105 = 0,09.
28. ¢Cuantas opciones hay para elegir cuatro asignaturas entre siete optativas?

Solucioén: C;4= 35 opciones

29. Se juega una partida de tiro al plato en la que se lanzan sucesivamente doce platos. ¢ Cual es el nimero de sucesos en
los que se obtienen cuatro éxitos, es decir se acierta cuatro veces en el blanco? En el mismo caso anterior, ¢cual es la
probabilidad de tener éxito en el ultimo tiro?

Solucién: Hay Cq,4 = 495 sucesos en los que se obtienen 4 éxitos y de estos en Cy 3 = 165 se tiene éxito en el ultimo
tiro.
30. Lanzamos una moneda y luego un dado, ¢Cuantos resultados distintos podemos obtener? ;Y si lanzamos dos monedas
y un dado? ;Y si fuesen 3 monedas y 2 dados?

Solucion: Al lanzar una moneda y un dado se pueden obtener 12 resultados. Si lanzamos dos monedas y un dado
tenemos 24 resultados. Y si lanzamos 3 monedas y 2 dados obtenemos 288 resultados.

31. En una reunién todas las personas se saludan estrechandose la mano. Sabiendo que hubo 91 saludos. ;Cuéantas
personas habia? Y si hubo 45 saludos, ¢ cuantas personas habia?

Solucion: Si hubo 91 apretones Cy 2= 91 y habia 14 personas. Si hubo Cy . = 45 apretones habia 10 personas.
32. La mayor parte de las contrasefias de las tarjetas de crédito son nimeros de 4 cifras. ¢Cuantas posibles contrasefias
podemos formar? ; Cuéntas tienen algun numero repetido?  Cuantas tienen un nimero repetido dos veces?

Solucién: Con 4 cifras podemos formar VR4 = 10 000 contrasenas. No tienen ningun nimero repetido Vo4 = 5 040,
por lo tanto tienen algiin numero repetido 4 960 contrasenias. Tienen el nimero 0 repetido dos veces Cy; -
PR, = 432 contrasenas y cualquier numero repetido dos veces 432 contrasenas.

33. Pedro conoci6 ayer a una chica. Lo pasaron muy bien y ella le dio su numero de movil, pero €l no llevaba su mavil ni
boligrafo. Pensd que se acordaria, pero... slo recuerda que empezaba por 656, que habia otras cuatro que eran todas
distintas entre si y menores que 5. Calcula cuantas posibilidades tiene de acertar si marca un nimero. Demasiadas. Hace
memoria y recuerda que las dos Ultimas son 77. ;Cuéntas posibilidades hay ahora de acertar haciendo una llamada?

Solucion: Si sélo recuerda el comienzo, 656, son Cs4*10*10*Ps = 360 000. Las posibilidades de acertar: 1/360000; Si
ademas recuerda el 77 del final: Vs 4 = 120 posibilidades, luego la probabilidad de acertar con una llamada es 1/120.

34. Hace muchos afios las placas de matricula eran como esta:
M677573; luego fueron como ésta: M 1234 AB; y actualmente como ésta:
6068 BPD. Investiga qué ventajas tiene cada uno de estos cambios respecto
al anterior.

Solucion: Con M 123456 habia 1 000 000 matriculas diferentes, con M
1234 A habia VR14*28 = 280 000 distintas, y con 1234 ABC hay VR14*VR22 = 18 000 000.

35. Juanay Juan juegan al tenis y deciden que gana aquel que primero gane 4 sets. ¢ Cual es el nimero maximo de sets que
tendran que disputar?  Cuantos desarrollos posibles puede tener el encuentro?

Solucion: 7.

36. Un club de alpinistas ha organizado una expedicion al Kilimanjaro formada por 11 personas, 7 expertos y 4 que estan en
formacion. En un determinado tramo solo pueden ir 3 expertos y 2 que no lo sean, ¢de cuantas formas puede estar
compuesto ese equipo de 5 personas? TU eres un experto, y vas a ir en ese tramo, jcuantas formas hay ahora de
componerlo?

Solucion: C73*C4, = 35%6 = 210. Si yo soy un experto: Cg2*C42= 15%6 = 90.

37. En los billetes de una linea de autobuses van impresos los nombres de la estacion de partida y de la de llegada. Hay en
total 8 posibles estaciones. ;Cuantos billetes diferentes tendria que imprimir la empresa de autobuses? Ahora quieren
cambiar el formato y s6lo imprimir el precio, que es proporcional a la distancia. Las distancias entre las estaciones son
todas distintas. ¢ Cuantos billetes diferentes tendria que imprimir en este caso?

Solucién: Vs ;= 8*7 = 54.

38. Una pareja tiene un hijo de 3 afios que entra en la guarderia a las 9 de la mafiana. El padre trabaja en una fabrica que
tiene 3 turnos mensuales rotativos: de 0 a 8, de 8 a 16 y de 16 a 24 horas. La madre trabaja en un supermercado que
tiene dos turnos rotativos mensuales, de 8 a 14 y de 14 a 20 horas. ;Cuéantos dias al afio, por término medio, no podra
ninguno de los dos llevar a su hijo a la guarderia?

Solucién: La probabilidad de que ninguno lo pueda llevar es 1/3, luego son unos 122 dias al afio..
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39. Un tiro al blanco tiene 10 caballitos numerados que giran. Si se acierta a uno de ellos se enciende una luz con el nimero
del caballito. Tiras 3 veces, ¢de cuantas maneras se pueden encender las luces? ;Y si el primer tiro no da a ningdn
caballito?

Solucion: Las posibilidades son acertar las 3 tiradas o acertar 2 tiradas o acertar 1 tirada o no acertar ninguna tirada:
Cio3+ Cro2+ Cro1+ Cr00=120+ 45+ 10 + 1= 176. Si la primera no se acierta: C12 = 45.
40. En una fiesta hay 7 chicas y 7 chicos. Juan baila siempre con Ana. Antonio es el mas decidido y siempre sale a bailar el
primero, ¢de cuantas formas puede elegir pareja en los proximos 4 bailes?

Solucion: PR 4 = 6% = 1296 formas distintas.

AUTOEVALUACION
1. Tiramos dos dados y dos monedas, los resultados distintos que podemos tener son:
a) 600 b) 288 c) 144 d) 72
Solucion: c)
2. Con 10 blusas, 2 pantalones y 5 zapatillas, las maneras distintas de poderse vestir, son:
a) 1000 b) 200 c) 50 d) 100
Solucién: d)
3. En el menu del dia de un restaurante hay 4 primeros platos, 4 segundos y 4 postres, los diferentes menus que
pueden confeccionarse son:
a) 64 b) 128 c) 32 d) 1 064
Solucion: a)
4, En un centro escolar se selecciona un grupo de 200 estudiantes que estudian francés o inglés o ambas cosas. De

ellos 150 estudian inglés y 70 estudian francés, y hay 7 que no estudian ninguno de esos idiomas, ya que estudian
aleman. ; Cuantos estudian francés e inglés?

a) 64 b) 30 c) 220 d) 27
Solucion: d)
S. Nuestro cuerpo esta cubierto de vello. Tenemos como maximo 5 millones de pelos. En Madrid capital en 2018 habia

3223 000 habitantes. ¢Es seguro que hay al menos dos habitantes en Madrid capital tienen el mismo nimero de
pelos? ¢ Qué Principio usas para afirmarlo?

a) Por el Principio del Palomar, no lo podemos asegurar.

b) Por el Principio del Palomar, si lo podemos asegurar.

c) Por el Principio de inclusién exclusidn, es seguro

d) Por el Principio de comparacion se asegura que hay mas de un millén con el mismo nimero de pelos.
Solucién: b)

6. Con los digitos 0, 1, 2, 3, y 4 jcuantos numeros de cuatro cifras se pueden formar?
a) 58 b) 120 c) 96 d) 192
Solucién: ¢c)
7. Ocho corredores participan en una carrera, las formas distintas en que pueden llegar a la meta son:
a) 40320 b) 20160 c) 5040 d) 10080
Solucion: a)
8. Con 5 latas de pintura de distintos colores, ¢ cuantas mezclas de 2 colores podras hacer?
a) 60 b) 10 c) 120 d) 30
Solucioén: b)
9. Con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5y 6 se pueden escribir nimeros impares de 3 cifras distintas. ¢Cuantos nimeros
diferentes se pueden escribir?
a) 60 b) 10 c) 120 d) 30
Solucion: a)
10. Con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5 y 6 se pueden escribir numeros impares de 3 cifras (iguales o distintas). ¢ Cuantos
numeros diferentes se pueden escribir?
a) 216 b) 108 c) 120 d) 90

Solucion: b)
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RESUMEN
Cardinal . ' ’ Card({A, B, C}) =3
El cardinal de un conjunto es el numero de elementos que
tiene. Se representa como card(A)
Biyeccion ] ) S )
Diremos que dos conjuntos A y B son biyectivos si cada 7P\ 2\
elemento de A corresponde con un unico elemento de By ‘-//-,___N-\‘@g .
reciprocamente. /T
\ 7%/
L4 o/

Principio de
comparacion:

Si A estd contenido en B entonces A tiene menos elementos
gque B. Lo mismo ocurre si A es biyectivo con algun
subconjunto de C. entonces A tiene mas elementos que C.

Principio de

Para dos conjuntos (disjuntos): card(A U B) = card(A) +

adiccion: card(B). Para k conjuntos disjuntos: card(A; U A; U...UAy) =
card(A;) + card(A,) +...+ card(Ax)
Principio del | Si metemos N +1 0 mas palomas, en N palomares entonces algun
Palomar: palomar debe contener dos o més palomas.
Si la suma de n 0 mas nimeros es igual a S, entre ellos debe haber
al menos uno menor que S/n, y también al menos uno mayor que
Sin.
Principio de Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A " B)
Inclusion -
Exclusion

Permutaciones

Se considera sélo el orden. Pn = n!

Py=41=4-3-2-1=24.

Variaciones con

Se consideran el orden y los elementos. Los elementos pueden

VRy4=2-2-2-2=2*=16

repeticion repetirse. VRynn=m".
Influyen el orden y los elementos. Los elementos NO pueden Ves=6-5-4=2=120
Variaciones sin | ootirse. ’ 3!
repeticion m
Vop=m-m-1)-(m-=2)-...-(M-n+ 1)=(m_n)!
Influyen sélo los elementos. (N2
_ v Cor=(7) == =36
Combinaciones C. —VYmn _ __m (m) 7
mn Py - (m-n)!n! “\n
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CAPITULO 4: EDUCACION FINANCIERA

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. Calcula el interés simple que producen 10 000 € al 3 % durante 750 dias.
Solucién:
- 10 000-3-750 = 616,43 €
100-365

2. ¢ Qué capital hay que depositar al 1,80% durante 6 afios para obtener un interés simple de 777,6 €?

Solucioén:
- C-r-t
100

| 777,6 =

€186. ©=7200€
100

3. Calcula el capital final obtenido si depositamos en un banco 100 000 euros al 2 % durante un afio.

Solucion:

_C-r-t _1000002
- 100 - 100
Ci=Ci+i Cs=100000+ 2000= 102000 €

) =2000€

4. Calcula el interés simple de un capital de 20 000 € invertidos durante 6 meses al 5 % anual.
Solucién:
_ Crt 3000053
~100-12 10012

=250 €

5. Calcula el capital final obtenido si depositamos en un banco 80 000 euros al 8 % durante 5 meses.

Solucion:
Crt .8
- r =8000085=2666,6€
100-12 100-12
C:=Ci+i C;=80000+ 2666,6=82666,6€

6. Al'5 % de interés compuesto durante 12 afios, ¢ cual sera el capital final que obtendremos al depositar 39 500 €7
Solucién:
Ci=Ci-(1+i)
C:=39500 - (1+0.05)'2= 39 500 - 1.7918... = 70 936,32 €
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7. Calcula el ejercicio anterior usando la hoja de célculo facilitada.

Solucién:
Observa que en la hoja de calculo hemos obtenido la misa solucién: 70 936,32 €
Problema:
El capital inicial de un depdasito asciende a 39500 €. El tanto aplicado es el 5% a interés compuesto durante 12 afios. Calcula el capital final.

Capital inicial: 39.500

Tanto por ciento o rédito: 5

Ndmero de afios: 12

Capital inicial: C; Afios  |r(tanto por uno) (1+r)"n Capital final: C; | Interés total

39500,00 1 0,05 1,05 41475,00 1975,00
41475,00 2 0,05 1,1025 43548,75 4048,75
43548,75 3 0,05 1,157625 45726,19 6226,19
45726,19 4 0,05 1,21550625 48012,50 8512,50
48012,50 5 0,05 1,276281563 50413,12 10913,12
50413,12 6 0,05 1,407100423 52933,78 13433,78
52933,78 7 0,05 1,628894627 55580,47 16080,47
55580,47 8 0,05 1,979931599 58359,49 18859,49
58359,49 9 0,05 2,526950195 61277,46 21777,46
61277,46 10 0,05 3,555672688 64341,34 24841,34
64341,34 11 0,05 5,791816136 67558,40 28058,40
67558,40 12 0,05 11,46739979 70936,32 31436,32

8. Teniendo un capital inicial de 50 000 € y un capital final de 52 020 €, ;cuantos afios deben pasar para alcanzar dicho
capital final al 2 %?

Solucion:
Cr=Ci- (14i)
52 020 = 50 000 - (1 + 0,02)%; if} oo0=(1,02)"
1.0404 = (1,02)" = log(10404) _ 2 afios
log(1,02)

9. Se depositan 2 500 en un banco que reconoce una tasa de interés del 15 % anual, capitalizable diariamente. ¢ Cual sera
el capital final acumulado en 2 afios?

Solucioén:
| anual = 0.15

Calculamos primero el interés diario

. Interés anual 0,15 L.
Interés mensual = e =05 - 0,000416 diario

Calculamos también el tiempo
n =2 ahos = 360-2 = 720 dias

Ci=Ci-(1+i)p
Cr=2500-(1+0,000416)720=2 500 - 1,3491... = 3 372,81 €
10. Un cliente tiene con su banco cuatro deudas con los siguientes importes: 1 000 €, 1 500 €, 3 000 € y 3 200 €, que vencen
respectivamente en 2, 3, 5y 6 afos. El banco le propone sustituir la deuda por una sola a pagar a los 4 afios. En esta
operacion financiera se concierta un tipo de interés del 5 % compuesto anual. Calcula el importe a pagar en ese

momento.
Solucién:
Para calcular el importe se realiza una equivalencia de estos 4 capitales junto a uno valorado en el cuarto afo.
Co . (o . C, B
A+ Dm0 (14D 1+ ™" (1+i)
1000 1500 3000 3200 c

(1+0,05)2 * (1+0,05)3 * (1+ 0,05)5 * (1+0,05)% (1+0,05)*

C=8437,1371€

A un interés del 5%, es equivalente una deuda a 4 afios por un valor de 8 437,1371 €, que cuatro deudas de
1000€,1500€ 3000€y3200¢€, a2, 3 5y 6 arfios respectivamente.
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11. Un banco concede un préstamo por 10 000 € para ser amortizado en 5 afios con cuotas de amortizacion constantes a un
tipo de interés anual del 3 %. Calcula, usando Excel:
a. Importe de la cuota de amortizacion constante
Capital pendiente de amortizacién al principio del segundo afio
Anualidad del tercer afio
Capital amortizado en los cuatro primeros afos
Cuota de interés del segundo afio

oo

Solucion:

Cuotas de amortizacion constantes
Problema:

Un banco concede un préstamo por 10 000€ para ser amortizado en 5 afios con cuotas de amortizacion constantes a un tipo de interés anual del 3%. Calcula:

Capital inicial: 10.000
Tanto por ciento o rédito: 0,03
Numero de afios: 5
Cuota de amortizacién A 2000
Capital inicial: G; Afios r (tanto por uno) (1+r)~n Capital final: C; Interés total
n a. I, A, M, C.
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZAT| INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE
0 - - - - 10.000
1 2300 300 2000 2000 8.000
2 2240 240 2000 4000 6.000
3 2180 180 2000 6000 4.000
4 2120 120 2000 8000 2.000
5 2060 60 2000 10000 0

a 2000
b 8.000
c 2180
d 8000
e 240

Importe de la cuota de amortizacion constante = 2 000 €

Capital pendiente de amortizacion al principio del segundo afio = 8 000 €
Anualidad del tercer afio = 2 180 €

Capital amortizado en los cuatro primeros anos = 8 000 €

Cuota de interés del segundo ario = 240 €

LR S
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12. Un cliente necesita 155400 euros para comprar una casa. Acude al banco para que le faciliten su cuadro de
amortizacion. El préstamo se concede para ser amortizado en 20 afios con cuotas de amortizacién constantes a un tipo
de interés anual del 4,5 %. Proporciona al cliente su hoja de amortizacion.

Solucion:

Problema:
Un cliente necesita 155.400 euros para comprar una casa. Acude al banco para que le faciliten su cuadro de amortizacion. El préstamo se concede para ser
amortizado en 20 afios con cuotas de amortizacion constantes a un tipo de interés anual del 4,5%. Proporciona al cliente su hoja de amortizacién.

Capital inicial: 155.400

Tanto por ciento o rédito: 0,045

Numero de afios: 20

Cuota de amortizacion A 7770

Capital inicial: G Afios  |[r (tanto por uno) (14r)*n Capital final: Interés total
n a, I A, M, C.
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZAT INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE

0 - - - - 155.400
1 14763 6993 7770 7770 147.630
2 14413,35 6643,35 7770 15540 139.860
3 14063,7 62937 7770 23310 132.090
4 13714,05 5944,05 7770 31080 124.320
5 13364,4 5594 4 7770 38850 116.550
6 13014,75 524475 7770 46620 108.780
7 12665,1 4895,1 7770 54390 101.010
8 12315,45 4545,45 7770 62160 93.240
9 11965,8 4195,8 7770 69930 85.470
10 11616,15 3846,15 7770 77700 77.700
11 11266,5 3496,5 7770 85470 £69.930
12 10916,85 3146,85 7770 93240 62.160
13 10567,2 27972 7770 101010 54.390
14 10217,55 2447 55 7770 108780 46.620
15 9867,9 20979 7770 116550 38.850
16 0518,25 1748,25 7770 124320 31.080
17 9168,6 1398,6 7770 132090 23.310
18 8818,95 1048,95 7770 139860 15.540
19 8469,3 699,3 7770 147630 7.770
20 8119,65 349,65 7770 155400 0
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13. Una caja de ahorros concede un préstamo a una familia para comprar un coche deportivo. El capital inicial prestado
asciende a 86 432 euros a un tipo de interés del 2,25 % anual durante 10 afios. Las cuotas de amortizacion son
constantes. Selecciona la respuesta correcta en cada apartado:

a.  Capital pendiente al final del afio 10

a. 43216 b.0 c. 86.432
b.  Lacuota de intereses del afio 5
a. 1166,832 b. 10 587,92 c. 972,36
c. Laanualidad afio 6
a. 9032144 b.9421,088 c.9615,56
d.  Lacuota de amortizacion del afio 8
a. 8643 b.8643,2 c. 5664
e.  Capital pendiente al principio del afio 3
a. 86432 b.77 789 c. 69 146
Solucién:
a. Capital pendiente al final del afio 10
a.43.216 b.0  c.86.432
b. La cuota de intereses del afio 5
a. 1166,832  b.10587,92 ¢.972,36
c. Laanualidad afo 6
a. 9032144 b.9421,088 c¢.961556

d. Lacuota de amortizacion del afio 8

a.8643 b.86432 c.5664
e. Capital pendiente al principio del afio 3

a.86432 b.77789 .69 146

14. Sefiala qué bancos son los que no cobran comisiones o0 las cobran muy reducidas y determina también un par de

ejemplos de bancos que cobren altas comisiones.
Solucién:

Los bancos digitales no suelen cobrar comisiones. Ejemplo: Evobanco.
Los grandes bancos (CaixaBank, Santander...) son los que mas cobran.

15. Relaciona cada comision con su definicion:

Comisién de mantenimiento

Aplicada por retirar efectivo en cajeros de otra entidad

Comisién de descubierto

Aplicada por disponer de una tarjeta

Comisién por retiradas de efectivo en cajeros

Aplicada cada vez que se genera cada vez que un cliente realiza
un movimiento

Comisiones por uso de tarjetas en el extranjero

Aplicada cada vez que el precio que se envia dinero a otra
cuenta

Comisién por uso de oficinas

. Aplicada por el banco por estar en nimeros rojos

Comision de emision o mantenimiento de las tarjetas.

Aplicada por operar en la ventanilla de las oficinas bancarias

Comisién por transferencias

Aplicada por operar fuera de Espafia con una tarjeta

Comision de administracion.

Aplicada por el banco por mantener una cuenta abierta

Solucion:

Comision de mantenimiento

Aplicada por el banco por mantener una cuenta abierta

Comision de administracion

Aplicada cada vez que se genera cada vez que un cliente
realiza un movimiento

Comisién por transferencias

Aplicada cada vez que el precio que se envia dinero a otra
cuenta

Comision de emisiéon o mantenimiento de las
tarjetas

Aplicada por disponer de una tarjeta

Comisiones por uso de tarjetas en el extranjero

Aplicada por operar fuera de Espaha con una tarjeta

Comision de descubierto

Aplicada por el banco por estar en nimeros rojos

Comisién por retiradas de efectivo en cajeros

Aplicada por retirar efectivo en cajeros de otra entidad

Comision por uso de oficinas

Aplicada por operar en la ventanilla de las oficinas
bancarias
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16. La plataforma de pago PayPal cobra a una empresa por facturar a través de ella las siguientes comisiones:
- Sifactura menos de 2 500 € al mes, cobrara 3,4% + 0,35 € por cada transaccion.
- Sifactura entre 2 500 € y 10 000 € al mes, cobrara 2,9 % + 0,35€ por cada transaccion.
- Sifactura entre 2 500 € y 10 000 € al mes, cobrara 2,7 % + 0,35 € por cada transaccion.
- Mas de 50 000€ al mes, cobrara 2,4 % + 0,35 € por cada transaccion.
Sefiala en cada caso cuanto tendré que pagar la empresa a PayPal de comisiones:
o Factura 500 € realizando 2 transacciones.
o Factura 3 000 € realizando 10 transacciones.
o Factura 8 500 € realizando 500 transacciones.
o Factura 76 000 € realizando 600 transacciones.

Solucién:
a. (500 - 0,034) + (2 - 0,35) = 17,7 €
b. (3000 - 0,029) + (10 - 0,35) = 90,5 €
c. (8500 - 0,027) + (500 - 0,35) = 404,5 €
d. (76 000 - 0,024) + (600 - 0,35) = 2034 €

17. Una chica desea realizar varias transferencias desde su banca online. La primera de 30 € a su madre, no le urge que le
llegue el dinero. La segunda a su casera de 365 €, esta debe llegarle en el mismo dia. La tercera para pagar la letra de su
coche a su financiera de EE. UU de 250 € que debe llegar a la financiera en menos de 24 horas. Su banco cobra
comisiones por realizar transferencias urgentes de 2,5 % si son nacionales y 4 % si lo son al extranjero. Calcula:

a. Elimporte total de comisiones que va a pagar.
b.  Elimporte total que va a pagar.

Solucioén:
(365 - 0,025) + (250 - 0,04) = 19,125 €
(365 - 0,025) + (250 - 0,04) + 30 + 365 + 250 = 664,125 €

18. ;Crees que tiene futuro un negocio como éste en el sistema financiero actual?
Solucién:
Respuesta abierta

19. Busca en Internet algiin ejemplo actual de entidades que desarrollan este tipo de banca y escribelo. Coméntalo en clase
con tus comparieros.
Solucion:
Respuesta abierta y manipulativa

20. Si el euro se deprecia frente al ddlar, ¢esto es importante, por qué?, ;qué ocurre con el dinero que dan los turistas
extranjeros en Espafia?, ;podran comprar mas o menos en nuestro pais? Si el tipo de cambio délar/euro disminuye
desde 1,35 hasta 1,05, ¢ qué significa para los europeos?

Solucién:
Comprar en Europa es mas barato para USA, y comprar en USA es mas caro para los europeos. Pues lo contrario
nos pasa a los europeos, antes con un euro conseguiamos 1,35 délares, pero ahora solo conseguimos 1,05. Es
decir, cuando vayamos alli a comprar tendremos menos délares y podremos comprar menos cosas.

21. Si el euro se aprecia frente al ddlar, ;jesto es importante, por qué?, ¢qué ocurre con el dinero que dan los turistas
extranjeros en Espafia? Si el tipo de cambio délar/euro pasa de 1,35 hasta 1,50, ¢ qué significa para los europeos?

Solucién:

Un aumento del tipo de cambio $/€ significa que hay que dar mas por una unidad de délar para obtener un euro. Si el
tipo de cambio $/€ pasa de 1,25 a 1,40 decimos que el euro ha ganado valor respecto al délar. Con un euro
apreciado, los turistas y los compradores americanos tendran que dar mas délares para conseguir un euro (1,40
en lugar de 1,25). Por tanto, con el mismo dinero que antes, tendran menos euros y podran comprar menos en
Europa. Los europeos, sin embargo, ahora obtenemos mas délares con un euro. Por tanto, con el mismo dinero
podremos comprar mas cosas alli. Los productos de USA son mas baratos para Europa.
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22. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia 1 200 € a libras, soles, bolivianos, yenes y Dirhams.

Solucién:
A libras
086£ _ 1200086 €£
1200 <€ 1 n s =103zZF
A soles
1200 €223 = 22038 28 =g 520 5/
A bolivianos
9Bs _ 12009 €Bs
1200€'E n I =10 800 Bs
A yenes
131¥ _ 1200131 €%
1200 <€ 1 n v =157200%
A dirhams
1200 € - 11.1MAD _ 1200111 € -MAD —13 320 MAD

1€ 1 1€

23. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia a euros las siguientes cantidades:

a) 390 % b) 4 051,50 2 c) 104 800 ¥ (yenes)
Solucion:
390%a<€
_ 3901 $€ _
390% - 1—3$ =13 '3 = 300€
4051.5: 5> MAD
4051,5 MAD - ——=_ = 205111 MADE _ 5 £8318€
1,1MAD 11 MAD
104 800 ¥ (yenes)
104 800 ¥ - L& 1048001 ¥€ _gp0 ¢
131 ¥ 131 ¥
5103 Bs
5103 Bs - \& — _ 51031 Ns€ —c67 €
9 Bs 9 Bs

d) 5103 Bs

24. Con las equivalencias anteriores. Jessica se quiere comprar una Tablet. En Espafia cuesta 350 €, en Estados Unidos
400 $ y 60 $ de transporte, en China 2 700 ¥ y 200 ¥ de transporte. ; Donde es mas barato comprar la Tablet?

Solucién:

En Espana: 350 €

En Estados Unidos:

Pasamos Ios délares a euros para comparar: 400+ 60=460$ a €
460$ .= =200 25 = 35364¢€

135 13

En China:

Pasamos los yuanes a euros para comparar: 2700+ 20=2720¥a€
2700%. —=2"02. 25 =3375€

Es mas barato comprar en China.
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25. Con las equivalencias anteriores. Ramiro se comunica regularmente con amigos por internet: John, de Escocia; Irina, de
Bolivia y Tayiko de Japon. Quiere comprar una bici que cuesta 200 €. Les quiere decir a cada uno de sus amigos el precio
en su moneda nacional. Realiza los calculos.

Solucion:
Cambia 200 € a:

A libras:
200 € - 086£ _ 200086 €-£ — 172€
1€ 1 1€

A bolivianos
9Bs _ 2009 €Bs

A yens
200 € - = 2220 22 = 26 200
EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Escribe en tu cuaderno dos formas a través de las cuales harias que tu compafiero/a, que nunca ha estudiado educacion
financiera, se conciencie de la importancia de la misma.

Solucién:

Respuesta abierta: Acudiendo a un curso de educacion financiera, contandole lo dtil que ha sido para ti calcular los
intereses que tienes que pagar cuando tienes una deuda, efc.

2. La OCDE (Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo), recomienda que la educacioén financiera se ensefie en los
centros educativos. Investiga ;como promueve el estudio de la educacion financiera? ;Qué ha cred en 2008 para
promover su estudio?

Solucion:

Ha creado la International Network on Financial Education (INFE) en 2008 para promoverla y realizar estudios
relacionados con la materia.

3. Investiga y realiza un informe a ordenador sobre el Dia de la Educacion Financiera. ;Qué organismos promueven su
celebracion en Espafia? ;cuél es el objetivo de su celebracién?
Solucion:

En Espana, los organismos encargados de promover la celebracién del Dia de la Educacion Financiera son
la Comision Nacional del Mercado de Valores (CNMV), en colaboracién con el Banco de Espaha; todo ello,
bajo los principios de la OCDE.

El objetivo de su celebracion es concienciar a la sociedad sobre la necesidad de tener educacion financiera para
comprender minimamente la economia que nos rodea y entender el funcionamiento del dinero, asi como la
importancia del ahorro.

4. Calcula el interés simple de un capital de 5 200 € invertido durante 89 dias al 4,25 % anual.
Solucién:

|= Crt _520042589
100360~ 100360

= 54,636 €

5. Calcula el capital final obtenido a partir de los datos del ejercicio anterior.
Solucién:
Ci=Ci+i Cr=5200+54,636=5254.636 €

6. Calcula el interés simple que producen 1 000 € al 3,05 % durante un afio.

Solucion:

_Crit,_10003,05 _
1= 100[— 100 =30.5€
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7. Calcula el capital que hay que depositar al 0,75 % durante 100 dias para obtener un interés simple de 550 €.

Solucion:
I= Crt 550 = C-0,75-100 550 - (100 X 360) =C- 0’75 -100
100-360 100-360

19800000=C-75 C=264000€

8. Calcula el tiempo que debe pasar para obtener unos intereses de 40 € a partir de un capital de 2 000 € al 2 % anual.
Solucién:

I=C'r't 40=2000-2~t
100 100

4 000=4000-t t=1ano

9. Calcula el tiempo que debe pasar para obtener unos intereses de 68,75 € a partir de un capital de 5 500 € al 5 % diario.
Solucion:

C.r.t -5
=== 68,75 = 5500:5:¢ t= 3 meses
100-360 100-360
10. Calcula el capital final obtenido al depositar 9 000 euros al 7,7 % durante 8 meses.
Solucién:
|= C-r-t _90000-7,7-8 =4620€

10012 10012
Ci=Ci+i Cr=90000+4620=94620€

11. Si el capital inicial de un depdsito asciende a 105 000 €. El tanto por ciento aplicado es el 5 % a interés compuesto
durante 10 afios. Calcula el capital final.
Solucién:
Ci=Ci-(1+i)r
Ci=105000 - (1+ 0.05)1°= 105000 - 1,6288... = 171 033,93 €

12. Al 4 % de interés compuesto durante 9 afios, 4cual sera el capital inicial que tendremos que depositar para obtener un
capital final de 43 000 €7

Solucion:
43 000

Ci=Ci-(1+i);  43000=C;- (1+0,04)°; 1 +004)9

=Cy Ci=30211,22€

13. Al 2 % de interés compuesto durante 7 afios, ¢;cual sera el capital final que obtendremos al depositar 25 300 €7
Solucién:

Ci=Ci-(1+i)

Cr=25300-(1+0,02)"=25300-1,1486... = 29 061,74 €

14. Calcula el ejercicio anterior usando la hoja de calculo facilitada.
Solucién: Naturalmente obtenemos la misma solucion: 29 061,74 €
Problema:

El capital inicial de un depésito asciende a 25300 €. El tanto aplicado es el 2% a interés compuesto durante 7 afios. Calcula el capital final.

Capital inicial: 25.300

Tanto por ciento o rédito: 2

Numero de afios: 7

Capital inicial: G; Afos r (tanto por uno) (1+r)~n Capital final: C; Interés total

25300,00 1 0,02 1,02 25806,00 506,00
25806,00 2 0,02 1,0404 26322,12 1022,12
26322,12 3 0,02 1,061208 26848,56 1548,56
26848,56 4 0,02 1,08243216 27385,53 2085,53
27385,53 5 0,02 1,104080803 2793324 2633,24
2793324 6 0,02 1,148685668 2849191 319191
2849191 7 0,02 1,21899442 29061,75 3761,75
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15. Si se pretende obtener un capital final de 60 500 €, cuanto sera el capital inicial que se debe depositar al 3 % durante 3
afios para conseguirlo?

Solucién:
Ci=Ci-(1+i)r
- = 60500 =0
60 500=C; - (1+0,03)° 1.03)3 Ci

Ci=55366,07 €

16. ;A qué tipo de interés se deben depositar 2 000 € durante 4 afios para conseguir un capital final de 4 000 €7

Solucién:
4000

Ci=Ci-(1+i) 4000=2000 - (1+i) m=(1+i)4 1=0,1892
17. Usando Excel, teniendo un capital inicial de 13 500 € y un 3,5 % de rédito durante 17 afios. Calcula:
a. Elinterés total al final del afio 8.
b. Elcapital inicial en el afio 13.
c. Elcapital final obtenido al finalizar el afio 17.
Solucién:
a. Elinterés total al final del ano 8 Solucion: 4 276,92
b. El capital inicial en el afio 13 Solucién: 20 399,43
c. El capital final obtenido al finalizar el afio 17 Solucion: 24 228,12

Problema:
El capital inicial de un depdsito asciende a 13500 €. El tanto aplicado es el 3,5% a interés compuesto durante 17 afios. Calcula el capital final.

Capital inicial: 13.500

Tanto por ciento o redito: 3,5

Numero de afios: 17

Capital inicial: C; Afios r (tanto por uno) (1+r)n Capital final: C; Interés total

13500,00 1 0,035 1,035 13972,50 472,50
13972,50 2 0,035 1,071225 14461,54 961,54
14461,54 3 0,035 1,108717875 14967,69 1467,69
14967,69 4 0,035 1,147523001 15491,56 1991,56
15491,56 5 0,035 1,187686306 16033,77 2533,77
16033,77 6 0,035 1,272279263 16594,95 3094,95
16594,95 7 0,035 1,410598761 17175,77 3675,77
17175,77 8 0,035 1,618694522 17776,92 4276,92
17776,92 9 0,035 1,922501317 18399,11 4899,11
18399,11 10 0,035 2,445958559 19043,08 5543,08
19043,08 11 0,035 3,450266111 19709,59 6209,59
19709,59 12 0,035 5,584926856 20399,43 6899,43
20399,43 13 0,035 10,73702924 21113,41 7613,41
21113,41 14 0,035 26,26232856 21852,38 8352,38
21852,38 15 0,035 90,61202223 22617,21 9117,21
22617,21 16 0,035 506,0615164 23408,81 9908,81
23408,81 17 0,035 5433,597298 24228,12 10728,12

18. Se depositan 13 250 € en un banco que reconoce una tasa de interés del 25 % anual, capitalizable diariamente. ;Cual
sera el capital final acumulado en 3 afios?

Solucién:
| anual = 0,25

Calculamos primero el interés diario
Interés anual _ 0,25

Interés diario = = = 0,000694 diario
360 360

Calculamos también el tiempo
N = 3 afios = 360 - 3= 1 080 dias

C=Ci-(1+ir
Cr= 13 250 - (1 + 0,000694)0%0 = 13 250- 2,1154... = 2 8029,50 €
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19. Se depositan 2 120 € en un banco que reconoce una tasa de interés del 41 % anual, capitalizable mensualmente. ;Cuél
sera el capital final acumulado en 5 afios?
Solucién:
I anual = 0,41
Calculamos primero el interés mensual
Interés anual _ 0,41
12 T 12
Calculamos también el tiempo
n = § ahos = 60 meses
Ci=C;- (1 + i)"
Cr=2120-(1+0,03416)%0=2120 - 7,5035... = 15 907,4295 €
20. Una empresa posee 2 deudas de 15 000 € y 35 000 €, que vencen respectivamente en 5 y 10 afios. Pretende sustituir la
deuda por una sola a pagar a los 7 afios. En esta operacion financiera se concierta un tipo de interés del 2 % compuesto
anual. Calcula el importe a pagar en ese momento.
Solucién:
Para calcular el importe se realiza una equivalencia de estos 4 capitales junto a uno valorado en el cuarto ario.
Co (o c
A+ T At (1t one
15000 35000 c
(1+0,02)5 " (1+40,02)10 " (1+0,02)7
C=48587,2817 €
Solucion: A un interés del 2 %, es equivalente una deuda a 7 afios por un valor de 48 587,2817 €, que dos deudas
de 15000€y 35000 %€, a 5y 10 afos respectivamente.
21. Si un banco concede un préstamo por 36 000 € para ser amortizado en 6 afios con cuotas de amortizacion constantes a
un tipo de interés anual del 2 %. Calcula usando féormulas:
a. Importe de la cuota de amortizacién constante

Interés mensual = = 0,03416 mensual

b. Capital pendiente de amortizacion al principio del tercer afio
¢. Anualidad del cuarto afio
d. Capital amortizado en los dos primeros afios
e. Cuota de interés del tercer afio
Solucién:
Co= 36 000 de euros
n = 6 afos
A = constante
i=0,02
a) A==2=2222=6000
b)Cs=7 C=0Cp—- M3
M;=3A

Mz=23-6000= 18000
C;=36000-18000= 18000
c) ar=7? a=A+1
Siendo: Iy = Cs i
C3 = Co - M3
Msz= 34
Sustituyendo:
a; =6000+(36 000-18000) 0,02
a;=6360€
d) M5= ? M5= 5A
Ms=15-6000=30000€
e)la=? I3= Cz'i
Cz = C1 - Mz
M;=2A
Sustituyendo:
I3= (36 000 - 12 000) - 0,02 = 480

22. Realiza el ejercicio anterior usando Excel.
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Solucién:
Problema:

Si un banco concede un préstamo por 36 000€ para ser amortizado en 6 afios con cuotas de amorti-zacion constantes a un tipo de interes anual del 2%. Calcula

a.Importe de la cuota de amortizacion constante

b.Capital pendiente de amortizacién al principio del tercer afio

c.Anualidad del cuarto afio

d.Capital amortizado en los dos primeros afios

e.Cuota de interés del tercer afio

Capital inicial: 36.000
Tanto por ciento o rédito: 0,02
Nuamero de afios: 6
Cuota de amortizacion A 6000
Capital inicial: C; Afios r (tanto por (1+4r}*n Capital final: C; Interés total
uno)
n a, 1 A M, C.
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZA INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE
0 - - - - 36.000
1 6720 720 6000 6000 30.000
2 6600 600 6000 12000 24.000
3 6480 480 6000 18000 18.000
4 6360 360 6000 24000 12.000
5 6240 240 6000 30000 6.000
6 120 120 0 30000 6.000
a 6000
b 18.000
c f 6360
d 30000
e 480

23. Una sucursal bancaria de la capital de tu pais concede préstamos al 1,5 % de interés anual, con cuotas de amortizacion
constantes. Tu amiga solicita un préstamo para poder abrir un negocio. Necesita 52 300 €. Lo puede devolver en 5 afios.
Realiza el cuadro de amortizacion del préstamo.

Solucion:

Cuotas de amortizacion constantes
Problema:

Jna sucursal bancaria de la capital de tu pais concede préstamos al 1,5% de interés anual, con cuotas de amortizacion constantes. Tu amiga solicita un
sréstamo para poder abrir un negocio. Necesita 52.300€.

Capital inicial: 52.300
Tanto por ciento o rédito: 0,015
Nimero de afos: 5
Cuota de amortizacion A 10460
Capital inicial: ; Afios r (tanto por (1+r)An Capital final: C; Interés total
uno)
n a, I, A, M, Cy
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZA INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE
0 - - - - 52300
1 11244.5 784,5 10460 10460 41840
2 11087,6 627,6 10460 20920 31380
3 10930,7 470,7 10460 31380 20920
4 10773,8 313,8 10460 41840 10460
5 10616,9 156,9 10460 52300 0
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24. La sucursal del ejercicio anterior, propone a tu amiga aumentar el tiempo de devolucién del préstamo a 10 afios, con las
mismas condiciones establecidas anteriormente. A partir del nuevo cuadro de amortizacion que debes calcular,
selecciona de cada apartado la opcién correcta:

a.  Capital pendiente al final del afio 3

a. 36610 b.0 c. 24 321
b.  Lacuota de intereses del afio 2

a. 706,05 b. 923,56 c. 346,83
c. Laanualidad afio 7

a.5543,8 b. 3423,03 c. 6 645,32
d.  Lacuota de amortizacion del afio 9

a. 2653 b.5230 c. 4675
e.  Capital pendiente al principio del afio 3

a.2653 b. 5230 c. 4675

Solucion:

a) Capital pendiente al final del afio 3

a. 36 610 b. 0 c. 24 321
b) La cuota de intereses del afio 2

706,05  b. 923,56 c. 346,83
¢) La anualidad afio 7

55438 b.3423,03 c.664532
d) La cuota de amortizacion del afio 9

2653 b. 5230 c. 4675
e) Capital pendiente al principio del afio 3

2653 b. 5230 c. 4675

Cuotas de amortizacion constantes
Problema:

La sucursal del ejercicio anterior, propone a tu amiga aumentar el tiempo de devolucién del préstamo a 10 afios, con las mismas condiciones
establecidas anteriormente. A partir del nuevo cuadro de amortizacion que debes calcular, selecciona de cada apartado la opcidn correcta:

Capital inicial: 52.300

Tanto por ciento o rédito: 0,015

Ndmero de afios: 10

Cuota de amortizacién A 5230

Capital inicial: C; Afios r (tanto por (1+r)An Capital final: C; Interés total
uno)
n a, I A, M, C.
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZA INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE

0 - - - - 52300
1 6014,5 784,5 5230 5230 47070
2 5936,05 706,05 5230 10460 41840
3 5857,6 627,6 5230 15690 36610
4 5779,15 549,15 5230 20920 31380
5 5700,7 470,7 5230 26150 26150
b 5622,25 392,25 5230 31380 20920
7 5543,8 313,8 5230 36610 15690
8 5465,35 235,35 5230 41840 10460
9 5386,9 156,9 5230 47070 5230
10 5308,45 78,45 5230 52300 0
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25. Es completamente legal que los bancos cobren comisién por sacar dinero en ventanilla. A partir de esta frase, contesta:

a. ¢Porqué crees que lo hacen?
b. ¢Crees que atenta contra algun tipo de cliente en especial?, ¢, a quién?
c. Encaso de haber contestado si al apartado b, jsabes si se esta haciendo algo para remediarlo?

Solucién:

a.

b.

Lo hacen para obtener mas dinero, para evitar tener que hacer operaciones innecesarias y poder dedicarse a
otras tareas, para poder reducir costes y no tener a un empleado dedicado a operaciones como esta, ya que
operaciones de este tipo se pueden hacer hoy en dia a través de cajeros.

Afecta negativamente sobre todo a aquellos clientes que no se sienten familiarizados con el uso de cajeros,
normalmente las personas de avanzada edad que siempre han operado con libreta de ahorros. Los mayores
no solo tienen falta de habilidades digitales, también tienen mucho miedo a cometer errores y que esto les
lleve a ser engariados (fraude).

El Banco de Esparia ha establecido que todos los consumidores tengan al menos un sistema gratuito para
retirar dinero en metalico de su cuenta. En un primer momento, los bancos dejaban hasta una hora
(generalmente 10:00 de la mafiana) o un dia a la semana para poder retirar dinero en cantidades pequenas en
la ventanilla.

26. Para proteger a los mayores ante el abuso por comisiones el Gobierno debe de realizar una serie de acciones. Explica
con tus palabras qué significan cada una de estas acciones:

Garantizar el acceso de los usuarios a los servicios bancarios.

Mejorar la proteccién y seguridad de los mayores en el uso de la banca.

Desarrollar tecnologias inclusivas

Proporcionar a las personas mayores conocimientos practicos para alcanzar habilidades digitales y financieras
bésicas

Solucioén:

v

v

v

v

Garantizar el acceso de los usuarios a los servicios bancarios. Que todas las personas puedan acceder a su
dinero en cualquier momento sin necesidad de tener que pagar por ello.

Mejorar la proteccién y seguridad de los mayores en el uso de la banca. Que se desarrollen normas para
proteger a las personas mayores.

Desarrollar tecnologias inclusivas: por ejemplo, que permitan realizar operaciones en cajeros automaticos de
forma similar a la de oficinas

Proporcionar a las personas mayores conocimientos practicos para alcanzar habilidades digitales y
financieras basicas: por ejemplo cursillos gratuitos para aprender a utilizar el cajero automatico.

27. Un hombre acude a la ventanilla de su banco a realizar varias operaciones: ingresar dinero a una de sus cuentas, realizar
una transferencia urgente a su hijo que vive en Alemania de 1 375 €, otra transferencia no urgente a un cliente suyo por
importe de 543 €. Aprovechando que esté alli, el banco le dice que debe pagar la comision por el mantenimiento de sus
tarjetas 10 €/anual y la de administracion por tener abierta una cuenta con ellos 7 €/anual. Calcula el total de comisiones
que ese dia paga dicho hombre sabiendo que el importe de realizar transferencias urgentes es de 3,5 % y las no urgentes
no suponen un gasto a los clientes.

Solucién:

(1375-0,035) + 10+ 7= 65,125 €

28. Una entidad bancaria determina que las transferencias tendrén una comision del 0,4 % de cada importe. Por otro lado, la
comision minima a cobrar debe ser de 5€. A partir de estos datos calcula el total a pagar por un cliente que realiza
transferencias por valor de:

a. 4956¢€

b. 35€

c. 321€

d. 1879,10€

Solucioén:
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a) Total de comisiones: (4 956 - 0,004) = 19,824 €
Total a pagar = (4 956 + 19,824) = 4 975,824 €

b) Total de comisiones: (3,5 -0,004) = 0,0144 € al no llegar al minimo se le cobran 5 € por comisiones.
Total a pagar=(3,5+5)=8,5€

¢) Total de comisiones: (321 - 0,004) = 1.284 € al no llegar al minimo se le cobran 5 € por comisiones.
Total a pagar = (321 + 5) = 326 €

d) Total de comisiones: (1879,10 - 0,004) = 7,5164 €
Total a pagar = (1 879,10 + 7,5164) = 1 886,6164 €
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29. La plataforma de pago GooglePay cobra a una empresa por facturar a través de ella las siguientes comisiones:
- Sifactura menos de 1 500 € al mes, cobrara 3,2 % + 0,45 € por cada transaccion.
- Sifactura entre 1500 € y 12 000 € al mes, cobrara 2,6 % + 0,40 € por cada transaccion.
- Sifactura entre 12 001 € y 99 999 € al mes, cobrara 1,8 % + 0,30 € por cada transaccion.
- Mas de 1 000 000€ al mes, cobrara 0,5 % + 0,25 € por cada transaccion.
Sefiala en cada caso cuanto tendra que pagar la empresa a GooglePay de comisiones:
a. Factura 650 € realizando 7 transacciones.
b. Factura 5 340 € realizando 24 transacciones.
¢. Factura 45 520 € realizando 145 transacciones.
d. Factura 111 000 € realizando 430 transacciones.
Solucién:

a. (650 - 0,032) + (7 - 0,45) = 23,95 €

b. (5 340 - 0,026) + (24 - 0,40) = 148,44 €
c. (45 520 - 0,018) + (145 - 0,3) = 862,86 €
d. (111 000 - 0,005) + (430 - 0,25) = 662,5 €

30. Con la siguiente tabla de equivalencias, cambia 3 000 € a libras, soles, bolivianos, yenes y dirhams.
Euros (€) Libras(£)  Ddlares ($)  Soles (S/)  Bolivianos (Bs)  Yenes (¥) Yuanes (¥)  Dirhams (MAD)

1 0,6 11 25 7 106 8 15
Solucioén:
A libras
3000 €220 = 22200 22 = 1 800
1 1€
A soles
3000€- 222 = 22022 £ = 7500 5/
A bolivianos
3000€.785 3007 €8s _ 51 0008s
1€ 1 1€
Ayens
3000 €. o = 220000 2 — 378 000¥
1€ 1 1€
A dirhams

15 MAD _ 300015 € -MAD
1€ 1 1€

—3000 € - =45 000MAD
31. Sara ha comprado un ordenador que cuesta 400 €. Les quiere decir a sus amigos el precio en su moneda nacional. A)

¢ Qué diria al de Japon si el tipo de cambio es 102 ¥? B) ;Y al de EE. UU. si el tipo de cambio es 1,1 $? C) ;Y al de
Bolivia si el tipo de cambio es 7 Bs? Realiza los calculos.

Solucion:
Cambia 400 € a:
A ddlares:
400 € - =2 = 2520 22 = 4405
A bolivianos
400 €22 =299 €85 _ 2600 Bs
1€ 1 1€
A yenes
400 € - == =220 50 = 52400

1
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32. Joaquin se quiere comprar un mévil que en Espafa cuesta 500 €, en Estados Unidos 500 $ y 50 $ por el transporte, en
China 4 550 ¥ y 0 ¥ de transporte. ;Dénde es mas barato comprar ese movil? El tipo de cambio en Estados Unidos es de
1,2 délares y el de China es de 6 yuanes.

Solucién:
En Espana: 500 €
En Estados Unidos:
Pasamos los délares a euros para comparar: 500 + 50 = 550 $ a €
550$.£:ﬂ.$'_€=455;3€
1,2$ 12§
En China:

Pasamos los yuanes a euros para comparar:
1€ 45501 ¥€
4550¥ -—= :

— =7583€
Es mas barato comprar ese movil en Estados Unidos.

8% 6 ¥

33. En el cuadro siguiente se presentan los tipos de cambio bilaterales de un grupo de monedas respecto al dolar. A partir de
esta primera columna, calculese el resto de las relaciones entre las monedas utilizando los tipos de cambio cruzados.

Estados Unidos Canada Zona-euro Gran Bretafia
Estados Unidos -
Canada 0,613 -
Zona-euro 0,886 -
Gran Bretana 1,564 -

Solucion:
Si el tipo de cambio del délar EEUU respecto al délar canadiense es 0,613. El del dolar canadiense respecto al
délar de EE.UU se calculara invirtiéndolo:
1$

0,613 $/$can.
Lo mismo se realiza respecto al euro:

=1,631 $can./$

—— __=1,1286 €
0,886 $/€ /3

Lo mismo se realiza respecto a la libra:
15645/ 0,6393 €/£
Para completar el resto de la tabla como tenemos el cambio de dos monedas respecto al délar podemos obtener
el cambio cruzado de esas dos monedas.
Utilizando el tipo de cambio $/$can. Y el tipo de cambio $/€ se puede obtener el tipo cruzado $can./€:
08865/€ _ 0886 /€ _ 4 ¢
€0,613$/$can. 0,613 $/$can. !
Por tanto, asi se calcula el equivalente en dolares canadienses de un euro. También de forma inmediata, se
puede conocer el cambio del euro respecto al dolar canadiense. Basta con invertir el tipo de cambio anterior:
1
14455 can/e 0,692 €/$can.
En cuanto a la libra esterlina, utilizando el tipo de cambio $/£ y $/$can. se calcularia la relacion entre la divisa
canadiense y la libra:

1,564 $/£

0,613 $/$can.
Invirtiendo el célculo anterior, se obtiene el tipo de cambio £/$can.:
1
=0,3919
2,5513 $can/£ ’
Que se colocaria en la columna de Gran Bretana, segunda fila.
Por ultimo, faltaria calcular las relaciones £ /€ y viceversa. Utilizando los tipos de cambio $/£y $/€:

= 2,5513 $can./£

LS64S/E _  7652€/
0,886 $/€ /
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Por tanto, la tabla anterior quedaria:

Estados Unidos Canada Zona-euro Gran Bretaha
Estados Unidos - 1,631 1,1286 0,6393
Canada 0,713 - 0,692 0,3919
Zona-euro 0,892 1,445 - 0,5665
Gran Bretaha 1,665 2,5513 1,7652 -

34. Hoja Excel de préstamos

Préstamo
amortizacion cuotas

AUTOEVALUACION
1. “Uneuro hoy es mejor que................ mafana’.
a) un délar hoy b) un dolar mafiana ¢) un coche hoy d) un euro mafiana

Solucioén: d)
2. Uno de los principales motivos por los que se cobran intereses es:
a) la liquidez b) el riesgo c) para tener mas dinero  d) porque es obligatorio
Solucioén: b)
3. Sidepositamos en un banco 3 000 € al 3 % anual, ¢ cuanto dinero tendremos al cabo de 20 meses?
a) 1200 b) 150 c) 3150 d) 3000
Solucion: c)
4. Un banco concede un préstamo por importe de 3 000 € al 3,5 % de interés anual, con cuotas de amortizacidén constantes
a devolver en 4 afios. s Cudl es la cuota de amortizacién?
a)3000 € b) 650€ c) 1500 € d) 750 €
Solucion: d)
5. Qué organismo solicita al Banco de Espafia la revisién de las comisiones cobradas en ventanilla:
a)LaONU b) La organizacién de consumidores c)LaOCU d) La OCDE
Solucién: c)
6. Cuanto le costara a un adulto realizar un envio de dinero a través de bizum, si su banco cobra 3,5 % por cada
transferencia:
a) Nada b) El 3,5 % del importe  c) EI 0,035 € d)35¢€
Solucion: a)
7. Tomando como referencia las comisiones de PayPal de la actividad propuesta 16, Cuanto pagaria un cliente cobrando
6 754 € realizando 35 transacciones?
a)6754 € b) 50 € c) 323,65 € d) 194,608 €
Solucion: d)
8. Siguiendo el apartado anterior,  Cuanto pagaria si recibe 132 000€ realizando 200 transacciones?
a)3238¢€ b) 123,23 € c) 423,50 € d) 23,56 €
Solucioén: a)
9. Marina ha vuelto de un viaje de Estados Unidos con 650 $ en metalico. Los cambia a euros. El tipo de cambio vigente es
1,2 dolares. § Cuantos euros tendra?
a)5416 € b) 635,3 € c) 780 € d) 345 €
Solucioén: a)
10. Andrés ha vuelto de un viaje de Reino Unido con 50 £ en metélico. Los cambia a euros. El tipo de cambio vigente es 0,87
libras. ¢ Cuantos euros tendra?
a)54 € b) 57,47 € ) 43,5 € d)453 €
Solucioén: b)
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Solucion:
1. “Uneuro hoy es mejor que................. mafana”.
a) un délar hoy b) un délar mafiana  c) un coche hoy
2. Uno de los principales motivos por los que se cobran intereses es:
a) la liquidez c) para tener més dinero d) porque es obligatorio
3. Sidepositamos en un banco 3 000€ al 3% anual  Cuanto dinero tendremos al cabo de 20 meses?
4. a)1200 b) 150 d) 3000
Calculamos el interés simple:
= C-r-t
100
| = 3000-3-20 = 150 €
100 -12

Sumamos capital e intereses:
3000+150=3150€

5. Un banco concede un préstamo por importe de 3 000€ al 3,5% de interés anual, con cuotas de amortizacion constantes a
devolver en 4 afios. ¢ Cual es la cuota de amortizacién?

a) 3 000€ b) 650€ c) 1500€
6. Qué organismo solicita al Banco de Espafia la revision de las comisiones cobradas en ventanilla:

a) La ONU b) La organizacién de consumidores d) La OCDE
7. Cuanto le costard a un adulto realizar un envio de dinero a través de bizum, si su banco cobra 3,5% por cada
transferencia:

b) El 3,5% del importe c) E10,035€ d) 35€
8. Tomando como referencia las comisiones de PayPal de la actividad propuesta 16, ¢ Cuanto pagaria un cliente cobrando
6 754€ realizando 35 transacciones?

9. a)6754¢€ b)50€ ¢) 323,65€

(6 754-0,027)+(35:0,35)=194,608 €
10. Siguiendo el apartado anterior, ;,Cuanto pagaria si recibe 132 000€ realizando 200 transacciones?

b) 12323€  c) 423,50€ d) 23,56€
(132 000-0,024)+(200-0,35)=3 238€

11. Marina ha vuelto de un viaje de Estados Unidos con 650 $ en metalico. Los cambia a euros. El tipo de cambio vigente es
1,2 délares. § Cuantos euros tendra?

b) 635,3€ c) 780€ d) 345€
Pasamos los dolares a euros:
6508 - = = S5 *€ 541 6€

1,2% 1,2 $

12. Andrés ha vuelto de un viaje de Reino Unido con 50 £ en metélico. Los cambia a euros. El tipo de cambio vigente es 0,87
libras. ¢ Cuantos euros tendra?

a) 54€ ¢) 43,5€ d) 45,3€

Pasamos las libras a euros:

1€ _ 501 $€
50¢ - 0,87¢ 087 $ 5747€
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RESUMEN
Interés simple | El interés es el beneficio que | C=3600; r=4,3 %; t = 8 afios
i i 3600-4,3-8
y compuesto |se obtiene al depositar un | = o =12384¢€
capital en una entidad
financiera a un determinado
tanto por ciento durante un
tiempo
Cuotas: Comprobar la equivalencia Co + G, + G, _ c
Equivalencias | financiera entre  dos @A+ Dnco " A+ A+ (140
financieras | capitales, cosiste en
comparar dichos capitales
situados  en diferentes
momentos del tiempo
Cuotas: Normalmente la devolucion del n 2 f I ' A M| %

7 A i PERIODOS TERMINOS | cuoTADE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
PreStamos (p:;eT‘ttaal?;(a)ci')en rizlln'z]augztaando :: AMORTIZATIVOS INTERESES AMORTIZACION | AMORTIZADO PENDIENTE
cuotas pitaliza P Y 0 ' ' c

devolucién de este se realiza y
constantes | .oy periodos  equidistantes i i b= Cof A WA C= CrA
(meses, trimestres, afios, efc.). ! Rt fen Gy * Mzt Cou CrrA
Lo normal es  hacerlo : — _ . — el
anualmente  por eso los o e : e
reembolsos que se van it
\ , 4 $A=Cq M.= Co Cn=0
haciendo reciben el nombre de -
Comisiones | Una comision bancaria es la Un banco por una transferencia de 400 € cobraré 1,4 %. ;A cuanto
cantidad de dinero que una asciende la comision? o
. . 400 - 0,014 = 5,6 € se cobrara de comision
entidad bancaria cobra a sus
clientes por prestarles sus
servicios

Banca ética |La forman diversas entidades que ofrecen servicios financieros y bancarios de inversién y
promocién de iniciativas de caracter social y medioambiental fomentando la responsabilidad
social, la sostenibilidad y la transparencia.

Cambiode | Las unidades monetarias A lo largo de la unidad cogeremos la definicion del BCE, es decir,
divisas diferentes a las que nosotros | que el tipo de cambio sea $/€.
usamos son las divisas.
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CAPITULO 5: GRAFOS
ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Inventa un grafo dirigido cualquiera con las siguientes caracteristicas.

a) Presenta un total de cinco vértices.
b) Un vértice tiene grado de emision 2 y grado de recepcién 1.
¢) Un vértice presenta un bucle.
d) Hay un vértice aislado.
Solucioén abierta:
2. Indica el grado de emisién y recepcion de cada vértice en los siguientes grafos.

C) d) %
Solucién:

3. Sara trabaja como escritora para un periddico digital y todas las mafanas se levanta, desayuna, se viste y se dirige a la
Estacion de metro de Fibonacci en su ciudad. Cuando llega a la estacién le entregan un folleto como este. El sefior que le
hace entrega del folleto le dice a Sara que para llegar a su trabajo debe llegar a la Estacién de Emmy Noether.

a) ¢ Qué representa el folleto? MAPA DEL METRO
b) ¢Puede Sara ir directamente a su trabajo o necesita parar primero

en otra estacion?
c) Escribe un ejemplo de un circuito elemental.
d) ¢ Cual es el trayecto con menos paradas que puede seguir Sara?
e) Halla el grado de emisién y recepcién de cada estacion. ;Qué
significado tiene?

Solucién:
4. Inés quiere hacer el siguiente viaje con su familia: Malaga — Sevilla — Madrid - Valencia — Malaga.
a) Elabora el grafo que represente dicho viaje. Puedes ayudarte de un grafo anterior.
b) Escribe la matriz de adyacencia del grafo representado.
c) Calcula el coste del camino asociado al viaje que quiere realizar Inés. ¢ Qué significa dicho coste?
d) Si la cantidad de combustible gastado por el coche de la familia de Inés viene dictaminado por la funcién f(x) = 0.102

X, donde f(X) son el total de litros consumidos, y x el total de kildmetros recorridos, determina la cantidad de
combustible que se ha gastado durante el viaje.
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Solucion:

5. El siguiente grafo muestra la red de carreteras que existe entre dos grandes
ciudades y el precio que se debe abonar en un determinado peaje para poder
tomar dicha carretera. Halla el precio de todos los posibles caminos que se
pueden seguir para llegar desde la ciudad A hasta la ciudad B. ;Cual de ellos
resulta el mas econémico?

Solucion:

6. Una empresa de repartos debe efectuar la entrega de un determinado pedido.
Si el camién de reparto se encuentra en el punto C y el destino es el punto D.
Escribe todas las posibles rutas que puede seguir el repartidor para llegar al destino.

a) Escribe la matriz de adyacencia de dicho grafo.

i b) Si la empresa hace un descuento de 0.5 € al importe total por cada

P hora de retraso en la entrega, y justo en el instante en el cual el
repartidor se encuentra en el punto C ya lleva un retraso de media

hora, ¢qué descuento se aplicara al producto si el repartidor opta por

17 coger la ruta mas rapida? ;Y si coge la ruta mas lenta?
8
Solucién:
- % P2 7. Sabiendo que el gasto

Toledo

medio de combustible, en litros,
de un determinado coche viene dictaminado por la funcion f(x) = 0.093 x, donde
X son los kilémetros recorridos, elabora un grafo ponderado como este, en el que
recojas los litros de combustible que pierde dicho coche al recorrer las diferentes
distancias (en kilometros) entre las ciudades consideradas en el grafo.
Solucién:

Murcia

8. Discute qué grafos se corresponden con arboles.

Sevilla

250

Granada
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9. Completa la matriz de adyacencia del grafo:

v

10. Multiplica por si misma la matriz de adyacencia del grafo adjunto, e interpreta el resultado:

11. De un determinado poliedro convexo sabemos que su numero de caras es 10 y su nimero de aristas es 16. Calcula el
numero de vértices de dicho poliedro.

12. Sabiendo que el nimero de caras de un determinado poliedro convexo es 6 y el nimero de aristas del mismo es 12,
;cual es el numero de vértices de dicho poliedro? ;de qué poliedro se trata?

13. Dibuja un grafo euleriano y hamiltoniano. Indica el grado de cada vértice.
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14. ;Puede un grafo contener un ciclo hamiltoniano y no ser conexo al mismo tiempo? ;Y puede no ser conexo pero
contener un camino hamiltoniano?
15. Clasifica los siguientes grafos en eulerianos y hamiltonianos, planos y no planos, dirigidos o no dirigidos y en conexos o
no conexos
2 4

N

16. Realiza un grafo en el que unas las comunidades
autbnomas espafiolas que sean vecinas entre si y realiza

una coloracion de sus vértices utilizando: .
a) El algoritmo de Welsh y Powel F. ¢ e 4 HRaa
b) El algoritmo de Matula, Marble e Isaacson. SRS ; P

Utiliza el mapa adjunto. \ R ,

17. Colorea el siguiente grafo por el algoritmo de Welsh y / §o

Powel.

18. Colorea los vértices del siguiente grafo por orden
creciente de grado utilizando la siguiente paleta de colores.

Paleta de colores

19. Una determinada compaifiia de telefonia mévil ofrece sus servicios a 5 localidades cercanas, de forma que estas estan
interconectadas entre si por la misma compafiia. Dibuja el grafo correspondiente a esta situacién y coloréalo utilizando la
paleta de colores del ejercicio 16.

20. Una empresa de mensajeria dispone de 6 almacenes repartidos en una misma provincia, tal y como se muestra en la
ilustracién. Sabiendo que los almacenes se encuentran conectados informaticamente entre si de la forma 1-2, 1-3, 1-6; 3-
4y 5-6, representa el grafo correspondiente y colorea sus vértices utilizando la paleta de colores del ejercicio 16. Utiliza
como criterio para ordenar los veértices la propia numeracién de los almacenes y el algoritmo de Matula, Marble e
Isaacson.
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a) ¢Qué representa cada color en el grafo?

21. Realizar una estimacion del indice cromatico del siguiente grafo.

D

22. Realizar una estimacion del indice cromatico del siguiente grafo.

23. Halla el indice cromético del siguiente grafo.

o
=

24. Realiza una coloracion propia del grafo del ejercicio anterior utilizando la siguiente paleta de colores.

1.
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Paleta de colores

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Representa mediante el grafo adecuado la siguiente situacion y contesta razonadamente.

Situacion: Anabel, Maria, Lucas, Ivan y Sergio son cinco estudiantes de intercambio que mantienen contacto unos con
otros de la siguiente forma: Anabel y Maria pueden mantener contacto, al igual que Maria con Sergio y con Lucas. Ivan en
cambio, solo mantiene contacto con Anabel.

a) ¢Puede un mensaje de Anabel llegar a Lucas si se permite el reenvio? 4Y si no se permite?

b) ¢Puede un mensaje de Ivan llegar a todo el grupo de estudiantes si se permite el reenvio?
c) ¢Qué estudiante tiene mas contactos directos?

Contesta solo observando las ilustraciones: una reconocida marca de ropa deportiva dispone de un total de 8
establecimientos repartidos por toda la provincia de Toledo como se muestra en la ilustracién. Cuando un cliente compra
un producto on-line, se habilitan los establecimientos donde ese producto se encuentra en stock, y se le asigna el reparto
del producto a los establecimientos que se encuentren en contacto directo con el domicilio del cliente.

Si Lucia, una cliente habitual de dicha marca, realiza su compra on-line y el sistema informatico web habilita 4
establecimientos (los 4 que estan coloreados en la segunda ilustracién), ;cuantos de ellos pueden efectuar la entrega?
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ok,
Suponiendo ahora que el establecimiento que ocupa la posicién central no dispone de ese producto, ¢algun
establecimiento podria efectuar el envio? En caso afirmativo, indica cual o cuales.

Durante el transcurso de un partido de baloncesto, se toma la siguiente
fotografia. En ese momento, es Francisco quien lleva la pelota.
Sabiendo que solo puede tirar a canasta Daniela y que el resto de
jugadores solo pueden hacer los pases ahi sefialados, ;de cuantas
formas distintas puede llegar el balén a Daniela? ¢ Cuél de ellas es méas
econémica? (Entendiéndose por econdmica aquella que emplee un
menor nimero de pases).

Una cierta compafia de viajes dispone de tres centrales distintas, A, B y C, cada uno en tres ciudades distintas

(también A, By C), de tal forma que las centrales se encuentran conectadas entre si como se muestra en el grafo.
¢ Cual de ellas recibe menos vuelos? ;Cuél emite mas vuelos? ; De cuantas formas distintas puede llegar un viajero que

se encuentre en la central B2 a una central de la ciudad C?

CIUDAD A CIUDAD B CIUDAD C

5. El siguiente grafo muestra la jugada seguida por el Arbustos FC, mostrando los pases que se han dado entre los 11
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jugadores. ¢ Cual es el grado de recepcion de cada delantero? ¢ Qué indica dicho valor? ;,Cuél es el grado de emision del
portero? ; Qué indica dicho valor? ;Cual es el jugador que mas pases ha efectuado? ;Se corresponde con el vértice de
mayor grado de emisién?
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6. Miguel, Paca, Eric, Gabriel y Lola son 5 amigos que se encuentran conectados entre si a través de una app de
mensajeria, de la forma en la que se muestra en el grafo. Indica el grado de emisién y recepcion de cada uno e indica a
qué se refiere dicho valor.

Miguel Gabriel

Paca
Eric
7. Volviendo a la situacion del ejercicio anterior, ;Puede Eric recibir un mensaje de Paca directamente? ;Y de forma
indirecta si se permite el reenvio del mensaje?

8. ¢Quégrafos K, tienen todos sus vértices grado par? Justifica tu respuesta.

9. Define qué es un grafo plano y clasifica los siguientes grafos en planos y no planos.

a) b) c) g d)

10. Dibuja un grafo que satisfaga las siguientes condiciones.

e Tenga 6 vértices.
e Hay dos vértices aislados.
e Los cuatro vértices restantes tienen la mitad grado par.

e No sea plano.

e Elgrado presenta un bucle en uno de los vértices aislados.
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11. Indica el grado de recepcion y emision de cada vértice en cada uno de los grafos siguientes:

Z b) c)
.
12. ;Cuéles de los siguientes grafos son conexos? Justifica tu respuesta.

=

13. Enumera los vértices en los grafos del ejercicio anterior y sefiala un camino y un ciclo cuando sea posible en cada uno de

ellos.
ESTACION DEL METRO DE MADRID

14. Silvia se encuentra en la estacion del metro de Madrid, y le entregan un

mapa como el siguiente. Su cometido es llegar a la estacién 4. Escribe / Estacién 3 Estacién2
todos los caminos posibles que puede seguir Silvia. Si mas tarde tiene
que regresar desde la estacion 4 a la estacion 1, jhay algln ciclo que ~ ®*%*
pueda seguir? En caso afirmativo, ofrecer un ejemplo. Estacién 7
15. Carlos desea llegar a su lugar de trabajo, y para ello utiliza el GPS de \
Estacidn

él establecer la ruta entre las calles que figuran (en color gris). Sefiala
al menos cuatro rutas que pueda seguir Carlos teniendo en cuenta que

las calles son unidireccionales.
-I —
C/f Teorema de Rolle

¢ I
Enumera las calles y representa el grafo correspondiente a las diferentes rutas que puede seguir Carlos.

16. Volviendo a la situacién del ejercicio anterior, imagina que ahora Carlos no se decide entre las cuatro rutas sefialadas en
la ilustracion anexionada. Por su parte, el GPS ha calculado el tiempo (en minutos) que tardaria Carlos en cruzar cada
calle. Calcula el tiempo que emplearia Carlos en cada ruta y sefiala cual es la mas conveniente. Traslada esta
informacién a un grafo ponderado.

su coche, que le muestra una interfaz como la de la imagen, pudiendo {/W,M

Estacién 6

©/f Dominio de {

G/ Teorema de Rolle
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17. Completa los siguientes grafos para satisfacer las condiciones indicadas.

Y

Completar hasta satisfacer: Completar hasta satisfacer:
1. El grado méximo de los vértices del 1. Sea un grafo conexo.
grafo sea 5.
2. Tenga dos vértices aislados. 2. No presente ningun vértice aislado.
3. Seaun éarbol. 3. Presente un ciclo.

4.  Todos los vértices tengan grado par.
18. Ofrece un ejemplo de un grafo que sea hamiltoniano y euleriano a la vez.

19. Ofrece un ejemplo de un grafo que no sea hamiltoniano ni sea euleriano.
20. Ofrece un ejemplo de un grafo que sea hamiltoniano y no sea euleriano.
21. Ofrece un ejemplo de un grafo que no sea hamiltoniano y sea euleriano.
22. ¢Cuales de los siguientes grafos se pueden dibujar sin levantar el lapiz del papel? ;Cuéles son conexos?

a) @ b) @ C) i } \ d)
23. Jorge quiere hacer una ruta en coche por Caspe, Alcafiz, Andorr;, Tortosa, Amposta y Morella (municipios espafioles de

la provincia de Zaragoza). Para planificarla, analiza el siguiente mapa, por el cual se pregunta: ;es posible hacer la ruta
por todos los pueblos, pasando por todas las carreteras sefialadas en rojo una Unica vez?

Responde a la duda de Jorge.
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Imagen: Google Maps

24. ;Qué es un ciclo hamiltoniano? ¢ Cuéles de los siguientes grafos presentan un ciclo hamiltoniano?

a) f b) : c)

25. De los grafos del ejercicio anterior, sefiala aquellos que contengan un camino hamiltoniano.

26. Clasifica los siguientes grafos en hamiltonianos o no hamiltonianos.

a b c d
) ) ) )
27. ¢ Puede un grafo hamiltoniano no ser conexo? Razona tu respuesta. Incluye algin ejemplo.

28. Considera un grafo que sea euleriano y hamiltoniano al mismo tiempo, ;puede no ser conexo? Justifica tu respuesta
incluyendo ejemplos.

29. Una hormiga se encuentra en el punto Oy se necesita desplazar hasta E. Para ello, dispone de varias rutas
alternativas que pasan por diferentes hormigueros. Contesta de forma razonada:

a) ¢Puede la hormiga llegar al punto de destino y regresar al origen pasando por todos los caminos una unica vez? En
caso afirmativo, indica la longitud del trayecto total.

b) ¢Puede la hormiga pasar por todos los hormigueros y regresara O sin necesidad de pasar por todos los caminos?
En caso afirmativo, indicar la longitud de la ruta o rutas que la hormiga puede seguir.

c) Indicar la ruta dptima en los apartados anteriores (si existen las rutas indicadas).
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30. Observaelgrafo G vy sefiala como verdaderas (V) o falsas (F) las afirmaciones siguientes.

a) G es un grafo euleriano.

b) G esun grafo hamiltoniano.
c) G es conexo.
d) G no es plano.

e) G esunarbol.

f)  Elgrado maximo de vértices de G es un numero impar.

31. Demuestra, de forma razonada, que los dos siguientes grafos no son planos.

& b

32. iCudles de los siguientes planos son planos? Realiza una representacion adecuada de ellos para justificar tus
soluciones.

a) ; b) c) ;‘;
—e

33. ¢Cual de las siguientes coloraciones no es propia? Justifica tu respuesta.

34. Realiza una coloracion propia en vértices de G del siguiente grafo. Para ello utiliza la siguiente paleta de colores.
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AUTOEVALUACION

Definicion de grafo

Un grafo establece una relacidn entre unos vértices, que se

denotan por V y unas aristas, E.

Nomenclatura: G(V,E)

Vértice
0 nodo

SA

Tipos de grafos

Existen dos tipos de grafos (principalmente):

> Grafos dirigidos
» Grafos no dirigidos

Un grafo puede ser también plano (o no plano) y conexo (o
No conexo).

También encontramos otros tipos de grafos como los grafos
ponderados, a cuyas aristas se les asocia un valor que
llamamos peso o los drboles.

SR,

Grafo no dirigido Grafo dirigido

0 0
Grafo plano

10
5

Arbol Grafo ponderado

Caminos y ciclos

Un camino es la ruta que debemos seguir para llegar desde
un vértice inicial a un vértice extremo.

Un ciclo es aquel camino que regresa al vértice de inicio.

+ En GRAFOS PONDERADOS: Se define como coste o
peso de un camino a la suma de los pesos de las

aristas que unen los vértices que forman el camino.

En el arbol de arriba, un camino puede

ser Y(L,5)=v(1,23,4,5),y
evidentemente, no tiene ciclos

(porque es un arbol). Un ciclo en el
grafo plano de arriba puede ser

Y(L)=y(1234561).

Férmula de Euler

C+V-A=2; C+NV|-|E=2

Grafos eulerianos y
hamiltonianos

e Un circuito o ciclo euleriano es aquel camino que
recorre todas las aristas de un grafo y regresa al
vértice de partida. Todo grafo que contenga un ciclo
euleriano se dice que es un grafo euleriano.

e Un circuito o ciclo hamiltoniano es aquel camino
que recorre todos los vértices de un grafo y regresa al
vértice de partida. Todo grafo que contenga un ciclo
hamiltoniano se dice que es un grafo hamiltoniano.

E

>\

ENS

Grafo euleriano y hamiltoniano

Matematicas Generales. 1° Bachillerato.

www.apuntesmareaverde.org.es




v’ La coloracién de grafos es una técnica de etiquetado.

v Esuna funcién que asigna un color de una paleta de
colores previamente definida a unos vértices (si es
coloracion en vértices) o a una aristas (si es
coloracién en aristas).

v’ Diferenciamos dos tipos de coloraciones:
0 COLORACION EN VERTICES - -
Coloracién en vértices yen

0 COLORACION EN ARISTAS aristas del grafo completo k5
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CAPITULO 6: DERIVADAS
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. CONCEPTO DE DERIVADA.

1. Hallala tasa de variacién media en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3] de las funciones siguientes:
a)y=3x-4 b)y=-2x-3 c)y=05x+2 dyy=x-1
A la vista de lo que has obtenido, ¢;crees que la tasa de variacion media de las funciones polinémicas de primer grado es
siempre constante e igual a la pendiente de la recta que la representa?
Solucién: a) TVM[-3, 2] = 3, TVM[1, 5] = 3, TVM[0, 3] = 3; b) TVM[-3, 2] = -2, TVM[1, 5] = -2, TVM|O0, 3] = -2;
c) TVM[-3, 2] = 1, TVM[1, 5] = 1, TVM[0, 3] = 1. La tasa de variacion media de las funciones polinomicas de
primer grado es siempre igual a la pendiente de la recta.
2. Halla la tasa de variacion media de la funcién y = x2— 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3]. ¢ Es ahora constante?
Solucién: TVM[-3, 2] = -1, TVM[1, 5] = 6, TVM[0, 3] = 3. Ahora no es constante.
3. Halla la tasa de variacion media de la funcién y = x3 + 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3].
Habras comprobado que en los dos Ultimos ejercicios la tasa de variacién media no es constante.
Solucion: TVM[-3, 2] = 7, TVM[1, 5] = 31, TVM[0, 3] = 9.
4. Al hacer un estudio sobre el aterrizaje de aviones se graba una pelicula desde el momento en que el avion toca tierra
hasta que se para, y se miden los tiempos v las distancias recorridas:

Tiempo (f) en segundos 0 2 4 6 8 10 12 14

Distancia (d) en metros 0 100 175 230 270 300 325 340

a) Calcula la velocidad media del avién.
b) Calcula la velocidad media en los intervalos: [0, 6], [2, 10] y [6, 14].
c) ¢ Es constante?
Solucién: a) v, = 24.3 m/s; b) v [0, 6] = 38.3 m/s, vi [2, 10] = 25 m/s; v, [6, 14] = 13.7 m/s. ¢) No es constante. La
velocidad va disminuyendo.
5. Se estudia la posicién de un coche respecto de la salida de un tinel y se obtienen los datos siguientes:

Tiempo (segundos) 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Distancia (metros) 0 100 200 290 370 430 510 610 720

a) Calcula la velocidad media del coche en el intervalo [0, 40].

b) Calcula la velocidad media en los intervalos [15, 25] y [20, 30]. ¢ Es contante?

c) Si la velocidad maxima permitida es de 120 km/h, ¢ consideras que ha podido sobrepasarla en algin momento? ;Y
si la velocidad maxima fuese de 80 km/h?

Solucion: a) v [0, 40] = 18 m/s; b) vn [15, 25] = 14 m/s; v, [20, 30] = 13 m/s. No es constante; c) 120 Km/h = 33 m/s.
Parece dificil que la haya sobrepasado. 80 K/h = 22,2 m/s. No es posible asegurar que no haya ido mas deprisa
pues en el primer intervalo su velocidad media es de 20 m/s.

6. Eltren AVE sale de la estacion y aumenta su velocidad hasta llegar a 250 km/h en 10 minutos, mantiene entonces esa

velocidad constante durante hora y media, y comienza a disminuirla hasta pararse en otros 10 minutos.

a) Representa en una gréfica la funcion tiempo - velocidad.

b) Ya sabes que la aceleracion nos indica la variacién de velocidad. Indica la aceleracion media en los primeros 10 minutos.

¢) Indica la aceleracion media entre el minuto 10 y el minuto 90.

d) Determina la aceleracion en los Gltimos 10 minutos.

Solucién: a) Solucién grafica; b) am(0, 10) = 25 km/h?; ¢) am(10, 90) = 0 km/h?; d) a,(90, 100) = -25 km/h>.

7. Lafuncion de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B(x) = x2 + 7x + Vx , donde B(x) indica el beneficio que
obtiene la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula la tasa de variacion media de los beneficios entre 0 y 100 unida-
des, y la tasa de variacion media de los beneficios entre 25 y 100 unidades.

Solucion: TVM[0, 100] = 107.1; TVM[25, 100] = 132,2..
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8. Una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado son C(x) = x + Vx , ¥ que los ingresos
por ventas también por trabajador contratado vienen dados por /(x) = 2x + x2. Por tanto los beneficios B(x) por trabajador
contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas, no se pueden contratar 3.7 traba-
jadores, es una funcion escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas). Determina la tasa de va-
riacion media si se contratan entre 100 y 2500 trabajadores.

Solucion: a) TVM[100, 2500] = 2600.9.

9. Hallala derivada de las funciones siguientes en los puntos x=1, x=3y x=5:
a)y=3x—4 b)y=-2x-3 c)y=0.5x+2 dy=x-1
A la vista de lo que has obtenido, jcrees que la derivada de las funciones polinémicas de primer grado es siempre
constante e igual a la pendiente de la recta que la representa?

Solucion: a) y'(1) = y'(3) = y'(3) = 3; b) y'(1) = y'(3) =y'(5) =-2 ¢) y'(1) = y'(3) = y'(5) = 0.5, d) y'(1) = y'(3) = y'(5) = 1. La

derivada es constante.

10. Halla la derivada de la funcion y = x2— 1 en los puntos x = 1, x = 3y x = 5. 4 Es ahora constante?

Solucion: y’(1) = 2; y’(3) = 6; y’(5) = 10. No es constante.

11. Halla la derivada de la funcion y = x* + 1 en los puntos x=1,x=3yx=5.

Habras comprobado que en los dos Ultimos ejercicios la derivada no es constante.

Solucion: y’(1) = 3; y’(3) = 27; y’(5) = 75.

12. En el viaje de la actividad de introduccion el coche recorria entre la primera hora y la segunda una distancia y dada por la
ecuacion: y = 0.2x2 + 110x — 67.2. Determina la velocidad que llevaba el coche para x = 1.5.

Solucion: 110.6 m/s.

13. En dicho viaje la distancia recorrida para 2.5 < x < 3 viene dada por la ecuacion y = 110x - 121.4. Y para3<x<5pory =
0.1x* + 118x — 146.3. Para x = 3 hay un cambio en la velocidad. Calcula la velocidad antes de x = 3, y la velocidad des-
pués de x = 3.

Solucién: Antes de x = 3 la velocidad es de 110 m/s, y después de 118.6 m/s.

14. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 50x — 0.2x* (x e y en km). La direccion del
vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la direccion del vehiculo cuando esta a 2 km de
distancia sobre el horizonte.

Solucion: y’'(2) = m = 49.2.

15. Desde un avion nodriza se suelta un avién experimental cuyo impulsor se enciende a la maxima potencia y permanece
encendido 20 segundos. La distancia que separa al avion experimental del avion nodriza viene dada por d = 0.3t*. Calcu-
la la velocidad del avidn experimental a los 3, 4, 7 y 10 segundos de haber sido soltado.

Solucion: d’= 1.2 t3; v(3) = 32.4 m/s; v(4) = 76.8 m/s; v(7) = 411.6 m/s; v(10) = 1200 m/s.

16. Representa graficamente la funcién y = 2, y determina su derivada para x = 1, 2, 3... a. ¢ Cuanto vale? ;Es siempre la
misma? ;Ocurrira lo mismo para cualquier recta horizontal y = b?

Solucién gréfica: y = 2 es una recta horizontal y su derivada siempre vale 0. Igual le ocurre ay = b.

17. Dibuja una funcién cualquiera y dos puntos sobre ella, f{x) y f(a), corres-
pondientes a las abscisas x, a. Interpreta geométricamente la definicién
de derivada a partir del dibujo.

Solucién manipulativa, gréfica y abierta:

Es la pendiente de la recta tangente en el punto (a, f(a)).

18. Dibuja una funcion cualquiera y un punto cualquiera sobre la funcion f(a). %’
Dibuja también un segmento sobre el eje de abscisas con origenen ay
longitud h. Interpreta de nuevo la definicién de derivada en un punto ba-
sandote en dicha figura.

Solucién gréfica:

tpae dyfdn
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19. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los ingresos por ventas por trabajador contratado vienen
dados por /(x) = 2x + x2. (Observa que esta funcién no es continua, no se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una fun-
cion escalonada, pero vamos a trabajar como si lo fuera). Determina la derivada de la funcidn ingresos respecto a las per-
sonas contratadas. ¢ Qué significado crees que tiene?

Solucion: I(x) = 2 + 2x; Es la tasa de variacion instantanea de los ingresos por persona

contratada.

20. Caida libre de una pelota. En la figura se muestran, mediante fotografia estroboscépica, las posicio-
nes de la pelota a intervalos regulares de tiempo: parat=1, 2, 3, 4, 5, ..., el espacio recorrido es
proporcional a 1, 4, 9, 16, 25, ..., etc. Calcula la funcion de posicién y = f(f), y calcula la velocidad y la
aceleracion derivando la funcién de posicion.

Solucion: y=f(t)=t; y'=v=2t;a=y"= 2.

21. Calcula la derivada mediante el limite de la funcién y = x2— x + 1 en el punto x = 1. Calcula la deriva-
da mediante el limite de la funcion y = x2— x + 1 en el punto x = a. Calcula mediante la expresién re-
sultante f(1), f(2), f(12), f(5.43) y f(-7).

Solucion: y’(1)=1;y'(a)=2a-1;f(1)=1,f(2) = 3, f(12) = 23, f(5.43)= 9.86 y '(—7) = -15.

22. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla con las derivadas:

Funcion |f(x) = x® fix)=2 |fix)=x* |[fx)=x |[fix)=k fix)=2x+3 |flx) = 2x?+ 3x

Derivada Posiciones de la

Solucion: Ppelotaa
intervalos

Funcion  |f(x) = x® fix) =2 f(x) = x? fix)=x |fx)=k |[fix)=2x+3 |f(x)=2x*+3x regulares de

Derivada |f(x)=3x* |F(x)=0 |F(x)=2x |F(x)=1 |f(x)=0 |F(x)=2 f'(x) =4x+3 oo, pora

23. Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.
Solucion: La funcién valor absoluto es continua en toda la recta real y no es derivable en el origen.

2. REGLAS DE DERIVACION

24. Escribe las funciones derivadas de las funciones siguientes:
a)fix)=x**  b)g(x)=6x"% c)h(x)=6/7x"3%; d)j(x)=3x*-52+7; e)p(x)=5x*-x

Solucion: a) f'(x) = 24x%; b) g’(x) = 60x°; c) h’(x) = 78/7x"; d)j’(x) =12x3-10 x; e)p’(x) = 15x2-1.
25. Calcula las derivadas de las siguientes funciones polinémicas:

a)y=6+x-5x b) y=6x2-7x + 3x>, C) y = 2/3x7 + 8/5x° — 9/4x*,; dyy=x2-x
Solucion: a) y’=1-10 x; b)y’=12x-7+15x%;  c)y’ = 14/3x5 + 8x* - 9x3; dy=8x-1.

1
26. Ya hemos obtenido la derivada de y = v/x = xz. Utilizala para obtener la derivada en x = 1, 4, 5... ; Puedes obtener la
derivada en x = 0? Razona la respuesta.

Solucion: y'(x) = 5= y'(1) = 1/2; y'(4) = 1/4; y'(5) = 5=
27. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

8) y= (¢ +3) - (6x° - 5) b) y = (7= 1) - (5x* + 4), o y=Vx-(x’~5
1
Solucion: a) y’=48x"+ 101 x5- 10 x; b) y’'= 245 x¢ - 20 x3 + 84 x?; cy'= T(?x3 -15x)
X
28. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) y=—1L; b) y =32+ (5/3) X'~ 2x + T; Gy 2o g A
x+3’ ’ y_6x4_zx3’ y_x+2
4 —6x2+30x—5 Ix
Solucion: a) Y =77+ ; b)y’'=2x+ 5x2-2; c)y'= ; d) yro YX(x/2+3)
) (x+3) )y )Y e 1o 1 24 )y (x+ 2)2

1 Una lampara estroboscopica es un instrumento que ilumina una escena durante intervalos regulares de tiempo. Si utilizamos este tipo de luz sobre un movimiento
repetitivo, como la rotacion de una rueda, y el intervalo coincide con un periodo completo de movimiento, el objeto parecera estatico al observador.
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29. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

5 3[2 x'—2)-Jx 6/, 1
ay=;  p, gy-TAN g, Y
x°+5 x° X+2
4 56 g5
Solucién: a) y'=%§/x_2 ib);  b) yrmiX X o) =24 - d) yl:g

6\/_(x +5)2 2x/_ (x+2)

30. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado eran
C(x) = x + Jx, Yy que los ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por /(x) = 2x + x2. Por tanto

los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas,
no se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una funcién escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran con-
tinuas). Determina la derivada de la funcidn costes C(x) y de la funcién beneficios B(x) respecto del nimero de trabajado-
res contratados. (;Qué significado tienen?

1
Solucioén: C’(x) =1+ —=; B’(x) = 1+ 2x ———. Son la tasa de variacién instantanea.
2J_ 2Jx

31. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

DY=(E-T0)7  by=Ge-sey o y={[oc -8 @) y=Ypx2 x|

Solucion: a) y’= 12(x5 - 7 x3)"1-(5x*- 21x?); b) y’=7(3x3 - 5x2)6 - (9x2 - 10x);
) y=2[ox -0 o ~202); 9 y= 2o+ ax7 foxr20)

32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 2 2
a y:\/3x3 Xt _eif by /w 9y~ 5x +3x _3/3+ X__
27 +7 X" =35 8x°>

3(x—6)x%(14x° —80x* +80x3 + 70x% — 441x + 490)| _

. 6, 4.4 _ 00,3 2
Solucién: a) y'= b) X +4x7 —20x° +63x“ + 40x

3 2 |x(3x-=5) ’ 2 '
2x—6|(2x° +7) \/ [ 2 3_g)2 |X° -7
| | ox3 47 2Vx“ +3(x”=5) e
2 2 1+—34
c) Y= 3(5x+3)°(20x° +24x-3) d) y'= X

2
o 5y A-f3)
3. APLICACIONES DE LA DERIVADA

33. Determina la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion y = 7x? + 5x =3 en el punto x = 2

Solucion: y = 33x - 31.

34. El perfil de una cierta montafia tiene la forma de una parabola: y = 0.05x — 0.01x2, donde x e y se miden en km. Escribe la
ecuacion de la recta tangente parax =0, x=1, x =2, x= 3 km.

Solucion: Enx=0,y=0.05x; Enx=1,y=0.03x+ 0.01; En x=2,y=0.01x- 0.04: En x= 3, y =-0.01x + 0.09.

35. Un coche recorre una distancia e, en kilémetros, a las t horas, siendo e = 20t + 0.5t2. Determina su funcion velocidad y
su funcién aceleracion. ¢ Es constante la aceleracion? Si sigue a esa velocidad, ;en qué instante sobrepasa la velocidad
maxima permitida de 120 km/h?

Solucién: La aceleracion es constante, a = 1 km/h?; A las 100 horas.

36. El departamento de “marketing” de una empresa estima que los ingresos mensuales que va a producir el lanzamiento de
un nuevo producto vienen dados por: y = 30 + 52— 0.4£, donde t es el tiempo expresado en meses desde que el producto
salga al mercado, e y son los ingresos en cientos de euros. a) Calcula si los ingresos estan creciendo o decreciendo a los
3 meses de lanzamiento del producto. b) ¢, Durante qué periodo de tiempo aumentan los ingresos? ¢) ; Durante qué perio-
do de tiempo disminuyen?

Solucién: a) y’= 10t - 1.2 t3 y’(3) = 30 - 10.8 > 0. Creciente. b) 10t - 1.2t*=0 — t(10-1.2t)=0—t=0,10=1.2t - t=

8.333. Aproximadamente a poco mas de los 8 meses empiezan a descender los ingresos.

37. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x* + 3x. Determina los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcién: y = x> — 3x. jComoesenx=0? ;Yenx=2? ;Y en x=-2?

Solucion: y = x* + 3x es siempre creciente; y = x* — 3x: (—oo, —1) creciente, (—1, 1) decreciente, (1, + o) creciente.

En x = 0 es creciente, y en x = 2 y x = -2 es decreciente.
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38. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado eran
C(x)=x+ /x ,Yyque los ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por /(x) = 2x + x2. Por tan-
to los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. La funcién beneficios B(x) respecto del nime-
ro de trabajadores contratados, ¢ es creciente o decreciente?

Solucién: Es creciente.

39. Calcula los méaximos y minimos de las funciones siguientes:

a)y=4x*+3;, b)y=5x*-2; c)y=3x+1; d)y=4x*-2x*+5; e)y=7x"-3x.
Solucién: a) (0, 3) maximo; b) (0, —2) minimo; ¢) creciente siempre;
d) (0, 5) maximo; (1/2, 19/4) y (—1/2, 19/4) minimos; e Maximo, Minimo.
) (0,5) (112, 19/4) y (=112, 194 - 5%) (+3]

40. Se desea fabricar envases con forma de prisma recto cuadrangular de base cuadrada de forma que el volumen sea de un
litro y la superficie empleada sea minima.
Solucion: Es un cubo de un dm de lado.
41. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
aA)y=6x>-2xX2+5x+7; b)y=x3-3x+5; c)y=Ix-4l dy=Ix+11+Ix-2l
Solucion: a) Siempre creciente; b) (1, 3) minimo, (-1, 9) maximo; c) (4, 0) minimo; d) No tiene méaximos ni relativos ni
absolutos, y hay infinitos minimos (x, 3) para —1 <x <2.
42. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: f(x) = 2x* — 3x2 + 72x, en el intervalo [-4, 3] y en el
intervalo [0, 5].
Solucién: La funcion es creciente. En [-4, 3] tiene un minimo en x = —4 y un maximo en x = 3. En [0, 5] la funcion tiene
un minimo para x = 0, y un maximo en x = 5. Son relativos y absolutos
43. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = |x + 2| en el intervalo [-3, 5].
Solucion: Minimo relativo y absoluto: (-2, 0). Maximo relativo: (-3, 1); Maximo relativo y absoluto: (5, 7).
44, Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de radio R = 5 cm. (Ayuda: La altura del
cono es igual a R + x, y el radio de la base r2 = R2 - x2).

50J_

Solucién: x = 5/3 em; Altura = 20/3 cm; r= —— cm

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Definicion de derivada

1. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = x* en el punto x = 2.
Solucién: y’(2) = 12

2. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = /x enx=1.
Solucion: y'(1) = 1/2

3. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = 1/x*en x = 4.
Solucion: y’'(4) = -1/32.

4. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = 3x2 — 5x + 2 en el punto de abscisa x = 1.
Solucion: y’(1) =1

5. Utiliza la definicidn de derivada para calcular la derivada de la funcion y=x —3 en x = 2.
Solucién: y’(2) = 1.

Célculo de derivadas

6. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

aA)y=4x2+2x-3 b)y=2x*-3x+7x+5 C)y=X>-5x+2 d)y=8x"-9x®-5x*
Solucion: a) y’= 8x + 2; b)y’=6x2-6x+7; c)y’=2x-5; d) y’= 56x¢- 54 x5- 15 x2
7. Calcula:

a) D(5x2+ 7x* = 3X)  b) D(6X° — 4x2 + 7x + 5x%) )DXC-7x*+2x%) d) g—i (3%® — 9x8 — 2x%)
Solucién: a) 10 x + 28 x3 - 3; b) 30 x4-16x+7+ 15 x% c) 5x*4- 28 x3 + 6 x?; d) 9x2-54 x5-16 x".
8. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=7x+3x-1/x b)y=5x—2x+ x ¢) y= Vx d) y- VX (x+5)

(x+3)~(x2—5x+2) (x —5)
Solucion: a) 14x + 3 + 1/x%; b) 15 x2— 4 x + 1/(2x);
c) ,_ —5x3+6x2+13x+6 - d)y:—x3—15x2—15x—25
2\/;(x+3)2-(x2—5x+ 2)2 2\/7(;{2-5)2
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9. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y="7x¥3+3x/5-8/(3x) b)y=5x32-2x%3+ 6x /5 c) 7y = 4x3/3 — 5x%/7 + 7/ x

Solucién: a) 14x/3 +3/5 + 8/3x2; b) (15/2) x2 - (4 /3)x + 6/(10\/;(); c)(4/7)x2-10/49-1/ (2x\/;()
10. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
(x=1)-(2x-3) b) y=(3x2+4)~(4x—2)

_ (8x+5x2)~ (2x5 —7) (x+9)-(2x-3)

8 y= X+2 7x—1 9y 4x+6 d) y= (x+3)-(x+2)
Solucion: a) y'= % ; b) y’= (2 (84x3 - 39x2 + 6x + 20))/(7x - 1)?
X+ 2
¢) y’ = (60x7 + 1855 + 144x5 - 35x2 - 105x - 84)/(2x + 3)2; d) y’'= (5x2 - 78x - 225)/((x + 2)2 (x + 3)?)

11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y= V3 +5 b) y:3\/2x3+4x2—1 C)y=(5x*+2)° d) y = (2¢* + 5x)°

2
Solucién: a) - 3% ; b) y'= (2x(3x+4))/(3(2x3+4x2 - 1) (23);
2Vx3+5
c) y'=75x%(5x3 + 2); d) y’= 9(2x? + 5x)3(4x + 5)

12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

Ay=10ss (0435 by 200 seigs spe) gy R0-5C)

Xl (7x4—5x3)2

(x7 4332 )P+ +5-6(x" +3x° (168 +6x) ; b) y'= (2x2+ 8x + 3)/(3 (x + 1)2(2x3+ 4x2 - 1) (23);

Solucion: a)
Wxi+5
c) y’= §(5x° + 2)4-(15x%)(x5 - 6x8) + (5x° + 2)* (5x* - 48X"); d y = (2x"(2x - 5)8-(133x2 - 280x +
150))/(7x - 5) 3;
13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=er+4 b) y = (€2~ 7¥y C) y = el +5p dy= 3 e(6X5 —9x8)2
Solucion: a) y’ = ex** 4°(5x* + 12x?); b) y’ = 7(e2~7x)’(6x? - 14x);

3 (6"5_9"8) 5 0817202 7
c)y’ =ex*x)753x5+ 5 x3)4(15x4 + 15x2); d) y'=Ve -2(6x° —9x°)(30x™ —=72x")
14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

4
a) y=cos(x* — 7x%)-sen(x®* — 7x%)  b) y = cos’(3x® — 5x2)- sen5(3x® — 5x2) c) y = cos(4x® — 8x%)° d) y=3 cos(2x2 + 4x7)

Solucion: a)) y’ = (5x* — 21x?) cos(2(x*> — 7x%);
b) y’=-x(9x - 10)-cos(x?(3x — 5)) 6-sen(x?-(3x - 5))*{(7sen(x? (3x — 5)) 2 - Scos(x? (3x - 5)) ),
c) y’ = —sen(4x> — 8x%)°-5-(4x° — 8x%)%-(20x* - 24 x?);
d) y’=—(128x" (2x5 + 1) 3(7x5 + 1)-sen(16x8-(2x° + 1)*))/(3cos(16x3-(2x5 + 1)4)(29).

Aplicaciones de la derivada

15. Calcula las rectas tangentes de la gréfica de la funcion y = x*-3xenx=0,x=1yx=2.

Solucion: x=0:y=-3x; x=1:y=-2;x=2: y=9x - 16.

16. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
ay=xenx=2. b)y=2x2+4x-5enx=1.c)y=x*-7x2+3enx=0.

Solucion: a) y=12x-16;b) y=8x-7;¢c)y=3.

17. Indica la pendiente de la recta tangente de:
ay=x*+3x enx=3. b) y+2x-5=0. c)y=4x*-5x2+2enx=1.

Solucion: a) m= 30; b)) m=-2;c)m= 2.

18. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x* — 3x + 2 en los que su tangente sea paralela:
a)alarectay=0; b) alarecta y = 6x.

Solucion: a) (1, 0), (-1, 4); b) (V3,2), (V3, 2.

19. Determina la recta tangente de la gréfica de la funcion y =%/; enx=0.
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Solucion: y = 0.
20. Sif(x) = x(3 - x), ¢,cudl de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?

b)

Solucion: d)

21. Determina las rectas tangentes a la funcion f(x) = 4x® — 12x en los puntos en los que la pendiente es 12. ; Cual es el me-
nor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ; En qué puntos se alcanza?

Solucién: y=12x - 16 J2; y=12x+16 J2. La pendiente minima es m = -12 que se alcanza en (0, 0).

22. Determina la recta tangente a la funcion f(x) = x3 — 3x en el punto A(—1, 2). ¢ En qué otro punto corta la recta tangente a la
funcion?

Solucion: y = 2. Corta en (2, 2).

23. Determina los coeficientes a, by ¢ de la funcion f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto A(1, 2) y es tangente a la recta y
=x en el punto O(0, 0).

Solucién: a=1,b=1,¢c=0.

24. Determina los coeficientes a, by ¢ para que las funciones f{x) = x3 + bx + ¢ y g(x) = ax — x2 tengan la misma recta tangen-
te en el punto A(1, 0).

Solucién: a=3,b=-4,c=1.

25. Determina el coeficiente a, para que la funcion f(x) = x2 + a, sea tangente a la recta y = x.

Solucién: a= 1/4.

26. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{(x) = 1/x2.

Solucién: (—eo, 0) creciente; (0, +0) decreciente.

27. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x.

Solucién: La funcion es decreciente en toda la recta real.

28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 3x2 + 4. Calcula sus maximos y minimos y haz un
esbozo de su grafica.

Solucién: (—eo, -1) creciente; (—1, +1) decreciente; (1, +oo) creciente.

29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x® — 6x2 + 9x + 6. Calcula sus maximos y minimos. ;En
qué punto corta al eje de ordenadas? Haz un esbozo de su grafica.

Solucion gréfica: (—eo, 1) creciente; (1, 3) decreciente; (3, +oo) creciente. (1, 10) maximo; (3, 6) minimo.

30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 2x3 — 3x2 + 3. Calcula sus maximos y minimos. Haz un
esbozo de su gréafica.

Solucion gréfica: (—oo, 0) creciente; (0, +1) decreciente; (1, +c) creciente. (0, 3) maximo, (1, 2) minimo.

31. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = x3 — 9x. Calcula sus maximos y minimos. Haz un esbozo
de su gréfica.

Solucién gréfica: (—eo, - +/3 ) creciente; (- +/3 , /3 ) decreciente; (/3 , +o0) creciente.
(-3, 6+/3 ) médximo, (\/3 ,-6+/3 ) minimo.

32. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x2 + 72x en el intervalo [-7, 2] y en el
intervalo [0, 8].

Solucién: La funcion es siempre creciente, tiene en [—7, 2] un minimo relativo en (—7, —1 162) y un maximo relativo en

(2, 152), y en [0, 8] tiene un minimo relativo y absoluto en (0, 0), y un maximo relativo y absoluto en (8, 2 240).
33. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = | x + 3| en el intervalo [-3, 3].
Solucion: Nunca se anula la derivada. La funcion no es derivable en x = -3, f(=3) = 0. Tiene un minimo absoluto en
(-3, 0). No tiene maximos.
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Problemas

34. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar, viene dado por: y = 15¢
+0.8£2 ; Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ;Y alos 5 segundos? Si continla asi, ;en qué momento pasara
de los 120 km/h?

Solucion: v(0) = 15 m/s; v(§) = 23 m/s; t=11.25 s.

35. Latemperatura, T, en grados, de una bola de hierro que se esta calentando viene dada por T = 200 — 500/t, donde t es el
tiempo en segundos. El radio, r, en mm, de la bola cuando la temperatura es de T grados viene dado por r=40 + 0.001T.
¢A qué velocidad varia el radio cuando la temperatura es de 50°, 75°, 100°? ;A qué velocidad varia la temperatura a los
30 segundos? ¢ Y para t = 90 segundos? ;A qué velocidad varia el radio a los 10 segundos, a los 30 segundos y a los 90
segundos?

Solucion: r’= 0.001 mm/grado. Es constante; T'(30) = 0.5555...; T°(90) = 0.062;

r’(10) = 0.005 mm/s; r’(30) = 0.000555...mm/s; r’(90) = 0.000062 mm/s.

36. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos, viene dada aproximada-
mente por d = 52 Si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la Torre Eiffel, (que esta a 57 m de altura), ;a qué
velocidad llegaria al suelo? ;Y si cayera desde la segunda plataforma (que esta a 115m)? ;Y desde la tercera plataforma
(que esta a 274 m)?

Solucion: t= 3,4 s; d’(3.4) = 34 m/s; d’(4.8) = 48 m/s; d’(7.4) = 74 m/s.

37. Lafuncién e = f{f) indica el espacio recorrido, e, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en segundos). Determina en
cada caso la funcién velocidad y la funcién aceleracion:

a)e=#-4t+3 b)e =28 -5 +4t-3 c)e=-tt+41t+3 d) e = (3t-4)?

Solucién: a)v=2t-4;a=2m/s; b)v=62-10t+4;,a=12t-10;c)v=-2t+4;a=-2;d)v=6(3t—4); a= 18 m/s%

38. Un deposito cilindrico de 10 metros de didmetro se llena de agua a 0.3 m? por minuto. ¢ A qué velocidad varia la altura de
agua a los 2 minutos? ;Y a los 5 minutos?

Solucioén: v/2) = 0.012 m/min; v(5) = 0.012 m/min.

39. Ladistancia, d, en metros, recorrida por un trineo que se desliza por una pendiente helada, a los t segundos, viene dada
por d = 0.22 + 0.01£. Determina la velocidad del trineo a los 2, 4, 7'y 15 segundos. Se sabe que si la velocidad del trineo
alcanza los 60 km/h le pueden fallar los frenos, ¢ cuando deberia comenzar a aplicar los frenos para no perder el control?

Solucion: v(2) = 0.92 m/s; v(4) = 2.08 m/s; v(7) = 4.27 m/s; v(15) = 12.75 m/s; A los 31 segundos pueden fallarle los

frenos, luego deberia de comenzar a frenar antes.

40. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta en
cada esquina un cuadrado de lado x, y se dobla. ; Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x, recor-
tado para que las cajas contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen de
las cajas en funcion de x.

Solucion: x ~ 3.7 cm.

41. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 150 litros. Si se desea construirlos de for-
ma que su superficie total sea minima, ¢cuanto debe medir su altura y el radio de su base?

.. 15
Solucion: r=3"E s h= Tyr
T 2ny 45

42. Al hacer las pruebas de un nuevo medicamento se comprueba que segun la dosis, X, en miligramos, que se administre, el
porcentaje de curaciones, y, viene dado por: y = 100 — 80/(x + 5). Sin embargo el medicamento tiene efectos secundarios
ya que perjudica al rifién. El numero de enfermos a los que el tratamiento produce efectos secundarios aumenta un 2 %
por cada miligramo que se aumenta la dosis. ;,Podrias ayudar a determinar la dosis de medicamento adecuada? Razona
la respuesta.

Solucion: y = 100 —80/(x + 5) — 2x; y’= 80/(x2+ 10x + 25) — 2.

43. En una industria la funcion u = f{{) indica el nimero de personas que constituyen la fuerza del trabajo en el instante £, y la
funcién v = g(t) indica la producciéon media por persona incorporada a la fuerza de trabajo en el instante £. (Vamos a con-
siderar que ambas funciones son derivables, aunque en realidad el niumero de personas es siempre un nimero natural, y
por tanto son funciones escalonadas). La produccion total es igual a y = u-v. Si la fuerza de trabajo aumenta un 3 %
anual, (u”=0.03u) y la produccion por trabajador aumenta un 2 % anual (v’ = 0.02v) total, determina la tasa de crecimien-
to instantanea de la produccién total.

Solucion: Aumenta un 5 % anual.

44, En el ejercicio anterior considera que la funcién que indica el nimero de personas que constituyen la fuerza del trabajo en
el instante fes u = f{f) = 3ty que la funcién v = g(f) = 2+ 3t, indica la produccién media por persona incorporada a la fuer-
za de trabajo en el instante {. La produccion total es igual a y = u-v. Determina la tasa de crecimiento instantanea de la
produccion total.

Solucion: y ‘= 9t2 + 18 t.
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45. Si en el gjercicio anterior consideras que la fuerza de trabajo ha disminuido un 5 % anual, y la produccidn por trabajador
ha aumentado un 3 % anual total, determina entonces la tasa de crecimiento instantanea de la produccion total. ¢ Crece o
decrece la produccion total?

Solucién: Disminuye un 2 % anual.

AUTOEVALUACION
1. Indica cuél de las siguientes expresiones es la definicién de derivada de una funcién en x = a:
f(o)—f fo)—f f h)— f f(b+h)—f(b
a) Iim—( )= (9 b) Iim—(x) @ ¢) lim farh-t@ d) Il'm—( -t
box b—X x->0 X—a h—0 h h—0 h
Solucién: ¢c)
2. La derivadadey = x ‘(x—1)enx=1es:
a)0 b) 1/2 c)1 d)2
Solucion: c)
. x> +1
3. La derivada de y = enx=2es:
x> 43
a) 15/11 b) —10/25 c) -16/121 d) 173
Solucién: ¢c)
4. La derivadadey = e ** es:
a) y'=2x-e b)y'=2(e)? e ¢)y=3+e2x d)y'=2e¢

Solucion: a)

5. La derivada y = cos(x®) es:

a)y’ =3(cos(x))* - (-sen(x®)  b)y’=-sen(x®) - 3x> ¢)y’ =-sen(x?) - cos(3x?) d) y* = 3(cos(x))? - (—sen(x)
Solucion: b)

6. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funciony = 5 + 2x + 3x2 — 2x>*en X = 1 €s:
a)y=-2x—-06 b)y=x+8 C)y=2x+6 dy=8+2x
Solucion: c)
7. La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién y = 3x2 —2x3 en x = 0 es:
a)y=2x+3 b)y=x+28 C)y = 6X dy=0
Solucioén: d)
8. Lafuncibny = 3x* - 5x>*+2x2—x+ lenx=1es:
a) creciente b) decreciente ¢) alcanza un minimo d) alcanza un maximo

Solucién: ¢)
9. Si la derivada de una cierta funcién es: y’ = (x — 4) x entonces los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
dicha funcion son:
a) x <0, decreciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
b) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
c) x <0, creciente; 0 < x < 4, creciente; X > 4, decreciente
d) x <0, creciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
Solucion: d)

10. La funcién y = 3x> — 2x® alcanza los siguientes maximos y minimos:
a) (0, 0) maximo y (1, 1) minimo b) (—1, 5) maximo y (1, 1) minimo
c) (6, —324) minimo y (1, 1) maximo d) (0, 0) minimo y (1, 1) maximo

Solucién: d)
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RESUMEN

f(a+h)-f(a)

I @@= lim f@=lim +

X—a

Si f(x) = k entonces f* (X) = 0. y=T7x+2/X° -y =21x2-10/x°

Si f(x) = x* entonces f* (X) = kx"! y=Vx 2x—> y=(1/2)Vx 2x++/x 2
Si f(x) = g(x) + h(x) entonces f’ (X)=g’ (X) + h’ (X) T ye 3062 —1)=3x(2%)
Si f(x) = kg(x) entonces f* (x) = kg (x) x* -1 (¢ -1f

Si f(x) = g(x)-h(x) entonces f’(xX) =g’ (X)-h(X) + g(X) -
h*(x)

y= X3+2 —y'= .3)(2

1
24%3 +2

(f(x)jl _ P09-900- 10- 9’0
9(x) [acoP

h(x)=(f o g)x) = f(g(x) = hX)=f'(9(x)-g'(X)

, Tangente a y = X® + 2X en el punto
y=t@+T @x-2) (0,0): y=0+2(x—0)=2x.

y=x-3Xx—-y =3x-3=0—>X
=1,x=-1.

Si f’ (@) > 0 entonces y = f(X) es creciente en X = a.
®Para x <—1,y’ >0 — Y creciente.

Si f’ (a) < 0 entonces y = f(X) es decreciente en X = a. e Para—1 <x<1,y'<0—y

decreciente

® Parax>1,y’ >0 — y creciente

Si (a, f(a)) es un maximo o un minimo de y =f(x) y y=x-3X—y =3x-3 -y’ =
existe ' (a) entonces f’ (a) = 0. oX.
Si f (a) = 0 entonces (8, f(a)) es un punto critico. y'(=1)=0,y”(-1) <0, luego (-1,

2) es un maximo relativo.
Sif’ (@)=0yf’ (a) >0 entonces (a, f(a)) es un minimo.
y’'(1)=0,y’(1)>0, luego (1,-2)
Sif’ (a)=0yf’ (a) <0 entonces (a, f(a)) es un maximo. |eg yn minimo relativo.
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CAPITULO 7: EUNCIONES
ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. TIPOS DE FUNCIONES

1. El consumo medio de agua al dia por habitante (en 2011) es de 142 litros. Representa graficamente el consumo de una

persona en una semana.

Solucion grafica: y = 894x. Es una recta que pasa por el origen de pendiente m = 894.

2. Elagua virtual es el agua necesaria para crear un producto. Representa graficamente las siguientes relaciones:

a. 71litros para producir una manzana.
b. 10.850 litros para producir unos vaqueros.
c. 4.000 litros para producir una camiseta.

Solucién gréfica: a) y = 71x; b) y = 10850x; c) y = 4000x.

3. Halla la pendiente y la expresion algebraica de las siguientes rectas:

a. b.
Solucién: a) m=0.75; y = 0.75x; b) m = —1.5; y = —1.5x; ¢) m = =3; y = -3x.
4. Representa las siguientes funciones lineales:

a. y=3-x+4 b. y=—%~x—2
d y=5 e. y=0
Solucién gréfica: y
a); /
b); /
% \ ‘\
d;; e~ T
€);
4\\

5. Halla la expresion de las siguientes rectas:

a. b. C.

]

c. 2X+-4y=5
f. x=3
d.
-

Solucion: a) y = 3x/2 + 3; b)y=-3x/2+5; c)y=3/2;
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6. Utiliza GeoGebra para comprobar tus anteriores representaciones:

3
. Y=3-x+4 y=—7x—2 N 2X+-4y =5

Solucion grafica:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R A2 PUOJO) £ N = 4

» Vista Algebraica b Vista Grafica

Entrada:
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7. Apartir de la pardbola Yy = X2 , dibuja la grafica de las siguientes parabolas:

15
2 2 2
a =—X b :_3X C =——X
y 3 y y 3
6 2
d y=4.12x? e. Yy=——X f. y=—=X
10
Solucion:
\)_
J 0 ] 0 I
l-1 T 1 _1 1
2-
-1 -1
1-
_2_ _2-
" 0 i 3 -3
a)
4-.
3.
2_
1.
f)
1 0 1

d
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8. Representa la grafica de las siguientes parabolas y localiza el vértice:

g y=(x+4)>-5 h. y=—@—§f+6 i, y=x"-5

: 2 2 5 2

. y=X —-6x+16 k. Yy=X +4x+E L y=—X+12x-26
2 2 2 4

m. y=X —10x+17 n y=—-X+2x-4 0. Yy=-X +§x—1

Solucién:

; b. V(3/4, 6)
a. V(-4,-5) ¢. V(0, -5)
f. V{6, 10)
d.V(3,7) e. V(-2 -3/2)
0 1 ‘ 0 1 2

h. V(1, =3) i. V(2/3, -5/9)
g. V(2/3, -0.6)
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9. Halla los elementos caracteristicos y representa las siguientes parabolas:

2) y=2X"+4x-6 b) y =6X> —24x

9 y=2%"+5x-12 0 y=3%x>+6X-9

y=7x"+21x—28

=5x"—9x+4
) h Y
Solucién:
0
0
uncion: Vértices: a); b); c). d); e); f).
(1,-8); V(2, -24); V(1,  V(-1.25, -15.125); V|-1, -12);
jes de simetria 0) V(1.75, 9.125)

x=-1;,x=2;x=1. x=-1.25; x=-1; x=1.75.
10. Utiliza GeoGebra para comprobar tus anteriores representaciones:

Solucién:

c)

f)

)

y=-2X>+4x-2

y=-2X>+7x+3

y:

—4x* —4x—1

-20

9); h); ).
V(-1.5, -43.75); V(0.9, -0,05);
V(-0,5, 0)
x=-1.5x=0.9; x=-0.5.

2 2
y=2X"+4x-6 b Y=0X —24x o Y
rchivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
AN elel 4N =Rl
Vista Algebraica = | » Vista Grafica X
Cdnica

@ ary=2x"+4x-6
- @ bry=6x - 24x
® cy=-2¢+4x-2

o

Sntrada:
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11. Realiza una tabla de valores y representa la funcién identidad.

Solucioén:

12. Calcula las iméagenes de los nimeros —3;_?1;0;];\@;2;10 por la funcion: f(x)=—x2+2x -3

X

—2

-1 0

1

2

3

y

-2

—1 0

1

2

3

Solucion: f(-3) = —18; f(—1/2) = —4.25; f(0.1) = -2.81; f( V2 ) = -2.17157288; f(3/2) = —2.25; f(10) = —83.
13. Utiliza la recta anterior (y = 3.5x + 42) para obtener el porcentaje de curaciones esperado para una dosis de 7.3 mg.

Solucion: 67.55 %.

14. Copia en tu cuaderno las siguientes graficas de funciones e indica si el indice es par o impar en las representaciones de
las siguientes funciones raiz:

FUNCION INpiGe FUNCION Iplige
Par Impar Par Impar
r
Solucién: , ]
FUNCION LEBIEE FUNCION B
Par Impar Par Impar
;’ X X
( ' X X

15. Realiza en tu cuaderno una tabla de valores y la grafica para un caso similar, suponiendo que el nimero de bacterias se

duplica cada hora.

Solucién: y = 2~

Horas Namero de
transcurridas (x) bacterias (y)
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
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16. Vuelve a repetir otra vez el ejercicio anterior suponiendo que el nimero de bacterias queda dividido por 2 cada hora.
Solucién: y = (1/2)~.

Horas NUmero de
transcurridas (x) bacterias (y)
0 1 ’
1 112 \
2 114 L : ,
0 1 2 3 4
3 118
4 116
17. En tu cuaderno, representa conjuntamente las gréficas de y = f(x) = x2. (funcién potencial) y f(x) = 2

2x, (funcion exponencial), con valores de “x” entre 0 y 5. Observa la diferencia cuantitativa entre el
crecimiento potencial y el crecimiento exponencial.

Solucioén:

18. Utilizando la calculadora, haz en tu cuaderno una tabla de valores y representa las funciones f(x) = e* y g(x) = e*.

Solucion:
-2 —1 0 1 2 3
y=e 0.135 0.368 1 2.718 7.389 20.086
| y=ex | 7389 | 2718 | 1 | 0368 | 0135 | 0.0498 |

19. Una persona ha ingresado una cantidad de 5 000 euros a interés del 2 % en un banco, de modo que cada afio su capital
se multiplica por 1.02.

a. Escribe en tu cuaderno una tabla de valores con el dinero que tendra esta persona al cabo de 1, 2, 3, 4, 5 y 10 afios.
b. Indica la formula de la funcién que expresa el capital en funcién del nimero de afios.
c. Representa en tu cuaderno graficamente dicha funcion. Piensa bien qué unidades deberas utilizar en los ejes.

Solucioén: b) C = 5000(1.2)
Afos: 1 2 3 4 5 10 o /
Capital: 6 000 7 200 8640 10 368 12 441 14 930 /
¢) En el eje de abscisas las unidades son los afios. /ﬁ
En el eje de ordenadas, el capital en miles de euros ) /
>
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20. Un determinado antibiotico hace que la cantidad de ciertas bacterias se multiplique por 1/3 cada hora. Si la cantidad a las

9 de la mafiana es de 10 millones de bacterias:

(@) Haz una tabla calculando el nimero de bacterias que hay cada hora, desde las 3 de la mafiana a las 12 de

mediodia (observa que tienes que calcular también “hacia atras”).
(b) Representa graficamente estos datos.
Solucién: y = 10*3%*,

x (hora)

3

4

5 6

7

8

9 |10

11

12

y (millones de bacterias)

10*3°

10*35

10*3* | 10*3°

10*32

10*3

10 | 1073

10/9

10/27

21. Representa en tu cuaderno, mediante tablas de valores, las graficas de las siguientes funciones:

a) f(x) = logs x

b) f(x) = 1091/3 X

¢) f(x) = logysx

Comprueba que en todos los casos pasan por los puntos (1, 0), (a, 1) y (1/a, —1), donde a es la base.

b}

Solucioén:
X 1/3 2/3 1 3/2 3 4
y = logs(x) -1 —0.37 0 0.37 1 1.26
y= IOg1/3(X) 1 0.37 0 -0.37 -1 -1.26
y = log1.5(x) —-2.71 -1 0 1 2.71 3.42

En efecto todas las graficas pasan por (1, b); y = logs(x) pasa por (3, 1) y (1/3, —1);
y = log1s(x) pasa por (1/3, 1) y (3, —1); y = logs.(x) pasa por (3/2, 1) y (2/3, —1).

22. Identifica las formulas de las siguientes funciones a partir de sus gréficas, sabiendo que son funciones logaritmicas:
a) L\

Solucién: a) y = logs(x); b) y = logz(x); ¢) y = loga(x); d) y = log1/(x).
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23. Representa graficamente la funcién valor absoluto.

Solucion:

24. Representa las siguientes funciones a trozos. Se indican los puntos que tienes que

calcular. | Is ]
x2—1 si x<-4 |
3l fX)={-x+2 si —4<x<0 Puntos:
5 si 0<x
1 3
6,4—:-0201 ;4
2 2
1 Si Xx<-3 . .
" : (S S 9. N 9 2.
) g)=1x si —3<x<2 Puntos: —5;-3, 2,—02, 0, 2 e 4
JX si 2<x
Solucion: a)
-6 4 172 0.2 ; 7 y
39 6 52 22 5 ;
b)
- -3 —1/2 0.2 2 94
y -1/5 -3 -1/2 —0.2 \/E 3/2
20 /
h
—-l-E__'_'—I'-t-—-— 0 T p

al b

h)

25. Los datos de la tabla indican en la primera fila, los precios, en euros, por saco de naranjas, en la segunda fila, las

cantidades demandadas de naranjas por semanas, y en la tercera fila, las cantidades ofrecidas:

Precio por saco (euros) 8 6 4 2
Cantidad demandada (miles de sacos por semana) 50 100 200 400
Cantidad ofrecida (miles de sacos por semana) 300 250 200 100

Solucién:
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26. Los datos de la tabla indican en la primera fila, los precios, en euros, del alquiler de un piso de 70 m?, en la segunda fila,
la cantidad de personas que desean alquilar un piso, y en la tercera fila, los pisos vacios en una determinada ciudad:

Precio de un piso (euros) 1500 1000
Cantidad demandada (personas que desean alquilar) 10 100
Cantidad ofrecida (pisos libres) 600 200

a) Dibuja una gréfica de las curvas de oferta y demanda.
b) Determina de forma aproximada el punto de equilibrio
Solucioén: b) (900, 180), a un precio de unos 900 euros, una cantidad de 180 pisos.

2. OPERACIONES CON FUNCIONES

27. Realiza las operaciones indicadas con las siguientes funciones:

P(X)=-5x+3 ; g =2x*—x+7 ; r(X)=-x+6 ; s(X)=3x"-x

2x—4 -3 X+1 . —x2
f(x)=2—% . =2 . hx)= . -
(%) 3 g(x) vl (X) Z 10 -2

=et 1 100=2¢ ; m<x>=@x L =e

a00=L(x-2) i b =g %3] c(x)=L[x2‘1] 400 =log(x-1)

Solucién: o

a) (P+O)X)=2x2-6x+10 b)  (Q+r)X) =-x*+2x?-x+13

) (@rresoo =X F N =20+ 13 d  s-qm =X-T

e)  (Q=r)X) =x7+ 22— x+13 ) aope TXE XS

9 (1m0 = (X 4x+ 3= 5x+3 h o (=00 = Cayee— gy - (2x- e+ 3)
) (Q+K)(X) =3+ et ) M=a)X) = 3 (x-2)

K O+ < jogem)pe-1)3) Do (M- o 64 (23

m)  (P-O)(X) =10+ x7 - 32 +2 ) (A0 = o5 axe_ 703+ 1202 - 6x+ 42
0) (A T:9)X) = ez x4 7)(—x0+ 6)/(3x2— x) P (P o Coys 3)an-x+7)

9 (TP = 2 - g+ 3)(-5x + 3) o U D) 2 opex )

s)  (9:K)(X) =-3/x e ) (@-b)(x) =L(x-2)-log((x-1)/3))

0y (Poq)(X) =105 + 10x-32 W (aob)(X) = L{log((x-1)/3 - 2))

w)  (res)(X) - _ (3x2-x)3+ 6 x)  (fop)X)=(-10x + 2)/[-5x + 6)

Y oD 2 Coax—ap/ax-4p-gx+3) 2 (gok)(X) = -3/
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28. Calcula en tu cuaderno las inversas que existan de las funciones del ejercicio anterior:
P(X)=-5x+3 ; qX)=2x*-x+7 ; r(X)=-x>+6 ; s(xX)=3x*-x
2x—4 -3 X+1 2

F00=20 0 g00="> 5 hoo =250 1 joo=

X

Kx)=e* 1 Ix)=2r m(x):@x . nx)—et

a(x)=L(x-2) ; b(x)= log(%lj ;X)) = L(;;;ﬂ ; d(0=log(x*-1)

FUNCION INVERSA FUNCION INVERSA
a) P y=(3-x)/5 b) A No existe
¢ rx y=§/6Tx d s(x) No existe
e (X y=(3x+4)/(2-x) 9 y=-3kx
g h(x) No existe h o j(x) No existe
) k) y=4+in(x) ) y = 1/log:(x)
K m(x) y = log(zzs(x) ) n(x) y = In(x)/(In(x) -1)
m) a(x) y=2+er n  b(x) y=1+310
0 ¢(X) No existe p)  dX y =3/1+10°
29. Calcula la funcién inversa de: \ Solucion: y = —x/2 + 2.

G

.9

CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

30. Calcula en tu cuaderno el dominio de las siguientes funciones:

FUNCION DOMINIO FUNCION DOMINIO
5x% +1 . X+3
a) fXN)=—— b X)=,|——
) f 2 3 ) I00=
3x+2 2x° -1
c) 9= d) k=",
e) h(X)=%i ) w= %)2(
. :x2+l _3 x+1
g) ico-2t h mix)=3
Solucién:
FUNCION DOMINIO FUNCION DOMINIO
2
a f(x):5)§ +31 {XxeR; x££+ /3 } b) jx= %2 {xeR; x<-3 o bien x>3}
X — _
¢, 9= 3XX_+32 {xeR; x<-2/3 o bien x>3} d) k(X):ZX); __41 {xeR; x#2, x=-2}
e, hMm :%i {xeR; x=1} f) 1= ;ti {xe'R; x>-2 y ademas x<3}
2 / 1
g i(X)=§2+i {xeR; x#1, x=—1} h) m(x)=3 X—+1 {xeR; x=1}
_ X
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31. Estudia la simetria del resto de las funciones trigonométricas: tangente, cotangente, secante y cosecante.

Solucién: Las funciones tangente, cotangente y cosecante son impares. La funcién secante es par.
32. Calcula en tu cuaderno el dominio de cada una de las siguientes funciones:

P(X)=-5x+3 ; qx)=+v2x2=x+7 ; r(x)=Y-x>-1 ; s(x)=33x*-x
2X — -3 X+1 : —X? +2X
; =— 5 h=7%— =T 2_a
<23 g(x) x (x) v J(x) 74

re= +1

X

k(x)=e"* ; 1(x)=2% ; m(X)=(%) ; on(x)=ex1

a(x)=L(x+2) ; b(x):log();—zj : c(x):L[XZJrlj ; d(x)=log(x* -5)

2x+4

FUNCION DOMINIO FUNCION DOMINIO
a) P(X) ” b) d(X) %7
c) r(x) {Xxe9: x<-1} d s(X) s
e) f(x) {xeH: x -3} ) 9(x) {xe9; x =0}
g) hXx) ” h) I XeFx#-2y X #2)
i) k(X R j) o lx) R
k) m(x) ” ) NnX xeP x =-1yx =1}
m) ax) {xe9i; x> -2} n) b(x) {xe 9 x =0}
o) ¢(X) {xe: x> -2 p) d(x) e x> 35}
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33. Calcula en tu cuaderno los puntos de corte con los ejes de las funciones siguientes:
p(x)=-5x+3 ; q(X)=v2x*-x+7 ; r(x)=Y-x*-1 ; s(x)=¥3x*-x ; f(x)= 2x-4

X+3

000=2 5 hoo=2L o= L gmet =2 m(x){%]m
n(x):ex%l ;a)=L(x+2) ; b(x):log[’;] 5 oc(X)= L(:;:ij i d(x)=log(x*-5)
S PUNTOS CORTE EJ.ES S PUNTOS CORTE EJ.ES
Ordenadas Abscisas Ordenadas Abscisas
a) P(x) 0,3 (3/5,0) b) A(X) (0,47) Ninguno
c) r(x) Ninguno (-1,0) d s(x) (0,0) (0, 0), (1/3, 0)
e) f(x) (0,-4/3) (2,0 ) 9(x) Ninguno Ninguno
g) h(x) (0,1) (-1,0) h) 1) (0, 0) (0,0),(2,0)
i) kX) (0, 1/e) Ninguno i1 (0, 0) (0,0)
k) m(X) (0, 2/3) Ninguno ) n(x) (0, 1) (-1,0),(1,0)
m) a(Xx) (0, L(2)) (-1,0) n) b(x) Ninguno) (-2,0), (2, 0)
0) C(X) (0, log(1/4)) (~1,0) p) d(x) Ninguno) (/5,0
34. Estudia las simetrias y los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones:
f(x)=2 487" -1 h(x) = x* +4x k(x)=e2-22
g(x)=-7x"—x*+1 j(x)=+/15x - 3/-x-9 I(X)Zflé

X

Solucién: f(x) no es simétrica. No corta al eje de abscisas. Corta al eje de ordenadas en (0, 25/4);
g(x) es una funcién par; Corta al eje de abscisas aproximadamente en (-0.47, 0) y (0.3, 0), y al eje de ordenadas en
(0,1)
h(x) es impar, Puntos de interseccién: (0, 0),
j(x) no es simétrica. No corta a los ejes.
Kk(x) no es simétrica. Puntos de interseccion: (0, -21), (-In(22)/2, 0);
I(x) es impar. No corta a los ejes.
35. Calcula en tu cuaderno el signo de las siguientes funciones:
p(X)=-5x+3 ; q(X)=v2x*=x+7 ; r()=Y-x*-1 ; s(x)=3x*-x

2x—4 -3 x+1 A —x% +2x
; X)=— ; h(x)= ; X) =
X+3 9= W= P 1W="ey

f(x)=

k(x)=e* ; I(x)=2% ; m(x):(%j ; n(x):eﬁ

a0 =L(x+2) b(x):log(% ; c(x):L(ZX;:] ;0 =log(x -5)

FUNCION >IGNO FUNCION >I6NO

POSITIVO NEGATIVO POSITIVO NEGATIVO
a) P(X) X< 3/5 x> 3/5 b) q(x) % |
c) r(x) x<-1 | e d) S(X) x<0yx>1/3 0<x<1/3
e) T(x) x>2 x<2 ) 9(x) x<0 x>0
g) h(x) x>-1 x<-1 h)  J(X) -2<x<0 x<=2yx>0
i) k(x) % | i) 1) P
k) m(x) - — ) Nn(x) % |
m) a(Xx) x>-1 -2<x<-1 n) b(x) X<-20x>2 —2<x<2
o) C(X) x<-1yx>3 -1<x<3 p) d(x) x> 35 log(5)<x< 35
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36. Interpreta graficamente los intervalos de signo del ejercicio anterior, siguiendo el ejemplo:

) Ceros: 2x=0 = x=0 () - la grafica de la funcion
F9=2=7 = Ipolos: ¥*—420 = {:;2 =y -7 debe ir por la zona no
3 sombreada:

7

Solucion:
a) p(x) 0 35 b) q(x) 0 1 2

1 2
¢) r(x) -1 - d) s(x) 0

1/5 |
e) f(x) f) 9(x) 0
0 1 1 2
g) h(x) 0 1
-1

i) k(x) 0 1 2 ) (x) 0 1 2

k) m(x) 0 1 2 ) n(x) 0 1 2

m) a(x)
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Esboza la grafica de la funcion f: R — % dada por ¢ ) _ {

Solucion:

2X+2 si x<-1,

XX=x si x>-1.

2. Copia en tu cuaderno y realiza las operaciones indicadas con las siguientes funciones:

P(X)=-5x+3 ; qX)=2X*—x+7 ; r(X)=-x>+6 ; s(X)=3x>—-x
2x—4 - X+1 . -’

fX)=—— ; X)=— ; h(X)= ; X) =

(X) 13 9(x) < () w 1) 74

KOO=e* 5 10025 ; m(x){%jx :

X

n(x)=ex?!

ax)=L(x-2) ; b(x):log(%lj ;c(X)= L[;;ﬂ ; d(x)=log(x*-1)
Solucién:
a) (S+Q)(X) =5x2-2x+7 by (r+P)X) = s 5449
¢) (P—Q)(X)=-2x* - 4x+4 d  (PHA+T+S)X) = o4 502_ 754 16
e) (@=T=S)X) = y5_ y2_ 9y +1 f) (P=a+r=5)(X)= _y3_502_ 3542
9 (g+MXx) - (-2x2 + x)/x? I Clat*) O [SE WERE T
i) (N=K)(X) = gotet) _ gr-s J) (@+d)X) = _gp+ log(x® - 1)
Ko O=D) < jog1/36+ x+ 1) D CHSX) o g)2x+ 4) + 3x2- x
m) (S AT = 353 y)(2x2 = x4 7)(~x + 6) ) (0P = o4 6)(—5x+3)
o) (APX) = (22 x4 7)(-5x+3) P (SO = 3 yoe-x+7)
9) (g-h)(x) - (=3x - 3)/x* N (S:)X) = 443
s) (N-K)(X) = eb-4+c/-1)) = glxz-4x+ 4/x-1) t) (g:d)x) - ~3/(x(log(x* - 1))
W (o) = 3oz x4 72— (22— x+7)) v (rep)XX) o e 3546
W @oPXX) = gsh 3 e 3+ 7=s0xe-sax e 22 | X (GeN)(X)==3x/(x+1)
) (s00)(X)= 27/x2 +3/x 2 (k)X - s
3. Considera la funcién f. R — R definida por f(x) = 1fo' Determina

los siguientes elementos: su dominio, puntos de corte con los gjes,
signo y simetrias.

Solucion: Dominio = #; Puntos de interseccién con los ejes: (0, 0). Es

una funcién impar. Negativa si x < 0 y positiva si x > 0.

4. Dibuja el recinto limitado por los semiejes positivos de coordenadas y las curvas g

y=x+1, y:E e y=x-1.
X
Solucion: El recinto de vértices (0, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 0).
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5. Consideremos las siguientes funciones:

f(x)=x>-3x"+3x-1 h(x)=2"" k(x)=2"-30""-127* m(x) = /-5 + 2x
X-2 : 5 X2 -9 el
= jix)y=L(x* -1 1(x)= = —
9(%) 1/X+7 (x-1) =5 rgeg  N=(4C—4x+1)?

a) Calcula las siguientes composiciones: foh ; goh; goj; koh; gohoj;moj;loh;moh;joh;lom

b) Calcula f*l(x), hl(x),k’l(x),jfl(x), n’l(X) y verifica que son las inversas de f (x), h(x), k(x), j(x) y n(x)-
¢Porqué g*(x) y m*(x) noson inversas?

c) Calcula todos los dominios.
d) Calcula los puntos de corte con los ejes de todas las funciones.

27 _2 lL(x®-1)-2
Solucion: a) foh(x) = 2(-3x+3) — 3.2(2¢2) 4 3.2x*) — 1 goh= ,| ———— ; goj= |[— L = ;
) foh(¥ 2747 9e L(x®=1)+7

—x+1 —x+1 —x+1 ~L(x°-1)+1 _
koh=22" .30 L12? L popojo [ T2 e j= 45 ou(x® =) ;

2—L(X5 —1)+1 + 7

moh=4¢_5+2.2—x+l;joh=L((2—X+l)5_1); Jom= (4/—5+2x)2_9 .
(V=5+2x ) +7(Y-5+2x)* +15Y-5+2x + 9
b) h(x) = 1 - loga(x); j_l( x)=5 e +1; Con g(x) calculando y = (7x*+2)/(1 - x?) se afiaden ramas, y lo mismo
con m(x)
c) f: Todo #; h: Todo %2; k: Todo 92, m: x> 5/2; g: x> 2; j: x> 1; I: {xe9: x #=-3 y x #-1}; n: {xe9%: x #1/2}.
d) f: (1, 0), (0, 1); h: (0, 2); k: (0, 24/30); m: (4/572, 0); g: (2, 0); j: (32, 0); I: (0, =1); (3, 0), (=3, 0); n: (0, 1).

6. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde un determinado punto. La altura en metros alcanzada al cabo de ¢
segundos, viene dada por h(t) =5+ 4t —t*. Calcula la altura desde la que se lanza el objeto

y a la que se encuentra después de 1 segundo. Determina en qué instante alcanzara la altura 8
maxima y cual es. Por Ultimo, calcula el instante en que caera al suelo y representa grafica-
mente la situacion con los datos obtenidos anteriormente. 2

Solucion: El objeto se lanza desde una altura de 5 m. Al cabo de 1 s esta a 8 m. Alcanza su
altura maxima a los 2 segundos y es de 9 m. Llegara al suelo a los 5 segundos. 4

/ 7. Considera las funciones f, g: [0, 2r] — R, Z IR T

D F i ' f(x)=2-sen(x) y g(x)=sen(2x). Dibuja la region del plano limitada por las
\/\y gréficas de fy de g.
2] Solucion:

8. Sea la funcion dada por f(x)=x*+ax’ +bx+c. Determina a, by ¢ sabiendo que es impar y que pasa por el punto (1, —2).
Solucién: a=c=0; b=-3; f(x) = x3 - 3x.

9. Sean las funciones definidas mediante ¢ (x) — x(x-2)| ¥ g(X)=x+4. Esboza las graficas

de fy g sobre los mismos ejes y calcula los puntos de corte entre ambas.
Solucién: Puntos de corte: (-1, 3) y (4, 8)
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po transcurrido (en horas), nos viene dado por la expresién:
. f£) ==zt +2t+100 <t < 12

s horas?

2logx
%2

11. Considera la funcion definida por f(x) = . Calcula su dominio.

Solucién: Esta definida tinicamente para valores positivos de x.

12. Dibuja el recinto limitado por las curvas y = e**2, y=€ " y X=0.
Solucién: Tiene de vértices (1, 0), (€% 0) y (-1, e).

10. El gasto por el consumo de luz (en céntimos de euro) de una vivienda, en funcion del tiem-

a) Representa gréficamente la funcién. b) ¢ Cual es el consumo a las 6 horas? ;Y después de 12

Solucién: b) A las 6 horas, 14.8 céntimos de euro; A las 12 horas, 5.2 céntimos de euro.

13. Las ganancias de una empresa, en millones de pesetas, se ajustan a la funcién

_ 50x-100

f (x) ~ 2x+5 '
el dominio, corte con los ejes, signo y simetrias de dicha funcion.

Solucién: Dominio: La funcidn esta definida en toda la recta real salvo en el punto x = -5/2;

Interseccion con los ejes: (2, 0), (0, -20). No es simétrica.

donde x representa los afios de vida de la empresa, cuando x > 0. Calcula /

Tiene una asintota vertical para x = -5/2. Para x < -5/2 y para x > 2 la funcion es positiva, y =
para -5/2 < x < 2 es negativa.

a8,

., :f

]

corte entre ellas.

' \/ Solucion: La recta horizontal y = 1 corta a la funcion en (1/e, 1) y en (e, 1)
15. Calcula el dominio de las siguientes funciones: f(x) = JLC—;C (Lx indica logaritmo neperiano de x);

gx) = (1 —x>)cosxyh(x) =4x> —5x + eix
Solucién: Dom f= {xe %, x > 0}; Dom g = 97; Dom h = #.

14 Considera la funcién definida por g(X) :‘In(x)‘ (donde In denota el logaritmo nepe-

riano). Esboza el recinto limitado por la gréfica de g y la recta y = 1. Calcula los puntos de

. 1-x° si x<1 d
16. Sea la funcidn

) . . Dibuja su graficay, ala
f(x)=<3x"-12x+9 si 1<x<3
—2x*+16x-30 si x>3 /\

vista de ella, indica su dominio, sus puntos de corte con los ejes y su signo. / 1 g
Solucién:

Dominio: 97

Es continua en %¢

Puntos de corte: (—1, 0), (0, 1), (1, 0), (3, 0), (5, 0).

Negativa: x< —1,1<x<3,x> 5.
Positiva: -1<x<1,3<x<5.
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17. Estudia el dominio, puntos de corte con los ejes y signo de las siguientes funciones:

12
-
a8 1y e flx)=—x'+2x
(V5,35 5 &
" k 2 '// ' 4 ~

Solucién: a) Dominio: {x e #; x #—1, x = 1}; Puntos de interseccion: (0, O); Signo positivo:. {xa!)i’, -1<x<0,1<

x}; Negativo: {xc9; x< —1,0<x< 1};

b) Dominio: #: Puntos de interseccién: (0, 0), (— V2 , 0), (+ NG , 0); Signo positivo: {xe%;, — V2 <x<
+ \/5}; Negativo: {xe%; x < —ﬁ,x> + \/5};

¢) Dominio: {xe%; x = —1}; Puntos de interseccion: (0, —1), (1, 0); Signo positivo: {xe%; x < -1, 1 < x};

Negativo: {xe%; 1< x < 1};
b) Dominio: #; Puntos de interseccién: (0, 0), (— V2 , 0), (+ V2 , 0); Signo positivo: {xe%;, — V2 <x«<

+ /2 }; Negativo: {xe %7, x < —\/E,x> +\/§};

d) Dominio: {x e 9%; 0 <x <120}, Puntos de interseccién: (0, 0), (120, 0); Signo positivo todo el dominio.

18. El estudio de la rentabilidad de una empresa revela que una inversién de x millones de euros produce una ganancia de

| | X 88 si0<x<5
f(x) millones de €, siendo: f(x) ={°° 25 5
= si x>5

. Razona cual es el rango de valores de la varia-

2x
ble, los puntos problematicos de cada una de las formulas y, finalmente, el dominio de la funcién.

Solucién: Las abscisas varian entre 0 y +co, que es el dominio de la :

funcién, las ordenadas varian entre —8/5 y 1/2. Los puntos de

corte con los ejes son: (0, —8/5) y (4, 0). Asintota horizontal y = 0. H T 8 I

Es continua en todo su dominio. Alcanza un maximo en (5, 1/2). i ‘ E ; # ? ?
Los beneficios son negativos para inversiones menores a 4 | .

millones de euros, El beneficio es maximo para 5 millones y

luego desciende.

encuentra en cada instante “t’ (en segundos) viene dada por la expresion h(t) = —5t2 + 40t.
a) ¢En qué instante alcanza la altura maxima? ;Cual es esa altura?
b) Represente graficamente la funcién h(t).
c) ¢En qué momento de su caida se encuentra el objeto a 60 metros de altura?
d) ¢En qué instante llega al suelo?

Solucién: a) Se alcanza la altura maxima, de 89 metros, a los 4 segundos;
¢) Esta a los 60 metros de caida a los 6 segundos;
d) Llega al suelo a los 8 segundos.

19. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba de modo que la altura “h” (en metros) a la que se 80 ﬂ

60
40

20

0 20
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AUTOEVALUACION

1. Sefiala cual de las siguientes graficas no corresponde a una funcion:

a) ’ 0 b e ) s I

Solucién: ¢)

2. Laférmula de la composicion fog de las funciones f(x) = 2x —1y g(x) = x>+ 2 es:
a) —2x*+3 b) 2x*-3 c) —4x*+4x+1 d) 4x*>4x -1
Solucion: a)

3. Laférmula de la funcién inversa o reciproca de f(x)zx;l es:

X+2
X+ 2 —X+1 2x+1 —2x-1
b d
8 X1 ) X+ 2 o x—1 ) x—1
Solucion: d)
4. La gréafica de la funcion f(x) = —x*+ 2x + 3 es:
a) b) c) d)
Solucién: d)
5. El dominio de la funcion f () =’ gs:
a) M b) R-{1} c) R-{-1,1} d R-{0}
Solucion: c) es:
6. Elrecorrido de la funcion '
a) [-Lof b) L= ¢) o] d) R-{4

Solucién: a)
7. Los puntos de corte con el eje de abscisas de la funcion ¢ (x)=In(x* -3x+ 3) son;

a) No tiene b) (1,0);(2,0) c) (—ZLO) ;(2,0) d) (0,1113)

Solucién: b)
8. La Unica funcion impar entre las siguientes es:

Solucién: d)

9. Elintervalo donde la funcion es negativa es:

a) L b) [ -1 c) J=ee.1] d) J==.0[
Solucion: a)
10. La unica funcion NO periodica de las siguientes es:

a) f () =sen(x) b) g(x)=tg(x) o) h(x)=¢" d (X =cosec(X)

Solucién: ¢)
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RESUMEN
TIPOS DE FUNCIONES FORMULA

Polinémicas Polinomio

ALGEBRAICAS Racionales Cociente de polinomios
Irracionales Raiz de una racional
Exponenciales Exponencial (variable en el exponente)

TRASCENDENTES | Logaritmicas Logaritmo (variable como argumento de un logaritmo)
Trigonométricas | Trigonométrica (variable como argumento de una razén trigonométrica)

DEFINIDAS A TROZOS

Varias férmulas dependiendo de los valores de la variable

OPERACION

L g2

EJEMPLO: f(x):g 1
X X+

Funcién suma | +0

(f+9)(x)=f(x)+9(x)

Funcion cociente f/g :

o163

Funcién producto f ok

(f-9)(x)=f(x)-9(x)

Funcidn resta f -0

(f=9)(x)=f(x)-9(x)

g(x)=0

—3x% +2X+2 3x?+2X+2 -6 f 2X+2
fag)(x)=2 12872 | (f _g)(x)=2 F2XEe : - —(x)=
(1+0)(0= 0208 | (o= 50202 | ()= oo -2
_3X donde pongax en f, 2 2X+2
fo fo =f =f|—— = =
fog = (fog)(x)="f(g(x)) [x+1) ponemos g(x)——2 [— xj -3x
g compuesto con f Wl | —
(se lee primero la funcion que actiia X+1
antes, NO de izquierda a derecha)
Funcion compuesta _3.[3) —6
_ B g dondepon_gaxen g, X _ /x/ _ _6
‘ A - (gof)(x)fg(f(x))fg(xj ponemos (x)-2 (Zj C24X x+42
compuesto con g X —|+1 —F
(se lee primero la funcion que actaa X /X/

antes, NO de izquierda a derecha)

. -1
Funcion mversaf :

-3x
X)=y=—— = X+1)=-3x =
foft=1 g() y X+1 y( )
a 12 Llamamos y a f (X) = W+y=-3Xx = ¥W+3xX=-y =
f7of=I
. 22 Despejamos x en funcién de y = X(y+3)=—y = X=__y
Si existe, la inversa es Unica y . y+3
32 Cambiamos los papelesde x e y
su grafica y la de la funcién son . X
simétricas respecto a la de la = f (X): X+3
funcion identidad.
CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES
1) Dominio Conjunto de valores que tienen imagen.
I (0) = (0,1(0)) Operacion
2) Puntos de corte | Ordenadas (OY) numerica
Abscisas (OX) -CEROS- f(x)=0 = X.%,.. = (X,0);(x;,0);... | Ecuacién
' ’ Par f (—X) =f (X) Operacién
3) Simetria .
Impar f (—X):—f (X) algebraica
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FAMILIAS DE . . . PR -
Racional Irracional Exponencial Logaritmica Definida a trozos
FUNCIONES
Indice par Indice impar -Valores de la variable
-Puntos problematicos de
R — {puntos cada férmula
- R — {puntos P e {xeR;
Dominio (D) R — {polos} {xe%R; ” problematicos R — {valores que no toma la
. probleméticos argumento > 0} .
radicando > 0} ) exponente} variable y puntos
radicando} e
problematicos incluidos en el
rango}
ov | o 100 s0cpoms| @ OIS | (©fO)si | ©@fo)si |, f0)s o onsbenm
B si0OebDom sustituyendo en la rormula
Puntos 0ocDomf |0eDomf |0OeDomf 0eDom f y .
de @aie cuyo rango contiene al 0
con los i
cies -Cada férmula =0
! OX Numerador =0 Radicando =0 | Radicando=0 | No hay Argumento =1 -Soluciones que pertenecen a
su rango
0O<a<1:
. argumento<1: + -Ceros, polos y puntos donde
-Ceros y polos Positivo . . . o
. . i . Signo del Positivo en todo | argumento>1: - cambia la definicion
Signo -Estudio del signo en | siempre salvo X o . .
radicando su dominio a>1: -Estudio del signo en la recta
la recta real en los ceros
argumento<1: - real
argumento>1: +
Todos los grados
PAR . Argumento par Argumento par
pares o impares . | Es tan infrecuente la simetria
Simetr N Simetria del te tino de funci
imetria Todos los grados del unca radicando en este |pc: e unaones. QLIJe
IMPAR | n%" paresy del d®r Nunca Nunca no merece la pena estudiarla
impares o viceversa
, O<a<1 a>1
CARACTERISTICAS
a” log, X a’* log, X
Dominio R = (—o0, ) R*=(0, o) R = (—o0, ) R*=(0, o)
Recorrido R*=(0, o) R = (—o0, ) R* = (0, o) R = (—o0, )
Puntos de Ordenadas 0,1 ; 0,1)
corte con
los ejes Abscisas (1, O) (1! 0)
Positivo R = (—o0, ) 0,1) R = (—o0, ) (1,
Signo
Negativo , (0’ 1)
Simetria
\\ II.
\\\_ II
\_\
\ I-'I
/
flr)=a" OD<a<l f."
DIBUJO
flz) = logr a>1
I,ﬁ r) log,xr 0 <a -
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CAPITULO 8: IGUALDAD Y DESIGUALDAD
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. ECUACIONES E INECUACIONES

35. Elige entre las siguientes ecuaciones todas las que sean equivalentes a la ecuacién 3x— 6 = x + 10.

a)x—-10=5 b) 16 — x =3x—5x c)4x =32 d)2x=10+6 e)8=x

36. Dada la siguiente inecuacion 2 + 3x < x + 1, determina cuéles de los siguientes valores son solucién de la misma:
0,1,-1,2,-2,3,-4,6,-7,12,-15

Solucién: -1, —-2,—4, —7, —15.
37. Realiza las transformaciones indicadas de modo que se obtengan ecuaciones equivalentes:

a) Sumar3: x—1>4 b) Restar 5: x—3>7
c) Multiplicar por 5: —8x =9 d) Multiplicar por =5: =3x =7
e) Dividir entre 2: 4x< 10 e) Dividir entre —2: 4x =10
Solucion: a) Sumar 3: x+2>7 b) Restar 5: x —8> 2
¢) Multiplicar por 5: —40x 2 45 d) Multiplicar por —5: 15x <35
e) Dividir entre 2: 2x< 5 f) Dividir entre —2: —2x <5

38. Escribe una inecuacion que sea cierta para x = 3 y falsa para x = 3.5.

Solucién: 10x < 31

39. Te puedes ayudar de GeoGebra para representar las rectas, las parabolas o las regiones factibles, asi, resolver las
inecuaciones

Solucion abierta y manipulativa.

40. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2° grado completas:

a)x2—-8x+7=0 b)2x2+3x—-12=0 c)10x2—9x+50=0 d)x2—13x+22=0
Solucion: a) 7y 1; b) 1.8y -3.3; ¢) Sin solucién real; d) 11y 2
41. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 2x-3 X e B3 b)2-XT_7—3_XZX=1O; 0) x-(x—3) + 402 = 5) + 10 = ~10:
2 2
d) 5(x2 = 1) + 3(x2 = 5) + 4 = 16: g) 2-5x7 4 _4x-7. 2-3x" 4 _2x-1
) 5(x2=1) + 3(x* - 5) A el L BT
Solucion: a) 0y 1/2; b) Sin soluciones reales; c)0y5/3;
d2y-2; e) 1/2 y-4/T; f)3/11y-2

42. ;Qué numero multiplicado por 4 es 5 unidades menor que su cuadrado?

Solucién: x = -1.

43. En una clase deciden que todos van a enviar una carta al resto de compafieros. Uno dice: jVamos a escribir 380 cartas!
Calcula el nimero de alumnos que hay en la clase.

Solucién: 20 alumnos.

44. Una fotografia rectangular mide 14 cm de base y 10 ¢cm de altura. Alrededor de la foto hay un margen de igual anchura
para la base que para la altura. Halla el ancho del margen, sabiendo que el area total de la foto y el margen es de
252 cm2,

Solucion: EI margen mide 2 cm.

45, Un tridngulo isosceles tiene un perimetro de 20 cm y la base mide 4 cm, calcula los lados del triangulo y su &rea.

Solucion: Lado = 8 cm; Area = 4\/15 cm?.

46. Una hoja de papel cuadrada se dobla por la mitad. El rectangulo resultante tiene un area de 8 cm?. ;Cual es perimetro de
dicho rectangulo?

Solucion: 12 cm.

47. Un padre dice: “El producto de la edad de mi hijo hace 5 afios por el de su edad hace 3 afios es mi edad actual, que son
35 afios”. Calcula la edad del hijo.

Solucién: El hijo tiene 10 afos.
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48. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)x-1=0 b)x2—4<0 c)x2—-9>0 d)x2+4>0
e)2x2—-50<0 f)3xz+12 < 0 g)5x2—45>0 h)x2+1 > 0
Solucion: a) x € (oo, -1] U[1, +0); b)x e [-2, 2]; ¢) X € (-o0-3) U(3, +x0); d) x € (~o0,+0)
e)x € (-5,+5); f) No existe solucion; g) x € (-e0,-3) L(3, +0); h) x € (~oo0,+0).
49. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)3x2-5x >0 b) 3x2—27>0 c)x2< 0 d) 2x2> 4x
e)2x2—-8>0 f)5x2+5x > 0 g)5x2-5<10 h)x2—x>0
Solucioén: a) (e, 0] L[ 8/3, +c0); b) (~e0,-3] U[3,+0); ¢) x=0; d) (-0,0) U(2,+x);
§) (~0,-2) U(2, +); f) (~oo,-5) U(5, +od; @) [, 1]; h) (~e0, 0) U (1, +a).
50. Te puedes ayudar de GeoGebra para representar las rectas, las parabolas o las regiones factibles, asi, resolver estas
inecuaciones.

Solucién manipulativa:
51. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)x*-2x-3<0 b)-x2—2x+8 > 0 C) X2+ 9x+14>0 d)x2-6x+9<0
e)—x2—4x-5<0 f)x2+8x+16>0 g x+x+3=>0 h)2x2—3x-5< 0
Solucion: a) 1< x<3; b) 4<x=2; C) (-o0,-7) U(-2,+0); d)x=3;
&) (~o0,+o; f) (o0 +a0); g) (~o0,+20); h) 1S xS 52
52. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)x2+x—-6>0 b)x2—x-12< 0 c)x2—x—20<0 d)x2+5x—14 > 0
e)—2x2+3x+2>0 f)3x2+2x—1< 0 g)5x2—7x-6> 0 h) 2x2+x —15<0
Solucién: a) (o0, =3) L/(2, +a0); b) -3<x<4; c) 4<x<5; d) (~o0, =7] U[2, +0);
e) —1/2<x<2; f) 1< x<1/3; g) (-o0,-3/2] U[2, +o0); h) -3<x<5/2.

53. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) Vx’ -1 b) V—-x> +4 ) VX +5X+6 d) Vx> -=5x+6
Solucion: a) (oo, 1] U[1,+0); b) -2=x<2; c¢)(-00,-3] U[-2,+0); d)(~00, 2] U[3, +x).
54. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) (2x+5)2x=5) < 11 b) (2x=5)(4x—3) - (x=10)(x=2) > 51 o) 3XX‘2 si‘—fg
Solucién: a) [-3, 3]; b) (o0, -2] U[4, +0); c) 3sx<08

55. Utiliza la hoja de calculo Ecuaciones y Sistemas para comprobar la solucién de todos los ejercicios anteriores.
Solucién manipulativa.
56. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a)(x-7)-(x=2) - (x+5) - (x=3)- (x=-11)=0 b)3(x-5) - (x=7)-(x+2) - (x-3) - (x-4)=0

Solucién: a) x=17,2,-5, 3y 11; b)x=57-2 3 y4.
57. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:

a)x*+5x2-36=0 b)x*-21x2+12100=0 c)x*-45x2+234=0  d)x*-37x2+36=0.
Solucién: a) 2, -2, las otras soluciones no son reales;  b) 11, -11, las otras soluciones no son reales;

C) E,-@,JEY‘\/E; d)17_1167y_6'
58. Resuelve las ecuaciones racionales siguientes:
2x—1+7x 3 1 1 1 1 1 4 2x—3 1
=22 ———=— —_——— = L
) 3x X b)x+ x-2 3 9 x—1+x+1 3 9 X +x 1
Solucion: a) x=10/15= 2/3; b)3y-1; c)x=2yx=-1/2; dx=2

59. Resuelve las ecuaciones irracionales siguientes:

a) 5+Vx—1=x+2 b) VX—2+3Vx—2=x+1 c) X —4=x-1 d) 7+VXx+4=x+9

Solucién: a) x=5yx=2; b)x=11yx=3; ¢) No tiene solucién real; dx=0yx=-3.
60. Resuelve las ecuaciones exponenciales siguientes:
a) 53X :L b) 22X 4X :i C) 2X+5 . 2X+4 . 2X+3 -8
625 16
Solucion: a) x = -4/3; b) x=-1; c)x=-3.
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES Y DE INECUACIONES LINEALES

61. Representa los siguientes sistemas y clasificalos:

a { 2X+y =4 b {3x—y:4 0 {3x—9y:9
—-2x+y=-1 —y+3x=1 2x -6y =6
Solucién: a) x = 0.25, y = 1.5, compatible determinado;  b) Incompatible; ¢) Incompatible.

62. Resuelve graficamente los siguientes sistemas y clasificalos:

a){ 2x+y =6 b){ x-y=3 0 {2x—3y:3
-3x+y=-1 -2y +2x =1 4x -6y =6
Solucion grafica: a) x = 1.4, y = 3.2 compatible determinado; b) Incompatible; ¢) Indeterminado.
63. Resuelve graficamente los siguientes sistemas y clasificalos:
a){ X+y=5 b){x—y:3 0 {2x—3y:5
-3x+y=-3 -2y +x=1 4x -4y =4
Solucion: a) x = 2, y = 3, compatible determinado; b) x = 5, y = 2, compatible determinado;

¢) x =-2, y =-3, compatible determinado.

64. Analiza y resuelve mediante el método de Gauss los sistemas siguientes:

—X+2y-5z=-3 X-2y+3z=-14 -X+3y-z2=-6 X=9y+52=33
a) 2X-3y+z2=3 b)< —X+3y-z=10 c¢)3 3x—-y+4z=7 d) { x+3y-z=-9
-5X+2y-52=-4 2X—-y+62=-22 2X+2y+32=-9 X—-y+z2=5

Solucioén: a) (1/4,-3/4,1/4); b) (-1, 2, -3); ¢) (1/2, -3/2, 1); d) Sistema indeterminado (3/2-z/2, -7/2+2/2, z)
65. Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de Gauss:

—-X—-2y+3z=6 2x-3y+z2=-29 X+y+z=1 3X+2y+z=1
a) <3x—-4y+2z=7 b) 3 3x+y-5z=21 C) 12X+3y—4z=9 d) {5x+3y+4z=2
4x+y—z2=-1 —X+2y—-4z=32 X=y+z=-1 X+y—-z=1

Solucioén: a) x=1/3; y=-2/3; z=5/3; b) x=-2,y=T7,2= -4; c)x=1,y=1,z=-1; d)x=-4,y=6,z=1.

66. Resuelve el sistema anterior y comprueba que el aspirante debera contestar 50 preguntas correctamente, 30
errbneamente y dejar 10 preguntas sin contestar para alcanzar los 210 puntos.

Solucién: Correctamente, 50 preguntas, 30 erroneamente, y 20 son contestar
67. La suma de las edades de Maria y Alfonso son 65 afios. La edad de Alfonso menos la mitad de la edad de Maria es igual
a 35. ,Qué edad tienen cada uno?

Solucion: Alfonso tiene 45 anos y Maria tiene 20 ahos.
68. La suma de las edades de Marilé y Javier es 32 afios. Dentro de 7 afios, la edad de Javier seré igual a la edad de Marilo
més 20 afios. ;Qué edad tiene cada uno en la actualidad?

Solucioén: Javier tiene 26 afos y Maril6 tiene 7 afos.
69. Encuentra dos numeros cuya diferencia sea 24 y su suma sea 104.

Solucion: 64 y 40.

70. Un hotel tiene 42 habitaciones (individuales y dobles) y 62 camas, ¢,cuantas habitaciones tiene de cada tipo?

Solucion: Tiene 22 habitaciones individuales y 20 habitaciones dobles,

71. En un tridngulo rectangulo la hipotenusa mide 10 cm y las longitudes de sus dos catetos suman 14 cm. Calcula el area
del triangulo.

Solucién: Los catetos miden 6 y 8 cm, el area = 24 cm?2.

72. Nieves le pregunta a Miriam por sus calificaciones en Matematicas y en Lengua. Miriam le dice “La suma de mis
calificaciones es 19 y el producto 90”. Nieves le da la enhorabuena. ;Qué calificaciones obtuvo?

Solucién: Un 9 y un 10.

73. De un numero de tres cifras se sabe que suman 12, que la suma de sus cuadrados es 61, y que la cifra de las decenas es
igual a la de las centenas mas 1. ; Qué nimero es?

Solucién: Hay dos soluciones, el nimero 561 y el 237.
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74. Se tienen tres zumos compuestos del siguiente modo: El primero de 40 dl de naranja, 50 dI de limon y 90 dI de pomelo. El
segundo de 30 dl de naranja, 30 dl de limén y 50 dl de pomelo. El tercero de 20 dl de naranja, 40 dl de limén y 40 dl de
pomelo. Se pide qué volumen habra de tomarse de cada uno de los zumos anteriores para formar un nuevo zumo de 34
dl de naranja, 46 dl de limén y 67 dI de pomelo.

Solucion: Habra que tomar 19/60 dl del primer zumo, 5/12 dI del sequndo y 5§3/120 dl del tercero.

75. Se venden tres especies de cereales: trigo, cebada y mijo. Cada kg de trigo se vende por 2 €, el de la cebada por 1 € y el
de mijo por 0.5 €. Si se vende 200 kg en total y se obtiene por la venta 300 €, ; cuantos volimenes de cada cereal se han
vendido?

Solucion: Hay infinitas soluciones. Por ejemplo que se haya vendido 100 kg de trigo, 10 kg de cebada y 0 kg de mijo.

76. Se desea mezclar harina de 2 €/kg con harina de 1 €/kg para obtener una mezcla de 1.2 €/kg. ;Cuéntos kg deberemos
poner de cada precio para obtener 300 kg de mezcla?

Solucion: Debemos poner 60 kg de la harina de 2 €/kg y 240 kg de la harina de 1 €/kg.

77. En una tienda hay dos tipos de juguetes, los de tipo A que utilizan 2 pilas y los de tipo B que utilizan 5 pilas. Si en total en
la tienda hay 30 juguetes y 120 pilas, ¢ cuantos juguetes hay de cada tipo?

Solucién: Hay 10 juguetes del tipo A y 20 juguetes del tipo B.

78. Un peatdn sale de una ciudad Ay se dirige a una ciudad B que esta a 15 km de distancia a una velocidad de 4 km/h, y en
el mismo momento sale un ciclista de la ciudad B a una velocidad de 16 km/h y se dirige hacia A, cuanto tiempo lleva el
peaton caminando en el momento del encuentro? ;A qué distancia de B se cruzan?

Solucién: El peaton (y el ciclista) lleva caminando 3/4 de hora, camina 3 km, el ciclista 12 km. Se cruzan a 12 km de B.

79. Representa la solucidn grafica de las inecuaciones siguientes: X +2y <3: —x+3y>4; 2x—-y<-2; —x—-y>0.
Indica en cada caso si el recinto solucion es abierto o cerrado.

Solucién gréfica:

b) —x+3y>4 Abierto c)2x—y<2 Cerrado d)—x-y=0 Cerrado
a) X+2y<3 Abierto

4 3

80. Representa la regidn factible de los siguientes sistemas de inecuaciones:

X>0 X<0 X>0 X<0
a)<y>0 b) <y>0 c) {y<0 d 1y<0
X+2y 23 X—y>-1 2x+y<l X+y>1

Indica en cada caso si la solucidn es acotada, no acotada o no existe solucion.
Solucién:

¥ /x'_yz_q 8=01) d) No existe solucion
B=(0,3/2)
i B=(0,1) ~C=(1/2,0)
Her C=(-1,0) X
c=(30) __ LA .
A
T |u iE) 1% \'4 -2 //'1 0= 1
a) No acotada e o A=0.0) g
b) Acotada ¢) No acotada

81. Un coche se desplaza por una carretera a una velocidad comprendida entre 70 Km/h y 110 Km/h. ;Entre qué valores
oscila la distancia del coche al punto de partida al cabo de 4 horas?

Solucion: Entre 280 Km y 440 Km.

82. La tarifa de telefonia de la empresa A es 25 euros fijos mensuales mas 10 céntimos de euro por minuto de conversacién,
la de la empresa B es 20 euros fijos mas 20 céntimos por minuto de conversacién. ¢ A partir de cuantos minutos empieza
a ser mas rentable la tarifa de la empresa A?

Solucién: Para x (minutos) mayor que 1/2 la primera tarifa es beneficiosa.
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83. Una fabrica paga a sus comerciales 20 € por articulo vendido mas una cantidad fija de 600 €. Otra fabrica de la
competencia paga 40 € por articulo y 400 € fijos. ;,Cuantos articulos debe vender un comercial de la competencia para
ganar mas dinero que el primero?

Solucion: Para mas de 10 articulos.

84. A un vendedor de aspiradoras le ofrecen 1 000 euros de sueldo fijo mas 20 euros por aspiradora vendida. A otro le
ofrecen 800 euros de fijo mas 25 euros por aspiradora vendida. Explica razonadamente qué sueldo es mejor a partir de
qué cantidad de aspiradoras vendidas.

Solucion: Si venden menos de 40 aspiradoras es mejor 1000 euros de sueldo fijo mas 20 euros por aspiradora

vendida, pero si venden mas es preferible 800 euros de fijo mas 25 euros por aspiradora vendida.

85. El area de un cuadrado es menor o igual que 64 cm2. Determina entre qué valores se halla la medida del lado.

Solucion: x <8.

86. El perimetro de un cuadrado es menor que 60 metros. Determina entre qué valores se halla la medida del lado.

Solucion: En el intervalo (0, 15).

87. Un panadero fabrica barras y hogazas. La barra de pan lleva 200 gramos de harina y 5 gramos de sal, mientras que la
hogaza lleva 500 gramos de harina y 10 gramos de sal. Si dispone de 200 kg de harina y 2 kg de sal, determina cuantos
panes de cada tipo pueden hacerse.

Solucion: La solucion es abierta. Hay infinitas soluciones. Hay una region factible comprendida entre:

200x + 500y <200 000; 5x + 10y <2 000; x >0; y > 0. Una solucion es x = 200, y = 100.

88. Representa la solucién grafica de las inecuaciones siguientes:

X+2y<3 -X+3y>4 2X—-y <=2 —-X-y=>0
Indica en cada caso si el recinto solucion es abierto o cerrado.
Solucion:
89. Representa la regidn factible de los siguientes sistemas de inecuaciones:
x>0 x<0 x>0 x<0
y>0 y>0 y<0 y<0
X+2y>3 X—y>-1 2x+y<l1 X+y>1
Indica en cada caso si la solucién es acotada, no acotada o no existe solucion.
Solucion:

3. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

90. Resuelve los siguientes sistemas no lineales:

_ 2_,2_ _
a) X-y+2=4x b) ye—xc=5 0 X+y=7
y-x=1 5x -3y =1 X-y=12
Solucién: a) x=2,y=3o0bienx=1,y=2; b)x=2,y=3; c)x=4,y=30bienx=3,y=4.
91. Resuelve los siguientes sistemas y comprueba graficamente las soluciones:
a) x2-y2=3 b) {X_y:1 c) x2+y2=17} d) x2+2y2 =17 e) x2-y?=5 f) x2+y?=18
X+y=3 Xy =2 Xy =4 X+y=5 Xy =6 y=x

Solucioén grafica: a) x=1,y=2; b)x=2,y=10bienx=-1,y=-2;

c)x=4,y=1o0bienx=1,y=40bienx=-1,y=-40bienx=-4,y=-1;

dx=3y=20bienx=11/3,y=4/3; e)x=3,y=4 filx=y=30bienx=y=-3.

92. La trayectoria de un proyectil es una parabola de ecuacion: y = —x2 + 5x, y la trayectoria de un avién es una recta de
ecuacion: y = 3x. 4En qué puntos coinciden ambas trayectorias? Representa graficamente la recta y la parébola para
comprobar el resultado.

Solucion grafica: (0, 0) y (2, 6).

93. Resuelve los siguientes sistemas:

1
2 g2 2 2 == y
-5y =- = 2 x+y——=1
a) 3x“ -5y 2 b X +y° =3 0 2 d) x2 — 4y = -3 e) Y "
2x2—3y2=—1 5x2—2y2=5 X+y=E xy =1 X+y=2

Solucién: a) x=1,x=-1,y=1,y=-1; b)x=1,x=-1,y=0; c¢c)x=1,y=1/20bienx=1/2,y=1;
dx=1y=1; e)x=1y=1.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Dada la siguiente inecuacion 5 + 3x > 2x +1 determina si los siguientes valores son solucion de la misma:
0,1,-1,2,-2,3,-4,6,-7,12,-15
Solucién: Son solucién: 0, 1, -1, 2, -2, 3, 6, 12.
2. Realiza las transformaciones indicadas de modo que se obtengan ecuaciones equivalentes:

i) Sumar4; x—2>5 i) Restar6: x—4>8 iii) Multiplicar por 6: 5x = 10
iv) Multiplicar por —4: —2x = 8 v) Dividir entre 2: 6x <12 vi) Dividir entre —2: 20x =60
Solucion: i) x+ 2> 9; ii)x-10>2; iii) 30x 2 60;
iv) 8x £-32; v) 3x< 6; vi) -10x < -30.
3. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucion en la recta real:
a) 2Xx-3<-5 b) X—2<3X-5 c) 12-x<-6 d) S9X-3<-X%+9
e) 2(3x—3)>6 f) =3(3-2x)<—2(3+x) g) 2x+3)+3(x—1)<2(x +2)
Solucion: a) x<-1; b) x2 3/2; c)x218; d) x2-4;
e)x>2; ) x< 3/8; g) x<1/3.
4. Resuelve:
aZ6<a b Zoasx gAM-2>3xn @ LR g R M g X X
Solucion: a) x < 20; b) x = 9/5; c)x>17/5; dx>1; e) x>-4; f) x > -54/5.
5. Escribe una inecuacion cuya solucion sea el siguiente intervalo:
a) (~o0-3] b) [4,+9) ) (—o55) d) (-2+9)
Solucion: a)xs-3; b)x24; c)x<5; d) x>-2.
6. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:
a) V2x -6 b) v-x+5 ¢) V10-5x d) v=6x-30
Solucion: a)xz3; b)x<5; C)x<2; d) x < -5.
7. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)3x2-75<0 b) —x2+ 16 < 0 c)-x2+25> 0 d)5x2—80 > 0
e)4x2—1>0 f)25x2 -4 <0 g)Ix2—-16<0 h) 36x2+ 16 <0
Solucion: a) (-5, 5); b) (~c0,—-4) U (4, +0);  c¢)[-5, 5]; d) (-o0,-4) U (4, +0);
e) (-0, =1/2) U (1/2, +0); f) (-2/5, 2/5) g) (-4/3, 4/3) h) Sin solucion.
8. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)-4x2+5x < 0 b)3x2+7x > 0 C) 2x2< 8x
d)-3x2-6x >0 e)-x2+3x<0 f)-5x2—10x > 0
Solucién: a) (~oo, 0] L [5/4, +0); b) (=0, -7/3] U [0, +0); c) (0, 4);
d) [07 _2]1 e) (07 3)1 f) [_21 0]1
9. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)3x2< 0 b) 8x2> 0 c) -5x2<0 d)9x2 > 0
Solucién: a) x = 0; b) (-o0,0) (0, +0); ¢)(-0,0) U(0,+0); d) (o0 +x).
10. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)x—-1<20 b)-x2—4x < 0 c)x2+1 >0 d) -3x2>30
e)x2-4<0 f) -3x2—12x > 0 g) -5x2<0 h)x2+9 > 0
Solucién: a) [-1, 1]; b) (~oo-4] U [0, +o0);  c¢) (-o0, +o0); d) Sin solucion;
e) (-0, +od); f) [-4, 0; g) (~o0, +); h) (e, +<9).
11. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)x2—2x>0 b)3x2 -3 < 0 c)5x%—-20 > 0 d) x2+4x>0
e)2x(x—3)+1 > x—-2 fl(x—2)(x+3)—x+5 < 2x—1
g) X2+ 5x+2<2x+12 h) 2 —x(x +3) + 2x > 2(x+1)
Solucién: a) (-o0,0) U (2, +oo); b) [-1, 1]; C) (o0, -2] U[2,+c));  d)(~o0,—4) U (0, +)
e) (~o0, 172] U3, +o0); f) [0, 2]; 9) (-5, 2); h) [-3, 0].

Matematicas Generales. 1° Bachillerato. www.apuntesmareaverde.org.es




103

12. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) v 2x%+x-3 b) Vx*+2x+1 C) V-1+2x—x? d) VX*43x+5
e) V- x2 +12x - 36 f) Vx*+6x 27 ) V1-ax?
Solucion: a) (e, -3/2] U[1, +0); b) (oo, +o0); c)x=1; d) (oo, +0);
e)x=6; ) (-0, -9] U[3,+0); @) [-1/2,1/2].
13. Resuelve las siguientes inecuaciones:
a) 2(x—1)%> 2 b) 3(x + 1)? <-12 C)—Xx*<2
d) 4(x —2)2>1 e)-5(x+4)2< 0 f)ox+1)? < 81
Solucion: a) (-0, 0) U(2, +o0); b) Sin solucién; ¢) (-o0, +0);
d) (-o0, 3/2) L (5/2, +0); e) (a0, +od); f) [-4, 2].
14. Resuelve las siguientes inecuaciones:
a) x(2x-3)-3(5-x) >83 b) (2x + 5)(2x-5) < 11 c) (7 +x)2+(7-x)2>130
d) (2x-3)(3x-4) - (x-13)(x-4) > 40 e) (3x—-4)4x-3)- (2x-T7)(3x-2) <214
x2-6 x%+4 5x-3 7-x
f) 8(2 - x)2> 2(8 — x)? ) T >5 h Tsm
Solucion: a) (~eo, =7) U(7, +od); b) [-3, 3]; ¢) (-0, -4) U (4, +); d) (—o0, —4) U (4, +);
e) (-6, 6); f) Sin solucién; g) (o0, —6] LU [6, +0); h) [1/3, 3].
15. Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de Gauss:
-X+2y-52=-3 X=2y+3z=-14 —X+3y—-z=—-6 X-9y+5z2=33
a) 2X-3y+z=3 b) s —x+3y—-z=10 ¢) ¢ 3x-y+4z=7 d){x+3y-z=-9
—5X+2y-5z=—4 2X—-y+62=-22 2X+6y—-z=-9 X—y+2=5

Solucion: a) (1/4,-3/4,1/4); b) (-1, 2, -3); c) (1/2, -3/2, 1); d) Sistema indeterminado (3/2-z/2, -7/2+z/2, z)
16. Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:

2 3 4X—6y =6 SX-2y=-2
—2X — —4X - —
a){ Y b { y o) lox—6y=6
6x-3y=9 —-2X+3y=-3
6X+4y=3

Solucién: a) Compatible, indeterminado: b) Compatible determinado: x = 3/2, y = 0; ¢) Incompatible.
17. Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de Gauss:

—-X-2y+3z=6 2X-3y+z2=-29 X+y+z=1 3X+2y+z=1
a) 13x—-4y+2z=7 b)< 3x+y-5z=21 C) 12X+3y—4z=9 d) <5x+3y+4z=2
Ax+y—-z=-1 —X+2y—4z=32 X—y+z=-1 X+y-z=1
Solucion: a) x=1/3; y=-2/3;z=5/3; b) x=-2,y=7,z2= 4, ¢)x=1,y=1,z=-1;, dx=-4,y=6z=1.

6X—-9y+2z=5
2x-3y+z=4
a) Aiiade una ecuacion para que el sistema resulte ser incompatible.
b) Ahade una ecuacion para que el sistema resulte ser compatible determinado.
Solucién abierta: Por ejemplo: a) 2x-3y+z=0; b) x=17.
, , {2x +3y-z2=-2 ,
19. Dado el sistema de ecuaciones se pide:
X+2y+2z=1
a) Discute y resuelve, cuando sea posible.
b) Afiade una ecuacion lineal para que el sistema resultante tenga:
i) una solucién ii) muchas soluciones iii) no tenga solucion
Solucién:
a) Sistema compatible indeterminado. Las soluciones son: x= -7+ 8a,y=4 —5a,z= a,con a € #.
b) i) Solucién abierta, por ejemplo: z = 1, siendo entonces la solucién tnica: x=1,y=-1,z=1;
i) Solucién abierta, por ejemplo: 3x + 5y + z = 9, que es combinacién lineal de las ecuaciones;
iii) Solucion abierta, por ejemplo: 3x + 5y + z = 0, que es combinacion lineal de las ecuaciones excepto el término
independiente.

18. Dadas las ecuaciones: { se pide:
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20. El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10 euros. Los viernes
depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000 €. Averigua el nimero de billetes de cada valor
depositado, sabiendo que la suma del nimero de billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20
euros.

Solucién: 100 billetes de 50 €, 75 billetes de 20 € y 50 billetes de 10 €.

21. Se dispone de tres billeteras A, B y C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si pasamos 5 billetes de B a A,
el nimero de billetes en ésta es igual a la suma de los otros dos, pero si pasamos 10 billetes de A a C, el nimero de
billetes en ésta también es igual a la suma de los otros dos. Averigua cuantos billetes hay en cada billetera si se sabe que
en total hay 1 550 euros.

Solucioén: 25 billetes de 10 €, 15 de 20 € y 20 de 50 €.

22. La suma de las tres cifras de un nimero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las decenas mas las
centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nimero aumenta en 594 unidades. ;De qué numero se trata?

Solucién: Numero 369.

23. Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test de 60 preguntas. Por cada acierto se daran 5 puntos, por cada fallo
se quitaran 2 puntos y por cada pregunta no contestada se quitara 1 punto. Para aprobar hay que obtener por lo menos
150 puntos. ¢Cuantas preguntas habra que contestar correctamente para obtener los150 puntos y que el nimero de
fallos mas el quintuple del nimero de preguntas no contestadas sea igual al nimero de aciertos?

Solucién: 38 aciertos, 18 fallos y 4 preguntas en blanco.

24. En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican poniendo, por kilo, las siguientes
cantidades de carne, pescado y verdura:

e Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura

e Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura

¢ Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo de alimento, ¢qué
porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para obtener la proporcion deseada?

Solucion: Migato: 62 %; Catomeal: 22 %; Comecat 16 %.

25. Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70 afios, que hace cuatro
afios la edad del padre era siete veces la edad de la hija y que dentro de quince afos la edad de la hija sera la cuarta
parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

Solucion: Padre 32, madre 30, hija 8.

26. Una persona invirtid 72 000 € repartidos en tres empresas y obtuvo 5 520 € de beneficios. Calcular la inversion realizada
en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversién que en la Ay C juntas, y que los beneficios de
las empresas fueron del 10 % en la empresa A, el 8 % en la empresa By el 5 % en la empresa C.

Solucién: En la empresa A invirtié 6 000 €, en la B, 54 000 €, y en la C, 12 000 €.

27. Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg y el de la clase C que
cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg. ;Cuantos kg de cada clase se deben
poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo mas el tercero?

Solucién: De la clase A, 50 kg; de la B, 20 kg; y de la C, 10 kg.

28. Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 afios la edad de la madre era 5 veces la
suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 afios la edad de la madre sera la suma de las
edades que los hijos tendrén en ese momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendra 42 afios.

Solucién: La madre tiene 44 afios, el hijo mayor, 18 afos y el menor, 16 afos.
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29. En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y anticaspa. Se sabe que el
precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3 euros. Se desconoce el precio al que se vende el
anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido por las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros
y el dinero obtenido en ventas con el champl normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto.
Ademas, el dinero total obtenido en ventas con el champu de vitaminas y el anticaspa fue el mismo que el que hubiera
obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion del precio desconocido del champu anticaspa, que puedes llamar por
ejemplo m) donde las incognitas (x, y, z) sean las unidades vendidas el mes pasado de cada tipo de champd.
b) ¢ Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la compatibilidad del sistema?
c) Si se sabe que el nimero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del apartado (b) para calcular
las unidades vendidas de los otros 2.
2x+3y+mz=112
2x-3y-m=- 56

.. 3x+mz=28m
Solucién:

a). El sistema es compatible indeterminado para m = 3 y es incompatible para cualquier otro valor de m.
b) El precio del anticaspa debe ser necesariamente 3. Si no, no se puede resolver.
¢) No es posible resolverlo. El sistema es incompatible.

30. Eneltrayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres estaciones de servicio (A, B
y C). El'individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha sido de 1,20 euros/litro y el precio de la gasolina
en B de 1,18 eurosl/litro, pero ha olvidado el precio en C. (Supongamos que son "m” euros/litro). También recuerda que:

- la suma del gasto en litros de gasolina en las estaciones Ay B superé en 46,80 € al gasto en C.
- el nimero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.
- el gasto de litros en A superé al de B en 12,60 euros.
a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de "m”) para determinar los litros consumidos en cada gasolinera.
b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funcién de "'m”. ; Puedes dar algun precio al que sea imposible haber vendido
la gasolina en la gasolinera C?
1.2x+1.18y = mz + 46.80
Solucion: a) y=12 siendo x el numero de litros de la gasolinera A, y el de By z el de C;
1.2x=1.18y + 12.60

b) Si m = 2.36 el sistema es compatible determinado, y si m = 2.36, el sistema es incompatible.

31. En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos, mientras que los de otra
mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) ¢ Cuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?
b) Con los datos que se dan, ;se puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
Solucién: a) 6€; b) No podemos saber cuéanto vale un café.
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32. ncuentra el conjunto de soluciones de las inecuaciones siguientes:
a) Xx+y—-7<0
Solucion grafica:

a)

33. Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:
x—2y<10

3x+4ys9b y+3x-7<0
2X—-y=>12 y—-6x+11<0
Solucion: _

b) 2x—-y+3>0
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CURIOSIDADES Y REVISTA
Los cocos

Tres marineros y un mono recogen cocos. Antes de repartirlos se duermen. Por la noche un marinero reparte el montén de
cocos en tres partes iguales, le sobra uno que se lo da al mono, y se guarda su parte. Un segundo marinero hace la misma
operacion, le sobra también uno y se guarda su parte. Lo mismo hace el tercer marinero. A la mafiana siguiente reparten los
cocos y ahora el reparto es exacto. s Cuantos cocos habia?

Solucién:
Cocos que habia simplificados | Cocos de cada una
Por la manana | 3k k 2|10
Persona 3 3 9k +2 3k 3|15
Persona 2 3 (9k+2j 27k +10 9k +2 5|23
= +1
2 2 4 4
Persona 1 3V 27k +10 81k + 38 27k +10 8|35
E — ! 8 8

k= 2: Nimero de cocos: 6+ 3+5+ 8+ 3=25
k =10: Numero de cocos: 30+ 15+23 + 35+ 3= 106
El valor de k es cualquier nimero congruente con 2 médulo 8: 2, 10, 18, 26, 34, 42, ...
La piscina
La piscina del polideportivo municipal se ha tenido que vaciar por un problema de contaminacion. Este proceso se ha
realizado en tres fases para poder utilizar el agua en la limpieza de las instalaciones, primero se ha sacado la tercera parte,
después la mitad del resto y atn quedan 150 m3 de agua. ¢,Qué capacidad tiene la piscina?
Ayuda: No plantees una ecuacion. Haz un diagrama.
Solucién: 450 m?,
Las perlas del raja
Un raja dejo a sus hijas cierto nimero de perlas y determind que se hiciera del siguiente modo: La hija mayor tomaria una
perla y un séptimo de lo que quedara. La segunda hija recibiria dos perlas y un séptimo de lo que restante. La tercera joven
recibiria tres perlas y un séptimo de lo que quedara. Y asi sucesivamente. Hecha la division cada una de las hermanas recibid
el mismo nimero de perlas. ¢ Cuéntas perlas habia? ¢ Cuéntas hijas tenia el raja?
Solucion: Habia 36 perlas y el raja tenia 6 hijas.
La invitacion
Juan invita a Marta y a Elena a merendar. Prepara una limonada y se dispone a servirla. Marta la quiere con poco limon y
Elena con mucho. Juan ha puesto el zumo de limon y el agua en jarras iguales y con la misma cantidad. Para complacer a sus
invitadas toma un vaso de la jarra con limén y lo echa en la del agua, y a continuacion toma un vaso del mismo tamafio de la
mezcla y lo echa en la del limén. ;Habra més limén en la jarra del agua o agua en la jarra del limon?
Ayuda: Este problema es muy antiguo. Parece de ecuaciones pero asi es muy dificil. Aunque pensando un poco, resulta muy
sencillo.
Solucion: Hay igual cantidad de limén en la jarra de agua, que agua en la jarra de limon.

iPiensal
Si un cubo pesa medio kilo mas la mitad de su propio peso, ¢ cuénto pesa?
Solucion: Pesa un kilo.

- Tenemos una circunferencia de radio 5 cm. Apoyamos en ella un rectangulo como
L el de la figura. A toda velocidad, calcula la diagonal AB del rectangulo.
Solucién: AB = 5 cm, igual al radio.

Razonamiento engafioso
Todo nimero es mayor que 4, porque para cualquier valor de x, (x-4)2>0=
(x=4) - x-4)20=>x-(x-4)-4-(x-4) 20=>x-(x-4) =24 - (x-4) = x>4.
¢;Donde hemos engafiado en este razonamiento?
Solucion: Observa que hemos dividido la desigualdad por (x - 4) que para
unos valores de x es positiva y no cambia el sentido de la desigualdad, pero
para otros es negativa y si cambia.
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AUTOEVALUACION
1. Tiene como solucién x = 2 la inecuacion siguiente: a) x < 2 b) x> 2 c)x<2 d)x+3<5
Solucién: c)
2. La solucion de la inecuacién 3.4 + 52x —8.1x<9.4 + 7.3x es:
a) x<-1017 b) x > -3/5.1 c) x>-10/1.7 d) x < +6/10.2

Solucion: b)
3. La solucidn de la ecuacién 2(x —3) —3(x*—4) =1 es:

a)x=10/3 Ax=-2 b) x=5/3 A x=-1 c)x=1Ax==2/3 d)x=32Ax=-T7/6
Solucion: b)

4, La ecuacion x2 < 4 tiene de soluciones:
a)xe(-2,2) b)xel[-22] c¢)xe(-0-2)U(2 +0)d)Xx e (—w0,~2]U [2, +x0)
Solucion: b)

5. La suma de las edades de dos personas es mayor de 40 afios y su diferencia menor o igual que 8 afos. Cual de los
siguientes sistemas de inecuaciones nos permite calcular sus edades?

X+y>40 X+y=>40 X+y>40 +y <40
a) Y b) {**Y o) ¥ d s

y—-x<8 y—-x<8 x—y<8 x—y<8
Solucion: a)

5. Las soluciones de la ecuacion x4 —29x2 + 100 = 0 son:

a)2,-2,5-5 b)3,-3,2,-2 ¢)1,-1,4,-4 d)3,-3,5-5
, , 3+2x=x—-1+y
6. La solucion del sistema es:
2x—9y=-43
a)x=1ey=5 b)x=-2ey=-5 c)x=-432ey=0 dx=3ey=4
Solucion: a)
3x—-2y+z=2
7. La solucion del sistema { —2X+3y +2=7 o
2x—-3y+2z=2

a)x=3,y=2,z=1 b)x=2,y=1,2=3 c)x=-1,y=-2,z=-3 d)x=1,y=2,z=3
Solucion: d)

., . ., 2X-3
8. La solucion de la inecuacion

<les:a)(1,2) b) (~o0, 1) Q) x<1Ux>2 d) (-1, 2)

Solucioén: a)

9. Una inecuacién cuya solucién sea el intervalo (—oo, 5) es:
a)dx-3x+2<9x+2 b) 8x—3x+7<9x+2 C)5x—3x+2<T7x+27 d)5x-3x-2>7x-27

Solucion: d)

10. La suma de las edades de dos personas es mayor de 40 afios y su diferencia menor o igual que 8 afios. ;Cual de los
siguientes sistemas de inecuaciones nos permite calcular sus edades?

a) X+y>40 b) X+y=>40 0 X+y>40 d x+y<40
y—x<8

y—-x<8 x—-y<8 x—y<8

Solucién: a)
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RESUMEN

Propiedades de las
ecuaciones

Sia=b,
+ Vc=a+tc=bh+c
+ VYc=>a'c=b-c

£ +2=53x+2-2=5-2<=3x=3
+ 3x=3<=3x:3=3:3<=x=1

Inecuacion

Desigualdad algebraica en la que
aparecen una o mas incognitas

4>x+2

Ecuaciones e inecuaciones equivalentes

Si tienen la misma solucion

4>x+222x

Propiedades de las
desigualdades

Resolucion de ecuaciones de
segundo grado

Sia<b:
£ Ve=a+c<b+c
£ Ve>0=a-c<h-c
+ Vc<0=a-c>b-¢c

* 3X+2<53+2-2<5-2<3x<3
* <3 3:3<3:3x<1

£ x<2 (X)) (-1)>2 (-1) = x>-2
£ 3-x<2ox<-1ox>1

Se usa la formula:
_—bx+b’—4ac
2a

_T7E49-4-1.10 _7+\0
- -2

x> —7x+10=0:

;X1=5,X2=2
2-1

Inecuacion de segundo grado
con una incégnita

ax>+bx+c>0

x2—1>0
R = (~o0,~1]U[-1,1] U [1,00)
Solucion: (—oo, —1] W [1, 00)

Sistema de ecuaciones ax+by=c 6x+5y=8
lineales ax+b'y=c 4x-2y=-3
Clasificacion Compatible determinado: Una Unica solucion. Las rectas son secantes:

Compatible indeterminado: Infinitas soluciones, rectas coincidentes:
Incompatible: No tiene solucidn, las rectas son paralelas:

Métodos de resolucion

Sustitucion: despejar una incognita y sustituir en la otra ecuacién.

Igualacion: despejar la misma incognita de las dos ecuaciones.

Reduccion: sumar las dos ecuaciones, multiplicandolas por nimeros adecuados.
Método de Gauss: Para sistemas lineales de dos 0 mas ecuaciones

Inecuaciones de primer
grado con dos incégnitas

ax + by > c. Representamos graficamente dos
semiplanos que separa la recta y decidimos.

—X+y<4

Sistemas de inecuaciones de
primer grado con dos
incognitas

Representamos las regiones angulares separadas por las dos

rectas y decidimos cual o cuales son solucion. {

X+y<2
X—-y=>-4
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CAPITULO 9: PROGRAMACION LINEAL
1. PROGRAMACION LINEAL

1. Con la misma regi6n factible del ejemplo, optimiza las siguientes funciones objetivo:

a)z=2x+4y —» Max b) z=4x + 3y — Min C) z=4x + 3y —» Max
Solucién:
N

60

2x+4y=320

Region factible OBAC, 0(0,0), A(20,60), B(0,80), C(60,0).
a) Max. 320 en B (0, 80); b) Min. 0 en O = (0, 0); c) Max. 260 en A.
2. Resuelve los siguientes problemas de programacion lineal:

fo. f(X,y)=2x+3y fo. f(X,y)=x+3y fo.z=x+y fo.z=15x+2y
X+y=2 2X+5y <300 2x+3y <120 3x+4y =12
2x+3y<6 X+y<90 X2y X2y
s.a. s.a s.a. s.a.
X=0 X=0 0<x<45 0<x<20
y=>0 y>15 y=0 0<y<10
Solucién:

. 20 0 20 40 T <60 80 \_100
a) Region factible: ABC, C(2,0) A(3,0) B(0,2). i’ o ) -~
Méximo: segmento AB. Minimo: 4 en C. b) Region factible: ABC[§)(.712(10 3)15) » B(0,60), C(50,40),

Maximo 180 en B, Minimo:45 en A.
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2x+3
\
\
N
N\
A Y
X + y:O N
O=
0 40 -20 4 N 80
= \
-20 \\ C—( 5'0) \\
¢) Region factible: OABC, 0(0,0) A(24,24) B(45,10), d) Regién factible: ABCDE, A(4,0) B(12/7,12/7) C(10,10)
C(45,0); D(20,10) E(20,0).
Maximo = 55 en B; Minimo = 0 en O. Max = 50 en D; Minimo = 6 en segmento AB.
2. PROBLEMAS RESUELTOS
X+2y<6
3. Dibuja el recinto que cumple las restricciones: {4x+3y <12 y analiza si los puntos (0,2), (3,0), (1,1) y (5,6) al conjunto
X,y=0

de soluciones del sistema anterior.
Solucién gréfica:
(0,2),(3,0)y (1, 1) si. (5, 6) no.

X+3y<9
4. Dibuja el recinto que cumple las restricciones: | x +y >10 Yy da seis puntos que sean solucion del sistema anterior
X,y=>0
Solucién: 6.- No existe solucion.
| B=(0,10)

+y=10
\ x+3y=9 ok

; \ C=(100)
L 5 15
E=‘3'N‘%wm\

2x+3y <15
5. Maximiza la funcion f(x,y) = 3x + 2y sujeta a las restricciones: < 2x+y <9 vy da seis puntos que sean solucién del
X,y=>0
sistema anterior
Solucién: .
\
\
\
\
3x+2y§Q 2x+3y=15
+2y=15
'b‘a !
5 )= 10
0=(0,0)|% 25, O\

A"
Regién factible: OABC, 0(0,0), A(0, 5), B(3, 3), C(4.5, 0); Maximo = 15 en B; Minimo = 0 en O.
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6. Sea S la region del plano definida por y>2x -4 y<x-1 2y > X x>0 y=0 a) Representa la

regién Sy calcula las coordenadas de sus vértices. b) Obtén los valores maximo y minimo de la funcién f (x,y) = x — 3y en
S indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.
Solucién:

B=(8/3,4/3)
X-3y=-1

a) S: ABC, A(3,2) B(8/3, 4/3) C(2,1).

b) Si f(x, y) = x - 3y, Max. f(C) = —1; Min. f(A) = --3;

7. Se consideran la funcion f(x, y) = 5x — 2y y la region del plano S definida por el siguiente conjunto de restricciones:
X-2y<0 X+y<6 X=0 y<3

a) Representa la region S. b) Calcula las coordenadas de los vértices de la regién Sy obtén los valores maximo y minimo
de la funcién f en S indicando los puntos donde se alcanzan.

Solucién gréfica: = /
f(X’ Y) = SX - 2y I /’//
b)A=(0,0),B=(6,0),C=(33) ] ///
f (A) = f(o, O) = 0 "//
f(B) =1(6,0)=30 : \ L
f(C)=1(3,3)=9 . 9
\\\
B es méaximo y A es minimo JEE — —
2

8. Minimizaz=-3x-2ysujetaa —2x+y<2 X—2y<2 Xx=0 y<3
a) Mediante la resolucion grafica del problema, discute si existen soluciones factibles y si existe solucion 6ptima.

b) Si se afiade la restriccion: x +y > 10, discute si existe solucion dptima y en caso afirmativo calculala.
Solucioén:

/6={1.-‘2,3}

3

| /é{o,z)

Z X+y=2
‘_

0=(0,0)

0 1 | 2 '3 T4 5 1 6
.
3 -3x-2y=2
A

R=(0,-1)
a) S: ABCD, A(0,2), B(1/2,3), C(8,3), D(0,~1); Max = 2 en D, Min. = —30 en C.
b) Si anadimos la otra restriccion, S: ECF, E(7,3), C(8,3), F(22/3, 8/3); Max = —27 en E. Min = —-30 en C.

y=3
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9. Un astillero recibe un encargo para reparar barcos de la flota de un armador, compuesta por pesqueros de 500 toneladas
y yates de 100 toneladas. Cada pesquero se tarda en reparar 100 horas y cada yate 50 horas. El astillero dispone de
1600 horas para hacer las reparaciones. Por politica de empresa, el astillero no acepta encargos de mas de 12
pesqueros ni mas de 16 yates. Las reparaciones se pagan a 100 euros la tonelada, independientemente del tipo de barco.
¢ Cuantos barcos de cada clase debe reparar el astillero para maximizar el ingreso con este encargo? ;Cuél es dicho
ingreso maximo?

Solucién: Sea x = niumero de pesqueros, y = nimero de yates.

Condiciones: 0 <x <12; 0 <y <16; 100x + 50y <1 600;
Funcién objetivo: f(x, y) = 10 000(5x + y);
Region factible: OABCD, 0(0, 0), A(0, 16), B(8, 16), C(12, 8) D(12, 0). Max = f(C).
Para maximizar el ingreso se deben reparar 12 pesqueros y ( yates. El ingreso maximo es de 680 000 euros.
\ y=16 \

v "l a=(0,16) B=(8,

\ C=(12,8)

\
V] 10000(5x+)
'\ [10000(5x+y)=0

0=(0,0)

5 0 5 10
I\

CURIOSIDADES. REVISTA

10. Intenta utilizar Geogebra para volver a resolver los problemas de las actividades realizadas.
Solucién manipulativa

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
X>0
- . . . y>0
1. Maximizar la funcién z =3X+3Y sujeta a las restricciones:
X+y>0
X—y>0

Solucién:

4 :

~

La regién factible es abierta, no acotada. No existe maximo.
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2. Calcula el valor maximo y el minimo de la funcion (X, y) = X+2Yy sometida a las restricciones

y<4 X<3 X—-y<3 X—-y=>0
Solucion: 4.- Recinto abierto no acotado D = (3, 3), B= (3, 0), Maximo =9 en D = (3, 3).
) 5 o, J
s x+2y=9 ’
2| xy=0 1T
7, o ‘\‘k
=3
loZoo) .77
0 'y 4
|
I
3. Se quiere elaborar una dieta diaria para ganado que satisfaga unas condiciones A B C D

minimas de contenido vitaminico al dia: 2 mg de vitamina A, 3 mg de vitamina B,

30 delaCy2delaD. Para ello se mezclan piensos de los tipos P y Q cuyo precio p 1 1 20 2
por kilogramo es para ambos de 30 céntimos, y cuyo contenido vitaminico por kilo

se recoge en la tabla adjunta. Q 1 3 75 0

¢ Como deben mezclarse los piensos para que el gasto sea minimo? 4 Cual es este gasto minimo?

Solucion: Hay infinitas soluciones para que el coste sea minimo. Una de ellas es mezclar 1.2 Kg del pienso Ay 0.8 del
pienso B. El coste es de 60 céntimos. Otra es mezclar 1.5 Kg de pienso A con 0.5 de pienso B, con igual coste. Son
solucion todos los puntos de la recta A + B = 2 comprendidos entre las soluciones ya indicadas.

4. Desde dos almacenes Ay B se tiene que distribuir fruta a tres mercados de la ciudad. El M M M
almacén A dispone de 10 toneladas de fruta diaria y el B de 15 toneladas, que se ! 2 3
reparten en su totalidad. Los dos primeros mercados necesitan diariamente 8 toneladas 5 ‘ 10 ‘ 15 ‘ 20 ‘
de fruta, mientras que el tercero necesita 9 toneladas diarias. El coste de transporte
desde cada almacén a cada mercado viene dado, en euros por tonelada, en el cuadro g ‘ 15 ‘ 10 ‘ 10 ‘
adjunto. Planifica el transporte para que el coste sea minimo.

| oy Solucion: x: toneladas de A al1; y: toneladas de A aM2; Condiciones: x > 0; y

; k 20,10-(x+y)20;,8-x2>0;,8-y>0; x+y-12>0. Region factible:
ABCDE, A(0,1), B(0,8), C(2,8), D(8,2), E(8,0), F(2,0). Coste: F(x,y) = —15x — 8y
+390; Minimo en D: Almacén A: 8 al M1; 2 al M2; 0 al M3. Almacén B: 0 al
M1; 6 al M2; 9 al M3. Coste: 260 euros.

5. Una empresa construye en dos factorias, F1y F2, tres tipos de barcos deportivos (A, By C). La factoria F1 construye
en un mes: 1 barco del tipo A, 5 del tipo B y 1 del tipo C, siendo su coste de mantenimiento mensual cuarenta mil
euros. F2 construye en un mes: 1 barco del tipo A, 1 de tipo B y 2 de tipo C, siendo su coste mensual 20 000 euros.
La empresa se ha comprometido a entregar anualmente a un club deportivo 3 barcos tipo A, 15 de tipo B y 12 de tipo
C. ¢Cuantos meses debera trabajar cada factoria, con objeto de que la empresa cumpla su compromiso con el
minimo coste?
Solucién: Sea x: meses factoria 1, y: meses factoria 2; Condiciones: x, y >0; x +y >3; 5x + y >15; x + 2y > 12;
Region factible: 1° cuadrante menos OABC abierto; Coste: F(x,y) = 4x + 2y; minimo en C: 12 meses la factoria 1, 0
meses factoria 2. Coste minimo 480 000 euros.
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6. En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. Para atender a los clientes se ha de tener almacenado un
minimo de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de aceite de oliva y, ademas, el numero de bidones de aceite de oliva
no debe ser inferior a la mitad del nimero de bidones de aceite de girasol. La capacidad total del almacén es de 150
bidones. Sabiendo que el gasto de almacenaje de un bidén de aceite de oliva es de 1 euro, y el de un bidén de aceite
de girasol es de 0,5 euros, ¢ cuantos bidones de cada tipo habra que almacenar para que el gasto sea minimo? ¢Y
para que el gasto sea maximo?

Solucion: Sea x: n° de bidones de girasol, y: n° de bidones de oliva; Condiciones: x >20; y >40; y >x/2; x + y <150.
Region factible: SPQR, $(20,40), P(80,40), Q(100,50), R(20,130). Gasto: F(x, y) = 0,5x + y, Minimo en S; 20 bidones
de girasol y 40 de oliva. Gasto minimo 40 euros.

\|R=(20,130)

(20 10)
4
“~. 0'5x+y =50
ol 1 y=x/2 H“u
O=:?U 0 '50 . g

7. Una empresa elabora dos productos, cada uno de ellos en una cantidad que es mdltiplo de 1 000. Conoce que la
demanda de ambos productos conjuntamente es mayor que 3 000 unidades y menor que 6 000 unidades. Asimismo,
sabe que la cantidad que se demanda de un producto es mayor que la mitad y menor que el doble de la del otro. Si la
empresa desea vender toda la produccion:

a) ¢ De cuantos modos puede organizar la produccion?

b) Para obtener los maximos beneficios, ¢cuanto ha de ser la produccién de cada uno de los productos si uno se vende a
un precio que es triple que el del otro?

Solucion: Vértices: (2, 2), (2, 3), (3, 2). Sélo son validos esos puntos (en miles de unidades). El 6ptimo es producir dos
unidades del mas barato y tres del mas caro.

8. Una empresa dedicada a la fabricacion de piezas de automdvil tiene dos factorias que producen, respectivamente,
8000 y 15000 piezas mensuales. Estas piezas han de ser

transportadas a tres fabricas que necesitan 10 000, 7 000 y 6 000 Fab. 1 Fab. 2 Fab. 3

piezas respectivamente. Fact. 1 6 13 2
Los costes de transporte, en céntimos de euro, por pieza son los que Fact. 2 4 4 12
aparecen en el cuadro adjunto. ; Codmo debe organizarse el transporte

para que el coste sea minimo?
Solucién: Factoria 1: 2 000 a fabrica 1, 0 a fabrica 2, 6 000 a fabrica 3. Factoria 2: 8 000 fabrica 1, 7 000 a fabrica 2, 0 a
fabrica 3. Coste 840 euros.
9. Una persona va a iniciar una dieta y recibe las siguientes recomendaciones:
- Debe tomar una mezcla de dos compuestos D1y D>
- La cantidad total diaria que puede ingerir, una vez mezclados los compuestos, no debe ser superior a 150 gramos ni
inferior a 50 gramos.
- En la mezcla debe haber mas cantidad de D que de D2
- La mezcla no debe contener mas de 100 gramos de D4
Se sabe que cada gramo de D1 aporta 0.3 mg de vitaminas y 4.5 calorias y cada gramo de D, aporta 0.2 mg de vitaminas
y 1.5 calorias. ¢Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar para obtener la maxima cantidad de vitaminas?
¢ Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar si desea el minimo posible de calorias?
Solucion: Max. Vitaminas: 100 gr. de D1, 0 gr, de D2. Max = 30 mg.
Min. Calorias: 0 gr. de D1, 50 gr. de D2. Min. = 75 calorias.
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10. Una promotora pretende disefiar una urbanizacién con a lo sumo 15 edificaciones entre chalets y bloques de pisos.
Los bloques de pisos no deberian ser mas de un 40 % de las edificaciones que se construyan. La urbanizacion
tendria como mucho 12 chalets y como poco 2 bloques de pisos.
a) ¢;Qué combinaciones de cada tipo de viviendas son posibles? Plantea el problema y representa gréficamente el
conjunto de soluciones.
b) ¢ Qué combinacion hace mayor la diferencia entre el nimero de chalets y de bloques de pisos?
Solucién: Sea x: n° de chalets; y: n° de bloques de pisos.
a) Condiciones: 0 <x <12; 2 <y; x+y <15; y <(40/100)(x + y)
Region factible: ABCD, A(2,3), B(9,6), C(12,3), D(12,2).
b) Diferencia maximo en D: 12 chalets y 2 bloques. Diferencia maxima = 10.

y=(40/100)(x+y)

C=(12,3)

A=(3,2)

2
y=2 D=(12,2) - \
Jo=0.0) ,f .

0 T2 T4 IE=(8,O)I 8 ,,"m 12 14
11. Para dotar mobiliario a cierta zona de una ciudad, se quiere colocar al menos 20 piezas entre farolas y jardineras.
Hay 40 farolas y 12 jardineras disponibles. Se pretende que el nimero de jardineras colocadas no sea superior a una
tercera parte del de farolas colocadas, pero de forma que por lo menos un 20 % de las piezas que se coloquen sean
jardineras.
a) ¢Qué combinaciones de piezas de cada tipo se pueden colocar? Plantea el problema y representa gréficamente el
conjunto de soluciones.
b) ;Qué combinacién hace que la diferencia entre el numero de farolas y de jardineras colocadas sea mayor? ;Es la
combinacién donde mas piezas de mobiliario se colocan?
Solucién: a) Planteamiento del problema:

X+Yy=>20
0< x< 40
O<y<12
X
y=3
20 (xy)sy
100
Solucioén grafica: Si x son las farolas e y las jardineras el problema que graficamente resulta:
|
10 -
—
5 A
o T T T T T T
= o 5 10 15 2 25 30 35 40

b) La mayor diferencia se da con 40 farolas y 8 jardineras. No da el maximo de piezas colocadas, se pueden poner
todas (40 farolas y 12 jardineras).
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12. Un restaurante quiere adecuar, en parte o en su totalidad, una superficie de 1 100 m2 para aparcamiento y area
recreativa infantil. La superficie de area recreativa ha de ser de al menos 150 m2. El aparcamiento ha de tener como
poco 300 m? mas que el area recreativa, y como mucho 700 m? mas que la misma. El aparcamiento le cuesta 15
euros por m2, y el area recreativa 45 euros por mz,
a) ¢Qué combinaciones de superficie dedicados a cada tipo de servicio se pueden adecuar? Plantea el problema y
representa graficamente las soluciones.
b) ¢ Cual es la combinacién mas cara? ¢ Coincide con la que dedica mas espacio al aparcamiento?
Solucién: Sea x: m? de aparcamiento, y: m? de parque infantil.
a) Condiciones: x + y <1100; y + 300 <x; x <y + 700; 0 <x; 150 <y;
Region factible: ABCD, A(4.5, 1.5), B(7, 4), C(9, 2), D(8.5, 1.5) (en 100 m?).
b) Coste: 15(x + 3y), Maximo: = 28.500 euros con 700 m? de aparcamiento y 400 m? de parque. SI.

,]0=(0,0)
1o EF T e/ s 10 N\, 12
13. Una empresa esta seleccionando empleados con contrato eventual por un afio y con contrato fijo. El sueldo anual (en
miles de euros) de cada empleado eventual es 8 y de cada empleado fijo es 15. La empresa tiene un tope de 480
(miles de euros) para pagar los sueldos anuales de los empleados que contrate. Los empleados fijos han de ser por
lo menos 10, y no mas de 24. Ademas el numero de eventuales no puede superar en mas de 14 al de fijos.
a) ¢Qué combinaciones de empleados fijos y eventuales se puede contratar? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones. ¢ Podria contratar 24 fijos y ningun eventual?
b) Si el objetivo es contratar el mayor nimero total de empleados ¢ cuantos ha de contratar de cada tipo? ;Y si el objetivo
es contratar el mayor nimero de eventuales?
Solucién: Sea x: n° de empleados eventuales, y: n° de empleados fijos.
a) Condiciones: 0 <x; 10 <y <24, 8x + 15y <480; x <y + 14;
Region factible: ABCDE, A(0, 10), B(0, 24), C(15, 24), E(24, 10). SI.
b) Max. N° empleados: 30 eventuales y 16 fijos. Max. Eventuales: 30.

o 8x+15y=480 /
y=24 20} - x_y:14
x+3y=78 - 16)
A=(0,10
y=10 104 ( ) i
™
. 0J0=(0.0). | , ,
10 0 1 20 30 40
x=0
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14. Una empresa de autobuses dispone de un vehiculo para cubrir dos lineas (A y B) que puede trabajar en ellas, a lo
sumo, 300 horas mensualmente.

Un servicio en la linea A lleva 2 horas, mientras que en la B supone 5 horas. Por otra parte, en la linea B se deben cubrir

al menos 15 servicios mensualmente y, ademas, el autobus no puede prestar globalmente mas de 90 servicios cada mes

entre ambas lineas.

a) ¢Cuéntos servicios puede prestar el vehiculo al mes en cada una de las lineas? Plantear el problema y representar
graficamente su conjunto de soluciones.

b) Sabiendo que la empresa obtiene un beneficio con cada servicio prestado de 60 euros y 180 euros en las lineas Ay B
respectivamente, ¢ cuantos servicios le convendra realizar en cada una para maximizar el beneficio total? ;Cual sera
su importe?

Solucion: Sea x: n° servicios linea A, y: n° servicios linea B.

a) Condiciones: 0 <x; 15 <y; 2x + § y <300; x + y <90;

Region factible: ABCD, A(0, 60), B(50, 40), C(75, 15), D(0, 15).

b) F: 60x + 180y; 0 servicios linea A y 60 en servicios linea B. Importe: 10 800 euros.

20 To 20 "40 "60 '80 \ "10c
15. En una fabrica de cajas de carton para embalaje y regalo se fabrican dos tipos de cajas: la caja A que requiere para
su construccion 4 m de papel decorado y 0.25 m de rollo de cartdn, que se vende a 8 euros, y la caja B que requiere
2 m de papel decorado y 0.5 m de rollo de carton y que se vende a 12 euros. En el almacén disponen Unicamente de
440 m de papel de regalo y de 65 m de rollo de carton. Si suponemos que se vende toda la produccién de cajas,
jcuantas de cada tipo deberan de fabricarse para que el importe de las ventas sea maximo? ; A cuanto ascendera?
Solucion: EI maximo beneficio se obtiene con 60 cajas de A y 100 de B. Dicho beneficio asciende a 1 680 €.
16. Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A a un precio de
9 000 euros y el modelo B a 12 000 euros. La oferta esta limitada por las existencias, que son 20 coches del modelo
Ay 10 coches del modelo B, queriendo vender al menos tantas unidades del modelo A como del modelo B. Por otra
parte, para cubrir los gastos de esta campaiia, los ingresos obtenidos con ella deben ser, al menos, de 36 000 euros.
a) ¢ Cuantas unidades de cada modelo se podran vender? Plantea el problema y representa graficamente su conjunto de
soluciones.
b) ¢ Cuantos coches deberd vender de cada modelo para maximizar sus ingresos? ; Cuél es su importe?
Solucion: Sea x: n° de unidades A, y: n° de unidades B.
a) Condiciones:0 <x <20; 0 <y <10; y <x; 36 <9x + 12 y; (en miles de euros).
Region factible: ABCDE, A(4, 0), B(12/7, 12/7), C(10, 10), D(20, 10), E(20, 0).
b) 20 unidades A y 10 unidades B. Importe: 300.000 euros.

X
“~._|D=(20, 10)
k\
y=10 *s 9x+12y=300
x=20 "
i i E=(200) "~ _
b 10 15 20 25 30 ~~35
2x+5y=300 *
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AUTOEVALUACION
1.- Indica cuél de las inecuaciones siguientes es estricta:
a) 5x+2y<7. b) 5x+2y < 7. C) 5x+2y=7. d) 5x+2y>7

Solucién: a)
2.- Indica cuél de las regiones factibles de los sistemas siguientes es acotado:

X+y=5 X+y<5 X+y<-=5 X+y>8
a)s x>0 b) < x>0 c) x>0 d)< x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

Solucion: b)
3.- Indica cuél de las regiones factibles de los sistemas siguientes no posee solucién:

X+y=>5 X+y<5 X+y<-=5 X+y>8
a)s x>0 b) < x>0 C) x>0 d)< x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

Solucion: c)
4.- Indica cual de las afirmaciones siguientes es cierta:

a) La solucion de un programa lineal est siempre en un vértice

b) La solucién 6ptima de un programa lineal siempre se encuentra en la frontera de la regién factible.

c) La region factible determina la funcion objetivo.

d) En un programa lineal se optimiza la region factible.
Solucién: d)
5.- Una nueva granja estudia cuéntos patos y gansos puede albergar. Cada pato consume 3 kg de pienso por semana y cada
ganso 4 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso permite comprar 700 kg semanales. Ademas, quieren
que el niumero de patos sea mayor que el de gansos. Denomina x al nimero de patos e y al de gansos. ¢ Cual es el maximo
numero de animales que podria albergar la granja?
Solucién: 100 patos y 100 gansos
6.- Para este problema la funcidn objetivo es:

a) 3x+4y—>Min b) X+ y —>Max c) X+ Yy —Min d) 3x+4y—>Max

Solucion: b)
7.- Para este problema las restricciones son:

3x+4y <700 3x+4y =700 4x+3y =700 3x+4y <700
a) x>0 b) x>0 c) x>0 d) ;ig
y>0 y>0 y>0 x>y

Solucién: ¢)

8.- Resuelve el problema e indica si la solucion es:

a) No tiene solucion. b) 100 patos y 100 gansos. ¢) 233 patos y ningun ganso. d) Ninguin ganso y 175 patos.
Solucién: ¢)
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de resolucion

RESUMEN
Sistemas de X+y <80
T TS Un S|ste[nq de inecuaciones lineales es gl conjunto de 30X + 20y < 1800
. dos 0 mas inecuaciones que deben cumplirse a la vez.
lineales X,y =0
Se llama programacién lineal, o también programa
lineal, a la formulacion algebraica que pretende | f.o.:f(X,y)=a-x+b-y — Max o min
optimizar (maximizar o minimizar) una funcion lineal ax+by #c,
Programacion | de varias variables, sujeta a una serie de restricciones, b
lineal también lineales. sa.: B X+DY #Cy
La funcién lineal a optimizar se denomina funcién o
objetivo, y las restricciones se expresan mediante un A X+bVC
sistema de inecuaciones lineales que debemos k kY # Ck
resolver.
/
En un programa lineal con dos variables, si existe una :
Teorema solucién Unica que optimice la funcion objetivo, ésta se
fundamental | encuentra en un punto extremo (vértice) de la region
factible acotada, nunca en el interior de dicha region. B
Método El método algebraico consiste en evaluar la funcién objetivo en cada uno de los vértices (o
algebraicode | sea, sustituir las coordenadas de los vértices de la regién factible en la funcion objetivo) y
resolucion comprobar cudl (o cuales) de ellos proporciona el maximo o minimo de la funcién obijetivo.
En este método los vértices de la regidn factible se
Método gréfico hallan graficamente. Sobre la region factible se

representan las rectas de nivel asociadas a la funcion
objetivo (ax + by =k ) y se ve cual es la que toma un

valor k dptimo.

Tipos de
soluciones

- Factibles con solucion unica.

- Factibles con solucion multiple,
- Factible no acotada.

- Nofactible.
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CAPITULO 10: PROBABILIDAD
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. PROBABILIDAD

1. Indica si son, o no, fendomenos aleatorios:
a) Elndmero de habitantes de las provincias espafiolas.
b) El &rea de un cuadrado del que se conoce el lado.
c) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.
d) Saber si el préximo afio es bisiesto.

Solucion: Son fenomenos aleatorios: c); No lo son: a), b), d).

2. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en seis tarjetas cada una de las letras de la

palabra MONEDA y sacar una al azar’.

Solucién: {M, O, N, E, D, A}

3. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Sacar una bola de una bolsa que tiene bolas

negras, rojas y blancas”.

Solucién: {negra, roja, blanca}.

4. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos dados.

Solucién abierta: Por ejemplo: 1) La suma de las caras superiores sea 5; 2) El primero sea un 2.

5. Comprueba, utilizando el ejemplo anterior, que se verifican las 10 propiedades del Algebra de Sucesos.

Solucién: Por ejemplo: Vamos a comprobar la Ley de Morgan: (A n B)°¢ = A® U BE:

AnB={6} »(ANnB)°C={1,2 34,5}
A={2,4,6) »A°={1,35,B={3,6} »B°={1,24,5, A“UB°={1,2,3,4,5}

6. Al sacar una carta de una baraja espafiola, llamamos B al suceso sacar un oro y A al suceso sacar un rey. Escribe los

sucesos: A U B,An B, A—B, A%, (AU B)¢, A°UBC.

Solucién: A U B = Sacar un rey o un oro, A N B = Rey de oros, A — B = Los oros menos el rey, A® = Todas las cartas
menos los reyes, (AL B)C = Todas las cartas que no son ni oro ni rey, A L B° = Todas las cartas menos el rey de
oros.

7. Utiliza un diagrama de Venn para escribir a A w B U C como unién de conjuntos disjuntos.

Solucion grafica: A U B U C = (ANBNC) U (ANB-ANBNC) U (ANC-ANBNC) U B
(BNC-ANBNC) U (A—ANB-ANC) U (B—ANB-BNC) U (C-CNA—-CNB). i

N

8. Considera ahora un diagrama de Venn con solo dos conjuntos, y representa en él la siguiente
situacion: Se sabe que en un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas que toman té, 27 que toman café y 2
personas que no toman ninguna bebida.
A) ¢ Suman més de 357 Eso es porque hay personas que toman té y café, ; cuantas?
B) ¢ Cuantas personas sélo toman té y cuantas toman sélo café?
C) Vamos a llamar A al conjunto de las personas que toman té, y B al de las que toman café. Nombra con letras a los
conjuntos siguientes e indica de cuantas personas estan formados: a) Toman café y té. b) No toman ni café ni té. c) Toman té
0 bien toman té. d) Toman té y no toman café.
D) De entre las personas que toman café, ;cuantas toman también té? A este conjunto lo nombramos A/B.
E) ¢ Cuéntas personas no toman café? Nombralo con letras.
F) ¢Cuantas personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el resultado con el de las personas que no toman
ninguna de las dos medidas.
Solucién: A) Hay 9 personas que toman café y té; B) 6 y 18; C) a) AnB: 9; b) (A U B)¢: 2; ¢) A U B: 33;
d) (A-AnB): 6 21; D) A/B: 9; E) 33; 2; 33 + 2= 35.
9. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.
Solucion: 1/4.
10. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, ¢ te basarias en el estudio de las frecuencias relativas o la
asignarias por simetria?
Solucién: Estudiaria las frecuencias relativas.
11. Calcula la probabilidad de, al tirar un dado dos veces, sacar un 6 doble.
Solucioén: 1/36.
12. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un multiplo de 2 o bien un multiplo de 3.
Solucion: 4/6 = 2/3.
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13. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un multiplo de 2 y ademas un multiplo de 3.

Solucién: 1/6.

14. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 o bien un nimero mayor que 2.

Solucién: 1.

15. Alftirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 y ademas un nimero mayor que 2.

Solucién: 2/6 = 1/3.

16. Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores sea 7.

Solucion: 6/36 = 1/6.

17. Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores menor que 7.

Solucioén: 15/36.

18. ;Cual es la probabilidad de no sacar un 6 al tirar un dado? ;Y de sacar un 7? ;Y de sacar un nimero menor que 5 o bien
un nimero mayor que 3?

Solucion: 5/6; 0; 1..

19. Al tirar una moneda tres veces, ¢cual es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ;Y de sacar al menos una cara?
Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna cara.

Solucién: 1/8; 7/8. 1/8 + 7/8 = 1.

20. En tu cuaderno, dibuja un diagrama en arbol similar al anterior con los sucesos A y B: A = sacar un oro en la primera

extraccion, A = no sacar oro, y B = sacar un oro en la segunda extraccion, B = no sacar oro en la segunda extraccion.
A) ¢ Cuél es la probabilidad de sacar oro en la segunda extraccidén condicionado a no haberlo sacado en la primera? B)
.Y la de no sacar oro en la segunda extraccién condicionado a no haberlo sacado en la primera? C) ;Cual es la
probabilidad de sacar dos oros? D) ¢Y la de sacar un solo oro? E) ;Y la de sacar al menos un oro?

Solucion grafica: A) 0/39; B) 29/39; C) 9/156; D) 60/156 = 5/13; E) 23/52.

21. En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 oros” y la de “no sale ningtin oro”.

Solucion: 49/52 y 29/52.

22. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizas te sea mas facil calcular la
probabilidad de no sacar ningtin 6, y utilizar el suceso contrario.

Solucion: P(ningun 6) = 25/36. P(al menos un 6) = 1- 25/36 = 11/36.

23. Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nimeros de su cara superior. Consideramos el suceso A que
la suma de las dos caras sea 10, y el suceso B que esos numeros difieran en dos unidades. a) Calcula P(A) y P(B). b)

Calcula las probabilidades de: P(An B); P(A L B); P(A n B); P(A n B); P(A n B). ¢) Calcula P(A/B); P(A/ B);
P(A/B).

Solucioén: a) A= {(4, 6), (5, 5), (6, 4)}, P(A) = 3/36; P(B) = 8/36; b) P(A nB) = 2/36 ((4, 6) y (6, 4)); P(A uB) = 9/36;

P(An B)=1/36; P(A nB)=6/36; P(A N B)c)P(A/B)=2/8; P(A/B)=1/28; P(A/B) = 6/8.

24, La probabilidad del suceso A es 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccién es 5/8. Halla: La probabilidad de que se
verifique alguno de los dos. La probabilidad de que no ocurra B. La probabilidad de que no se verifique ni A ni B. La
probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.

Solucién: P(A U B) = 19/24; P(B) = 1/4; P(A U B)=9/24; P(A/B) = 5/6.

25. En un supermercado se ha estudiado el nimero de clientes que compran tres productos A, B y C. Del estudio se ha
obtenido que un 14 % de los clientes compra el producto Ay un 12 % compra el producto B. Ademas, un 4 % compra Ay
B, un 2 % compra Ay C y ningun cliente que compre C compra también B. ;Cuantos clientes compran Unicamente el
producto B? Sabiendo que un cliente ha comprado A, 4cual es la probabilidad de que también haya comprado C pero no
B?

Solucién: Compran sélo B 8 % de clientes; P((C y noB)/A) = 2/100.

26. Sean Ay B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A) = 1/3, P(B) =1/5 y P(AUB) = 7/15,
hallar: La probabilidad de que se verifique A y B. La probabilidad de que se verifique Ay no B. La probabilidad de que no
se verifique ni A ni B. La probabilidad de que no se verifique A, si no se ha verificado B. Selectividad.

Solucién: P(A N B) = 1/15; P(A N B)=4/15; P(A n B)=8/15; P(A | B)=14/15.
3 1 - = 1
27. Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) =7 P(B) = P(ANB) =30

Calcular: P(AUB), P(ANB), P(A/B), P(B/A).
Solucién: P(A U B) = 19/20; P(A N B) = 3/10; P(A / B) = 2/5; P(B / A) = 3/5.

Matematicas Generales. 1° Bachillerato. www.apuntesmareaverde.org.es




123

28. Se considera dos sucesos Ay B tales que: P(A) = —, P(BJA)=—, P(AU B) = % Calcula razonadamente: (a) P(A n B).

1

4
(b) P(B).  (c) P(B/A) (d) P(A/B). Nota. S denota el suceso complementario del suceso S. P(S|T) denota la
probabilidad del suceso S condicionada al suceso T. Selectividad.

Solucién: a) P(A n B).= 1/12; (b) P(B) = 1/4; (c) P(B/A) = 3/4; (d) P(A/B) = 2/3.

0wl

06—
29. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la - -=--::'.'_'i_______

probabilidad de que al menos uno haya sido por negligencia siendo P(N) = 0.4. 04 T
Solucioén grafica: P(al menos uno intencionado) = 1 - P(ninguno intencionado) I o4

=1-0.4-0.4-0.4=0.936. nol,_ 08—~

=0 _674‘ ——

06 o

p(nol) = 0'4 " .:____.---""'

oa
nol e

06 ..

o4 nol" _—
0 —.,

30. Una fabrica de mdviles desecha normalmente el 0.02 % de su produccién por fallos debidos al azar. Calcula la
probabilidad de que: a) Al coger dos méviles al azar haya que desechar ambos. b) Al coger dos mdviles al azar haya que
desechar solo uno. c) Al coger dos méviles al azar no haya que desechar ninguno. d) Verificamos 3 méviles, calcula la
probabilidad de desechar los tres. ) Calcula la probabilidad de al verificar 3 méviles rechazar solo el tercero.

Solucién: a) 0.0002%0.0002 = 0.00000004; b) 2*0.0002%0.9998 = 0.00039992;

c) 0.9998%0.9998 = 0.99960004; d) 0.0002*0.0002*0.0002 = 0.000000000008;
e) 0.9998%0.99980.0002 = 0.00019992.

31. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en funcionamiento, y si
también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione correctamente cada dispositivo son: P(A) =
0.99; P(B)=0.96 y P(C) = 0.97. a) Calcula la probabilidad de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de
que todo vaya bien.

Solucién: a) P(fallo) = 0.04-0.03-0.01 = 0.000012; P(todo bien) = 1 - P(fallo) = 1- 0.000012 = 0.999988.

32. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las probabilidades de que: A) La
experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo
sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento).

Solucion: A) 1/4 + 1/4 = 1/2; B) 2(1/8) = 1/4; C) 2(1/16) = 1/8; D) 1/2 +1/4 + 1/8 = 7/8.

33. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes probabilidades
reflejadas en la tabla de contingencia:

Accidente en carretera (C) Accidente en zona urbana (U) Totales

Accidente con victimas (V) 0.3 04

Accidente con sélo dafios
materiales (M)

Totales 0.7 1

a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.

b) Determina las siguientes probabilidades: P(V m C); P(V n U); P(M n C); P(M n U); P(V); P(M); P(C) y P(U).

¢) Calcula P(U/V); P(CIV); P(VIU); P(VIC). ;Son dependientes o independientes los sucesos: accidente con victimas y
accidente en carretera?

Solucién: a)

Accidente en carretera (C) Accidente en zona urbana (U) Totales
Accidente con victimas (V) 0.3 0.1 04
Accidente con sélo dafios
materiales (M) 04 0.2 0.6
Totales 0.7 0.3 1

b)P(VnC)=0.3; PV U =01,PMnC)=04; PM~U)=0.2; P(V) = 0.4; P(M) = 0.6; P(C) = 0.7y P(U) =
0.3.
¢) P(UN) = 0.1/0.4 = 1/4; P(CN) = 0.3/0.4 = 3/4; P(VMJ) = 0.1/0.3 = 1/3; P(V/C) = 0.3/0.7 = 3/7. Los sucesos Vy C son
dependientes pues P(V) = 0.4 = P(V/C) = 3/7 = 0.43.
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34. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes puedan ser de carretera (C) o urbanos (U), pero que
ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) o mortales (M). Observa que lo fundamental para confeccionar la tabla es
que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Solucion abierta: Debe ser similar a la del problema anterior, pero en lugar de V'y M se afaden tres filas con leves (L),

graves (G) y mortales (M).

Accidente en carretera (C) Accidente en zona urbana (U) Totales
Leves (L)
Graves (G)
Mortales (M)
35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.
& NoA= A
B 0.3 0.1 04
NoB=B 05 0.1 0.6
0.8 0.2 1
Solucién grafica: _ |
/8 P(AyB) = 03 =74 il o'
)z . S?ABV Mo B) = 0'5 °7 v No A o0
o2 142 S(NaAy B) = 0'1 oe e 5 /€ = e
" ::?\iA y NoB) = 0'1 ) NoA o1 |

36. Dado el diagrama de arbol del margen, complétalo calculando las probabilidades de
las intersecciones, construye la tabla de contingencia asociada, y después el otro
diagrama de érbol.

Solucién grafica:

NoB

37. Se sabe que en cierta poblacion, la probabilidad de ser hombre y dalténico es un doceavo y la probabilidad de ser mujer y
dalténica es un veinticincoavo. La proporcién de personas de ambos sexos es la misma. Se elige una persona al azar.
(a) Sila persona elegida es hombre, hallar la probabilidad de que sea dalténico.
(b) Sila persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea dalténica.
(c) ¢,Cual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?

Solucioén:
H M
D 1/12 1/25 37/300
De 5/12 23/50 263/300
1/2 1/2 1

a) P(Dc) = 263/300; b) P(D/M) = 2/25; c) P(D) = 37/300.

38. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo y se sustituye por
dos del otro sabor. A continuacién se extrae un segundo caramelo. Hallese la probabilidad de que:

a) El segundo caramelo sea de fresa.

b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero.

Solucién: P(2° fresa) = (7/17)(12(18) + (10/17)(9/16) ~ 0,6, b) P(igual sabor) = (7/17)(6/18) + (10/17)(9/16) ~ 0,47.

39. En un avién de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos terceras partes del
pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan en la clase preferente saben hablar
inglés y que el 40 % de los pasajeros que viajan en clase turista no saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avién al
azar. a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés. b) Si se observa que el pasajero elegido
sabe hablar inglés, ¢ cual es la probabilidad de que viaje en la clase turista?

Solucion: P(inglés) = 3/5; P(turista/inglés) = 4/9.
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40. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5 % de los clientes atendidos por el sastre A no queda
satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por el sastre B ni el 10 % de los atendidos por el sastre C. El 55 % de los
arreglos se encargan al sastre A, el 30 % al B y el 15 % restante al C. Calculese la probabilidad de que: a) Un cliente no
quede satisfecho con el arreglo. b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A. selectividad

Solucion: P(no satisfecho) 0.0665; P(A/ no satisfecho) = 55/133.

41. Tenemos dos urnas, A 'y B. La primera con 10 bolas blancas y 8 bolas negras. La segunda con 5 bolas blancas y 3 bolas
negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta ser negra. ¢ Cual es la probabilidad
de que proceda de la urna A?

Solucion: P(A/negra) = 32/59.

42. En un proceso de fabricacion de bombillas se detecta que el 1 % salen defectuosas. Se utiliza un dispositivo para
detectarlos que resulta que detecta el 95 % de las bombillas defectuosas, pero sefiala como defectuosas un 2 % que no
lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcta una bombilla que el dispositivo ha calificado como defectuosa. B)
Calcula la probabilidad de que sea defectuosa una bombilla que el dispositivo ha calificado como correcta. Ayuda: Utiliza
primero un diagrama en arbol y luego una tabla de contingencia.

Solucion: A) P(FC/DD) = 198/293; B) P(FD/DC) = 99*98/9707.

Fabricado Correcto (FC) | Fabricado Defectuoso (FD)
Dispositivo Correcto (DC) 198/104 95/104 293/104
Dispositivo Defectuoso (DD) 99*98/104 5104 9707/104
0.99 0.01 1

43. Se tienen 3 cajas, A, By C. La caja A tiene 20 bolas de las cuales 5 son negras. La caja B tiene 10 bolas con una bola
negra. La caja C tiene 15 bolas con 10 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja se saca una bola, también al azar,
y es negra. Calcula la probabilidad de que se haya sacado de la caja C.

Solucién: P(C/negra) = 40/61.

44. Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 0.4. Si sale cara se escoge al azar un nimero del 1
al 10, y si sale cruz, se escoge un nimero del 1 al 5. Calcula la probabilidad de que el numero escogido sea impar.

Solucién: P(impar) = 0.56.

45. Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como deportistas o no deportistas y
como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se clasificaron como deportistas o lectores, el 40 %
como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un trabajador al azar: a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no
lector. b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calctlese la probabilidad de que sea deportista.

Solucién: P(deportista y no lector) = 0.25; P(deportista / lector) = 0.5.

46. Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo fabricado en la maquina A
sea defectuoso es 0.01, de que lo sea uno fabricado en B es 0.02 y de que lo sea si ha sido manufacturado en C es 0.03
En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina A, 30 delaBy 75 dela C.

a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea defectuoso.
b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢ Cual es la probabilidad de que haya sido fabricado por la maquina B?

Solucion: a) P(no D) = 67/120; P(B/D) = 3/265.

47. Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacion y perfeccionamiento en las categorias pre-benjamin (7-8 afios),
benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la informacion con el nimero de nadadores
matriculados en cada curso:

Pre-benjamin Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.

a) ¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacion?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

c) Siel nadador elegido es un benjamin, ;cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento?

d) Siel nadador elegido esta en el curso de iniciacién, ¢ cual es la probabilidad de que sea benjamin?

Solucién: a) 200/480; b) 280/480; c) P(perfeccionamiento/benjamin) = 90/160; d) P(benjamin/iniciacién) = 70/200.
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48. En un tribunal de la prueba de acceso a las ensefianzas universitarias oficiales de grado se han examinado 80 alumnos
del colegio A, 70 alumnos del colegio B y 50 alumnos del colegio C. La prueba ha sido superada por el 80 % de los
alumnos del colegio A, el 90 % de los del colegio B y por el 82 % de los del colegio C.

(a) ¢ Cuél es la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya superado la prueba?
(b) Un alumno elegido al azar no ha superado la prueba, 4 cual es la probabilidad de que pertenezca al colegio B?

Solucioén: a) P(superado) = 3/5; P(B/no superado) = 7/120.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. En un colegio se selecciona un grupo de 200 estudiantes de los cuales todos estudian francés o inglés. De ellos 150
estudian inglés y 70 estudian francés. ¢ Cuantos estudian francés e inglés? En otro centro escolar se estudian varios
idiomas: francés, inglés, aleman, italiano. Se seleccionan también 200 estudiantes de los cuales, 150 estudian inglés,
70 francés y 40 ambos idiomas, ¢cuantos estudiantes de ese centro no estudian ni francés ni inglés?

Solucion: 20 estudian francés e inglés: No estudian ni francés ni inglés 20 estudiantes.

2. Lanzamos un dado. Calcula la probabilidad de: a) Sacar un nimero impar. b) No sacar un 3. ¢) Sacar un numero
mayor que 3. d) Sacar un nimero mayor que 3 y que sea impar. €) Sacar un nimero mayor que 3 o bien que sea
impar.

Solucion: a) 1/2; b) 5/6; c¢) 1/2; d) 1/6; e) 5/6.

3. Enuna clase hay 24 alumnos y 14 alumnas. La mitad de las alumnas y la tercera parte de los alumnos tienen los ojos
azules. Se elige un estudiante al azar. A) Calcula la probabilidad de que sea chico y tenga los ojos azules. B) Calcula
la probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azules.

Solucién: P(chico y azules) = 8/38; P(chico o azules) = 31/38.

4. Antonio, Juan y Jorge tienen una prueba de natacion. Antonio y Juan tienen la misma probabilidad de ganar, y doble
a la probabilidad de Jorge. Calcula la probabilidad de que gane Juan o Jorge.

Solucién: P(Juan o Jorge) = 3/5.

5. Lanzamos dos monedas distintas, una de 50 céntimos y otra de un euro. Calcula la probabilidad de que: A) En la
moneda de un euro salga cara. B) Salga una cara. C) Salga al menos una cara. D) No salga ninguna cara. E) Salga
una cara y una cruz.

Solucion: A) 1/2; B) 1/2; C) 3/4; D) 1/4; E) 1/2.

6. Lanzamos tres monedas. Calcula las probabilidades de: A) No salga ninguna cara. B) Salga al menos una cara. C)
Salgan dos caras y una cruz.

Solucion: A) (1/2)3 = 1/8; B) 7/8; C) 3/8.

7. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de que la suma sea
1,sea2,sea3d,....sea 12.

Solucion: P(1) = 0; P(2) = 1/36; P(3) = 2/36; P(4) = 3/36; P(5) = 4/36; P(6) = 5/36; P(7) = 6/36; P(8) = 5/36; P(9) = 4/36; P(10)
= 3/36; P(11) = 2/36; P(12) = 1/36.

8. ¢Qué es mas probable al tirar tres dados, que la suma de sus caras superiores sea 9 o sea 10? Escribe el suceso
‘sea 9"y el suceso “sea 10" y calcula las probabilidades de sus sucesos elementales. jSabes ya méas que Galileo!

Solucién: En el siglo XVI plante6 el siguiente problema: Al tirar tres dados, ;por qué es mas probable obtener que la
suma de las caras superiores sea 10, que sea 97

Continuaba Ia reflexion con las posibles descomposiciones en esas sumas:

9=3+3+3 10=4+3+3
9=4+3+2 10=4+4+2
9=4+4+1 10=5+3+2
9=5+2+2 10=5+4+1
9=5+3+1 10=6+2+2
9=6+2+2 10=6+3+1

En ambos casos hay 6 descomposiciones posibles, sin embargo, tirando muchas veces los 3 dados comprobaba que
es mas probable sacar un 10.

Si haces un diagrama en arbol comprobaras que todas esas descomposiciones no son igualmente probables.

Por ejemplo: (3, 3, 3) tiene una probabilidad de 1/216, mientras que la suma 6 + 2 + 2, puede salir con tres sucesos
(6,2, 2), (26,2 y(2 2 6), luego su probabilidad es 3/216; y la suma 6 + 3 + 1 puede salir en (6, 3, 1), (6, 1, 3), (3, 6,
1),/3,1,6), (1,6, 3), (1, 3, 6), luego su probabilidad es 6/216.

P(9)=(1+6+3+3+6+3)/216 = 22/216. P(10) = (3+ 3+ 6 + 6+ 3 + 6 )/216 = 27/216.
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9. Lanzamos a la vez una moneda y un dado. Llama A al suceso “Salga cara y un nimero par”. B al suceso “Salga cruz
y un nimero primo” y C al suceso “salga un nimero primo”. Calcula las probabilidades de A, B y C. Como son
estos sucesos? Indica cuales de ellos son compatibles y cuales son incompatibles.

Solucién: P(A) = 1/4; P(B) = 1/4, si los nimeros primos son el 2, 3y 5; P(C) = 1/2.

10. Lanzamos una moneda 50 veces, ;qué es mas probable, obtener 50 caras seguidas o obtener en las primeras 25
tiradas cara y en las 25 siguientes cruz? Razona la respuesta.

Solucioén: Es igualmente probable. Son ambos sucesos de probabilidad (1/2)%.

11. Una moneda estd frucada. La probabilidad de obtener cara es doble que la de obtener cruz. Calcula las
probabilidades de los sucesos obtener cara y de obtener cruz al tirar la moneda.

Solucion: P(cruz) = 1/3; P(cara) = 2/3.

12. Tres chicos y dos chicas juegan un torneo de ajedrez. Todos los chicos tienen idéntica probabilidad de ganar, y todas
las chicas, también. Pero la probabilidad de ganar una chica es doble de la de ganar un chico. Calcula la probabilidad
de que un chico gane el torneo.

Solucién: 3/7.

13. Siete parejas de novios estan en una habitacién. Se seleccionan dos personas al azar. Calcula la probabilidad de: a)
Sean un chico y una chica. b) Sean una pareja de novios. Ahora se escogen 4 personas al azar. Calcula la
probabilidad de: c) Haya al menos una pareja de novios. d) No haya ninguna pareja de novios.

Solucién: a) 1/2; b) 1/48; c) Una pareja 7C1;/C144. Dos parejas: C7,/C144; d)

14. Tenemos un dado trucado de forma que los nimeros impares tienen una probabilidad doble a la de los nimeros
pares. Calcula las probabilidades de: A) Salga un nimero impar. B) Salga un nimero primo. C) Salga un nimero
primo impar. D) Salga un nimero que sea primo o sea impar.

Solucion: P(2) = 1/9; P(1) = 2/9; A) P(impar) = 6/9; B) P(primo) = (1+ 2 + 2)/9 = 5/9; C) P = 4/9; D) P(primo o impar) = 7/9.

15. En un grupo de 12 amigas hay 3 rubias. Se eligen dos chicas al azar. Calcula la probabilidad de que: A) Ambas sean
rubias. B) Al menos una sea rubia. C) Ninguna sea rubia. D) Una sea rubia y la otra no.

Solucion: A) P= 1/22; B) P = 5/11; C) P= 6/11; D) P = 9/22.

16. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de que: A) Los
numeros obtenidos sean iguales. B) Los numeros obtenidos difieran en 3 unidades. C) Los nimeros obtenidos sean
pares.

Solucion: A) 1/6; B) 1/6; C) 1/4.

17. Lanzamos una moneda hasta que salga cara. Calcula la probabilidad de que: A) Salga cara antes del cuarto
lanzamiento. B) Salga cara después del octavo lanzamiento.

Solucion: A) 1/2 +1/4+1/8=17/8; B) 1/2°+ 1/210+ ....=1-1/2 + 1/4+ 1/8 + 1/2* + ... 1/28 = 1 - 255/256 = 1/256.

18. Un lote de 20 articulos tiene 2 defectuosos. Se sacan 4 al azar, ;cual es la probabilidad de que ninguno sea
defectuoso?

Solucion: P=1-( 2/20)%(1/19) = 378/380 = 189/190.

19. Se lanzan dos dados y la suma de las caras superiores es 7. ;,Cudl es la probabilidad de que en uno de los dados
haya salido un 3?

Solucién: 1/3.
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AUTOEVALUACION
1. Altirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a) 5/6 b) 11/36 c) 35/36 d) 30/36

Solucioén: b)
2. Altirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:
a) 1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
Solucion: c)
3. Altirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a) 12 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
Solucién: a)
4. Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un mdltiplo de 2 es:
a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4
Solucién: b)
5. Indica cuél de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:
a) P(A) + P(noA) = 1
b) P(AyB)=P(A) - P(B)
c) P(A L B) = P(A) + P(B)
Solucién: a)
6. El enunciado del teorema de Bayes es:

P(C/A)-P(A) _ P(C/A)-P(A)
P©) S P(C/A)-P(A)
k=1

a) P(A/C) =

) P(A /) =P/ A) P(A)
SP(B/A)P(A)
c) P(A/B) = P(B/é'()B')P(M
P(B/A)-P(A) _ P(B/A)-P(A)
P(®) 2P(B/A):P(A)

d) P(A/A) =

Solucioén: a)
7. En una urna hay 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se sacan dos bolas. Llamamos A al suceso sacar
una bola roja y B a sacar una bola negra. Los sucesos Ay B son:

a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes

Solucioén: b)
8. Sacamos una carta de una baraja. Llamamos A al suceso sacar un rey y B a sacar una sota. Los
sucesos Ay B son:

a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes

Solucion: b)
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RESUMEN

Sucesos Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles | Tiramos un dado.
resultados o sucesos posibles. Posibles resultados =
Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles resultados. {1,2,3,4,5,6}
Suceso obtener muiltiplo de 3 =
{3, 6}
Asignacion de | Una medida P(5) = 1/6.

probabilidades

Limite al que tienden las frecuencias relativas.
Regla de Laplace: Si los sucesos elementales son equiprobables
entonces: p = casos favorables / casos posibles.

P(sacar multiplo de 3) = 2/6

Axiomatica de
Kolmogorov

1. P(E)=1.2.P(A) >0, para todo A.
3. SiAn B =Y entonces P(A U B) = P(A) + P(B).

Propiedades de
la Probabilidad

Suceso contrario: P(X) + P(noX) = 1.
Sucesos dependientes: P(A N B) = P(A) - P(B/A).
Sucesos compatibles: P(A w B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

P(no 5)=1-1/6 = 5/6.

P(5w mdl. 3) = 1/6 + 2/6 =3/6

P sacar primero un 5 y luego multiplo
de 3=1/6-2/6 = 2/36

Teorema de la

P(B)= 1P(B/A)-P(A)

probabilidad total
Teorema de P(A/B):P(B/A-)-P(A): P(B/A)-P(A)
Bayes P(B)

éP(B/Ak)-P(Ak)
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CAPITULO 11: ESTADISTICA
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. ESTADISTICA DESCRIPTIVA UNIDIMENSIONAL

1. Completa los datos que faltan en la tabla.

Xi n; fi Ni Fi
10 2 0.05 2 0.05
13 4 0.1 6 0.15
16 16 04
19 15
22 6 0.15 37 0.925
25
Solucion:
Xi n; fi Ni Fi
10 2 0.05 2 0.05
13 4 0.1 6 0.15
16 10 0.25 16 04
19 15 0.375 31 0.775
22 6 0.15 37 0.925
25 3 0.075 40 1
2. Completa los datos que faltan en la tabla.
[l Lif n; f; Ni
[0,10] 60 60
[10, 20 04
[20, 30 30 170
[30, 40 0.1
[40, 50] 200
Solucién:
[l L n; f; Ni
[0, 10] 60 0.3 60
[10, 20[ 80 04 140
[20, 30 30 0.15 170
[30, 40 20 0.1 190
[40, 50] 10 0.05 200

3. Clasifica las siguientes variables como cualitativas o cuantitativas, y estas Ultimas como continuas o discretas.
a) Intencién de voto de un partido b) Nimero de correos electrénicos que recibes en un mes.

¢) Numero de calzados d) Numero de kilémetros recorridos en fin de semana.
e) Marcas de cerveza f) Nimero de empleados de una empresa
g) Altura h) Temperatura de un enfermo.

Solucién: Cualitativas: a), e); Cuantitativas discretas: b), c), f); Cuantitativas continuas: d), g), h).

4. Muchas personas que invierten en bolsa lo hacen para conseguir beneficios

rapidos, por ello el tiempo que mantienen las acciones es relativamente breve.
Preguntada una muestra de 40 inversores habituales sobre el tiempo en meses m[3,5)
que han mantenido sus ultimas inversiones se recogieron los siguientes datos: u[s,7)
10.5 11.2 9.9 15.0 11.4 12.7 16.5 10.1 12.7 114 116 6.2 7.9 83 10.9 8.1 u(7,9)
3.8 105 11.7 84 125 112 91 104 9.1 134 123 59 114 88 7.4 8.6 13.6
14.7 115 115 109 9.8 129 9.9 m[9,11)
Construye una tabla de frecuencias que recoja esta informacion y haz alguna m(11,13)
representacion grafica. =13, 15)
Solucién: [15, 17)
Tiempo (meses) | [3,5) | [5,7) | [7,9) | [9,11) | [11,13) | [13,15) | [15, 17)
Frec. Abs. 1 2 7 11 14 3 2
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5. Investigados los precios por habitacién de 50 hoteles de una provincia se han obtenido los siguientes resultados.
70 30 50 40 50 70 40 75 80 50 50 75 30 70 100 150 50 75 120 80 40 50 30 50 10030 40 50 70 50
30 40 70 40 70 50 40 7010075 70 80 75 70 75 80 70 70 120 80.

Determinar:

a) Distribucion de frecuencia de los precios, sin agrupar y agrupando en 5 intervalos de la misma amplitud.
b) Porcentaje de hoteles con precio superior a 75.
c) ¢Cuantos hoteles tienen un precio mayor o igual que 50 pero menor o igual a 100?

d) Representa gréficamente las distribuciones del apartado a).
Solucioén: >
a) 20 N\
30 |40 |50 (60 |70 |75 |80 |90 | 100 | 120 | 150 s \
5 [7 [10]o {11 ]6 [5 Jo [3 |2 [1 \
10
5 \\
0 T T T T ]
30-54 54-78 78-102 102-126126-150
30- 54 54-78 78-102 | 102-126 | 126 - 150
22 17 2 1

b) 22 %; c) 35.

6. Elgobierno desea saber si el nimero medio de hijos por familia ha descendido respecto a la década anterior. Para ello se
ha encuestado a 50 familias respecto al nimero de hijos y se ha obtenido los datos siguientes.

24231
a)
b

(2]

242302223262322323343345203212322314232433221.
Construye la tabla de frecuencias con estos datos.

¢ Cuantas familias tienen exactamente 3 hijos?
¢ Qué porcentaje de familias tienen exactamente 3 hijos?

o

)
)
)
)

(2]

; Qué porcentaje de familias de la muestra tiene mas de dos hijos? ;Y menos de tres?
Construye el grafico que consideres méas adecuado con las frecuencias no acumuladas.

f)  Construye el grafico que consideres mas adecuado con las frecuencias acumuladas.

Solucién: a)

N° Hijos 0 1 2 3 4 5 6
Fr. Abs. 2 4 22 14 6 1 1
b) 14; ¢) 28 %; d) 44 % y 56 %.
e) f)
25 60
20 50 /—7
40
15
30 /
10 2 /
5 I 10 /
o I l , , - 0 // :
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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7. Enun hospital se desea hacer un estudio sobre los pesos de los recién nacidos. Para ello se recogen los datos de los 40
bebes y se tiene:
32374246 37302931304541383936323523025272830404535353629
324243414642 45433237293135
a) Construye la tabla de frecuencias.
b) Si sabemos que los bebes que pesan menos de 3 kilos lo hacen prematuramente ;Qué porcentaje de nifios
prematuros han nacido entre estos 407?
c) Normalmente los nifios que nacen prematuros que pesan mas de 3 kilos y medio no necesitan estar en
incubadora. ¢Puedes decir que porcentaje de nifios estan en esta situacion?
d) Representa graficamente la informacion recibida.

Solucién:
Peso (kg) (23] (3.4 (4 5] 23]
Fr. Abs. 10 17 13
b) Hay 6 bebés que pesan menos de 3 kg, un 15 %; c) Hay 7 + 13 bebés que (3, 4]
pesan mas de 3.5 kg, un 50 %. (4, 5]

8. En una finca de vecinos de Benicasim, se retinen la comunidad de vecinos para ver
si contratan a una persona para que les lleve la contabilidad. El resultado de la votacion es el siguiente: 25 vecinos a fa-
vor de la contratacion, 15 vecinos en contra y 5 vecinos se abstienen. Re-
presenta la informacién mediante un diagrama de sectores

Solucién:

M A favor
M En contra

Se abstienen

9. Se toman ocho mediciones del didmetro interno de los anillos para los pistones del motor de un automovil. Los datos en
mmson:  74.001 74.003 74.015 74.000 74.005 74.002 74.005 74.004
Calcula la media y la mediana de estos datos. Calcula también la varianza, la desviacion tipica y el rango de la muestra.
Solucion: Media = 74.0044; Mediana = 74.0035; Varianza = 0.00002; Desviacion tipica = 0.00466; Rango = 0.015.
10. Dada la distribucion de datos 38 432 384 343 38 436 38 438 38 440 con frecuencias 4, 8, 4, 3, 8, halla la media de la
distribucion.

Solucion:
Datos (xi) 38432 384343 38436 38438 38440
Frecuencias (fi) 4 8 4 3 8
xi*fi 153728 3074744 153744 115314 307520

Suma de las frecuencias = 27. Suma (xi*fi) = 3805050.
11. La distribucion de los salarios en la industria turistica espafiola es la que figura en la tabla. Calcula:

a) Elsalario medio por trabajador (marcas de clase del ultimo intervalo 20000

b) Elsalario mas frecuente.

c) Elsalario tal que la mitad de los restantes sea inferior a él.

[l Lif n;

[0,1500[ 2145
[1500, 2000[ 1520
[2000, 2500[ 840
[2500, 3000[ 955
[3000, 3500[ 1110
[3500, 4000[ 2342
[4000, 5000[ 610
[5000, 10000[ 328

>10000 150

Solucién: a) 2646 €; b) 3750 €; c) Aproximadamente 2500 €.
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12. Calcula la mediana, la moda, primer y tercer cuartil y nonagésimo percentil de la distribucion:

Xi n;
5 3
10 7
15 5
20 3
25 2

Solucién: Mediana: 7; Moda: 7; Primer cuartil aproximadamente: 7.5; Tercer cuartil: 15; Nonagésimo percentil
aproximadamente: 1.

13. Se han disefiado dos unidades gemelas de plantas pilotos y han sido puestas en funcionamiento en un determinado pro-
ceso. Los resultados de los diez primeros balances en cada una de las unidades han sido los siguientes:
UnidadA 97.8 989 101.2 98.8 102.0 99.0 99.1 100.8 100.9 100.5
Unidad B 97.2 100.5 982 983 975 999 979 98 974 972
a) Haz una representacion gréafica de estas muestras.

b) Determina las medias y las varianzas. 103 Unidad A
Solucién: 102 === Unidad B
Media Varianza 100 ]
Unidad A 99.9 1.8 99
Unidad B 98.09 1.5 Z;ﬁ 7 v \v
96
95

14. En cierto barrio se ha encontrado que las familias residentes se han distribuido, segiin su composicion de la forma si-

guiente:
Composicién N° de familias
0-2 110
2-4 200
4-6 90
6-8 75
8-10 25

a) ¢Cual es el nimero medio de personas por familia?

b) ¢Cuél es el tamafio de la familia mas frecuente?

c) Sisolo hubiera plazas de aparcamiento para el 75 % de las familias y estas se atendieran por familias de
mayor tamafio a menor, ;qué componentes tendria que tener una familia para entrar en el cupo?

d) Numero de miembros que tienen como méximo el 85 % de las familias.

Solucion: a) 3.82; b) 3; ¢) Con mas de 4 componentes entrarian seguro, y casi todos los de 2 a 3 componentes, pero
15 no entrarian; d) EI 80 % de las familias tienen menos de 6 componentes.

15. Al'lanzar 200 veces un dado se obtuvo la siguiente distribucion de frecuencias.

Xi 1 2 3 4 5 6
n; a 32 35 33 b 35
Halla la mediana y la moda de la distribucién, sabiendo que la media aritmética es 3.6.
Solucioén:
Media = (a+ 511+ 5b)/200=3.6;a+ b =65, a+5b=209; a= 29; b = 36;
Xi 1 2 3 4 5 6
n; 29 32 35 33 36 35

La moda es 5. La mediana es 3.1.
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16. Los siguientes datos son medidas de la capacidad craneal de un grupo de hominidos:

QO

o O T
—_ == =

D

84,49, 61, 40, 83, 67, 45, 66, 70, 69, 80, 58, 68, 60, 67, 72, 73, 70, 57, 63, 70, 78, 52, 67, 53, 67, 75, 61, 70, 81, 76,
79,75, 76, 58, 31.

Calcula la media y la mediana muestrales.

Halla los cuartiles primero y tercero.

Halla los percentiles cincuenta y noventa.

Calcula el rango muestral.

Calcula la varianza muestral y la desviacion estandar muestral.

Solucion: a) Media = 65.86; Mediana = 67.5;
b) Cuartil primero: 59.5; Cuartil tercero = 75;
¢) Percentil cincuenta = 67.5; Percentil noventa = 79.5;
d) Rango = 53;
e) Varianza = 72; Desviacién estandar = 12.16.

17. Los siguientes datos proceden de un estudio de contaminacion del aire.

6.5 2144 47 53 26 47 3.0 49 86 50 4.9 4.0 34 56 47 2.7 24 2.7 22 52 53 47 68 4153 7.6
24 21 46 43 30 4161 42

a) Construye un histograma.

b) Determina los cuartiles.

c) Calcula la media y la desviacién tipica.

Solucion: b) Cuartil 1: 3; Mediana = 4.6; Cuartil 3 = 5.25;
¢) Media = 4.4; Desviacion tipica = 1.6.

Contaminacion

15

10

5

0

[2,3) [3,4) [4,5) [5,6) [6,7) [7,8) [8,9)

2. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL. 3. COVARIANZA

18. Los datos siguientes son las calificaciones obtenidas por los estudiantes de un grupo de 25 de 1° de bachillerato en las
asignaturas de Matematicas y Lengua.

Matematicas 4 5 5 6 7 7 7 7 7 7 8 8
Lengua 3 5 6 7 7 7 7 8 8 8 7 7
Matemaéticas 8 8 8 8 9 9 9 9 9 10 9 8
Lengua 8 8 8 8 8 8 8 10 10 10 9 9

a) Escribe la tabla de frecuencias conjunta.

b) Proporcion de estudiantes que obtiene mas de un cinco en ambas asignaturas, proporcién de estudiantes que obtie-

ne mas de un cinco en Matematicas, proporcidn estudiantes que obtiene mas de un cinco en Lengua.

c) ¢Sonindependientes las calificaciones de Matematicas y Lengua?

d) Representa graficamente.

e) Calcula el coeficiente correlacion.

Solucién: b) EI 88 % obtienen mas de 5§ en ambas asignaturas; El 88 % en matematicas y el 92 % en lengua; c) Estan
muy relacionadas. e) Coeficiente de correlacion = 0.87, positivo y muy alto.
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19. Para realizar un estudio sobre la utilizacién de una impresora en un determinado departamento, se midi6 en un dia los
minutos transcurridos entre las sucesivas utilizaciones X'y el numero de paginas impresas Y, obteniéndose los siguientes
resultados.

X199 |46 |8

9

7

6

9 19

9

9

9

10 |9

15

10

12

12

10

10

12

10

10

12 | 12

Y |3 |8 |3 |83

8

8

8

3 |8

12

12

20

8 |20

8

8

20

8

8

12

8

20

20

3 |3

a)

Escribe la distribucién de frecuencias conjunta. Porcentaje de veces que transcurren mas de nueve minutos des-

de la anterior utilizacién y se imprimen menos de doce paginas. Numero de veces que se imprimen menos de
doce paginas y transcurren nueve minutos desde la utilizacion anterior.

men en el 80 % de las ocasiones.

tre sucesivas utilizaciones.

Solucién:

Dibuja el diagrama de dispersion.

25

20

15

10

5

0

10

15

20

20. Las estaturas de los 30 nifios nacidos en una maternidad durante una semana fueron los siguientes:

Frecuencias marginales. Veces que se imprimen como mucho doce paginas. Numero de paginas que se impri-

Calcula la distribucion del nimero de paginas impresas condicionada a que han transcurrido nueve minutos en-

Estatura | 50 51 53 50 51 48 50 49 52 52 49 50 52 51 52
Peso 32 |41 |45 |30 |36 |29 |38 |38 |36 |39 |30 |38 |41 |35 |40
49 50 51 52 53 52 52 51 50 51 54 50 51 51 51
31 133 39 |37 |41 |42 |35 |38 |36 |34 |46 |35 |36 |31 |40
a) Construye una tabla de doble entrada, agrupando los pesos en intervalos de 0.5 kg.
b) ¢Es la estatura independiente del peso?
Solucién:
a) Solucién abierta
Estatura 3 3,5 4 4,5
Peso 6 10 12 2

b) Coeficiente de correlacion = 0.75. La estatura depende del peso.
21. En el examen de una asignatura que consta de parte tedrica y parte practica, las calificaciones de nueve alumnos fueron:

Solucioén:

Teoria 5 7 6 9 3 1 2 4 6
Practica 6 5 8 6 4 2 1 3 7
Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacion lineal. Dibuja la nube de puntos. Comenta los resultados.
Covarianza = 4.04: Coeficiente de correlacion = 0.76. 10
La correlacion es positiva pero no es muy fuerte. 8 :
6 2 *—
*
4 ¢ ~
2 4
_¢ ’
0 T ]
0 5 10
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22. Se desea investigar el ganado caprino y el ganado ovino de un pais. En la tabla de doble entrada adjunta se presentan
los resultados de un estudio de 100 explotaciones ganaderas, seleccionadas aleatoriamente del censo agropecuario. Se
proporcionan las frecuencias conjuntas del nimero de cabezas (en miles) de cabras X'y ovejas Y que poseen las explo-

taciones.
X/Y 0 1 2 3 4
0 4 6 9 4 1
1 5 10 7 4 2
2 7 8 5 3 1
3 5 5 3 2 1
4 2 3 2 1 0
a) Hallalas medias, varianzas y desviaciones tipicas marginales.

)
b) Halla el nimero medio de ovejas condicionado a que en la explotacion hay 2000 cabras.
c) Halla el numero medio de cabras que tienen aquellas explotaciones que sabemos que no tienen ovejas.
d) Hallala covarianza y el coeficiente de correlacion entre ambas variables.
Solucién: a) MediaX = 1.76; MediaY = 1.56; VarX = 1.38; VarY = 1.53; sX = 1.18; sY=1.24;
b) 24000 ovejas; c) 1.83; d) Covarianza = —0.898; Coeficiente de correlacion= —0.61.

23. El volumen de ahorro y la renta del sector familias en millones en euros constantes de 2005 para el periodo 2005-2014
fueron.

Afios 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

Ahorro | 1.9 1.8 2.0 2.1 1.9 2.0 2.2 2.3 2.7 3.0

Renta 20.5 20.8 21.2 21.7 221 22.3 22.2 22.6 23.1 235

a) Recta regresion del ahorro sobre la renta.

b) Recta de regresion de la renta sobre el ahorro.

c) Parael afio 2015 se supone que la renta era de 24.1 millones de euros. ¢,cuél sera el ahorro esperado para
el afio 20157

d) Estudiar la fiabilidad de la prediccién anterior.

Solucion: a) y = 0.11x + 1.59; b) y = 0.314x + 20.27; c) Ahorro = 4.23; d) ro? = 0.75; La fiabilidad es mayor cuanto mayor
sea el coeficiente de correlacion.
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24. Se midi6 el tiempo en segundos que tardaron en grabarse los mismos 24 ficheros en un lapiz USB X'y en un disco duro

exterior Y.

X

1.2 1 1.1 0.5 1.1 1.5 1 1.4 14 1.3 04 | 03

1.3 1.1 1.2 0.4 1.2 1.4 1.1 1.6 1.6 1.5 | 04 | 03

0.3 1.5 1.4 1.1 1.2 1.2 04 | 05 1.3 1.5 1.2 | 0.2

Y
X
Y

0.3 1.6 1.3 1.1 1.3 1.1 04 | 04 1.4 1.6 09 | 03

a)

Construye la tabla de frecuencias conjunta. ¢ Cual es el porcentaje de ficheros que tardan menos de 1.5 se-
gundos en el primer tipo y mas de 1.4 en el segundo? ; Cuantos ficheros tardan en grabarse entre 0.6 y 1.2
segundos en el primer tipo de memoria?  Cuanto tiempo tardan como mucho en gravarse al menos el 90 %
de los ficheros en el segundo tipo de memoria?

Halla la tabla de frecuencias condicionadas de los tiempos del segundo tipo de memoria de aquellos pro-
gramas que tardaron 1.2 en el primer tipo de memoria. ¢ Cual es la proporcion de estos programas que tar-
dan en grabarse mas de 1.5 segundos en el segundo tipo de memoria?

Representa graficamente los datos y comenta el resultado obtenido.

Si un fichero tarda 0.8 segundos en grabarse en el primer tipo de memoria, ¢ cuantos segundos tardara en
grabarse en el segundo tipo? Dar una medida de fiabilidad.  Confirma esta medida lo comentado en el apar-
tado c)?

Solucién: a) Sélo 3, luego el 12.5 % tardan menos de 1.5 segundos en el primer tipo y mas de 1.4 en el segundo; 9
ficheros, luego el 37.5 % en el primer tipo tardan entre 0.6 y 1.2 segundos en grabarse; El 83.3 % tardan
como mucho 1.5 segundos en gravarse.

02 03 04 05 06 07 08 09 1 14 12 13 14 15
03 1 2 3
0.4 2 2 4
05 0
06 0
07 0
08 0
09 1 1
1 0
14 2 1 4
12 2 2
13 2 1 3
14 1 1] 2
15 1 1
16 2 2|4
1 2 2 2 0 0 0 0 2 3 4 2 3 3
2
=1,0586x - 0,0252
y1,5 R#=0,9399 ’/:
,t%y’
! *
0,5
’/’,0/0
0 T T T )
0 0,5 1 1,5 2

¢) La correlacion es alta; Los ficheros mas rapidos lo son con ambos tipos, y los mas lentos también;
d) Tardara 0.82 segundos, lo que confirma lo del apartado c); El coeficiente de correlacion da una medida de la
fiabilidad, y vale 0.97, muy alto y positivo.
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25. De un muelle se cuelgan pesos y obtenemos los alargamientos siguientes.

Peso gr X 0 10 30 60 90 120 150 200 250 350

Alargamiento cm Y 0 0.5 1 3 5 6.5 8 10.2 12.5 18

Encuentra la recta de regresion de Y sobre X'y estima el alargamiento que se conseguird con pesos de 100 y 500 gr. ¢ Cual

de las dos estimaciones es mas fiable?
S 20
o, o, O i _ pa—
Solucion: Recta de regresion: y =y + S2 (X=X) 5 /
X
y=6.5+(596/12871)(x -126 ) = 0.05 x - 0.64; 10
Para 100 gr, se alarga 3.77 cm, y para 500 gr, 21.42 cm. Es mas ;
fiable para 100 gr.
0 - T T T T T T T T
10 30 60 90 120 150 200 250 350
26. La tabla siguiente muestra el nimero de gérmenes patégenos por N
centimetro cubico de un determinado cultivo segun el tiempo trans-
currido.
NUmero de horas 0 1 2 3 4 5
NUmero de gérmenes 20 26 33 41 47 53

a) Calcula la recta de regresion para predecir el nimero de gérmenes por centimetro cubico en funcién del tiempo.
b) ¢Qué cantidad de gérmenes por centimetro cubico es previsible encontrar cuando transcurran 6 horas? ;Es buena es-
ta prediccion?
Solucion: a) Gérmenes = 6.74*Horas + 13.07; b) 53.5 gérmenes; Coeficiente de correlacion = 0.9989; es una prediccion

muy buena.
27. En un depésito cilindrico, la altura del agua que contiene varia a medida que pasa el tiempo segun los datos recogidos en
la tabla:
Tiempo: h 8 22 27 33 50
Altura: m 17 14 12 11 6

a) Encuentra el coeficiente correlacion entre el tiempo y la altura. Da una interpretacion de él.
b) ¢Qué altura se alcanzara cuando hayan transcurrido 40 horas?
¢) Cuando la altura alcanza 2 m suena una alarma. ;,Cuénto tiempo tiene que pasar para que suene la alarma?
Solucion: a) Coeficiente correlacion = —0.997; Es un coeficiente de valor absoluto muy alto, aunque negativo, al
aumentar el tiempo disminuye la altura; b) 8.6 m; c) Algo mas de 65 minutos.
28. La evolucion del IPC (indice de precios al consumo) y la tasa de inflacién en los meses indicados de un determinado afio,

va ser:
Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio
IPC 0.7 1.1 1.7 2 1.9 1.9
Tasa inflacion 6 6 6.3 6.2 5.8 4.9
a) Representa la nube de puntos.
b) Calcula el coeficiente de correlacion entre el IPC y la tasa de inflacion.
c) ¢Se puede estimar la tasa de inflacion a partir del IPC?
Solucién:
b) Coeficiente de correlacion = —0.24, negativo 7
y muy bajo. 6.5
¢) Por lo que no se puede estimar la tasa de * o
inflacion con el IPC 6 *~—o *
5,5
> &
4,5
4 T
0 0,5 1 1,5 2 2,5
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Estadistica descriptiva unidimensional

1. Se conoce el volumen semanal de residuos solidos recogidos en m3 durante 10 semanas, en un municipio pequefio:
25.5,27.1,31.8,34.2,38.9, 21.3, 28.7, 33.2, 36.5, 39.6

Calcula:

a) Las medidas de centralizacion: la media, mediana, moda

b) Las medidas de dispersion: desviacion tipica, varianza, coeficiente de variacién, valor minimo, valor maximo, reco-
rrido, primer cuartil, tercer cuartil e intervalo intercuartilico.

c) Haz una representacion grafica en serie temporal, que permita observar tendencias, ciclos y fluctuaciones. Recuer-
da que en una serie temporal, en el eje de abscisas esta el tiempo de observacion y en el eje de ordenadas la magni-
tud de observacién.

Solucién: a) Media = 31.68: Mediana = 32.5; Moda, No se repite ningtn valor.
b) Desviacion tipica = 5.99; varianza = 35.8, coeficiente de variacion = 0.19, valor minimo = 21.3, valor maximo =
39.6, recorrido = 18.3, primer cuartil = 27.5; tercer cuartil =35.9; intervalo intercuartilico = 8.4.

c)

Residuos sélidos

50

1 2 3 45 6 7 8 9 10

Parece que durante 5 semanas aumenta el volumen de residuos recogidos, en la semana sexta desciende, para
volver a aumentar en las semanas siguientes.

2. Una compafiia de seguros desea establecer una péliza de accidentes. Para ello, selecciona al azar a 100 propietarios y les
pregunta cuantos euros han gastado en reparaciones del automévil. Se han agrupado en intervalos los valores de la
variable obtenidos:

Euros [0,100) | [100,200) | [200,400) | [400,600) | [600,800) | [800,3000)

NUmero de personas 20 20 10 20 20 10

a) Calcula las marcas de clase y escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas, frecuencias relativas, fre-
cuencias acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas.
b) Representa los datos en un diagrama de barras, otro de lineas y uno de sectores.
c) Representa un histograma de frecuencias relativas. Cuidado: Los intervalos no son todos iguales.
d) Calcula la media y la desviacién tipica.
e) Calcula la mediana y los cuartiles.
Solucion: a)

Marcas de clase 50 150 300 500 700 1100
Euros [0, 100) [100, 200) | [200,400) | [400,600) | [600,800) |[800, 3000)
NUmero de personas 20 20 10 20 20 10
Frecuencias absolutas 20 20 10 20 20 10
Frecuencias relativas 0.2 0.2 0.1 0.2 0.2 0.1
Frecuencias absolutas acumuladas 20 40 50 70 90 100
Frecuencias relativas acumuladas 0.2 0.4 0.5 0.7 0.9 1
b)
25 zz Numero de personas
20 1 s N/ \ e
15 - o \V4 \
10 - = 150
5
51 — =300
0 - P LSS 500
50 150 300 500 700 1100 R

d) Media = 420; Desviacion tipica = 326.5; e) Mediana = 300; Cuartil 1= 125; Cuartil 3 = 625.
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3. Se ha preguntado a 40 alumnos por el nimero de hermanos que tenia, y se ha obtenido

NUmero de hermanos 0 1 2 3 4 5 6 0 més

Numero de veces 5 15 7 6 4 2 1

a) Representa un diagrama de barras de frecuencias absolutas y un diagrama de lineas de frecuencias relativas.
b) Calcula la media, la mediana y la moda.

Solucién: a)

16

14

12

10

0,4
0,35
0,3

0,25

W/ ~_

6 0,15
/ \
4 - 0,1 \
2 - 0,05
I N i
0 1 2 3 4 5 6

b) Media = 1.975; Mediana = 1.5; Moda = 1.

4. Se ha preguntado a 50 estudiantes de 1° de Bachillerato por el numero de hermanos que tenia, y se ha obtenido:

NUmero de hermanos 0 1 2 3 4 5 6 0 mas

Numero de veces 8 19 8 7 5 2 1

a) Representa los datos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas, en un diagrama de lineas de frecuencias
relativas, y en un diagrama de sectores.
b) Haz un histograma.
c) Calcula la media, la mediana y la moda. Calcula los cuartiles.
d) Calcula la varianza, la desviacion tipica, el recorrido y el intervalo intercuartilico.
Solucién: a)

2
0 mo

15 ml

10 m2

m3
5

m4

0 - m5

h)

20
18
16
14
12

o N B~ OO

¢) Media = 1.84; Mediana = 1.3; Moda = 1; Cuartil 1= 0.9; Cuartil 2= 2.7;
d) Varianza = 2.214; Desviacion tipica = 1.488; Recorrido = 7; Intervalo intercuartilico = 1.8.
5. Utiliza una hoja de célculo con el ordenador
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Se conoce el volumen semanal de residuos sélidos recogidos en m? durante las 52 semanas de un afio, en un municipio

pequefio:

25.5,27.1, 31.8, 34.2, 38.9, 21.3, 28.7, 33.2, 36.5, 39.6, 25.2, 24.7, 23.2, 23.3, 22.2, 26.4, 26.7, 29.6, 31.3, 30.5, 28.3, 29.1,

26.7,25.2,24.5,23.7, 25.4, 27.2, 31.7, 34.5, 38.4, 21.2, 28.1, 33.7, 36.8, 39.9, 31.7, 34.4, 38.2, 21.9, 28.1, 33.5, 25.2, 24.7,

23.2,23.3,22.2,26.4,25.9,24.1,23.2,23.6, 26.4.

Calcula, utilizando Excel u otra hoja de célculo:

Parametros estadisticos

a) Las medidas de centralizacion: la media, mediana, moda

Solucién: media = 28.5, mediana = 26.7, moda = 25.2.

b) Las medidas de dispersion: desviacion tipica, varianza, coeficiente de variacién, valor minimo, valor maximo, recorrido,
primer cuartil, tercer cuartil e intervalo intercuartilico.

Solucion: desviacion tipica = 5.3, varianza = 28.2,

coeficiente de variacion = 0.19, valor minimo =
21.2, valor maximo = 39.9, recorrido = 18.7, 5
primer cuartil = 24.5, tercer cuartil = 31.8; 40
intervalo intercuartilico = 7.3. A
c) Otros coeficientes: coeficiente de asimetria y coefi- 3 / / / / V
ciente de curtosis que encuentres. Investiga las po- 30 2\ A
sibilidades del ordenador para obtener parametros / r/ \\ /
estadisticos. > a4
Solucién: Coeficiente de asimetria = 0.68; Curtosis = 20
-0.63.
d) Haz una representacion grafica en serie temporal, >
que permita observar tendencias, ciclos y fluctua- 10
ciones. Recuerda que en una serie temporal, en el
eje de abscisas esta el tiempo de observacion y en >
el eje de ordenadas la magnitud de observacién. o J
Parece que hay un ciclo cada 4 o § semanas. 135 7 911131517192123252729313335373941434547495153

Para ello, escribe en la casilla A12, 1, en A13, 2, y
arrastra para escribir el orden de las semanas, hasta que aparezca el 52. Escribe en la columna B el volumen recogido cada
semana.

En la casilla A11 un titulo, por ejemplo, “Residuos sdlidos”.

En la casilla C12 escribe Media, y en la casilla D12 calculala usando la funcion PROMEDIO. De igual forma calcula los otros
parametros.

Observa un trozo de pantalla con algunos resultados:

n&_l = X u de Andbsis estadishico, ada de compatibikdad] - icrosolt Excel -
= | o | imetw  Disefodepigna  Pmmin  Dater  Review  Visin  Acrobat - x
‘1 o ot anmt 2o s (AW @] | At e R }r A

+4 Coplar = = : = &) Rellerar - »
reom ot || M A E (][O0 A-| [0 W B i comomary ceriar - | (5 P i 2
Partapapein 0 Fuentre - Alresaan Madlt
6T - S | =DESVEST(R11:862) 1%

| A B c (1] E F G H I ] K L M N o P Q w

4 3 22

a2 32 =1

4 Ex] n7

4 £ 35,8

[ £ 3

45 k] nr

a7 w M4

a8 » w2

45 3 213

50 40 %1
1 4 k)

2 a2 22

53 43 7

4 44 72

5 a5 73

5 45 2z

57 47 %4

58 4 %9

£ 49 M1

) 50 22

&1 51 236

5] (3 "4

& ;

B4 Meda= 26,5990769 Serie temporal

B Modana= %9

85 Moda= %2 50 =

BT Devincstn lipica= 40

65 Varsnza 28224506 g 30

B3 Cooficinnte do variacida= 6 3299102 E e ' [ —— Senest |

70 Masame= 3@ !
71 Minimo= 5 > 10

72 Rocotida 1.4 0

72 cuartil= 465 . o

T4 | Teusni= 3218 1 6 1116 21 26 31 36 41 46 51

75 Intervalo intercuartil 5 Semanas

76 Coaficiontd do asimetia= 065053388

T7 [Cunosis= -0 6554262

(L]
WAk W] Hojal,Hopd | Hojad | E) iy |

e T T e —

'3 Inicio W Lsdinen A T sl 09 Estaiteh s Y Microsedt Fxcel - Coch T & AR aa

6. Los datos de la practica anterior se quieren representar en un histograma para mejor determinar su distribucién. Para ello:
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Indica el nimero total de datos, N, el menor valor: Xi», el mayor valor, Xy, y el recorrido R.

La cantidad de barras del histograma, k, se suele tomar, para menos de 50 datos, entre 5y 7. Para N entre 50 y 100, entre
6y 10. Para N entre 100 y 250, entre 7 y 12. Y para N mayor de 250, entre 10 y 20. En este caso N es igual a 52, luego el

numero de barras podria ser entre 6 y 10. Al dividir R entre 10 se obtiene 1,87 que seria el intervalo de clase. Para facilitar
la divisién en clases fijamos el intervalo de clase, h, en 2, y el nimero de barras, k, en 10. Para no tener valores en los li-

il

61 = .

62 [Xm- pLy:
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mites de clase tomamos el inicio del primer intervalo en 20. Asi, los intervalos son: (20, 22), de valor central: 21; [22, 24),
de valor central 23... Ahora ya se puede construir la tabla de frecuencias y dibujar el histograma.
Calcula y representa en el histograma los puntos m, m #s, m +2s, m #3s, donde my s son la media y la desviacion tipi-
ca, respectivamente.
% Vamos a investigar qué ocurre al hacer un cambio de variables. Dijimos que si consideramos y; = a + bx;siendoay b
dos constantes cualesquiera, la nueva media aritmética quedaria y = a +bX.

Abre Excel. Introduce los datos: X = 255, 271, 318, 342, 389,... en la columna A, a partir de la fila 11. ; Qué cambio de
variable se ha hecho? Observa: x = X/10.

En la columna C, a partir de la fila 11 escribe los limites de clase, en la columna D el valor medio, en la columna E vamos
a contar las frecuencias absolutas y en la columna F las frecuencias acumuladas. Utiliza la funcion CONTAR.SI para con-
tar. Por ejemplo, escribe en E11, CONTAR.SI(A11:A63; <220). En F11 escribe =E11. En E12 escribe CON-
TAR.SI(A11:A63; <240)-F11. Completa la tabla de frecuencias. Escribe titulos en la fila 10.

Calcula la media y la desviacion tipica. Para ello escribe en la fila 3 y 4, columna B, las funciones =PROMEDIO(A11:A63) y
=DESVEST(A11:A63). Escribe los resultados con 2 decimales.

¢,Como obtienes ahora la media y la desviacion tipica de los datos reales? ; Cémo deshaces el cambio? Si no lo recuer-
das, 0 no tienes seguridad, investigalo. Calcula la media y la desviacién tipica, antes y después del cambio. Escribe este
resultado, en general, para un cambio de variables lineal y = ax+b.

Dibuja el histograma. No olvides nunca indicar las unidades en ambos ejes, y toda la informacion que ayude a comprender
el grafico. Afiade siempre el tamafio, N, y los valores de la media y la desviacion tipica.

Discute el resultado. ;,Es grande la dispersion? La distribucién, ¢es simétrica?

% Otra investigacion: Vamos a investigar la distribucion de la media. Para ello vamos a tomar muestras de tamafio 5.
Utiliza la columna G. En G11 escribe =PROMEDIO(B11:B15), en G12 la media de B16 a B20, y asi hasta el final. Te-
nemos calculadas las 10 medias de muestras de tamafio 5. Calcula la media y la desviacion tipica de estas medias.
Compara con los resultados anteriores. Escribe en tu cuaderno las conclusiones.
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Estadistica descriptiva bidimensional

7. En una muestra de 10 personas miramos su color de ojos y pelo y encontramos que hay 5 morenos de 0jos marrones, 1
moreno de ojos verdes, 3 rubios de ojos azules y 1 rubio de ojos verdes. A) Representa en una tabla de doble entrada esta
situacion. B) Escribe la tabla de frecuencias relativas. C) Escribe las frecuencias absolutas y relativas marginales. D)
Escribe la distribucién de frecuencias condicionadas.

Solucioén:

Frecuencias absolutas | Moreno | Rubio Frecuencias relativas | Moreno | Rubio
Ojos marrones 5 5 Ojos marrones 0.5 0 0.5
Ojos verdes 1 1 2 Ojos verdes 0.1 0.1 0.2
Ojos azules 3 3 Ojos azules 0 0.3 0.3
Marginales 6 4 10 Marginales | 0.6 0.4 1
d) Color de ojos condicionado al color de pelo
Moreno | Rubio
Ojos marrones 0.8333333 0
Ojos verdes 0.1666667 0.25
Ojos azules 0 0.75
d) Color de pelo condicionado al color de ojos
Moreno | Rubio
Ojos marrones 1 0
Ojos verdes 0.5 0.5
Ojos azules 0 1

8. Lola ha calculado los coeficientes de correlacion de las tres nubes de puntos adjuntas, y ha obtenido: —0.8, 0.85 y 0.03,
pero ahora no recuerda cuél es de cada una. ¢ Puedes ayudar a decidir qué coeficiente corresponde con cada nube?

A B C
10 10 14
L g L 2 L 12 *
8 8
10
¢ *e 0
6 6 8 *—o—
¢ 6 L 2R 4 2
4 4 L 4
V'S 4 —&
2 ) .
2 oo * R 2
’ ’ 0 O T T T T T T T 1
0+ 11 2 3 4 7 8 9 10 2 3 45 6 7 8 910
012345678910
Solucion: A= 0.03; B=-0.8; C=0.85.
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9. En una tienda quieren estudiar las ventas del pan de molde en funcién del precio. Para ello prueban cada semana con un

precio distinto y calculan las ventas realizadas. Han obtenido los siguientes datos:
Precio (euros) 0.5 0.7 1 1.2 1.3 1.5 1.7 1.8 2
Ventas (medias) 202 | 19.2 | 181 | 1563 | 116 6 4 0 0
a) Representa los datos en un dia-
grama de dispersion (nube de 25
puntos) e indica a qué conclusio-
nes crees que se va a llegar. 20 .
b) Calcula la covarianza, el coefi- ‘\’
ciente de correlacién y la recta de
regresion. 5 *
c) Deciden poner un precio de 1.4 *
euros, ¢ cudles opinas que serian 10
las ventas medias semanales?
Solucion: a) La nube de puntos indica : *
que vamos a tener una correlacion
fuerte y negativa; y =-15,608x + 30,779 }\_

b) Covarianza = -3.54; Coeficiente de 0 - ' ' '
correlacion = —0.96; Recta de 05 ! 15 2 25
regresion: 5
y=10.5-13.9 (x -1.3) = 28.5 —13.9x; T

¢) Ventas de 9.1.
10. Una compafia aérea realiza un estudio sobre la relacién entre las variables X, tiempo de un vuelo, en horas; e Y, consumo
de combustible (gas6leo) para dicho vuelo, en litros, y se han obtenido los siguientes datos.

X (horas) 0.5 1 15 2 2.5 3

Y (litros) | 2250 | 3950 | 5400 | 7300 | 8500 | 10300

a) Representa los datos en un diagrama de dispersion.

b) Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacidn entre ambas variables. Interpreta los resultados.
c) Calcula la ecuacién de las rectas de regresion.

d) Calcula el coeficiente de determinacion.

Solucién: a)
12000

10000 y= 3;53&3,3;; 77{)(\)3,33  »
8000 /

6000 /

4000 / /

2000

0

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

b) Covarianza = 2325; Coeficiente de correlacion = 0.83
¢) Recta de regresion: Litros = 3188 * Horas + 703.
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11. Preguntamos a 10 estudiantes de 1° de Bachillerato por sus calificaciones en Matemaéticas, por el nimero de minutos
diarios que ven la television, por el nimero de horas semanales que dedican al estudio, y por su estatura en centimetros.
Los datos se recogen en la tabla adjunta.

Calificaciones de Matematicas 10 3 8 8 5 10 10 8 5 8
Minutos diarios que ve la TV 0 90 30 20 70 10 0 20 60 30
Horas semanales de estudio 15 0 10 10 10 15 15 10 5 5
Estatura (en cm) 175 166 155 161 161 177 182 177 167 172

Queremos estudiar la relacion entre las calificaciones de Mateméticas y las otras tres variables. Para ello dibuja los diagramas
de dispersion, y calcula los coeficientes de correlacion y determinacion. Calcula las rectas de regresion.
Solucion:

Minutos diarios que ve la TV Horas semanales de estudio Estatura (en cm)
100 16 185
L
90 L g
¢\ 14 180
80
\ 12 ¢ o
70 & 175
60 10 TS V'S
y=-12,476x + 126,57 170
50 R?*=0,9717 8 L 2
20 \ . 165 L 2
30 \ 4 /‘/ A 160 * *
20 L 4 v =1,7619x - 3,714
10 \ ’ 2 RZ=07325 155 y=1,9143x+ 134,3’
’ R? = 0,2837
0 . 0 —— ' ' ™| 150 ; ;
0 5 10 0 2 4 6 8 10 0 5 10

.

Al estudiar la relacion entre las calificaciones en Matematicas y los minutos diarios de ver la TV se observa que existe
una correlacion alta en valor absoluto, pero negativa.

La recta de regresion es y = —12.47 x + 126.57, y el coeficiente de determinacion = 0.986; A mas tiempo dedicado a ver
la TV, peores notas en Matematicas.

Al estudiar la relacion entre las calificaciones en Matematicas y las horas semanales de estudio se observa que existe
una correlacion alta y positiva.

La recta de regresion es y = 1.76 x — 3.7, y el coeficiente de determinacion = 0.86; A mas horas de estudio, mejores
notas en Matematicas.

Al estudiar la relacion entre las calificaciones en Matematicas y la estatura se observa que existe una correlacion muy
pequena.

La recta de regresion es y = 1.9 x +155, y el coeficiente de determinacion = 0.53; Hay poca relacion.

12. Haz un trabajo. Pasa una encuesta a tus compafieros y compafieras de clase. Elige una muestra de 10 personas y hazles
dos preguntas con datos numéricos, como por ejemplo, cuanto mide su mano, qué nimero de zapato calza, el nimero de
libros que lee en un mes, el nimero de horas que ve la television a la semana, dinero que gasta al mes en comprar
musica, la calificacion en Matematicas de su Ultimo examen... Representa los datos obtenidos en una tabla de doble
entrada. Haz un estudio completo. Puedes utilizar el ordenador:

a) Escribe en tu cuaderno una tabla de doble entrada de frecuencias absolutas, frecuencias relativas. Obtén las distri-
buciones marginales y condicionadas.

b) Con las distribuciones unidimensionales, dibuja los diagramas de barras, diagramas de lineas y diagramas de secto-
res. Calcula las medias, medianas y modas. Calcula las varianzas y las desviaciones tipicas. Calcula los cuartiles y
los intervalos intercuartilicos.

c) Con las distribuciones bidimensionales, dibuja un diagrama de dispersion, y calcula la covarianza, el coeficiente de
correlacion y la recta de regresion.

d) Reflexiona sobre los resultados y escribe un informe.

Solucioén abierta:
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Utiliza una hoja de célculo con un ordenador

13. El objetivo de esta practica es estudiar la dispersion entre dos variables, mediante una nube de puntos o diagrama de
dispersion, el coeficiente de correlacion, la recta de regresion y la regresion cuadratica.

En 10 paises se anotan los ingresos medios, en euros, por habitante y afio, y el porcentaje medio en los residuos solidos de

comida. Se obtiene:

xi(€) 750 5000 7000 2000 5500 1000 500 6000 4000 3000
yi(%) 85 65 30 20 25 45 70 6 40 50

a) Abre una hoja de célculo. Copia los datos. Calcula la media y la desviacién tipica de las x, y la media y la desviacién tipica
delasy.

b) Representa la nube de puntos. Selecciona los datos, incluyendo a las N
medias. Aprieta el boton de asistente de graficos y elige XY (Disper- s Sk e IO
sion). En titulos escribe como Titulo del grafico Correlacion, en Eje '
de valores (X) describe la variable x sin olvidar decir las unidades,
escribe: Ingresos/habitante (€), en Eje de valores (Y) describe la va-
riable y sin olvidar decir las unidades, escribe: Porcentaje de residuos
de comida en los RSU (%). En Leyenda elige no mostrar leyenda.

c) Observa que si x—x e y — y tienen el mismo signo quedan en los
cuadrantes | y lll y si lo tienen distinto en Il y IV. Cuenta los puntos que quedan en los cuadrantes | y Ill, cuenta los que
quedan en los cuadrantes Il y IV. Nos puede dar una idea de la correlacion. ¢ Va a ser positiva o negativa? ; Es una corre-
lacion fuerte o débil? ¢ Entre que valores puede variar el coeficiente de correlacion? Estima a ojo un valor para esa corre-
lacion.

d) Organiza en Excel una hoja de calculo que te permita calcular la correlacion. Escribe los datos en las filas 3y 4. En L3y L4
calcula las medias utilizando la funcién PROMEDIO. En M3 y M4 calcula la desviacién tipica utilizando la funcién DES-
VEST. En N3 calcula el coeficiente de correlacion, utilizando la funcion:

COEF.DE.CORREL(B3:K3;B4:K4)

e) Ahora vamos a mejorar nuestro grafico. Observa que si colocas al raton encima de un punto indica las coordenadas. Traza

las rectas x = X, y = ¥ que indican las medias. Utiliza para ello la paleta de dibujo. Dibujalas en color rojo.

Formamtage e reakuas s rorrads el
T

_ S
f) La recta de regresion es la recta que hace minimas las distancias de la nube de puntos. Es la recta: y = ¥+ p— (x - X).
X
Calcula en N4 la pendiente de la recta. Escribe la ecuacién de la recta. Observa el gréfico. ;Cémo la habrias estimado a
0jo? Evalua la pendiente y la ordenada en el origen.
g) Usa la hoja de célculo para volver a calcular la recta de regresion, ya aproxima de nuevos la nube con otras funciones,
parabola, exponencial, polinémica...

14. Se recoge en una tabla la altura (en metros) de un padre y de la de su hijo con 15 afios de edad.
Padre 1.7 2 1.6 1.7 1.65 1.9 1.9
Hijo 1.75 1.9 1.7 1.8 1.6 1.88
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dispersion. Copia los datos en una
hoja de célculo en las columnas A y
B. Sefiala las dos series y elige

insertar

T gréfico  de  dispersion.

» Automaticamente veras que aparece
B . . el diagrama de dispersion (nube de
17 | 18 s puntos). Juega con las opciones para
S 15 * modificar el titulo, el formato, la escala de ;
]2 los ejes... .
12 ' b) Dibuja la recta de regresion. Pincha
sobre un punto de la nube, y elige
“‘Agregar linea de tendencia’. Para que dibuje el ordenador la recta de regresion la linea de | :
tendencia debe ser Lineal. En la pantalla que aparece marcamos la casilla que dice: “Presentar | .s
ecuacion en el grafico” y la casilla que dice “Presentar el valor de R cuadrado en el gréfico”. Al - ‘
final, si lo has hecho bien, el dibujo debe ser mas o menos algo similar a esto: B v e e 2
c) Utiliza la recta para determinar que altura del hijo corresponderia a una altura del padre de 1.75 m.

b) y = 0.67x + 0.62; c) 1.7975;

Padre Hijo
17 1,75
2 i

>y
-
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AUTOEVALUACION

Realizamos una prueba a 20 aspirantes a un puesto de grabador consistente en un dictado con cierto tiempo de duracién (en
minutos) y luego contar el nimero de errores cometidos al transcribirlo a ordenador. Los resultados fueron.

Tiempo |7 |6 |5 |4 |5 |8 |7 |8 |9 |6 |65 |8 |6 [8 |7 |8 [7 |6 |6 |9

Errores |8 |7 |6 |6 |7 |10 ]9 |9 |10 ({8 |6 |10 |8 |9 |8 |8 |7 |8 |6 |8

1. La media de errores es
a)6.75 b) 7 c)7.9 d)6.9
Solucién: c)
2. La media de tiempos es
a)6.75 b) 7 )79 d)6.9
Solucion: a)
3. La desviacion tipica de errores es
a)1 b) 1.41 c)1.33 d)1.2
Solucién: ¢c)
4. La desviacion tipica de tiempos es
a)1 b) 1.41 c)1.33 d)1.2
Solucion: b)
5. El primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil de los tiempos valen respectivamente:
a)7,8y9 b)5,6y7 €)59,61y7.3 d)6,7y8
Solucién: d)
6. El primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil de los errores valen respectivamente:
a)7,8y9 b)5,6y7 €)6.575y85 d)6,7y8
Solucion: a)
7. La covarianza es:
a)1.21 b) -1.5 c)-1.4 d) 1.425
Solucién: d)
8. El coeficiente de correlacion es:
a)0.8 b) -0.8 c)-0.7 d)0.7
Solucién: a)
9. La recta de regresion lineal de los errores sobre el tiempo es:
a)y=31-0.71x b) y=3.1+0.71x c)y=04+0.8x d)y=04-0.8x
Solucioén: b)
10. La recta de regresion lineal del tiempo sobre los errores es:
a)y=31-0.71x b)y=31+0.7 c)y=04+0.8x d)y=04-0.8x
Solucién: c)
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RESUMEN
Histograma Representacion grafica de los datos agrupados en intervalos. 5
0
Media aritmética _ Zi XiN; k X:O-2+1~4+2-2 H3~15+4~6+5~1+6~1=26=252
X = = z Xj fi 50 50
n i=1
Mediana Valor tal que en la distribucién hay tantos datos menores que él
como mayores que él.
Moda Dato con mayor frecuencia, el que mas veces se repite.
Varianza n n
2\ 2
Y6 -xF 204)f
g2 —i=l _1=1 _%2
n n
Desviacion tipica S = J/Varianza
Covarianza iz i =X (Yi= V) XXX Yiohyj o
Syy = = -X-y
n n
Coeficiente S
- Ly =—— —1<r<t
correlacion Y s, sy
Dependencia r = —1 dependencia funcional lineal negativa
lineal —1 < r< 0 dependencia negativa

r = 0 no existe dependencia lineal, ni funcional
0< r <1 dependencia positiva
r = 1 dependencia funcional lineal positiva

Recta regresion Y
sobre X

_ S _
y=Y+—%(x-X)
SX
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CAPITULO 12: DISTRIBUCIONES
ACTIVIDADES PROPUESTAS
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

1. Se lanzan 3 monedas y contamos el niumero de caras que salen. Haz un diagrama en arbol. Escribe en una tabla la
funcién de cuantia y la funcién de distribucion. Representa la funcién de cuantia en un histograma y con una linea la
funcién de distribucion.

Solucién gréfica:

Tancar
Lanzamianio Lanzamierio Lanzamicnio

C cCccC
c
{ + CC+
c
{ C Cs+C
+ Ce+s
C +CC
c
-::: + +C»
C ++C
{ L LR N
Nimero de caras 0 1 2 3
Funcién de cuantia: p(x) 1/8 3/8 3/8 1/8
Funcién de distribucion: F(x) 1/8 4/8=1/2 7/8 8/8=1
2. Se lanzan 2 dados y contamos el nimero de 5 que aparecen. Haz un ]
diagrama en arbol, escribe en una tabla la funcién de cuantia y la funcién 118 E('glc:co y Cinco) = 138
de distribucion, y represéntalas graficamente. Gince
Solucién: 116 .
Namero de 5s: 0 1 2 s i O
Funcién de cuantia: p(x) 25/36 10/36 1/36 ks it il
Funcion de distribucion: F(x) 25/36 35/36 36/36 =1
106 Cinco. .
3. Se lanzan 3 monedas. Por jugar nos cobran 1 euro, y por cada cara que N oo i T
aparezca ganamos 1 euro. Escribe una distribucién de probabilidad y
representa el histograma. ;Cuanto esperas ganar o perder en 100 S~ NaCineo ,
Ianzamientos? p(MNoCinco y NoCinco) = 25/36

Solucion: 800 euros.

4. Una persona apuesta 10 euros a un juego de tirar una moneda y que salga cara o cruz (o similar). Si gana se retira y deja
de jugar. Si pierde, apuesta el doble, 20 euros. Si gana se retira. Si pierde apuesta el doble, 40 euros. Y asi
sucesivamente. Con esta estrategia siempre acaba ganando 10 euros, pero tiene un defecto, jque no lleve suficiente
dinero para seguir jugando hasta ganar! Imagina que lleva 500 euros. A) Haz un diagrama de arbol y calcula todas las
posibilidades y sus probabilidades. B) La distribucién de probabilidad: Ganancia (x) — Probabilidad (x). C) ¢Es un juego
ventajoso? ;Y para nuestro jugador? D) Calcula la probabilidad de ganar 10 euros y la de perder 500 euros.

Solucién grafica:

Probabilidad Ganancia
Probabilidad de ganar 10 euros 63/64 10
Probabilidad de perder 1/64 320

E(x) = 10(63/64) — 320(1/64) = 310/64. Es ventajoso si llevamos suficiente dinero. Pero con 500 euros ya no tiene dinero

para la séptima jugada seguida de pérdidas.

5. Lanzamos dos dados. Si apostamos al 7 y sale, recuperamos tres veces lo apostado. Si apostamos que sale menor que 7
y sale, recuperamos lo apostado, y lo mismo si apostamos que sale mayor que 7. ;Cuél es la mejor estrategia?

Solucion: Sea x la cantidad apostada

P(x)

1/6

15/36

15/36

Ganancia

Xx-x=2x

X-x=0

xX-x=0

E(x) = 2/6. La mejor estrategia es apostar al 7.
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6. Se ha comprobado que la distribucién de probabilidad del sexo de un recién nacido es:
Sexo del recién nacido: chica chico
Probabilidad: 0.485 0.515
En un hospital van a nacer hoy 10 bebés. Escribe la expresion de probabilidad de que nazcan 7 chicas.

Solucién: P(x = 7) = (170) .0.4857 - 0.515°

7. Se estima que el porcentaje de hogares que utiliza una determinada marca de tomate frito es del 12 %. En una muestra
de 20 hogares, ¢qué probabilidad hay de encontrar entre 6 y 15 que lo utilicen? (No lo calcules, solo plantea como lo
calcularias).

Solucién: Y13 (ZxO) -0.12% . 0.8820-*

8. Lanzamos dos monedas y contamos el numero de caras. Calcula la media y la desviacion tipica de dicho experimento.
1
Solucion: E(x) = 1; 6?=1/2; 0= ——
V2

9. Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 3 veces. Indica las siguientes probabilidades. A)
Probabilidad de que el nimero de caras sea menor que 1. B) Probabilidad de que el niumero de caras sea menor o igual a
1.

Solucion: A) P( caras < 1) = P(caras = 0) = 1/8. B) P(caras <1) = P(caras = 0) + P(caras = 1) = 1/2.

10. Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 5 veces. Indica las siguientes probabilidades. A)
Probabilidad de que el nimero de caras sea menor que 3. B) Probabilidad de que el niumero de caras sea menor o igual a
3.

Solucion: A) P(caras < 3) = 1/2. B) P(caras < 3) = 13/16.

11. Escribe la expresién (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar una moneda 15 veces el nimero de caras sea
menor que 5.

X 15-x
Solucién: P(caras < 5) = i 5L (L _ o4l
x=0\ X 2 2 213

12. Escribe la expresion (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar un dado 15 veces el nimero de cincos sea mayor
que 10.

X 15-x
Solucién: P(numero de §s > 10) = 125; [15} . (l) [ij
x=11\ X 6 6

13. En el control de calidad de bombillas de bajo consume de una fabrica se ha comprobado que el 90 % son buenas. Se
toma una muestra de 500 bombillas. Por término medio, ¢ cuéntas serén de buena calidad? Calcula la media, varianza y
desviacién tipica.

Solucién: E(x) = 450; o* = 45; o ~6,7.

14. En el estudio sobre una nueva medicina para la hepatitis C se ha comprobado que produce curaciones completas en el
80 % de los casos tratados. Se administra a mil nuevos enfermos, ;,cuédntas curaciones esperaremos que se produzcan?

Solucién: 800 curaciones.

15. Utiliza la desigualdad de Chebycheff para indicar los intervalos de probabilidad para el juego de apostar a obtener mas de
7 al tirar dos dados. (Ayuda: p=-1/6 y o ~ 0.986).

Solucion:

16. En la fabrica de bombillas de bajo consumo con B(500, 0.9) utiliza la desigualdad de Chebycheff para determinar los
intervalos tales que P(a <x <b)>0.75, y que P(c < x <d) > 0.89.

Solucién:

17. En la medicina para la hepatitis C con B(1 000, 0.8) utiliza la desigualdad de Chebycheff para determinar los intervalos
tales que la probabilidad de curacién sea P(a < x <b) >0.75, y que P(c < x < d) > 0.89.

Solucion:

18. Calcula A para que f(x) = A(x2 - 16) sea una funcion de densidad. Determina el dominio. Calcula la media y la varianza.

Solucién:

19. Un estudio propone una alternativa para el modelado de la demanda diaria de un articulo (en unidades): una distribucién
uniforme en el intervalo [21, 33]. Se pide calcular la probabilidad de que la demanda diaria sea mayor que 28 unidades.

Solucién:

20. Utiliza |a tabla de la normal tipificada para calcular:

a) P(z<0.37); b) P(z < 1.51); c) P(z > 0.87); d) P(z < —0.87); e) P(0.32 < z < 1.24).
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Solucién:

21. Se trata a pacientes con trastorno del suefio con un tratamiento que modela el niumero de dias con una distribucién
normal de media 290 dias y desviacion tipica 30. Calcula la probabilidad de que al tomar una persona al azar su
tratamiento dure mas de 300 dias.

Solucion: P(x < 300) = 0.3707.

22. En una estacién meteoroldgica que las precipitaciones anuales de lluvia tienen una media de 450 mm/m?2 con una
desviacion tipica de 80 mm/m2. Suponemos que la variable aleatoria sigue una distribucién normal. Calcula la
probabilidad de que: a) Este proximo afio la precipitacion exceda los 500 mm/m2. b) La precipitacion esté entre 400 y 510
mm/m2, ¢) La precipitacion sea menor de 300 mm/m2.

Solucion: a) P(x < 500) = 0.2676; b) P(400 < x < 510) = 0.5058; c) P(x < 300) = 0.0307.

23. En el caso del problema anterior de una N(450, 80) determina la probabilidad de que la variable esté en los intervalos
(b—o,puto) (L—20,p+20), (u- 30, u+t o)

Solucion: P(u—o<x < u+ 0)=0.6826, P(u—20<x <u+* 20)=0.8544, P(u — 30 <x <u+* 30) = 0.9974

24. En una fabrica de coches se hacen pruebas para conocer el tiempo que tardan sus vehiculos en alcanzar la velocidad
punta. Se considera que esa variable aleatoria tiempo se distribuye segln una distribucién normal de media 20 s y
desviacion tipica 2 s. Calcula las probabilidades siguientes: a) Que un vehiculo alcance su velocidad punta a los 25 s. b)
Alcance su velocidad punta en menos de 25 s. ¢) La alcance entre 18 s y 22s. d) ¢ Qué velocidad punta consideras que
tendran los vehiculos rapidos? e) ¢ Y los lentos?

Solucion: a) P(x = 25), o mejor, P(x > 25) = 0.0062; b) P(x < 25) = 0.9938; c) P(18 < x < 22) = 0.6826; d) Rapido si su

velocidad es mayor que 22 km/h, muy rapido si 24 km/h, lento si 18 km/h, y muy lento si 18 km/h.

25. Se lanza una moneda mil veces, ¢cudl es la probabilidad de que el numero de caras obtenidas esté entre 400 y 6007 ;Y
de que sea mayor que 8007

Solucion: P(400 < x < 600) ~1; P(x < 800) ~0.

26. Utiliza la tabla de la normal tipificada para calcular:

a) P(z<0.37); b) P(z< 1.51); c) P(z> 0.87); d) P(z< —0.87); e) P(0.32 < < 1.24).
Solucion: a) P(z <0.37) = 0.9345; b) P(z < 1.51) = 0.1922; ¢) P(z >0.87) = 0.1922; d) P(z <—0.87) = 0.1922;
e) P(0.32<z<1.24) = 2670

27. En una fabrica de bombillas de bajo consumo se sabe que el 70 % de ellas tienen una vida media superior a 1000 horas.
Se toma una muestra de 50 bombillas, ¢cual es la probabilidad de que haya entre 20 y 30 cuya vida media sea superior a
mil horas?, ¢y la probabilidad de que haya méas de 45 cuya vida media sea superior a 1 000 horas?

Solucion: P(20 < x < 30) = 0.0823.

28. Se investigan a pie de urna las preferencias de votos en la Comunidad de Madrid. De 2 000 encuestas 700 votan al
partido X. Cuantos tendrian que votar al partido estudiado para que ganara con un 99 % de confianza.

Solucién:
29. Rehaz los célculos de la actividad anterior para un nivel de confianza del 99 %.

Solucion: Como 700/2000 = 35, una primera respuesta podria ser que 0.35-8000000 = 2800000 votos, pero, ;qué
confianza podemos tener de ese resultado.
Fijamos un nivel de significacién a, o un grado de confianza, 1 — a. Sea = 0.01y 1 — a=0.99.
Sea p la proporcién de votantes al partido estudiado. Tenemos una distribucion binomial de media x = np =

2000p y o=+/npq=,/2000-p(1-p). Calculamos la probabilidad de que el nimero de votantes al partido

estudiado de la muestra sea: P(u —ko <X <u+* ko) >0.99
Pasamos de la distribucion binomial a la normal para calcular k y p:
P(u—ko—0.5<X<u+ko+0.5)>0.99.

_k0_05_<Z_<+k0+05)20,99,
c c

Tipificamos: P(

Obtenemos que z = > 2.58, por lo que ko + 0.5 > 2.58c. Debemos sustituir 1 y o en funcion de p

+ko+0'5

(o}
como se hizo anteriormente y se obtiene que: P(2796519 <x <2803480) > 0.99.

30. Se investigan los habitos de consumo de una poblacion de dos millones de personas. Se pasa una encuesta a mil perso-
nasy se les pregunta si en su domicilio se cocina con gas, de los que 600 responden afirmativamente. Qué puedes afir-
mar sobre el nimero de personas en las que en su domicilio se usa gas con un nivel de confianza del 95 %.

Solucion: P(1198643 <x <1201357) > 0.95.
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31. Se lanza 600 veces un dado y contamos el nimero de 5s. a) ¢ Cual es el intervalo simétrico respecto de la media con una
probabilidad de 0.99? b) Lo mismo con una probabilidad del 0.6.

Solucion: a) P(76 <x <124) >0.99; b) P(92 <x <108) >0.6.

32. Una compaiiia aérea ha estudiado que el 5 % de las personas que reservan un billete para un vuelo no se presentan, por
lo que venden mas billetes que las plazas disponibles. Un determinado avién de la compaiiia tiene 260 plazas (con lo que
suelen reservar hasta 270). Calcula la probabilidad de que lleguen 260 pasajeros. En 500 vuelos de dicho avién, ¢en
cuantos consideras que habra exceso de pasajeros?

(Ayuda: Busca una binomial tal que p(x > 260) < 0.02 = p(x < 260) = 1 - p(x > 260) > 0.98).

Solucién:

270 270 (270 n 270-n
P(hayaexcesode pasajeos) = P(lleguenmasde 260)= > P(lleguenn)= 3" [ )(Ej (i) B
e S\ n J\100) 100 100

En 500 vuelos aproximadamente habra exceso de viajeros en 65 vuelos
2. MUESTREQ ESTADISTICO

33. Sefiala en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacién o una muestra:
a) Eldidmetro de los tornillos que fabrica una maquina diariamente.
b) Laaltura de un grupo de seis amigos.

Solucién: a) Muestra pues seria muy costoso medir toda los tornillos de la produccion;

b) Poblacién, ya que ésta sélo tiene 6 elementos.

34. Se puede leer el siguiente titular en el periédico que publica tu instituto: “La nota media de los alumnos de 2° de
Bachillerato de la Comunidad de Madrid es de 7.9". ; Cémo se ha llegado a esta conclusion? ; Se ha estudiado a toda la
poblacién? Si hubieran seleccionado para su calculo solo a las mujeres, 4 seria representativo su valor?

Solucién: Probablemente se ha calculado la media tomando una muestra, aunque la Comunidad tiene las

calificaciones de toda la poblacion. Si s6lo se seleccionan a las mujeres no seria una muestra representativa.

35. Para estudiar el nimero de accidentes de una poblacion de mil conductores, de los cuales la mitad tiene carnet de
conducir entre 5y 20 afios, la cuarta parte lo tiene mas de 20 afios y la otra cuarta parte lo tiene menos de 5 afios. Se
quiere elegir por muestreo aleatorio estratificado proporcional, 50 conductores, ;,cuantos seleccionarias de cada grupo?

Solucion: Seleccionamos 25 con carnet entre 5 y 20 afos, 12 0 13 con mas de 20, y 13 0 12 con menos de 5 afios de

carnet.

36. Piensa en una pregunta y haz un sondeo bien entre las personas de tu clase, de tu centro de estudios o de tu ciudad.

Solucion abierta y manipulativa

37. Confecciona la ficha de una encuesta. Y de nuevo pasala entre las personas de tu clase, de tu centro de estudios o de tu
ciudad. Haz un estudio estadistico cuantitativo con el resultado obtenido.
38. Solucion abierta y manipulativa

39. Los parametros de una distribucion son p = 20 y desviacion tipica o = 3. Se extrae una muestra de 400 individuos.
Calcula P(19.9 < x <20.3).

Solucion: P(19.9< X < 20.3) 0.7226.

40. Los pesos de las ovejas de una cierta ganaderia tienen una media de 50 kg con una desviacion tipica de 4. Elegimos al
azar una muestra aleatoria simple de 100 ovejas. A) Determina la probabilidad de que su media sea superior a 51 kg.
B) Sea inferior a 56 kg. C) Sea superior a 48 kg. D) Esté entre 48 kg y 52 kg.

Solucion: A) P( X > 51) = 0.0062; B) P( X < 56)=1; C) P(X>48)=1; D) P(48< X <52)=1.

41. Una poblacién tiene una media p = 400 y una desviacion tipica o = 20. Extraemos una muestra de 1 000 individuos. Halla
el intervalo caracteristico, para una probabilidad de 0.95, de la media muestral. Lo mismo para una probabilidad del 0.99.

Solucion: P(399.2 <x <400.77) >0.95; P(398.8 <x <401.17) >0.99.

42. El peso de una poblacién se estima que tiene de media n = 70 kg y una desviacion tipica = 10. Se elige una muestra
aleatoria simple de 100 individuos y se pesan todos juntos. Calcula la probabilidad de que dicho peso sea superior a
7010 kg.

Solucion: P(Suma > 7010) = 0.4602.

43. En los examenes de selectividad la proporcion de aprobados es del 98 %. Un centro escolar presenta a 78 estudiantes al
examen.

a) ¢Qué distribucion sigue la proporcion de aprobados?

b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 3 suspensos.

c) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya mas de 10 suspensos.

d) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida no haya ningun suspenso.
Solucion: a) N(0.98, 0.00029); b) P(x < 3) = 0.7764; c) P(x > 10) = 0; d) P(x = 0) = 0.1949.
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44, En una fabrica de bombillas de bajo consumo hay que rechazar por defectos al 2 % de la produccién. Se toma una

muestra aleatoria simple de 100 bombillas.
a) ¢ Qué distribucion sigue la proporcion de bombillas defectuosas?
b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 5 bombillas defectuosas.

Solucioén: a) N(0.02, 0.014); b) P(x < 5) 0.9625.

45. En una actividad anterior vimos que en una compafiia aérea se habia estudiado que el 5 % de las personas que reservan
un billete para un vuelo no se presentan. Un determinado avion de la compafia tiene 260 plazas. ;Qué numero de
reservas n puede aceptar la compafiia admitiendo una probabilidad del 0.02 para que el nimero de reservas supere al
numero de plazas? (Ayuda: Busca una binomial tal que p(x > 260) < 0.02 = p(x < 260) = 1 — p(x > 260) > 0.98).

95Y( 5\
Solucion: Solucion: Se cumple que P(X < 260) Z ](100] (100] >0.98, Probando con n>260, se cumple que

268 5
el primer n en el que la probabilidad baja de 0,98 es 268: p(x <260)= Z 100 —

268—i
=0.95...
10 0] Por tanto

n=267.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Selanza un dado tres veces y se cuenta el nimero de treses que aparecen. Dibuja el histograma, la funcién de cuantia y
la funcion de distribucion. Calcula la media y la desviacion tipica.
Solucién gréfica:

Niumero de treses 0 1 2 3
Funcidn de cuantia: p(x) 125/216 75/216 15/216 1/216
Funcion de distribucién: F(x) 125/216 200/216 215/216 216/216

E(x) = 0.5; o* = 0.666...; o= 0.816.
2. Lanzamos 4 monedas. Por cada cara que salga ganamos 5 euros, pero debemos pagar 3 euros por jugar. ¢ Cuanto espe-
ras ganar en una jugada? ;Y en 20 jugadas? ;Y en 100 jugadas?

Solucién:
Numero de caras 0 1 2 3 4
Ganar -3 5-3=2 10-3=7 15-3=12 20-3=17
p(x) 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

En una jugada se espera ganar 7 euros, en 20 se espera 140 euros y en 100 jugadas, 700 euros.

3. Disponemos de dos urnas, la primera con 6 bolas idénticas numeradas del 1 al 6; la segunda con 4 bolas idénticas nume-
radas del 1 al 4. Sacamos a la vez una bola de cada urna, y consideramos la variable aleatoria, “suma de puntos obteni-
dos”. A) Calcula la distribucion de probabilidad y dibuja el histograma correspondiente. B) Si sacamos mas de 5 puntos
ganamos 10 euros, y en caso contrario perdemos la misma cantidad. ¢ Es un juego equitativo?

Solucién gréfica: A)

Suma 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p(x) 1/24 2/24 3/24 4/24 4/24 4/24 3/24 2/24 1/24

B) E(x) = 3.33... euros.

4. La poblacién activa de un cierto pais se puede dividir en los que tienen estudios superiores y los que no los tienen, siendo
el primero de un 20 %. Elegimos 10 personas de la poblacion activa al azar. Escribe la expresién de todas las posibilida-
des y sus probabilidades. Calcula la probabilidad de que haya 9 o 10 que tengan estudios superiores.

Solucién: P(x = X) = (10) 0.2X . 0.810-%;

_ _ _ 10 9 10-9 10 10 _ _
Plx=9) o Px=10)= | | 0,270,817+ 0 -0,2'%=0.29 . (8 + 0.2) = 0.0000042.

5. Sip(x) es la probabilidad de tener x éxitos en una distribucion binomial B(n, p), y p(x+1) es la de obtener x+1 éxitos, com-

prueba que se verifica la siguiente relacion recurrente: p(x +1) = (X) S X)q£

Solucion:
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n X+ n—-x—1 n! X qn_x
P(x+1)=(x+1)'p l-q 1—(x+1)!(n_x_1)!-p Py

__ nm-x» g p@©m-x)p

“xa+nm-0 VP T T T+ g

6. Enuna ruleta hay 37 nimeros numerados del 0 al 36, de los cuales 18 son pares y 18 impares. Si sale el 0 gana la ban-
ca. Jugamos al dos por 1 a impar, apostamos 10 euros a impar, y la banca nos paga 20 euros si sale un impar, y se que-
da con nuestros 10 euros si no sale, ¢ Te parece un juego equitativo?

Solucion: E(x) = —10/ 37. No es equitativo. Gana la banca.

7. Juego de San Petersburgo: Se lanza una moneda no trucada hasta que aparece cara. Si sale en el primer lanzamiento,
se ganan 10 euros, si en el segundo, 20, si en el tercero, 40, ... y en el n-ésimo, 10-2"*1. Calcula la ganancia media si sélo
se puede lanzar 5 veces la moneda. Y si se puede lanzar 10 veces?

Solucién: Con 5 jugadas E(x) = 25 €, con 10 jugadas E(x) = 50 €.

8. Lanzamos un dado no trucado mil veces y contamos el niumero de 5, ;qué nimero de éxitos esperamos con una probabi-
lidad no inferior al 0.95, es decir, en el intervalo media menos dos veces la desviacion tipica y media mas dos veces la
desviacion tipica?

Solucion: P(143 <x <191) >0.95.

9. Calcula A para que la funcién siguiente sea una funcidn de densidad de probabilidad.

0 Six<0
Ax sSi0<x<8§
f(x)= i
Al6—-x)sI8<x<16
0 Six>16

a) Dibuja su gréfica y calcula las siguientes probabilidades: P(x< 5); P(6 < x < 10); P(x > 12).
b) Calcula la media y la desviacion tipica.

Solucion:

10. Calcula A en cada uno de los casos siguientes para que la funcion f(x) sea una funcion de densidad de probabi-
lidad.
a) f(x) = Ax3(x - 3) siendo nula para x< 0,y x> 3.

=
=
X XX
TINTIT!
>> >
>
P A

x —3)?siendo nula para x <0,y x>3
c) fix x —3) siendo nula para x <0,y x>3
d) f(x) = Ax3(x - 3)? siendo nula para x <0,y x> 3

Calcula en cada caso P(x< 1) y P(x > 2).

Determina la media y la varianza. Analiza las diferencias.
Solucion:
11. En una distribucion binomial B(10, 0.3) calcula P(x = 0), P(x = 0), P(x = 10) y P(x = 7). Determina también la media y la

desviacion tipica.
Solucion: P(x = 0) = 0.0282, P(x =0) = 0.972, P(x = 10) = 0.028 y P(x = 7) = 0.009; E(x) = 3; 0?= 2.1; o= 1.45.
12. Lanzamos 5 monedas, calcula las probabilidades de obtener:

a) 0 caras, b) 1 cara, C) 2 caras, d) 3 caras
Solucion: P(0) = 1/32; P(1) = 5/32; P(2) = 10/32; P(3) = 10/32.
13. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
a)P(z=0), b)P(z<0), c)P(z=1.82), d)P(z>1.82).

Solucién: a) P(z=0)=0, b) P(z< 0) = 0.5, ¢) P(z= 1.82) = 0, d) P(z> 1.82) = 0.0344.
14, Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
a) P(z>4), b) P(z < 4), c) P(z>1), d) P(z<1).

Solucion: a) P(z>4)=0,b) Pz<4)=1, c¢)P(z>1)=0.1587, d) P(z<1)=0.8413.
15. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
a) P(1<z<2),b)P(-1.3<z<4), c) P(-0.2<z<2.34), d) P(-1<z<1).
Solucioén: a) P(1<z<2)=0.1359, b) P(-1.3<2<4)=0.9032, c) P(—0.2< 2 < 2.34) = 0.5694, d) P(—1<z < 1) = 0.6826
16. Calcula en una distribucion normal N(1, 2) las probabilidades siguientes:
a)P(x>4), b)P(x<4), c) P(x>1), d) P(x<1).
Solucién: a) P(x > 4) = 0.0668, b)P(x <4)=0.9332, ¢)P(x>1)=0.5d) P(x<1)=0.5
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17. Calcula en una distribucién normal N(0.5, 0.2) las probabilidades siguientes:

a) P(x>4), b)P(x<4), c) P(x>1), d) P(x<1).
Solucioén: a) P(x > 4) = 0, b)P(x<4)=1, c)P(x>1)=0.0062, d) P(x<1)=0.9938.
18. Calcula en una distribucion normal N(1, 1/2) las probabilidades siguientes:

a) P(1<x<2), b)P(-1.3<x<4), c) P(-0.2 < x<2.34), d) P(-1<x<3).

Solucion: a) P(1<x< 2) = 0.4772, b)P(—1.3<x<4)=1, ¢)P(-0.2<x<234)=0.9881, d)P(-1<x<3)=1

19. En una distribucion binomial B(10, 0.3) calcula la media y la desviacion tipica, y mediante la aproximacién a la normal
determina P(x = 0), P(x = 0), P(x = 10) y P(x = 7). Compara con los resultados obtenidos en el ejercicio 9.

Solucion: u= 3, o= 1.45; P(x = 0) = 0.984, P(x =#0) = 0.016, P(x = 10) = 0 y P(x = 7) = 0,008.

20. En una distribucion binomial B(100, 0.4) calcula la media y la desviacion tipica, y mediante la aproximacion a la normal
determina P(x > 40), P(x < 50), P(x > 50) y P(40 < x < 50).

Solucion: p= 40, o= 4.898; P(x > 40) = 0.4602, P(x <50) = 0.9738, P(x >50) = 0.0262 y P(40 <x <'50) = 0.9476.

21. En una distribucion binomial B(1000, 0.5) calcula la media y la desviacién tipica, y mediante la aproximacién a la normal
determina P(x < 200), P(x = 150), P(x < 150) y P(50 < x < 150).

Solucion: p =500, o= 15.81; P(x < 200) = 0, P(x = 150) = 1, P(x < 150) = 1 y P(50 <x <150) = 1.

22. En una distribucion binomial B(1000, 0.05) calcula la media y la desviacion tipica, y mediante la aproximacion a la normal
determina P(x > 200), P(x = 200), P(x < 200) y P(50 < x < 200).

Solucion: p= 50, o= 6.89; P(x > 200) = 0, P(x = 200) = 0, P(x < 200) = 1y P(50 <x <200) = 0.5279.

23. Una fabrica de méviles ha comprobado que el 1 % de los que fabrica son defectuosos. En un control de calidad se toman
10 moviles al azar. Calcula la media y la desviacion tipica. Calcula la probabilidad de que haya méas de 2 méviles defec-
tuosos.

Solucion: u=0.1, 0=0.31; P(x >2)=P(z>4.51)= 0.

24. La probabilidad de que Maria gane a Raquel en una partida es de 0.4. Juegan 6 partidas. Calcula la probabilidad de que:
a) Maria gane alguna vez. b) Raquel gane al menos una vez. ¢) Raquel gane més de la mitad de las partidas. d) Maria
gane 2 partidas.

Solucién: a) P(Maria gane alguna vez) = 0.9534. b) P(Raquel gane al menos una vez) = 0.9959. c) P(Raquel gane mas

de la mitad de las partidas) = 0.5443. d) P(Maria gane 2 partidas) = 0.2488.

25. Las estaturas de las personas de una cierta poblacion se distribuyen segun una normal de media 180 cm y desviacion
tipica 15 cm. Determina la probabilidad de que: a) Una persona tenga una estatura superior a 190 cm. b) Una persona
tenga una estatura menor a 160 cm. c) 4 Qué proporcion de personas tienen una estatura comprendida entre 160 cm y
190 cm?

Solucion: a) P(x > 190) = 0.2646; b) P(x < 160) = 0.0918; c) P160 < x < 190) 0.6536.

26. En un examen para entrar en un cuerpo del Estado se sabe que los puntos obtenidos se distribuyen segun una normal de
media 100 y desviacion tipica 10 puntos. Determina la probabilidad de que: a) Un opositor obtenga 120 puntos. b) Si para
aprobar es necesario tener mas de 120 puntos, ¢Qué porcentaje de opositores aprueban? c) Si aprueban Unicamente los
que estan entre el 20 % de los mejores, ¢,cuantos puntos debe obtener un opositor para aprobar?

Solucién: a) Si es una distribucién normal, 0. Si la consideramos binomial, 0.0054; b) Aprueban un 2 %; c) Mas de 108

puntos.

Matematicas Generales. 1° Bachillerato. www.apuntesmareaverde.org.es




156

AUTOEVALUACION
1. Se lanza un dado tres veces y se anota el nimero de cuatros que aparecen. La distribucidon de probabilidad que
tenemos es:
a) B(4, 1/6) b) B(4, 1/4) c) B(3,1/6) d) B(3, 5/6)
Solucién: c)
2. En la distribucion anterior, la media es:
a)u=4/6 b)u=1/2 c)u=15/6 du=1
Solucién: b)
3. Y la varianza es:
a) 2= 15/12 b) 6?=5/6 c) 6’=1/36 d) o%=5/12
Solucion: d)
4, Utiliza la tabla de la distribucion normal estandar para calcular la probabilidad P(z < 2.02), que vale:

a) P(z<2.02)=0.0217 b)P(z<2.02)=0.9772 ¢)P(z<2.02)=0.0228 d)P(z<2.02)=0.9783
Solucién: d)

5. Utiliza la tabla de la distribucién normal estandar para calcular la probabilidad P(0.5 < z < 1.5), que vale:
a) 0.3417 b) 0.9332 c) 0.6915 d) 0.2742
Solucién: a)
6. Sin mirar la tabla, ni tipificar la variable, la probabilidad de P(x < ) es:
a)-04 b) 0.5 c) 0.6 d) No puede saberse
Solucién: b)
7. En una distribucion binomial B(10, 0.3) el valor de P(x = 0) es:
a)0.11 b) 0.0198 c) 0.00001024 d) 0.8
Solucion: b)
8. El 2 % de las pastillas de freno fabricadas se sabe que son defectuosas. En una caja con 2000 pastillas, la
probabilidad de que haya menos de 50 defectuosas es:
a) 0.6011 b) 0.7635 c) 0.9357 d) 0.8655
Solucién: c)
9. Una fabrica de ordenadores ha comprobado que el 5 % de los que fabrica son defectuosos. En un control de calidad
se toman 10 ordenadores al azar. Determina si la probabilidad de que no haya ninguno defectuoso es:
a) 0.5987 b) 0.4027 c) 0.9357 d) 0.8074
Solucién: a)
10. La probabilidad de que Maria gane a Raquel en una partida es 2/3. Juegan 4 partidas. Determina si la probabilidad de
que Maria gane alguna vez es:
a) 0.0123 b) 0.5 c) 0.8972 d) 0.9877

Solucion: d)
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AREAS BAJO LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL ESTANDAR, N(0, 1)
Ay

N(O, 1)
P(z <k)

X

k Tabla de la uam: Universidad Autonoma de Madrid

z 0 001 0.02 0.03 004 | 005 006 0.07 0.08 0.09

00| 05000 05040 05080 05120 05160 | 05199 05239 05279 05319 05359
01| 05398 05438 05478 05517 05557 | 05596 05636 05675 05714 05753
02| 05793 05832 05871 05910 05948 | 05987 06026 06064 06103 06141
03| 06179 06217 06255 06293 06331 | 06368 06406 06443 06480 06517
04| 06554 06591 06628 06664 06700 | 06736 06772 06808 06844 06879
05| 06915 06950 06985 07019 07054 | 07088 07123 07157 07190  0.7224
06| 07257 07291 07324 07357 07389 | 07422 07454 07486 07517  0.7549
07| 07580 07611 07642 07673 07704 | 07734 07764 07794 07823  0.7852
08| 07881 07910 07939 07967 07995 | 08023 08051 08078 08106  0.8133
09| 08159 08186 08212 08238 08264 | 08289 08315 08340 08365  0.8389
10| 08413 08438 08461 08485 08508 | 08531 08554 08577 08599  0.8621
11| 08643 08665 08686 08708 08729 | 08749 08770 08790  0.8810  0.8830
12| 08849 08869 08888 08907 08925 | 08944 08962 08980  0.8997  0.9015
13| 09032 09049 09066 09082 09099 | 09115 09131 09147 09162 09177
14 09192 09207 09222 09236 09251 | 09265 09279 09292 09306  0.9319
15| 09332 09345 09357 09370 09382 | 09394 09406 09418 09429 09441
[B068| 09452 09463 09474 09484 09495 |WNOMBOBMN 09515 09525 09535  0.9545
17| 09554 09564 09573 09582 09591 | 09599 09608 09616 09625  0.9633
18 09641 09649 09656 09664 09671 | 09678 09686 09693 09699  0.9706
19 09713 09719 09726 09732 09738 | 09744 09750 09756 09761 09767
20| 09772 09778 09783 09788 09793 | 09798 09803 09808 09812  0.9817
21| 09821 09826 09830 09834 09838 | 09842 09846 09850 09854  0.9857
22| 09861 09864 09868 09871 09875 | 09878 09881 09884 09887  0.9890
23| 09893 09896 09898 09901 09904 | 09906 09909 09911 09913 09916
24| 09918 09920 09922 09925 09927 | 09929 09931 09932 09934 09936
25| 09938 09940 09941 09943 09945 | 09946 09948 09949 09951  0.9952
26| 09953 09955 09956 09957 09959 | 09960 09961 09962 09963  0.9964
27| 09965 09966 09967 09968 09969 | 09970 09971 09972 09973  0.9974
28| 09974 09975 09976 09977 09977 | 09978 09979 09979 09980  0.9981
29| 09981 09982 09982 09983 09984 | 09984 09985 09985 09986  0.9986
30| 09987 09987 09987 09988 09988 | 09989 09989 09989 09990  0.9990
31| 09990 09991 09991 09991 09992 | 09992 09992 09992 09993  0.9993
32| 09993 09993 09994 09994 09994 | 09994 09994 09995 09995  0.9995
33| 09995 09995 09995 09996 09996 | 09996 09996 0999 09996  0.9997
34| 09997 09997 09997 09997 09997 | 09997 09997 09997 09997  0.9998
35| 09998 09998 09998 009998 09998 | 09998 09998 09998 09998  0.9998
36| 09998 09998 09999 09999 09999 | 09999 09999 09999 09999  0.9999
37| 09999 09999 09999 09999 09999 | 09999 09999 09999 09999  0.9999
38| 09999 09999 09999 09999 09999 | 09999 09999 09999 09999  0.9999
39| 10000 10000  1.0000  1.0000  1.0000 | 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000
40| 10000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000 | 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000
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Lanzamos dos monedas y contamos el
ndmero de caras:

RESUMEN
Propiedades de 1) p(x)=0
funcién de 2) Epx)=1.
cuantia
Propiedades de 1) 0<F(x)<1
funcion de 2) F(x) es una funcidn creciente
distribucién 3)  Flxmaximo) = 1

Numero de caras (x): 0 1 2
Funcidn de cuantia 1/4 1/2 1/4
(p(x)):

Funcién de 1/4 3/4 4/4
distribucion F(x):

Esperanza
matematica

E(X)=M=in - p(%)

w=0-(1/4) + 1-(1/2) + 2(1/4) = 1

Varianza y
desviacion tipica

o’ =3 (% -’ p(x)=EX)-E*(X)

o’ =(0-1)*(1/4) + (1-1)*(1/2) +
(2-1)%(1/4) = 1/2.

5 = E(X*)—E*(X) o =i/2

Distribucion n _ 0,5

binomial B(n, p) :(Xj' px ‘qn " '
E(x)=p=np, 0
c’=n-pqg=n-p{1-p) 0 2 4 6 8 10
B(10, 1/2).
Distribucién —(x-p)*
normal e 2

N(u,0): o(X) = Gm

Aproximacion de
la binomial a la
normal

Una binomial con npg > 9 se considera se ajusta bien a
una normal de igual media y desviacidn tipica.
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