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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Mentalmente decide cudles de las siguientes fracciones tienen una expresion decimal exacta y cuales
la tienen periddica:

a) 1/9 = Expresion periddica.

b) 7/5 = Expresion decimal exacta.
) 9/50 = Expresion decimal exacta.
d) 2/25 = Expresion decimal exacta.
e) 1/8 = Expresion decimal exacta.
f) 3/22 = Expresion periddica.

2. Halla la expresiéon decimal de las fracciones del ejercicio 1 y comprueba si tu deduccién era correcta:

a)1/9=0,111111111 esta correcto. (Expresion periddica)
b) 7/5 = 1,4 esta correcto. (Expresién decimal)

¢) 9/50 = 0,18 esta correcto. (Expresion decimal)

d) 2/25 = 0,125 esta correcto. (Expresion decimal)

e) 1/8 = 1,5 esta correcto. (Expresidon decimal)

f) 3/22 =0,136363636 esta correcto. (Expresion periddica)

3. Calcula la expresion decimal de las fracciones siguientes:

a)1/5=0,2

b) 1/3 = 0,333333333...
¢) 5/9 = 0,55555555...

d) 2/25 = 0,08

e) 11/400 = 0,0275

f) 1/11 = 0,0909090909...

4. Escribe en forma de fraccidn las siguientes expresiones decimales exactas y redticelas, comprueba
con la calculadora que esta bien:
a) 7,92835 = 792835/100000 a158567/20000
b) 291,291835 = 291291835/1000000 a58258367/200000
c) 0,47 = 47/100

5. Escribe en forma de fraccion las siguientes expresiones decimales periddicas, redticelas y comprueba
que esta bien:
a) 2,353535...=235-2/99 a 233/99
b) 87,2365656565... = 872365-8723/ 9900 = 863642/9900 a431821/4950
c) 0,9999..=9/9=1
d) 26,5735735735... = 2657357-2657/99900 = 2654700/99900 a 26547/999 a 8849/333
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

6. ¢Puedes demostrar que 4,99999...es igual a 5? ¢ Calcula cuanto vale 2,5999...? Ayuda: Escribelos en
forma de fraccion y simplifica.
Para demostrar que 4,99999 es igual a 5 pasamos el nimero a fraccién siguiendo la
explicacion del ejercicio 5 y lo realizariamos de la siguiente manera:
4,99999= 49-4/9 =45/9 =5
Por otra parte, realizamos el mismo proceso con 2,5999:
2,5999= 259-25/90 = 234/90 a 78/30=26/10= 2,6

3 . .
7. Demuestra que V7 es irracional.

.7 3 ,
Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo. Vamos a suponer que V7 es un nimero
racional y llegar a una contradiccion.

.3 , . e .7 . .
Si /7 es un ndmero racional puede escribirse con una fraccién g, gue suponemos irreducible,

§/7=§ ; 7=% ;74 =pd.
Luego en la descomposicién en factores primos de p3 hay un 7, y por tanto p es multiplo de 7
p=7a , 7-q3=7%-a% , q3=7% a3, quetambién es miltiplo de 7, que contradice que

la fraccion S sea irreducible.

3

. . - . 1
8. ¢Cudntas cifras puede tener como maximo el periodo de E?

El resultado de esta fraccién es 0,0212765957446808510638297872340425531914893617
Es decir, puede tener 46 decimales como maximo.

, . . 1 .. .
9. ¢Cudntos decimales tiene ﬁ? éTe atreves a dar una razon?

Tiene siete decimales. La expresién decimal es exacta porque el denominador tiene como
actores primos potencias de 2 0 5 y la mayor potencia es la de 2 que es 7.

10. Haz la division 999 999 : 7 y después 1 : 7. ¢ Es casualidad?
999999 :7 =142 857
1:7=0, 142857
No, no es casualidad. Porque “999 999” es practicamente un millén, por lo tanto, “1” es un millon
seis veces reducido, por lo cual, el resultado va a ser 6 veces mds pequefio.

11. Ahora divide 999 entre 37 y después 1 : 37, ¢ es casualidad?
999:37 =27
1:37=0,2702703
No, no es casualidad debido a que “999” redondeado es 1000 y “1” es 3 veces mas pequefio, por lo
tanto, su resultado va a ser 3 veces mas pequefio.

12. Escribe 3 nimeros reales que estén entre %ﬁ y1.
15 _ 06180
1=1
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

Los 3 nimeros realesson:-0,3;0 y 0,8

13. Escribe 5 nimeros racionales que estén entre V2 y 1,5.
5/2, 5/3, 8/3, 9/2, y 30/4

14. Escribe 5 nimeros irracionales que estén entre 3,14 y it.
3,14131 ; 3,1413131; 3,1411111; 3,141212121; 3,1411211

15. Representa en la recta numérica los siguientes niimeros:
9
a) E =1,8
2 [l [l Il

1 1,5

wuiley
N

b)‘Tl‘"z ~3.25

-3,30 -— -3,20

c) 1,342

1,340

1,345. 1,350

d) -2,5555

-2,56

-
-
-
-
-

-2,5555 -2,55

16. Representa en la recta numérica.
a) V10
b) —V6
c) V27

d) 1+2\/§

B o] U A C D

-Raizde 6 o

Raiz de 10 Raiz de 27 = n® de oro

17. Halla el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a) 5-|5/=5
b) -5 - |-5|=5
¢) -t |-m|l=m

18. Representa las siguientes funciones:
a) f(x) = [x?|
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

X |y |
-2 |4 =
-1 )1 )
O 0 y 2 ] 0 1
1 1
2 |4
b) f(x)=] x>-1|
x |y
-2 3
-1 0
0| 1 /
1 0 A
c) f(x)=|Vx|
X |y 4
2 1,81 d
-1 )1
0 |o S N G T
1 1
2 1,41

19. Representa en la recta real y calcula la distancia entre los nimeros reales siguientes :

a)Distancia (5,9)=|9-5| =4

a) Dist(5, 9) 4 o X .
o' 1- 5 a 9
b) Distancia (-2’3,-4'5)=|-4,5—(-2,3)=1-45+2,3 | =]-2,2| =2,2
b) Dist(-2.3, 4.5) 22 ] . R B ]
45 23 c;' 1'

c) Distancia (-1/5,9/5)=19/5—-(-1/5) | =|9/5+1/5| =2
¢) Dist(-1/5, 9/5) 2
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

d) Distancia ( -3,272727...,6,272727...) = | 6,272727...-(-3,272727...) | =

=|6,272727...+ 3,272727... | =9,545454...

d) Dist(=3.272727...., 9 A o U ;
6.27272727....) o . o
i o 6727

20. Escribe los siguientes intervalos mediante conjuntos y represéntalos en la recta real.
a)[1,7)={xER/1< x< 7}

a){xeR; 1< x<7} o A

L
P

b)(-3,5)={xER/-3<x<5}

b){xeR, 3<x< Fia =) Y L
5) 3 0 1 s
c)(2,8]={xER/2<x<8}
c)ixeR;2<x<8} & o (& 18
0 1 g
d)(-o°,6)={XxER/-2<x<6}
d) {x e R; x <6} o U A
0 1 6
21. Representa en la recta real y escribe de forma de intervalo :
a)2<x<5=(25)
a) (2, 5) o U (A \B
0 1 2‘ 5ir
b) 4<x=(4,)
b) (4, +e0) Y (A
0 1 4
c) 3sx<6=[3,6)
c)3<x<6 2 o [A . B
0 3 ‘e
d)x<7=(-0,7]
d)(—oa,7] - O U !A
0 1 7

22. Expresa como intervalo o semirrecta, en forma de conjunto (usando desigualdades) y representa
graficamente:

a) Un porcentaje superior al 26 %.

b) Edad inferior o igual a 18 ainos.

c) Nimeros cuyo cubo sea superior a 8.

d) Numeros positivos cuya parte entera tiene 3 cifras.

e) Temperatura inferior a 25°C.

f) Nimeros para los que existe su raiz cuadrada (es un numero real).

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
S —-g llustraciones: Creadas con GeoGebra
[———7—=
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

g) Numeros que estén de 5 a una distancia inferior a 4.

a) (26, 100], {x e 91/26 < x <100} A 18
26 100
b) [0,18], {xreR/0<x<18)} [A 18
0 18
o) (2, +00); freR/x >5f QU (A -
0 2
d) [100, 1000); o 8
{x e ®/100 < x <1000 } 100 1000
e) (—o, 25); {xeR/x <25} o il
01 25
(0, +x); {xe®R/x>0} (A U -
o 4 B
2)(1,9; {xeR/l<x <9} (A N: .
\ ¥
1 9

23. Expresa en forma de intervalo los siguientes entornos:
a) E(1,5)
b) E(-2, 8/3)
c) E(-10, 0.001)
a)E(1,5)=(1-5,1+5)=(-4,6)
b) E(-2, 8/3) = (-2 + 8/3, -2 + 8/3) = (-14/3, 2/3)
c) E(-10; 0.001) = (-10 + 0.001, -10 + 0.001) = (-10.001, -9.999)

24. Expresa en forma de entorno los siguientes intervalos:
a)(4,7)
b) (-7, -4)
c)(-3,2)

a) 22 =55, 55—4=15 - E(5.5,1.5)
2

p) D = _55, —55—(=7) = 1.5 > E(=55,15)

C) —32+2 =—05 , —0.5 — (—3) =25- E(_05!25)

25. ¢Los sueldos superiores a 500 € pero inferiores a 1000 € se pueden poner como intervalo de
numeros reales?
*Pista: 600.222333€ ¢puede ser un sueldo?
No se pueden poner como un intervalo, ya que seria el intervalo (500, 1000) , por lo que
600.222333€ seria un sueldo, y no puede serlo al tener mas de dos decimales.
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

26. Copia esta tabla en tu cuaderno y redondea con el numero de cifras indicado

Cifras significativas

Namero 1 2 3 4

Jio
1/9
3.7182
4227

Cifras significativas
Niuimero 1 2 i) 4
\/1_0 3 31 3.16 3.162
1/9 0 0.1 0.11 0.111
3.7182 5] 3.7 3.71 3.718
42.27 40 42 42.2 42.27

1+/5 . . . .
27. Redondea +T\/_ hasta las décimas y halla los errores absoluto y relativo cometidos.

1+2\/§ N 1+2,22361 _ 3.2361 ~ 1,61805
Redondeo: 1,6

Error absoluto: |valor exacto — valor redondeado| = |1,61805 — 1,6] = 0,01805

. error absoluto 0,01805
Error relativo: = ~ 0,01115
valor exacto 1,61805

28. Halla una cota del error absoluto en las siguientes aproximaciones:
a)6.3 b) 562 c) 562.00
a) EA<0.05; b) EA<0.5; c) EA <0.0005.

29. Una balanza tiene un error inferior o igual a 50 g en sus medidas. Usamos esa balanza para elaborar
5 paquetes de café de medio kilogramo cada uno que son un lote. Determina el peso minimo y maximo
del lote. ¢ Cual es la cota del error absoluto para el lote?

Peso minimo del lote: 500 — 50 = 450g — 4505 = 2250g = 2,25kg
Peso maximo del lote: 500 + 50 = 550g — 550-5 = 2750g = 2,75kg
Cota de error absoluto por lote: 50 - 5 = 250g = 0,25kg

2. POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO. PROPIEDADES

30. Calcula las siguientes potencias:
a) —2°=(-2)-(-2)-(=2) - (-=2) - (=2) = 32
b) (2+1)*=3*=3-3-3-3=81
) —(—2x)% = —[(-2x) - (—2x) - (—2x)] = —[-8x3] = 83

31. Efectua las siguientes operaciones con potencias:
a)(x+1) - (x+1)3 = (x+ DM = (x+1)*
b) (x+2)%: (x+2)* = (x+2)°* = (x+2)7 =—
{(x-1%*=(x-1)**=(x-D"
d)x+3)- x+3)3=(x+3)'3=(x+3)2=—

T (x+3)2
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

32. Calcula las siguientes operaciones con potencias:
a) 25,42:25,(22)2:25,24:25+4:29
b) (33)3 =333 =39
737 3
C) %4— PR 7
d) 2 = 44-(-5) = 49
4-5
1\15
e) 5-5.25"2 —5-5. (55)—2 =575.5-10 — 5-15 — (_)

5
f) (7—3)—3 — 7(—3)~(—3) =79
473 43 o 1\3
B ="-=4"=()
h) 7 = 7CH-(=5) = 7-4+5 —_ 7
7—5

33. Simplifica:
) a?b® _ a?p3 1
(a-b)* ~ a*b* a2b

(2x-1)8(2x-1) _ (x-1)%*1  (2x-1)° _

—_ 132
b) 2x-1)7 (2x-1)7 _(2x—1)7_(2x D
y6-z‘5-x2 _ 6.76.x2 oz
y8.276.x3 ~ y8.z5.x3 ~ y2.x
~1)7. _1)5 _1)7+5
d) (3x-1)"-(3x-1) _ (3x-1) _ (3x _ 1)12

(3x-1)0 1

3. POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL. RADICALES

34. Calcula:
2
a) (Vab - b9)" = (a® - b*? = a?2 - b3% = a* - bS

32 33 _3/2 3_3/6 31
SN N CENE
2
o (Va+13) = a+DF =Y+ D =Va+1
35. Halla:
) [ [H[EE o s x et _efx 3x_slxy? _ely
a 5y y2  Al5y Aly2 A5y ¥2  Al5y3x  4[15
5.012_ [5.2_ [53_ |5
o f o[- -

36.- Realiza las siguientes operaciones con radicales.
4| x

X x

) 5y 4[5y _ 4|xy? 4|y
43x 2 15xy 15
2 y
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" Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

) ((i/(x + 3)2))3 =Y(x+3)f=x+3)Vx+3

4. OPERACIONES CON RADICALES: RACIONALIZACION

37.- Escribe bajo un solo radical y simplifica:

2 3/4,/5«/?:422-3\/4,/5 6\/§=8\/(22-3)2-41/5 6v8 =

16

\/(24 .32. 4)2 .5 /6\/§ _ 32\/(2834425)26\/5 =
6V(2163844526)28 = °3/2323164854428 =

— 6V232316(22)854(2 -3)223 = ®3/2323162165432223 — °1/25331854

38.- Calcula y simplifica:

43y /x4 12 [(x3y3)3.(xty5)t 12 [x9)9x16y20
W xSyhHz x10y8

12 x25y29
— 12/ 15 21 — 2/ 9 —
21058 X xy X y xy xy

39.- Realiza la siguiente operacion:

Va3 +V16x7 +Vx = xvx + 4x3Vx + Vx = (4x3 + x + DVx
40.- Calculay simplifica
3 xz 12 32 3 12 | 36.48.36 12 [312.42 312 [x2
5) = x6.212.53 = 212.53 =3 53
41. Racionaliza la expresion:

x43y (430 (x+f2y) (x431)(Vx +J_ ) _ 439 (VE+2y)
Va-J2Zy T (E-20EH2) T (va) - (V29)’ x-2y

42, Racionaliza:

3v3+2vZ _ (3v3+2v2)(V3—V2) _ (3V3+2v2)(¥3—2) _
Bz (BB (\/52)_(\/_ ) (3\/3 + 2\/2)(\/_ \/2)

43. Racionaliza:
5V5-2v2 _ (5V5-2v2)(V5+2) (5\/5—2\/2)(\/§+2) (5vV5-2v2)(v/5+2)
Vs-2 (V5-2)(¥5+2) (V52)-(22) 5-4

= (5V5 — 2V2)(V/5 + 2)

5. NOTACION CIENTIFICA

44, Calcula:
a) (7,83-1075)(1,84-1013) = (7,83 - 1,84)1005"1%) = 14,4072 - 10® = 1,44072 - 10°
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“ Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

b) (5,2-107%) + (3,2-107%) = (5,2 + 3,2) - 10l(--(6)] = 1 625 - 102

45. Efectua y expresa el resultado en notacion cientifica:
31075+7-10™* _ 3-107°+70-107% _ 731075 _

73 _ — —
a) 106-5105 10105-5105 5105 _ 5 10717 =14,6-107% = 1,46- 107"
104
b) 50 43,2107 = (735 +5) - 10172 +3,2-107 = 1,47 107 +3,2- 107 =

= (1,47 +3,2) - 107 = 4,67 - 107

46. Realiza las siguientes operaciones y efectua el resultado en notacidn cientifica:
a) (43-103-7,2- 105)2 = (4,3-10% —720-103) = (=715,7 - 10%)? = (=715,7%)(10%2) =
= 512226,49 - 10° = 5,1222649 - 10!
b) (7,8-1077)3 = (7,8)3(1077)3 = 474,552 - 10721 = 4,74552-10""°

6. LOGARITMOS

47. Copia la tabla adjunta en tu cuaderno y empareja cada logaritmo con su potencia:

¥=3 logs 1= 0 =1 =25

5t=5 log22=1 59=1 log232=5

-2 logo 1=0 logs5=1 logs25=2

=16 logs 81=4 log: 16=4 37=31
27=32] c>log:32=3 2'=1|olog:1=0
5'=5 | ologss=1 i'=1] logs1=0
21=2| &logr2=1 =25 <>logs25=2
2=16| olog:16=4 3=81| clog: 81=4

48. Calcula utilizando la definicidon de logaritmo:
log,(a®) = clog, a
a)log, 2% = 5log,2 —log,2°=5-1=5
b) logs 25 = logs 5% = 2 logs5 —logs25=2-1=2
c)log, 2% > 41log,2 - log,2*1 =41-1=41
d) logs 53° = 30logs5 — logs53°=30-1=30

49. Calcula utilizando la definicidon de logaritmo:
log,(a) = clog, a
a)log; 27 =log333 = 3logz3 —log;27 =3-1=3
b) log;, 100 =log;, 102 = 2log;, 10 —log,, 100 = 2-1=2

1 1\2 1 1
c)logi(- ) =log:i|=) = 2log:(=) —log:i|-) =2-1=2
) logs G) 81 () 81 () 81 3)
d)log,,0,0001 =1log;,107* = —4log;; 10 — log;;,0,0001 = —4-1=—4

50. Calcula x utilizando la definicion de logaritmo:

a)log,64=x > 2X=64 - 2*=25 5> x=6

4
b)logix=4 - (=) =x » x= —
)logs () 6

2
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“ Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

c)log,25=2 - x2=25 > x=+V25=45 - x =5

51. Calcula, utilizando la definiciéon de logaritmo:

a) 10g264+log2% —log39—log2(\/f) - 6—2—2—%= 2—%=§—l=§

1 -2 2 S _1
log, 64 =6 , log22=10g22 = -2, log;9 =1log;32 =2, log,V2 =10g222=5

b)logzé +log3% —log,1 - —-5+3-0=-8
logzé :]()g2 2_5:—5 , ]()gg%: ]0g3 3_32—3 , 10g21:O

52. Desarrolla las expresiones que se indican:
5 |42 a3.-p?
a)In /e—3 b) log (%)
2 l 2
5 |4x2 4 1 4 1 1
a) In ’eis =1In (eis)s =<ln (eis) = E(lnélx2 —Ine?) = < (In4 + 2Inx — 3Ine) =

= %(1114 + 2Inx — 3)

a3-b?

b) log(cw) = log(a3 - b?) —log(c* - d) = loga® + logh? — logc* — logd =

= 3loga + 2logb — 4logc — logd

53. Utiliza la calculadora para obtener a) log 0.000142; b)log 142; c)log9 + log 64.
a) log 0.000142 =-3.8477117; b) log 142 = 2.15228834; c)log 9 +log 64 =2.76042248

54. Expresa los logaritmos de los nimeros siguientes en funcion de log3 = 0.4771212
a) 81 b) 27 c) 59049
a)log81 =log3*=4-log3 =4-0.4771212
b)log27 =1log33 =3 -log3 =3-0.4771212
c)log 59049 = log3'® = 10 -log3 = 10 - 0.4771212

55. Simplifica la siguiente expresion: %logm —2logt —logp + ;log h
1

1 5 > 5
%logm—Zlogt—logp+glogh=logm5—logt2—logp+logh5—>log<%> +loghz =
1 5
_ mzhz\ _ Vm+/hS
= log<t2.p> = log( P )

7. PROBLEMAS DE MATEMATICA FINANCIERA

1. Un empresario incrementa el precio de sus productos en un 5% anual. Actualmente, uno de sus
productos vale 18 euros. Responde a las siguientes cuestiones:
a. ¢Cuanto costara el producto dentro de 4 aiios?
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La formula del interés compuesto es:  Ce= Ci-(1+i)"
Sabemos que el precio actual del producto es Ci=18 euros, la tasa de incremento anual es
i=5%=0.05y el numero de afios es n=4. Sustituimos estos valores en la férmula:
Cr=18-(1+0.05)* , Cf=18-(1.05)* , Cr=18-1.21550625 , Cf=21.9euros
Por lo tanto, el producto costara aproximadamente 21.90 euros dentro de 4 afios.

b. ¢éCudnto costaba hace 4 afios?

Cr

Ta+n
Sabemos que el precio actual del producto es C; = 18 euros, la tasa de incremento es i = 0.05 y el

Para encontrar el precio hace 4 afios, usamos la féormula de valor presente: G

numero de afios es n = 4. Sustituimos estos valores en la férmula:

18 18

Gz Ci=——
"7 (a+0.05)* 7 '~ 1.21550625

, Ci=14.83 euros

Por lo tanto, el precio del producto hace 4 afios era aproximadamente 14.83 euros.

c. ¢éCuantos ainos han de pasar para que el precio actual del producto se duplique?
Necesitamos que el valor futuro V; sea el doble del valor actual Vo. Entonces, tenemos: Cs=2- C;
Usando la férmula del valor futuro: 2- Ci=C; -(1+i)"

Cancelamos Cj en ambos lados: 2 = (1+0.05)"

. 1
Para resolver, logaritmos en ambos lados: log(2) =n-log(1.05) , n= 1o8@
log(1.05)
Calculamos los logaritmos: ne—210 2142
0.02119

Por lo tanto, deben pasar aproximadamente 14.2 anos para que el precio del producto se duplique.

2. Calcula el tiempo que debe de estar colocado un capital de 4.500 euros en una cuenta corriente al
2% de interés compuesto anual para que el capital se duplique.

La férmula del interés compuesto es: Ce= Gi-(24i)"

Sabemos que el capital se duplica, por lo que Cs=2- G

Sustituyendo esto en la formula:  2-Ci= C;-(1+0.02)"

Dado que C;i no es cero, podemos cancelarlo en ambos lados de la ecuacion: 2 = (1+0.02)" , 2 =1.02"

Para despejar n, tomamos logaritmos en ambos lados de la ecuacién: log(2) = n-log(1.02)

. . _ log(2) - -
Despejamosn: n= Tog(10D) log(2) =0.3010 , logl.02) = 0.0086
Sustituyendo estos valores: n= 93010 35

0.0086

Por lo tanto, el capital de 4.500 euros deberd estar colocado durante aproximadamente 35 afios para

gue se dupligue a una tasa de interés compuesto anual del 2%.
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3. Calcula el tiempo necesario para que un capital impuesto a interés compuesto al 3% anual se dupli-
que ¢y para que se triplique?

La férmula del interés compuesto es:  C¢= Ci-(1+i)"
Para duplicar el capital, necesitamos que C;=2- G;
Sustituimos en la formula: 2- C; = Ci-(1+0.03)"
Cancelamos Cj en ambos lados: 2 =(1.03)"

Ahora, tomamos logaritmos en ambos lados para despejar n:  Log(2) = n-log(1.03)

. . _ log(2)
Despejamosn: n= Tog(1.03)

Calculo de logaritmos: log(2) =0.3010 , log(1.03)=0.01283

. 0.3010
Sustituimos estos valores: n= =23.5

0.01283

Se necesitan aproximadamente 23.5 afios para que el capital se duplique a un 3% de interés
compuesto anual.

Para que el capital se triplique

Para triplicar el capital, necesitamos que Ct = 3-C;

Sustituimos en la formula: 3- G =C; -(1+0.03)"

Cancelamos Cj en ambos lados: 3 =(1.03)"

Tomamos logaritmos en ambos lados: log(3) = n-log(1.03)

. . _ log(3)
Despejamos n: n= Tog(1.03)
Calculamos los logaritmos: log(3)=0.4771 , log(1.03)=0.01283
Sustituimos estos valores: n= 04771 =37.2
0.01283

Respuesta para triplicar el capital: Se necesitan aproximadamente 37.2 afos para que el capital se

triplique a un 3% de interés compuesto anual.

4. ¢Durante cuanto tiempo hemos de abonar mensualidades de 60 euros al 4% anual para conseguir
capitalizar 6.500 euros?

Usamos la férmula del valor futuro de una serie de pagos periddicos (en este caso, mensualidades). La

. . 1+i)—1
formula para calcular el valor futuro de una anualidad es:  Cs =P-¥

P es el pago periddico (en este caso, 60 euros mensuales)

i es la tasa de interés por periodo (4% anual, pero como son mensualidades, la tasa de interés

mensual sera: j—oz/‘) =0.04/12 =0.0033333.
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Sustituimos en la férmula para encontrar el valor de n, el nUmero de meses.

(1+0.0033333)"-1
0.0033333

La férmula quedaria asi: 6.500 = 60

6.500 _ (1+0.0033333)"—1
60 0.0033333

n_
' 108,33=(1'0033333) 1
0.0033333

Despejamos n:

Multiplicamos ambos lados por 0.0033333:
108.33-0.0033333 = (1.0033333)"-1 , 0.3611=(1.0033333)"-1
Sumamos 1 a ambos lados:  1.3611 = (1.0033333)"

Hacemos logaritmos en ambos lados de la ecuacién para despejar n: log(1.3611) = n-log(1.0033333)

. log(1.3611)
Despejamosn: n=——m—mW—F"—
log(1.0033333)

Calculamos los logaritmos:  log(1.3611) =0.1335 , log(1.0033333) = 0.001444

- 0.1335
Sustituimos estos valores: n=
0.001444

=92.5

Se deben abonar mensualidades de 60 euros durante aproximadamente 93 meses (es decir, 7 afos y

9 meses) para conseguir capitalizar 6.500 euros a un 4% de interés anual.

5. El abuelo de Luis, al nacer este, decidié ingresar en un banco un capital de 3.600 euros a interés
compuesto anual del 3%. ¢Cuanto dinero recibird al cumplir 25 ainos? Si la capitalizacion se hubiera
hecho semestral ¢ cuanto dinero hubiera recibido?

C= Ci-(1+i)"
La capitalizacién es anual, la férmula es directa coni=0.03 y n = 25.
Sustituimos en la férmula: Cf=3600-(1+0.03)>> , Cf=3600-(1.03)%°
Calculamos (1.03)?*:  (1.03)?*~2.0936
Por tanto: C;=3600-2.0936 = 7.534,96euros
Por lo tanto, con capitalizacién anual, Luis recibira aproximadamente 7.535 euros cuando cumpla 25

anos.

Si la capitalizacidon se hubiera hecho semestralmente, hay que tener en cuenta que el interés se

capitaliza dos veces al aio. En este caso:

e Latasadeinterés semestral esi= O'Zﬁ =0.015

e Elnumero de periodos serd n = 25x2 = 50 (25 afios, pero con capitalizacion semestral).
La férmula ahora sera: Cg= Ci-(1+i)"
Sustituimos:  Cf=3600:(1+0.015)>° , Cf=3600-(1.015)>°
Calculamos (1.015)*%: (1.015)*°= 2.4486
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Por tanto: Cf=3600-2.4486= 8.814,96euros

Por lo tanto, con capitalizacién semestral, Luis recibiria aproximadamente 8.815 euros cuando
cumpla 25 afios.

6. Una persona entrega al principio de cada mes y durante 4 afios una cantidad fija de 60 euros. La ca-
pitalizacidon es mensual al 3% anual. ¢ Qué capital tendra al final de los 4 afios?

La férmula para calcular el valor futuro de una serie de pagos periédicos (anualidad ordinaria) es

= p L

P es el pago periddico (en este caso, 60 euros mensuales)

i es la tasa de interés por periodo (3% anual, pero como son mensualidades, la tasa de interés

, 3%
mensual sera: o =0.0025

n es el niumero total de pagos (en este caso, 4 afios con pagos mensuales, por lo que n =4-12 =48

Sustituimos en la férmula para encontrar el valor de n, el nimero de meses.

0 (1+0.0025)48-1
0.0025

Calculamos: (1 + 0.0025)*® =1.002548 ~ 1.12749

La férmula quedaria asi: Cf =6

. , 1.12749-1 0.12749
Sustituimos en la formula: Cf= 60-———— , Cs=60-
0.0025 0.0025

, C¢=60-50.996 , Cf =3.059,76 euros

Al final de los 4 afios, el capital acumulado serd aproximadamente 3.059,76 euros.

7. Una persona compra un piso en 90.000 euros. A la firma del contrato entrega 18.000 euros y el resto
lo paga una entidad financiera que le ha concedido el préstamo correspondiente. Esta entidad le
cobra el 2% anual y las cuotas de amortizacion mensuales. ¢A cudnto asciende cada una de estas
cuotas si ha de saldar la deuda en 20 aiios?

Usamos la formula del valor presente de una anualidad ordinaria (al ser las cuotas de amortizacion
mensuales). La deuda concedida es el monto restante después del pago inicial.
Datos:

e Precio del piso: 90.000 euros

e Pagoinicial: 18.000 euros

e Deuda restante (préstamo): 90.000 - 18.000 = 72.000 euros

e Tasa de interés anual: 2% anual

e Plazo del préstamo: 20 afios

e Numero de cuotas mensuales: 20 afios x 12 meses = 240 meses

. , 2%
e Tasa de interés mensual: 1—20 =0.002

Cii

Laformulaes: C=——
1-(1+i)™™"
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- , 72.000-0.002
Sustituimos en la formula: C=————
1-(1+0.002) 240

Calculamos (1+0.002)724%;  (1.002)72*°= 0.6065

_ 72.000:0.002 _ 144

Ahora sustituimos en la féormula: C , =
1-0.6065 0.3935

,  C=365.06

Por lo tanto, la cuota mensual que debe pagar la persona para amortizar el préstamo de 72.000 euros

en 20 aiios con un 2% de interés anual es aproximadamente 365,06 euros.

8. Una empresa maderera compra un camion, el cual se compromete a pagar en 13 anualidades al 3%,
cada anualidad de amortizacién asciende a 16.200 euros. ¢ Cuanto costé el camién?

Necesitamos calcular el valor presente de las anualidades que la empresa va a pagar por el camién,

usando la formula del valor presente de una anualidad ordinaria. La férmula es:

1-(1+i)~"

Ci=A-
A eslaanualidad; el pago anual de 16.200 euros
i es la tasa de interés anual 3%; i=0.03

n es el nUmero de anualidades, 13 afios

1-(140.03)"13

Sustituimos en la formula: C; = 16.200- 503

Calculamos: (1 +0.03)7*3 , (1.03)713=0.6026

Sustituimos en la formula: G = 16.200- 222822 ¢, =16.200-2327%
0.03 0.03

, Ci=16.200-13.2467

Ci=214.788,54euros

El camidn costé aproximadamente 214.788,54 euros.

9. Confecciona una hoja de calculo que te permita resolver problemas de interés compuesto, capitali-
zacién y amortizacion.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
NUMEROS REALES

1. Clasifica los siguientes niimeros en racionales e irracionales y pasa a fraccion los racionales:

NuUmeros Racionales NuUmeros Irracionales

0 NG

2,321321321 2309
—_ —
’ 999

9.9 99
[— el —_——
’ 10

9 > —

1

3,222 29
—_ —
’ 9

5,03421221 >0089
ﬁ —
' 9990

2. Representa, aproximadamente, en la recta real los nimeros:
A=0.3; B=-8; C=+/3; D=1.22222..; E=3.5; F=/7; G= ;; H=3.777..

3. Escribe dos niumeros en las condiciones siguientes:
a) Mayores que 0.12 y menores que 0.13
0.125; 0.126;

b) Comprendidos entre 2.35y 2.36.
Comprueba que la diferencia entre estos nimeros y 2.36 es menor que una centésima

2.351; 2.355.
Las diferencias con 2.36 son: 0.009 y 0.005 menores que 0.01.
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4. Dados los intervalos: A={x € R;-10<x<1}; B={xeR;1/2<x<3}; C=R-(1,2)
a) Represéntalos en la recta real

Representacién en la recta real

— A=[-10.1)
= B = (1/2,3]
— C=HR-(1,2)

X

Pay

-lo 9 8 7 6 5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

b) Calcula sus longitudes

L(A) =1-(-10) =11
1 6 1 5
LB)=3-9=2"2"2
L(C) = (=0, 1]V [2,%0)

c) Calcula: AUB, AnB, AUC, (AnC) U B, AUBUC, AnNBNC

AUB = [-10,3]

1

ANB= |=,1
)
AuC=2C

1

(ANC)U B = [-10,1) U (5,3]
AUBUC=%R

1
ANBNC= (E' 1)

5. Calcula x en las siguientes ecuaciones: (Pista: x puede tener dos valores)
a) x| =5 b) [ x-4|=0 c) |3x+9| =21

a) x| =5, x=-5, x=5
b) [x-4| =0, x=4
c) I3x+9] =21 , 3x+9=-21, 3x=-30, x=-10; 3x+9=21, 3x=12, x=4

6. Representa en la recta real los niumeros que verifican las siguientes relaciones:
a)Ix|<2 b)|x|s2 c)x|>2 d)|x]=22

a)=-2<x<2 A B

[ o U )

13 el - 7

2 0 1 2
b)-2<x<2
) [~ 0o U B

2 0 1 2

¢Jx<-2vx> y B 0 U A
2 2 0 2
dx<-2vx2 . 1B 0 U Ar -
2 2 0 2
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7. Halla dos niimeros que disten cuatro unidades de 2 y otros dos que disten 2,5 unidades de -3, calcula
después la diferencia entre el mayor y el menor de todos estos nimeros.
2+4=6 ) 2-(+4)=-2 ; 6—(-2)=8

-3+(2,5)=-05 , -3-(25)=-55 ; -55-(-0,5)=6

8. Escribe el intervalo [-2,6] N (2,9)

[-2,6]1n(2,9) w2 e 2 (2,6]

9. Escribe el intervalo formado por los nimeros reales x, que cumplen |x-8| <3

X€ER / |x—-8]<3

x—8<3 Xx<3+8 x<11
x—8 >-3 X>-3+8 X 25
[5,11]

10. Cual es el error absoluto y el error relativo, cometidos al hacer las siguientes aproximaciones.

a)3v3 por1,73
E, =11,73205 — 1,73| = 0,00205
~ 0,00205

E, = ——=——=0,00118 (0,1189
" 1,73205 ( %)

b)t + 1 por4,1
E, = |4,1416 — 4,1| = 0,0416

10,0416

" 4,1416

c) Redondeo a 4 cifras del nimero «
E, = 13,1416 — 3,142| = 0,0004

~ 0,01004 (1,004%)

0,0004
= 31416 ~ 0,000127 (0,0127%)
POTENCIAS
11. Expresa en forma de potencia:
b) £ =t1"5=¢
9 () = =@+
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27—2 _ (33)_2 _ 33-(—2) _ 3—6

— 2—6+20 _ 214
d) 81-5  (3%)~5  34+(-5 ~ 3-20 3 =3
-2..,-7 -2 -7
X"y _x" Y _ .,-2-8, .,-7+4 _ ,—10 , .,—3
e x8.y—4 T 8 y—4 =X y =X y

12. Calcula:
a) 412 =3/4=2
b) V125 =125%3=5
c) 6255/6 = /6255 = 3/(5%)5 = /520 = 520/6 = 510/3

d) (642/3)5/6 — 6410/18 — 645/9 — (26)5/9 — 230/9 — 210/3

e) (8—4/3)2/5 _ 6_?42 — 8-8/15 — (23)8/15 — 2-24/15 _ 2-8/5

13. Calcula:

) D)%+ e+ (x+1D5 (e D (x+1)?

G+D* | @+DF | erD* | @D (x+1)
(2x-3)7-(2x-3)5 _ (2x-3)5*7 _ (2x-3)5*7 _ (2x-3)12 _ e
b) (2x—3)6 - (2x—3)5 - (2x-3)6 - (2x—3)6 - (zx 3)
) (5y+1)°-(5y+1)? _ (5y+1)%*6 _ (5y+1)% _
(Gy+1D® T (5y+1)8  (5y+1)8
G-D*-1° o Na-3
d) (x—1)3 - (X 1) = (x 1)

14. Expresa en forma de radical:
a) x7/%=3x7
b) (m5 _m3)1/3 = (m5)V3 . (m3)/3 = m5/3n3/3 = Ym5 - n
) [(x2)1/3]1/5 = x@/D-(/3)(/5) = x2/15 = ¥[5Z

d) al’?2 . pl/3 = Ya - b

15. Expresa en forma de radical:

a) (W)S _ (x2/3)5 _ (2/3)5/1) = 410/3 — /710
13
b) ":1_6 =+/q13-6 = {/ﬁ = q7/2

o) V¥a k=""/(a K= (a-k)/rm
d) 3 x(Bx+1) = 4 (5x+1)/3
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e) 4/'(x2)3x+2 — 4[xz.(3x+2 — 4/'x6x+4- = x(6x+4)/4 — ,.(3x+2)/2

3 3
/4/2/(362)1/5 — 4/2/36(2/5) = *Yx2/5 = x(@/5)/24 — x1/60 _ Xy

16. Expresa como potencia Unica:

3[.8 8/3 8 2
a) e_e- = a3 1=a2/3=3\/a2
a3 a?

3 3 3 3
b) VI _ I ﬁ_@-ﬁ_@'ﬁﬁﬁfm/ﬁ%

i A2 5 s s
)T Ya? «— _a _ s/

a3/?

Vaaz
d 2- f \/? f 32 = 21/3
e) a-\/%:\/§=\/%=\/a=a1/z
f) ~\2-Y2 = \/272—2 V2 = f F \/_—_4\/1 1\ 1/4

17. Simplifica:
6 2
a)V6d = V26 =20=23= V4

,/— 5,/—24 2% 4 1 8 5 3

=25 2 = 210 10 = 210

1 1
22 22

1 3 11 1

4 7 3 11 1

0 vad3bc _ (a®bc)*  a*bici _ a2

=3 1= T 33~ 55

ab-c? (a-b3-¢3)2  aZ-b2-cZ b2.c2

3 .
d) V5 - x7 = *4x7+5 = 3/x12 =

o (ﬁ)g _ (42 =
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18. Extrae factores del radical:
a) ¥32x% = xV25x = 2x¥4x
b) ¥81a3b5c = /3%a3b5¢ = 3abV3bZc

o (W2)" = ()" = (2F) " =2¥ =2i =22 2= 42

25a2b 452. a2b \/E-\/E-b%
d) 3

c2z

e) 8a5 \/§-\/a5 _ 2v2-a2Va _ 2a®+2a
Vbt~ b2 b2

f) 28x5 V28x5 Va7 A/x5 _ 2+/7-x2V% _ 2x2V7%
O J75y3 VZ5E4yP 53wy 5y3y

3263 VIING _ VIGVIVE _ 4avZa
45b* ~ Vas5vb4  \9+5vVb*  3p2V5

g)

19. Introduce factores en el radical:

a)Zf =+2-3=
o
e i
d)2-“\/§=4/24-%=i]2;°
e)%.\/ﬁ= /(%)2.22.3= /2%.22.3=\/§
ERENOEEN R

V6

le

NIUJ

20. Calcula:
a)Va-VaZ - Vb*- Vb? = Va-aZ - b* b? = Va3 - b6 = ab?
b) V5a - vV10ab - V8a3b - Va = V5a - 10ab - 8a3b - a = V400a®h? = 20a3b

1 1
206 (2-10)6 1 i1 1 8z
C)—= — = =26-106 2 = 2+ —= —r
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“ Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

5
d)45_420_4§_4 53 4|15 41 1
12° N 3 "’3_0_ 12:20 /240 J16 2

3 1 2 2 1

Va4 (223 28 77 _ 23 Y e
f—:—:—: —:2{ :266_26: 2
7= R

22. Efectua:

a) VI8 +v/50 — V2 —V8 =3V2 +5V2 -2 — 22 = 5V2

b) V50a — V18a = v 25v2a — v 9v2a = 5v2a — 3v2a = 2v2a
) V320 + /80 — V500 = V64 -5 +v16 - 5 — V100 - 5 = 8V5 + 45 — 105 = 2v/5

N O A L 2 Y,
d)\/;+\/;_x/6_4+x/1_ e T2 =8 ~— %

s[3 ¥ 3
e) 5\/96—\/%— 20\/8—5%_20\/6—7

3135 3[5 _3fs3s 35 335 35 33535 235 s
e N e s iehk —E R

g) V150 + V54 — 24 =+25-6+vV9-6 —V4 - 6 = 5V6 + 36 — 21/6 = 66

23. Racionaliza los denominadores:

5 Va2 _s¥a_ 532

5
VTETEw W

3 3 2+V3 _3(2+V3) _
b) 2—v3  2-V3 2+V3  4-3 =6+3V3

4 4 3vz_ a(¥3—V2) _
VFE e s e (B V2)

6 6  V3+V2 _ 6(V3+V2) _
) G~ Vana= e = 6V3T6V2
VB _ 3 BZ_ 36 _ o
) Gz = VarE Vi~ sz =3 Ve
V5—v3 _ V5-v3 V5-v3 _ (V5-v3)' _ 53 _ 4
V5+V3  V5+v3 V5-v3  5-3 2

f)
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" Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

23. Racionaliza y simplifica:

11 11 2v5-3 _ 22V5-33 _ _
a) 2543 2V5+3 2v5-3 11 =2V5-3
V2 V2(2v2-3)  _ 4-3V2 _
) s = ) - o1 = 3V2 4

V3+2vV5 _ V3+2V5 Ve+V5 _

VE+2vZ V32 (V3+2v2) _l4ae 11 46

d)

V3-2vZ  V3-2v2  (y3-2v2)° 5 5 5
) 4V15-2v21 _ (4V15-2v21)(2V5+V7) _ 40v3-14V3 _ 26V3 _ 23
® VT T (@) (evsvr) . 13 13

f) 1 _ x—Vx2-1 _ x—Vx?-1 x —VxZ =1
xtfx2-1  (erVxZ-1)(x—VaZ-1)  x2-x2+1

24, Efectua y simplifica:

) () 3+ 242)

V6-v3 _ (V6—v3)(6-V3)
Verv3 . (Vorv3)(Vo—v3)

(V6—V3)(V6+v3)=6-3=3

(V6—v3)" = (V6) = 2v6V3+ (V3) > 6—-2VI8+3=9-6V2

V63 _ (V6-VB)(E—3) _ 9-6vZ _ ,
o (Eaem — s =3 2V2

(L) (3+2v2) =(3-2VZ) 3+2V2) - 3> - (2v2)" =1

35 (VE+1) = (5 +2:(V5) (D + (W) =6+2/5
(V5+1)° _ (6+2v5)(V5+1)
Vo~ 35 = e 3Y8
(6+2V5)(V5+1) > 6V5+6+2-5+2V5=6V5+6+10+2vV5=8V5+16

(V5-1)(V5+1)=5-1=4
(V5+1) _ (6+2v5)(VE+1) _ 8J5+16 _ _
ﬁ—sﬁ_m—w%_ = -3V5=2/5+4-3V5=4-15

<) (1 B TX/\E/?) : (1 + %) - (1+1f/_§\[§) : (1_1{5\/?/5) - 1+1\/§: 1—1\/5 - ig -

_ (V33 _ (1-v3)' _ 1-2V343 _ 4-2v3 _
T (+3)(1-v3)  1-3 -2 -2 2+V3
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“ Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

25. Utiliza la calculadora para efectuar:

a)V357 +v87 — V531 — 5.178385437

b)\/?—8 : \/g_) 0.8763144346
59 " 431

LOGARITMOS

26. Desarrolla los siguientes logaritmos:
1
Vad X3 3 3
a)ln <m> =In el Inxz— In(y?-z—*) = lnxz— (Iny*+ Inz-*) =

= ;lnx - (Zlny +(—4lnz)) = ;lnx —2lny +4lnz= ;lnx+4lnz - 2lny

1
.v)5 N5\ 2 )5
b) logs 4’(?’)2 = logs ((xly) )4 = %log3 ((xly) ) = i( 5 (logs x + logz y) — %log3 z — 2logz e) =
z2-e

z2-e2 z2-e2

5
= - (logz x +logz y) — %logg zZ— %logg e

27. Simplifica la siguiente expresion

a3

7 14 . 4
log, 5 —3log, a + glogz 9 = log, 5 — log, a® + log, 93 = log, 5 — log, a® + log, 35 = log, (5 32 )

NOTACION CIENTIFICA

28. La masa del Sol es 330 000 veces la de la Tierra, aproximadamente, y esta es 5.98 - 1021 t. Expresa en
notacion cientifica la masa del Sol, en kilogramos

5.98 - 103 toneladas tierra

5.98-10%1 - 103 = 5.98 - 102*kg , masa de tierra en kg

(3.3-10°) - (5.98 - 10%*), la masa del sol es 330000 veces la masa de la tierra

(3.3-5.98) - 105*2% - 19.734 - 10%° , expresamos en notacién cientifica— 19.734 x 103%kg

29. El ser vivo mas pequeiio es un virus que pesa del orden de 10-18 g y el mas grande es la ballena azul,
que pesa, aproximadamente, 138 t. {Cuantos virus serian necesarios para conseguir el peso de la

ballena?
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Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

1)138t = 138 - 10~ °g peso de la ballena

2)107'8 peso del virus

peso de la ballena 5 138:10°

3) cantidad del virus = = 138-10°-10"8

peso de un virus 10-18
4 — (= = = - cantidad del virus = 1.38 -
)106 (—18) 106+18 = 1024 idad del vi 1.38-10%¢

Se necesitaran aproximadamente 1.38 - 102° virus para igualar el peso de una ballena azul.

30. Los 5 paises mas contaminantes del mundo (EEUU, China, Rusia, Japén y Alemania) emitieron 12
billones de toneladas de CO,, en el aiio 1995, cantidad que representa el 53,5% de las emisiones de todo
el mundo équé cantidad de CO; se emitid en el aito 1995 en todo el mundo?

. Emisiones de los 5 paises ] 12
Total mundial = - - Total mundial = ———= - 22.43
Porcentaje que representa 0.535

billones de toneladas de CO2

31. Expresa en notacion cientifica:
a) Recaudacion de las quinielas en una jornada de la liga de futbol: 1 628 000 euros.
1628000 =1,628 - 10°
b) Toneladas de CO que se emitieron a la atmdsfera en 1995 en Estados Unidos 5 228,5 miles de
millones.
5228,5 - 1000 000 000 = 5,2285 - 1012
c¢) Radio del 4&tomo de oxigeno: 0,000000000066 m.
0,000000000066 = 10711

32. Efectua y expresa el resultado en notacién cientifica:
a)(3-1077)-(8-108)=(3-8)-(1077-10'8) =24 - 1011 = 2,4 - 1012
b)(4-10712).(5-1073)=(4-5)-(10712-1073)=20-10"1>=2,0-1071°
c)(5-101%):(2-1073)=(5:2)-(10*2:1073)=2,5- 105
d)3,1-102*2-.10%°=(3,1-100+2)-10°=(310+2)-10°=312-101=3,12 - 10 2
e)(4-10%)2=42-(10°2=0,0625-101=6,25-10 *?

33. Expresa en notacidn cientifica y calcula:

ry:
a) (75800)*: (12000)* -» > = 1593,2
. .10~4. .107 .103
) 0,000541-10318000 5 5,41 106 1,03-10 5 5,57 103 — 1’214
1520000-0,00302 1,52-10°-3,02-10-3 4,59-10
c)  (0,0073)%-(0,0003)2 - (7,3-1073)2 - (3-107%)% = (53,29-1076) - (9-1078) = 4,79 -
10712
- .109=1.3-107 — 107
d) 2700000—-13000000 5 2,7 1_(; 1,3 10_4 1,03 10_4 — 8,58 . 1010
0,00003-0,00015 3:107>-1,5-10 -1,2-10

34. Efectua y expresa el resultado en notacidn cientifica:

40=547.10—4 10—4
)3106+71(; 7,3105 = 14610~
10 —210 5-10 Y <
b) 2221 4 32.107 » 23O FLEN0T_ 4 67. 107
5-10 5-10
¢) (43-10% —7,2-10% = —7,157-10°
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“ Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

35. Que resultado es correcto de la siguiente operacion expresada en notacidn cientifica:
(5,24 -10°) - (8,32 - 105)
a) 4,35968 - 1012 correcto
b) 43,5968 - 103 no es notacion cientifica
c) 4,35968 - 1011 incorrecto
d) 4,35968 - 1013 incorrecto
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AUTOEVALUACION
4
1. El nmero 8 3 vale:
a) un dieciseisavo
b) Dos
c) Un cuarto
d) Un medio.
8_3 - r_ *r _1r_ 1_ 1
8% (23)§ 2% 24 16

a) un dieciseisavo

2. Expresa como potencia de base 2 cada uno de los nimeros que van entre paréntesis y efectia

después la operacién: (16%) . (W) . (%) El resultado es:

a)2 s
_3
b)2 2
_3
c)2 s
d) 275
(16) (¥8) D) =9+ (¥20) (&)= 2 223 =2 = %5 = 255
8 23 . 3
c)2 s
3
3. El nimero: |4/ 6v8 es igual a:
1
a) 64
1
b) 23
5 1
c) 26 - 69
d) 2
3 3 3| 3 3 3 1 3 3] 1 3| 3 2 1 1 5 1
,/43\/6\/§= ,/43\/6-\/ﬁ= /4\/6-25= J4-65-25= VZ.J;.\/;=2§.65.2;= 26 - 65
5 4
c) 26 - 69
o - o . B
4. ¢{Cual es el resultado de la siguiente expresion si la expresamos como potencia Unica?: VT
1
a) 2_3/2
V%
)L
d)32
M _VE_ 2
Ve Y22 232
b) Sz
232
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" Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

5. Simplificando y extrayendo factores la siguiente expresién tiene un valor: \/\/625 -ab - b7 - c

a)53-a-b-c2-Va-b%-c
b)5-a%-b-c-Va? -b3-c?
¢)5-a-b-c-Va3-b2-¢3
d)5-a-b-c-4w/a2-b3-c2
VV625-ab b7 -6 =35%-ab b7 -c6=5-a-b-c-VaZ b3 -2
d)5-a-b-c-Va?-b3-¢?

3
6. éCual de los siguientes valores es igual a a2

1
a)az-a

5
b)az-a?!
c) (a®)?

d)a3-a?

2

N|w

g
b)az-a~?!

7. éCudl es el resultado de esta operacién con radicales?:v/63 — ; V28 + @:
a)2 -7
b) 57
c)—g-\ﬁ
d) =27
VB3 =2 VZB+YE = 37 -2 (VD) + 4T = 3T - VT + W = 2T+ =

_ =6VTHWT 27
o 3 T3

c)—%-\ﬁ

8. Una expresion con un Unico radical de: VaZ - V(x +2)3. \/(x + 1) esta dada por:

a) Yx2 - (x+2)-(x+1)

b)i/xz-(x+2)3-(x+1)

c) 'V/x8 - (x +2)2 (x +1)¢

d) 1i/xz—(x+2)3—(x+1)6

VxZ 128 JE D= x5 (k42 (x+ 1Dz = 2xB x+ 20 (x + 1)°
c) "YxB- (x +2)2 (x+1)8
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“ Numeros reales. Potencias y raices. Notacion cientifica

2-3 - .
NN hay que multiplicar numerador y denominador por:

9. Para racionalizar la expresion:

a)V3 -5
b) 2v3 -5
c)24++/5
d) V5 + 3

b) 24/3 — /5

10. ¢Cudl es el resultado en notacidn cientifica de la siguiente operacion?:
5,83-10° +6,932-10'2 —-7,5-101°

a) 6.86283 - 10%?
b) 6.86283 - 10*3
c) 6.8623 - 10!
d) 6.8628 - 10'?

583-10°+ 6,932 - 102 — 7,5-10'° = 0,00583 - 102 + 6,932 - 102 — 0,075 - 1012 =
= 6,93783 — 6,86283 = = 6,86283 - 10*?

a) 6.86283 - 102

1010
11. é{Cual es el resultado de la siguiente operacidon expresado en notacidn cientifica?: 56;2;1()()_7
a) 0.8317 - 10Y
b) 8.317 - 10
c)8.317 - 10%

d) 83.17 - 1016
5,24-1010

= 22101077 = 22101047 = 2221017 = 0,8317 - 107 = 8,317 - 101°

b) 8.317 - 10%
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Algebra

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. POLINOMIOS

1. Realiza la suma y resta de los siguientes polinomios:

A: x2-2 ; B: 3x*+x3—-1
Suma: Resta:
34+ x34+40+0-1 x2—2
2y4 3
W2 —2 3)51 x3 2+1
3x4+x3 +x2 -3 SXmxiEx-1

2. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
a) (}2=x) + (-2x2=3x +1 )J+( 2x3 = 2x? +x—2) b)) -x*+ (x3 + 2x — 3 )+(3x% -5x +4) + (2x> —x +5)

23-2x2 +x-2

9 -3x+1 x4 +x3 2x -3
+3x2 -5x +4
X -Xx 2%° X _+5
2x*- 3x* -3x -1 2x5 x4 +3x3 +3x2 -4x +6

3. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:

A 22X -6 +4x2+4X -1 . 22X+ 6x3-4x2-4x+ 1
B. -7X3 -BX+5 e 7x3+6x-5
Co X 43X -8X 47 oeeeecceeeeeeeeeenerns x4-3x2+8x-7

4. Considera los polinomios p = x> - 6x + 2, q = 3x%> + 3x + 1 asi como s = p+q. Halla los valores que
adopta cada uno de ellos para x = -2, p(-2), q(-2) y s(-2). Estudia si existe alguna relacidon entre esos
tres valores.
ptq=x3—6x+2+3x>+3x+1 = x3+3x>—3x+3
p(=2)= (-2 -6-(-2)+2=-8+12+2=6
q(-=2)=3-(-2)?+3-(-2)+1=-12-6+1=7
s(=2)=(-2)3+3(-2)2-3(-2)+3=13
El valor obtenido para el polinomio suma es igual a la suma de los valores obtenidos para cada
polinomio.

5. Obtén el valor del polinomio p= - x - 5x3 + 2x - 2 en x=3. Que valor opuesto de p en x=3

p(3)=-3)*-53B)3+2(3)—2= —81—-135+6—2=-210+4=—-206
—p(x) =x*+5x3—2x +2
—p(3)=-3)*-5B)3+2(3)—2= —81—-135+6—-2=-210+4 = 206

El opuesto del polinomio anterior es 206

6. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:
a)(—4x3 + 2x) — (—3x?%) = —4x3 + 3x% + 2x
b)(2x* + x) — (=3x —4) = 2x* + 4x + 4

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 2: Algebra. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

BeBeme
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

i Algebra

c) Bx2 —x) — (2x3 + x2 — x) = —2x3 + 2x?
7. Efectua los siguientes productos de polinomios:
Se multiplican los coeficientes y la parte literal se suman los exponentes.

a) (5x3 — 2x) - (—4x3) = —20x° + 8x*
b) 2x* +x)-(—=3x—4) = —6x°> —3x%2 —8x* —4x = — 6x° —8x* — 3x% — 4x
c)(2x® + x3 —x?) - (=3x% —x) = —6x7 — 3x° + 3x* — 2x5 —x* + x3 = —6x7 — 5x° + 2x* + x3

d)—(7x3—4x?2 = 3x+1) = —-7x3+4x*>+3x—1

8. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un nimero de tal forma que surjan
polinomios manicos.
Multiplicamos todo el polinomio por un nimero de manera que el coeficiente de la x de mayor

grado sea 1.

a) 4x® +3x3 +2x% = 7x* 4+ 2x* = %(7x3+2x2) = Jc3+§x2
b) 223 +x2 —1= ——(-2x%+x?—1) = x® —2x? +-
)—x*+x—-7= —(—x*+x-7)=x* —x+7

9. Calcula y simplifica los siguientes productos:
a)3x-(2x3+4x?>—-6) = 6x* +12x3 —18x = x* +2x3 -3

b) B3x —4) - (4x +6) = 12x? —16x + 18x — 24 = 12x?> 4+ 2x — 24 = 6x% + x — 12
c)(2a? — 5b) - (4b — 3a?) = 8a?b — 6a* — 20b? + 15a?b = 6a* F 23a?b — 20b?
d) B3a —b)(8—2a)(9a — 2) = (—6a? + 24a + 2ab — 8b)(9a — 2) =

= —54a3 + 12a” + 216> — 48a + 18a’b — 4ab — 72ab + 16b =

= —54a3 + 228a® + 18a%bh — 76ab — 48a + 16b

10. Realiza los siguientes productos de polinomios:

a)x? - (—=5x*—3x2+1)-2x3= 2x° - (=5x* = 3x? + 1) = —10x° — 6x7 + 2x°
b) 2x3 —3) - (=3x?2 —=5x +4)(—x) = (—2x3 +3x)(—=3x%> = 5x +4) =
= 6x° + 10x* — 8x3 — 9x3 — 15x% + 12x = = x° + 10x* — 17x3 — 15x2 + 12x

11. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algun factor que sea comin a sus monomios:
Debemos buscar aquel factor que es comun a los monomios dados en el polinomio para poder
extraerlo.

a) —16x*—20x3+10x% = 2x? - (—8x% — 10x + 5)
b) 24x*-30x% = 3x2 - (8x? — 10)

12. Realiza los calculos:
Realizamos los cdlculos mediante el tridngulo de Tartaglia o identidades notables.
a)(2+3a)2=22+2-2-3a+3a?=9a*+ 12a + 4
b) (—x+3)2=(—x)?+2-(—x)-3+3°=x*—-6x+9
) (—3x+2)2=(-3x)%2+2-(-3x)-2+22=9x2 - 12x + 4
d)(x? —1)3=x23-3(x%?%)-1+4+3-x2-12-13=x°—-3x*+3x%2 -1
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e) (4x?+2)3 = (4x*)3 +3- (4x?)?-2+3-4x%-22 + 23 = 64x° + 96x* + 48x> + 8
13. Obtén las formulas de los cuadrados de los siguientes trinomios:

a)(a+b+c)=(a+b+c)-(a+b+c)=
=a’4+ab+ac+ba+b?>+bc+ca+ch+c?=a%*+b*>+c?+2ab+ 2ac+ 2bc

b)(a+b—c)*=(a+b—c)-(a+b—c)=
=a’4+ab—ac+ba+b?>—bc—ca—chb+c?=a%*+b*+c?+2ab—-2ac — 2bc

14. Desarrolla las siguientes potencias:
a) (2x — 5y)2 = 2x2 4+ 2- (2x - —=5y)—5y% = 4x? — 2 - (—10xy)—25y? = 4x? — 20xy + 25y?

2 2
b)(3x+§)2=3x2+2-(3x-§)+§2=9x2+2-(xy)+%=9x2+2xy+%

5 5 52 25 25
o) (522 —2)% = (5x%)% — 2+ (5x% - ) + 2" = 25x* + 2 (—25%) — 5 = 25x* — 50 + 35
d) 3a—b)2=3a%?—-2-(3a-b)+b?=9a? —2-(3ab) + b? = 9a? — 6ab + b?

e) (a? + b*)? = (a®)? +2- (a?-b?) + (b?)? = a* + 2 - (a?b?) + b* = a* + 2a?b? + b*

2 2
3 2 3 3 2 2 9 6 4 9 12 4
f)(___)zz(_) _2.(_._)+_ - _2.(_)+_: _12 L4
59 ¥ Sy sy v/ 'y 25y? sy2/ ~ y? 25y% 5y% @ y?
15. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:

a)a* + 6a2+9 = (a?)?+2-(a-3)+3 = (a®+ 3)?
b)9x2 —6x+1 =3x—2-(3x-1)+1=(Cx—1)>2
¢)b?2—10b+25 =b—2-(b-5)+5=(b+5)>?
d)4y? +12y+9 =2y +2-(2y-3)+3 = (2y + 3)?
e)a*—2a*+1 =a%?-2(@% 1)+1=(a?-1)>?
fly*+6y>+9 =y2+2-(y?-3)+3=(y*+3)?

16. Efectuia estos productos:

a) (4x* +3y) - (4x* — 3y) = (4x? - 4x%) — (3y - 3y) = 16x* — 9y?
b) (2x% + 8) - (2x% —8) = (2x? - 2x?) — (8- 8) = 4x* — 64
c) (—x% +3x) - (x% + 3x) = —(x? - x?) + (3x - 3x) = —x* + 9x?

17. Divide los siguientes polinomios:

a)2x* —x?-x +7 entre x? +2x+ 4
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e Algebra

2x* —x%-x +7 [x® +2x + 4

—2x* — 4x3 — 8x? 2x% —4x —1

—4x3 —9x%2 —x + 7
4x3 + 8x% + 16x
—x%4+15x+7

x> +2x +4
17x + 11

C(x)=2x%—4x—1 R(x)=17x + 11

b) —10x3 —2x%2+3x+4 entre 5x3 —x2—x+3

—10x3 —2x?2+3x+ 4 | 5x3—x%*—x+3
10x3 —2x2—2x +6 -2
—4x% +x+ 10
C(x) = —2 R(x) = —4x? +x + 10

c) 4x° —6x3+6x2—3x—7 entre —2x3+x+3

4x°5 —6x3+6x2—-3x—7 |—2x3+x+3
—4 x5 +2x3 + 6x2 —2x%+2

—4x3 +12x%—-3x—7

+4x3 —2x — 6

12x% — 5x — 13

C(x) = —2x% + 2 R(x) = 12x2% — 5x — 13

d) —8x5 —2x* +10x% +2x%2+3x+5 entre 4x3 +x%2 +x—1

—8x% —2x* +10x3 +2x%2+3x+5 |ix3+x2+x—1
8x5 + 2x* + 2x3 — 2x2 —2x%+3
12x3 +3x+5

—12x3—-3x% —3x+3

—3x%+8

C(x)=—2x%2+3 R(x) = —3x2% + 8
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e) —6x°+x%+1 entre x3+1

—-6x°+x2+1 |x3+1
6x> + 6x2 —6x?
7x% +1
C(x) = —6x2 R(x)= 7x%2 +1

18. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca q(x) = x>- x - 3 como polinomio cociente

y r(x) = -3x% - 1 como resto.
Regla de la division: D(x) = d(x)-q(x) + r(x)

(x*=x -3)%3+ (-3x2-1) = x5 x*3x3-3x%-1; D(x)=xb-x*3x3-3x*-1 vy

19. usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios:

a) -3x?+x+1lentrex—-1

-3 1 1
1 -3 -2
-3 -2 -1
Cx)= —3x—2 R(x)= —1

b) x*+2x3-2x+1entrex-2

1 2 0 2 1
2 2 8 16 28
|1 4 8 14 | 29

C(x)= x>+ 4x% +8x + 14

d) 4x3-3x’-1entrex+1

4 3 0 -1
-1 -4 8 -8
| 4 -7 8 -9

C(x)= 4x*> —7x + 8

e) x*-9x+1lentrex-3

1 0 -9 1
3 3 S
1 3 0
! I C(x) = x? + 3x

20. Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de alguna forma, para dividir

entre 2x + 3

X3+ 2x2+ 5x +7 : 2x + 3, dividimos dividendo y divisor entre 2 : %x3 + %xz + gx +; D x+ =

Ya podemos usar la regla de Ruffini
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1/2 1 5/2 7/2
-3/2 -3/4 -3/8 -51/16
‘1/2 1/4 17/8  5/16
i - 1,2,1 .17 =3
Cociente = 5X + 2 X + 5 Resto = T

21. Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del polinomio -3x3+ 7x?+2x +4 en x =5.

-3 7 2 4
5 -15 -40 -190
I -3 -8 -38 l -186

El valor del polinomio para x=5es - 186

22. Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes nimeros son o no raices de los
polinomios citados.

a)a =3dex®—4x+5
No—-> El resto no da 0.

9 39 117
3
3 13 39 |122
b) f=—-2de—x3—2x>+x+2
Si=> El resto da 0. 1 2 1 2
2 0 2
2
1 0 1 |0

c) y=1de—2x*+x+1
Si=>El resto es 0.

d) o=—-1de2x3+ 2x?
Si>El resto da 0.
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23. Para cada uno de los siguientes polinomios seifala, en primer lugar, qué niimeros enteros son
candidatos a ser raices suyas y , después determina cuadles lo son.

a)x3—x?2+2x-2
Divisoresde-2=1, 2,-1,-2 /raices=1
Solo es raiz 1 porque si sustituimos el resultado es 0.213 — 12+ 2(1) =2 =0
Los demds al sustituir el resultado no es 0, con lo cual no son raices.>23 — 22 +2(2)—-2=6
b) x* + 4x3+4x% + 4x+ 3
Divisoresde3=1,3,-1,-3 /raices=-1vy -3
(—D*+4(-1)3+4(-1D)?*+4(-1)+3=0
(=3)*+4(-3)3+4(-3)>+4(-3)+3=0
c)2x3 +x*—-18x—-9
Divisoresde-9=1,3,9,-1,-3,-9 /raices=3 y -3
Son raices 3y -3 porque al sustituir, el resultado da 0.22(3)®* +32—-18(3) —9=0
(=3)3 + (—3)2 — 18(—3) — 9 = 0 El resultado es 0 asi que es raiz
2(1)% + 12 — 18(1) — 9 = —24 El resultado no es 0 asi que no es raiz
d) x* + 2x3 + 3x% + 6x
Divisoresde 6=1, 2, 3, 6, -1, -2, -3, -6 / raices = -2
Solo es raiz -2 porque al sustituir da 0> (—2)* + 2(—2)3 +3(-2)2+6(2) =0

24. Comprueba que -1/2 es raiz del polinomio 2x3 + 3x* — 11x — 6

Si lo es porque el resto da 0.

-1/2

25. Para cada uno de los siguientes polinomios indica qué nimeros racionales son candidatos a ser
raices suyas y, después, determina cuales lo son:
a)3x?+4x -5

Posibles raices: 1, -1, 5, -5, 1/3, -1/3, 5/3, -5/3.
Sustituyendo, ninglin numero es raiz

b)2x3 — 9x% + 12x + 2

Posibles raices: 1, -1, 2, -2, 1/2, -1/2.
Realizamos Ruffini con los divisores de dos:
Con 1:
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2 -7 5
1
2 7 5 7
Con -1:
2 -9 12 2
-2 11 -1
-1
2 -11 1 1
Con 2:
2 -9 12 2
4 -10 4
2
2 -5 2 2
Con -2:

-4 26 -76

Igualmente, no son raices 1/2 ni-1/2

->Aqui ninguno es raiz tampoco porque ninguno de los candidatos ha sido soluciéon dado que al
realizar Ruffini ningun resto ha salido 0 por lo tanto tampoco hemos obtenido ninguna raiz.
26. Supongamos que tenemos dos polinomios, pi(x) y pz(x), y un nimero real a.
a) Si a es una raiz de pi(x), étambién es raiz del polinomio suma pi(x) + p2(x)?
No, a esraizde pi(x) =x—aysipzx)=x+a ; pi(x)+pzx)=2x y a noesraiz
b) Si a es una raiz de pi(x), étambién es raiz del polinomio producto pi(x) - pz2(x)?

Si, porque el resultado si seria divisible entre (x + a)
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c) ¢Hay alguna relacion entre las raices del polinomio pi(x) y las del polinomio 4 - ps(x)?

Si, porque son las mismas

27. Construye un polinomio de grado 4 tal que posea 3 raices distintas
Px)= (x+2)x—-D(x—-3)2=x*-6x+9)(x+2)(x—1) =

=(x?+x—-2)(x*+6x+9) =x*—6x3+9x%+x3—6x2+9x—2x%2+12x —18 =
= x*-5x3+x%2+21-18

28. Determina un polinomio de grado 4 que tenga, al menos, una raiz repetida
Px)= (x—1D)?(x+2)(x—-3)=(x?—-2x+ D(x+2)(x—3) =

=(x3+2x?—-2x—4x+x+2)(x—-3)=(x*-3x+2)(x—-3) =
=x*—3x3 —-3x2+9%x+2x—6=x*—-3x3-3x?+11x -6

29.- Construye un polinomio de grado 4 de forma que tenga una Unica raiz
P(x)=(x—2)*= x*—8x3+24x* —32x + 16

30.- Conjetura, y luego demuestra, una ley que nos permita saber cudando un polinomio cualquiera
Ap X"+ ap_q-x" 1+ ...+ a;x + ap admite al nimero 0 como raiz
Un polinomio P(x) = a,, - x™ + ap_q - x™ 1+ -+ ...+ a;x + a, tiene al nimero 0 como raiz si y
solo si el término independiente es cero, es decir: P(0) = a, = 0

31. Demuestra una norma que sefale cuando un polinomio cualquiera
A, x" + a,_1x" ! +....4+a,x + ay admite al nimero 1 como raiz.

En un polinomio cualquiera el numero 1 sera raiz siempre y cuando la suma de los coeficientes
sea 0.
Por ejemplo, en x3 + 3x? + 3x + 1, sabemos que el nimero 1 no es raiz porque todos los
coeficientes son positivos y dara un nimero muy grande si lo sustituimos en el polinomio.
En —x3 — 3x2 — 3x — 1, también sabemos que el 1 no es raiz puesto que todos los coeficientes
son negativos y al sustituir el 1 el resultado no sera 0, sino un nimero negativo.
Sin embargo, en x3 — 3x? + 3x — 1, la suma de los coeficientes dara 0, ya que en realidad son los
coeficientes con los que se operan, debido a que el coeficiente por 1 es el mismo nimero. Por
esta razén, en estos casos el nimero 1 siempre sera una raiz.

32. Determina las raices de cada uno de los siguientes polinomios:
a)x+5 2x+5=0>x=-5
b)-x+3 2>—x+3=02>x=3

c)7x—-52>7x—-5=02>7x=52>x=

11
22X =——=
3

= Nlu

d—-3x—11 2> -3x—-11=0>3x =-1

e)—-7x>x=0

flx?2 —8x>x2—8x=0->x(x—8)=0 Raices:x; =0, x, =8

—b+VbZ—4ac _ —(-1)+/(-1)2—4-4-(-3) _ +1++/49
2a 8

g)4x? —x—-3=0>x=

2:4
1+7 8 1-7 6 3
9x1:—=—=1 ; 9x2=—=——=——
8 8 8 8 4
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h)yx3—4x=0>x(x*-4)=0

>x2—-4=0>x>=4>x=+4=42 Raices:x; =0, x, =2, x3 =—2
i)x3 4+ 25x = 0 > x(x? + 25)

> x%2 +25 =0->x = V=25 (No tiene solucién real) Raiz:x =0

33. Simplifica, si es posible, las siguientes expresiones:
x2+4x _ x(x+4)

a) x3+3x2-6x-8  x3+3x2—6x-8
(Ruffini)> x3 + 3x2 —6x — 8 (Divisores de 8)=> D={+1,+2,+4,+8}
1 3 -6 -8 Raiz: x=-1; Factor: (x+1)
-1 -1 -2 8
1 2 -8 0
2 2 8 Raiz: x=2;  Factor: (x-2)
1 4 0
-4 -4
1 0 Raiz: x=-4; Factor: (x+4)
x(x+4) _ x(x+4) _ x
x343x2-6x-8  (x+1)(x—2)(x+4)  (x+1)(x—2)
b) x%2-1 _ O+ (x-1)
x3+3x2-6x-8  x3+3x2—6x—8
Volvemos a aplicar Ruffini, en este caso, el mismo de antes.
(x+1)(x-1) (x+1)(x—-1) _ (x-1)
x3+3x2-6x-8  (x+1)(x—2)(x+4)  (x—2)(x+4)
o x*-1 (x+D(x-1) _ (x+1)(x-1)

3+x2—6x  x(x2+x-6)  x(x—2)(x+3)

—btVb2—-4ac _ —1+12-4-1-(-6) 1++25

2a 21 2
1+5 6 1-5 -

>-E= o353 >-2=-=2(x2)

2 2

dxP4+x-6=0Dx=

34. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
3x%-6x _ 3x(x=2) _ x(x-2)

a = =
) 9x2+15  3(3x24+5)  (3x2+5)
b) a3-5a2 _ a%(a-5) _ (a-5)
7a3+4a2 = a2(7a+4)  (7a+4)
C) x2y+3xy? _ xy(x+3y) _ (x+3y)
4xy - 4xy - 4
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2a’b*+3ab _ ab(2ab+3) _  (2ab+3)
adb—ab ~  ab(a?-1)  (a+1)(a-1)

d)

35) Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores:
) 5 x+2 5 x+2  5x-3x-6 _  2x—6 _ 2(x-3)

A Gz P et 530 T xeed) T S3red) - 3xed) - S3x(-d)
b) -Xx _3x-1_ -x 3x-1 _ =x(xe+1)-CBx-1)(x-1) _
x2-2x+1 x2-1 (x-1)2 (x+D(x-1) (x+1)(x—1)2 -
_ —x?-x—(3x2-3x—x+1)  —-x?—x—3x2+3x+x—1 _ —4x%+3x—1
- (x+1)(x—1)2 - (x+1)(x—1)2 T (x+1)(x-1)2

36) Efectua los siguientes calculos:
2x+1 | 4 xx+1D)+4(x2+1)  2x%+x+4x?+4  6x%+x+4

a) x241 T x = x(x2%2+1) T x(x2+1) T x(x2+1)
b)i n 3 _ 1(x+1)+3(x—2) _ x+1+3x-6 4x-5

x=2  x+1  (x=2)(x+1)  (x=2)(x+1)  (x=2)(x+1)
) X i _ -x-1 _ X _ 1
O iar 1 001 | x@i)a-D  (x43)(x-1)
d) x-2 x=2 (x—=2)(x+3) _ 1

x243x " x+3  x(x+3)(x—2) «x

37. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, uno de los denominadores, y su
respectivo numerador.

a) —x%+x-1 3x+2 _ —x%+x-1 3x%+2x _ 2x%+3x-1
x3 xz x3 x3 x3

b) x—2 8  x-2 8 _ 1(x-2)-8x _ -7x-2
x243x  x+3  x(x+3) x+3 x(x43) x(x+3)

38. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresidon del lado izquierdo de cada
igualdad.

8a*b3 2 8a* 2 b3 2 ,

a) aip 4a°b; v i 4q-; 0= b) - 4a“b Sise cumple
4x3y%?_3xy? 2 3 4x3y? 2 3xy? 3 2 3,

b) —————— =2x°“y—=; —— = 2x°y; —— ==y) > 2x°y —= Sisecumple

) 2xy y 2’ ( 2xy i 2xy 2 ) Y 2 P

3x2-9x  x*-3x  3(x%-3) x%2-3x _,

c) = ; Si se cumple
6x+12 2x+4 3(2x+4) 2x+4
6a’b%+8a’b—10ab  3ab+4a-5  3ab(2a+b)+4(2a+b)-5(2a+b) 3ab+4a-5 ,

d) = - ; Si se cumple

2ab%+16aZ%b " b+8a 2ab?+8a(2a) " b+8a

2. ECUACIONES E INECUACIONES DE PRIMER Y SEGUNDO GRADO

39. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) i’,:: = §; (2x —4)7 = (3x — 2)4; 14x — 28 = 12x — 8; 14x — 12x = 28 — 8;
2x = 20; x=?=10
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x+8 x+4 12x

b) = -5 =5 m.c.m = (x+1) (x-1)
2R B e+ D - 1) o (e +8)(x+ 1) — (x+ ) (x + 1) = 12x
x2+8x+x+8—x>—x—4x—4 =12«
4
4x +4 = 12x; 12x —4x = 4; x=§=

XL B gy Xy I m.c.m=12

9(6x+1) __1lox+6 | 48x + 4x+4— 12x E

12 12 12 12

54x+9—-10x — 6 +48x +4x +4 = 12x + 151
54x —10x +48x +4x — 12x = -9+ 6 —4 + 151

84x = 144; x=2_1
84 7

40. Resolver:

) x2 (x+3)2

=1
25 9

x%  x%+6x49
—+
25 9

9x2 4+ 25x% 4+ 150x + 225 = 225; 9x? + 25x%2 +150 =0
34x2 +150x = 0; 2x (17x+75) =0; x(17x + 75) = 0

=1; 9x% +25(x%? + 6x +9) = 225

x=0 x=-2
17
3
x? =
b) E_1+
x2 2 x2 x
16 9 16 12
2
B 48+, 3x2 =48+ 4x; 3x2 —4x — 48 =0
48 48
x=-3,389 ; x=4,722
3(2x+1) 5x+3 x+1 E
c) " +4x + =1
18x+9_10x 6+ +4x+4 E
12 12

18x+9—10x—6x+48x+4x+4=151;60x+7=151

C60x =144; x=2_12
60 5

60x = 151 —7
d) 80x* —48x*-12=0
t=x> ; 80t?—48t—12=0
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3+2V6 3-2v6
10 10
3+2vV6 3+2V6 , .
X, = o =75 las otras dos raices son complejas

41. Sumando siete unidades al doble de un nimero mas los 3/2 del mismo obtenemos como
resultado el séxtuplo de dicho nimero menos 23. ¢{De qué numero se trata?

El nimero, x

7+ 2x+>x=6x—23

14 +4x +3x =12x —46; 14 + 7x = 12x — 46
7x —12x = —46 —14; —5x = —60

-60 .
x=—=12 ; el nimero es 12

-5
42. Las dimensiones de un rectdngulo son 54 y36 metros. Trazar una paralela al lado que mide 36m
de modo que se forme un rectangulo semejante al primero. ¢Cuales son las longitudes de los
segmentos en que dicha paralela divide al lado de 54m?

36

54 —x X

54
36 54 362

—=—; x=—=24 54 -24 =30
x 36 54
Las longitudes son24 m y 30 m

43. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300 000 €. Si la finca vale 4 veces
mas que el coche y el piso 5 veces mas que la finca. ¢ Cuanto vale cada cosa?

Precio del Coche: x; PreciodelaFinca:y; Precio del Piso: z
Ecuaciones:

Ec.1: x+y+z=300000

Ec.2: y=4x— -4x+y =0

Ec.3: z=5y->-5y+z=0
Operacioén: 4(Ec.1) + Ec.2 = Ec.2’

(4x+ 4y +4z=1200000) + (-4x +y=0); (5y+ 4z =1 200 000)

Ecuaciones:

Ec.1’: x+y+z= 300000

Ec.2’: 5y+4z= 1200000

Ec.3’: 5y-z=0
Operacién: Ec.2’- Ec.3'= Ec.3”

(5y +4z=1200000) - (5y-z=0); (5z=1 200 000)

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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Ecuaciones:
Ec.1”: x+y+z=300000
Ec.2”: 5y+4z=1200000

Ec.3": 5z =1 200 000
7=2209990_ 540000 € vale el piso.
. 240 000 .
Sustituyendo: 5y = z > 5y= 240000 >y = — 48 000 € vale la finca.

Sustituyendo: 4x = y— 4x = 48 000 — X = = Z°°; 12 000 € vale el coche.

44, Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a)5+3x<2x+4; 3x-2x<4-5 ; x<-1 ——
«—0

X€ (-oo, -1)

b)3+4x<8x+6; 4x-8x<6-3 ; -4x<3 ; x>23/4 j .

o—>»
x€[-3/4, o°)
c)5+4x>3x+2 ; 4x-3x>2-5; x>-3 o
I I I I
X€(-3, o) O- —>

d) 143x>5x+7; 3x-5x>7-1; -2x26 ; x<6/-2 ; x<-3
x€(-02,-3] DEmm—

45. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a)4(3+2x) < —(6x+8) » 12+8x<—-6x—8 - 12+ 14x < -8 - 14x < -20 - x<—§
A

- 3 P
1022 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 —y 0

c) 92+4x)+4(5x—-2)>302x+1) » (18+36x)+ (20x—8) >6x+3 —

- 10+56x>6x+3 » 50x>7 — x>%

46. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
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Algebra

a)6+3x<§+1 - 184+9x<x+3 - 184+8x <3 - 8x < —15 —>x<—%5

| | |
X€(-o=, -15/8)

5+Z<Z4152(5+F)<2(Z+1) 5 10+5x<9x+2 58<4x > x 22 =2
2 2 2 2 4

Xe[2, o) ]
® >
c)(2+35x)>4x+1—>2+5x>12x+3—>2>7x+3—>—1>7x—>x<—;
]
xe(eo, -1/7) < o
d) 241> 859 (14 50) +423x+6 > 2+ 10x+423x+6 >

->6+10x>23x+6 »> 64+7x=26 > 7x=20->x=20 I

X€[0, o°) L

47. Escribe una inecuacidn cuya solucion sea el siguiente intervalo:
a)[2,00);x22 X-222-X;XtX22+2;2x 24 ;x24/2;x>2

v

b) (-2, 3);Xx<3  X-5<-2x+4; x+2x<5+4;3x<9;x<9/3;x<3
c)(4,0);x>4 X-6 > -3x+10 ; x+3x > 10+6 ; 4x > 16 ;x> 16/4 ;x> 4
d)(-o°,2); x<2  2x-8<-3x+2; 2x+3x<2+8;5x<10;x<10/5;x<2

48. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:
a)V2x—3 - 2x—3>0 - 2x>3 - xZ%; X € [3/2, )
b)V=x—9 5> —x—9>0> —x>9 > x<-9 ; xe-oo,-9]
OVZ=7x 5 2-7x20 > —7x2-2 > 7x<2 > x<> ; xe(-e2,2/7]
dvV-2x+7 > —2x+720 » —2x>-7 - x< % i X€E(-00,7/2]

49. Resuelve las inecuaciones de segundo grado:

A)x?-1>20->x>=1->x=VI->x=1;x,=-1

x=-2-(-2)?-1=3
x=0-02-1=-1
x=2-22-1=3
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I Algebra

Solucion: (—oo, —1]U[1, o)
D)x?—4<0->x>=4->x=Vhdox,=2; x, =2

x=—4-(—4)?—4=12
x=0-02—4=—4
x=4-42—4=12

Solucion: [—2,2]
)x2-9>0-x2=9->x=v9->x,=3;x,=-3

x=—-4-(-4)?-9=7
x=0-0%2-9=-9
X=4-542-9=7

+ | - | +

4 |

-3 3
Solucién: (—oo, —3)U(3, )

dx*+420->x*=-4->x=v-4

Solucion: todos los nameros reales

e)2x2—50<0—>2x2=50—>x2=52—0—>x=\/25—>x1=5; x, = =5

X =—6-2(—6)% — 50 = 22
x=0-2-02-50=-50
x=6-2(6%)—50=22

Solucién: (=5,5)
f)3x2+12<0-3x2=—12>x2 =5 x =4
Solucién: ningin namero real
g)5x2—4-5>0—>5x2=45—>x2=4?5—>x=\/§—>x1=3 ; Xy = =3

x=—4-5(—4)?>—-45 =35
x=0-5-0%—-45=—-45
x=4-5(4)?—-45=35
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B Algebra

Solucion: (—oo, —3)U(3, )
hWhx?+1>0->x*=-1->x=+/-1
Solucién: todos los niumeros reales

50. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) x*+x<0 x*+x=0; x=0; x=-1

| | (=10)* + (=10) > 0
-1 0 (—=0,5)2 +(-0,5) <0
-10 -0,5 10 (10)2+ (10) > 0

Solucién: [-1, 0]

(-=10)2 — 5(=10) > 0

-10 1 10 (D?2-5(1) <0
(10)2 = 5(10) > 0

Solucién: (-, 0)U (5, o)

c) x*<8x x*-8x<0 : x>—-8x=0 ; x=0, x=8
|
1

o0 =T ~

0 (-=10)2 — 8(=10) > 0

-10 1 10 (HD?2-8(1)<0

Solucién: [0, 8] (10)2-8(10) >0

d x> <3x x2-3x<0 x2-3x=0 ; x=0, x=3
2
| | (—10)2 - 3(~10) > 0
0 3 (D2-3(1) <0

-10 1 10 (10)2—-3(10) >0

Solucién: [0, 3]
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N Algebra

e) 2x2—-3x>0 2x%2—=3x=0 ; x=0, x=-
2
| | 2(—10)2 —3(-=10) >0
0 ; 2(1)?-3(1) <0
2 _
10 1 10 2(10)2 —3(10) >0

Solucién: (-2, 0)U (3, =)

f) 5x2-10x<0 5x2—10x =0 ; x=0 , x=2
5(-10)2 —10(=10) >0
5(1)2-10(1) < 0

-10 1 10 5(10)%2 — 10(10) >0
Solucién: (0, 2)

O =t
N-—

51. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) x*-2x-3<0 x2-2x—-3=0 ; x=-1 , x=3

| | (—10)2 —=2(-10)-3>0
-1 3 (D?-2(1)-3<0
-10 1 10 (10)2-2(10)—3>0

Solucién: [-1, 3]

b) —x2-2x-32>0 —x? — 2x — 3 = 0 no tienes raices reales

(=0)2—=2(-0)—3<0 nuncaes>0

¢) x*+9x+14>0 x2+9x+14=0 ; x=-2 , x=-7
{ J (—=10)2 +9(-10)+ 14 >0
-7 -3 (—-5)2+9(-5)+14<0
-10 -5 0 (0)2+9(0)+14>0

Solucién: [-7, -3]
d x>—6x+9<0 ; x>—6x+9=0; x=3 doble (x—3)2<0 siemprees>0
Solucion: x =3
e)] —x*—4x-5<0 ; —x>—4x—5=0 , no tiene raices reales, siempre es <0

Solucién: £
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N Algebra

)x*+8x+16>0 ;x> +8x+16 =0, x = —4doble, (x +4)?> > 0 siempre, salvo en x = -4
Solucién: &£ - {-4}

g) x*+x+3=>0 ; x2+x+ 3 =0 no tiene raices reales, siempre es >0

Solucién: £

h) 2x*-3x-5<0 ;2x>?-3x—-5=0 ; x=-1 X ==
| 2(-=10)2 - 3(=10) —=5>0
1 2(0)2-3(0)—-5<0
2(10)2—3(10)-5>0

N1 =—f—

-10 0 10
., 5
Solucién: [-1, E]

52. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a x>+x-6>0 ; x>4+x—-6=0; x=-3 , x=2

| | (-10)2+(-10)—6 >0
-3 2 (0)2+(0)—-6<0
-10 0 10 (10)2+ (10)—-6>0

Solucién: (-e=, -3)U (2, o)

b) x2—x—-12<0 ; x*—x—-12=0 ; x=-3 , x=4
{ | (—=10)2 = (—=10) —12 >0
3 4 (0)2-(0)—-12<0

-10 0 10 (10)2-(10)—12>0

Solucién: [-3, 4]

c) x*—x-20<0 ; x*—x-20=0 ; x=—-4 , x=5
| | (—10)? = (=10) =20 > 0
(0)2—-(0)—20<0

-4 5
-10 0 10 (10)2 - (10) =20 >0

Solucién: (-4, 5)

d x*+5x—-14>0 ; x*+5x—14=0 ; x=-7 , x=2

| | (—10)?2 +5(—=10) — 14 >0
-7 2 (0)2+5(0)—14<0

0 10 (10)24+5(10) — 14> 0

-10
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HEN Algebra

Solucién: (-oo, -7]U [2, o)

e) —2x*+3x+2>0 ; —2x>+3x+2=0 ; x=-05; x=2

| | —2(-10)24+3(-10)+2<0
-0,5 2 -2(0)2+3(0)+2>0
-10 0 10 -2(10)2+3(10)+2<0
Solucién: (-05,2)
fl 3x2+2x—-1<0 ; 3x*4+2x—-1=0 ; x=-1, x=§
| | 3(=10)2+2(-10)—1>0
1 § 3(0)2+2(0)—-1<0
10 0 10 3(10)2+2(10)—1>0

Solucion: [-1, %]

g) 5x2—7x—-6=>0 ; 5x2—-7x—-6=0; x=-06 , x=2

| | 5(—10)2 = 7(=10) — 6 > 0
-0,6 2 5(002-7(0)—-6<0
-10 0 10 5(10)2 —7(10) —6 >0

Solucién: (-e=, -0,6]U [2, o)

h) 2x*+x—-15<0 ; 2x24x—-15=0 ; x=-3 , x=25

| | 2(—-10)% + (-10) — 15> 0
-3 2,5 2(0024+(0)—-15<0
-10 0 10 2(10)2+ (10) —=15>0

Solucién: (-3, 25)

53. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a Vx2-1 ; x>=1>20 ; x2=-1=0 ; x=-1 , x=1
| | (=10)>*=1>0

-1 1 (0)2-1<0
-10 0 10 (10)2—-1>0

Solucion: [-1, 1]

b) V—x2+4 —x2+4>0 —x%2+4=0 ; x=-2, x=2
| | —(-10)*+4<0
-2 2 —(0)>+4>0
-10 0 10 —(10)2+4<0
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E Algebra

Solucién: [-2, 2]

c) Vx2+5x+6 ; x*2+5x+6=>0 : x?+5x4+6=0; x=-2, x=-3

| | (—10)2+5(-10) + 6 > 0
-3 -2 (—2,5)2+5(=25)+6<0
-10 -2,5 10 (10)2+5(10) +6 >0

Solucién: (-0, -3]U [-2, o)

d Vvx2—-5x+6 ; x*-5x+6=>0 ; x*-5x+6=0 ; x=1; x=6

| | (-10)2 = 5(=10) + 6 >0
2 3 (2,52 -5(25)+6<0
-10 2,5 10 (10)2-5(10) +6 >0

Solucidon: (-2, 2]U [3, o)

54. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a) 2x+5)(2x—-5) <11
(2x+5)(2x—5)<11;4x*—25<11;4x>—-25-11<0; 4x2-36<0 ;

x2-9<0 ; x=-3,x=3

2
| | (-10)2-9>0
-3 3 (0)2-9<0
-10 0 10 (10)2-9>0

Solucién: [-3, 3]

b) 2x—-5)4x—-—3)—(x—10)(x—2) =50
8x2 —6x —20x+15—x2+2x —10x + 20 > 50 ; 7x® —34x + 35> 50

Tx2 ~34x +35-502 0 ; 7x2 —34x - 1520 ; x =L o506 ; ¢ =T L g4
| | 7(—=10)? — 34(—=10) — 15> 0
-0,4 5,26 7(0)% —34(0) — 15 < 0
-10 0 10 7(10)%2 — 34(10) — 15 >0
Solucién: (-eo, Ty [T o)
C) 3x-2 < 5-2x ; 3x-2 . 5-2x <0
x x+3 x x+3
(3x-2)-(x+3)—(5-2x)x <0; 3x%2+9x-2x—6—5x+2x> <0 ; 5x%+2x—6 <0
x(x+3) x(x+3) x(x+3)
x-(x+3)=0, x=0 ,x=-3 ;
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Algebra

Sx2+2x—6=0 ; x="x091; x=""x_131
| | | | —10)242(—10)—
| | | | 5(-10)°+2(-10)-6 _
(=10)-(-10+3)
-3 -1,31 0 0,91
5(-2)%+2(-2)-6
-10 -2 -1 0,5 10 (=2)-(-2+3)
5(-1)%+2(-1)-6
(=1):(-1+3) >0
5(0,5)%+2(0,5)-6 <0
Solucién: (-3, =11y (0, 2 (©5(05+3)
5 5 5(10)2+2(10)—6

(10)-(10+3)

3. OTROS TIPOS DE ECUACIONES

1. Resuelve las ecuaciones siguientes:
aA)(x—-7)- x-2)x+5) ' x-3)'(x—11) =0
x—7=0=>x=7
x—2=0=>x=2
x+5=0=>x=-5
x—3=0=>x=3
x—11=0=>x=11
b)3(x—-5)-(x—7)-x+2)-(x—3)(x—4)=0
x—5=0=>x=5
x—7=0=>x=7
x+2=0=>x=-2
x—3=0=>x=3
x—4=0=>x=4

2. Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas:

2_
a)xt—3x+2=0 > t2-3t+2=0 > ¢=20HO IR 4 _ 5 poq

Sx=vV2 ,x=—2 , x=1, x=-1

b)x* +12x% +35 =0 - 2412t +35 =0 — ¢ = —LRIZH0Y G c2E
- t; =—=5, t, = =7 , notiene soluciones reales

Ox*—4x2—12=0 > t2—4t—-12=0 -t == 42;‘“‘12)= 4iza= %

> t=6, t,=-2; x =v6 , x =—/6 ydos raices complejas

3. Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas:
13+V25 _ 13%5

13+4/132-4(36)
a)x*—13x>+36=0 > t?—-13t+36=0 >t = - = = — -
> t=9, t,=4;, x=3,x=-3,x=2, x=-2
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Algebra

201VA4T _ 20421

_29%4/292-4(100)
o o 2

b)x*—29x2+100=0 - t>—29t+100=0 >t - .

- t,=25,t,=4 ; x=5,x=-5,x=2, x=-2
10+V64 _ 1048 R

_10+y/102-4(9) _
- - 2

)x*—10x24+9=0 > t2—-10t+9=0 > ¢ > >

x=-3,x=-3,x=-1,x=1

264V576 _ 26424

d) x* — 2637 +25 = 0 - t2 - 26t +25 = 0 — ¢t = 2R2EHCH _ 264 2

x=-5,x=5,x=-1, x=1

_)t1:9,t2:1 ;

4. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales:
1 1 1 1 1 X 1-x -1
a) - = - _—= - — =0 - =0->—=0
x2—x x-1 x(x-1) x-1 x(x-1) x(x-1) x(x—1) x

No tiene solucion.

1 x 4 1, x 4 x—2 x(x—6) 4
b) 6 Trz etz  xe iz -6 x-2)  —6)x-2) " x-6)(x-2) _ (x-6)(x—2)

>x—2+x(x—6)=4->x—2+x>—6x=4 >x*>—-5x—2=4>

->x?-5x—-6=0->x=6, x=-—1

o4 2B, B 6_x+w—>18=6x+x(x_13)_)x2_13x+6x_18:0 -
x 6 6x 6x 6x
2_A(—
7472-4(-18) _ 74V121 _ 711 X1 =9, x=-2

- x?—7x—-18=0 - x = - = = -

5. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:

a)VEx+4—1=2x > (Vsx+4) =(@x+1)? > Sx+4=4x +4x+1 -

1+4/12-4(4)(-3 1449 147
) = = — ->x1=1, x= —~

> 4x2—x—-3=0->x= D = = .

b) Vit 19+1=v2x+4 > (Vx+19) =(VZx+4-1)" -
- x+19=02x+4)—2V2x+4+1 > x+19=2x+5—-2V2x+4 -

->x+19—-2x—-5=-2v2x+4-> —x+14=-2V2x+4 >

_ _ _ 2 —14)2
- x_+214—\/2x+4—> x214:\/2x+4 - (x214) =2x+4 o> & i4) =2x+4 -

2_
- TR x+4 > x? —28x+ 196 = 8x + 16 — x? —36x +180 =0 —

36++/362-4(180) 36+/576 36124
- x = 5 = > = > —)x1:30,x2:6

2x-11

)3Vvx—14+11=2x - 3Vx—-1=2x—11 »> Vx—-1 = .
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N Algebra

 4x? —44x + 121

2 (2x—11\? 2x — 11)?
—>(\/x—1) =(—> %x—lzgﬁx—l— -
3 9 9
—>9x — 9 =4x?—44x + 121 - 4x>-53x+130=0 -
Sy = 53+4/532—-4(4)(130) _ 531@2 53427 S ox =10, x, = 13
2(4) 8 8 4
6. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a)(x—9) - x—1)-(x+24)-(x—-5)'(x—-3)=0 -
> x=9; x=1; x=-24; x=5; x=3
b)3(x—5)-x—-9) - x+2)-x—1)-(x—4)=0 >
> x=5;x=9;x=-2;x=1;x=4
7. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:
a)xt +5x2 ~36=0 - t2+5t-36=0 - t = "0 IO o3
> t=4,t,=-9 > x=i\/Z; xX=—-2, x=2
b) x* — 21x% + 12100 = 0 — t2 — 21t + 12100 — t = 22/2-4(12100) _ 214747959
2 2

No tiene solucion real

45+./452-4(234) __ 45+v1089 _ 45+33 5

c) x* —45x%2+234=0 > t?—45t+234=0 > t = . . -
> t=39, t,=6 > x=+V39, x=+/6

374/372-4(36) _ 3741225 _ 37435

d)x*—-37x2+36=0 > t?—-37t+36=0 - t = . . -

>t,=36, t,=1>x=+V36=46 , x=+V1= +1

8. Resuelve las ecuaciones racionales siguientes:

a)Zx—1+7x:§_2_) 9x—1:§_2_)9x—1:£_ﬂ_)9x_1:9_6x_)
3x x 3x X 3x 3x 3x
9% +6x=9+1 -515x=10 - x = 1—(;:2
X x—2 3 x x—2 3 X x—2 3
3(x-2) 3x 2x(x-2) _ _ _ _
—>3x(x_2)—3x(x_2) o =0-3(x—2)—3x+2x(x—2)=0-
- 3x—6—-3x+2x2—4x=0 > 2x>—4x—-6=0-> x>*—2x—3=0 -
> x-3)(x+1)=0->x=3 x=-1
1 4 x+1 x—1 4 x+1+x—-1 4 2x 4
c)—+—:— - = - = - o = -
x—1  x+1 3 (x—1)(x+1)  (x—-1)(x+1) 3 x2-1 3 x2-1 3

-53:2x=4(x%?-1) > 6x=4x*>—4 - 2x>*—-3x—-2=0 >

1

3+y/32-4(2)(-2) _ 3%V25 315
-S> x = = :——)x1:2,x2:—

2(2) 4 4 2

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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2x-3 1 2x—3+1
d==+-=1- =
x x

2x-2

1 -

~ =1->2x—-2=x->2x—x=2 > x=2

9. Resuelve las ecuaciones irracionales siguientes:
a)5+Vr—T1=2+2 > Vr—1=x+2-5> (Vr=1) =(x—3)? -
- x—1=x2-6x+9 - x*—-7x+10=0 > (x=-5)x—-2)=0 > x=2, x=5

2
V= Z+3VE-Z=x+1- Wx—Z=x+1-Vx-Z= 2 5 y-2= ()5

(x+1)2
16

> (x—-11D)x-3)=0 »> x=11, x=3

gvx—4=x-1 - (\/x—4)2=(x—1)2 > x—4=x*-2x+1-> x*-3x+5 -

- x—2= - 16x—32=x*+2x+1 - x*2—-14x+33=0 >

3+./32-4(5) 3+v—11 ) .
- x = 5 = . No tiene solucién real

d) 7+Va+4=x+9 >Vxtd=x+2> (Vx+4) =(x+2)%>
> x+4=x?+4x+4 > x*+3x> x(x+3)=0-> x=0 , x=-3

10. Resuelve las ecuaciones exponenciales siguientes:

3x 1 3x 1 3x -4 4
= — = — - = - = -4 > = — -
a)5 i ” 5 5 3x x .

b)ZZx_4x=1_16_)22x.22x=i

24

- 2% =27 —>4x=—4—>x=—%=—1

c)2x+5 . 2x+4 . 2x+3 =8 - 2x+5+x+4-+x+3 =8 - 23x+12 — 23 - 3x4+12=3 -

—>3x=—9—>x=_?9= -3

4. SISTEMAS DE ECUACIONES E INECUACIONES LINEALES

57. Resolver por el método de Gauss los sistemas:

4x + 2y-z =5
_ 5x-3y +z =3
a) {5x-3y +z =3 E2-E3 {—2x+y—z= _3

2x-y+z =3

-»3x-2y =0

4x + 2y-z =5

5x_3y+2=3—>9x—y=8 nos queda

E1+E2 {

4x + 2y-z =5

—18 2y = —16
19x -y =8 -2E2 + E3 { X+ 2y _ — —15x = =16 nos queda
3x—2y =0
3x- 2y =0
4x +2y-z =5 16 16 8 37
1 9x-y =8 x=16/15 ; 9E—y=8;y=8/5; 4E+2§_Z:5;Z:E
—15x =-16

RESULTADOS: x=16/15 y=8/5 Z=37/15
b)x+y+z=0 4E2 + E3: El1+E2:
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7x+2y-z=0 28x+8y—-4z=0 xX+y+z=0
3x+5y+4z=0 3x+5y+4z =0 ; 3Ix+13y=0; /x+2y—z=0 ; 8+3y=0
x+y+z =0 13E2 — 3E3:
8&+3y =0 104x+ 39y =0
31x+13y =0 -93x-39y=0 ; 11x=0 x=0

Sustituyo x en E2

8:0+3y=0  0+3y=0 y=0

x+y+z=0 0+0+z=0 .
RESULTADOS: x=0 y=0 z=0

58. Resuelve y discute si es posible el siguiente sistema

Xx+2y—-z =1 2E1- E2
2x+y-2z=2 2x+4y—-21z=2
x-y—-z =1 2X—y+2z=-z 3y=0
X+2y—-z=1
3y =0 y=0
X—y—z =1 sustituyoy
x—z=1

x—z=1
(como las 2 ecuaciones son las mismas, tengo que elegir un pardmetro para una de las incégnitas)
RESULTADO x=1+A, y=0 , z=A

Sistema compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones

59. Discutir y resolver cuando sea posible el siguiente sistema

X —6y —4z = -7
a){x+8y+4z=6
x — 6y — 4z = =7 E1 =E1 xX — 6y —4z = -7
{x+8y+4z:6 —>E2’=E1+E2—>{2x+2y+ =-1 -
X +y =1 E3' =E3 x+y =1
E1" =E1' X — 6y —4z = -7
- E2" =E2’ —>{2x+2y+ = -1 -
E3" = E3' — 2E2’ 0 =-3

ES UN SISTEMA INCOMPATIBLE es decir NO TIENE SOLUCION

X+y—6z—4t=6
3x+2y—-3z+8t=-7

b) 3x—y—6z—4t=2
4x—-—y+3z+12t=0

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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xX+y—6z—4t=6
3x+2y—3z+8t=-7
3x—y—6z—4t =2

4x —y+3z+12t=0

E1' =E1 X+y—6z—4t=6
E2' = —-3E1+E2 —y + 15z + 20t = —-25 N
E3' = -3E1+E3 —4y + 12z + 8t = —12

E4' = —4E1 + E4 =5y + 27z + 28t = —24

E].” — Ell x + y — 6Z — 4t — 6 Elln — Elli

N E2" = E2' —y + 15z + 20t = =25 E2" = E2"

E3" = —4E2"+ E3' —48z — 72t = 88 E3" = E3"
E4" = —5E2' + E4’ —48z — 72t =101 E4"' = —E3" + E4"

X+y—6z—4t=6
—y + 18z + 20t = —25
—48z — 72t = 88

0 =13

— Sistema incompatible.

60. Compramos 8kg de café natural y 5kg de café torrefacto, pagando 66€. Calcula el precio del kilo
de cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kilo a 5€.

1" PASO: organizar los datos
Sea x el precio por kilo del café natural y tenemos 8 kilos: 8x
Sea y el precio por kilo del café torrefacto y tenemos 5 kilos: 5y
8x + 5y = 66€
Si mezclamos la mitad de cada kilo, el kilo seria 5€, es decir, que la suma de la mitad de cada
precio del café debe darnos 5 €

x 'y
2170
Simplificamos la ecuacién multiplicando todo por 2:
x+y=10
Resolvemos el sistema de ecuaciones, para ello, aplicaremos el método de reduccién:
8x + 5y = 66
x+y=10
Para resolverlo, multiplicaremos la segunda ecuacion por -5
8x + 5y = 66
—5x — 5y = =50 Sumamos las ecuaciones
3x =16

x=? , x=533

Sustituimos el valor de la x en la primera ecuacion:
8(5,33) + 5y = 66
5y =66 — 42,64 = 23,36
23,36
y= s = 4,67
El precio del kilo del café natural es de 5,33€/kg y el precio del café torrefacto es de 4,67€/kg

61. Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus hijos. La edad del hijo menor es la
mitad de la de su hermano. La suma de las edades de los niiios y la de la madre es 45 anos. ¢Qué
edades tienen?

La edad del hijo menor es a

La edad del hijo mayor es 2a

Madre: 2(a+2a)

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 2: Algebra. RESPUESTAS
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Lo siguiente que debemos hacer es sumar las edades de los nifios y de la madre, entonces el
resultado sera 45

a+2a+2(a+2a)=45; a+2a+2a+4a=45 ; 9a=45 ; a=5

Solucion: la edad del hijo menor es 5 afios

-La edad del hermano es de: 2-5 =10 afos

-La edad de la madre: 2(5+2-5) = 10 + 20 = 30 afios

62. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300.000€. Si la finca vale cuatro
veces mas que el coche y el piso cinco veces mas que la finca, écuanto vale cada cosa?

Primero, debemos organizar los datos:

Sea el precio del coche: x ; el precio de lafinca:4x ; el precio del piso: 5(4x)

La suma de las tres cosas es igual a 300 000€, por lo que debemos sumar todos los datos:

x4+ 4x 4+ 20x = 300000 ; 25x = 300000 ; x =12 000

Por lo tanto, el coche vale 12 000€

La finca: 4 - 12 000 = 48 000€

El piso: 20 - 12 000= 240 000€

El coche vale 12000¢€, la finca cuesta 48000€, el piso cuesta 240000€
63. Las tres cifras de un nimero suman 18. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el
orden de sus cifras, se obtiene 594; la cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos.
Halla dicho numero.
El nimero es abc
La primera condicién afirma que:
a+b+c=18
La segunda afirma que:
abc — cha = 594

La tercera afirma que:
a-+c

2

La segunda condicion significa que :

(100a + 10b + ¢)- (100c + 10b + a) = 594

100a —100c+c—a =594 ; 100(a—c)+ (c—a) =594
—100(—a+c¢) + (c —a) =594

(c—a)(1—-100) =594 ; (c—a)(—99) =594

-594
c—a=—-= c—a=—-6 ;, c=a—6

Sib="“=2b=a+c
Comoc=a—-6=2b=a+(a—6)=>b=a-3
Ahora sustituimos en la primera ecuacién:
27

a+tb+c=18 ; a+(@-3)+(@-6)=18 ; 3a-9=18; a=—-=9

Teniendo la a podemos despejarlabylac:

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 2: Algebra. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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Algebra

abc =963

64. Encuentra la regidn factible del sistema:
x>0
y=0
6x+ 5y <30
x+2y<8

La representacion de x = 0 en la grafica es la siguiente:

Junto a la representacion de y = 0 es la siguiente:

Esto quiere decir que la inecuacion es factible en el primer cuadrante
A continuacidn, vamos a representar la inecuacion 6x + 5y < 30, para ello dibujamos la recta:

6x + 5y = 30,

-Six=0: 6-0+5y=30 ; 5y=30 ; y=6

Esto seria el punto (0,6)

Siy=0: 6x+5:-0=30 ; 6x=30 ; x=5
Esto seria el punto (5,0)
-Seguidamente, vemos si (0, 0) verifica la inecuacién:

0<30

Esta se verifica, por lo que la regidn factible de esta inecuacion va se situa por debajo de la recta
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Ahora vamos a representar la inecuacion x + 2y <8 ; Consideramos x + 2y = 8
Six=0 ; 0+2y=8 ; y=4
Este seria el punto (0,4)

SSiy=0 ; x+0=8 ; x=28
Este seria el punto (8,0)

-Seguidamente comprobamos si (0, 0) verifica la inecuacién: 0<8

65. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

%_ x—23y+3 > x—;r+1 6 (% _ x—23y+3) >6 (x—321+1
a) - -
2x—4- 2x+3 2x—4— 2x+3
1-2024 200 |6(1-222 4 2 >

_){3—2x+4y—623x—3y+3_){ —5x+7y =6
6—4x+8+2y+6x+9y =0 2x + 11y > —14

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 2: Algebra. RESPUESTAS
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x+y=1
b) {y —-2x=>3
y<5
(4,5 .4
(-0.67,1.67)

x+y=0

c) 2x—y =0
x<6
# ot

/

(x+1)-10+x<6(2x+1) 10x+10+x<12x+6
d) —){ -
4(x —10) < —6(2 —x) — 6x  Ux —40 < —12 + 6x — 6%

10—-6<12x —11x x <4
= = <
_){ 4x < 28 _){x<7_)x_4

5. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

66. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:

+2y=6
) {QZCZ _ 35 -1 Sistema de ecuaciones no lineal , tiene un producto de x pory.
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b) { Sy X = — Sistema de ecuaciones lineal
2x—3y=-1
4x -2 =y . . .
c) {3x +5y=2 — Sistema de ecuaciones lineal
x+y=2
d) 2 — Sistema de ecuaciones no lineal , tiene incognitas al cuadrado.
3x+y =4

67. Resuelve los siguientes sistemas no lineales:

a) {xy+2=4x_) {xy—4x+2=0 Sx(x 1) —dx+2=05

y—x=1 y=1+x
S>x?4+x—4x4+2=0 -x*-3x+2=0

_3+/32-4(2) _ 3+V1 _ 3#1
- 2 T2 T 2

X ->x1=2, x,=1
yvi=1+x1->y1=1+2=3, y,=14+x,->y,=1+1=2

X1=2,y1=3 ; x2=1,y2=2

2 2 _ 2_x?=5 2
y>—x*=5 y 2 (1439\% _ 2 9yPHey+l L _
b) {5x—3y=1_>{ x=1+53y -y (—5 ) =5-y — 5=0-

- 25y% —9y? —6y—1—-125=0 - 8y* -3y —-63=0

__ 3#y32-4(8)(-1) _

3+v2025 _ 3445 _ _ 21
=22 5y =3, =2

2(8) 16 16
63
x_1+9_2 x_l—; 11
1= =4, X2 % P
11 21
X9=2, =3 ; 2= "% » V2=~

x+y=7 x=7—-y
c) {xy=12 _){xy=12

_)(y_g)(y_4‘)_)3’1=3r3’2=4 ;x1=7_3=4‘,x2=7_4‘=3

> (7-y)y—12=0->7y-y*-12=0-y*-7y+12=0-

x1=4, y1=3 ; x,=3 , y,=4

68. Resuelve los siguientes sistemas y comprueba graficamente las soluciones:

xZ_y2:3 x2_y2:3 5 , " , _
a) {Hy:g —>{y=3_x S x?—(3-x)2=3 5x2—(x2—6x+9) =3 —

- 6x—9=3-56x=12 5x=2->y=3-x=3-2=1- (2,1)
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)

—v=1 =1
b) {x g _’{x TV s y14y) =2 sy +yP =224y -2=0-

xy =2 xy =2
- Dy+2)=0->y;,=1 y,=-2->x=14+41=2,x,=1-2=-1
(211)1 (_11_2)

2

2 2 _ x2+y2 =17 2
0 F-+y 17ﬁ{ ) ﬁxL+G):17ax2+%—17=0%
xy =4 - x *

>x*+16—-17x2=0 > t?2-17t+16=0 - (t—16)(t—1) =0 -
Sx=4+VI6=14, x,=tVI=41 > y = £3= +1 ; y, =+-=+4

1,4, (-1,-49, &1, (-4-1

(1.4

@, 1)

2 2 _ 2 2 _
d) {x + 2y —17_) {x + 2y _17—>(5—y)2+2y2=17 R

x+y=5 xX=5-y
> (2 =10y +25)+2y2 —17=0-3y? 10y +8=0 > (y—2) (y—3) =0 >
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—)y1=2 , Yo == —)x1=5—2=3,x2=5_i=_

{367 133)

2 2
xz—y2=5 X _y =5 62 2 _ 36 2 _ 4
ﬂ{ xy=6 | x=2 '*@)—y T5=0 -5y m5=0 236y -

592=0 > y*+5y2—-36=0 >t?+5t—-36=0 > (t—4)(t+9) -
>y = +v4 =42 y, = +V—=9 = No son numeros reales -

2 4 22
f) {x +y_;18—>x2+x2=18 ->2x2=18 5 x*=9 5x=43>5y=x= 13

(3,3) , (-3,-3)
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69. La trayectoria de un proyectil es una parabola de ecuacién: y = —x? + 5x, y la trayectoria de un
avion es una recta de ecuacion: y = 3x. ¢En qué puntos coinciden ambas trayectorias? Representa
graficamente la recta y la parabola para comprobar el resultado.

{y=—x2+5x=0

> —x?+5x=3x->—x*+2x=0 > —x(x—-2)=0 -
y = 3X

x1=0, x,=2; y=30=0 y,=32)=6 —(0,0), (2,6)
Interseccién de la trayectoria del proyectil y del avion

(2.8 —— Proyectil: y = —x7 + 5x
5r — Auidn: y=3x

N\

70. Resuelve los siguientes sistemas:

3x2 —5y%2 = -2 6x%2 —10y2% = —4
a) xz yz _’{x 2 y2 - —y’=-1->y=%1-
2x* -3y =-1 —6x%+9y%? =3

- 2x2—-3y?=-1-2x?=2 »x?*=1 >x=+1

(1,1), (1,-1) , (-1,1) , (1,-1)

3x>+y*=3  (6x*+2y*=6
b){x+y —>{x+y S11x2 =11 5> x = +1 -

5x2—2y2=5 (5x*-2y*=5
->y2=3-3x2>53-3=0-(1,0), (-1,0)
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E Algebra

2 _ Aa — x2—4y =3
d) {x vy 3—>{ 1 —>x2—4(1)=3—>x3—3x—4=0—>
xy=1 y = x

-»x=2195, y= ﬁ = 0,466 — Usamos la calculadora para calcular x

x tiene solo una solucién real (2,195, 0,466)

X
X

y _ _Y =
Q‘F+y___1q YTy 1+x+2—x—tf=1az—ﬁﬁ=1a
x+y=2 x

»2x—2+x=x-2x=2->x=1-y=2-x->y=2-1=1-(1,1)

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Estudia si hay numeros reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:

7x-9 —5x+7
a) (x+3)-(2x—16) ) x2-5x+6
9x3-2x 2x-3y+5

) -2x*-3x2-4 ) x2+y?

No van a poder ser evaluadas cuando el denominador sea 0.

7x—9 _ o C
) Grvamg” @t3)2x-16)=0->x=-3 x=8

b) —5x+7 _>x2_5x+6:(x_2)(x_3)—)x:2 x =3

x2-5x+6

9x3-2x . . ,

% 2x* —3x% — 4 = 0 No existen valores que anulen este polinomio

)2x—3y+5
x2+y?

- x2+y2=0 - (x,v) = (0,0

2. Calcula cuanto debe valer la letra m para que el valor numérico de la expresion algebraica

x3-mx+4

siguiente sea -2 para x = 0. (x*—1)(mx+2)

La letra m puede ser sustituida por cualquier nimero real ya que al ir multiplicada por x (x=0)
siempre va a dar 0. Por lo tanto, el polinomio siempre va a tener la misma solucién. (-2).
- Sisustituimos (m=-1):
(0*-(-1) - (0) +4 /((0)*-1) - ((-1) - (0) +2) = 4/ (-1) - (2) = 4/-2 = -2
- Sisustituimos (m=1):
(0)*-(-1) - (0) +4 /((0)*-1) - ((-1) - (0) +2) = 4/ (-1) - (2) = 4/-2 = -2

3. Consideramos los polinomios: p(x) = —3x3 + 2x% — 5x — 4, q(x) = 2x* + 3x3 — 4x*> + 5x +
6 y r(x) = 3x% + 5x — 7. Realiza las siguientes operaciones:

a) P+Q+R

(-3x3 +2x2 -5x -4) + (-2x* +3x3 -4x? +5x +6) + (3x% +5x -7) = -2x* +x% +5x -5
b) P-Q

(-3x3 +2x2 -5x -4) - (-2x* +3x3 -4x? +5x +6) = 2x* -6x3 +6x2 -10x -10
c) P-R

(-3x3 +2x2 -5x -4) - (3x% +5x -7) = -9x° +6x* -15x3 -12x? -15x* +10x3 -25x? -20x +21x3 -14x? +35x
+28=-9x° -9x* +16x3 -51x? +15x +28

d) P-R-Q
(-3x3 +2x2 -5x -4) - (3x% +5x -7) = -9x° +6x* -15x3 -12x? -15x* +10x3 -25x? -20x +21x3 -14x? +35x
+28= (-9x> -9x* +16x3 -51x% +15x +28) - (-2x* +3x3 -4x? +5x +6) = -9x° -7x* +13x3 -47x? +10x +22

4. Efectuaa las divisiones de polinomios:
a) 3x*-2x3-5x2 +7x-9 entre 3x2 +2x-5
b) 6x5-7x* +8x3 +9x2-10x-5 entre x3 +3x+5
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Algebra

a)

3x4 -2x3 -5x2 +7x 9 3x2 +2x-5

-3x*+2x345x2 x2

0 0 O 7x-9
- COCIENTE: x2 RESTO: 7x -9

b)
6x5 -7x® +8x3 +9x? -10x -5 x3 +3x +5
-6x° -18x 3 -30x? 6x2 -7x +10
0 -7x*-10x3-21x?-10x -5
0 +7x4 +21x? +35x
0 0 -10x3 0 +15x -5
0 0 10x> 0 -30x-50
0 0 0 0 -15x-55
COCIENTE: 6x%2-7x +10 RESTO: -15x -55

5. Seiala sin efectuar la division, si las siguientes divisiones son exactas o no:
a) x° +7x* -13x3 +5x2 -17x+5 / x-3: (x=3)

3547 (3)4-13 - (3)3 +5 - (3)2-17 - (3) +5 = 243 + 567 - 351 +45 -51 +5 = 458
RESTO: 458 (No es exacta)

b) x° +x%-3x3-3x? -4x +4 [x-2: (x=2)

2°+24-3-(2)*-4-(2)+4=32+16-24-8+4=20
RESTO: 20 (No es exacta)

c) M +7x*-3x3+5x2-17x -1 /x-1: (x=1)

9. (1)5+7-(1)*-3-(1)3+5(1)2-17-(1)-1=9+7-3+5-17-1=0
RESTO: 0 (Es exacta)

6. Construye un polinomio de grado 2 tal que el nimero 4 sea raiz suya.
x—4)(x+1)->x>+x—4x—4=x*>—-3x—4

7. Escribe dos polinomios de grados diferentes y que tengan en comun las raices 2 y 3.
(x—2)(x—3)>x?>—-3x—-2x+6=x2-5x+6
x(x —2)(x —3) » x3 —5x% + 6x

8. Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga tinicamente dos raices reales.
=3 x+1D)?>>x?—6x+9)x?+2x+1) >
- x*+2x3 +x? —6x3 —12x2 —6x+9x?>+18x +9 >
- x*—4x3 —2x2 +12x+9
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9. Encuentra un polinomio q(x) tal que al dividir p(x) = x® + x* + x> + x + 1 entre q(x) se obtenga

como

polinomio resto r(x) = 5x* + 5x% + 1.
x(x®+x*+x2+x+1)+ (Gx*+5x2+1) >
7+ x>+ x3+x2+x)Gx* +5x2+1) > x” + x>+ 5x* +x3+6x2 +x+ 1

10. Halla las raices enteras o racionales de los siguientes polinomios:

a)

b)

c)

d)

Ax3+ 11x%4 6X - 3 —--—-- no tiene. Su raiz es 0,307 no es entera ni racional. Sus otras dos raices (-
1,528 +0,321iy-1,528 — 0,321 i) son complejas
3x3- 2x2%+ 6X -3 -----—-- no tiene. Su raiz es 0,519 pero no es entera ni racional, sus otras dos rai-

ces (0,073+1,385iy 0,073 — 1,385 i) son complejas

3x3- 4x2%+ 2x -1 —----eeemm suraizes1
3 2 , 1
2x°+ x“- 6X - 3 -----m-m-m-- suraizes--

Todas se hacen por Ruffini y se comprueba en la calculadora.

11. Descompodn los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:

3x3+ 11 x%+ 5x + 3 ---m------ no se puede, porque su raiz que es -3,248 no es ni entera ni racional.
Sus otras dos raices son -0,209 + 0,514 i y -0,209 — 0,514 i son complejas

5x3 +5x% 4+ X =1 -mmmmmmmev no se puede porque su raiz que es 0,321 no es ni racional ni entera 'y
sus otras dos raices (-0,66+0,433 iy -0,66 — 0,433 i) son complejas

2x3+ X2 + 6X — 3~ mm no se puede porque 0,439 no es ni entero ni racional y sus otras dos
raices -0,469+1,786 iy -0,469 — 1,786 i son raices complejas

3x3- 6x% + X — 2 —--mmmeemem (X—Z)(3x2+1)

12. Realiza las operaciones entre fracciones algebraicas:

x—1 4x  x-1 4x _ (x-1)(x-3) x(4x) _ x%-3x-x+3-4x? _ —3x%—4x+3
x2-3x  x2—6x+9 x(x—3) (x=3)2 x(x—3)2 x(x=-3)2 x(x—3)2 T x(x-3)2
x-1 2x2 x-1 2x2 (-1 (x-3)—(2x2)(x) _ —2x3+x%-4x+3
x2-3x  x2—6x+9  x(x-3) (x=3)2 x(x-3)2 - x(x—-3)2
x+2 2x  _ x+2 2x _ 2x(x2+2) _ 2(x%+2)
x2-3x x2—-6x+9 x(x=3) (x—-3)2 T ox(x-3)3  (x—3)2
x—1
x—1 / 2x _ xa—3) _ x3-7x2+415x-9 _ (x-1)(x-3)%2 _ x2-4x+3
2%

x2-3x ' x2-6x+9 2x%4—6x2 T o2x2(x2-3)  2x2

(x-3)2

13. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o
trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.
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o x?+,/20xy +5y% - (x + V5y)?

o x*+2x3+x*+2x+1 - NO, sus dos primeras raices no son enteras ni racionales
(-0,531y-1,883) y sus otras dos raices son complejas (0,207+0,978 iy 0,207 - 0,978 i)

o x*—2x3+x?+2x+1-— NO, porque tiene cuatro raices complejas:
1,44+1,08i. 1,44-1,08i. -0,44+0,33i. -0,44-0,33i.

o x2-36--- (x+6) (x—6)

o 5x241 - NO, porque sus dos raices son complejas =0,447i.y.-0,447i.
o 5x%-11-—- (V5x + V11)(v/5x — V11)

o x*—3y%—m (x* +V3y)(x* = V3y)

14. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

2 6  (DGB-102 , ()G-x)6 _ (20—4x)+(30x—6x2)  —6x2+26x+20
x(5-x) 2(5—-x) - 2x(5—x)2 2x(5—x)2 - 2x(5—x)2 T 2x(5—x)2

a)

b) xty x2+y?  (xe+y)(x%y?)  xB+xyyx?+y® | xyZ+yx?
x-y 2=y (x-y)(x2-y?)  x3-xy?-yx?+y3  —xy?-yx?

2x+1 2x+1 1
4x2-1 (2x+1)(2x-1)  (2x-1)

c)

15.Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible.

0 (2 D)D) = (- 2) (S D) s Lottt

x?% x x%  xZ X X x2 x (x%+1) x*
Descomposicion factorial del numerador
100000 -1

1 111111
1111110
-1 -10-1 041
101010
b) x3-3ax?+3a’x-a® x+a _ (x+a)(x3-3ax?+3a%x-a3) _ x3-3ax?+3a?x—a® _
x+a ‘x—a (x+a)(x—a) (x—a)
_ (x—a)(x%-2x+a3) _

=x%2—-2x+a?
xXxX—a

Descomposicién del numerador:
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1 —-3a +3a?-a?
a la —2a®> a?
1 —2a a* 0

a-b a+b . a—b (a—b)(a+b (a=b)(a+b)) | a-b (a—b)(a+b) “a-b

_ 4ab _ﬂ __ (4ab)(a-b) _ 4
" (a-b)(a+b) "a-b  (a+b)(a-b)(ab)  a+b

o (L2osb) e (( (a+b)? )-( (a—b)? )) ab _ (a?+b+2ab)~(a2+b?~23b) ab _

16. Efectia las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible.

1 1 1 1 1(x-y)-1a 1(a+y)-1x

a) LAY ¥ ety _ G—ya . x@+y)  _ ((x=y)—a)(alx+y)) (a+y-x)(x(a-y)) _
1 = 1 "1 : 1 1(x+y)+1a * 1(a-y)+1x (x+y+a)((x_y)a) . (a_y+x)(x(a+y))
a xty x a-y (x+y)a x(a-y)

_ (G=n-a)(a@x+y))(a-y+x)(x(a+y)) _ ((x=y)-a)(alx+y))(a-y+x)
(x+y+a)((x-y)a)(a+y-x)(x(a+y)) (x+y+a)((x-y)a)(a+y—x)

b (1 -3 -5+ 5): (- =) = () (5) -

x x2
(¥ -x?-3x+2)(x3) _ (x3-x%-3x+2)
T (x2-3x-2)(x3)  (x2-3x-2)
§+E 21 3y+2x 2y-x
xy xy xy _xy _ Byt20xy) Qy-x)(xy) _ By+2x)(2y—x)

C) 3 .37 = . . =
) 1335 T oo +30)(xy) " (@By+5x)(xy)  (¥+3x)(3y+5%)
x'y xy xy

17. Resolver las ecuaciones siguientes.

a) X_5 3l 5 o7y —9=10x—20 - 27x —10x = —20 + 9 —
2x—4 9  2(x-2) 9
-11

> 17x=-11 > x =—
17

b) §+5=%—7—>@=#—>3x+30=3x—42—>3x—3x=—30—42 S50=-72
no tiene solucion

c) %=%—2—>5(x—1)=5x(x+1)—2(x+1)(x—1)—>

—-5x—5=5x245x—2x%?+2 - 5x2 —2x>—5x+5x+24+5=0- 3x24+7=0
no tiene solucion

18. Resolver las siguientes ecuaciones indicando cuantas soluciones tienen y cuales son :

3_

2x2-3
— 16x3 —7 = 10x? — 15 + 16x3 — 24x - 16x3 — 16x3 —10x* +24x -7+ 15=0—>; —
— —10x?% 4+ 24x + 8 = 0 tiene dos soluciones x = 6+25m X = 6_25m

b) x*+8x2-12=0 -x?=2z > (x*)+8(x*) -12=0->224+82—-12=0-

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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—>z=—4+2\7; tiene dos soluciones x = +\ —4 + 2\/7

c) 80x*—48x*+7=0 >x?>=2z > 80(x?)?—48(x>)+7=0 > 802> —-48z+7=0-

7 1 7 1 1
> Z=—; Z=- :>x:i——’ x:—i——:i—
20 4 20 4 2
2 2 2 2 2 2
x (x+5) x X“+25+10x 25x 16(x“+10x+25 400
d) T @St _g X xheEstior g 250 1o ) _ 400
16 25 16 25 400 400 400

— 25x2 + 16x% + 160x + 400 = 400 — 41x? + 160x + 400 — 400 = 0 -

— 41x%? + 160x = 0 tiene dos soluciones: x = 0; X = —%

19. El cateto mayor de un triangulo rectangulo es una unidad mayor que el cateto menor. La
hipotenusa es tres unidades mayor que el cateto menor. Se pide:

a) escribir la expresion algebraica que resulta de aplicar el teorema de Pitagoras.
b) calcula la hipotenusa y los catetos.

Cateto menor = x

, Catetomayor=x+1, Hipotenusa=x+3
a) (x+3)2=x2+(x+1)?

b) x2+9+6x=x?+x*+1+2x=>x2—x?—x2+6x—-2x+9—-1=0=>
—x2+4x+8=0=>x=2+2V3; x=2-2V3

Cateto menor=2 +2+/3 Cateto mayor =3 + 2v/3 Hipotenusa = 5 + 2v/2

20. En una competicion de baloncesto a doble vuelta participan doce equipos. Cada partido ganado

vale 2 puntos y los partidos perdidos, 1 punto (no puede haber empates). Al final de la competicion
un equipo tiene 36 puntos. ¢ Cuantos partidos ha ganado?

X = partidos ganados , y - partidos perdidos

{2x+y=36—>y=36—2X
Xx+y =24

sustitucion: x + (36 —2x) =24 > -x=-12 > x =12

sustituir 'xX’ enlae2:12+y=24>y=24-12>y=12
Han ganado 12 partidos y perdido 12 también.

21. Una caja de forma cubica se llena con cierto nliimero de cubitos de un centimetro cubico y sobran
71 cubitos; pero si todos los cubitos que hay se ponen en otra caja que tiene un centimetro mas por

cada arista, faltan 200 para llenarla. Calcula las longitudes de las aristas de las dos cajas y el niumero
de cubitos que hay.

y 2 medida de las aristas X = numero de cubitos

{x—71=y3—>x= y3+71
x + 200 = (y +1)3
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sustitucion: (y3+71) +200 = (y + 1)3
resolver la potencia del binomio (y + 1)3; y3+ 71+ 200 = y3+ 3y? + 3y +1
agrupar los nimeros que se puedan: y> +71 + 200 = y3 +3y? + 3y +1 2 3y?>+3y—-270=0
resolver ecuacién de segundo grado: y1 = 9, y2 = -10. solucién y = 9 (porque -10 es negativo y
estamos hablando de medidas)
sustituir y en una de las dos ecuaciones originales: x =y3+ 71 2 x =93+ 71 - x = 800
Aristas 9cm y 800 cubitos.

22. Las tres cifras de un nimero suman 24. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el
orden de sus cifras, se obtienen 198; la cifra de las decenas es la media aritmética entre las otras dos.
Halla el numero.

x = cifra de las centenas , y > cifra de las decenas , z - cifra de las unidades

Numero: xyz=100x + 10y +z ,  zyx =100z + 10y + x

Xx+y+z= 24
(100x + 10y + z) — (100z + 10y + x) = 198

y=Z+Tx 22y=z+x->-—x+2y—z=0
Agrupamos ecuacion 2: (100x — x) + (10y — 10y) + (z— 100z) = 198 >
99x—99z=198 > x-z=2 2> E2":x-2=2 , Xx=z+2

El1+E3=E3:x+y+z=24

-X+2y-z=0

3y = 24>y=T=8>E3y=8
Sustitucic’>n:x+y+z=249(Z+2)+8+Z=24922:1492:%=7

‘%" lo hemos sustituido en la E2’ ‘v’ lo hemos sustituido en la E3’

averiguar ‘x’ sustituyendo las incégnitas que ya sabemos: x+y+z=24 > x+8+7=242>x=9
El nimero es 987

23. Queremos averiguar las edades de una familia formada por los padres y los dos hijos. Si sumamos
sus edades de tres en tres, obtenemos 100, 73, 74 y 98 aiios, respectivamente. {Cual es la edad de
cada uno de ellos?

a = edad padre/madre

b = edad madre/padre

¢ = edad hijo

d = edad otro hijo

a+b+c =100

a+b+ d =98
a +c+d=74
b+c+d=73
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-E1+E2=F2->-a-b-c=-100
a+b +d=98
-c+d=-2

-E1+E3=EF'3>-a-b-c=-100

a +c+d=74

b +d=-26
at+b+c =100
—ct+d=-2
—b +d=-26
b+c+d=73

E'3+E4=FE'4>-b +d=-26
b+c+d =73
+c+2d=47

E'2+E4=E"4>-c+d=-2
+c+2d=47
+3d=45>d=2=15
E'32>-b+d=-262>-b=-d-26>b=15+26=41

E2>-c+d=-22>-c=-d-22>c=15+2=17

El2>a+b+c=100>a=-41-17+100=42
La edad de los padres son 41y 42. Y la de los hijos son 17 y 15.

24. Resuelve:

a) §—9<29m.c.m=39x—27<69x<33
b) Z-7<-5x > m.cm=7 > 5x—49 < -35x > 5x+35x < 49 > 40x < 49 DX < =

c)4(2x—3)>1-7x98x—12>1—7x98x+7x>1+12915x>139x>£

d) @Qxem.c.m=593(x+4)<10x93x+12<10x93x—10x<-129x>§

2"""+1>%9m.c.m=694x—8+6>9x+694x-9x>6—6+89x<-§

e)

f)%'1<x-—3x4+59m.c.m=4914x—4<4x-3x—5914x—4x+3x<-5+49x<-%

25. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:
a) vx — 3 ->x—-320->x=> 3
b) v-x+3-> —x +320-> —x=>-3 - xS—_il - x<3

¢) VI5—3x— 15 — 3x >0 » x < 1?5 S x<5
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d) V—6x—24 > —6x —24>0> —6x>24 > x < —2?4 - x<—4

26. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado
Las zonas coloreadas en la interpretacion grafica hacen referencia a la zona cuyos valores son

solucion de la inecuacion.

a) 2x2-8<0
+Vb2-4ac ,
Raices: x =2

2x2-8=0 , Aplicamos_bT , X =—=2

7

x=10 - 2-(10)2-8< 0 - 192 < 0 (no es solucién)
x=-10 - 2-(-10)2=-8< 0 - 192 < 0 (no es solucién)
x=0->2-(02-8 <0 - —8<0(essolucién)

Solucién —» (=2, 2)

b) —x2+25<0

. —-b+VbZ-4ac ,
—x%2+25=0 , ApllcamosT , Raices: x=-5 ; x=5
1 2
25 =20 —15 —10 0 da 10 15 20 2

x=-10 > —(-10)2+25<0 > —100+25<0 - —75 <0 (essolucion)
x=10 > —(10)2+25<0 »> —100+25<0 —» —75 <0 (essolucion)
x=0-> —(0)24+25<0 - —25<0 (noessoluciéon)

Solucién —» (—o0,—5] U [5, 0]

c) —x24+49>0

- Vh2—
—x2+49=0 , Aplicamos% , Raices: x=7 ; x=-=7

] (

lo i ¥ —‘6 -‘5 i -‘3 —‘2 d4-Ho 2 1‘1

x=10 » —(10)24+49>0 > —100+49>0 —» —51 > 0 (no es solucion)
x=-10 > —(-10)24+49>0 - —100+49>0 » —51 > 0 (no es soluciéon)
x=-10 > —(0)24+49>0 > 0+49>0 > 49 > 0 (es solucion)

Solucién— [—7, 7]
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d) 5x2—-45>0

5x2—45=0
EREE

. —b+VbZ-4ac
Aplicamos — e

’

|
10 —is —ie

| v

|
x=10 - 5-(10)2—45>0 - 455 > 0 (es solucién)

x=-10 > 5:-(—10)2 —45 >0 — 455 > 0 (es solucién)
x=0 - 5-(0)2-45>0 - — 45> 0 (no es solucion)

Soluciéon —» (—o0, — 3] U [3, )

2a

x=1-9-(1)> —=1>0- 8> 0(es solucion)
x=—-1->9-(-1)2 —1> 0 - 8 > 0 (es solucién)
x=0->9:-(02?—-1>0-> —1 > 0 (noessolucion)

-3t

Solucién —» (—00,

f) 16x*-9<0

b+VbZ%-4ac

16x2—-9=0 , Aplicamos— Raices: x

2a ’

L o

P

a
1]

05 0 ‘ 05 1 15 2 25

|
x=0 - 16-(0)2-9<0 » —9<0 (essolucién)
x=-1-16-(-1)2-9<0 - 7 <0 (noes soluciéon)

x=1-16-(1)2-9<0 - 7 <0 (noes solucion)
3
)

7

., 3
Solucién —» (_Z’

g) 49x>*-36<0
49x2 -36=0, Aplicamos%

Raices: x

Nlo

0 1.2

, |
—0.2 0‘ i

Al A | |
x=1-49-(1)2-36<0 - 13 <0 (no es solucién)

x=-1-49-(-1)2-36<0 - 13 < 0 (no es solucién)
x=0 - 49-(0)2-36<0 — 31 < 0 (es solucién)

%)

., 6
Solucion —» (—;,
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I Algebra

h) 121x*+100<0

Al ser suma de positivos nunca puede ser negativa ni cero. No tiene solucion.

27. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

Se realiza el mismo procedimiento que el ejercicio anterior
a) —2x2+50x<0
— Vh2—

—2x>+50x=0 , Aplicamos% , Raices: x=0 , x=25

I |

5 10 15 20 15 3'|Cl 3'|5 4|0 45 5

T R T T —!5 ol
x=1-> —2-(1D?*+50:-(1)<0 > —2+ 50<0 - 48 <0 (noes soluciéon)
x=-1-> —2:-(-1)?+50-(-1)<0-> —2—-50<0 - —52 <0 (essolucion)
x=30 > —2-(30)2+ 50-(30) <0 »> —1800 +1500<0 —» —300 < 0 (es solucion)

Soluciéon —» (—oo, 0] U [25, =]

b) 7x2+3x >0
. —-b+Vb2-4ac , 3
7x>+3x =0 , Aplicamos————— , Raicess x=0 , x=-:

55 05 045 + 04 035 03 025 0.2 015 0.1 005 0 | 0.05 o1

x=-1->7(-1)243:(-1)>0>7-3>0 - 4>0 (es solucién)

x=1->7-(1)243-(1)=0 > 7+3=>0 - 10 = 0 (es soluciéon)

7 3 5
x=-025 - 7-(-0.25)?%+3-(-0,25) >0 - €1 >0 > — 16 > 0 (no es solucién)

Solucion— (—00, —;] U [0, o]

c) 2x2<8x - 2x2—-8x<0

— Vvph2—
2x>—8x =0 Aplicamos% Raices: x =10 x=4

fHERE
T

5

x=1-2-(1)>-8:-1<0->2-8<0-> —6 <0 (essolucion)
x=-1->2(-1)?-8:(-1) <0 ->2+8<0 > 10 <0 (noes soluciéon)
x=5->2-(52%-8-(5) <0 ->50—-40<0 - 10 < 0 (no es soluciéon)
Solucién - (0, 4)
d) —2x*>—-24x>0

— Vh2—
—2x%2—24x=0 , AplicamosW , Raices: x=0 , x=-12
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Algebra

x=-100 - —2-(-100)2 —24-(—=100) >0 —» — 22400 = 0 (no es solucién)
x=-1-> —2:(-1)?2-24-(-1) =0 > 22> 0 (es soluciéon)
x=1- —2-(1)2-24-(1) =0 » —26 =0 (no es solucién)
Solucién -» [—12, 0]

e) —7x*+14x<0

— Vh2_—
—7x*+ 14x =0 , ApIicamos% , Raices: x=0 , x=2

1
im Te ais ﬁi4 7;2 0 al Aii is ‘Ts 1iu 1i
1

x=—-1-> —7-(-1D)?+14-(-1)<0 > —7 —14 < 0 » —21 <0 (essolucién)
x=3-> —7-(32+14-(3)<0 > —63+42 < 0 - —21 < 0 (es solucion)

7 21
x=05-> —7-(05)?+14-(05)<0 - _Z+7 <0- T<0(noessoluci()n)

Solucién: » (—o0, 0) U (2, =)

—5x2—-30x>0
— A h2_—
—5x2—-30x>0 , Aplicamos%ﬁ , Raices: x=0, x=-6

| | |
10 g 15 —i-4 —iz & 2

x=1-> —5-(1)2-30-(1)>0 - —35>0 (no es solucién)
x=—-1- —=5-(-1)2=30-(-1)=>0 - 25 >0 (essolucién)
x=-10 > —5:(—10)2—-30-(—10) =0 - —200 = 0 (no es solucién)

Solucién - [—6, 0]

28. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

Al estar todos los coeficientes multiplicados por una variable elevada a 2, podemos llegar a una
conclusion, da igual si el valor de x es positivo o negativo, pues, al estar elevado a 2, aunque el
numero de la base de la potencia sea negativo, el resultado de |la potencia serd positivo

x? = positivo
Por lo tanto, el signo final de la operacién sera el mismo que el del termino a
ax? = positivo —ax? = negativo
Existe una excepcidn a este razonamiento, el cual seria si x =0, pues cualquier nimero
multiplicado por O esiguala 0
a0? =0 —a0? =0
Por lo que siguiendo este razonamiento el ejercicio se puede realizar a partir de razonamientos
l6gicos
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Algebra

a) 5x% < 0 ¢Por qué numero tengo que multiplicar a 5 para que sea igual que o menor que 0?, la
Unica solucién posible a esa cuestiones x = 0

b) 7x% > 0 - Aplicando el razonamiento explicado cualquier nimero multiplicado por una poten-
cia con exponente 2, el resultado sera positivo, menos multiplicdndolo por 0, entonces podemos
llegar a la conclusién de que la solucién es R — [0]

c) —2x% < 0 — Sabiendo que —ax? = negativo, podemos llegar a la conclusién de que
La solucion es R — [0]

d) 6x% > 0 - Sabiendo que ax? = positivo y que a0? = 0, podemos llegar a la conclusién de
qgue la soluciénes R

29. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

Para despejar x, tenemos que resolver la expresion que hay en el radicando, y estudiar cuando es
mayor que 0.

a) V2xZ+x+3

Solucién: todos los valores que toma el radicando son positivos por lo que da igual el valor que le
demos a x, pues cualquier nimero es solucién (R)

x=0 - \/2(0)2 +0 + 3 - V3 - tiene soluciénreal

x =100 - \/2(100)2 +100 + 3 > V20103 — tiene soluciénreal

x=-100 - \/2(—100)2 + 100 + 3 —» V20103 — tiene soluciéonreal

b) Vx2+x+1
Todos los valores que toma el radicando son positivos por lo que da igual el valor que le demos a
X , pues cualquier nimero es solucion (R)

x=-100 - \/(—100)2 — 100+ 1 - V9901 — tiene suluciénreal

x =100 - \/(100)2 +100 + 1 - V10101 - tiene solucién real
x=0 - /(0)2+0 + 1 » V1= 1- tiene soluciénreal

) V-1+2x—xZ>V—x2+2x—1-> -1(x —2x + 1) > /—1(x — 1)2
No tiene solucién pues los valores del radicando siempre son negativos

d) Vx2+3x+5

Todos los valores del radicando son positivos por lo que da igual el valor que le demos a x, pues
cualquier nimero es solucion (R)

x=-100 - \/(—100)2 — 1200 + 36 — V8836 — tiene soluciéonreal
x =100 - \/(100)2 +2-100 + 5 - V10205 — tiene solucionreal

x=0 - \/(0)2 +2-0 + 5 - V5 > tiene solucién real
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e) V—x2+4+12x+36 - —x?+12x + 36

—-b+Vb2-4ac
2a

—x%+4+12x + 36 =0 , Aplicamos , Soluciones: x =6+ 6v2 , X=6— 6v2

x =10 - /—(10)2 + 120 + 36 — V56 — tiene soluciénreal

x=-10 - \/—(—10)2 — 120+ 36 » V—184 — no tiene solucion real

x =100 - \/—(100)2 + 1200 + 36 » V—8764 — no tiene solucion real

Solucion » x ER/6 —6V2 < x <6+ 62

f) Vx2+6x—27 - x®+6x—27
+Vb2—4ac

x> +6x—27=0 ApIicamos_LT , Soluciones: x=-9, x=3

| PR

25 —20 15 —'10| 5 0 ‘ al 5 10 15 20

| | | |
x=-10 - \/(—10)2 — 60 — 27 » V133 - tiene soluciéon real

x=-10 - \/(—10)2 — 60 — 27 - V13 - tiene solucién real

x=0- \/(0)2 + 0 — 27 > V=27 - no tiene soluciénreal

Solucion » x ER/—9<x <3

gVl —4x? » V—4x2+1->-1(4x2 - 1) > /-12x — 1D)(2x + 1)

—4x24+1=0, Soluciones: x = % xX=—=

2 -15 4 —1.5 0 ‘ als 1 15

x=0 - \/—1(0 —1)(0+1) » V1 - tiene soluciénreal

x=-1->/-12--)-1DQ(-1+1) > -1(-2-1D(-2+1) >

\/—1(—3)(—1) — V=3 — notiene solucién real

x=1- \/—1(2 -1D2+1) - \/—1(1)(3) — V—3 — no tiene solucion real

> 1 1
Solucién: x € R/—-<x <~

30. Resuelve los siguientes sistemas por el método de Gauss y discute el resultado:
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x+y+2z=4 E1 = E1 x+y+2z=4 x+y+2z=4
a) {x+y =2—>{E2’=E2—E1—>{ —2z =2 —>{ y+z=2
y+z =2 E3' =E3 y+z=2 z=1
yt+z=2->y+1=2->y=1; x+1+2=4->x=1
x+y+t=3 E1 = E1 x+y +t=3 E1" = E1'
b) x+z—t=1_) EZIZIEZ_E1—> —y+z—2t=—2_) E2" = E?2' I
y+z+t=3 E3' = E3 y+z+t=3 E3" =E3'"+E2
x—-y+z=1 \E4 =FE4—FE1 —2y+z—t=-2 E4" = E4' — 2E2
x+y +t=3 E1"" = E1" xX+y +t=3
—ytz-2t=-2 E2"" = E2" R —ytz-2t=-2 __._
2z—t=1 E3" =E3" 2z—t=1
—z+3t=2 E4"" = 2E4" + E3" 5t=5

2z—t=1-2z-1=1-2z=1; —-y+z-2t=-2->-y+1-2=-2->y=1;

X+y+t=3->x+1+1=3 ->x=1

x—-y+2z=4 E1' =E1 x—y+2z=4
c) 2x+}’+5Z=13—>{E2’=E2—2E1{ 3y4+z=5 -z=1

—Xx+y—4z=-6 E3'=E3+E1 —2z=-2
3y+z=5-3y+1=5->y=1; x—1+4=4 -x=1
3x+4y—-z=6 E1 =E1 3x +4y—z =06 E1" =E1
d) {6x—6y+2z=2 —>{E2’=EZ—2E1 - {—14y+4z:—10 > E2”=E2i 5
X—y+2z=-2 E3'=3E3 —E1 —7y+ 7z = —12 E3" =E3' —E2

3x+4y—z=6 .
y—ldy+4z=-10 —-z=-C
5z =-7

~l4y+4z=-10 > —14y+4 (-2 )=-10 5y =2 >3x+4 (=) -I=6 >x ="

x+4y—8z=-8 E1 = E1 x+4y—8z=-8
e) 4x+8y—22=—2—>{E2’=E2—4E1—>{ —8y =10 - y=0
8x—-y—-4z=-4 E3' = E3 —8E1 —31y + 60z = 60

-31ly+60z=60—--31-0+60z=60->2z=1
x+4y—-8z=-8 > x+4-0-8:-1=-8->x=0

x—2y+3z+4t=6 E1' = E1 x—2y+3z+4t =6
2x—y+z—-t=1 . E2’=E2—2E1_) 3y—52—9t=—11_)
) x—y+3z+2t=5 E3' =E3—E1 y —2t=-1
3x—-y+2z—-3t=1 E4' = E4 - 3E1 5y —7z—15t = -7
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HEN Algebra

( E1" =E1 (x—2y+32+4t=6
E2" = E2’ 3y —5z—9t = —11
E3" =3E3 —E2' 5z+3t=8 —z=1
E4" = E4' —2E2' =2
3 3 3

52+3t=8-5-1+3t=8->t=1;, 3y—5z2—-9t=-11-3y-5:-1-9-1=-11->y=1
x—2y+3z+4t=6->x—-2-1+3-1+4-1=6->x=1

PROBLEMAS DE MATEMATICAS FINANCIERAS

31. Una persona entrega al principio de cada mes y durante 4 ailos una cantidad fija de 100 €. La
capitalizacidon es mensual al 5 % anual. ¢{Qué capital tendra al final de los 4 afios?

_ p. (@+)"-1) N ((1+40,004167)*%-1)
C = R ( i ) (1+) = 100 ( D ) (1+0,004167)

1,2216-1

- (14 0,004167)*® ~ 1,2216 =
0,004167

~ 53,15 - Cf =100-53,15-1,004167 =5 337,44€
48. La abuela de Maria, al nacer ésta, decidié ingresar en un banco un capital de 6 000 € a interés

compuesto anual del 7.5 %. ¢Cuanto dinero recibira al cumplir 25 afos? Si la capitalizacion se
hubiera hecho semestral, é{cuanto dinero hubiera recibido?

0.075

r nt 1-25
Cr = CO-(1+—) N 6000-(1+—) = 6000 - (1.075)%5 — 6000 - 5.427 = 32562,49€
f n 1

nt 2:25
Cr=Co (1+5) > 6000 (1+%2)"" = 6000 - (1.0375)% = 6000 - 5.926 = 35556,03€
f n 1

49. Tasa Anual Equivalente (T.A.E.). Si colocamos 600 € al 8 % anual con capitalizacion trimestral, en
un aio, ¢qué montante genera? A que tanto por ciento debemos colocar el mismo capital para
generar el mismo montante si la capitalizacion es anual.

4
M=C 1+ ipimesra)* = 600 - (1 + %) = 600 - (1 + 0,02)* = 600 - (1,02)* ~ 649,46€

50. Calcula el T.A.E. en los siguientes casos:
) n
TAE = (1 + iperioao) — 1

a) Partiendo del montante que se genera en el problema anterior, cuando los intereses se devengan
mensualmente al 3 % anual.
3%

12
TAE = (1 + iperioao) —1 = (1+ E) —1=(1+0,0025)2—1= 1.0304 — 1 = 0,0304 =

3,04%b) Los intereses se devengan trimestralmente al 4 % anual.
4%\ * .
TAE = (1 + T) = (140,01)*—1= 1,0406 —1 = 0,0406 = 4,06%
c) Los intereses se devengan diariamente al 5 % anual.

365

5
TAE = (1 +ﬁ) —1=(1+137-107%)3% -1 = 1,0513 -1 = 0,0513 = 5,13%

d) Encuentra la férmula general para calcular el T.A.E
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TAE = (1 + iperiodo)n -1= (1 + ln%) -1

51. Una persona compra un piso por 150 000 €. A la firma del contrato entrega 30 000 € y el resto lo
paga una entidad financiera que le ha concedido el préstamo correspondiente. Esta entidad le cobra
un 9 % anual y las cuotas de amortizacion mensuales. ¢A cuanto asciende cada una de estas cuotas si
ha de saldar la deuda en 20 afios?

i L 240 )
c = p. " _ 450000 . 2007504000797 _ 454000 - 200755946 _
(1+im)"-1 (140,0075)240—1 5,946_—1

= 120000 - 2239 _ 170000 - 0,009017 ~ 1082.04€

4,946

52. Tu hermana se ha comprado una moto cuyo valor es de 18000 €. La va a pagar mediante cuotas
trimestrales de 75 € al 6 % anual. ¢{ Cuantos aiios tardara en pagar la moto?

1-(14r) " 1-(1+40,015)""

P=cC- ~ 18000 = 75 - 22— - 270 =75 (1 - (1,015)™) -
N %: 1-(1,015)" > (1,015)™" = 1-3,6 = —2.6

Con 75 € trimestrales no es posible pagar un préstamo de 18 000 € al 6 % anual, nunca terminaria de
pagarlo.

53. Al comienzo de cada uno de 4 anos consecutivos depositamos en una libreta de ahorro 2000 €. Al
comenzar el quinto ailo, sacamos 6 000 € de la libreta. ¢ Qué cantidad de dinero queda en la libreta si
sabemos que los intereses son compuestos al 4,5 % anual?

Cf= Ci'(1+T)n 4

Depdsito | Afos que ganan interés Férmula aplicada

Afo 1 4 afos 2000 - (1 + 0,045)* = 2000 - (1,045)* ~ 2382,03€
Ano 2 3 afios 2000 - (1 + 0,045)3 = 2000 - (1,045)3 ~ 2281,37€
Ao 3 2 afios 2000 - (1 + 0,045)2 = 2000 - (1,045)? ~ 2184,05€
Afo 4 1 afio 2000 - (1 + 0,045)% = 2000 - (1,045)? ~ 2090€

2382,03 + 2281,37 + 2184,05 + 2090 = 8937,45€
8937,45 — 6000 = 2937,45€

54. ¢A qué tanto por ciento anual debe prestarse un capital puesto a interés compuesto para que en
20 aios se duplique? ¢Y para que se duplique en 10 afos?
1 1
CG=C-A+r)" > 2=0+n" > 2n=14+r o r=2n-1
1
En 20 afos: r=220—1 = 3,53%

1
En 10 afios r=220—-—1=718%
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55. ¢Cudl es la cuota mensual de amortizacion de un préstamo hipotecario de 54 000 € a 15 afios al 5
% anual? {Qué cantidad de dinero pagamos durante los 15 afios?

5 5 180
Por-(L+mn 540005 (1+75)
= = 180 = 76865.14€
aA+rrn-1 1 5 1
(1+52) -
12 Bachillerato CCSS. Capitulo 2: Algebra. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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Algebra

AUTOEVALUACION

1. Completa adecuadamente las siguientes frases:

a) La suma de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado menor o igual a 2
b) La suma de tres polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado menor o igual a 2
c) El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado cuatro

d) La diferencia de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado menor o igual a 2

2. Considera el polinomio 2x* — 7x3 + 5x% — 7x + 3. éCual de los siguientes nimeros enteros es un
candidato razonable para ser una raiz suya?

a)3 b) 2 c)-11 d)-7
Para que sea raiz debe ser divisor del término independiente, sélo es el 3
Podemos comprobar si es raiz, p(x) = 2x* — 7x3 + 5x2 — 7x + 3
p(3)=2-3*-7-33+45-32-7-3+3 = 2(81)—-7(27)+5(9) —-7@3) =
= 162—-189+45-21+3=0

Respuesta: a) 3

3. La desigualdad 2 < x < 7 se verifica para los valores:
a)2;3y6 b)3;4.7y6 c)3;5.2y7 d)4;5y8
Respuesta: b)3; 4.7, 6

4. La solucion de la inecuacion 3.4 +5.2x — 8.1x < 9.4 + 7.3x es:
a) x < -10/17 b) x > - 6/10.2 ¢)x>-10/1.7 d) x < +6/10.2

34+52x—-81x<94+73x » 34 —29%x<94+73x » —6—102x<0 -

- —-10,2x <6 — x>—L
10,2

6
Respuesta: b) x > ——
10,2

5. La suma de las edades de dos personas es mayor de 40 afios y su diferencia menor o igual que 8
anos. ¢Cuadl de los siguientes sistemas de inecuaciones nos permite calcular sus edades?

{x+y>40 b {x+y240 {x+y>40 p {x+y<40
) y—x<8 y—x<8 ) x—y<8 ) x—y<8

x+y>40

Respuesta: a) { y—x<8
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6. El perimetro de un rectangulo es menor que 14 cm. Si la base es mayor que el doble de la altura
menos 3 cm, algun valor que verifica es sistema es:

a) base=4cm,altura=1cm b) base=2cm, altura=3cm

c) base=6cm, altura=4cm d) base=9cm, altura=2cm

Vamos a calcular los posibles perimetros para ir descartando:

a) 4+4+1+1=10es posible
b) 2+2+3+3=10es posible
c) 6+6+4+4=20No es posible
d) 9+9+2+2=22No es posible

La segunda condicion no la cumple b) pues la altura es mayor que las base, sin embargo en a)
4>2-1,portanto,

Respuesta: a)base=4cm, altura=1cm

7. Una inecuacion cuya solucién sea el intervalo (—, —5) es:
a)5x—-3x+2<9x+2 b)8x—3x+7<9x+2
C)5x—3x+2<7x+27 d) 5x-3x+2>7x+27

5x—3x+2>7x+27 »2x+2>7x+27 » —5x>25 - x< -5
Respuesta: d) 5x—3x+2>7x+ 27

.. . ., 2x-3
8. La solucidn de la inecuacion ~ < 1les:

a) (1, 2) b) (~oo, 1) )x<1Ux>2 d) (-1, 2)
2x-3 <1 > 2x-3 1<0 = 2x—-3—(x=2) <0 > 2x—3— x+2 <0 > x—1 <0
x—2 x—2 x—2 x—2 xX—=2

Los puntos criticos son 1y 2 puesto que hacen el denominador y numerador cero

x—1
Intervalo | x—1 | x—2
xX—2
x <1 - - +
1<x<?2 + - -
x> 2 + + +
Respuesta: a) (1, 2)
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Algebra

2x—5y+3z=4
x—2y+z=3
S5x+y+7z=11

d)x=0,y=-1,z=-2

9. ¢Cual es la solucidn del siguiente sistema de ecuaciones?: {

a)x=5,y=0,z=-2 b)x=5,y=0,z=1 c)x=-2,y=0,z=5

2x—5y+3z=4 x—2y+z=3 E1 = E1

! x—2y+z=3 —>E1<—>E2—>{2x—5y+3z=4—>E2’:—2E1+E2—>

Sx+y+7z=11 5x+y+7z=11 E3' =-5E1+E3
x—=2y+z=3 E1" =E1 x—2y+z=3

3 -y+z=-2- E2" = E2' ﬁ{ —y+z=-2 ->—y—2=0-y=0
11y +2z=-4 E3" =11E2' + E3’ 13z=-26->2z=-2

x—2y+z=3->x—-2-0—-2=3->x=5

Respuesta:a) x=5, y=0, z=-2

10. En el mercado de ocasidn del coche usado nos venden un coche por 3 000 €. La empresa tiene una
entidad financiera que cobra un 8 % anual. ¢Cudl debe ser la amortizacion mensual para saldar la

deuda en 2 aifos?
a) 136,382 € b) 136,482 € c) 135,383 € d) 136,3853 €

P 3000-0,00666 20
A= __~ '~ ~ 135,383€
1-(1+i)™ 1-(1+0,00666) 24 1-0,8528

Respuesta: a) 135,383 €

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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Funciones

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. TIPOS DE FUNCIONES

1. Realiza una tabla de valores y representa la funcién identidad.

f(x) = x y| 1101

; 10 por la funcién f(x) = —x2 + 2x — 3

N|W

2. Calcula las imagenes de los nimeros: —3; 0; 1; _71; V2;
f(-3)=—(—3)2+2-(-3)—-3=-18

== (5) +2:3-3 =425

f(0)=02+2-0-3=-3
f(1)=—(1)?+2-1-3 = =2
f(V2) = —(V2) +2- V2 =3 = —5+2V2 = 2,17

f(%):_(§)2+2.§_3=—2,25

f(10) = —(10)2 + 2 - 10 — 3 = —83

3. Utiliza la recta anterior (y = 3.5x + 42) para obtener el porcentaje de curaciones esperado para una

dosis de 7.3 mg.
y=35x+42, parax=7.3, y=3.5-7.3+42=67.55%

4. Copia en tu cuaderno las siguientes graficas de funciones e indica si el indice es par o impar en las
representaciones de las siguientes funciones raiz:

FUNCION INDICE FUNCION INDICE
Par | Impar Par Impar
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INDICE INDICE
FUNCION Sl FUNCION 5% T e

5. Realiza en tu cuaderno una tabla de valores y la grafica para un caso similar, suponiendo que el
numero de bacterias se duplica cada hora
Le damos valores entre 0y 5
“n . “w. n ’ .
x” es el nUmero de horas que pasan y “y” es el nUmero de bacterias que hay.
la ecuacion seria: y = f(x) = 2*
Esta es la representacion grafica:

x|y ]
ol 1 2
1] 2 i
T :
3| 8 v
4| 16
5| 32 4
2

6. Vuelve a realizar el ejercicio anterior pero ahora suponiendo que el nimero de bacterias queda
dividido por 2 cada hora

Le damos valores entre 0y 5
u,n . . n s .
x” es el numero de horas que pasan y “y” es el nUmero de bacterias que hay.

X
la ecuacién seria: y = f(x) = G)

Esta es la representacién grafica:
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X y
0 1
1 0,5 ™
2| 0,25
3| 0,125
0 1 2 3 4 5
4 | 0,0625
5 | 0,03125

o, .n

Observamos que, en el primer caso, los valores de “y” aumentan mucho mdas deprisa y
enseguida se salen del papel. Mientras que los valores de “x” aumentan de 1 en 1 los
valores de y se van multiplicando por 2. Esto se llama crecimiento exponencial. En el
segundo caso, como en lugar de multiplicar se trata de dividir, tenemos un decrecimiento

exponencial.

7. En tu cuaderno, representa conjuntamente las graficas de y = f(x) = x%. (funcién potencial) y
f(x) = 2*. (funcién exponencial), con valores de “x” entre 0 y 5. Observa la diferencia cuantitativa
entre el crecimiento potencial y el crecimiento exponencial.

Hacemos las 2 tablas de valores.

Le damos valores entre 0y 5 Hacemos la representacion conjunta:
34
32
— — 92X — — 42 >
y=f(x)=2 y=fx)=x
26
X y XY =
O 1 O O 20
1 2 1 1 - c =(4, 16)
2 |4 2 |4
3 8 3 9 10
4 |16 4 116 :
i =(2,4)
5 |32 5 125
-
a 2 4 & & 10 12
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8. Utilizando la calculadora, haz en tu cuaderno una tabla de valores y representa las funciones
f(x) =e* yg(x) =e™™.

f(x)=e* > y=e”*
Sustituimos x por algunos valores, para asi obtenery.
X -2 -1 0 1 2 3

y 0,135 0,367 1 2,718 7,389 20,085

fx)=e*>y=e7*
Sustituimos al igual que antes en esta ecuacion:
X -2 -1 0 1 2 3

y 7.389 2,718 1 0,367 0,135 0,049

Representamos en la gréafica los valores obtenidos:
YA

A\

9. Una persona ha ingresado una cantidad de 5 000 euros a interés del 2% en un banco, de modo que
cada aiio su capital se multiplica por 1,02.
a. Escribe en tu cuaderno una tabla de valores con el dinero que tendra esta persona al cabo de
1,2,3,,4,5y 10 afios.
b. Indica la férmula de la funcidn que expresa el capital en funcidn del nimero de afios.
c. Representa en tu cuaderno graficamente dicha funcidn. Piensa bien que unidades deberas
utilizar en los ejes.
Hallar la ecuacién. Dice que se cantidad ingresada es de 5 000 euros y que cada afio se le multiplica
1,02 de intereses, por lo que la ecuacidn seria la siguiente:
f(x) =5000:-1,02* - C=5000-1,02*
‘x" siendo los anos que pasan e ‘y’ siendo la cantidad de dinero resultante obtenida cada afio.
a) Se hace una tabla de valores:
X (afios) 1 2 3 4 5 10

y (capital) 5100 | 5202 5306,04 5412,16 | 5520,404 | 6 094,972

f(1) = 5 000-1,02 = 5 000-1,02 = 5100

f(2) = 5 000-1,022 = 5 000-1,0404 = 5202
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f(3) = 5 000-1,023 = 5306,04

f(4) = 5000-1,02% = 5412,160

f(5) = 5000-1,02> =5520,404

f(10) = 5 000-1,02° = 6 094,972
c) en el eje de abscisas se representaran los afios y en el eje de coordenadas el capital.

10. Un determinado antibidtico hace que la cantidad de ciertas bacterias se multiplique por 1/3 cada
hora. Si la cantidad a las 9 de la mafiana es de 10 millones de bacterias:
a) Haz una tabla calculando el nimero de bacterias que hay cada hora, desde las 3 de la mafiana
a las 12 de mediodia (observa que tienes que calcular también “hacia atras”).
b) Representa graficamente estos datos.

Hallar la ecuacidn. Si la cantidad de bacterias es de 10 000 000 y se multiplica por 3 cada hora la ecuacién
, . 1 . . .

seria la siguiente: f(x)=10 000 000-(;)’“. Pero, dice que es a las nueve cuando se tiene ese numero de

bacterias por lo que se tendrian que restar el nimero de la hora a 9 para saber las bacterias:

f(x) = 10 000 ooo-(%)‘?—x
Siendo ‘x’ el nimero de la hora en el que queremos saber las bacterias existentes y siendo ‘y’ el nimero
de bacterias que hay.
x (horas) |3 4 5 6 7
y (bacterias) | 13.717,4 41.152,2 123.456,7 370.370,3 | 1.111.111,1
X (horas) | 8 9 10 11 12
y (bacterias) | 3.333.333,3 | 10.000.000 | 30.000.000 | 90.000.000 | 270.000.000
f(3) = 10 000 000-(3 2)9=3 = 10 000 000- G )6 =13.717,4
f(4) = 10 000 000- (—)9 ~* =10 000 000- (—)5 41.152,2
f(5) = 10 000 000- (—)9 > =10 000 000- (—)4 123.456,7
f(6) = 10 000 000-(3 2)9=6 = 10 000 000- G )3 =370.370,3
f(7) = 10 000 000- (—)9 7 =10 000 000- (—)2 1.111.111,1
f(8) = 10 000 000- (—)9 8 =10 000 000- (—)1 3.333.333,3
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f(10) = 10 000 ooo-(§)9—1° =10 000 ooo-(g)—1 =10 000 000-3 = 30 000 000
f(11) = 10 000 000-(=)°~11 = 10 000 000-(=) 2 = 90.000.000

1 1
f(12) = 10 000 ooo-(g)"—12 =10 000 ooo-(g)—3 =270.000.000

50

11. Representa en tu cuaderno, mediante tablas de valores, las graficas de las siguientes funciones :

a) f(x) = logz(x)

X logs x
01 | -2,09
j 05 | -0,63
1 . —+ 07 | -0,32
/ 7
5 1,46
: 9 2
b) f(x) = log 1/3(x)
X loga/z x
; 01 | 2,09
; 05 | 0,63
: 0,7 0,32
1 0
3 -1
e 5 -1,46
9 -2
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c)f(x) =logys(x)

3 X logi.s x
| 0,1 -1,43
: 0,5 -0,43
i : ; 0,7 -0,22
[/ 3 0,68
: 5 1

3 10 1,43

X 1/3 | 2/3 3/2 3 4
y =logs x -1 |-0.37 -037| 1 1.26

1
0

y=logyzx| 1 037 |0} 037 | -1 |-1.26
0

y=1logysx |-271| -1 1 2.71 | 3.42

12. Comprueba que en todos los casos pasan por los puntos (1, 0), (a, 1) y (1/a, -1), donde a es la base.
En efecto todas las graficas pasan por (1, 0);
y = logs(x) pasa por (3, 1) y (1/3, -1);
y = logys3(x) pasa por (1/3, 1) y (3, -1);
y = logs/2(x) pasa por (3/2,1) y (2/3, -1).

13. Identifica las formulas de las siguientes funciones a partir de sus graficas, sabiendo que son
funciones logaritmicas.

a)y =logpx
Cogemos un punto de la grafica, (4, 1)

logrd=1, bt =4 b=4 y=1log,x
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b)y = log, x

Cogemos un punto de la grafica (6,2) y los sustituimos en y = logy, x

logh6=2 b2 =6 BD2=(6)2 b=672 y=logsx

c)y =log,x

Cogemos un punto de la grafica (4, -1),

log, 4 = —1 ()l =4 b=4"1 b =i y=10gy/4%
d)y = log, x

Cogemos un punto de la grafica (5,-4)
logs5=-4 b*=5 (b /a=@E)V* b=5" 4 y=log_u,x
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14. Representa graficamente la funcion valor absoluto.

15. Representa las siguientes funciones a trozos. Se indican los puntos que tienes que calcular.

x> -1 si

a) f(x) ={—x+2 si—-4<x<0

5 si

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 3: Funciones. RESPUESTAS
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0<x
y=-x+2 y=5

y=x2-1 X X |y
X |y -4 0 |5
-4 | 15 -0.5 | 25 1 5
-6 | 35 0.2 |221]|3/2|5
0 2 4 |5
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% Si x< -3
b) f(x)=1{x si —3<x<2 Puntos: -5, -3,-1/2,-0.2, 0, 2, 9/4, 4
Jx o si 2<x
y= % y=x y=vx
X Yy X y
X
Y -3 -3 2 [ 1.41
-3 1 -0.3
-1/2 | -1/2 9/4| 15
51 -0.2
02 | 02 7 1 3
0 0
2 2
8(x) 3 )
x % - —12 0.2 0 1 32 4
a) L v 35 6 572 2.2 5 5 5 5
x -5 3 12 0.2 0 2 9/4 4
b) ¥y 15 3 12 0.2 0 2 32 2

16. Los datos de la tabla indican en la primera fila, los precios, en euros, por saco de naranjas, en la

segunda fila, las cantidades de demandas de naranjas por semanas y en la tercera fila las cantidades
ofrecidas.

Precio por saco(euros) 8 6 4 2
Cantidad demanda (miles de sacos por semana) 50 100 | 200 | 400
Cantidad ofrecida (miles de sacos por semana) 300 | 250 |200 |100

Dibuja una grafica con los datos de esta tabla, representando en el eje vertical los precios, y en el eje
horizontal las cantidades demandadas y ofrecidas. Une con un trazo continuo ambas curvas.
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Euros

L= T R A =) I N = = N =]

50 100 150 200 250

Sacos de naranjas

=== (ferta ==@==Demanda

300 350 400

Observamos que la funcion de demanda es una funcién decreciente, pues al aumentar los precios
el consumidor demanda menor cantidad del producto en este caso las naranjas.

La funcidn de oferta excede la cantidad demandada, y al haber depdsitos de mercancia no vendida
la competencia entre vendedores hard que le precio baje hasta un punto de equilibrio.

El punto de interseccidon se encuentra en (200,4), la oferta

de 200 sacos y el precio de 4 euros.

17. Los datos de la tabla indican en la primera fila, los precios, en euros, del alquiler de un piso de
70m?, en la segunda fila, la cantidad de personas que desean al alquilar un piso, y en la tercera fila los

pisos vacios en una determinada ciudad.

Precio de un piso(euros)

1500 1000 | 500

Cantidad demandada (personas que desean alquilar)

10 100 500

Cantidad ofrecida (pisos libres)

600 200 50

a) Dibuja una grafica de las curvas de oferta y demanda.

b) Determina de forma aproximada el punto de equilibrio

1600
1400
1200
1000
800
600
400
200
0

Euros

50 100 150 200 250
Pisos libres y Personas dispuestas a

=@=COferta ==@==Demanda

300 350 400

pagar un alquiler

La interseccidn entre oferta y demanda es el punto (180, 900), donde la oferta es de 900 euros de
alquiler para los 180 pisos, y hay 180 personas con un presupuesto de 900 euros para pagar un

alquiler

19 Bachillerato CCSS. Capitulo 3: Funciones. RESPUESTAS
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2. OPERACIONES CON FUNCIONES

18. Realizar las operaciones indicadas con las siguientes funciones:

p(x)=-5x+3 ; qx) =2x2—x+7; r(x)=-x3+6

s(x) =3x%2—x ; f(x) = 2;:34 ;o gx) = _73 ; h(x) = %1 ;
=22 k@=et ; Iw=2 ;o mw=()
n(x) = e ; a(x)=L(x-2) ; b(x) = Log1o (x;_l)

cw=L(E5) i 4@ =Llog@ -1

a) (p+aq)(x)
(=5x + 3 + 2x2-x + 7) = (2x? - 6x + 10) = 2x3 - 6x2? + 10x

b) (g +r) (x)
Rx?2-x+7+ (-x3+6)=(—x3+ 2x>-x + 13)

c) (a+r+s)(x)
Rx?-x+7)+ (-x3+6) +(3x*-x)=(-x> + 5x%- 2x + 13)

d) (s-q)(x)
3x2-x-(2x% -x+7)=3x>-x-2x> + x-7=(x*-7)

e) (q-r)(x)
Rx?2-x+7-(-x3+6) =2x>-x+7 +x3-6 =03+ 2x2-x + 1)

f) (r-p) (x)
(3 +6-2x*-x+7) =-x>-2x* +x-1=

g) (f+p) (x)

2x—4 | —5x+3, _ (2x—4+(-5x*+3x—15x+9) —5x2—10x+5
( + ) = = ( )
x+3 1 x+3 x+3
h) (j-f) (x)
(—x2 2x—4) _ (—xz-(x+3)—(2x—4)-(x2—4)) _
x2-4  x+3/) (x2-4)-(x+3) -
—x3-3x2—(2x3-8x—4x2+16) _ —x3-3x2-2x3+8x+4x%-16 _ —3x3+x2+8x-16
- (x2—-4)-(x+3) - (x2—4)-(x+3) T (x2-4)-(x+3)
i) (g+k)
_3 _
(—+e ™)
X
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j) (m-a)
(@) - 1e-2)

k) (b +d) (x)
Logio (XT_l) + Log;0(x® — 1) = Logy, (XT_l . XT) = Log, (x4—x2—x+1)

) (r+m) (x)
(—x3 +6+ @)x)

m) (p - q) (x)
(=5x+3)-2x2—x+7) = (—10x3 + 5x%2 = 7x + 6x% — 3x + 21) =

= (=10x3 + 11x2 — 10x + 21)

n) (q- r) (x)
2x2—x+7)(—x3+6) = (2x° + x* — 7x3 + 12x% + 42)

o) (q-r:s) (x)
2x?—x+7)- (—x3+6):(3x%? —x) =

_ —2xS+12x24xt—6x-7x% _ —2xS+xt-7xd+12x%-6x _ —2x*+x3-7x%+12x-6
3x2-x x(3x—-1) 3x—1

p) (p:q)(x)
(55)

q) (f-p)(x)
(2x—4 . (—5x n 3)) _ (—10x +20x+6x—12) _ (—10x +26x—12)

x+3 x+3 x+3

r) (i-f) (x)
(x_zix ' 2xx+_34) - (x3;§;‘2j:§_12)
s) (g:k) (x)

(o) = ()

t) (a-b) (x)
-3
(L(x —2)-logqo (x 3 ))
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u) (p°q) (x)
q compuesto de p = (p ° q) (x) = p(q(x)) = p (2x2 —x + 7 ) > donde ponga x en p ponemos q(x) =
2x2—x+7

(Poq ® =p@@x)=p2x*—x+7)=-52x*-x+7)+3=

= —10x%2 +5x — 35+ 3 = —10x% + 5x — 32

v) (a > b) (x)

b compuesto de a — (a © b) (x) = a(b(x)) = a (log (xT_l)) — donde ponga x en a ponemos
o =1og (5

(ab)(x) = abX) = a(log (xT)) - L((logx;1> - 2)

w)(ros)
s compuesto de r = (r o s) (x) = r(s(x)) = r( 3x* — x ) —» donde ponga x en r ponemos
s(x) = 3x% — x
(ros)(x) =r(s(x)) =r(3x%>—x)=(—(3x%2—-x)3+6)
calculamos aparte (3x? —x)3 =(3x%2—x)-(3x?—x)-(Bx?—x) =
= (9x* —6x3 +x2) - (3x%2 —x) = 27x% — 18x> + 3x* — 9x® + 6x* — x3 =
= 27x% — 27x5 + 9x* — x3
(ros)(x) =r(s(x)) =r(3x2 —x)=(—Bx%2—x)>+6) = (—(27x° — 27x> + 9x* — x3) + 6) =
= —27x%+27x> —9x* +x3+6

x) (fop) (x)
(fep)(x) = f(p(x)) = f(=5x+ 3) = (2(‘5X+3)—4) _ (—10x+2)

(—5x+3)+3 —5x+6
y) (i f)(x)

- _(ﬂ)z _(2x—4)22 _(2x—4)22
. . . - x+ x+3 X+3
GoE) =j(f0) = (x+3) = <(2x—4)32_ 4> = ((zx(—4>2)_4> - <<2x—4)(2—4~2x+3)2> =

x+3 (x+3)2 (x+3)2

_ ( (2x—4)? ) _ ( 4x2-16x+16 )
(2x—4)2—4-(x+3)2 4x2-16x+16—4-(x%24+6x+9)

2) (g°k)(x)

(g2 l)(x) = g(k(x)) = g(e*™*) = =%

19. Calcula en tu cuaderno las inversas que existan de las funciones del ejercicio anterior:
3—x

'P(?C)=—5JC+3—>y=—5x+3—>x=—5y+3—>y=T

~q(x) =2x* —x+7 > y=2x?—x+ 7 - No existe funcién inversa porque cualquier elemento
tiene dos imdagenes y una funcion puede tener a lo sumo una imagen

rx)=—x*+6->y=-x34+6->x=-y+6->y=Y—x+6
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“ Funciones

- s(x) = 3x%2 — x > y = 3x% — x —>No existe por el mismo motivo que en el apartado q(x)

2x—4 2x—4
-y =
x+3 x+3

xy—2x=-3y—4-5x(y—2)=-3y—4->x=

f(x) = Sy -(x+3)=2x—4-xy+3y=2x—4-
—3y—4 _ 3x+4

y—=2 y 2—x

-3 -3
g =roy=ox=roy =1

x+1 x+1 x+1 . s s .
-h(x) = =- >y == > x = — —>No existe funcidén inversa
x2 x2 x2

2 2

jlx) = -y = —No existe funcion inver
J(x) = 7=, = v = =, »No existe funcion inversa

k(x)=e**sy=e**5x=e"*>1n¥*) =In(x) » (y —4)In(e) = In(x) -
y—4)-1=In(x) > y—4=In(x) > y=In(x) + 4

1

1 1 1 1 )
.l(x)=2x—>y:2x—>x:ZY—>x:]0g2;_)x:

log, x

- =
log, y Y

w0 = (&) = () = () = =ty = g

x Yy

x s Y
‘n(x)=ex-1->y=ex1->5x=e’!->ln (ey-1> =In(x) » ﬁln(e) =In(x) -

Yy

v In (x)
y—1

=In() > @ -Dn@) =y >ylx —lnx =y > ylnx -y = lnx >y ==

ax)=In(x—-2)->y=In(x—2)>x=Ln(y—-2)—»e*=y—-2->y=e*+2

b(x)=log(%1)—>y=log(xT_1)—>x=log(yT_1)—>10x=yT_1—>3-10x=y—1—>
y=3-10%*+1

x%-1 x2-1 y2-1 . L.
c(x)=1 -»y=1L — x = L=—— —No existe funcion inversa
2x+4 2x+4 2y+4

dix)=log(x®*—-1)>y=log(x®*—1)>x=log(y>*-1) > 10*=y3 -1
y3=10"+1->y=3Y10*+1

FUNCION INVERSA FUNCION INVERSA
3 —
a) p(x) = ( 5 *) b) q(x) No existe
c) r(x) Y=x ¥ 6 d) s(x) No existe
3x+4 -3
e) f(x) = g f) g(x) = =3)
2—x b
g)h(x) No existe h)j(x) No existe
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Funciones

1
i) k(x) y=lIn(x)+4 j) (x) y = Tog,
_ In (x)
=1 _
k) m(x) y =082 1) n(x) Y St —1
m) a(x) y=2+e* n) b(x) y=1+3-10*
0) c¢(x) No existe p) d(x) y = Y1+ 10%

20. Calcula la funcién inversa de:
f(x)=-2x+4

Para realizar la inversa de esta funcién, llamamos y a f(x)
y=-2x+4,

. . s -y+4
Despejamos x en funcién dey: x = —2

2
y:_’;+4:—%x+2

Y finalmente, cambiamos xey:

3. CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

21. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

FUNCION DOMINIO FUNCION DOMINIO

5041 ) x+3
a) f="5-; b) =
2 XJ*
o) sw-yil d) w-S]
e) h(.r)=jtj fl 1= ;ii

}_X_J'!+1 _3X+1

g) =57 h) m(x)= 1

a) f() = 22> £(0) = 22 5 Dom f(x) = (R—x € R /h(x) = 0}

x2=3=0>x%=3>x=+V3>Dom f(x) =R—-{-V3, V3}

b) f(x) = 2= f(x) = Y/g(x) > Dom f(x) = {x € R /g(x) = 0}

x+3 , , .
= —, = 0 > Raices numerador: x = —3 / Raices denominador: x = 3

Enx=0- gzoe—lso

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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Funciones

+
o1

Dom f(x)= (—o0,—3] U (3, 00)

3:32 > f(x) =/g(x) > Dom f(x) = {x € R /g(x) = 0}

c)f(x) =
93;:2 > 0 = Raices numerador:3x+2=02>x = —E/Ral'ces denominador: x = 3
Enx=0-> 222>0>-2<0

0-3 3
o 1 +
0 |
-2/3 3
<« e o—»
Dom f(x) = (=0, 3| U (3,0)
2x2-1
d)F() =5 > () =23 > Dom f(x) = (R—x € R/h(x) = 0}

x2—4=0>x>=4>x=+V/4>x = +2
Dom f(x) =R —-{-2, 2}
e) f(x)=§9f(x)=% > Dom f(x) = {R — x € R /h(x) = 0}
x—1=0>x=1
Dom f(x) = R — {1}

(0 = 3= f(x) = Yg() > Dom f(x) = {x € R /g(x) = 0}

—— > 0 = Raices numerador: x = —2 /Raices denominador: x = 3

x+2

3—x

Enx=0> 22>0>2>0
3-0 3

0 w——

Dom f(x) =[-2,3)

211

8 f(0 = 55> f(0) =25 > Dom f(x) = (R—x € R /h(x) = 0}
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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Funciones

2-1=0>x2=1>x=+/1>x=+1
Dom f(x) =R—{-1,1}
h £ = 75> f() = Yg(@) > Dom f(x) = Dom g(x)

*l_0-> Domg(x)={R—-x€R/h(x)=0} 2>2x—-1=0>x=1

x—1

Dom f(x) = R — {1}
FUNCION DOMINIO FUNCION DOMINIO
2

a, f(x)= 5); _+; {xeR; xz+ .3} b) ix)= :ij {xeM; x<-3 o bien x>3}
¢ g0- 3XX_+; {xeR; x<-2/3 o bienx>3} | d) k(x)=% {xeNR; x=2, x=—2}
e, )= ;t; {xeR; x=1} fl - ;fj {xeR; x>-2 y ademas x<3}

L x4l x+1
g, - {xeR; x=1, xz—1} h) m(x)=3 1 {xeR; x=1}

—

22. Estudia la simetria del resto de las funciones trigonométricas: tangente, cotangente, secante y

cosecante.
Las funciones tangente, cotangente y cosecante son impares. La funcidn secante es par.

23. Calcula en tu cuaderno el dominio de cada una de las siguientes funciones:

p)==5x+3 ; qgx)=N2X-x+7 ; r(x0=Y-x-1 ; s(x)=33x¥ -«
2x—4

X+

x+1 . —xX'+ 2x
P J) =
X —4

f(x)= ; g(x>=;f L =S

X

)'((X) _ ex—é’ ; ](X) = 2; : m(X) = (‘—‘2) . H(X) = exzfj

a(X)ZL(X+2) ; b(x)zlog[%) ; C(X):L[;X:;J : d(x)zlog(xj—5)

a)p(x)=-x+3
Como sabemos que es una funcién polinédmica su dominio seran todos los reales: Domp =R

b) q(x) =V2x2 —x+ 7
Como sabemos que en las funciones irracionales si el indice es par, domq: {x€ R /f(x)=0}
Como f(x)= 2x2 — x + 7, es siempre positiva, Domq: R

o)r(x)=V—x3 -1
Como sabemos que en las funciones irracionales si el indice es par, domq: {x€ R /f(x)=0}
Calculamos f(x): —x3 — 1>0 >—x3 — 1=0 vy con la calculadora nos da x<-1

Domr: (-oo,-1]; Domr: {xe R; x < -1}

d) s(x) = V3x% — x

Como el indice es impar, Doms = Domf ; f(x): 3x? — x es polindmica, Doms: R

2x—4
e) f(x) =
) ( ) x+3
12 Bachillerato CCSS. Capitulo 3: Funciones. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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Sabemos que Domf= R - {x€ R /h(x)=0}
h(x): x+3=0; x=-3; Domf: R -{-3} >{xe R; x # -3}
-3
g ==
f(x)=x; x=0; Domg=R-{0}>{xe R; x# 0}
1
g h(x) = 5=
f(x) =x2+1 =0; x> = —1; x =+/—1; Domh: R
. -x2+2
h)j(x) = ===
f(x)=x2 —4=0; x2=4; x=\/4; x =2; x =—2; Domj: R-{2; -2} >{xe R; x#-2yx#2}

i) k(x) = e**
Sabemos que Domk=Domf(x)
Como f(x) =x -4, es una funcién polinémica, Domk: R

i) 1(x) = 25
flx)=x=0; Doml: R -{0}

k) m(x) = (5)*+1
Como f(x) = x+1 es una funcion polindmica, Domm: R

) n(x) = ex?-1
fx)=x2-120; x%2-1=0; x=-1; x=1
Domn:{xe R; x#-1yx =1}

m) a(x) = L(x+2)
Sabemos que doma: {x€ R /f(x)>0}
f(x)=x+2>0; x>-2; doma:i{xe R /x>-2}

n) b(x) = Iog(%

Sabemos que Domn:{x€ R /f(x)>0} porque es una funcién logaritmica.

x2

fx)==>0 ; x2=0;x =v/0;x =0; Domb:{xe R; x 0}
241
o) elx) = LE—)

Sabemos que Domc:{x€ R /f(x)>0}

2
fix)=22 >0
2x+4
x24+1=0-x%>=—-1-x =+—1=noes nlimero real

2x+4=0—>2x=-4—>x=_74—>x=—2
Domc:(-2,2°)

p) d(x) = log(x> — 5)
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Funciones

Sabemos que Domd:{x€ R /f(x)>0} por ser una funcion logaritmica.
x3-5>0; x3>5; x>135
Domd: {xe R; x > 3\'/g}

FUNCION DOMINIO FUNCION DOMINIO
a) pk) R b) qlx) =z
c) r(® xef:x<-1} d) s(x) 7
e) [flx) et x #£-3} ) &) xedx 20}
g) hx) R” h)  J) xef;x #-2yx#2}
i) k(x) x j) 1) #”
k) m(x) R ) nx) xeH; xz-1yx =1}
m) al(x) xef x>-2} n) bx) {xeF: x 20}
o) cx) e x>-2} p) d(x) eftx>3i5)

24. Calcula los puntos de cortes con los ejes de las funciones siguientes:

p)==5x+3 ; qgx)=N2X-x+7 ; r(x0=Y-x-1 ; s(x)=33x¥ -«

2x—4 -3 x+1 . —xX'+ 2x
; gx)=— ; h(x)= s () =—
X+ X x -4

f =
() X+1

)'((X) _ ex—é’ ; ](X) = 2; : m(X) = (‘—‘2) . H(X) = exzfj

X X +1 3
=L 2) =log| — | : =L i d(x)=1 -5
a(x)=L(x+2) ; bx) 044) o(x) [2H4J (x)=log(x*- 5)
Para calcular el corte con el eje de ORDENADAS hay que sustituir x por cero y para el corte con el eje de
ABSCISAS hay que igualar a cero y resolver.

e a) p(x)=-5x+3
ORDENADAS: -5:0+3 =3 Punto de corte = (0,3).
ABSCISAS =-5x+3 =0, x=3/5 Punto de corte =(3/5,0)

e b) q(x)=V2x2—x+7
ORDENADAS: V202 —0+ 7 =+/7 Punto de corte = (0, V7)

ABSCISAS no tiene ningun punto de corte con ABSCISAS

e o) rx)=V=x3—-1
ORDENADAS no tiene ya que al sustituir por cero no hay resultado por lo que no hay ningln punto
de corte con ordenadas

ABSCISAS: V—=x3—1=0; —x3—1=0; x = —1 Punto de corte con abscisas (-1, 0)

e d) s(x)=V3xZ —x
ORDENADAS: V3 - 02 — 0 = 0 Punto de corte (0,0)
ABSCISAS: V3x2 —x =0; 3x2—x=0; x(3x—1) =0
1. x=0
2. 3x—1=0porloque3x=1porloquex=1/3
Puntos de corte (0, 0), (1/3, 0)
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Funciones

2x—4
* e) f(X) - xx+3
2:0-4 _ —4
ORDENADAS: o3 — 3 punto de corte(-4/3, 0)
ABSCISAS: 2;—34 =0; 2x—4 =0 ;porloque x=4/2=2 punto de corte (2, 0)
-3
¢ g ="

ORDENADAS :no tiene ningln punto de corte

ABSCISAS: no se hace cero por lo que no tiene ningun punto de corte

+1

¢ g) h(x) = 5—

ORDENADAS: 002+_11 = —1 punto de corte (0, -1)

ABSCISAS: XX2+_11 =0; x+1=0; x=-1 puntodecorte(-1,0)

. —x24+2x
* h i) =

—0242:0
ORDENADAS: e = 0 Punto de corte (0,0)

ABSCISAS : —x2+2x=0 ; x(—x+2)=0; x=0; x=2
Puntos de corte (0,0),(2,0)

e i) k(x)=e**
ORDENADAS : %% =¢e¢™* Punto de corte (0, e™%)
ABSCISAS: no tiene ningun punto de corte con eje de ABSCISAS

1
e j) Ix) = 2x
1
ORDENADAS: 20 no existe
1
ABSCISAS: 2x = 0 no tiene solucién

2

x+1
* K m@ = (3)
N0+,
ORDENADAS: (5) =3 punto de corte (0, 2/3)
ABSCISAS: no tiene puntos de corte
e /) n(x) = ex?-1
0
ORDENADAS : eo?-1 = e® = 1 punto de corte (0, 1)
ABSCISAS ex*-1 = 0 no tiene solucidn
e m) a(x)=L(x+2)

ORDENADAS: L(0+2) =L(2) punto de corte (0, L(2))
ABSCISAS:L(x+2)=0 ;x+2=1; x=-1 Punto de corte (-1,0)

2
e n) b(x) =log (XT)
2
ORDENADAS: log (0:) no hay ningln punto de corte
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2
ABSCISAS: log(2)=0; Z=1; x?=4;
Puntos de corte (-2, 0), (2, 0)

e 0) c(x) = L(x2+1)

2x+4
ORDENADAS: L(

0%+1
2-0+4

ABSCISAS: L (x2+1) = 0;

Puntos de corte (-1, 0) (3, 0)

2x+4

e p)d(x) = log(x®—5)
ORDENADAS: 1og(03 — 5) = log(—5) no tiene punto de corte
ABSCISAS: log(x®—=5)=0;x3-5=1; x3=6; x =36 punto de corte (6, 0)

) =1 G) Punto de corte (0, L G))

=1 x*24+1=2x+4;x>*-2x—3=0; x=-1,x=3

PUNTOS CORTES EJES PUNTOS CORTES EJES
FUNCION ORDENADAS ABSCISAS FUNCION ORDENADAS ABSCISAS
p(x) (0,3) (3/5,0) a(x) (0, V7)) NINGUNO
r(x) NINGUNO (-1,0) s(x) (0,0) (0,0), (1/3,0)
f(x) (0,-4/3) (2,0) g(x) NINGUNO NINGUNO
h(x) (0,1) (-1,0) i(x) (0,0) (0,0)(2,0)
k(x) (0,e7™%)) NINGUNO I(x) (0,0) (0,0)
m(x) (0,2/3) NINGUNO n(x) (0,1) NINGUNO
a(x) (0,L(2)) (-1,0) b(x) NINGUNO (-2,0),(2,0)
c(x) (0,L(1/4)) (-1,0) d(x) NINGUNO (36, 0)

25. Estudia las simetrias y los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones:
fx)=2"" -4 .71 h(x)=x"+4x k(x)=e? —22
fcx):ij

J(x)=A15x—-3/-x-9 1+2

x

g(x)=—7x"-x’+1

a) f(x) = 2%24 . 431 . 8x1_ 1 =5 f(-x) = 2%24 . 431, @x1 1+ f(x) = - 2%24. 43x+1 . gxl g
Como f(x) es distinto de f(-x), no es una funcién par
Como f(x) es distinto de -f(-x), no es una funcién impar
f(0) = 2024 . 430+1. 801 _1 - Corte eje Y en (0,-1) aproximadamente.
f(x) = 2624 . 43+1. 8<1 1 = 0 => x= 25/4 = 6,25 => Corte de X en (6,25, 0)

@ )= Hpglogd -

+
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Funciones

b) g(x) =-7x*- x>+ 1 => g(-x) = -7(-x)* =(-x)? +1 = -7x* -x? +1
Como g(x) es igual que g(-x), es una funcidn par

g(0)=-70-0+1=CortedeYen (0, 1)
g(x) = -7x4 x2+1=0=>x=+ 0.559666023 ~ +0,6 => Corte de X en (-0,6,, 0) y (0,6, 0)

c) h(x) = x3+4x =>h(-x) = (-x)> + 4(-x) = -x3 - 4x => - h(-x) = -(-x3 - 4x) = x3 + 4x
Como h(x) es distinto de h(-x), no es una funcién par
Como h(x) es igual de -h(-x), es una funcién impar

h(0) =03 +4-0=0=> Corte en el eje Y (0, 0)
h(x) = x3 + 4x = 0 =>x = 0 => Corte en el eje X (0,0)
\

d) j(x) =V15x — 3vV—x— 9

Como j(x) es distinto de j(-x), no es una funcién par
Como j(x) es distinto de -j(-x), no es una funcién impar

e) k(x) = e - 22 => k(-x) = e*-22
Como k(x) no es igual a k(-x) ni a -k(-x), no es par ni impar

k(0)=1-22=-21CorteenelejeY(0,-21)
k(x) = e2*-22 =0=>x=-1,545521227 ~ -1,55 Corte en el eje X (-1,55, 0)

—
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Funciones

1 —
lx)=—5= — = (x)=——
Como I(x) es distinto a I(-x) y a -I(-x), no es par ni impar
1(0) = % = 0 ConelejeYycon el eje X (0,0)

26. Calcula en tu cuaderno el signo de las siguientes funciones:

px)==8x+3 ; q)=N2X¥-x+7 ; r(N=Y-x-1 ; s(»=VY3x¥ -x

2x—4 -3 x+1 . X +2x

f(x)= > g(X):T ; h(X):m : J(X)—ﬁ

x+3
k(x)=€e"" ; I(x= E.’i ; m(x)= [g} ; n(x)= exzx“‘

X1 3
2X+4J ; d(x)—log(x‘v—S)

Aprovechamos los puntos de corte con el eje X calculados en el ejercicio 24

ax)=L(x+2) ; b(x)zlog[é} ; C(X)ZL(

. SIGNO . SIGNO

FUNCION POSITIVO NEGATIVO FUNCION POSITIVO NEGATIVO
a) p(x) x<3/5 x>3/5 b) q(x) R —_—

) rix) x<-1 d) s(x) x<0yx>173 0<x<173
e) f(x) x>2 x<2 f) &lx) x<0 x>0

g) hx) x>-1 x<-1 h) Jj(x) -2<x<0 x<=2yx>0
i) k(x) =7 j) =) b4 —

k) m(x) 774 N /) n(x) 174 —

m) a(x) x>-1 -2<x<-1 | n) bix) x<-20x>2 —2<x<2
o) cl(x) x<-lyx>3 | -I<x<3 | p) dx) x>35 log(5) <x <35

27. Interpreta graficamente los intervalos de signo del ejercicio anterior, siguiendo el ejemplo:
la grafica de la funcion debe ir por la zona no sombreada:

-3 -
Ceros: 2x=0 = x=0 /=3

o 2x Fi-1) +
flxj=—4— = : == = .

o -4 Polos: »* —4=0 = o2 fl1y -
Fi3)

Aprovechamos los signos del ejercicio 26.
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Funciones

) jix)

I) nix)
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Funciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
2x+2six< -1

x3—xsix>-1

|

1. Esboza la grafica de la funcion f:R - R dada por f(x) = {

|
|

f

2. Realiza las operaciones indicadas con las siguientes funciones:
p(x)==5x+3 ; q(x)=2x"-x+7 ; r(x)=—x"+6 ; s(x)=3x"-x
2
—X

2x—4 -3 x+1 I
S(x)= i3 S(X)=T ; h(x)= el J(I)—x2_4
k(x)=e""* .r'(x)=2£ ; m(x)=(£)x : mfx)=ra'ﬁ

x’ -1 3
] ; d{x)=log(x —I)

a(x)=L(x-2) ; b(x)=1og(x_IJ : c(x)=L[2x+4

a) (s+q)(x)
3x%—Xx+2x%=Xx +7=5x2-2x+7

b) (r+p)(x)
-x3+6-5x+3=—x3-5x+9
c) (p-a)(x)
—5x+3—(2x2—x+7)=-5x+3-2x2 +x—-7=-2x%-4x-4
d) (p+q+r+s)(x)
—S5X+3+2x2 —x+7-x3+6+3x%—x=—x3+5x2-7x+16
e) (g-r-s)(x)

2x2 —x+7—(-x3+6)—(3x% —=x)=2x2 —x+7+x3+6-3x% +x=x3-x%2 +13
f) (p-q+r-s)(x)

—5x+3—(2x2 =x+7)+ (—x3+6)—(3x% —=x) =—5x +3—-2x% +x—7—-x3+6—-3x% +x =

=—x3-5x%-3x+2

g) (g+h)(x)
3 + x+1 _ -3x+x+1 -2x+1
x  x2 x2 x2
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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Funciones

h) (s-g)(x)
i) (n-k)(x)
erT — pX—4
j) (g+d)(x)
—% +log(x3-1)
k) (b-d)(x)

x-1

3 _

¥ -1
1

x—1 x—1

Iog(xT_l) —log(x3-1) = log

1) (c+s)(x)

2_1 2
L(=—) +3x° —x
2x+4

m) (s-q-r)(x)

1

log 3(x3-1) = log 3(x—1)(x2+x+1) = log 3(x2+x+1)

(3x%=x)(2x2=x + 7)(-x> + 6) = (6x* — 33 4+ 21—2x3+ x2-7x)(—x> + 6) =

= (6x*—5x3+x% —7x + 21)(-x3 + 6) =
= —6x7 +5x0—x5+7x*—21x34+36x*—30x3+6x% — 42x + 126 =
= —6x7 +5x0—x5+43x*—51x3+6x2% — 42x + 126

n) (r-p)(x)
(—x3+6)(-5x +3) =5x*—3x3-30x + 18

o) (a:p)(x)

2x%—x+7
—5x+3

p) (s:q)(x)

3x%2-x
2x%2—x+7

q) (g-h)(x)
=)

x ' x2

r) (s:g)(x)

3x2

— _—

— -3
x

s) (n)(x)
(e51) (e¥4) = ex-r ™

t) (g:d)(x)

-3
> -3

X —

log (x3-1)  xlog(x3-1)

—3x-3
x3

x+1

):

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 3: Funciones. RESPUESTAS
www.apuntesmareaverde.org.es

Eiﬁzsaasszsﬁﬂ
Textos Marea Verqe

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ Funciones

u) (s o q)(x)

(s o a)(x) = s(a(x)) = s(2x?~x +7) = 3((2x*~x + 7)* = (2x*~x + 7))

v) (r o p)(x)

(rop)(x) =r(p(x)) = r(=5x + 3) = —(—=5x + 3)3+ 6 = 125x3-225x2 + 135x — 21

w) (q © p)(x)

(a°p)(x) = q(p(x)) = q(—=5x + 3) =2(—5x + 3)?— (— 5x + 3) + 7 = 50x2 — 55x + 22

x) (g ° h)(x)

xX+1
x2

x+1) -3 3x2

(g » W = g(h(0) =g (5

y) (s © g)(x)

s+ 0= (5) =5(2) =3(2) - (2) - 2+

X

z) (n o k)(x)

ex—4

(n o KX = n(k(x)) = n(ex_4) = e(ﬁ)

a)  (s+q)(x) =5x2-2+7 b) (r+p)x) =_3_5y+09
o) (p-q)x)=-27-4x+4 d Pra+r+s)x) o F+52-7x+16
o) (q-r=9)) =3 _\2_ rv+41 Ho Poarr=s) )= 23 502 3442
g  (&+M(x) =27 +x)4° h -8 =32 _x+ 3
) =R) — ) GO — i+ togr — 1)
B =X 2 pe1/362 +x + 1) ) (49 —p? - pAax+4) +3x2-x
m o O T)g) SR mNEE XDy 0P 2 4 g5k + 3)
o) (@P)X) =2 _x+7)/(-5x+3) P GO =32y -x+7)
g (@M =3 3)n4 r) (5:8)x) = 34,23
5)  (nk)(x)= eb—4Hu-1) = ghdox+ 41x=1) 9 (& =_3/x(log(x’ - 1)
W (o) =302 —x+7)7 -2 -x+7) | V) PN =_(5x+3)°+56
w P =seserspocsery e -ssx |y (goh)(x)=-3xx1)
+22
V) (sog)(x)=27/x? +3/x 2 (nok)(x) _ ee;‘jﬁff—l
3. Considera la funcion f:R - R definida por f(x) = 1:x2. Determina los siguientes elementos: su domi-
nio, punto de corte con los ejes, signos y simetria.
-Domf=R ; - Puntos de corte: eje X (0, 0); ejeY (0O, 0).
- Simetria par: f(x) = f(—x)
=X __ = _ =x _ .
f(x) = ) - f(-x) = rvamchbey f(x)# f(—x), la funcién no es par.

Simetria impar: f(-x) = —f (x)

X -x
1+x2  14x?

-f(x) =-1

f(-x) = —f (x) se cumple, la funcidn es impar.
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" Funciones

4. Dibuja el recinto limitado por los semiejes positivos de coordenadas y las curvas

y=x+1 , v=§ e y=x-1

Q@ fix)=»x+1
O &= :

N
@ hix)=x-1

T
El recinto de vértices (0, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 0)

5. Consideremos las siguientes funciones:

_ 3 a2 _ - [*=2
f(x)=x%—-3x2+3x—-1 glx) = /m
h(x) = 27+ j&) = L(x® - 1)

— X, x—1, —-x+1 — L
k(x) =2*-30 12 1) = x3+7x2+15x +9

-1
m(x) = V=5+ 2x n(x) = (4x*> —4x +1)s
a) Calcular las siguientes composiciones:

¢ h compuesto con f
foh=(foh)x)= f(h(x)) — f(2"x+1) — (2—x+1)3 _ 3(2—x+1)2 + 3(2—x+1) -1

eh compuesto con g

goh=(g°h)=g(h(x)=g2™")= <’%)

e j compuesto con g

gej=(g°i)00)=g(i(0)=g(LG"-1)= ( /%)

o h compuesto con k
koh = (koh)(x)=k(h(x))= k(@ *)=227".3027"-1. 12277+
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" Funciones

e j compuesto con h compuesto con g
gohoj=(geho)x)=(g M) =(ge°hL&®-1)=g(h(LE"-1))=

(5 2-L(x5-1)+1_,
= 9@V = e,

e j compuesto con m

mo j = @me j)x)=m(j(x)=m(Lkx’-1) = (“J—S +2(L0x" - 1))>
o h compuesto con |

Loh=(loh)x)=I(h(x)=12*")=

(2—x+1)2_9
(2—x+1)3+7(2—x+1)2+15(2—x+1)+9

eh compuesto con m
mo h = (mo h)(x) =m(h(x)) =m@2**?) = (V—S + 2(2—x+1))

e h compuesto con j
joh=(e ) =jh(x) =) =102 -1

em compuesto con |
2
(Y=5%2x) -9

Lom = (o m)x)=I(m))=1V-5+2x) = (@_5+2x)3+7(1§/_5+2x)2+15(m)+9

b) Calcular:
funcién inversade f(x) =x3—3x*+3x—-1
Esta funcidn no tiene funcién inversa

funcién inversade h(x) = 27**1
Cambiamos lah porunay, y=27**1
Remplazarxcony, x =271

Si f(x) = g(x), entonces ln(f(x)) = ln(g(x)) , In(x) = m(277*h)
Aplicamos las propiedades de los logaritmos log, (x?) = b - log, (x)

2t = (—y + DIn(2); In(x) =(—y+ 1DIn(2)

. In(x)-In(2) _ In(2)-In(x) _ _ In(x)
m2 @ n(2)

Despejamosy, In(x) =(—-y+ 1DIn(2): y=

funcion inversade k(x) = 2*-30*"1.127*+1

—ox.30¢ L (LY . 12=22.(2.30. L) = 2.cx
k(x) =2%-30 30 (12) 12_30 (2 30 12) T s 5
%-53’; 52—x=53’; y=log557x

X =

funcion inversade j(x) = L(x°> —1)
x=L(y°*—1); e*=y"—1;y"=e*+1; y=3e*+1
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" Funciones

-1
funcioninversade n(x) = (4x> —4x+1)3

-1
Remplazarxcony, x= (4y?2—4y+1)s
Elevar ambos lados de la ecuacién a la potencia —3

-1\ 3
= (W -4y +DT) =@y -4y )

. _ 1
Aplicamos las leyes de los exponentes a™? = —
a

1 2
i 4y —4y+1
Multiplicamos ambos lados por x3
x—13x3 =4y%2x3 —4yx3+1-x3 21 =4x3y? —4x3y + x3
Es una ecuacién de segundo grado en 'y
4x3y2 —4x3y+x3—-1=0

Dos soluciones

3
x3 4 x2 X
23 YT

Y= 2x3

c) Calcular todos los dominios:
El dominio de una funcién es el conjunto de entradas o valores de los argumentos para los cuales
la funcion es real y definida.
Domf(x) ={x € R;—0 < x < w0}
Domh(x) ={x € R; —0 < x < 0}
Domk(x) ={x € R, —0 < x < 0}

Domm(x)={x€§R;x2§} i —=542x>0
Domg(x) ={x € R;x < -7 orx =2} ; i—;jzo
Domj(x)={xeRx>1} ; x>—1>0

Doml(x)={x€R;x+—-1, x+ -3} ; x3+7x2+15x +9=0
Domn(x)={xEER; x;t%} c4x? —4x4+1=0

d)Calcular los puntos de corte con los ejes de todas las funciones
f(x): (x) = 3.84732.....,0 gx):(x) = (2,0)

(y)=(0,-1) el eje y no lo corta
h(x): el eje x no lo corta jx): (x) = (1,0)

) = (0,2) ) = (0,-1)
k(x) elejexnolocorta I(x) (x)=(30)

2

» = (02 ) = (0,-1)
m(x) (x)= (g 0) n(x) elejexnolocorta

El eje y no lo corta (y) = (0,1)
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Funciones

6. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde un determinado punto. La altura en metros
alcanzada al cabo de t segundos viene dada por h(t) = 5 + 4t — t2.
Calcula la altura desde la que se lanza el objeto y a la que se encuentra después de 1 segundo.

h(1) =5+ 4-1— 12 = 8 m m. Se encontrard a 8 metros después de 1 segundo.

h(0) =5+ 4 -0 — 0% = 5 m. El objeto se lanza desde 5 metros de altura.

Determina en que instante alcanzara la altura maxima y cual sera.
h({t)=-2t+4=0

—2t =4 Portanto, t=2 segundos. A los dos segundos alcanzara la altura maxima.
h(2) = =22 +4 -2+ 5 = 9 metros sera la altura maxima

Por ultimo, calcula el instante en el que caera al suelo y representa graficamente la solucion con
los datos obtenidos anteriormente.
—t2+4t+5=0 t=5 y t=-1, por tanto, cae a los 5 segundos.

7. Considera las funciones f, g: (0, 2rn). f(x) = 2senx y g(x) = sen(2x). Dibuja la regién del plano

limitada por las graficas de fy g.
6

4

2

-2

_4

8. Sea la funcién dada por f(x) = x3 + ax? + bx + c. Determina a, b y ¢ sabiendo que es impar y que
pasa por el punto (1, 2).
Como es impar:
f(x) = -f(-x)
f(-x)=(=x)3 +a(—x)2 +b(—x) +c= —x3+ax®*—bx +¢c
f(-x) =x3 —ax® + bx —c
x3+ax?+bx+c=x%—ax?>+bx+c
ax?+c=—ax?—c Portanto,a=0y c=0
Como pasa por el punto (1,2):
f1)=134+a-12+b-1+c
1+b=-2 Portantob = -3 dedonde f(x)=x3—3x
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Funciones

9. Sean las funciones definidas mediante f(x) = |x(x — 2)| y g(x) = x + 4. Esboza las graficas de f y
g sobre los mismos ejes y calcula los puntos de corte entre ambas.

x+4=x(x—-2)>x+4=x>-2x>x>-3x—4=0-> x=4, x =-1
x+4=—x(x—2)>x+4=—x*+2x>x>—x+4=0, sinsoluciéon

Sustituyendo en cualquier funcién tenemos el valor de y, puntos (4, 8) y (-1, 3)

La funcidén f(x) es el valor absoluto de una
funciéon cuadratica cuya grdfica es una
pardbola, que corta al eje Xen Oy en 2.

La funcién g(x) es una funcion afin cuya gréfica
es una recta.

10. El gasto por el consumo de luz (en céntimos de euro) de una vivienda, en funcién del tiempo
transcurrido (en horas), nos viene dado por la expresion: f(t) =-1/5t24+2t+10, 0<st<12.

a) Representa graficamente la funcion. b) ¢Cual es el consumo a las 6 horas? ¢Y después de 12 horas?

a)

f(t) es una funcién cuadratica cuya gréfica es una
pardbola, como el coeficiente de x cuadrado es
negativo, la pardbola esta abierta hacia abajo,

parat=0, f toma el valor 10 :

los cortes con el eje X toman un valor negativo,

qgue no es valido y otro en 13,66. 0 \
0 5 10

El vértice estdent=5

b) Alas 6 horas, f(6) = (-1/5) 62 + 2-6 + 10 = 14.8 céntimos de euro;
Alas 12 horas, f(12) =(-1/5) 122+ 2-12 + 10 = 5.2 céntimos de euro.

2logx
x2
logx solo estd definida para valores positivos, f(x) esta definida Unicamente para valores positivos de x.

11. Considera la funcién definida por f(x) = Calcula su dominio.

12. Dibuja el recinto limitado por las curvas ,,y=e**2, y=e™* y x=0

Tiene de vértices (0, 1), (0, €?) y (-1, e).

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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Funciones

50x—100
2x+5
donde x representa los afios de vida de la empresa, cuando x > 0 . Calcula el dominio, corte con los

ejes, signo y simetrias de dicha funcién.

13. Las ganancias de una empresa, en millones de pesetas, se ajustan a la funcién f(x) =

’

Dominio: La funcion esta definida en toda la recta real salvo en el punto x = =5/2;
Interseccion con los ejes: (2, 0), (0, —20).

No es simétrica.

Tiene una asintota vertical para x = -5/2.

Para x <—5/2 y para x > 2 la funcién es positiva, y para =5/2 < x < 2 es negativa.

14. Considera la funcion definida por g(x) = |In(x) | (donde In denota el logaritmo neperiano). Esboza el
recinto limitado por la grafica de g y la recta y=1. Calcula los puntos de corte entre ellas.

O fry=1 H n ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

@ &) = ()]

5

4

=+ Entrada.. g
| \
2

-9 -8 -7 -8 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 L} 7 3

Los puntos de corte obtenidos con la recta y son los siguientes:
- Punto A: (1/e, 1)
- Punto B: (e, 1)

15. Calcula el dominio de las siguientes funciones.
a) f(x)== > Domf: (0, )
Los logaritmos son de 0 a infinito, lo cual ya excluye el 0 del denominador.

b) g(x)= (1-x3) - cos (x) > Dom g: R
Tanto las funciones polindmicas como el coseno tienen todo R como dominio
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Funciones

1
c) h(x)=4-x3 - 5-x + pr —>Dom h: R
Funcién polindmica y el denominador no se anula nunca

1— x2 si x<1
16. Dadalafuncion f(x) =4 3x2—-12x+9 si 1<x<3
—2x%24+16x—30 si x>3

Dibuja su grafica y, a la vista de ella, indica su dominio, sus puntos de corte con los ejes y su signo.

AN

4 6

Dominio:
Se trata de una funcién definida a trozos, formada por 3 funciones polinédmicas, como el dominio
de las funciones polindmicas es R podemos decir que:
Domf(x) = R
Puntos de corte:
puntos de corte coneleje X - (—1,0); (1,0) ; (3,00 ; (5,0)
punto de corte con el ejeY - (0,1)

Signo de la funcion:
Zonas donde f(x) es positiva: (-1, 1Hu (3,5
Zonas donde f(x) es negativa: (—o0,—1) U (1,3) U (5,00)

17. Estudia el dominio, puntos de corte con los ejes y signo de las siguientes funciones:
a)

(V3,3V3)

‘ -6
= (+V3,-3V3) -8
; -18
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Funciones

Domf(x) =R —-{-1,1}

puntos de corte con el eje X: (0,0)
puntos de corte con el eje Y: (0,0)
funcién con signo negativo: (—oo0,—1) U (0,1)

funcidn signo positivo:  (—1,0) U (1, )

b)

Dominio:  Dom f(x) =R

Cortes eje X:

f(xX)=—x*4+2x* ; —x*+2x2=0 ; x=—/2 ; x=0; x=+2
puntos de corte: (—v2,0) ; (0,0); (v2,0)

Punto de corte con el eje Y

Para calcular el punto de corte con el eje Y, se le daax el valorde 0: x = 0, el (0,0)
Signo:

Negativo: (—o0, —V2) U (V/2, )
Positivo: (—\/Z O) U (O, \/7)

- B v+

.......

.......
Feg o nf of of. o) =R

/

1

| -2
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Funciones

Dominio:
Dom f(x) = R—{—1}

Puntos de corte:

El punto de corte con el eje X es (1,0)

El punto de corte con el eje Y es el punto (0, —1)
Signos:

Zonas donde la funcidn es positiva
(—OO’ _1) U (1; OO)

Zonas donde la funcién es negativa

(_1, 1)

d)

seceee e
A

Domf(x) =x €/(0 < x <120)

puntos de corte con el eje X:
(0,0)
(120,0)

punto de corte con el eje Y
(0,0)

zonas donde la funcion es positiva
(0,120)

zonas donde la funcion es negativa
No existe zona negativa
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Funciones

18. El estudio de la rentabilidad de una empresa revela que una inversiéon de x millones de euros
produce una ganancia de f(x) millones de €, siendo: f(x) = x2/50 + 8x/25 - 8/5,si 0 £ x <5y 5/2x si x>5

Razona cual es el rango de valores de la variable, los puntos problematicos de cada una de las férmulas
y, finalmente, el dominio de la funcion.
ra

-2 0 Pk 6 8 10 12

-

L9A=(0.-16)

Las abscisas varian entre (0, +°°)(0, +==), que es el dominio de la funcidn, las ordenadas varian entre
-8/5y1/2.

Los puntos de corte con los ejes son: (0, -8/5) y (4, 0). Asintota horizontal y = 0.
Es continua en todo su dominio.
Alcanza un maximo en (5, 1/2).

Los beneficios son negativos para inversiones menores a 4 millones de euros.
El beneficio es maximo para 5 millones y luego desciende.

19. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba de modo que la altura "h" (en metros). La altura que
se encuentra en cada instante "t" (en segundos) viene dada por la expresion h(t) = -5t + 40t.
a) ¢En qué instante alcanza la altura maxima?¢Cual es esa altura?
Vértice de la pardbola: x=-b/2a, x=-40/2:(-5) = 4 segundos
h(4) =-5-(4)? + 40-4 = -5-16 + 160 = -80 + 160 = 80 metros
La altura maxima es a los 4 segundos, 80 metros.

b) Representa graficamente la funcion h(t)

|

|
!

c) ¢éEn qué momento de su caida se encuentra el objeto a 60 metros de altura?
60 = -5t + 40t , -5t>+ 40t -60=0,t1=6y t2=2.
El momento de la caida a los 60 metros es 6 segundos,
A los 2 segundos también estd a 60 metros, pero es de subida.

d) ¢En qué instante llega al suelo?

Resolvemos h(t) = 0: 0=-5t2+40t,t1=8 y t2=0
Llega al suelo a los 8 segundos.
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Funciones

AUTOEVALUACION
1. Seiiala cudl de las siguientes graficas no corresponde a una funcion:
a)y=x?2—6x+5 b) y=v/x ox?+y%+1 d) funcién a trozos

4
i i o 2 /\
-
* B LR AR 1 RS AR RV Kj
oo n

La c) no es una funcién, pues cuando una abscisa “x” tiene mas de una ordenada “y”, esta no
puede ser funcién

2. La férmula de la composicién f o g de las funciones f(x) =2x—1vy g(x) = —x* + 2 es:
a) 2x°+3 by 2x7-3 ¢) —Ix +4x+1 d)y 47 ~4x -1

(fe)x) =flgx)=f(—x?+2)=—-2x—-1)2+1=—-4x*—4x+ 1) + 2 = (—4x* + 4x + 1)

Eslac)
. cs . . -1
3. La férmula de la funcién inversa o reciproca de f(x) = i? es:
x+2 —x+1 2x+1 —2x—1
a) x—1 b) x+2 °) x—1 d) x-1

y=i—$—>y(x+2)=x—1—>yx+2y=x—1—>yx—x=—2y—1—>

_ _ _ —2y-1 _ —2x-1
x(y-D=-2y—1-ox=—"——; y=—T
Eslad) y= _iil
4. La grafica de la funcién f(x) = —x? + 2x + 3 es:
a) b) c) d)

Deberé ser una parabola. Al ser a < 0 debe ser cdncava, ya que el coeficiente de x? es negativo.
Es entonces la d). Comprobemos:

Wl N| —,| O
Ol W| & W| O <
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Funciones

X

5. El dominio de la funcién f(x) = ex*-1 es:

a) R b) R-{1) c) R—{-1,1) d) ®-{0)
ex’1 5 x?—-1=0-x*=1->x=+V1I-x=+1 , Domf=R—-{-1,1}
Eslac)
f es:
6. El recorrido de la funcion \ a) [’1’00[ b) ]’1 ”"[
c) ] d R-{4}

Es la opcion a) [-1,20)
Porque el —1 es el punto el cual determina el inicio de la imagen de la funcion y va hacia el infinito.

7. Los puntos de corte con el eje de abscisas de la funcién f(x) = In(x* — 3x + 3) es:
Para sacar los puntos de corte con el eje x se tiene que igualar la funciéon a 0
In(x?-3x+3)=0->x>—-3x+3=1; x2—-3x+3-1=0-> x?—-3x+2=0

Las soluciones a esta ecuacion de segundo grado son 1y 2 por lo tanto, es la opcién b) (1,0) y (2,0).

8. La unica funcién impar entre las siguientes es:

El apartado d) porque se cumple que f(-x) = -f(x)
Ademas, toda funcién de simetria impar es simétrica respecto al origen de coordenadas y la grafica
del apartado d es la Unica que es simétrica respecto al origen de coordenadas.

9. El es negativa es:
intervalo a) |-1.1 b) |-oo [
donde la
funcion
) =1 d) =0

Para que una funciéon sea negativa en un intervalo se debe cumplir que f(x) < 0, esto se consigue en

el intervalo abierto (—1,1).

Es abierto porque tanto en el =1 y en el 1 la funcién se hace 0 y no es negativa.

Respuesta la a)
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Funciones

10) La unica funcién No periddica de las siguientes es:
a) S (x)=sen(x) b) g(x)=tg(x) c) h(x)=¢" d) ](x) :oosec(x)

El sen(x) es periddica de periodo 2,

La tan(x) es de periodo

La cosec(x) tiene periodo 21

Si nos fijamos en la grafica de e* tenemos

e

Esta funcidn no es periddica.
Respuesta: la c)
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Limites

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. LIMITES

1. Utiliza la definicion de limite para probar que lirr} x=1.
xX—

Sea un € cualquiera, hemos de ver que existe un §, de tal manera que si 0 < [x-1| < & entonces
|x-1|<€&
Para que |x - 1]|< € para cualquier €, basta tomar 6 = €.

2. Calcula los limites laterales y determina si existe el limite en las funciones siguientes definidas a
trozos, en los puntos en los que se unen dos ramas:

_(—2x+3six <1
a) f(x)_{Bx—Z six >1

limf(x) = lim(—2x+3)=-2-1+3=1
x-1" x—1"
xll_)nllj(x) = xll_)nlL(Sx -2)=3-1-2=1
Como existen los 2 limites laterales y son iguales, existe el lin}f(x) yes=1.
X—

—-2x+3

s six<1
b) f(x) = 5x2
— six=>1
x+3
lim f(x) > == lim f(0) » 7 g

No existe lim f(x) ya que no dan el mismo resultado cuando calculamos los limites laterales.
x—1

x27+4 six<1
o f=11 .
— six =1
X
7
llmf(x) 12+4 =z xll)rilf(x)—>—=0

No existe lim f(x) ya que no dan el mismo resultado cuando calculamos los limites laterales.
x—1

3. Clasifica los siguientes limites en finitos o infinitos y calculalos:

a) lim(—x?) = —? = —oo infinito de variable infinita

X—00

b) lim(+x2) = +9? = o infinito de variable infinita
X—>00

c) lin; x% = 32 = 9 finito de variable finita
X—

d) lim = = O% = é = 0 finito de variable infinita
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Limites

4. Calcula los limites indicando el signo:
a) lim (—x3) = —(4+003) = —0
X—400
b) lim (—x3) = —(—003) = 4003 = 400
X——00

c)lim x% = 00? =

X—00

11 1 4+
d)xl—lglooxz_ooz_oo_o
e)lim 5 =——=—=0"

5 5 5
Iim — = = — =400
a) x->1+x-1  1t-1 ot +
. 5 5
b) lim—=——=—=—-
x-1" x—1 1-1 0
x>3+x-3  3+-3 ot
. -5 -5 -5
d) lim—=——=—=+4x
x—3— x—3 37-3 0
;. . 1 1
6. Calcula el limite: llm( — — —)
x—3 \x“-9 x—3

. 1 1 1 1 1 1 .,
lim ( — _) — ( — _) =-—==o00 — 00 = Indeterminacidn
x2-9 32-9 3-3 0 o0

x—-3 x—3
. 1 ) 1 1
lim (55— 5) = (e~ 55) 2 mem =+ 3)(x = 3)
. 1-(x+3) \ _ 1. 1-x-3 \ _ ( 1-3-3 \ _ -5 _ 5 _
}}iré ((x+3)(x—3)) _}}iré ((x+3)(x—3)) o (3+3)(3—3)) 60 o
- . 1 1
7. Calcula el limite: Ll_l;l} (x2—1 - ;)
. 1 Ty_ (.t _t\_1_1__ _ o
chl_r)q (x2—1 — ;) = (12_1 1_1) STg= 0 - Indeterminacién

lim( ! L)—lim(Wl(x_l)—L)émcmz(x+1)(x—1)

x2-1 x-1

x-1 _x—>1 x—1
. ( 1-1(x+1) ) I e e S S SUNNP
x-1 \(x+D)(x-1)) (A+1)(1-1) 20 o
e . 1 1
8. Calcula el limite: lim (—— > )
x—>—2 \Xx+2 x“—4
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xl_i)rzlz (ﬁ — x21_4) = (_21+2 — (_2)12_4) = %—% = 00 — 00 > Indeterminacion
(5 22~ ) mem = s 262
lim, (Goaoz) = 4im, (ro62) = (Gaes) =sen = o=~
9. Calcula el limite: xllmz (Tz - xzx 4)
iy (25 = (- o) = (-2) =+ o et
(5220 m (2 )5 mem = e 20
tim, ) = (Gmes) = (G5) =70 =5 = =
10. Calcula el limite: lim (*—°)
)11_%( ;Zsf;%) = 32;25;3;6 = 9_91:;;6 = %' indeterminacién

x2-5x+6=(x-3)(x-2) , x%-9=(x-3)(x+3)

fim G2y, 323221
x—3 (x-3)(x+3) x—3x+3 3+3 6
.. . x3-4x%+3x
11. Calcula el limite: lim (———)
x—1 x“—1
o x3-ax®43x, L x(eP—4x+3) o x(x=3)(x=1) _ . x(x=3) _1(1-3) -2 _ )
;Lml( x2-1 )= %Lml (x+D(x-1)  x—1 x+1D)(x-1) x-—H1 (x+1) 141 2 1
3 —4x? +3x=x(x-3)(x-1) x%-1=(x-1)(x+1)
12. Calcula el limite: lim ( 6:x_3)
x—3° x4-9
V6+x—3, (V6+x—3)(V6+x+3) . (V6+x)%2-32 T 6+x—9

lim (

x—3° x2-9 )= x—3 (x+3)(x—3)(V6+x+3)  x—3 (x+3)(x—3)(V6+x+3) o (c+3)(x—3)(Vorx+3)
x—3 1 1 1 1

ng (x+3)(x—3) (V6 +x+3) ,llng (x+3)(VoFx+3) (3+3)(V61343) 66 36
2.9=(x+3)(x-3)

V3+x-2

13. Calcula el limite: llm( )
lim (\/3+_x—2) _ (\/Z_—z) - ? _0
x—1°" x-1 1-1 1 0
. V3+x-2 . (VB+x—-2)(\/3+x+2) . (W3+x)%-22 . 3+x—4
lim ———= = lim ————~°% =

x—>1 x-1  x—51 @-1DE3+x+2)  x—1 @-D3+x+2) iy (—-D)(V3¥x42)

(x—1) . 1 1 1

- ;l_r?l (x-1)(3+x+2) ,11_>m1 Bix+z itz 4
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Limites

V3—x—3
— )

14. Calcula el limite lin(} (
X—

\/ﬂ\/— V3—V3 _ 0

lim = - indeterminacion
x—0 0 0
li (\/B—x—ﬁ) — i (v3—x—\/§) ) V3=x+V3
oV > )T T N
—im OBy 38 i X i — =t L
x50 x (V3=x+V3) x50 x (\3=x+V3) x50 x (V3=x+V/3) x50 V3—x+V3 V343 2V3
15. Calcula el limite llm @241
x—2 x—2

(2 w/2+x V2+z _2-V4 _2-2 _ 0
x—>2 x—=2 2-2 2-2  2-2 0

(2 2+x) o 2—V24x 2424x 22— (J2%%) Y 4-2-x _
x_>2 x— lim X2 2tvZix 2 (x-2)(2+v2+x) e (x-2)(2+V2+x)

x—>2

— lim 2—x — lim -1 -1 -1 _ -1
x—>2 (x=2)(2+V2+x) x-2 2+V2+x  2+V2+42 242 4

16. Escribe sin hacer calculos el valor de los limites siguientes:
5x2+3
xow Sx2t2x—1
Explicacién: En este limite, la x tiende a o por lo que se coge el monomio de mayor grado en
ambas partes de la fraccion (numerador y denominador). En este caso es
5x2 en el numerador y 5x?en el denominador. Al ser iguales, se simplifican las x?,
qguedando 5/5 . De modo que la solucion es 1.

5x5+3
x—>00 5x2+2x—1 -
Explicacién: En este limite, la x tiende a o por lo que se coge el monomio de mayor grado en
ambas partes de la fraccion (numerador y denominador). En este caso es
5x° en el numerador y 5x?en el denominador, al simplificar queda en el numerador x3. La

.7 . ’ o .
fraccién final quedaria Y esto es igual a oo.

5x2+3
Xoob 5x7+2x-1
Explicacién: En este limite, la x tiende a o por lo que se coge el monomio de mayor grado en
ambas partes de la fraccion (numerador y denominador). En este caso es
5x2 en el numerador y 5x”en el denominador, al simplificar queda en el denominador x°>.

La fraccién final quedaria en el denominador x°. El resultado final quedaria —quees igual a 0.

. 4x3+3x2-2x+5
lim —————=2

x>0  2x3+x2-x
Explicacién: En este limite, la x tiende a = por lo que se coge el monomio de mayor grado en
ambas partes de la fraccion (numerador y denominador). En este caso es
4x3 en el numerador y 2x3en el denominador. Al ser iguales, se simplifican las x3,
quedando 4/2 . De modo que la solucion es 2.
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Limites

17. Calcula los limites siguientes:

a) lim (xgi B %1)
fm (55) = Jim() = Jm(p =0 ; Jim (=)= m(F)=-1 ;
lim (5 -57) =0-D =~
b) lim 32 +z_3 )
Jim (=30 = Jim (3= 30) = Jim (- 3x) =0 -0
311_1;1.}0( 3i +2 3x) _ 11 ( 3x242— 3x(x 1)) _ l 3x242-3x2 +3x) _ ;_)OO (3;_4-12) _
= lim (3) = lim (5) =3
c) chi_)To(\/xz —1—+vx2 - 3x)
iljglo(x/xz —1-Vx2—-3x) =00 —00
b (T ) -y (EEERUET ) (e
= im (irss) = m () = Jim (5) = Jim 55 = Jim 5=

d) lim(Vx + 2 - Vx =3)

llm(\/x+2— Vx—3) =0 —o

X—00
. _ — Y (Vx+2-Vx=3)(Vx+2+Vx=3), _ .. (x4+2)—(x=3)
lim(Vx+2-Vx-3)= lim ( izt Vi3 ) =lim (=) =
. 5 . 5 5
=lm () = Iim () =5 =0

X—00

18. Calcula los limites siguientes:

. 2
a) lim =g
(\/x+ ++/(x— 4))

(T C) _

2
;—fg;\/ﬁ —Vx= ;Loo (VaFa—Va=2)(Vara+/ G- 4)
2T _ | 20T _ o _

8

8

x—oo (x—4)—(x—4)
xX—00

b) lim (senx)
X—00

lim (senx) = no existe

X—00
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Limites

. 3x°-7x
C)llmﬁ
x—o00 Xx°+100x
3x5-7x 3x5
5 2 s = 3
x—00 X°>+100x x—00 X
d) lim (e*)
X—+00
lim (e*) - (e™®) =
xX—+00
e) lim (In x)
x—-0t
lim (Inx) = (In0%) = -0
x—07t
19. Determina los siguientes limites.
2
a) lim (ﬂ)zx o
x— 00 \X—2
2x%2-1 x
. x+1 - . 1
—_— = ; —_ =
lim 1* Utilizo lim (1 + e
x— 00 \X—2 xX— © X
2x2%-1 2x%-1 2x%-1 2x%-1
. x+1 . xX+1+2-2 . xX—=2 3 . 3
lim (—) = lim (—) = lim (—+—) = lim (1 +—) =
x— 00 \X—2 X— o xX—2 x— 0o \X—2 xX—2 X— o xX—2
x=2 3 _q(2x2-1)——
2x%2-1 2x%2-171 3 x-2 XTZ ( )32
. 1 . 1 . 1
= lim 1+ﬁ = lim 1+ﬁ = lim 1+ﬁ =
x> ® 3 x> 3 X2 ® 3
lim (—6x2_3>
= x>\ X2 = eoo = 0
2x2-1
. 3x2+x\ «x
b) llm( > )
X—00 3x4-2
2x%-1 2x%2-1 2x%-1
i 3x2+x\ * " 3x2+x+2-2\ * i 3x2—2+ 242 x
m | ——-= = 11m = l1im =
x—oo \ 3x2 — 2 X—00 3x2 -2 x-o\3x2 —2  3x2-2
3x2-2 2+x
) 2x2-1 2x2-17 2+x 3x2-2
2+4x —zxx_l 1 * 1 *
=lim(1 ) = lim (1 +— = lim |(1+— =
X—00 + 3x2-2 X—00 + 3xz_—2 X—00 + 3x2-2
2+4x 24x
2x2-1 2+x
3x?2-27 x 3x2-2
. R e lim (2"2_1-—2;”‘ )_ 2
= lim 1+3x2—_2 = x> X 3x“-2) = @3
oo 2+x
2
¢ lim (xg‘l)sx
x—>00 \x3+5
2 2 2 2
lim (52)7 = lim (22229 2 i (524 22)" = 1im (1455) 7 =
X—00 x3+5 - X—00 x3+45 _x—)oo x3+45 x345 - X—00 x3+45 -
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—6

x3+5 -6 3. __3x2
X745, 3
3x? 3x21 -6 x3+5 x_:s xS
1

=lim(1+ =lim|[{1+ =lim {1+ =

x—00 3+5 x—>00 x3+5 x—00 x3+5

-6 -6 -6
2
2_—6 li ( 18x )
= exll)m( x x3+5) = exl)rglo x3+5 ) —= eO = 1
x2—1
5x+3\ 5
d) 1m( ) *
X—00 5x+1
x2-1 x2-1 x2-1 x2-1

. 5x+3\ s . 5x+3+1-1\ 5 . 5x+1 2 5 . 2 5

llm( )x=11m(—)x11m( + )xllm(1+ )x=
x—o00 \bx+1 X—00 5x+1 x—o00 \bx+1 5x+1 X—00 5x+1

5x+1 2 ¥2-1 2
x2-1 x2-17 2 sx+1 5x+17 5x Sxt1
1 5% 1 5% 1 2
=lim |1+ s = lim || 1+ == =lim {1+ == =
X—00 2 X—00 2 X—00 2

lim (x -1 2 ) lim (ﬂ) 2
— ex—>oo \ 5% 5x+1) — px-00\25x2+5x) = @25

20. Determina los limites siguientes (observa que no son de tipo e)

x%-1

. 5x+3 . x%-1 . 5x+3\ s
llm( )=5;11m( )=00; hm( )x=5°°=oo
x—o00 \ X+1 X—00 X x—+o00 \ X+1

. x3-1
b) )lcl_)l'(l)lo (4x3+5) (32)
lim (3x2

2
. x3-1\3% . x3—1 \x=00 . x3-1 . x3 1 , 2
lim = lim (—— ;lim (——) =lim (=) =-; Ilim(3x%) =
x—00 \4x3+5 x—00 \4x3+5 x—00 \4x3+5 x—00 \4x3 4 X—00

x3_1 3x2 1 [ee}
x—oo \4x +5 4
2x2-1

C) lim (3x2+x) x3
x—>00 \3x2-2

lim (55) = lim (35) = im (5) = 1

X—00

tim (27) = tim (%) = tim (3) = 0

X—>00

2x2—1)

(Bx +x)x—>oo< x3
x—>oo 3x2-2

d) lim ( 5x+3 ) =3

xX—>00 5x2+1

=19=0

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

19 Bachillerato CCSS. Capitulo 4: Limites. RESPUESTAS
llustraciones: Creadas con GeoGebra

www.apuntesmareaverde.org.es

[T
Textos Marea Ve

[q=


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/
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. 5x+3 . 5x . 1
lim(——)=Ilim|(—=)=1lim(=-)=0
x—00 \5x2+1 x—00 \5x2 x—00 \X

. x%-1 . x? . 1
lim ( ) = lim (—) = lim (—) =0
x—o0 \ 5x3 x—00 \5x3 x—00 \5x

lim (ﬁ)
li (5x+3 )x_)oo 5x3 — O
x—o00 \5x2+1

Se resuelve mediante derivadas
2. ASINTOTAS
21. Determina las asintotas verticales de las funciones siguientes:

Como determinar una asintota vertical: f(x)=P(x) /Q(x); Q(x)=0; x=a; x=b, ..

(x+4)-(x=2) _ (x+4) |

a) f(x)= D2 - D’ (x-1)=0; x=1
AV. x=1.

b) f(x)=%; (x-2)=0; (x-3)=0; x=2; x=3
AV. x=2 vy x=3.

+4)?2 +4

o) )= o = o5 (X-1)=0; x=1

A.V. x=1.
(x+4)
d) f(x)= ; (x-1)=0; (x-3)=0; (x-5)=0; (x+1)=0;

(x-1)-(x—3)-(x—5)-(x+1)
x=1; Xx=3; x=05; x =-1.
AV. x=1,x=3, x=5 y x=-1.

22. Determina la asintota horizontal de cada una de las funciones siguientes:

‘Una asintota horizontal de una funcién es una recta horizontal a la cual su grafica se va
aproximando indefinidamente sin llegar nunca a cruzarla , por lo que, para averiguar la
asintota horizontal de una funcién tendremos que calcular: lim f(x) =k >y =k

X—00

_ (x+4)-(x-2)
a)f(x) = —D3)

2 2
xX“+2x—8 . X
=lim==1-y=1

X—00 x2—4x+4 X—00 x2

3x-(x+4)
b)f(x) = ————
(x-2)-(x-3)
. 3x2+412x . 3x%2 3
lim = —=-=3->y=3
x—00 X2=5x+6 x—00 X2 1
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_ (x+4)2
c)f (%) = 2(x-1)-(x—4)

li x+8x+16_l. i_l_, _1
ango 2x2-10x+8 xl_g;lo 2 2 VT3
_ (x+4)
d)f (x) = (x—1)-(x—3)-(x=5)-(x+1)
lim o —limi=0—>y=0

x—>oox4 8x3+14x2+8x-15 x—o00 x4
23. Determina la asintota oblicua, si existe, de cada una de las siguientes funciones:

Para resolver la A.O de cada funcidn:

1)A.0 > y=mx+n m = pendiente n = ordenada origen
2) Identificar si existe A.H.: si A.H existe, A.O. no hay.
3)m= limf( )¢+°<> 0

X—00

4)n= ,firﬁ(f(x) — mx)

(x+4) (x-2)
x-1)

a) f(x) =

AV-ox-1=0->x=1

1) Identificar si existe A.H.: si A.H. existe, A.O no.

2

AH-> limw— lim — =90 A.H. no existe

x—oo  (x-1) x—00 X
2)m= llmf( ) o0, 0

x—oo X

(x+4)(x-2) s .
m = lim —&Y— = [im W—llm S=1>m=1
X—00 X X—00 xXe—=x X—00 X

3)n=lim(f(x) — mx)

X—00

2_ _Q_ 2
n= lm(w 1x) = lim 228 4 iy 3 3 5 =3
X—00 1) X—00 x-1 x—00 X

HAO0>y=mx+n : AO->y=x+3

3x%(x+4)

b) f(X) = (x-2)(x—-3)

AV > (x-2):(x-3)=0-> x=2 x=3

1) Identificar si existe: si A.H existe, A.O no hay.

3x“(x+4 . 3x8 . .
AH- lim 3r ) im — = lim3x = co A.H no existe
x—00 (X=2)(x-3)  x—00 X* x—00
2)m= llmf( ) #1100, 0
X—00
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c) f(x) =

d) f(x) =

3x2(x+4) 2
. 3x“(x+4 .
m = lim GG _ iy 30D _ g, —3—39m 3
X—00 X x—00 X°—3x“—2x“+6x x—>00 X
3)n=lim(f(x) — mx)
X—00
3xZ(x+4 . 3x3412x2-3x3+9x%+6x%-18x 27x2
n=lim (#— 3x) = lim > =lim—-=27->n=27
X—00 (x 2)(x 3) X—00 x“—3x—2x+6 x—oo X

4) A.O > y=mx+n ;0 AO->y=3x+27

x2+4
2(x—1)

AVS2(x—1)=0->x=1

1) Identificar si existe A.H.: si A.H existe, A.O no.

x2

AHS lim = —llm—=l1m——°<>AHnoeX|ste

x—o0 2(x —1) x—00 2X  x—00 2
2)m= limf( )¢+«>o 0

X—00

x2+4 2 2

. 2(x—1 +4 1

m = lim 252 = [im = -llm—z-llm >m==
X—00 X X—00 2x4-2x X—00 2x X—00 2 2

3)n= lir(r)zo(f(x) — mx)

x2+4 1 . 2x% +8-2x%+2x . 8+42x
n=lim(——=—--x)=lim—— =
X—00 Z(x 1) 2 X—00 4x—4 X—00 4x—4 X—00 4x X—00

4)A.0 > y=mx+n ; A.oey=§x+%

(2x +4)
(x+1)

AV-ox+1=0->x=-1

1) Identificar si existe: si A.H existe, A.O no.

2
AH- lim @x2+4) = lim L—OOAHnoexmte
x—ooo (x+1) x—00 X
2)m—llmf() o0, 0
X—00
(2x2+4)
m=lim 0= g B i 2 ) s m=2
xX—00 X x—00 X“+X  x—-00 X

3)n =£irg(f(x) — mx)

2 21 4_7242_ -
n=lim (B2 2x) = i 2202 i 22 ) Sn=-2
X—00 (x+1) X—00 X+ x—00 X
4) A.O - y=mx+n ; A.O - y=2x-2
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24. Analizar el comportamiento en el infinito de cada una de estas funciones
a) f(x) = (x + 4)*
lim (x + 4)% = lim (x? 4+ 8x + 16) = limx? = ()% = 400
X—>00 X—00 xX—00

b) f(x) = (- 2)2

3 3
lim = lim =0
X—00 (X 2)2 X—00 x2—4x+4 (00)2

f(x)=x3+4
)lci_r)r;o(x3+4):(oo)3+4:oo

2x°+4
d)f(x) =
. 2x544 . 2x5 . 2x*
lim =]lim —=1lim — =o0
x—oo X+1 x—o0o X x—oo 1

3. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

25. Estudia la continuidad de las funciones siguientes:

a) f(x) = 5=

Domf(x) =R —{1—-1} , ContinuaenR —{1— 1}

1 1+1 2 . A . . . s s
lim x; = = =2= t, discontinuidad inevitable de 12 especie de salto infinito.
x-1x%-1  (1)?-1 0

x+1 —1+1 0 x+1 ) 1 1 1
im = = - = Indeterminacion, lim ————— = lim =—=—=
xo—1Xx2-1 (-1)2-1 0 xo—1 (X-1)(x+1)  xo—1 (x-1) -2 2

Esta funcidn presenta una discontinuidad evitable en x = -1

b)f(x) =vx—5;

Continua en x = 5 porque sudominioesx —5>0,x =5

c) f(x) = log,(x — 3);

Continua en x > 3 porque sudominioesx —3 > 0

2+xsix < 0}
@) f@) = |
)F () 1+e*six>0
, hr(r)l_f(x) = hm 1 (2 +x%) =2
_ _ . _)x-
1. f(0) = 2+0%=2 2. }Cl_rgf(x) lim f(x) = hm (1+e*)=2
x—-0t x—07t

lim f(x) = lim f(x), existe limf(x) = 2

x—0~ x—-0% x—>0

3. f(0)=2= linéf(x), es continua en x = 0, continua en R
x—

26. Determina el valor de k para que la funcién sea continua en toda la recta real.

2—x x<1
f(x)_{k+x x>1
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f es continua en toda la recta real, en x =1 lo estudiamos
Continuidad en x=1
Pasol.f(1)=2—-12=1

lim f(x) = xli_)r?_(z -x?)=1

. _ x—1"
Paso2. )lcl_l’)I}f(x) ) lim f(x) = lim(k+x)=k+1
x—-1% x->1%

Para que exista lirqf(x) los limites laterales han de ser iguales, de donde, k+1=1; k=0
X—

27. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
—-2x+3 si x <-1

2 ;o
a) f(x) = 2+x3 si 1<x<1
= si x>1
X
f(x) es continua en todo ‘R salvo en x = —1 y x = 1, por ser una funcién definida a trozos

de funciones polindmicas y una racional cuyo denominador no se anula, que son continuas.
e Continuidadenx = —1
12f(-1)=2+(-1)?*=3
lim f(x) = lim (—2x+3) =5
x—->-=1" x—->-=1"
. _ . 2 —
i f0) = lim (2 +%) = 3

Para que exista limlf(x) , los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales
xX——

no existe el limite cuando x —» —1
La funcion tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.
e Continuidadenx =1

f(D=2+12=3

[EEN
10

lim f(x) = lim (2 + x?) =3
x—-1" x—-1"

. o (3)
lim s = Jim (7) =3

X

w
10

.Como f(1) =3 = lin} f(x), fescontinuaenx =1
x>

f(x) es continua en todo R salvoenx = —1

b) f(x) =x—Vx—-2

12 Encontrar dominio para identificar intervalos continuos

“El dominio de una funcién es el conjunto de entradas o valores de los argumentos para los cuales
la funcidn es real y definida”

22Encontrar valores no negativos para las raices;

V)= f(x)=20;x—2=20,; x=>2; Domf:x>2= fescontinuaenx > 2

of(x)=[x-3]-1
La funcidn no tiene puntos no definidos ni limitaciones de dominio.
Por lo tanto, el dominio es —o0 < x < o0y es continuaen —o0 < x < 00
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. LIMITES

1. Calcula los limites siguientes:

a) lim x+3
x—>-3x%2-9

x+3 -3+3 0 .
= = - Indeterminacion
x—>—3x2—-9 9-9 0

(x+3) _ _
x——3 (x+3)(x-3) x——-3Xx—3 -6
2
. x“-9
b) lim
x—»—3 x—3
2
. x“=9 9-9 0
lim - —=—==0
x—>—3 X—3 -3-3 -6
x3+27
c) >
x—>—3 x“+3x
x3+27 —3+3 —27+27 0 . .,
m = = - - Indeterminacion
x>—3x243x  (=3)2+3-3 9-9 0
3 2 2
x>+27 . x+3)(x“—=3x+9 . x“—=3x+9 94949
= ljm &FPE D _ iy & ) —
x—>—3 X24+3x x——3 x(x+3) x——3 x -3
3
. x°—-1
d) lim

xo1 X2+x-2

x3-1 1-1 0 . ..
a2 1312 o Indeterminacion
xX— - -

im x3-1 lim (x—1)(x2+x41) .. (x%4x+1)  1+1+1
xo1 X24x=2 xo1 (x-1)(x+2)  x—o1 (x+2) 3
3
. x°+8
e) lim
x—>—2 —X—2
. x3+8 (-2)3 -84+48 0 s,
lim = = = - Indeterminacidn
xo—2 —X—2  —(=2)-2 2-2 0
. x3+8 . x+2)(x%2—2x+4 . X2 —-2x+4
lim 228 = |jy @20 gy G2
X—>—2—X=2  x—>-2 —1(x+2) x—>—2 -
. V3+x—4
f) lim———
x—>1 x-1
lim V3tx—4 _ 2-4 Lo
x—1 x-1 0 -
) lim x3+8x—2
& x—3 —x2-2x+3
lim x3+8x-2 _ —98 98
x—>3 —x2-2x+3 -5 5
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2. Calcula los limites siguientes:

3
. x°+8
a) lim
x—00 —X—2
. x3+8 .ox3 . x%2 02
lim = lim—=lim—=——> —
xX—>00 —X— x—>00 —X x—-o00 —1 -1
3
. x°+8
b) lim—
x—>00 —X5—2
3 3
. 1 1
lim 222 = lim X = lim — = —= - 0
X—>00 —X°— X—00 —X X—00 —X —00
3x3+8
c) lim
X—00 —x3—2
. 3x3+8 . 3x3 . 3 3
li =lim—=Ilim—=—=-3
x—00 —x3— x—o0 —x3 x—o0 —1 -1

d) lim(

lim( 2 _L): lim (B—X—E)z lim (i—z)zi—3%0—0=0

e) lim ( 3x "‘3)

x4  x+2

x—+00
. 3x x—3 . 3x X . 3
Jim (55-5) = n (S5-I =Im(5-1)=0-1=1
f) lim (V3x—1-va? —2x)
lim (V3x —1—VxZ=2x) = lim (V3x —Vx2) = lim (V3x—x) = lim (—x) = — oo
X—+00 X—+o00 X—+o00 X—>+00

g lim (Vx—1-+x-2)

. T Vx—1+vVx-2 _
Jim (Vr—1-+Vi=2)=lim, (Wx —1-Vx-2) W—J =
o (Vx=1-vVx=2)-(Vx=1+Vx=2)\ _ . x=1-x+2 \ _ . 1 _1_
- xl}}‘l-noo( xX—=1+vVx—-2 ) - x1—1>+oo (VX—1+vx—2) - x1—1>r-|poo (\/x—1+\/x—2) T o 0
. 1
h) xl—l>l-|poo (vx—z—vx+2)

lim lim

xX—+00 (m) - x—>+oo( : \/ﬁh/m) = lim (—N/Eh/M) = —

Vx—2—Vx+2 ' Vx—2+Vx+2

X—+ 00

3. Determina las asintotas de las siguientes funciones:

2
x“=2|x|
a X) =
) foo =2
Asintota vertical x —3 =0 x=3
. x?=2|x| 3 . x%2-2x 3
llm—:—_:—OO , hm = — =00
x—3— x-3 0 x—3+t x-3 ot
Asintota horizontal
ox?2-2x  x? _
lim ———— = lim — = o no tiene AH
X—>oo X — 3 xX—> o0 X
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Asintota oblicua
2

X2 x%-2x x?
m= lim 2= = lim >—= lim 5 =1
x—>o00 X x—o00 X*—3X x— o0 X
. x%-2x . x%2-2x—x%43x . —2x+3x . X
n = lim —x=lim———==lim—— =lim=-=1 ; y=x+1
x—00 X2-3x X— 00 x-3 x—0o X— x—00 X
| .
W
[
L//
)
// |
diiE
P \
b) f(x) =
x2-4
AV =>x?—-4=0 x=2, x=-2
5 5
lim =—=—00 , im =2 = 4o
x—2—x2-4 0~ xo2+ x2-4 ot
5 5
= =40 im =—=-m
x—>—2-X%—4 -0~ ’ x— -2+ x%-4 -0t
. . 5
AH => lim =lim==0 y=0
x—00 X2—4 x— 00 X2

No existe AO porque hay AH

o fl) =220

AV =>x*-4=0 x=2, x=-2

x%—5x+6 0 . , ./ . x?-5x+6 . (x=2)(x-3) . (x-3) -1
——— = — = indeterminacion , lim — = —_— = —_— =
0 x>2 Xx*—4 x— 2 (x—2)(x+2) x— 2 (x+2) 4

no hay asintota en x = 2

xX—2 Xx2%2-4

2
, x“—5x+6 20
— = 4o lim ————— = — =
x— —2+ x2—4- —0+
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2

. x%-5x46 . X

no tiene AO porque tiene AH

li x2-5x _ —4
m - —=® ’ 2 +
x—>1— x2-1 0 x—1t x°—-1 0
. x“—5x 6 x“—5x 6
lim =—=-00 li =L — _»
xo—1- ¥2-1 -0 x->-1*t x2-1  —0*
2
x?- x
AH => lim =lim==1 ,y=1
X— 0 xZ— X—00 x2

-5
e ) =5
AV => (x—1)?2=0; x=1
lim f()=—="2=-0 , lim f(x)=——m=—"=-co
omJx T (x-1)2 ot oo X T (x-1)2 ot
. . -5x . TSX i 2% Yien 0 - -
AH => ,ll_r,?of(x)_,ll_r,ﬂlo(x—nz _;ll_yrggxz—Zx+1_xl_£§o x?2 _,ll_{{,lo x 0, y=0

Asintota oblicua no tiene ya que tiene asintota horizontal.
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x%-5

-5
=
AV => (x—1)2=0; x=1
i —_—10—-00 i =_—1O:-oo
Im f(x) == o lim f() =3

2 2

%
AH => hm f(x) hm( —1)2 )}'1—>oox2 2x+1 31—)00 x2 31—)00 *2 5 Y= -3

Asmtota oblicua no tiene ya que tiene asintota horizontal.

g) f(x) = ln 1)2
AV => Debemos calcular que valores de x hacen que la funcidén tienda a infinito, (In 0 = oo)
=0>-5x=0—>x=0

(x— 1)2

. . -5x . -5x -5 =5 5
AH => xl—}IPoof(x) _xEIPmln (x—1)2 _xl—1>moo7 xl—>m007_3_;_0' y=0
|

Asintota oblicua no tiene ya que tiene asintota horizontal.

—5x
(x-1)2
Calculamos el dominio de f(x).
Como el denominador es siempre positivo, vemos cuando el numerador es positivo,
—5x>0 ->x <0 , Porlotanto, el dominioes{x € R|x < 0}
No tiene A.V. porque solo esta definida para x < 0.

h) f(x) =

AH => llm f(x)- lim [—X = lim ;_52": V0=0, y=0

x——o00\ (*—-1)2 x>—-o0

Asmtota oblicua no tiene ya que tiene asintota horizontal.

2. CONTINUIDAD

4.- Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de
discontinuidad:

3* six < -2
a) f(x) ={4—-x> si—-2<x<1
log, x six>1

f es continua en todo R, salvo en x =-2 y x = 1 que debemos estudiar si lo es.
Cuandox =-2
1.- f(-2)=4-(-2)?=4-4=0
lim f(x) = hm (3)=B?==
2.- lim f(x) =< = *>72 , los limites laterales son
x>=2 lim f(x) = lim (4 - xz) =(4- (—2)2) =0
x—>—2% x—-2%
distintos por tanto no existe el limite.
3.- Como no existe limzf(x), f no es continua en x = 2.
x—>—

Discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito, (limites laterales finitos)
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Limites

Cuandox=1
1-f(1)=4-(1)?=4-1=3
| Jim £G) = lim (3%) = (3%) =27
2-1mF0) =1 i FO0) = lim (4— x2) = (4= (1% ) = 3
x—-1F x-1*F
distintos por tanto no existe el limite.
3.- Como no existe chl_r)r} f(x), fno es continua en x = 1.

, los limites laterales son

Discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.

six<0
b)g(X) =9x2_3x sio<x<3

Vvx—3 six >3

R =

f es continua en todo R, salvo en x =0y x = 3 que debemos estudiar si lo es.
Cuandox=0
1.-g(0)=02-3-0=0
. : 1 1
Jim f00 = lim () = (5) ==

, los limites laterales son
lim f(x) = lim (x? —3x) = ((0)2—=3-0) =0
x—07t x—0t

2-limg(x) =
x—0

distintos por tanto no existe el limite.
3.- Como no existe lil‘% g(x), g no es continua en x = 0.
X—

Discontinuidad inevitable de 12 especie de salto infinito

Cuandox =3

1.-g(3)=32-3-3=0

- ~rim ()= (2) 22
Jim £ = lim (1) = (3) =3

, los limites laterales son
lirréf(x) = lir§1+(x2 —3x)=((3)?%?-3-3)=0
X— X—

2-limg(x) =
x—3

distintos por tanto no existe el limite.
3.- Como no existe lirr; g(x), g(x) no es continua en x=3. Discontinuidad inevitable de 12
X—

especie de salto finito.

c) |x? — 5x|
Es continua en R porque es el valor absoluto de una funcidn polindmica.

5. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de
discontinuidad.

a) f(x) = |x% — 25|

Es el valor absoluto de un polinomio por tanto es continua en todo R.
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Limites

[x]|

b)g(x) =2 -—

[ ()mzriss o
gx) = 2-()=2-1=1 x>0

Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto finito

2_
¢ h(x) = =21
2_oc_ 2
x2(x)=x+2x x <0
h@) =4 355, o
x—(x)= x“—-2x x>0
x-3 x-3

En x =0 la funcién es continua. Pues existe el limite y el valor de la funcién.

Estudiamos la continuidad en x =3

f(3) no existe y los limites laterales son +oo por tanto hay una discontinuidad no evitable de 12
especie de salto infinito.
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Limites

6. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de

discontinuidad.

3x+5
a) f(x) X2 —4x+3

3x+5
11m x) = lim =
f( ) —>1x2 4x+3 0
3x+5 14-
11m x) = lim
f( ) —>3x2 4x+3 0
Es contlnua en todos los nimeros realessalvoen x=1 y x=3

Hay una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito, en cada valor.

I+
8

7x+2
b) g(x) = 5~
x>+x=0 ; x=0 ; x=-1
7x+2 —5
llm f(x)— 1 mos=% =t
7x+2
llmf(x)—l 0x2+x_6_ioo

Es continua en todos los niumeros reales salvoen x=0 y x=-1
Hay una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito, en cada valor.

x2-5x+4
) h() =
2—2x—3=0 o x=3 ; x=-1
—5x+4 10
llm f(X)— 11 m F:ioo
—-5x+4 -2

11m x) = 1 = 4o

f( ) x2 2x-3 0  —

Es contlnua en todos los nimeros reales salvoen x=3 y x=-1

Hay una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito, en los dos valores.

7. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de
discontinuidad.

a)f(x)=VaZ—x—6
X*-x—-6>0, x*-x-6=0 2> x=3 , x=-2
Estudiamos el signo dentro de la raiz en los intervalos determinados por los valores.
Cogemos los siguientes valores: porejemplo -3 /0 / 4
e Si sustituimos con -3 nos da V6 por lo que es positivo y existe.
e Si sustituimos con 0 nos da vV—6 por lo que no existe la raiz.
o Si sustituimos por 4 nos da NG por lo que es positivo y existe.
Al haber calculado el dominio se calcula también la continuidad, por lo que:
Dom: (-eo, -2] U [3, =°)
Continuidad: (-==, -2] U [3, =) en el resto la funcidn no existe

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 4: Limites. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra
E!HEEEHEEE?H’!

Textos Mares



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Limites

X

b)g(x) = |——

220> 2-x=0> x=2
x2-4=0-2> (x+2)(x-2)=0> x=-2 , x=2

Estudiamos el signo dentro de la raiz en los intervalos determinados por los valores.

Vamos a sustituir con los siguientes valores: -3 / 0 / 3
« Si sustituimos con -3 nos da V1 por lo que es positivo y existe.

o Si sustituimos con 0 nos da —, por lo que no existe la raiz.

. - /—1 . ,
o Si sustituimos con 3 nos da ~ por lo que no existe la raiz.

Al no existir las dos ultimas raices:
Dom: (-eo, -2)
Continuidad: (-°, -2)

3—x
x*-3x

c)h(x)=
X 50 >3-x=0>x=3
X“—3x
x?-3x=0 »x=3 , x=0
Estudiamos el signo dentro de la raiz en los intervalos determinados por los valores.

Vamos a sustituir con los siguientes valores: -3 / 1 / 4

. - ,6 . .
e Si sustituimos con -3 nos da o Por lo que es positivo y existe.
o Si sustituimos con 1 nos da —; por lo que no existe la raiz.

. - ,—1 . .
o Si sustituimos con 4 nos da - por lo que no existe la raiz.

Al no existir las dos ultimas raices:
Dom: (-eo, -3)
Continuidad: (-o°, -3)

8. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de
discontinuidad.

4—x
) f(x) =1n ()
Como es logaritmo neperiano, estudiamos:

‘5‘%>0, 4h—x=0>—x=—-4>x=4 : x—5=0-x=5

E ]
e ]

3

Sustituimos valores de los intervalos:
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4-3 1 1
X=3->—=—=—=
3-5 -2 2
4-45 _ -05
x=4,5- =—=1
45-5 -05
4-6 -2
X=6->—=—=-2
6-5 1

Es continua en los puntos que son mayores que cero, por lo que:
Continua en (4, 5) en el resto no existe la funcion

b) g(x) = In(—x* —x + 2)
Al ser logaritmo neperiano, estudiamos

=D/ (D24 (=12 _ 143

-2 -2

—x%2—x+2>0->—x>-x+2=0 -ox= > x==-2, x=1

—

Sustituimos valores de los intervalos:
x=-3->—-(-3)2-(-3)+2=0->-9+3+2=—4
x=0-0-04+2=2

x=2->—(2)2-2+2=-4

Continua en (-2, 1) en el resto la funcion no existe

9_ 2
¢ h(x) = In (—(x_;‘)z)
Como a)yb).
9—x?2

(x_3)2>0 9 —x?=0->—x*=-9-5x*?=9-5x=3; x=-3

(x—3)2=0->x=3

=

w®

Sustituimos valores de los intervalos:

9-16 1
X=A oS T Ty
x:O—)(O_3)2:
9-16
x—4—>(4_3)2——

Continua en (-3, 3), en el resto no existe la funcién

9. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de

discontinuidad
2

@) f(x) = 7
Domf(x): 7+x+#0 ; 74+x=0-> x=-7 ; Domf(x) > R —{-7}

-72-9 -72-9
lim f(x)= e 7-7 =e* =00 , Ilimf(x)=e7-7 =e™® =0
x—>—7% x—>—=7"
Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito
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Limites

b) g(x) = e*7®
Domg(x), x—=5=20 , x—-52>=0 - x>=5 ; Domg(x) - {xeR; x =5}
Es continua ahi ya que es el dominio de definicién de la funcion

x—1

¢) h(x) = 2x*-1
x—120->x=21; x2—1#0>x=+1y —1 ; Domh(x) > {xeR; x > 1},
h es continuaen {x e R; x > 1}

3—x%2 x<0
2+e* x=20
a) Estudia su continuidad

b) Representa su grafica

10. Dada la funcién f(x) {

a) lim (3—x2)=3-0%2=3 , lim(2+e*)=2+1=3
x>0~ x—-0%t
La funcidn es continua
b)

.2
11. Dada la funcidn f(x) {?;( +J; x> zx <2

a) Determina el valor de k para que sea continua en toda la recta real.
b) Representa su grafica

a) lim(B3-x%)=3-2%2=-1; lim(k+x)=k+2; k+2=-1; k=-3
x—2~ x—-2%
b) Sustituyendo k por — 3
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Limites

x—3 x < -1
12. Dada la funcién f(x) xzz— 5 —-1=sx<1
- x=>1

X
a) Estudia su continuidad

b) Representa su grafica

a) Continuidadenx=1
limG)=2/1=2 , lim(x?—5)=1-5=-4.No es continua
x-1t X x—-1~
Continuidad enx = -1
lim (x-3)=-1-3 =-4  lim_ (x? —5)=1-5=-4.Es continua
x--1" x->-1%

b)

\\\\“““‘——.-—f—

~

. 4—-x* x<2
13.Dada la f x={
ada la funcién f(x) -4 x>2

a)Estudia su continuidad
PASO 1. Estudio de la continuidad de la funcién en el punto x = 2
fX)=x*-4 x=>2
f(2Q)=22—-4=4-4=0
PASO 2. Calculo los limites:
-Limite por la izquierda  f(x) =4 —x? x <2 lirgl (4—x3)=4-22=0
X—27
-Limite por la derecha fX)=x*-4 x=>2 lirzrgr(xz —4)=22-4=0
xX—
PASO 3. Entonces f2)=0= lirrzlf(x)
X—
Como se cumplen las tres condiciones, la funcién es continua en x=2
b)Representa la grafica
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Limites

14. Esboza la grafica de la funcion f(x) = fo_zs indicando sus asintotas y sus puntos de

discontinuidad.
Asintotas verticales:
x>=25=0 :x+5=0 x=-5 , x-5= x

I
vl

Asintotas horizontales:

. X .
m e = 0 o m ey

y=0

Como hay asintotas horizontales, no hay asintotas oblicuas

Los puntos de discontinuidad son cuando se anula el denominador, x = 5y x = -5
discontinuidad inevitable de primera especie de salto infinito.

2
15. Esboza la gréfica de la funcién xe—T indicando sus asintotas y sus puntos de discontinuidad.

Asintotas verticales
x> —=25=0 i x+5=0 x=-5 , x—-5=0 x=5

Asintotas horizontales

2 2
lim =1 y=1

x—o00 (x=5)(x+5) - X—00 x2-25 -

No hay asintotas oblicuas porque hay asintotas horizontales

Loa puntos de discontinuidad son cuando se anula el denominador, x = 5 y x = -5, hay una
discontinuidad inevitable de primera especie de salto infinito.

2

ope o o e . X
16. Utiliza GeoGebra para dibujar, de nuevo, la grafica de la funciéon f(x) = 2 55
Estudia su simetria.

<
10 -8 5 0 > 4 6 8 10

Es una funcion par.
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AUTOEVALUACION

- )esi ual a:
x—1 & )

1. Ellimite, lim( !
x-1

x2-1
a) -0 b) 0 )1 d) 2/3
. 1 1 1 1 11
chl_{Iil (xz_l_ﬁ)‘ 7.1 1.1 0 0 7%
. 1 s 1-(x+1) 4. 1-x-1 x_—l _-1_
chl_{Iil ((x—1)(x+1)_a) —chl_r>r11 x2-1 _;lcl_r,rll x2— _,141_>1 21 110 %
Respuesta: a) —oo
2. Ellimite llm (x% —x — 2)( )es igual a:
a) oo b) 0 c1 d)-1
—_x — i 2 _ A
Tim (2 = x = 2)(55)= (22— (-2) (55 = (HHE) =+ =
Respuesta: a) oo
;. . x“—4x+3 .
b) El limite ll_)n} (m) es igual a:
a) oo b) 0 c)-2/3 d)-1
o (XP—4x+3)_ 12-4(D)+3, (1-4+43) _ 0 . . y
ig? (x2+x—2)_( 12+1-2 )_(1+1—2) 0 indeterminacion
2 443=x-3)(x-1) ; x> +x—-2=x-1(x+2)
(x=3)(x-1)y _ (=3)y _1=3 _ ~2
bt ((x—l)(x+2)) = o ((x+2)) T 142 3
Respuesta: c) _?2
b) Ellimite llm *1 esigual a:
x-—-1 x+1
a) % b) 0 C) -0 d)-1
li V2+x-1 _ 0 li V2+x-1 _ li V2+x—1 V2+x+l _ lim (V2¥x)* -1 _
x_1>r_n1 x+1 0’ x_1>rP1 x+1 x_lgl1 x+1 \/m+1 - x—1> 1 (V2Fx+1)(x+1)
2+x-1 x+1 1 _ 1 _1
141 2

xl—> 1 (v2+x+ 1)(x+ 1)

P . 5x3+ .
c) Ellimite lim —; es igual a:
xX—00 3
a) oo b) 0 c)5
. 5x3+47x-4 5x
lim =—————= ==
X—00 x2+43 X—00 x2 x—o00 1
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Limites

.. . 5x3+7x—4 .
6. El limite lim ——— esigual a:
xX—00 x°+3
. 5x347x—4 . 5x3
lim Qi = lim— =5

X—00 x3 X—00 x3
Respuesta: ¢)5

; . 3x 2x“+1
7. El limite lim ( ) es igual a:

x—oo \3x-2
a) oo b) 0 c)3 d)1
11m 2x%+1
. 3x+ 3x+1 . .,
lim (—) lim—=1; hm (2x +1) = oo; l ( ) = 1% = Indeterminacién
x—o00 \3x—2 x—00 3X 3x—2
3x+1 . 3x+1-3x+2 . 2x%41 3
Calculamos: e}ng (2x? +1)(——1) —e)gLr&(Zx +1)(73x_2 )—ehm (2x%+1) 57— _ e;}an}o T —
6x2+3 . 6x? .
im— lim 2x o
ex—3xX—2 — @Ex-x03X — Eex-w =e = 00

Respuesta: a) ©

¥ 3 six<0
3x+2six=>0
a) Es continua b) Tiene una discontinuidad evitable c) Un salto finito  d) Un salto infinito
1.f(0)=3-042=0+2=2
. T x3-3\ _ -3 _
2. lim f(0) = lim (V) = = o

Al darnos oo no hace falta calcular el siguiente limite.

8. Estudia la continuidad de f(x) = { enx=0.

Al ser el limite = oo, tiene una discontinuidad inevitable, de primera especie de salto infinito.
Respuesta: d) de un salto infinito.

9. Estudia la continuidad de f(x) ={ X" —3six<2 enx=2.

3x+2six=>2
a) Es continua b) Tiene una discontinuidad evitable c) Un salto finito d) Un salto infinito

1.f(2)=3-24+2=6+2=8
llgl_f(x) = llm 1 (x3-3)=(8-3)=5
2. li = {*7
lim FO) = Vlim, fx) = lim Bx+2)=(6+2)=8
x—2+ x-2%
Como los limites laterales son distintos, tiene una discontinuidad inevitable de primera especie de
salto finito.
Respuesta: c) con un salto finito.

x} six<2
3x+2 six>2
a) Es continua b) Tiene una discontinuidad evitable c) Un salto finito  d) Un salto infinito

1. f (2) no existe.

10. Estudia la continuidad de f(x) = { enx=2.

llrgl_f(x) = hm L (x3) =(23) =8
2. li = x>
m £ =1 i £(x) = lim (3x +2)=(6+2)=8
x—-2% x—-2+
Como los dos limites dan la misma solucién y son finitos, al no existir f(2), tenemos una
discontinuidad evitable.
Respuesta: b) tiene una discontinuidad evitable

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 4: Limites. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra
EHH
LU & L% |- 7]



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales |
12 Bachillerato
Capitulo 5: Derivadas

Respuestas a los ejercicios
v problemas propuestos

Propiedad Intelectual

El presente documento se encuentra depositado en el registro de Propiedad
Intelectual de Digital Media Rights con ID de obra AAA-0181-02-AAA-072022

Fecha y hora de registro: 2015-08-13 18:28:37.0
Licencia de distribucion: CC by-nc-sa

Queda prohibido el uso del presente documento y sus contenidos para fines que
excedan los limites establecidos por la licencia de distribucion.

Mas informacion en http://www.dmrights.com

”‘PARA TOD@S

Realizados por:
Cristina Vidal Brazales

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
Todas las imagenes han sido creadas con software libre (GeoGebra)




Derivadas

1. CONCEPTO DE DERIVADA

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Halla la tasa de variaciéon media en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3] de las funciones siguientes:

a)y=3x—4
TVM([3,2]; L@ _ 2413 _
b—a 243
TyM[1,5]: L@ _ 11+t _ 5
b—a 5-1
Tvm[0,3]: LD _ 5 _ 3
b—a 3-0
b)y =-2x-3
TVM[3,2]: L@ _ T2
b-a 243
TvM[1,5): LR - T35
b—a 5—-1
TvMm[0,3]): LR _ 133 _
b-a 3-0
c)y=0.5x+2
TvM[3,2] : L@ _ 3705 _ 5
b—-a 243
TyM[1,5]: L@ _ 25725 _ g
b—a 5—-1
TVM[0,3]: L@ _ 352 _ 5
-a 3-0
dy=x-1
TYM(3,2]; L2 (@ _ 14 _
b—a 243
TyM[1,5]; L@@ _ 40 _ 4
b—a 5-1
TVM[O,B]:M ]
b—a 3-0

2.Halla la tasa de variaciéon media de la funcién y = x2 — 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3]. ¢Es

ahora constante?
TYM[-32] = L&D, @0ty =5,y
2-3 2+3
— 2_14\_(12_
TVM[1,5] = LW |, Eo)-(F1) | 2 g

5-1

5-1

S

TVM[03] = ==

Ahora no es cte.

f@-r© (32-1)-(0%2-1) 5 253

3-0 3

3. Halla la tasa de variaciéon media de la funcién y = x3 + 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] vy [O, 3].
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—f(- 3 —(13
TvM[Ls] = [OTED |, B s gy

— 3 —(n3
TvM[03] = [OT@ , ot 27

4. Al hacer un estudio sobre el aterrizaje de aviones se graba una pelicula desde el momento en el
avion toca tierra hasta que se para, y se miden los tiempos y las distancias recorridas

Tiempo (t) en segundos| 0 2 4 6 8 10 12 14
Distancia (d) en metros| 0 100 175 230 270 300 325 340

a) Calcula la velocidad media del avion.
340 m
Vmedia = —— — 24.26 —
14 S
b) Calcula la velocidad media en los intervalos: [0, 6], [2, 10] y [6, 14].

230 m
Vmedia [0,6] — < = 38.33 5

200 m
Vmedia [2,10] > — =25 —
8 S

40 m

Vmedia [6,14] — 5= 5 "

c) éEs constante?

No es cte. La velocidad va disminuyendo.

5. Se estudia la posicion de un coche respecto de la salida de un tunel y se obtienen los datos
siguientes:

Tiempo (segundos)| 0 5 10 15 20 25 30 35 35
Distancia (metros)| 0 100 200 290 370 430 510 610 720
a) Calcula la velocidad media del coche en el intervalo [0, 40].

720-0
=18m/s
40-0

TVM (a,b) = X229 TvM (0,40) =

b) Calcula la velocidad media en los intervalos [15, 25] y [20, 30]. ¢Es contante?

f) - f(a) 430 — 290

TVM (a, b) = ﬁ - TVM (15,25) = m =14 m/s
fb) - f(a) 510 — 370

TVM (a, b) = ? - TVM (0,40) = w =14 m/s

Cdédmo la velocidad no varia se puede decir que son constantes.

c) Si la velocidad maxima permitida es de 120 km/h, éconsideras que ha podido sobrepasarla en algun
momento? ¢Y si la velocidad maxima fuese de 80 km/h?

120 km/h = 33 m/s. Parece dificil que la haya sobrepasado. 80 K/h = 22.2 m/s. No es posible
asegurar que no haya ido mas deprisa pues en el primer intervalo su velocidad media es de 20 m/s.
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6. El tren AVE sale de la estacion y aumenta su velocidad hasta llegar a 250 km/h en 10 minutos,
mantiene entonces esa velocidad constante durante hora y media, y comienza a disminuirla hasta
pararse en otros 10 minutos.

a) Representa en una grafica la funcién tiempo - velocidad.

b) Ya sabes que la aceleracion nos indica la variacidon de velocidad. Indica la aceleracion media en los
primeros 10 minutos.

250 -0
10-0
c) Indica la aceleracién media entre el minuto 10 y el minuto 90.

am [0,10] = = 25 km/h?

am [10,90] = 233:?30 = 0, velocidad constante

d) Determina la aceleracion en los ultimos 10 minutos.

0 — 250 )
am [100,110] = TI0 =100 = —25km/h

7. La funcién de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B (x) = x* + 7x + v/x donde B(x)
indica el beneficio que obtiene la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula la tasa de variacién
media de los beneficios entre 0 y 100 unidades, y la tasa de variacion media de los beneficios entre 25
y 100 unidades.

B(100) — B(0)
100 — 0
B(0) = (0)2+7(0)+V/0=0
B(100) = (100)2 + 7(100) + V100 = 10710

TVM(0 — 100) =

VM - 100) =~ =0 _ 1071
- 100—-0 7
B(100) — B(25)
TVM(25—-1 =
M(25 00) 100 — 25
B(25) = (25)% + 7(25) + V25 = 805
TVM(25 — 100) = 10710 - 805 _ 13, 07

~100-25 77
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8. Una empresa determina que los costes de produccidn por trabajador contratado son

C(x) = x + Vx y que los ingresos por ventas también contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2.
Por tanto, los beneficios B (x) por trabajador contratado son ingresos menos costes (Observa que
estas funciones no son continuas, no se pueden contar 3.7 trabajadores, es una funcion escalonada,
pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas). Determina las tasas de variacion media si
se contratan entre 100 y 2500 trabajadores.

B(x) =x*+x—+x
B(2500) — B(100)
2500 — 100
B(2500) = 25002 + 2500 — V2500 = 6252450

B(100) = 1002 + 100 — V100 = 10090

6252450 — 10090

TVM = 2500100 2601.83

TVM =

9. Halla la derivada de las funciones siguientes en los puntos x=1,x=3yx=5:

a)y=3x—-4
y=3x—4 - y =3
x=1,y(1)=3
x=3;y3)=3
x=5;y()=3
b)y=-2x-3
y=-2x—3->y =-2
x=1y(1)=-2
x=3;y(3) =-2
x=5;y(5) =-2
c)y=0.5x+2
y=05x+2 - y " =05
x=1;y(1)=05
x=3;v(3)=0.5
x=5;y(5)=05
dy=x-1

y=x—-1-y" =1
x=1Ly @ =1
x=3y13)=1
x=5y0GB)=1

La derivada es constante.
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10. Halla la derivada de la funcién y = x>— 1 en los puntos x = 1, x = 3 y x = 5. ¢Es ahora constante?
y=x2—-1-y =2x
x=1Ly1)=2-1=2
x=3;y(3)=2-3=6
x=5y(5)=2-5=10

No, no es constante.

11. Halla la derivada de la funcién y = x>+ 1 en los puntos x =1, x =3y x=5.
y=x3—1- y = 3x?
x=1y(1)=3-(1)*=3
x=3;y(3)=3-(3)2=27
x=5v(5)=3-(5)2=75

12. En el viaje de la actividad de introduccion el coche recorria entre la primera hora y la segunda una

“y n

distancia “y” dada por la ecuaciéon: y = 0.2x + 110x — 67.2. Determina la velocidad que llevaba el

coche para x = 1.5.
y =0.2x? +110x — 67.2 > y" = 0.4x + 110

m
0.4+ (1.5) +110 - 1106 —

13. En dicho viaje la distancia recorrida para 2.5 < x < 3 viene dada por la ecuacion

y=110x —121.4. Ypara3 <x <5 pory = 0, 1x% + 118x — 143.3. Para x = 3 hay un cambio
en la velocidad. Calcula la velocidad antes de x = 3, y la velocidad después de x = 3.

Para2,5<x<3
y=110x —121,4 - y"= 110 = 110
Para3<x<5
y=0,1x?+118x — 1463 » vy =0,2x+ 118 - y'(3) =0,2-3+ 118 = 0,6 + 118 = 118,6
Antes de x = 3 la velocidad es 110 m/s y después 118,6 m/s

14. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 50x — 0.2x% (x ey
en km). La direccion del vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 2 km de distancia sobre el horizonte.

y = 50x — 0.2x% - y" =50 — 0.4x

x=2- 50-04(2) > 50—-0.8 > 49.2
Solucion =49.2m

15. Desde un avion nodriza se suelta un avidn experimental cuyo impulsor se enciende a la maxima
potencia y permanece encendido 20 segundos. La distancia que separa al avion experimental del
avion nodriza viene dada por d = 0.3t*. Calcula la velocidad del avién experimental a los 3, 4, 7 y 10
segundos de haber sido soltado.
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d=0.3t*> d =1.2t3
t=4- v(4)=12-(4)3 =768
t=7- v(7)=12-(7)3 =411.6
t=10- v(10) = 1.2-(10)3 = 1200

16. Representa graficamente la funcion y = 2, y determina su derivada para x = 1, 2, 3.... a. ¢{Cuanto
vale? ¢Es siempre la misma? ¢Ocurrira lo mismo para cualquier recta horizontal y=b?

y = 2 es una recta horizontal y su derivada siempre vale 0.

Ocurrird lo mismo para cualquier recta horizontal.

17. Dibuja una funcion cualquiera y dos puntos sobre ella, f(x) y f(a), correspondientes a las
ordenadas x, a. Interpreta geométricamente la definicion de derivada a partir del dibujo.

Es la pendiente de la recta tangente en el punto (a, f(a)).

18. Caida libre de una pelota. En la figura se muestran, mediante fotografia estroboscépical, las
posiciones de la pelota a intervalos regulares de tiempo: parat=1, 2, 3, 4, 5, ..., el espacio recorrido
es proporcional a1, 4, 9, 16, 25, ..., etc. Calcula la funcién de posicion y = f(t), y calcula la velocidad y
la aceleracion derivando la funcion de posicion.

y:f(t):tz; y':v:Zt; a:y”:Z_

19. Dibuja una funcion cualquiera y un punto cualquiera sobre la funcién f(a). Dibuja también un
segmento sobre el eje de abscisas con origen en a y longitud h. Interpreta de nuevo la definiciéon de
derivada en un punto basandote en dicha figura.

20. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los ingresos por ventas por
trabajador contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2. (Observa que esta funcién no es continua, no

12 Bachillerato CCSS. Capitulo 5: Derivadas. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es [ llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Derivadas

se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una funcidn escalonada, pero vamos a trabajar como si lo
fuera). Determina la derivada de la funcién ingresos respecto a las personas contratadas. ¢Qué
significado crees que tiene?

y=f@t) =ty =v=2ta=y"=2.

21. Calcula la derivada mediante el limite de la funcion y = x> — x + 1 en el punto x = 1. Calcula la
derivada mediante el limite de la funcién y = x> — x + 1 en el punto x = a. Calcula mediante la
expresion resultante f’(1), f' (2), f' (12), f (5.43) y f' (-7).

_ 2_ — 2 - _
FA+h)-7(1) A+h)?-(+m)+1-1 im (1+h%2+2h)-(1+h)+1-1 _

2 ! . .
=x“—-x+1 - 1).= lim = lim |
y y ( ) h—0 h h—0 h h—0 h
. 1+h%42h-1-h—-1+1 . h%+h 0 . h(h+1
= lim - lim =——>11m( )=0+1=1
h—0 h h-0 h 0 h—0 h

y=x*-—x+1 , x=a

, _ 1o flatn)-f(@ _ 4. (a+h)?-(a+h)+1-(a’-a+1) _
y'(@).=lim=—=—— = lim D =
2 2 _ —_2 _ 2 _ —
—lim (a?+h2+2ah)-(a+h)+1-a%+a-1 _ limh +2ah-h _ 0 lim h(ht+2a-1) _ 20— 1
h—-0 h h—0 h 0 h—=0 h
f'(1)=21-1=1; f(2)=22-1=3; f(12)=2-12-1=23;
f' (5.43)=2-5.43 -1 =9.86; f(-7)=2(-7)-1=-15

22. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla con las derivadas:

Funcién (f(x)=x> [f(x)=2 [f(x)=x> [f(x)=x  [f(x)=k [f(x)=2x+3]f(x)=2x*>+ 3x
Derivada |f'(x)=3x" [(x)=0 [P(x)=2x [P(x)=1 [F(X)=0 [P(x)=2  [f(x)=4x+3

23. Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.

La funcién valor absoluto es continua en toda la recta real y no es derivable en el origen.

24.Piensa en un ejemplo de funcion con un minimo en un punto en el que no es derivable.

La funcidn valor absoluto es continua en toda la recta real y no es derivable en el origen, pero tiene un
minimo en dicho origen.

2. REGLAS DE DERIVACION

25. Escribe las funciones derivadas de las funciones siguientes:
a) f(x) = x** > f'(x) = 24x%3

b) g(x) = 6x1° > g'(x) = 60x°

O h(x) = —= > h(x) = —

7x13 7x

d)j(x) =3x*—5x2+7 - j(x) =12x3 - 10x
e)p(x) =5x3—x - p'(x) =15x%2 -1
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26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones polinédmicas:
a)y=6+x—5x* > y=-10x+1
b)y =6x*—-7x+3x> > y =15x* +12x — 7

2 8 9 , 14 40 36
C)y=y+ =

—_— el
5x5  4x*% y 3x6  5x*  4x3

dy=xa8—-x->y=7x"-1

1
27. Ya hemos obtenido la derivada y = Vx = x2 de Utilizala para obtener la derivadaenx =1, 4, 5...
é¢Puedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

1 1
’:—x_i
y =3 1
Enx=19y’=%-1_5=%
, 1 -1
Enx=49y=5-42=z
I
Enx=59y’=5-5 2 =0.2236
1
En x=09y’=%-0_5=1-%=%9N0 existe, puesto que cuando el 0 se encuentra en el
0z

2-02

denominador no es un valor rea

28. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=(x*+3)(6x°—-5) > y= 6x%—5x2+18x? - y = 48x7 +108x> — 10x
b)y=(7x3—-1)(5x*+4) - y= 35x7 +28x3 —5x* —4 — y" = 245x° + 84x? — 20x3

Ay =VE: (@ —5x) >y =1x72 (2 50 +x - (3x° = 5)

29. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

) _x1 ooy = x(x=3)-x(x-1) 4
Y =13 - (x+3)2 T (x+3)2

b)y=x2+(§)x3—2x+7 -y =2x+5x>—2; y' = 2x + 5x% -2

0y = 2x3-5x2 ooy = (6x2—10x)(6x*—2x3)—(24x3—-6x2)(2x3-5x2)  —6x2+30x—5
y= 6x%—2x3 - (6x%4—2x3)2 T 18x%—12x3+2x2
1 3 1
d Jx3 2 i gxi(x+z)—x2-1 xi(§+3)
Y=z T Y T T o

30. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1 4 2
5 = , 1 = 7 =
a)y =32 = ()5 > y = (D700 = Dxs
; 2 1 23 VT + VT2 (7 45) - (VAZ VR (347)

b)y = [x2-\x _ x3x2 o 2 _ —11x*+435x

y x3+5 x3+5 Y (x3+5)2 (x3+5)2
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[ b () () 3) 3

) y= s = (Y

ST (e e (r42) - ()6
—(X X - (X
d)y: d :(X)6—) =25

x+2 x+2 o (x+2)2

31. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccién por
trabajador contratado eran C (x) = x ++/x, y que los ingresos por ventas también por trabajador
contratado vienen dados por, I (x) = 2x + x* Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador
contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas, no se pueden
contratar 3.7 trabajadores, es una funcién escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran
continuas). Determina la derivada de la funcion costes C(x) y de la funcion beneficios B(x) respecto
del nimero de trabajadores contratados. ¢ Qué significado tienen?

1 1
Cx)=1+——= ;B (x)=142x———
=1+ 7% FW® N

Estas derivadas nos dan informacidn sobre cémo los costes y los beneficios cambian con respecto al
nuimero de trabajadores contratados, lo que puede ser Util para la toma de decisiones empresariales.

32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y =(x°— 7J|c3)12 -y =12(x> — 7x3)11(5x* — 21x?)
b)y = (3x® — 5x3)7 - y" = 7(3x> — 5x2)®(9x% — 10x)

5 3
Qy= /(4x5 — 8x3)5 — y= (4x°—-8x3)2 - y' = 2(4){5 — 8x3)2(20x* — 24x?)
4 1
d) y=3Y2x2+4x)* 5 y= 2x2+4x7)s -y = §(2x2 + 4x7)3(4x — 28x°)

3. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

3 1

aly = (2o (et — 6292 = y= (U ('t —x)?):

v 1 ,3x2 1 (6x 5)(2x347)-(3x2 —5x)(6x)
=5 G52 (x*—6x%)? )z ey )+ (et —6x7)24+ () 2 (x —6x7) (43— 18x7)

1
(x2+3)(x2 7) x*-7x243x2-21 _ [x*-4x2-21 _ (x*-4x?-21\2
b) y= x3-5 - x3-5 - x3-5

1
. 1 (x4—4x2—21)5 ((4x3—8x)(x3—5)—3x2(x4—4x2—21))
Y =72\ 55 (x3-5)2

3 3

0y = (5x2+3x) _ (5x2+3x)2
y= x3-2x2) \8x3-2x2
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y = E (5’“2”’“ )5 (10x + 3)(8x3 — 2x?) — (5x% + 3x)(24x2 — 4x)l

8x3-2x2

3 2 2§ 2 X
dy= [3+ /x—x—3 Y = <3+ /x—x—3> =<3+(x—;)2)

, 1 2,122 1 2.2 _
y=;B+(x—-3)2)7 s (x -2 (1-6x7")

34. Determina la ecuacién de la recta tangente ay = 7x% + 5x — 3 en el punto x = 2.
y=7x>+5x—-3 > y =14x+5
y'(2) =14(2)+5=28+5=33
y(2) =7(2)> +5(2)—3 =29 - P(2,29)
y—yi=m(x—x;) > y—29=33(x—2) > y=33x—66+29 - y =33x — 37

35. El perfil de una cierta montaiia tiene la forma de una parabola: y = 0.05x — 0.01x?*donde x e y
se miden en km. Escribe la ecuacion de la recta tangente parax=0,x=1,x=2,x =3 km.

y= flxo)+ f(xg) (x—x0); f(0)=0.05-0-0.01-02=0  f'(x) = 0.05 —;—Ox
f(0) = 0.05—=-0=0.05
y=0+0.05-(x—0), y=0,05x

PARAX=1->x,=1

f(1)=0.05-1-0.01-12=0.04, f'(1) = 0.05— %- 1=0.03;y=0.03x+0.01
PARAX=2->xy =2

f(2) =0.05-2—-0.01-2% =0.06 f'(2) =0.05 —5—10- 2=0.01y =0.06+0.01-(x—2)
y =0.06+0.01x — 0.02;y = 0.01x + 0.04

PARAXx=3->xq =3
£(3)=0.05-3-0.01-32=-0.04  f(3)=0.05 —5—10- 3 =-0.01,y = —0.04 + (—0.01) -
(x—3);y =-0.04 -0.01x + 0,03; y =-0,01x - 0,01

36. El departamento de “marketing” de una empresa estima que los ingresos mensuales que va a
producir el lanzamiento de un nuevo producto vienen dados por: y = 30 + 5t? — 0.4t donde t es
el tiempo expresado en meses desde que el producto salga al mercado, e y son los ingresos en cientos
de euros. a) Calcula si los ingresos estan creciendo o decreciendo a los 3 meses de lanzamiento del
producto. b) ¢Durante qué periodo de tiempo aumentan los ingresos? c) ¢Durante qué periodo de
tiempo disminuyen?

a) 2 (3) =10-(3) — 1.2- (3)% = 19.2. Creciente
b) 10t —1.2t> >0 , t(10 —1.2¢) > 0
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t>0 y 10-12t>0 o t<0yt<— ,t<0 y t<Z

: . 25
Los ingresos estan aumentando para 0 <t < —

)10t — 1.2t2 < 0 , t(10 —1.2¢) <0
t<0 y 10—-12t>0 o t>0 y 10-12t<0
10 25
t<0 y t<_ o t>0y t>=

. AT 25
Los ingresos estan disminuyendo para t > Y

37. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x> + 3x. Determina
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion: y = x® - 3x. é{COmo esenx=0? ¢Y en x =
2?¢éYenx=-2?

y = x3 4+ 3x->y" = 3x% + 3, ahora igualo la derivada a 0 (y'=0)->

3x2+3=0->x=+—-1

y=x3-3x->y =3x2-3,(y=0)->3x2 -3 =0->x =VI>x = +1

y’(0) = —3 < 0/ Decreciente

y’(2) =1 > 0/ Creciente

y'(—=2) =1 > 0/ Creciente

Creciente (—oo0,—1) U (1, )

Decreciente (—1,1)

38. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccién por
trabajador contratado eran C (x) = x +v/x y que los ingresos por ventas también por trabajador
contratado vienen dados por I(x) = 2x + x%. Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador
contratado son ingresos menos costes. La funcion beneficios B(x) respecto del numero de
trabajadores contratados, ées creciente o decreciente?

B(x)=I(x)—C(x) » B(x) = 2x+x?)—(x+x) > x?
B(x) = x? ; B'(x) = 2x

Es creciente

39. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=4x*+3; y ' =8x; 8k =0.x=0; yv =8 >0 Enx = 0hayunminimo
b)y=5x4—2;y'=20x3 :20x3 =0; x=0;

(—o0,0) decreciente, (0,00) creciente, en x =0 hay un minimo
c)y=3x3+1; y=9x? como siempre es positiva, no hay maximos ni minimos

dy =4x*-2x2+5; y'=16x3—4x—>y'=4x-(4x2—1)—>x1=%, X, =—-yx=0;

Y =48
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Derivadas

y” (%) = 8 > 0 Es un minimo relativo

y” (— %) = —16 < 0 Es un maximo relativo

y”(0) =-4< 0 Es un maximo relativo

e)y=7x3—3x;y'=21x2—3—>y'=i\/§;y"=42x

y”’ (E) =42. \/% = 6 -7 > 0 Es un minimo relativo
y’ <_\/§> = 42x — 42 (—E) = —6 x /7 < 0 Es un maximo relativo

40. Se desea fabricar envases con forma de prisma recto cuadrangular de base cuadrada de forma
que el volumen sea de un litro y la superficie empleada sea minima.

Funcidn para optimizar, superficie: S(x, y) = 2-x-x + 4-x-y = 2x% + 4xy
Condicion: x-xy=1 ,xy=1
Despejamosy, y = xiz sustituimos en la funcién, S(x) = 2x% + 4xxi2 =2x%+-
. ’ _ 4
Derivamos S'(x) = 4x — =
Igualamos a 0 y resolvemos, 4x — fz =0, 4x = );iz , x3=1, x=1
. 12} _ 8 n —_ 8 j—
Calculamos la segunda derivada, S''(x) =4+ = v S"1) =4+ el 12>0
. 1
Luego en x = 1 hay un minimo, y = = 1
La minima superficie se obtiene con un cubo de 1dm de arista.

41. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=6x3—2x*+5x+7 > y = 18x? —4x +5 > 18x%2 —4x + 5 = 0; sinraices reales
y(0) =5 > 0 por tanto, siempre creciente, no hay maximos ni minimos
b)y=x3-3x+5 >y =3x2-3=0->x=1, x=-1
y'=6x - y'(-1) = -6 < 0; maximo - y'(1) =6>0
Ay=|lx—4|-> x—4=0 - x =4, minimoenx =4

-x—-1 x<-1 |x_2|:{
x+1 x>-1 "' x—2 x=>2

—x—1—x+4+2 x<-1 {—2x+1 x< -1

dy=lr+1+lx-2] ; lx+1]=]{

x4+ 1]+ |x—-2|={x+1—-x+2 —-1<x<2 =
x+14+x—-2 x=2

No tiene maximos ni minimos
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42, Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: f(x) = 2x3 — 3x2 + 72X, en el
intervalo [-4, 3] y en el intervalo [0, 5].

f'(x) = 6x%2 —6x+ 72 - 6x% — 6x + 72 = 0 no tiene solucién real
No hay maximos ni minimos relativos
Intervalo [4, 3]:
f(=4) =2(—4)% —3(—4)? + 72(—4) = —128 — 48 — 288 = —464
f(3) =2(3)*—-3(3)2+72(3) = 54 —27 + 216 = 243
En x = -4, hay un minimo absoluto y en x = 3, hay un mdaximo absoluto.

Intervalo [0, 5]
£(0) =2(0)—3(0)2+72(0)=0

£(5) = 2(5)® — 3(5)? + 72(5) = 250 — 75 + 360 = 535
En x =0, hay un minimo absoluto y en x = 5, hay un maximo absoluto.

43. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = | x + 2| en el
intervalo [-3, 5].

x+2=0;x=-2 ;f(-3)=-3+2=-1; f(-2)=-2+2=0 ; f(5)=5+2=7
En x = -2 hay un minimo absoluto y en x =5 hay un maximo absoluto.

44. Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de R=5 cm. (La
altura del cono es igual a R+x, y el radio de la base r?= R?- x?

_ (wr?n) _ wr?(R+x) _ m(R?—x2?)(R+x) _ m(25-x2)(5+x)
3 3 3 B 3 B

v'=§(—3x2—10x+25) - v'=§(—3x2—10x+25) =0 >x=166 -

Z(125 + 25x — 5x2 — x3)
3

- v’ =2 (~6x~10)
v’ (1,66) < 0, por tanto, es un maximo.
r? =R?> —x?=5%2—-1,66%r =4,83cm
h=R+x=5-1,66; h =6,66cm
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Derivadas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
DEFINICION DE DERIVADA

1. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = x3 en el punto x = 2.

. (a+h)f(a) . (x+h)3 =x3 . (x3+3x%2h+3xh%+n3)—x3
f'(x) = lim (# =11m—=11m( )= _
h—0 h h—0 h h—0 h
— lim 3x2h+3xh2+h3 lim h(3x%2+3xh+h?)
h—0 h h—0

F(2) =3-22 =12

= ;13“% (3x% + 3xh + h?) = 3x?

2. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = v/x en x = 1.

f)—f(1) i V-1 1-1_ 0 determinacién =
1 _xl—I;I}x—l —1_1—0—111 eterminacion =
-lim (Wx -1)(Vx +1) — i (Vx)?-12 — lim _
x-1 (x—1DEx +1) x->1 -DEx +1)  xo1vx+1l 2

y'(1) = lim
x-1

3. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y= xiz enx=4

1 16—x2

, . ()1 (4) . ¥2 1e . ) . 16—x2 . 16 — x2
y(4)=llmi=llmx—16=llm16—x=hm—= —_—
x—4 Xx—4 x—o4 X—4 x—4 X—4 x—4 16x2(x—4)  x>54 16x3—64x2
16 — 42 16 — 16 0 . . ., . —(x—4)(4+x
= = = —,indeterminacién .= lim @ty
16(43) — 64(42)  1024-1024 O x—>4 16x2(x—4)
. 4+x 4+4 8 1
lim — = — =——=——
x>4 16x2 16(42) 256 32

4. Utiliza la definicidn de derivada para calcular la derivada de la funcion y = 3x2 — 5x + 2 en el punto
de abscisa X = 1.

f'() = lim

3(1+h)2-5(1+h)+2-0 . 3h?>+6h+3-5-5h+2 . 3h%+h .
= lim = lim =limBh+1)=1
h h—0 h h-0 h h—0

5. Utiliza la definicidn de derivada para calcular la derivada de la funcion y =X —3 en x = 2.
2+4h-3-(-1) _ ..

1Y _ s _ ho_
f(z)_;lzli% h E-r%h 1

CALCULO DE DERIVADAS

6. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=4x*+2x-3 > y =8x+2
b)y=2x3-3x2+7x+5 > y =6x2—6x+7
Jy=x>-5x+2 > y =2x-5

d)y =8x7 —9x% —5x3 - y = (56x°— 54x° — 15x?)
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7. Calcula:

a) D(5x% + 7x* + 3x) —» y = (10x + 28x3 + 3)

b) D(6x° + 4x% + 7x + 5x%) > y = (30x* + 8x + 7 + 15x2)

) D(x% + 7x* + 2x3) - y" = (5x* + 28x% + 6x2)

d) 2 (3x% +9x6 + 2x%) > y’ = (9x% + 54x° + 16x7)

8. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=(7x+3x+3) = (7 +3x+x71) oy =lx+3-x?=14x+3-

1

1
b)y = (5x3+2x2+\/§)=(5x3+2x2+x5)—>y’=15x2+4x+%x_5= 15x% + 4x + —

2Vx
1 1
0y = Vx 5 _ x2 _ x2
y (x+3)(x2-5x+2) y x3-5x2+2x+3x2-15x+6  x3-2x2-13x+6
1, 1 1
. 50072(x®-2x2-13x+6)-(0)2(3x?~4x-13)  _5x3+6x2+13x+6
(x3-2x2-13x+6)2 Vx(x43)2(x2-5x+2)2

., 1
g)y = YD  x2.(x+5) o S THHEL (P 5) V@) a0
V=6 T s Y T (2—5)2 T 2oz

9. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

7x> 3x 8 _7x?>  3x 8 _1 , _l4x 3 8 _, 14x 3 8
a = — —_ _= — —_ -X - = — - — =X = — -
)y 3+5+3x 3+5+3 y 3+5 3 3+5 3x2

5x3  2x2 Vv  5x3  2x2 6 1 15x2  4x 61 1 15x%  ax 3
b = —_— —_— 6—:— —_— -X2 > ’:— —_— -——\X 2 = —_— —_—
)y 2+3+ 5 2+3+5 y 2+3+52() 2+3+5\/§

3 2 3 2 1
a7y =S4 E gy (4 T

p_ 1(12x? | 10x (_l) —E)_l(lzxz 10x 7)
y_7(3+7+7 2)* ) =73 3+7 2Vx3.

10. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = (x-1)(2x-3) Sy= 2x2-3x—2x+3 Sy= 2x%-5x+3 y = (4x-5)(x+2)—(2x2—5x+3)

x+2 x+2 x42 ! (x+2)2
b)y = (3x%+4)(4x-2) ooy 12x3-6x2+16x-8 . (36x2-12x+16)(7x—1)-7(12x3-12x2+16x—8)
y= 7x-1 Y= 7x—1 Y= (7x-1)2
0y = (8x+5x2)(2x5-7) o ov— 16x6—56x2+10x7 —35x2 ooy = 16x°+10x7—-91x?2
y= 4x+6 Y= 4x+6 a 4x+6
,_ (96x5+70x°-182x)(4x+6)—4(16x°-91x%+10x7)
B (4x+6)?
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(x+9)(2x-3) 2x%2-3x+18x-27 2x2415x-27
= = Y=
(x+3)(x+2) x24+5x+6 x24+5x+6

d)y

, _ (4x+15)(x%4+5x+6)—(2x2+15x—27)(2x+5)
- (x2+5x+6)2

11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1 1
)y =VE 5 - y= (45> y =13 +5) 33

by=Y2RB ¥4 -1 y=(2x3 +4x2 —1)i > y' = —§(2x3 + 4x? — 1)3(6x2 + 8x)
c)y=(5x3+2)°> > y =5(15x% + 2)*(15x?)
dy= (2x* +5x)° > y' = 9(2x? + 5x)%4x
12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=Vx3+5- (@7 +3x%)° > y= (x®+ 5)2 - (x7 + 3x2)8
y = E (x3 + 5)_%(3x2)(x7 +3x3)° + (x3 + 5)% - 6(x7 +3x2)> - (7x° + 6x)]

1

3 =

2x3+4x2-1 o= (2x3+4x2-1)3
x+1 o x+1

b)y =

2 1
. 3(2x3+ax?-1) 3 (6x%+8x) (x+1) (263 +4x2-1)3
Yy = (x+1)?

Ay =(Gx3+2)%(x*+6x) > y =55x%+ 2)*(15x) (x5 + 6x8) + (5x° + 2)5(5x* + 48x7)

_ (2x3—5xZ)9

dy (7x4—5x3)2

_ 9(2x3—5x2)8(6x2—10x)(7x4—5x3)2—(2x3—5x2)9—2(7x4—5x3)(28x3—15x2) .
y = (7x%—-5x3)* o

9(2x3-5x2)° (6x2—10x)(7x*-5x3) - (2x3—-5x2) —2(28x3-15x2)
(7x*-5x3)3

13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = eX y = (ex5+4x3) (5x* + 12x2)
7 6
b)y = (er3+7x2) Sy = 7(82x3+7x2) . (62x3+7x2) - (6x2 + 14x)

5
Qy= e(3x5+5x3) >y = (e(3x5+5x3)5) (5(39(5 + 5x3)4)(15x4 + 15x2)

d)y = 3/e(6x5—9x3)2 — e(6x5—9x8)§

2 1
y = Ke(6x5—9x8)3) G (6x° — 9x8)_§) (30x* — 72x7)l
14. La derivada de y = cos(X) es y’ = —sen(x). Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
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a)y = cos(x5 — 7x3) - y = —sen(x® — 7x%) (5x* — 21x?)
b) y = (cos(3x3 — 5x%))7 - y" = 7(cos (3x° — 5x2))6 - (—sen(3x% — 5x2))(9x2 — 10x)
)y = cos®(4x5 — 8x3) — y" =5(cos (4x° —8x3))*- (—sen (4x° — 8x3)) - (20x* — 24x2)

4
d) y = cos*(2x2% + 4x7) = (cos (2x* + 4x7))?

y = E (cos (2x* + 4x7))§ - (—sen (2x? + 4x7))(4x + 28"6)]

APLICACIONES DE LA DERIVADA

15. Calcula las rectas tangentes de la grafica de la funciony = x3-3XxenXx=0,X=1y X = 2.
y' = 3x?-3
Parax=0 y'(0) = 3(0)2-3=-3
Punto: (0,0) Pendiente: -3

Ecuacion recta tangente:y — 0 = —3(x — 0) » y = —3x

Parax=1 y'(1)=3(1)%*-3=0
Punto: (1,-2) Pendiente: 0

Ecuacidn recta tangente: y +2 =0 - y = -2

Parax=2 y'(2)=32)?%*-3=6
Punto: (2,2) Pendiente: 6
Ecuacion rectatangente:y —2 =6(x—2) > y=6x—12+2 - y=6x—10

16. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
a)y =x3 enx=2
Y =3x% > y'(2) = 3(2)? = 12

Pendiente: 2

Ecuacion recta tangente: y —y(2) = 12(x —2) » y=12x—-24—-8 - y=12x — 16
b)y =2x*+4x—5 enx=1

yV=4x+4->y(1)=4(1)+4=8

Pendiente: 8

Ecuacion recta tangente: y —y(1) =8(x—1) » y=8x—-8+(2+4—-5) » y=8x—7
)y =x3—7x*+3xenx=0

y =3x%—14x - y’(0) = 3(0)2-14(0)=0
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“ Derivadas

Pendiente: O

Ecuacion recta tangente: y —y(0) = 0(x—0) » y—3=0 - y =3

17. Indica la pendiente de la recta tangente de:
a)y=x3+3xenx=3
y =3x2+3 - y'(3) = 3(3)2+3 =30

Pendiente: 30

b)y+2x—-5=0
y=-2x+5->y =-2

Pendiente: -2

)y =4x3—-5x2+2enx=1
y =12x?2—-10x » y' (1) =12(1)?-10(1) = 2

Pendiente: 2

18. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = X3 — 3x + 2 en los que su tangente sea
paralela:

a)alarectay=0;
y=x3-3x+2->y =3x2-3
Para que la tangente sea paralela a la recta y = 0, su pendiente debe ser cero, es decir— y" = 0
3x2-3=0 »x=+1
y(-)=(-1)3-3(-1)+2=-1+3+2=4
y()=(1)3-3(1)+2=1-34+2=0
Solucion: (1, 0), (-1, 4);
b) a larectay = 6x.
y=x3-3x+2-> y =3x2-3
3x2—3=6 > x=+V3
Y(—V3) = (—V3) =3(—V3) +2=7-3V3
Solucién(v/3,2), (—v3,2)

19. Determina la recta tangente de la grafica de la funcién Vx3en x = 0.

y:ﬁ:x% —)y':

N =
N =

X y'(0)==02=0

N W
N W

Solucién:y =0.

20. Si f’(x) = x (3 —x), écual de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?
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Derivadas

N
P T T

f(x)=x3—x)=0->x=0x=3

Tiene extremos relativos en los puntos x= 0 y x=3, por lo que la Unica grafica que cumple los
requisitos es la siguiente:

21. Determina las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x® — 12X en los puntos en los que la pendiente
es 12. {Cual es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos se alcanza?

Para saber en qué puntos de x la pendiente es 12, igualamos f'(x) a 12

y =12x2—-12 » 12x> —12=12 > 12x> =24 > x =1—; - x =42
Utilizamos la formulay = f(a) + f'(a)(x — a) para calcular las rectas.
Después calculamos f(\/f)

a=+V2- y=f(+V2) + £ (V2)(x - +V2) -

F(V2) = 4(2)’ - 12(42) = -

Reemplazamos en la férmula para calcular la recta tangente
y=—42+12(x—V2) > y=—-4V2+ 12x — 12V2 5> y = 12x — 162

Y repetimos el proceso con a = —/2

F(—V2) = 4(—V2)" - 12(—V2) = 42

Reemplazamos en la férmula para calcular la recta tangente
y=4V2+12(x +V2) > y=4V2 + 12x + 12V2 5> y = 12x + 162
Calculamos el minimodey” = 12x2 —12; y" =24x ; 24x=0 , x=0 ;
y"" =24 > 0, minimo.

y'(0)=12-02-12=-12 ; f(0) =4(0)3—-12(0)=0

El menor valor de |la pendiente es -12 y se alcanza en (0, 0).
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22. Determina la recta tangente a la funcién f(x) = x3 — 3x en el punto A (-1, 2). ¢En qué otro punto
corta la recta tangente a la funcion?

f)=x*=3x > f(-1) = (-1)*-3(-1) =2
Fx)=3x2-3 > f(-1) = 3(-1)2=3=0
y=f@+f@kx-a) > y=2+0x-0)->y=2
x3-3x=2->x3-3x-2=0->x=-1,x=2

Por ende, x= 2 es el otro punto por donde pasa la recta en la funcion.
Llamaremos a este punto B (2,2)

23. Determina los coeficientes a, b y ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto A (1, 2)
y es tangente a la recta y = X en el punto O (0, 0).

Tenemos que utilizar la informacion a nuestra disposicidn para calcular las tres incégnitas.

Primero, sabiendo que f(x) es tangente a la recta en (0,0), sabemos que cuando x=0; y=0

Por ende, sabemos que c=0

También sabemos que porque la pendiente de larecta y=xes 1

f(x)=3ax*+b - f(0)=3a-0+b=1-> f(0)=b=1
Luego, para encontrar el valor de a podemos utilizar mas informacion:
f(x) pasa por el punto A (1,2)
fH)=2->a-1341-140=2->a=1,b=1,¢c=0

24. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f(x) = x3 + bx + ¢ y g(x)= ax — x? tengan
la misma recta tangente en el punto A (1, 0).

f'(x)=3x2+b > f'(1)=3-1+b=3+b

gx)=a-2x > g(1)=a-2-1=a-2

3+b=a—-2 »a=b+5

f)=0->1+b+c=0

g1)=0->a-1=0->a=1

1=5+b->b=-5+1->b=-4;1-4+c=0->c=3

a=1, b=-4, c=3

25. Determina el coeficiente a, para que la funcién f(x) = x> + a, sea tangente a la recta y = X
, 1 - 1
y=2x - 2x=1-> x= > sustituimos en larecta, y = >
1 1 1

r(3)= (5)2”:% 5 f-yta=0- 1-l+a=0-a=;

26. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x.
Dom f(x) = R — {0}

, _0x2-1-2x _ -2x _ 2

(x2)2 x4 X3
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2
(-10)3

2

10y <0

y'(-10) = -

Creciente: (—o0,0) y Decreciente (0, )

>0, y'(10)=-—

27. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x.

Dom f(x) = R— {0}

s Ox-1-x 1

(x2) — x2

’ 2 r 2
y(—10)=—m<0 , y(10)=—(10)2<0

Decreciente: (—0,0) U (0, o)

28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 3x? + 4. Calcula sus
maximos y minimos y haz un esbozo de su grafica.

y =3x2—6x >y =3x?—-6x=0->3x(x—-2)=0;x=0, x=2

y'(=10) =3(-10)(-10—-2)>0; y'(1)=31)A-2)<0 ; y'(10)=3(10)(10—-2)>0
Creciente: (—0,0) U (2, ) Decreciente: (0,2)

y(0) = 03 —3(0)2+4 =4 > Maximo:(0,4) ; y(2) = 23-3(2)2+4 =0 - Minimo: (2,0)

29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 6x? + 9x + 6. Calcula sus
maximos y minimos. ¢En qué punto corta al eje de ordenadas? Haz un esbozo de su grafica.

f(0) = 03—-6(0)2 +9(0) + 6 = 0; Punto corte con el eje de ordenadas (0,6)
y =3x2—-12x+9 - 3x2—-12x+9 =0;x=1x=3

F1(=10) = 3(=10)2 —12(=10) +9>0  f'(2) =3(2)2—12(2) +9 < 0
£7(10) = 3(10)% — 12(10) + 9 > 0

Creciente: (—o0,1) U (3, ) Decreciente: (1,3)

Existe un maximo relativo cuando x= 1 pues la funcion deja de crecer y comienza a decrecer y
existe un minimo cuando x= 3 pues la funcién deja de decrecer y comienza a crecer.
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30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x3 — 3x? + 3. Calcula sus
maximos y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

y =6x?—6x >y =6x>?—6x=0->x=0 x=1

£'(~=10) = 6(=10)2 — 6(=10) > 0; f'(0,5) = 6(0,5)2 — 6(0,5) < 0
6(10) > 0

Creciente: (—o0,0) U (1, o) Decreciente: (0,1)

; F(10) = 6(10)% —

Existe un mdaximo relativo cuando x= 0 pues la funciéon deja de crecer y comienza a decrecer y
existe un minimo cuando x= 1 pues la funcién deja de decrecer y comienza a crecer.

31. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x® — 9x. Calcula sus maximos y
minimos. Haz un esbozo de su grafica.

y =3x2-9 5 y=3x2-9=0->x=-3x=3
f(-10) =3(-10)2-=9>0 ; f'(0)=3(0)2-9<0
Creciente: (—o0 — 3) U (3, ) Decreciente: (—3,3)

;0 f(10) =3(10)2-9>0

Existe un maximo relativo cuando x = -3 pues la funcién deja de crecer y comienza a decrecer y
existe un minimo cuando x = 3 pues la funcién deja de decrecer y comienza a crecer.
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]

32. Calcula los méaximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x* + 72X en el
intervalo [-7, 2] y en el intervalo [0, 8].

y =12x2—12x+72 » y = 12(x* —x + 6)

No tiene soluciones reales, no existen maximos o minimos relativos

En[-7,2]:

F(=7) = 4(=7)% — 6(7)? + 72(—=7) = —1372 — 294 — 504 = —2170;
Minimo absoluto (—7,—2170)

F(2) = 4(2)3 = 6(2)2 + 72(2) = 32 — 24 + 144 = 152 ; Maximo absoluto (2,152)

En [O, 8]:
f(0) = 4(0)® — 6(0)% + 72(0) = 0 Minimo absoluto (0, 0)
F(8) = 4(8)3 — 6(8)% + 72(8) = 2048 — 384 + 576 = 2240 ; Maximo absoluto (8, 2240)

33. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = |x + 3| en el
intervalo [-3, 3].

Maximos y minimos absolutos:
f(3) =x+3 =6 - Maximo absoluto: (3,6)
f(=3)=—(-3+3) =0 - Minimo absoluto: (—3,0)

PROBLEMAS

34. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar,
viene dado por: y = 15t + 0.8t%. ¢Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 5 segundos? Si
continta asi, éen qué momento pasara de los 120 km/h?

y(t) = 15t + 0,8 t? ;o v() =15+ 1,6t
Parat=0
v(0) = 15+ 1,6 (0) = 15m/s
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Parat=5

v(5)=154+1,6(5) = 15+ 8 =23 m/s

120 58 SR =

15+ 1,6t =1 ; 45+48t =100 ; t= == =11,46seg

35. La temperatura, T, en grados, de una bola de hierro que se esta calentando viene dadapor T =
200 — 500/t, donde t es el tiempo en segundos. El radio, r, en mm, de la bola cuando la temperatura es
de T grados viene dado por r =40 + 0.001T. ¢A qué velocidad varia el radio cuando la temperatura es
de 50°, 75°, 100°? ¢A qué velocidad varia la temperatura a los 30 segundos? ¢Y para t = 90 segundos?
¢A qué velocidad varia el radio a los 10 segundos, a los 30 segundos y a los 90 segundos?

dr
r =404 0.001T - v(t) = I = 0,001

Por lo tanto, la velocidad a la que varia el radio cuando la temperatura es de 50°, 75° y 100° es
constante y es de 0,001mm/°.

T=200-22 - v(l)= 22
Para t = 30 segundos:

500 500 .
17(30) = ﬁ = % = 0,556 /S
Parat=90 segundos:

500
v(90) = 502~ 5100 = 0,061°/s
r=40+0.001T ; T =200 -2
r)= L. L- 001 2

dr  dt
Parat = 10 segundos:
r(10) = 0,001 - 22 = 0,05 mm/s
Para t = 30 segundos:
r(10) = 0,001 - 22 = 0,001 mm/s
Parat = 90 segundos:
500

r(10) = 0,001 - 507 = =0 mm/s

36. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos,
viene dada aproximadamente por d = 5t2. Si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la Torre
Eiffel, (que esta a 57 m de altura), éa qué velocidad llegaria al suelo? ¢Y si cayera desde la segunda
plataforma (que esta a 115 m)? ¢Y desde la tercera plataforma (que esta a 274 m)?

d=%gt2; v=g-t
Para la primera plataforma (57 m):
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d= % 9.8t? > 57 =49t2 » 2 === > t =JI1,63 = 3,415
v =(9,8)(3,41) = 33,38 m/s

Para la segunda plataforma (115 m):

d=298t2 > 115=49t? > t? == > t =2347 = 4855

4.9

v = (9,8)(4,85) = 47,63 m/s

Para la tercera plataforma (274 m):
d= % 9.8t2 — 274 =49t2 —» t2 =222  t= /5592 = 7.48s

4.9

v = (9,8)(7,48) = 73.30 m/s

37. La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, €, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en
segundos). Determina en cada caso la funcion velocidad y la funcién aceleracion:

a)e=t*—4t+3

v(t)=§= v=2t—4

a(t)=% - a=2

b)e =2t3 —5t2 +4t—3

v(t)=% - v==6t>—10t + 4
a(t)=% — a =36t —10

cJe=—t>+4t+3
d

v(t)=d—i - v=-2t+4
a(t)=% - aqa=-2

d) e = (3t — 4)?

v(t)=% - v =09t?+ 16 — 24t

a®) =L - qa=18t-24
dt
38. Un depésito cilindrico de 10 metros de diametro se llena de agua a 0.3 m?® por minuto. ¢A qué
velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

V=03tm?® - V=mn-r?-h didmetro=10 ; radio=5

mr2 h=03t > h="2 5 K=v= =22
Para t=2
3

T2 T2 251
v(2) = z"s—n = 0,0038 m/s
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Para t=5
v(5) = % = 0,0038 m/s
La velocidad es 0,0038 m/s

39. La distancia, d, en metros, recorrida por un trineo que se desliza por una pendiente helada, a los t
segundos, viene dada por d = 0.2t> + 0.01t3. Determina la velocidad del trineo a los 2, 4, 7 y 15
segundos. Se sabe que si la velocidad del trineo alcanza los 60 km/h le pueden fallar los frenos,
écuando deberia comenzar a aplicar los frenos para no perder el control?

a(@)

= 0.4t + 0.03t?
dt

d(t) = 0.2t%2 + 0.01t3 - v(t) =
Parat=2

v(2) = 0.4(2) + 0.03(2)2 = 0.8+ 0.12 = 0,92 m/s

Parat=4
v(4) = 0.4(4) + 0.03(4)? = 1.6 + 0.48 = 2,08 m/s

Parat=7
v(7) =04(7) + 0.03(7)2 = 284147 = 4.27 m/s

Para t= 15
v(15) = 0.4(15) + 0.03(15)2 =6+6.75 =12,75m/s

km  1000m 1h
h 1km 3600s

60

= 16,67 m/s

—0,44/(0,4)2-4(0,03)(-16,67) _

0,4t + 0,03t? = 16,67 - 0,4t +0,03t> —16,67=0 - t =
2(0,03)

-0,4+y2,1604 _  0,4+1,469 1,068
= = - t=—+=178s

0,06 0,06 0,06

40. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta
en cada esquina un cuadrado de lado X, y se dobla. ¢Qué valor debe tener el lado del cuadrado, X,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo? Tendras que escribir el volumen de las
cajas en funcion de Xx.

V(x) = x(25 - 2x)(20 — 2x)

V'(x) = (25 —-2x)(20 — 2x) — 2x(20 — 2x) — 2x(25 — 2x) =
= (25 —-2x)(20 — 2x) — 2x(20 — 2x) — 2x(25—2x) =0
(500 — 90x + 4x2) — (40 — 4x?2) — (50 — 4x?) =

= 500 — 90x + 4x? — 40x + 4x? — 50x + 4x> =0
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500 — 180x + 12x2 =0 —» 12x?> —180x +500 =0 — 3x?> —45x +125=0
_ —b+VbZ-4ac _ 45+,/(45)2-4(3)(125) __ 454V525 _ 45+5V21
X = 2a - 2(3) - 6 - 6

45+5v21 1 —
X, =———=11,31cm novilido; x, = ~ 3,7cm
1 6 2 6

41. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 150 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie total sea minima, écuanto debe medir su altura y el
radio de su base?

150

T2

V=mnr?>h=150 > w-r*-h - h=

A=2m-r-h+2nr*= 2m-7r - %+2nr2=3r£+2nr2
A'=—¥+4nr=0—> ¥=4nr

r T
300 = 4173 » 2 =13 5 7‘:3’ﬂ _’r:i/ﬁ

41T 41T T

A”=6¥.30+4rt ; A”<3 —5>=L03+4n>0, minimo

r T <3E)
h=-2L =202 —13746m

B 72,879
o2

42. Al hacer las pruebas de un nuevo medicamento se comprueba que, segun la dosis, X, en
miligramos, que se administre, el porcentaje de curaciones, Yy, viene dado por:

y = 100 — 80/ (x + 5). Sin embargo, el medicamento tiene efectos secundarios ya que perjudica al
rindn. El namero de enfermos a los que el tratamiento produce efectos secundarios aumenta un 2 %
por cada miligramo que se aumenta la dosis. ¢{Podrias ayudar a determinar la dosis de medicamento
adecuada? Razona la respuesta.

80 80 ) 80

i) X P Y T 2 G 270

y =100 —

2(x+5)2=80; 2x2+20x—30=0 ; x>?+10x—15=0 , x = —-5F 2v10

Soluciéon védlida, x = —5 4+ 2v10, la otra es negativa;

y" = (x+5;)3 gue es negativa para x = —5 + 2\/1_0

Por tanto, es un maximo.

43. En una industria la funcién u = f(t) indica el nimero de personas que constituyen la fuerza del
trabajo en el instante t, y la funcién v = g(t) indica la produccién media por persona incorporada a la
fuerza de trabajo en el instante t. (Vamos a considerar que ambas funciones son derivables, aunque
en realidad el nimero de personas es siempre un numero natural, y por tanto son funciones
escalonadas). La produccion total es igual a y = u-v. Si la fuerza de trabajo aumenta un 3 % anual, (u’
= 0.03u) y la produccidén por trabajador aumenta un 2 % anual (v’ = 0.02v) total, determina la tasa de
crecimiento instantanea de la produccién total.
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ff®=003"-f1® ; g =002"-g()

003 - f(t)-glt)+ f(t)- 0,02 -g(t) » 003u-v+002u-v - 0,05u-v
Aumenta un 5%

44. En el ejercicio anterior considera que la funcion que indica el nimero de personas que constituyen
la fuerza del trabajo en el instante t es u = f(t) = 3t y que la funcién v = g(t) = t> + 3t, indica la
produccion media por persona incorporada a la fuerza de trabajo en el instante t. La produccion total
es igual ay = u-v. Determina la tasa de crecimiento instantanea de la produccion total.
y=u-v=Gt) t?+3t) > y=3t(t*+3t) =3t3+9t? > y" =9t + 18t

45. Si en el ejercicio anterior consideras que la fuerza de trabajo ha disminuido un 5 % anual, y la
produccidn por trabajador ha aumentado un 3 % anual total, determina entonces la tasa de
crecimiento instantanea de la produccion total. ¢Crece o decrece la produccion total?

% =P(x) - 0,03 ; ‘;—Z = T(x) - (=0,05)
2D = () - (T(x) - (0.05)) + T(x) - (P(x) - 0.03) » L2 =
= —0.05-P(x)-T(x)+0.03-P(x)-T(x)
dgf)=-—ooz-fwx)-7(x)
Disminuye un 2% anual.
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AUTOEVALUACION
1. Indica cudl de las siguientes expresiones es la definiciéon de derivada de una funcionen x=a:
a) lim M b) lim fe)-f(a) C) lim fla+h)-f(a) d) lim f(b+h)—f(b)
box  b-x x-0  X-a h—0 h h=0 h

Respuesta: c)

2. Laderivadadey = vVx (x — 1) enx=1es:

a)0 b)% o1 d) 2
_ Vi+h(1+h-1)—(V1(1-1)
y'(1)=limM=lim( ( ))=1im—“+""= T+0=1
h—0 h h—0 h h>0 h

Respuesta: c)

. x2+1
3. Laderivadadey = -— enx=es
x°>+3
15 10 16 1
a=  b)—— )—— d);
11 25 121 3
(2+h)%+1 2241 (4+4h+h2+1)+1 241 4h+h?+5 5
lim (2+h)3+3 2343 __ lim (8+12h+6h2+h3)+3 8+3 lim (11+12h+6h%+h3) 11
h-0 h h—0 h h—0 h
11(4h+h?+5)-5(11+12h+6h%+h3)
— lim 11(11+12h+6h2+h3) — i 11h?+44h+55—-5h3-30h2—60h—55
h—0 h h—0 h'11(11+12h+6h2+h3)
—-5h3-19h?16h- : h(-5n?-19h—16)
= lim = lim =
h—0h11(11+12h+6h2+h3) h—0 h-11(11+12h+6h%2+h3)
(-5n2-19h-16) 16 16
= lim = — = — —
h—0 11(11+12h+6h2+h3) 11-11 121

Respuesta: c)

4. La derivada de y = e* *3 es:
a)y =2x - eX’¥3 b)y =2(e*)?- e )y =3+e* - 2x d)y = 2e*
y = eX?+3 y = (ex2+3)(2x)

Respuesta: a)

5. La derivada y = sen(x®) es:
a)y” = 3(sen ()" (cos (x)%) b) y* = cos (x*) - 3x?
c)y = cos (x3) - sen(3x?) d)y” = 3(sen(x))? - (cos (x))
y =senx® - y = 3x? - cosx3

Respuesta: b)

6. La ecuacion de la recta tangente de la grafica de la funcion y =5 + 2x + 3x2 - 2x3en X = 1 es:

aJy=-2x—6 b)y=x+8 cJy=2x+6 dy=2x+8
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y=—6x2+6x+2 > y(1)=—6(1)2+6(1)+2 =2; y(1)=5+2:1+3.12-2.13=8

y=8+2x—-1)-»>y=8+2x—2 > y=2x+6
Respuesta: c)

7. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcidon y = 3x2 - 2x3en X = 0 es:
a)y=2x+3 b)y=x+8 c)y =6x dy=0

y =—6x?2+6x - y'(0)=-6(02+6(0)=0 ; y0)=3-02-2:03=0

y=0+0x—-0)—-y=0
Respuesta: d)

8. Lafunciony =3x*-5x3+2x2—x+1lenx=1es:
a) creciente b) decreciente c) alcanza un minimo d) alcanza un maximo

Yy =12x3 —15x2 +4x—1 - y’'(1) =12 (1)3 =15 (1)2 +4 (1) =1 =0
y°(0) =12 (0)3 —15(0)2+4(0)—1<0 ; y(2)=12(2)3-12(2)2+4(2)-1<0

Decrecimiento: (—o0,1)  Crecimiento: (1, )
Respuesta: c) alcanza un minimo

9. Si la derivada de una cierta funcién es: y’ = (X — 4) X entonces los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de dicha funcion son:
a) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente

b)x < 0, decreciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
c)x <0, creciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
d) x < 0, creciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, decreciente
fx)=x(x—4)-> x(x—4)=0->x=0x=4
f'(-10) = (—-10)(-10—-4)>0 ; f(1)=1)A-4)<0 ; f(10) = (10)(10—-4) > 0

La funcidn es creciente en (—o0,0) U (4, ) La funcidn es decreciente en (0,4)
Respuesta: d)

10. La funcién y = 3x2 — 2x3 alcanza los siguientes maximos y minimos:
a)(0,0) maximo y (1,1) minimo b) (—1,5) maximo y (1,1) minimo
c) (6,—324) minimo y (1, 1) maximo d) (0,0) minimo y (1,1) maximo
y=3x2-2x3 >y =6x—-6x2=0;x=1 x=0
y'(=10) = 6(—10) — 6(=10)2 < 0 ; y'(0,5) = 6(0,5) — 6(0,5)2 >0 ;
y'(10) = 6(10) — 6(10)2 < 0
Decreciente: (—o,0) U (1, ) Creciente: (0,1)

x =0 minimo f (0) =0 , (0,0) ; x=1maximof(1)=1 , (1,1)
Respuesta: d)
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Estadistica

1. ESTADISTICA DESCRIPTIVA UNIDIMENSIONAL

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Completa los datos que faltan en la tabla.

Xi |ni| fi | Ni| Fi
10 | 2 | 0.05|2 |0.05
13 14| 01 |6 |0.15
16 16 | 0.4
19 | 15

22 | 6 | 0.15 (37 |0.925
25

Como la frecuencia acumulada para el valor 13 es 6 y para el valor 16 es 16, tenemos que la frecuencia
absoluta del valor 16 es: 16 — 6 = 10.

Como la frecuencia absoluta del valor 10 es 2 y su frecuencia relativa es 0.05, 2/n =0.05, n =2/0.05 = 40

La frecuencia absoluta de 25 es: 40-37 =3

Las frecuencias relativas que faltan son: 10/40 =0.25; 15/40=0.375; 3/40 = 0.075

Ya podemos completar la tabla:

2. Completa los datos ¢

n =200y n1 =60, por tanto, f; = 60/200 = 0.3

Xi | ni| fi N; Fi
10 | 2 | 0.05 2 0.05
13 | 4 0.1 6 0.15
16 | 10| 0.25 16 0.4
19 [ 15| 0.375 | 31 0.775
22 | 6| 0.15 | 37 0.925
25 | 3| 0.075| 40 1

ue faltan en la tabla.

(Ll | ni| fi | Ni
[0, 20[ | 60 60
[10, 20[ 0.4
[20,30[ | 30 170
[30, 40[ 0.1
[40, 50] 200

f,=04, .., n2=0.4-200 =80, de donde, N, = 60 + 80 = 140

n=200y n3=30, .., f3=30/200 = 0.15

f4=0.1, .., ns=0.1-200 =20, de donde, N4 =170 + 20 = 190

N4 =190y Ns =200, luego, ns =200-190 =10, y fs=10/200 =0.05

La tabla quedaria:
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[ L n; fi Ni
[0, 10[ 60 0.3 60
[10, 20[ 30 0.4 140
20, 30 30 0.15 170
[30, 40[ 20 0.1 190
[40, 50] 10 0.05 200

3. Clasifica las siguientes variables como cualitativas o cuantitativas, y estas ultimas como continuas o
discretas.

a) Intencién de voto de un partido

b) Nimero de correos electronicos que recibes en un mes.

c) Numero de calzados.

d) Numero de kildémetros recorridos en fin de semana.

e) Marcas de cerveza

f) Nimero de empleados de una empresa

g) Altura

h) Temperatura de un enfermo.

Cualitativas: a) y e); Cuantitativas discretas: b), c) y f); Cuantitativas continuas: d), g) y h).

4. Muchas personas que invierten en bolsa lo hacen para conseguir beneficios rapidos, por ello el tiempo
que mantienen las acciones es relativamente breve. Preguntada una muestra de 40 inversores habituales
sobre el tiempo en meses que han mantenido sus ultimas inversiones se recogieron los siguientes datos:
10.5 11.2 9.9 15.0 11.4 12.7 16.5 10.1 12.7 11.4 11.6 6.2 7.9 8.3 10.9 8.1 3.8 10.5 11.7 8.4 12,5
11.2 9.1 10.4 9.1 134 12.3 59 11.4 8.8 7.4 8.6 13.6 14.7 11.5 11.5 10.9 9.8 12.9 9.9 Construye
una tabla de frecuencias que recoja esta informacion y haz alguna representacién grafica.

Tiempo (meses) | [3,5) | [5,7) | [7,9) | [9, 1) | [11,13) | [13, 15) | [15, 17)

Frec. Abs. 1 2 7 11 14 3 2

360°: 40 = 9° 3 5)

m[5 7)
[3,5)..1-9°=9° m[7,9)
[5,7)...2-9° = 18°
[7,9)..7-9° = 63° (5, 11)
[9, 11) ... 11 - 9° = 99° m[11, 13)
[11, 13) ..14-9°=126° m[13, 15)
[13, 15) .. 3 - 9° = 27°

[15, 17)

[15,17) .2 - 9° = 18°

5. Investigados los precios por habitacion de 50 hoteles de una provincia se han obtenido los siguientes
resultados. 70 30 50 40 50 70 40 75 80 50 50 75 30 70 100 150 50 75 120 80 40 50 30 50 100
30 40 50 70 50 30 40 70 40 70 50 40 7010075 70 80 75 70 75 80 70 70 120 80. Determinar:
a) Distribucidn de frecuencia de los precios, sin agrupar y agrupando en 5 intervalos de la misma
amplitud.
b) Porcentaje de hoteles con precio superior a 75.
c) éCudantos hoteles tienen un precio mayor o igual que 50 pero menor o igual a 100?
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d) Representa graficamente las distribuciones del apartado a).
a)

30 [40 |50 |60 |70 |75 |80 |90 [100 | 120 | 150

5 |7 |10 |0 |11 |6 5 |0 |3 2 |1

30-54 94 -78 78-102 102- 126 126 - 150
22 17 8 2 1

b) Con un precio superiora 75 hay: 5+ 0+ 3 + 2+ 1 =11 hoteles, 11/50 = 0.22 = 22%

c)Hay10+0+11+6+5+0+3=35.
d) Gréficas

Precios por habitacion Precio habitaciones
12

20

15

[
1
4 I I
0 I I |
30 40 50 60 70 75 80

90 100 1200 150 m30-54 m54-78 W7B-102 w102-126 m126-150

5

X
”

=

6. El gobierno desea saber si el niimero medio de hijos por familia ha descendido respecto a la década
anterior. Para ello se ha encuestado a 50 familias respecto al niimero de hijos y se ha obtenido los datos
siguientes.24231242302223262322323343345203 212322314
232433221.

a) Construye la tabla de frecuencias con estos datos.

b) ¢ Cuantas familias tienen exactamente 3 hijos?

c) ¢Qué porcentaje de familias tienen exactamente 3 hijos?

d) éQué porcentaje de familias de la muestra tiene mas de dos hijos? ¢Y menos de tres?

e) Construye el grafico que consideres mas adecuado con las frecuencias no acumuladas.

f) Construye el grafico que consideres mas adecuado con las frecuencias acumuladas.

a)
N° Hijos 0 1 2 3 4
Fr. Abs. 2 4 22 14 6 1 1
b) 14
c) 14/50=0.28 = 28%
d)14+6+1+1=22, masdedos hijos: 22/50=0.44 = 44% ;
22+4+2=28, menos de tres hijos: 28/50 = 0.56 = 56%.
e)

25

20

15

10
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f)

60
50

40 r
o e
20 /

10 I/‘

7. En un hospital se desea hacer un estudio sobre los pesos de los recién nacidos. Para ello se recogen los
datos de los 40 bebes y se tiene: 3.2 3.7 4.2 4.6 3.7 3.0 2.9 3.1 3.0 4.5 4.1 3.8 3.9 3.6 3.2 3.5 3.0
2.5 2.7 2.8 3.0 4.0 45 3.5 3.5 3.6 29 3.2 4.2 43 4.1 4.6 4.2 45 4.3 3.2 3.7 2.9 3.1 35

a) Construye la tabla de frecuencias.

b) Si sabemos que los bebes que pesan menos de 3 kilos lo hacen prematuramente ¢{Qué porcen-

taje de nifios prematuros han nacido entre estos 40?

c) Normalmente los nifios que nacen prematuros que pesan mas de 3 kilos y medio no necesitan

estar en incubadora. ¢{Puedes decir que porcentaje de nifios estan en esta situacion?

d) Representa graficamente la informacion recibida.

Peso (kg) (2, 3] (3, 4] (4, 5]
Fr. Abs. 10 17 13
b) Hay 6 bebés que pesan menos de 3 kg, 6/40=0.15=15%.

c) Hay 20 bebés que pesan mas de 3.5 kg, 20/40 = 0.5 = 50%

m (2, 3]
H (3, 4]
(4, 5]

8. En una finca de vecinos de Benicasim, se retinen la comunidad de vecinos para ver si contratan a una
persona para que les lleve la contabilidad. El resultado de la votacion es el siguiente: 25 vecinos a favor de
la contratacion, 15 vecinos en contra y 5 vecinos se abstienen. Representa la informacion mediante un
diagrama de sectores.

M A favor
M En contra

Se abstienen

9. Se toman ocho mediciones del diametro interno de los anillos para los pistones del motor de un auto-

movil. Los datos en mm son: 74.001 74.003 74.015 74.000 74.005 74.002 74.005 74.004 Calculala
media y la mediana de estos datos. Calcula también la varianza, la desviacion tipica y el rango de la mues-
tra.
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Media: (calculadora) 74.004 mm
Mediana: 74.000 74.001 74.002 74.003 74.004 74.005 74.005 74.015

Como hay 8 valores hallamos la media de los dos intermedios: (74.003 - 74004)/2 = 74.0035
Varianza: (calculadora) 0.00002.
Desviacion tipica: (calc.) 0.00466.
Rango: 74.015 - 74.000 = 0.015

10. Dada la distribucion de datos 38432 384343 38436 38438 38440 con frecuencias 4, 8, 4, 3, 8, halla

la media de la distribucion.

Datos (xi) 38432 384343 38436 38438 38440
Frecuencias (fi) 4 8 4 3 8
xi*fi 153728 3074744 153744 | 115314 307520

n=27,

suma de x; - fi=3 805 050; Media = 3805050/27 = 140 927.78

11. Ladistribucidn de los salarios en la industria turistica espafola es la que figura en la tabla. Calcula:
a) El salario medio por trabajador (marcas de clase del ultimo intervalo 20000)

b) El salario mas frecuente.

c) El salario tal que la mitad de los restantes sea inferior a él.

[Z, L{ n;
[0,1500] 2145
[1500, 2000] 1520
[2000, 2500] 840
[2500, 3000 955
[3000, 3500] 1110
[3500, 4000] 2342
[4000, 5000] 610
[5000, 10000] 328
>10000 150
a) Escribimos la tabla con las marcas de clase para introducir los datos en la calculadora
xi | 750 1750 | 2250 | 2750 | 3250 | 3750 | 4500 | 7500 | 20000
ni | 2145 | 1520 | 840 | 955 | 1110|2342 |610 |328 | 150

Media (calc.): 2646€

b)

c)

Moda: 3750€

Escribimos la tabla con las frecuecias absolutas acumuladas

Xi

750 | 1750

2250

2750 | 3250

3750

4500

7500

20000

nj

2145 | 1520

840

955 | 1110

2342

610

328

150

N;

2145 | 3665

4505

5460 | 6570

8912

9522

9850

10000

El 50% es 5000, que corresponde, aproximadamente a 2500€

12. Calcula la mediana, la moda, primer y tercer cuartil y nonagésimo percentil de la distribucion:
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Xi n;j
5 3
10 7
15 5
20 3
25 2

Escribimos la tabla con las frecuencias absolutas acumuladas

Xi |5]10| 15|20 | 25
ni|3|7|5]|3|2
Ni|3[10 15|18 |20

Mediana: 20/2 = 10, al ser un nimero par de datos, (10 + 15)/2 = 12.5
Moda: 10.

Primer cuartil: 20/4 = 5, aproximadamente, 7.5

Tercer cuartil: (20/4)-3 = 15, seria, 15.

Percentil noventa: (20/100)-90 = 18, seria, 20.

13. Se han disefiado dos unidades gemelas de plantas pilotos y han sido puestas en funcionamiento en
un determinado proceso. Los resultados de los diez primeros balances en cada una de las unidades han
sido los siguientes:

Unidad A 97.8 98.9 101.2 98.8 102.0 99.0 99.1 100.8 100.9 100.5

Unidad B 97.2 100.5 98.2 98.3 97.5 99.9 97.9 96.8 97.4 97.2

a. Haz una representacion grafica de estas muestras.

b. Determina las medias y las varianzas.

a.
103 Unidad A
102 /\ Unidad B
101
gg -
98
97 vh

96
95

b. Introducimos los datos en la calculadora y obtenemos:

Media Varianza
Unidad A 99.9 1.8
Unidad B 98.09 1.5

14. En cierto barrio se ha encontrado que las familias residentes se han distribuido, segtin su composicion
de la forma siguiente:

Composicion N2 de familias
0-2 110
2-4 200
4-6 90
6-8 75
8-10 25
12 Bachillerato CC.SS.. Capitulo 6: Estadistica. RESPUESTAS
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a. ¢Cual es el nimero medio de personas por familia?

b. ¢Cudl es el tamaiio de la familia mas frecuente?

c. Sisolo hubiera plazas de aparcamiento para el 75 % de las familias y estas se atendieran
por familias de mayor tamafio a menor, ¢qué componentes deberia tener una familia para en-
trar en el cupo?

d. Numero de miembros que tienen como maximo el 85 % de las familias.

Escribimos la tabla con las marcas de clase para poder introducir los datos en la calculadora

o 0 T o

(Calculadora) Media: 3.82

Composicion |0-2 |2-4(4-6|6-8|8-10
Xi 1 3 5 7 9
ni 110 | 200 | 90 75 25
N; 110 | 310 | 400 | 475 500

2 — 4 miembros.
(500/100)-75 = 375, entre 4 y 6, unas 5 personas.
(500/100)-85 = 425, menos de 7 personas.

15. Al lanzar 200 veces un dado se obtuvo la siguiente distribucion de frecuencias.

Xi

1

2

3

4

5

6

ni

a

32

35

33

b

35

Halla la mediana y la moda de la distribuciéon, sabiendo que la media aritmética es 3.6.

Escribimos la tabla con los productos n; - x;

Xi 1 2 3 4 5 6

ni a 32 35 33 b 35

ni X a 64 105 132 5b 210
Sabemos que el total es 200: a +32+35+33+b +35=200, ...... a+b=65

Por otra parte, Media = (a + 64 + 105 + 132 + 5b + 210)/200 = 3.6, despejando, a + 5b =209

Restamos las ecuaciones: 4b =144, luego b=36 y a+36=65 a=29.
Nos queda la tabla con frecuencias acumuladas:
Xi 1 2 3 4 5 6
N 29 32 35 33 36 35
Ni 29 61 9% 129 165 200

La moda es 5. La mediana es 3.1.

Mediana: 200/2 = 100, como para 3 la acumulada es 96, la mediana es aproximadamente, 3.1
Moda: es el 5.

16. Los siguientes datos son medidas de la capacidad craneal de un grupo de hominidos:
84, 49, 61, 40, 83, 67, 45, 66, 70, 69, 80, 58, 68, 60, 67, 72, 73, 70,
57,63,70, 78,52, 67, 53, 67,75, 61, 70, 81, 76, 79, 75, 76, 58, 31.
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Calcula la media y la mediana muestrales.

Halla los cuartiles primero y tercero.

Halla los percentiles cincuenta y noventa.

Calcula el rango muestral.

Calcula la varianza muestral y la desviacion estandar muestral.

Hay 36 datos, el menor valor es 31 y el mayor 84, 84 — 31 =53 que es el rango, como 7% = 49
Creamos 7 intervalos de amplitud 8, 8 -7 =56.

Capacidad | 30-37 | 38-45|46-53 | 54-61|62-69 | 70—77 | 78-85
Xi 33.5 41.5 49.5 57.5 65.5 73.5 81.5
ni 1 2 3 5 9 10 6
Ni 1 3 6 11 20 30 36
a) (Calculadora) Media: 65.86; Mediana: 36/2 =18, préximo a 69 (acumulada 20) 68.
b) Cuartil primero: 36/4 =9, 59. Cuartil tercero: (36/4)-3 =27, 75.
c) Percentil cincuenta = mediana = 68. Percentil noventa: (36/100)-90 =32.4, 79.5
d) Rango:53.
e) (Calculadora) Varianza = 72; Desviacion tipica: 12.16

17. Los siguientes datos proceden de un estudio de contaminacién del aire.

6.5 2.1 4.4 4.7 5.3 2.6 4.7 3.0 4.9 8.6 5.0 49 4.0 3.4 5.6 4.7 2.7 2.4
2.7 22 5.253 47 6.84.1537.6242146433.04.16.14.2

a) Construye un histograma.

b) Determina los cuartiles.

c) Calcula la media y la desviaciodn tipica.

Hay 35 datos, el menor valor es 2.1y el mayor 8.6, 8.6 —2.1 = 6.5 es el rango; como 82 = 64
Creamos 8 intervalos de amplitud 0.8, 8-0.8=6.4

Contaminacion | 2.1-2.8|29-3.6 | 3.7-44 | 45-52|53-6.0 | 6.1-68 | 6.9-7.7 | 7.8—-8.6
Xi 2.45 3.25 4.05 4.85 5.65 6.45 7.3 8.2
n; 8 3 6 9 4 3 1 1
Ni 8 11 17 26 30 33 34 35

Contaminacion aire

[ O R A - - I

H21-28mM29-36M37-44 m45-52 m53-6.0 M6.1-68 M69-77 M7E-86
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b) Cuartil 1: 35/4=8.75, 3.0; Mediana:35/2=17.5, 4.6; Cuartil 3: (35/4):3=26.25, 5.3
c) (Calculadora) Media: 4.4; Desviacion tipica: 1.6

2. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL. 3. COVARIANZA

18. Los datos siguientes son las calificaciones obtenidas por 24 estudiantes de un grupo de 25 de 12 de
bachillerato en las asignaturas de Matematicas y Lengua.

Matematicas| 4 | 5|56 |77 |7|7|7|7)|8| 8
Lengua 3(5(6(77|7|7(8(8|8|7|7
Matematicas| 8 ([ 8 [ 8| 8(9(9(9|9]9(10/ 9|8
Lengua 8/8|8|8[8|8|8(10/10(/10/ 9|9

a) Escribe la tabla de frecuencias conjunta.

b) Proporcion de estudiantes que obtiene mas de un cinco en ambas asignaturas, proporcion de
estudiantes que obtiene mas de un cinco en Matematicas, proporcion estudiantes que ob-
tiene mas de un cinco en Lengua.

c) ¢Sonindependientes las calificaciones de Matematicas y Lengua?

d) Representa graficamente.

e) Calcula el coeficiente correlacion.

a)

M/L |3 5 |6 |7 |8 |9 10

4 1 0 0 0 0 0 0

9 0 0 0 0 3 1 2

10 |0 0 0 0 0 0 1

b) Mas de un cinco en ambas: 21 de 24, 21/24 = 0,88 = 88%
Mas de un cinco en Matematicas: 21 de 24, 88%
Mas de un cinco en Lengua: 22 de 24, 22/24 =0,92 = 92%
c) No son independientes, estan muy relacionadas.
d) Gréfica:

Calificaciones
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e) (Calculadora, hoja de célculo) Coeficiente de correlacion = 0.87, dependencia positiva fuerte.

19. Para realizar un estudio sobre la utilizacion de una impresora en un determinado departamento, se
midié en un dia los minutos transcurridos entre las sucesivas utilizaciones X y el nimero de paginas

impresas Y, obteniéndose los siguientes resultados.
X |9 9 4 | 6 8 9 7 6 9 9 9 9 9 10 |9 15(10|12 |12 | 10| 10 | 12 | 10 | 10 | 12 | 12
Y |3 8 3 8 3 8 8 8 3 8 12 (12|20 | 8 2 |8 8 20 | 8 8 [ 12 |8 20 (20| 3 3

a) Escribe la distribucién de frecuencias conjunta. Porcentaje de veces que transcurren mas de

nueve minutos desde la anterior utilizacidn y se imprimen menos de doce paginas. Nimero
de veces que se imprimen menos de doce pdaginas y transcurren nueve minutos desde la uti-
lizacion anterior.

b) Frecuencias marginales. Veces que se imprimen como mucho doce paginas. Nimero de pagi-
nas que se imprimen en el 80 % de las ocasiones.

¢) Calcula la distribucién del nimero de paginas impresas condicionada a que han transcurrido
nueve minutos entre sucesivas utilizaciones.

d) Dibuja el diagrama de dispersion.

a) Tabla conjunta

Y\X [4/6|7 8910|1215 | totales
3 1/0(0|2(2|0|2]0O0 6
8 0(2(1|]0(3] 3|21 12
12 0j0jo0ojoj2(1,0/|0
20 o(ojoj0|2|2|1|0
totales |1 (21196 |5 |1 26

Y\X | 10|12 | 15 | totales
3 0|20 2
8 31211 6
totales | 3 | 4 | 1 8

Mas de 9 minutos y menos de 12 paginas:
8/26 =0.35=35%

Y\X |9 | totales
3 2 2 Menos de 12 paginas y transcurren 9 minutos:
8 3 3 5 veces
totales | 5 5
b) Frec
Y | Frec. Como mucho 12 paginas:
3 6 6+12+3=21veces
8 12 X |4/6/7|8/9|1012 |15 total
12 3 Frec. |[1|2(1]|1]9|6 |5 |1 26 N2 de paginas en el 80%
20 | 5 y/26=0.8, y=0.8-26=20.8
total | 26 se imprimen 20.8 paginas
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c) Distribucion del nimero de paginas impresas condicionada a que han transcurrido nueve minutos
entre sucesivas utilizaciones

Y\X |9
3 2
8 3
12 2
20 |2
total | 9
d)

25

20 0 —

15

o
10
*e ¢0 o ¢

° ¢ oo o

0 T

0 5 10 15 20

20. Las estaturas de los 30 niiios nacidos en una maternidad durante una semana fueron los siguientes:
Estatura| 50 51 53 50 51 48 50 49 52 52 49 50 52 51 52
Peso | 32 {41 |45 (30 |36 (29 (38 |38 [36 |39 |30 (38 |41 |35 |40

Estatura| 49 50 |51 52 |53 52 52 |51 50 |51 54 |50 |51 51 51
Peso |31 (33 (39 |37 |41 |42 |35 (38 |36 |34 |46 |35 (36 |31 |40

a) Construye una tabla de doble entrada, agrupando los pesos en intervalos de 0.5 kg.
b) ¢Es la estatura independiente del peso?

a)

w

3.5 4 4.5
10 12 2

Estatura
Peso

[+

b) Calculamos el coeficiente de correlacion = 0.75, la estatura depende del peso.

21. En el examen de una asignatura que consta de parte tedrica y parte practica, las calificaciones de
nueve alumnos fueron:

Teoria |5|7|6(9(3|1/2|4|6
Practica |6 (5|8 |6 (4|2|1|3|7
Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacidn lineal. Dibuja la nube de puntos. Comenta los re-
sultados.

e Covarianza=4.04
e Coeficiente de correlacion lineal = 0.76
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10
8 &
¢

b
4 3 * *
2

_‘.
0 d

0 5 10

e Hay una correlacién positiva pero no muy fuerte

22. Se desea investigar el ganado caprino y el ganado ovino de un pais. En la tabla de doble entrada ad-
junta se presentan los resultados de un estudio de 100 explotaciones ganaderas, seleccionadas alea-
toriamente del censo agropecuario. Se proporcionan las frecuencias conjuntas del nimero de cabezas
(en miles) de cabras X y ovejas Y que poseen las explotaciones.

X/Y 0 1 2 3 4
0 4 6 9 4 1
1 5 10 7 4 2
2 7 8 5 3 1
3 5 5 3 2 1
4 2 3 2 1 0

a) Halla las medias, varianzas y desviaciones tipicas marginales.

b) Halla el nimero medio de ovejas condicionado a que en la explotaciéon hay 2000 cabras.

c) Halla el numero medio de cabras que tienen aquellas explotaciones que sabemos que no tie-
nen ovejas.

d) Halla la covarianza y el coeficiente de correlacion entre ambas variables.

a) MediaX=1.76; MediaY =1.56; VarX=1.38; VarY=1.53; s(X)=1.18; s(Y)=1.24
b) X =2000 cabras; Media de ovejas: 31/24 = 1.29, es decir, una media de 1290 ovejas

OvejasY |0 1(2(3 |4

ny |7/8[5][3]1

c) Y =0 ovejas; Media de cabras: 42/23 =1.83, es decir, una media de 1830 cabras.

CabrasX |0|1(2|3|4

ny |4|5|7|5]|2

d) Cov(X, Y)=-0.898, depencia negativa. Coeficiente de correlaciéon =-0.61

23. El volumen de ahorro y la renta del sector familias en millones en euros constantes de 2005 para el
periodo 2005-2014 fueron.

Aiios 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

Ahorro| 1.9 1.8 2.0 21 1.9 2.0 2.2 23 2.7 3.0

Renta 20.5 20.8 21.2 21.7 22.1 223 22.2 22.6 23.1 23.5

a) Recta regresion del ahorro sobre la renta.
b) Recta de regresion de la renta sobre el ahorro.

12 Bachillerato CC.SS.. Capitulo 6: Estadistica. RESPUESTAS
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c) Para el afo 2015 se supone que la renta era de 24.1 millones de euros. écual sera el ahorro
esperado para el aiio 2015?
d) Estudiar la fiabilidad de la prediccion anterior.

a) Ahorrosobrelarenta:y=0.11x+1.59 (x =renta, y=ahorro)

Ahorro| 1.9 1.8 2.0 2.1 19 2.0 2.2 23 2.7 3.0
Renta 20.5 20.8 21.2 21.7 22.1 223 22.2 22.6 23.1 235

b) Renta sobre el ahorro: y=0.314x + 20.27 (y = ahorro, x=renta)

c) Conocemos larenta = 24.1, deseamos predecir el ahorro, en el apartado a) y =0.11x + 1.59
sustituimos, y=0.11-24.1 + 1.59 =4.23

d) Calculamos el cuadrado de coeficiente de correlacion: r? = 0.75, es bastante fiable.

24. Se midio el tiempo en segundos que tardaron en grabarse los mismos 24 ficheros en un lapiz USB X y
en un disco duro exterior Y.

X 1.2 1 11 | 05 11 | 15 1 14 14 | 13 | 04 | 03

Y 13 11 12 | 04 | 12 | 14 | 11 1.6 16 | 15 | 04 | 03

X 0.3 15 14 | 11 12 | 1.2 | 04 | 05 13 | 15 12 | 0.2

Y 0.3 16 | 13 | 11 13 | 11 | 04 | 04 14 | 16 | 09 | 03

a) Construye la tabla de frecuencias conjunta. ¢ Cual es el porcentaje de ficheros que tardan menos

de 1.5 segundos en el primer tipo y mas de 1.4 en el segundo? ¢ Cuantos ficheros tardan en gra-
barse entre 0.6 y 1.2 segundos en el primer tipo de memoria? ¢Cudnto tiempo tardan como mu-
cho en gravarse al menos el 90 % de los ficheros en el segundo tipo de memoria?

b) Halla la tabla de frecuencias condicionadas de los tiempos del segundo tipo de memoria de
aquellos programas que tardaron 1.2 en el primer tipo de memoria. ¢{Cual es la proporcion de
estos programas que tardan en grabarse mas de 1.5 segundos en el segundo tipo de memoria?

c) Representa graficamente los datos y comenta el resultado obtenido.

d) Siun fichero tarda 0.8 segundos en grabarse en el primer tipo de memoria, ¢ cuantos segundos
tardara en grabarse en el segundo tipo? Dar una medida de fiabilidad. ¢ Confirma esta medida lo
comentado en el apartado c)?

a) Tabla conjunta

Y/X|02|03(04|05|1|1.1|12|13[14|15
03 |1 2
0.4 2 2
0.9
1.1 2
1.2
13 2 1
1.4 1 1
1.5
1.6 2 2
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e Menosdel.5enXymasde 1.4 enY, hay 3 ficheros, 3/24=0.125=12.5%

Y/X| 13|14 |15
14 |1 1
15 |1

1.6 2 2

e Entre0.6y 1.2 enX, hay9 ficheros, 9/24=0.375=37.5%

Y/X|1]11|1.2
0.3
0.4
0.9
1.1 |2
1.2
1.3 2
1.4
1.5
1.6
e 0.9-24=21.6, calculamos la tabla de frecuencias absolutas y acumuladas de Y
Y | ni| Ni
033
04 |4
091 Aproximadamente 1.54 segundos, es decir,
1.1 4 |12 el 90% de los archivos tardan como mucho
1.2 2 |14 1.54 segundos en grabarse en el segundo
133 |17 dispositivo.
14| 2|19
15120
16| 4|24

b) Tabla de frecuencias condicionadasa X=1.2
Y/X | 1.2
0.3
0.4
0.9
1.1
1.2
1.3 |2
14
1.5
1.6
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Programas que tardan en grabarse mas de 1.5 segundos en el segundo tipo de memoria

Y/X |{02|/03(04|05/1(1.1|12|13|14|15
<151 2 2 2 2|3 4 |2 1 1
1.6 2 2

Hay 4 programas, 4/24 =0.166 = 16.6%

18
16

14 -
12 -+
1 -

038

y =1,0586x-0,0252

06 -

04

R?=0,9399

02 -
D +

0

ot

0,5

1

15

2

La correlacidn es alta y positiva, los ficheros que tardan mdas en grabarse en el USB también tar-

dan en el disco duro y viceversa.

d) Larecta de regresidén de Y sobre x es: y = 1.0586x — 0.0252, sustituimos
y =1.0586 - 0.8 —0.0252 =0.82
La fiabilidad es RZ = 0.9399, muy alta.
Se confirma lo comentado en el apartado c)

25. De un muelle se cuelgan pesos y obtenemos los alargamientos siguientes:

Peso gr X

0

10

30

60

20

120

150

200

250

350

Alargamientocm Y

0

0.5

1

3

5

6.5

8

10.2

12.5

18

Encuentra la recta de regresion de Y sobre X y estima el alargamiento que se conseguira con pesos
de 100 y 500 gr. ¢Cual de las dos estimaciones es mas fiable?

Recta de regresidon: y = 6.5 + (596/12871)(x -126 ) = 0.05 x — 0.64;

Para 100 gr: y= 0.05-100-0.64=3.77cm

Para 500 gr: y=0.05-500-0.64=21.42 cm.
Es mas fiable para 100 gr por estar dentro de los datos que tenemos, en la grafica podemos observar

gue al aumentar los pesos la curva se va alejando de la recta de regresién.

20

15

10

/

T T T T T T T T 1
10 30 60 90 120 150 200 250 350
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26. La tabla siguiente muestra el niimero de gérmenes patégenos por centimetro cubico de un determi-
nado cultivo segun el tiempo transcurrido.

Nimerodehoras X | 0 |1 |2 |3 |4 |5

Nimero de gérmenes Y | 20 | 26 | 33 | 41 | 47 | 53

a) Calculala recta de regresion para predecir el nUmero de gérmenes por centimetro cubico en

funcion del tiempo.
b) éQué cantidad de gérmenes por centimetro cubico es previsible encontrar cuando transcu-
rran 6 horas? ¢Es buena esta prediccion?
a) Introduciendo los datos en la calculadora obtenemos: y = 6.7x + 19.8
b) Sustituimos:y=6.7 - 6 +19.8 = 60.
El coeficiente de correlacidn es positivo y muy alto, por tanto, la prediccién es buena.

60

40 s/

y=6,7429x+19,81
R2=0,9979

20

27. En un depésito cilindrico, la altura del agua que contiene varia a medida que pasa el tiempo segtin los
datos recogidos en la tabla:

Tiempo: h 8 22 27 33 50

Altura: m 17 14 12 11 6

a) Encuentra el coeficiente correlacion entre el tiempo y la altura. Da una interpretacion de él.

b) éQué altura se alcanzara cuando hayan transcurrido 40 horas?
¢) Cuando la altura alcanza 2 m suena una alarma. ¢ Cuanto tiempo tiene que pasar para que
suene la alarma?
a) Coeficiente de correlacidon =-0.9965.
Es negativo y muy alto, por tanto a mas tiempo menor altura y viceversa.
b) Larectaderegresiénes:y=-0.2632x + 19.37
Sustituimosy =-0.2632-40 +19.37=8,8m
c) Como el coeficiente de correlacién es muy alto, las rectas Y/X y X/Y practicamente van a coincidir,

por lo que podemos sustituir 2 en la recta obtenida, 2 =-0.2632x+ 19.37; x=66nh
20

15 \

) \\‘\
y=-0,2632x+19,37
R2=0,993
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28. La evolucion del IPC (indice de precios al consumo) y la tasa de inflacion en los meses indicados de un
determinado afo, va a ser:

Enero | Febrero | Marzo Abril Mayo Junio
IPC 0.7 11 1.7 2 1.9 1.9
Tasa inflacion 6 6 6.3 6.2 5.8 4.9

a) Representa la nube de puntos.
b) Calcula el coeficiente de correlacion entre el IPC y la tasa de inflacion.
c) ¢éSe puede estimar la tasa de inflacion a partir del IPC?

a)

7
6,5
6 ® @

55

5
L2
45

a

0 0,5 1 15 2 25
b) Coeficiente de correlacion =-0.24
c) No esfiable, pues el coeficiente de correlacidon es muy bajo, en valor absoluto, cerca de 0.
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Estadistica

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. ESTADISTICA DESCRIPTIVA UNIDIMENSIONAL
1. Se conoce el volumen semanal de residuos sélidos recogidos en m? durante 10 semanas, en un muni-
cipio pequeiio: 25.5, 27.1, 31.8, 34.2, 38.9, 21.3, 28.7, 33.2, 36.5, 39.6
Calcula:
a) Las medidas de centralizacion: la media, mediana, moda

b) Las medidas de dispersion: desviacion tipica, varianza, coeficiente de variacion, valor mini-
mo, valor maximo, recorrido, primer cuartil, tercer cuartil e intervalo intercuartilico.
¢) Haz una representacion grafica en serie temporal, que permita observar tendencias, ciclos y
fluctuaciones. Recuerda que, en una serie temporal, en el eje de abscisas esta el tiempo de
observacion y en el eje de ordenadas la magnitud de observacion.
a) Media: (25.5+27.1+31.8+34.2+38.9+21.3+28.7+33.2+36.5+39.6)10=31.68 m3
Mediana: 21.3, 25.5, 27.1, 28.7, 31.8, 33.2, 34.2, 36.5, 38.9, 39.6

(31.8+33.2)2=325

Moda: no hay, todos los valores se presentan solo una vez.
5.99

b) Desviacidn tipica = 5.99; Varianza = 35.8; Coeficiente de variacion = Iico =0.19,

Valor minimo =21.3; Valor maximo = 39.6; Recorrido: 39.6 —21.3 =18.3
Primer cuartil: 10/4 = 2.5, (27.1 + 25.5)/2 = 26.3; Tercer cuartil: (10/4)-3=7.5, (34.2 + 36.5)/2 =35.4
Rango intercuartilico: 35.4 —26.3=9.1

Residuos sélidos

45

40 -
35 +
30 -
25 +

20
15 +
10

2. Una compaiiia de seguros desea establecer una pdéliza de accidentes. Para ello, selecciona al azar a
100 propietarios y les pregunta cuantos euros han gastado en reparaciones del automavil. Se han

agrupado en intervalos los valores de la variable obtenidos:
Euros [0,100) | ([100, 200) [200, 400) [400, 600) [600, 800) | [800, 3000)

Nimero de personas 20 20 10 20 20 10
a) Calcula las marcas de clase y escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas, fre-

cuencias relativas, frecuencias acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas.

b) Representa los datos en un diagrama de barras, otro de lineas y uno de sectores.

c) Representa un histograma de frecuencias relativas. Cuidado: Los intervalos no son todos igua-
les.

d) Calcula la media y la desviacion tipica.

e) Calcula la medianay los cuartiles.
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a)
Marcas de clase 50 150 300 500 700 1100
Euros [0, 100) |[100, 200) | [200, 400) | [400, 600) | [600, 800) ([800, 3000)
Numero de personas 20 20 10 20 20 10
Frecuencias absolutas 20 20 10 20 20 10
Frecuencias relativas 0.2 0.2 0.1 0.2 0.2 0.1
Frecuencias absolutas acumuladas 20 40 50 70 90 100
Frecuencias relativas acumuladas 0.2 0.4 0.5 0.7 0.9 1
b)
25 25
Nuamero de personas
207 20
50
15- 15 \ / \ -
v \ % 150
10- 10 = 300
=500
5 5 = 700
. 1100
0. o
50 150 300 500 700 1100 50150 300 500 700 1100
c) Histograma
Euros [0, 100) |[[100, 200) | [200, 400) | [400, 600) | [600, 800) [[800, 3000)
Numero de personas 20 20 10 20 20 10
Frecuencias relativas 0.2 0.2 0.1 0.2 0.2 0.1

Gasto reparaciones
0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

0
d) Media =420;
e) Mediana: 100/2 =50,

Desviacion tipica = 326.5

300; Cuartil 1: 100/4 =25, 125; Cuartil 3:(100/4)-3 =75, 650.

3. Se ha preguntado a 40 alumnos por el nimero de hermanos que tenia, y se ha obtenido
Numero de hermanos 0 |1 2 3 4 5 |60omas
Nimero de veces 5 |15 7 6 4 2 1

a) Representa un diagrama de barras de frecuencias absolutas y un diagrama de lineas de fre-

cuencias relativas.
b) Calcula la media, la mediana y la moda.
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a) Diagrama de barras de frecuencias absolutas y de lineas de frecuencias relativas

- A
. / \
0,25 // \\\
0,15 7
01 \
0,05 \
£ H
’ 1] 1 2 3 4 5 [
Numero de hermanos 0 1 2 3 4 5 |60mas
NUmero de veces 5 15 7 6 4 2 1
Frecuencias relativas | 0.125 | 0.375 | 0.175 | 0.15 | 0.10 | 0.05 | 0.025
Frec acumuladas 5 20 27 33 37 39 40

b) Media: 1.975; Mediana: 40/2 =20, (1+2)/2=1.5; Moda: 1

4. Se ha preguntado a 50 estudiantes de 12 de Bachillerato por el nimero de hermanos que tenia, y se
ha obtenido:
Numero de hermanos | 0 1 2 3 4 5 6 0 mas
Nuimero de veces 8 19 8 7 5 2 1

a) Representa los datos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas, en un diagrama de
lineas de frecuencias relativas, y en un diagrama de sectores.

b) Haz un histograma.
c) Calcula la media, la mediana y la moda. Calcula los cuartiles.
d) Calcula la varianza, la desviacion tipica, el recorrido y el intervalo intercuartilico.

Nimero de hermanos 0 1 2 3 4 5 6 0 mas
Nimero de veces 8 19 8 7 5 2 1
Frec. relativas
Frec. Abs. Acumul. 8 27 35 42 47 49 50
a)
20 04
iz 0,35 IA\
1 03 l \ O
12 0,25 m1
10 0,2 I \ w2
8 0,15 I L u3
e 01 \ ma
42 0,05 \\ ms
0 0 ! ! ' 06
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b)

20

18

16

14 7

12 7

10 7

o N &2 & @

c) Media=1.84; Mediana: 50/2 = 25, 1; Moda =1
Cuartil 1: 50/4 =12.5, 0.9;  Cuartil 3: (50/4)-3 =37.5, 2.4;
d) Varianza =2.214; Desviacion tipica = 1.488; Recorrido = 7; Intervalo intercuartilico = 1.5.

5. Utiliza una hoja de calculo con el ordenador

Se conoce el volumen semanal de residuos sélidos recogidos en m3 durante las 52 semanas de un aiio, en
un municipio pequeiio:

25.5, 27.1, 31.8, 34.2, 38.9, 21.3, 28.7, 33.2, 36.5, 39.6, 25.2, 24.7, 23.2, 23.3, 22.2, 26.4, 26.7, 29.6, 31.3,
30.5, 28.3, 29.1, 26.7, 25.2, 24.5, 23.7, 25.4, 27.2, 31.7, 34.5, 38.4, 21.2, 28.1, 33.7, 36.8, 39.9, 31.7, 34.4,
38.2, 21.9, 28.1, 33.5, 25.2, 24.7, 23.2, 23.3, 22.2, 26.4, 25.9, 24.1, 23.2, 23.6, 26.4.

Calcula, utilizando Excel u otra hoja de célculo:
Parametros estadisticos.

Para ello, escribe en la casilla A12, 1, en A13, 2, y arrastra para escribir el orden de las semanas, hasta que
aparezca el 52. Escribe en la columna B el volumen recogido cada semana.

En la casilla A11 un titulo, por ejemplo, “Residuos solidos”.

En la casilla C12 escribe Media, y en la casilla D12 calculala usando la funcién PROMEDIO. De igual forma
calcula los otros pardmetros.

Observa un trozo de pantalla con algunos resultados:
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a) Las medidas de centralizacion: la media, mediana, moda
Media = 28.5, mediana = 26.7, moda = 25.2.
b) Las medidas de dispersion: desviacion tipica, varianza, coeficiente de variacion, valor mini-
mo, valor maximo, recorrido, primer cuartil, tercer cuartil e intervalo intercuartilico.

Desviacion tipica =5.3, varianza=28.2, coeficiente de variaciéon =0.19, valor minimo = 21.2,
valor maximo = 39.9, recorrido = 18.7, primer cuartil = 24.5, tercer cuartil = 31.8;
intervalo intercuartilico = 7.3.

c) Otros coeficientes: coeficiente de asimetria y coeficiente de curtosis que encuentres. Investi-

ga las posibilidades del ordenador para obtener parametros estadisticos.

Coeficiente de asimetria = 0.68; Curtosis =-0.63.
Haz una representacion grafica en serie temporal, que permita observar tendencias, ciclos y fluctuacio-
nes. Recuerda que, en una serie temporal, en el eje de abscisas esta el tiempo de observacidn y en el eje
de ordenadas la magnitud de observacion.

Parece que hay un ciclo cada 4 o0 5 semanas.

45

40

RYAVAPNATALY

VAR WAVA N o

20

15

10

1 3 5 7 9 11131517192123252729313335373941434547495153

6. Los datos de la practica anterior se quieren representar en un histograma para mejor determinar su
distribucion. Para ello:
a) Indica el niumero total de datos, N, el menor valor: Xm, el mayor valor, XM, y el recorrido R.

b) La cantidad de barras del histograma, k, se suele tomar, para menos de 50 datos, entre 5y 7. Para
N entre 50 y 100, entre 6 y 10. Para N entre 100 y 250, entre 7 y 12. Y para N mayor de 250, entre
10y 20. En este caso N es igual a 52, luego el niimero de barras podria ser entre 6 y 10. Al dividir R
entre 10 se obtiene 1,87 que seria el intervalo de clase. Para facilitar la divisidn en clases fijamos el
intervalo de clase, h, en 2, y el nimero de barras, k, en 10. Para no tener valores en los limites de
clase tomamos el inicio del primer intervalo en 20. Asi, los intervalos son: (20, 22), de valor central:
21; [22, 24), de valor central 23... Ahora ya se puede construir la tabla de frecuencias y dibujar el
histograma.

c) Calculayrepresenta en el histograma los puntos m, m s, m + 2s, m + 3s, donde m y s son la media
y la desviacidn tipica, respectivamente.
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7. En una muestra de 10 personas miramos su color de ojos y pelo y encontramos que hay 5 morenos de
ojos marrones, 1 moreno de ojos verdes, 3 rubios de ojos azules y 1 rubio de ojos verdes. A) Repre-
senta en una tabla de doble entrada esta situacion. B) Escribe la tabla de frecuencias relativas. C) Es-
cribe las frecuencias absolutas y relativas marginales. D) Escribe la distribucion de frecuencias condi-

cionadas.
a. 'y ¢
Frecuencias absolutas | Moreno | Rubio
Ojos marrones 5 5
Ojos verdes 1 1 2
Ojos azules 3 3
Marginales| 6 4 10
b. y ¢
Frecuencias relativas | Moreno | Rubio
Ojos marrones 0.5 0 0.5
Ojos verdes 0.1 0.1 0.2
Ojos azules 0 0.3 0.3
Marginales| 0.6 04 1
c. Color de ojos condicionado por pelo moreno
Frecuencias absolutas | Moreno Frecuencias relativas | Moreno
Ojos marrones 5 Ojos marrones 0.5
Ojos verdes 1 Ojos verdes 0.1
Ojos azules Ojos azules 0

Color de ojos condicionado por pelo rubio

Frecuencias absolutas | Rubio Frecuencias relativas | Rubio
Ojos marrones 0 Ojos marrones 0
Ojos verdes 1 Ojos verdes 0.1
Ojos azules 3 Ojos azules 0.3
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Color de pelo condicionado por ojos marrones

Frecuencias absolutas

Ojos marrones

Frecuencias relativas

Ojos marrones

Moreno

5

Moreno

0.5

Rubio

0

Rubio 0

Color de pelo condicionado por ojos verdes

Frecuencias absolutas | Ojos verdes Frecuencias relativas | Ojos verdes
Moreno 1 Moreno 0.1
Rubio 1 Rubio 0.1

Color de pelo condicionado por ojos azules
Frecuencias absolutas | Ojos azules Frecuencias relativas | Ojos azules
Moreno 0 Moreno 0
Rubio 3 Rubio 0.3

8. Lola ha calculado los coeficientes de correlacion de las tres nubes de puntos adjuntas. y ha obtenido:
-0.8, 0.85 y 0.03, pero ahora no recuerda cual es de cada una. {Puedes ayudar a decidir qué coe-
ficiente corresponde con cada nube?

A B C
10 10 15
*
R o . .
6 6 +——m—— :"
* * e o
4 4 . 5
* * ¢
2 2 4
¢ hd ¢ 0 T T —
0 T T 1 T T T 0 —r 1 T T 1T 11
012345678910 234567 8910 23 456 7 8 910

A =0.03; B=-0.8; C=0.85.
9. En una tienda quieren estudiar las ventas del pan de molde en funcion del precio. Para ello prueban
cada semana con un precio distinto y calculan las ventas realizadas. Han obtenido los siguientes da-

tos:

13 1.5 1.7 1.8 2
11.6 6 4 0 0

1.2
15.3

0.5
20.2

0.7 1
19.2 | 18.1

Precio (euros)
Ventas (medias)

a) Representa los datos en un diagrama de dispersion (nube de puntos) e indica a qué conclusiones
crees que se va a llegar.

b) Calcula la covarianza, el coeficiente de correlacion y la recta de regresion.

c) Deciden poner un precio de 1.4 euros, é¢cudles opinas que serian las ventas medias semanales?
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25

20 L g
L 2
15 2
107 \\
5 L 2

y =-15,608x + 30,779 x‘

v v

0 05 1 15 2 25
5 =+

La nube de puntos indica que va a existir una correlacion fuerte y negativa

b) Cov(X,Y)=-3.54; Coeficiente de correlacion =-0.96;
Recta de regresion: y = - 15.608 x + 30.779

c) Sustituimos en la recta de regresion: y=-15.608-1.4 +30.779=9.1
Tendran unas ventas de 9.1

10. Preguntamos a 10 estudiantes de 12 de Bachillerato por sus calificaciones en Matematicas, por el
numero de minutos diarios que ven la television, por el niimero de horas semanales que dedican al
estudio, y por su estatura en centimetros. Los datos se recogen en la tabla adjunta.

Calificaciones de Matematicas | 10 3 8 8 5 10 | 10 8 5 8

Minutos diarios que ve la TV 0 90 |30 | 20 | 70 | 10 0 20 | 60 | 30

Horas semanales de estudio 15 0 10 | 10 | 10 | 15 | 15 | 10 5 5

Estatura (en cm) 175 | 166 | 155 161 | 161 | 177 | 182 | 177 | 167 | 172

Queremos estudiar la relacion entre las calificaciones de Matematicas y las otras tres variables. Para ello

dibuja los diagramas de dispersidn, y calcula los coeficientes de correlacion y las rectas de regresion.

i o Horas semanales de estudio
Minutos diarios que ve la TV Estatura (en cm)

16
100 L 3 185

90 & 14 &
‘\ / 180

80 12 * 2

70 \K 0 4 175

60 ’/

y=-12,476x + 126,57 s 170

50

w0 R?=0,9717 6 / 165 o ¢

30 /‘ * L 2 *

X 4 - 160 y=1,9143x + 154,94
20 N y=1,7619x- 3,7143 R2=0,2837
- N 2 155 A g
g R?=0,7325
0 &
0 - & v T T 150 T -
0 s 10 0 5 10 0 5 10

e Al estudiar la relacion entre las calificaciones en Matematicas y los minutos diarios de ver la TV se
observa que existe una correlacion alta en valor absoluto, pero negativa.
La recta de regresion es y = -12.476 x + 126.57, y el coeficiente de correlacién = 0.986; A mas tiempo
dedicado a ver la TV, peores notas en Matematicas.

e Al estudiar la relacidon entre las calificaciones en Matematicas y las horas semanales de estudio se
observa que existe una correlacion alta y positiva.
La recta de regresion es y = 1.7619 x - 3.7143, y el coeficiente de correlacién = 0.86; A mas horas de
estudio, mejores notas en Matematicas.
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e Al estudiar la relacidn entre las calificaciones en Matematicas y la estatura se observa que existe una

correlaciéon muy pequeiia.
La recta de regresion es y = 1.9143 x + 15.94, y el coeficiente de correlacidon = 0.53; Hay poca rela-

cion.

11. Una compaiiia aérea realiza un estudio sobre la relacién entre las variables X, tiempo de un vuelo, en
horas; e Y, consumo de combustible (gasdleo) para dicho vuelo, en litros, y se han obtenido los si-
guientes datos.

X (horas) | 0.5 1 1.5 2 25 3
Y (litros) | 2250 | 3950 | 5400 | 7300 | 8500 (10300
a) Representa los datos en un diagrama de dispersion.

b) Calcula la covarianza y el coeficiente de correlaciéon entre ambas variables. Interpreta los resulta-

dos.
c) Calcula la ecuacion de las rectas de regresion.

a)
12000
10000 s 3
y=3188,6x+703,33 /
8000
Rz:o’gy/
6000
4000 /
2000 /
) T T T T T T 1
1] 05 1 15 2 25 3 35
b) Covarianza = 2325; Coeficiente de correlaciéon = 0.83

c) Recta de regresion: litros = 3188 - horas +703

12. Haz un trabajo. Pasa una encuesta a tus compaieros y companeras de clase. Elige una muestra de 10
personas y hazles dos preguntas con datos numéricos, como, por ejemplo, cuanto mide su mano, qué
numero de zapato calza, el nimero de libros que lee en un mes, el nimero de horas que ve la televi-
sién a la semana, dinero que gasta al mes en comprar musica, la calificacion en Matematicas de su ul-
timo examen... Representa los datos obtenidos en una tabla de doble entrada. Haz un estudio com-
pleto. Puedes utilizar el ordenador:

a) Escribe en tu cuaderno una tabla de doble entrada de frecuencias absolutas, frecuencias relativas.
Obtén las distribuciones marginales y condicionadas.

b) Con las distribuciones unidimensionales, dibuja los diagramas de barras, diagramas de lineas y
diagramas de sectores.

¢) Calcula las medias, medianas y modas. Calcula las varianzas y las desviaciones tipicas. Calcula los
cuartiles y los intervalos intercuartilicos.

d) Con las distribuciones bidimensionales, dibuja un diagrama de dispersidn, y calcula la covarianza,
el coeficiente de correlacidn y la recta de regresion.

e) Reflexiona sobre los resultados y escribe un informe.

Respuesta manipulativa y abierta.
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Utiliza una hoja de calculo con un ordenador

13. El objetivo de esta practica es estudiar la dispersion entre dos variables, mediante una nube de pun-
tos o diagrama de dispersion, el coeficiente de correlacion y la recta de regresion.

En 10 paises se anotan los ingresos medios, en euros, por habitante y aiio, y el porcentaje medio en los
residuos solidos de comida.

Se obtiene:
xi (€) 750 5000 7000 2000 5500 1000 500 6000 4000 3000

yi(%) 85 65 30 20 25 45 70 6 40 50
a) Abre una hoja de calculo. Copia los datos. Calcula la media y la desviacidn tipica de las x, y la me-
dia y la desviacion tipica de las y.
b) Representa la nube de puntos.
c) Observaquesi x —X e y —Y tienen el mismo signo quedan en los cuadrantes | y Il y si lo tienen

distintoenllyIV.
d) Organiza en Excel una hoja de calculo que te permita calcular la correlacion.
e) Ahora vamos a mejorar nuestro grafico.
f) Escribe la ecuacion de la recta de regresion.

Respuesta manipulativa y abierta.

14. Se recoge en una tabla la altura (en metros) de un padre y de la de su hijo con 15 afios de edad.
Padre 17| 2 1.6 1.7 1.65 19| 1.9 1.81
Hijo 1.75| 1.9 1.7 1.8 16| 188 2 1.95
a) Utiliza el ordenador para representar el diagrama de dispersion.

b) Dibuja la recta de regresion.
c) Utiliza la recta para determinar que altura del hijo corresponderia a una altura del padre de 1.75 m.

a) y b)

2 \ 4

1,95 PY ~
19

y / s 4
1,85

18 - &
175

17
1,65

1,6 o : : .
16 1,7 18 1,9 2

c) Larectade regresiénes: y=0.67 x+ 0.62
Sustituimos, 1.75=0.67 - x+0.62, x=1.7975m.
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AUTOEVALUACION

Realizamos una prueba a 20 aspirantes a un puesto de grabador consistente en un dictado con cierto
tiempo de duracién (en minutos) y luego contar el nimero de errores cometidos al transcribirlo a orde-
nador. Los resultados fueron.
Tiempo | 76 |5 | 4/5/8 |7 18(9 (6|58 |6/8| 78| 7 6/ 69
Errores | 8|7 |6 | 6/7 (10/9 |9 |10|8 | 6{10| 8|9 | 8/8 | 7| 8| 6|8
1. La media de errores es

a) 6.75 b)7 )79 d) 6.9

Respuesta: c)

2. La media de tiempos es
a) 6.75 b) 7 c)7.9 d) 6.9
Respuesta: a)

3. Ladesviacion tipica de errores es
a)l b) 1.41 )1.33 d)1.2
Respuesta: c)

4. La desviacion tipica de tiempos es
a)1 b) 1.41 ¢) 1.33 d)1.2
Respuesta: b)

5. El primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil de los tiempos valen respectivamente:
a) 7,8y9 b)5,6y7 c)5.9,6.1y73 d)6,7y8
Respuesta: d)

6. El primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil de los errores valen respectivamente:
a) 7,8y9 b)5,6y7 )6.5,7.5y85 d)6,7y8
Respuesta: a)

7. Lacovarianza es:
a) 1.21 b) -1.5 c)-1.4 d) 1.425
Respuesta: d)

8. El coeficiente de correlacion es:
a) 0.8 b) -0.8 ¢)-0.7 d) 0.7
Respuesta: a)

9. Larecta de regresion lineal de los errores sobre el tiempo es:
a) y=3.1-0.71x b) y=3.1+0.71x ¢) y=0.4+0.8x d)y=0.4-0.8x
Respuesta: b)

10. La recta de regresion lineal del tiempo sobre los errores es:
a) y=3.1-0.71x b)y=3.1+0.7 ¢) y=0.4+0.8x d)y=0.4-0.8x
Respuesta: c)
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Probabilidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Indica si son, o no, fendGmenos aleatorios:
a) Lasuperficie de las provincias espafiolas.  No es un fendmeno aleatorio.
b) Anotar el sexo del proximo bebe nacido en una clinica determinada.
Sies un fendmeno aleatorio.
c) Eldrea de un cuadrado del que se conoce el lado. No es un fenémeno aleatorio.
d) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.  Si es un fendmeno aleatorio.
e) Saber si el préoximo aio es bisiesto. No es un fenémeno aleatorio.

2. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en cinco tarjetas
cada una de las vocales y sacar una al azar”.

Suceso A {salir a}, suceso B {salir e}, suceso C {salir i}, suceso D {salir o} y suceso E {salir u}

Espacio muestral {A, B, C, D, E}

3. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Tirar una chincheta y
anotar si cae de punta o no”.

Suceso A {caer de punta}, suceso B {no caer de punta}

Espacio muestral {A, B}

4. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos monedas.
Suceso A {salir cara y salir cruz}, suceso B {salir cara y salir cara}

5. En el juego de la loteria, indica dos sucesos respecto a la cifra de las unidades del primer premio.
(Solucion abierta)

Sabiendo que la cifra de las unidades (espacio muestral) es: E = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, }

1)El suceso obtener un nimero par {0, 2, 4, 6, 8}

2)El suceso obtener un multiplo de 3 {0, 3, 6,9}

6. Escribe tres sucesos aleatorios del experimento aleatorio sacar una carta de una baraja espaiiola.
(Solucion abierta)
Sacar una carta de una baraja espafiola es
E = {As de Oros, 20,30, ...,50,C0,R0, As de Copas, ..., RC, As de Espadas, ..., RE,
As de Bastos, ..., RB}
1)El suceso sacar una carta de copas
{1¢,2¢,3C,4C,5C,6C,7C,SC,CC,RC}
2)El suceso sacar un rey
{RC,RO,RB,RE}
3)El suceso sacar una carta par
{2¢,4C,6C,SC,RC,2B,4B,6B,SB,RB, 2E,4E,6E,SE,RE, 20,40,60,5S0,R0}

7.Al sacar una carta de una baraja espaiiola, lamamos B al suceso sacar un as y 4 al suceso sacar
una figura. Escribe los sucesos AUB, ANByA — B.
B = {As de Oros, As de Bastos, As de Copas, As de Espadas}
A ={50,C0,R0,SB,CB,RB,SC,CC,RC,SE,CE,RE}
AUB ={50,C0,R0,5B,CB,RB,SC,CC,RC,SE,CE,RE, As de Oros,
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As de Bastos, As de Copas, As de Espadas}
A N B = @; son sucesos incompatibles
A—-B ={50,C0,R0,SB,CB,RB,SC,CC,RC,SE,CE,RE}

8. Sea A el suceso tirar un dado y sacar un nimero mayor que 4. Escribe el suceso contrario de A.

El suceso sacar un nimero mayor que cuatro es A = {5, 6}

Por tanto, el suceso contrario es que se saquen numeros menores que 4 o igual a 4, luego:
A={1,2,3,4}

9. Un suceso y su suceso contrario, écomo son, compatibles o incompatibles? Razona la respuesta:
e Ay A son sucesos incompatibles. No puede ocurrir a la vez un suceso y su contrario.

10. En el experimento aleatorio, sacar una carta de una baraja espaiola, escribe tres sucesos
incompatibles con el suceso “sacar un as”.
Suceso sacarun as = A Suceso no sacarunas=A4
Suceso sacarun6=B Suceso sacarunrey =C

11. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de una baraja sea una espada.

Como hay cuatro palos y las espadas son uno dividimos 1 entre 4:

P(A) = i =0,25

12. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, éte basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o la asignarias por simetria?

En la de frecuencias relativas, porque si hubiese la misma posibilidad de ser zurdo que de ser diestro,
habria aproximadamente los mismos zurdos que diestros.

13. ¢{Cual es la probabilidad de no sacar un 5 al tirar un dado?

Suponiendo un dado de 6 caras:
. . 5
Como hay 5 numeros que no son cinco -
¢Y de no sacar un multiplo de 3?
e 4
Los multiplos de 3, del 1 al 6 son 3y 6, y como se trata de no sacar estos, p
¢Y de no sacar un numero menor que 2?

. 5
Menor que 2 solo esta el 1, pe

14. Al tirar una moneda 2 veces, écual es la posibilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de sacar al
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna
cara.
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C
C p La probabilidad de no sacar ninguna cara es:
1/2 v X 1 1 1
PXNnX)=PX)- P(X) —>§-E=Z
i, p c Y la de sacar al menos una cara:
X P(al menos 1 cara) = 1 — P(ninguna cara) =
v X 1 3

(2 cruces) 1-1

15. Haz un diagrama en arbol similar al anterior en tu cuaderno con los sucesos Ay B: A = sacar un

as en la primera extraccién, A = no sacar as, y B = sacar un as en la segunda extraccion, B = no
sacar as en la segunda extraccion. ¢Cual es la probabilidad de sacar as en la segunda extraccion
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Y la de no sacar as en la segunda extraccién
condicionado a no haberlo sacado en la primera? {Cudl es la probabilidad de sacar dos ases? ¢Y la
de sacar un solo as?

2 - 4
” 4 P(B/A) =
. — 35
o B Y P(B/A) =2
= _ pa). _1.3_ 1
X > x 2y P(ANB) = P(4) - P(B/A) T 10 39 130
65 e PANB)+PANB) =—-.-242. 212
39 B 10 39 ' 10 39 65

16. En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 ases” y la de “no
sale ningun as”.

P(AnB)=1—P(AnB)=1—F10=%
1 D s 50 9 35 21
P(ANB) = P(A)-P(B/A) == 2 ==

17. En el experimento “sacar tres cartas seguidas”, écudl es la probabilidad de sacar tres ases?

Primero con reemplazo, y luego sin reemplazo.
4 4 4 1
Conreemplazo: P(3ases)=—-—-— =—
40 40 40 1000
4 3 2 1

Sin reemplazo: P(3 ases)=—:— — -
40 39 38 2470

18. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de que salga un seis doble.
P(A) = Probabilidad de sacar un seis doble
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Diagrama de arbol:

12 tirada 23tirada
1
2
3
Dado 4 1
1/6 5 2
6 3
4
1/6 5

P(A) = P(6) - P(6/6) = == = —

19. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6

P(A) = Probabilidad de sacar al manos un seis

Diagrama de drbol:

Dado

_—

12tirada 1

b s A Al

22tirada 123456123456123456123456123456123456

P(A) = P(l) P(6/1) + P(Z) P(6/2) + P(3)-P(6/3)+P(4) -P(6/4)+ P(5)-P(6/5)+P(6) =

Sl iyl il a5 ()42 o=
6 6 36 6 36 36 36

20. Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nimeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 8 y el suceso B que esos nlimeros difieran
en dos unidades.

a) Comprueba que P(A)= 5/36 (casos favorables: 2+6; 3+5; 4+4; 5+3; 6+2) y que P(B)= 8/36 (casos
favorables: (1,3), (2,4), ...).
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Diagrama de arbol:

Dados

1/6

1 2 3 4 5 6
Ne s dv A e

Dado2 123456123456123456123456123456123456

Dado 1

(Para A)

P(4) = P(2) - P(6/2) + P(3) - P(5/3) + P(4) - P(4/4) + P(5) - P(3/5) + P(6) - P(2/6) ==~ +

1 1 1 1 1 1 1 1 1 5
e +_._:5(_):_
6 6 6 6 6 6 6 6 36 36

Diagrama de arbol:
Dados

1/6

1 2 3 4 5 6

Dado2 123456123456123456123456123456123456

Dado 1

(Para B)

3

P(B) = P(1) -PG)+P(2)-P(§)+P(3) .P(1)+P(3)-P §)+P(4).
R

c\|>_\/\

e pw-p (9
6

b) Calcula las probabilidades de P(ANB); P(AUB); P(A N B); P(A NB); P(A N B).

P(ANB) =P(A) -P(B/A) = -2 =~
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB):316+:;6_%:%

P(4 m§)=P(A)-1>(;_r‘;/,4)=16.§=E

P(An B) = P(A) - P(B/A) = (1 - P(A)) - P(B/A) = (1 - 2) - P(B/A) =2 . £ =2

P(ANB) =P(A)-P(B/A) = (1-P(A)) -P(B/A) = (1 - ) P(B/A)=2.2=2

36 31 36

c) Calcula P(A/B); P(A/B); P(A/B).
P(ANB) _ 35 1

P(4/B) = PB) & 4

ol
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— 1
= _P@ANB) _ 5 _ 3
P(A/B) = P(B) (1_%) T 28
_ 1
- P(ANB = 3
P(A/B) = St =4 =2

w
(o)}

21. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que

al menos uno haya sido intencionado siendo P(I) = 0,6

0,4

e T s

0,4
N
0,6

0,6 0,4-."

0,4
0,4 _ NI -

0,4 0,6

NI <
. 0, 4
[}Jﬁ . I h
0,6

NI

NI

- NI

I
- K1

I

P(al menos 1 intencionado) = 1 — P(ninguno intencionado) =1 —(0,4-0,4-0,4) = 0,936

22. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en
funcionamiento, y si también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione

correctamente cada dispositivo son: P(4) = 0,96; P(B) = 0,98; P(C) = 0,99

a) Calcula la

probabilidad de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien.

F = Funcione Nf = No funcione

0. 986 ,

-5

NE A<
0, 02

P(fallen los 3) = P(Nf n Nf 0 Nf) = P(Nf) - P(Nf/Nf) - P(Nf/Nf 0 Nf) =

=0,04-0,02-0,01 =0,000008
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P(todo salga bien) = 1 — P(fallen los 3) =1 — 0,000008 = 0,999992

23. Una fabrica de mufiecas desecha normalmente el 0,3 % de su produccion por fallos debi-
dos al azar. Calcula la probabilidad de que: a) Al coger dos muifiecas al azar haya que desechar
ambas. b) Al coger dos muiecas al azar haya que desechar sélo una. c) Al coger dos muiecas al
azar no haya que desechar ninguna d) Verificamos 4 muifiecas, calcula la probabilidad de desechar
Unicamente la tercera muneca elegida.

0,957 BUENA

BUENA

0,997
0,003 DEFECTUOSA

MURECA

0,003 0,937 BUENA
DEFECTUOSA

0,003 DEFECTUQSA

a) P(D n D) = P(D) - P(D) = 0,003 - 0,003 = 0,000009

bhP(BND)+P(DNB)=2-P(B):-P(D)=2(0,997-0,003) = 0,00598

¢)P(BNB) = P(B) - P(B) = 0,997 - 0,997 = 0,994

d) P(defectuosa solo la tercera) = P(B) - P(B) - P(D) - P(B) = 0,997 - 0,997 - 0,003 - 0,997
= 0,0029

24. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las
probabilidades de que: A) La experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer lan-
zamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que
termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento)

1 1 1
aA)PCNC)+PXNX)=PC) -P(C)+PX) -PX) :Z+Z:E
1 1 1
b) P(termine en el tercero) = P(X) - P(C) - P(C) + P(C) - P(X) - P(X) = 3 + 5=1
1 1
c) P(termine en el cuarto) = P(C) - P(X) - P(C) - P(C) + P(X) - P(C) - P(X) - P(X) = T + T
_ 1
-8
d) P(a lo sumo en el cuarto) =
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1 1 1 7
27178738

25. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las si-
guientes probabilidades reflejadas en la tabla de contingencia:

= P(segundo) + P(termine en el tercero) + P(termine en el cuarto) =

a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.

b) Determina las siguientes probabilidades: P(V NC); P(V NU); P(M NC); P(M NU); P(V); P(M);
P(C) y P(U).

c) Calcula P(U/V); P(C/V); P(V/U); P(V/C). éSon dependientes o independientes los sucesos:
accidente con victimas y accidente en carretera?

a)
Accidente en carretera Accidente en zona urbana To-
(C) (V) tales
Acmdente(c\:/c;n victimas 0,27 0.29 0,56
Accu!ente con _solo da- 031 0.13 0.44
fnos materiales (M)
Totales 0,58 0,42 1
b) P(VNC) =027 ; PWVNU)=029 ; PMNnC)=031 ; P(MNnU) =013
PWV)=P(VNO+¥NnU)=056 ; PM)=PMNC)+PMnU)=0.44
P(C)=P(VNC)+PMnNnC)=058 ; PU=P(VNU)+PMNU) =042
) PWUWV)=22=054 ; P(C/V) =22 = 0,48
P(V/U) = gz;’ 0,7 ; P(V/C) =2 = 0,47

Los sucesos Vy C son dependlentes pues P(V) =0,56 # P(V/C) = 0,47

26. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes pueden ser de carretera®© o
urbanos(U), pero que ahora los clasificamos en leves(L), Graves(G) o mortales(M). Observa que lo
fundamental para confecciona la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Accidentes en carretera Accidentes urbanos
Totales
(C) (V)
Accidentes (L) 0.27 0.29 0.56
Accidentes (G) 0.18 0.01 0.19
Accidentes (M) 0.13 0.12 0.25
Totales 0.58 0.42 1
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27. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.

A | NoA
B 04 | 0.2 | 0.6
NoB | 0.15| 0.25 | 0.4
055|045 | 1
0.4
P(ANB) = 0.4~ P(B) - P(4/B) = 0.4 ~ P(4/B) = 5= = 0.6
0.15
P(ANnnoB) =0.15 - P(noB) - P(A/noB) = 0.15 - P(A/noB) = 04 0.375
06 A 0.8 B
e 0.55 A
0.6
0.4 no A 02 no B
A
0.4 0.275 B
noB .
NoA
0.625 no A 0.45
- no B

P(BNA)=04-P(A)-P(A/B) =04 - P(A/B) = 0—4 =0.8

0.
0.2
P(B NnoA) = 0.2 - P(noA) - P(noA/B) = 0.2 - P(noA/B) = 045 = 0.4

28. Dado el diagrama de arbol del margen, construye una tabla de contingencia, y después el otro
diagrama de arbol.

B
S5/7
o
1/5, 2/ no B
B
4)5 5/8
noAa
1 no B
A No A Totales
B 5/35 20/30 17/21
No B 2/35 4/30 4/21
Totales 7/35 24/30 1
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A
3/17
B
17/21
14/17 no A
A
3/10
4/21
noB
no A

7/10

5
5 A Ay 35
P(A N B) —£—>P(B)-P(§) —£—>P<§)—ﬁ—3/17
21 2/35
P(AnnoB) =2/35 - P(noB) - P(A/noB) = 2/35 - P(A/noB) = # =3/10

29. Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La segunda con 4
bolas blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azary
resulta ser negra. ¢{Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna A?

. w
TSN
5 W
SN

A — elegirurnaA B — elegirurna B

W — extraer bola blanca N — extraer bola negra
P(ANN) _ P(A)-P(N/A) 0502 _ 025
P(N)  P(N) 04

PINNJ=P(ANN)+P(BNN)=P(A)-P(N/JA)+P(B) -p(N/B) =
La probabilidad de que la bola negra proceda de la urna A es de 0,25

P(A/N) =

10 2

10 6
.= =0,4
20 10

20 10

30. Se esta estudiando un tratamiento con un nuevo medicamento, para lo que se seleccionan 100

enfermos. A 60 se les trata con el medicamento y a 40 con un placebo. Los valores obtenidos se
representan en la tabla adjunta. Calcula:

Medicamento (M) | Placebo (no M)
Curados (C) 50 30 80
No curados (no C) 10 10 20
60 40 100
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2
B C
=
: C
M — Tratados con medicamento M — Tratados sin medicamento, es decir, con el placebo
C — Curados C = No curados

a) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento.
_ P(MNC) _ P(M)-P(C/M) _0,6:0,83 _
P(M/C) = PC) - ro) - s =062

P(C) = P(M) - P(C/M) + P(M) - P(C/M)

50 60 30 40
P(C)=>-2L+2. 2208
60 100 40 100

La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento es de 0,62

b) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo.
P(M/C) = P(MNC) _ P(M)-P(C/M) _ 040,75 _ 0,38

P(C) P(C) 08

La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo es de 0,38

31. En un proceso de fabricacion de mdviles se detecta que el 2 % salen defectuosos. Se utiliza un
dispositivo para detectarlos que resulta que detecta el 90 % de los moéviles defectuosos, pero senala
como defectuosos un 1 % que no lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcto un mévil que
el dispositivo ha calificado como defectuoso. B) Calcula la probabilidad de que sea defectuoso un
mavil que el dispositivo ha calificado como correcto. Ayuda: Utiliza primero un diagrama en arbol y
luego una tabla de contingencia.

DC
0,99
FC
0.1 bc
0,02 FD /
o'\g DD
Fabricado Correcto (FC) | Fabricado Defectuoso (FD)
DETECTADO como Correcto (DC) 0,9702 0,002 0,9722
DETECTADO como Defectuoso (DD) 0,0098 0,018 0,0278
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| | 0,98 | 0,02 1]
P(FCn DD) 0,0098
= = 0,3525

P(DD) 0,0278
P(FD n DC) _ 0,002

P(DC)  0,9722
32. Se tienen 3 cajas, A, B y C. la caja A tiene 10 bolas de cuales 4 son negras. La caja B tiene 6 bolas
con una bola negra. La caja C tiene 8 bolas con 3 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja saca

una bola, también al azar. Comprueba que la probabilidad de que la bola sea negra es 113/360.
A =10 bolasy 4 negras B=6bolasylnegra C=8Dbolasy 3 negras O = No negra

o

A) P(FC/DD) =

B)P(FD/DC) = = 0,0021

N

P(ANN)+P(BNN)+P(CnN)=(P(A)-P(N/A))+ ((P(B)-P(N/B)) + (P(C) - P(N/C)
1 4 +1 1+1 3 2 N 1 +1_113
310 36 38 15 18 8 360
Si se cumple
33. Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es de 3/5 y la cruz es de 2/5. Si
sale cara se escoge un numero al azar del 1 al 8, y si sale cruz, se escoge un niumero del 1 al 6.
Calcula la probabilidad de que el nimero escogido sea impar.

|IES ATENEA Ciudad Real
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2. COMBINATORIA

34. En una carrera compiten 5 corredores y se van a repartir tres medallas, oro, plata y bronce. Haz
un diagrama en arbol y comprueba que hay 60 formas distintas de repartir las medallas.

Pl Bronce . Solucién grafica: Observa el diagrama en arbol. La
02— 4 medalla de oro la puede ganar cualquiera de los 5
i i gl corredores, C1, C2, C3, C4 o C5.
\'_--""‘-\-\_ -
Wi =
P é\~:cs. - Si la gana C1, la medalla de plata la puede ganar
. : &

3 - _ - alguno de los otros 4, nunca C1, luego la podria
; ganar C2, C3, C4 o C5.

.
.
.

Gl e Si la gana C2, la medalla de bronce la puede ganar 3
B 3 corredores: C3, C4 o C5. Por tanto las formas
g = posibles de ganar las medallas son: 5-4-3 = 60

35. Haz diagramas en arbol para calcular: a) Cuantas palabras de dos letras (con significado o sin él)
puedes escribir con las letras A, B o C, todas distintas. ¢Y si pueden repetirse las letras? b) Cuantas
palabras de tres letras que empiecen por vocal y terminen por consonante se pueden formar con las
letras del alfabeto. (Recuerda que hay 5 vocales y 22 consonantes).

2] ., -
Solucion grafica:
A
C a) Distintas: 3-2 = 6; Repetidas: 3-:3=9;
A
y < b) Palabras de 3 letras: 5-27-22 = 2970.
¢ Tenemos 5 vocales para empezar, como se pueden repetir
B tenemos 27 letras para la segunda posicién y como debe
C
terminar en consonante, tenemos 22 letras
G

36. Ana tiene 4 camisetas, 2 pantalones y 3 pares de zapatillas. {Puede llevar una combinacién
diferente de camiseta, pantaldon y zapatilla durante dos meses (61 dias)? é¢Cuantos dias debera
repetir combinaciéon? Ayuda: Seguro que un diagrama en arbol te resuelve el problema.

4-2-3 = 24 modelos diferentes. No puede llevar combinacién diferente durante 61 dias.

24 +24 +24=72, 72-61=11, 11 dias debe repetiry 13 veces por tercera vez.

37. éDe cuantas formas pueden repartirse cinco personas, cinco pasteles distintos, comiendo cada
persona un pastel?
Solucién: Ps = 5! =120.

38. En una carrera de caballos participan cuatro caballos con los nimeros 1, 2, 3 y 4. ¢{Cudl de ellos
puede llegar el primero? Si la carrera esta amaifada para que el nimero cuatro llegue el primero,
écudles de ellos pueden llegar en segundo lugar? Si la carrera no esta amanada, ¢de cuantas formas
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distintas pueden llegar a la meta? Haz un diagrama en arbol para responder.

Solucién: Cada uno de los 4 puede llegar el primero.

Si el n2 4 llega el primero, en segundo lugar pueden llegar los nimeros 1, 2, y 3. Si la carrera no estd
amafiada hay P4 = 4! = 4-3-2.1 = 24 formas distintas de llegar a la meta.

39. {De cuantas maneras puedes meter seis objetos distintos en seis cajas diferentes, si sélo puedes
poner un objeto en cada caja?
Solucién: Pg = 6! =6-5:4:3:2:1 =720

40. ¢{Cuantos paises forman actualmente la Unidn Europea? Puedes ordenarlos siguiendo diferentes
criterios, por ejemplo por su poblacion, o con respecto a su produccion de acero, o por la superficie
que ocupan. {De cuantas maneras distintas es posible ordenarlos?

Solucién: Desde 2007 (hasta 2015) hay 28 paises que forman la Unidn Europea. Se pueden ordenar de
P2g =281 =304 888 344 611 714 000 000 000 000 000 formas diferentes.

41. En el afio 1973 habia seis paises en el Mercado Comuin Europeo. ¢{De cuantas formas puedes
ordenarlos?
Solucién: P = 6! = 6-5:4:3:2:1 = 720.

42. En una oficina de colocacidon hay siete personas. ¢De cuantas formas distintas pueden haber
llegado?
Solucién: P; = 7! =7-6-5-4-3-:2-1 = 5040.

5! 8! 9! 7! 13! 677!
43, Calcula: a) Z ; b) ; ; C) ﬁ H d); ; E ; f) ﬁ .
Solucion: a)> =>23%1 _ s,
4! 4-3-2-1
b) & =27034321 _8.7.6-5-4=6720;
3! 3-2-1
C) 9_' — 9-8:7-6-5-4:3:2-1 — 9-8:7-6 _ 504,
513! 5-4-3-2-1-3-2-1 3-2-1
)2 =155 7.6 =42
5! 5!
e) o =210 = 13. 12 = 156;
11! 11!
f) &7' — 677-676! = 677.
676! 676!
. (n+1)! (n+4)! (n+3)! n!
44. Calcula: a) n! ) (n+3)! ) (n+2)! ) (n+1)!
a) (n+1)! _ (n+1)-n! —n+1
n! n!
(n+4)! _ (n+4)-(n+3)!
b) S +4
(n+3)! _ (n+3)-(n+2)! _
c) S +3
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) nl  _ nm-1)!
n-1! (-1

45. Expresa utilizando factoriales: a) 5-4-3; b) 10-11-12-13; c¢) 8-7-6; d) 10-9.

Solucién: a) 5-4-3 = 4321 _ S
21 2!
13-12:11-10-9! _ 13!
b) 10-11-12:13 = T o
() 876 = 87:6:5! _ 8!
5! 5!
d) 109 = 10-9-8! — 1_()I

8! 8!

47. Escribe en forma de factorial las distintas formas que tienen de sentarse en una clase los 30
alumnos en los 30 puestos que hay. (No lo calcules. El resultado es un numero muy grande, para
calcularlo se necesita un ordenador o una calculadora, y habria que recurrir a la notacion cientifica
para expresarlo de forma aproximada).

Solucion: P3p = 30!

48. Nueve ciclistas circulan por una carretera en fila india. ¢De cuantas formas distintas pueden ir
ordenados?
Solucidn: P =9! =362 880.

49. Con los 10 digitos, écuantos numeros distintos pueden formarse de 4 cifras?
Solucién: Como el 0 no puede estar el primero, nos quedan 9 cifras para el primer lugar y 10 para las 3
restantes, como se pueden repetir, 9-VRig3 =9-103 =9-1000 = 9000.

50. Con los 10 digitos y las 22 consonantes del alfabeto, écuantas matriculas de coche pueden
formarse tomando cuatro digitos y tres letras?

Solucién: Suponemos que los nimeros pueden empezar por O:

VRi04 - VR27,3=10%- 273 =196 830 000

51. Un byte u octeto es una secuencia de ceros y unos tomados de 8 en 8. ¢{Cuantos bytes distintos
pueden formarse?
Solucidén: VRyg = 28 = 256.

52. Calcula: a) VRy,5; b) VRs,4; C) VR1o,2; d) VR2,10.
Solucién: a) VRys=2° =32; b) VR4 4 = 4* = 256;
c) VR1o,2 = 10? = 100; d) VR210=2% =4096

53. Expresa con una formula:
a) Las variaciones con repeticion de 4 elementos tomadas de 5 en 5.
b) Las variaciones con repeticion de 8 elementos tomadas de 2 en 2.

12 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I. Capitulo 7 : Probabilidad. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verg




Probabilidad

c) Las variaciones con repeticion de 7 elementos tomadas de 4 en 4.

Solucién: a) VRas = 4°; b) VRg> = 8%; c)VR74=7%.

54. ¢Cuantas palabras de cuatro letras (con significado o no) puedes formar que empiecen por
consonante y terminen con la letra S?

Solucién: para la primera letra hay 22 consonantes, para la 22 y 32 hay 27 letras y para la 42 sélo la s,
por tanto, 22-27-27-1=16038.

55. Cuatro personas van a una pasteleria en la que Unicamente quedan cinco pasteles, distintos
entre si. ¢ De cuantas formas distintas pueden elegir su pastel si cada una compra uno?

Solucién: Vs, = 5-4-3:2 = 120.

56. Con los 10 digitos se desean escribir nimeros de seis cifras, todas ellas distintas. ¢Cuantas
posibilidades hay para escribir la primera cifra? Una vez elegida la primera, écuantas hay para elegir
la segunda? Una vez elegidas las dos primeras, écudntas hay para la tercera? ¢ Cuantas posibilidades
hay en total?

Solucién: Para escribir la primera cifra tenemos 9 posibilidades porque si el nUmero empieza por 0 no
es de seis cifras.

Para la segunda cifra también tenemos 9 porque ahora podemos poner el cero pero no la colocada en
primer lugar.

Para la tercera 8 y para la cuarta 7;

En total 9-9:8:7-6-5 = 136 080 posibilidades.

57. Si tienes 11 elementos diferentes y los tienes que ordenar de 4 en 4 de todas las formas posibles,
écuantas hay?
Solucién: Vi14=11-10-9-8- =7920.

58. Con las letras A, B y C, écudntas palabras de 2 letras no repetidas podrias escribir?
Solucién:V3,=3-2=6

59. Con los digitos 3, 5, 7, 8 y 9, écuantos numeros de 4 cifras distintas puedes formar?
Solucién: Vs4=5-4-3-2=120.

60. Calcula: a) Vio6; b) Vs ; C) V7,a.

Solucién: a) Vios=10-9-8-7-6-5=151 200;
b)Ves =9-8-7-6-5 =15 120;
c)V74 =7-6-5-4=2840.
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6! 8! 11
61. Calcula: a) 3 b) e c) -
Solucién: a) 2—: = 6'5:'3! =6-5-4= 120
p) L =876 _g8.7.6.5=1680

4l al
) =122 = 11109 = 990

8l 8l

62. Tenemos 5 bombones (iguales) que queremos repartir entre 7 amigos, ¢de cuantas formas se
pueden repartir los bombones si a ninguno le vamos a dar mas de un bombdn?

Solucion: Como no importa el orden, los bombones son iguales, Cy5 = (;) =21.

63. Juan quiere regalar 3 DVDs a Pedro de los 10 que tiene, é¢de cuantas formas distintas puede
hacerlo?

10) - 120

Solucién: Cio3 = ( 3

64. En el juego del poker se da a cada jugador una mano formada por cinco cartas, de las 52 que
tiene la baraja francesa, ¢ cuantas manos diferentes puede recibir un jugador?

Solucion: Cszs = (552) = 1497 000 960
65. Afiade tres filas mas al triangulo de Tartaglia de 1 1=2°
la derecha 11 2=2t
121 4=22
1331 g=23
14641 16 = 24
151010 5 1 32=25

Solucién: las 3 nuevas filas serian:
16 15 20 15 6 1
17213535217 1
1828567056 28 8 1

66. Suma los nimeros de cada fila y comprueba que la suma de los elementos de la fila m es siempre
igual a 2m
Solucion: se puede ver en la imagen del 65.

67. Sin calcularlos, indica cuanto valen Cs3; GCs4; Cs2 y Css buscando su valor en el tridngulo.
Solucién: mirando en el tridngulo del ejercicio 65, Cs3=10; Cs2=5; Cs2=10; Css=1.

() =) Ga=() a=()) ca=(o)

También, la fila 5 es: (5)

0
1 5 10 10 5 1
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68. Desarrolla (a + b)®

Solucién: (a + b)6 = (8) a® + (?) a®b + (g) a*b? + (g) a3b3 + (2) a’b* + (g) ab® + (2) b6 =

=a® + 6a®b + 15a*b? + 20a3b3 + 15a%b* + 6ab’ + b®

69. Desarrollaa) (a—b)® ; b) (x—3)*;c)(x+2)";d)(—x+3)°.
Solucion:

a) (a-b)t= (8) a® — (?) a®b + (g) a*bh? — (g) a3h® + (Z) a’b* — (g) ab® + (g) bé =

= a® — 6a®b + 15a*bh? — 20a3b3 + 15a%b* — 6ab’ + b®

b) (x —3)*= (3)364—(‘1})363-3+(L2L)x2-32—(§)x-33+(i)34 =

=x*—4x3 . 34+6x%-3%2—-4x-334+3%=x*—-12+54x% —108x + 81

c) (x + 2) = (g)x7 + (Z) x°2 + (;) x52% + (;) x*23 + (Z) x32% + (;) x22° + (Z) x26 +
+ (;) 27 = x7 + 14x° + 84x° + 280x* + 560x° + 672x% + 448x + 128

d) (x + 3 = Q)0+ ()0t 3+ () 032+ () 02 3+ () (03t +

+ (g) 35 = —x5 + 15x% — 90x3 + 270x% — 405x + 243

5
2
. o . . . X
70. Calcula el coeficiente de x” en el polinomio que se obtiene al desarrollar (3x — 7)
Solucién: la suma de los exponentes de x han de sumar 7, x°*- (x?)*=x7 , luego
5-k+2-k=7 , k=2, portanto el término es,

5 3x_22_ a3 .3 Xt . 1027 _ 135
(2) (3x) (2) =10-3°-x , el coeficiente es =

22 4 2

71. Expresa con radicales simplificados el polinomio que se obtiene al desarrollar (— g + \/2)5
Solucidn: (—£+ \/_)5 = (\/_—2)5

(2= =)@ -0 Q)+ Q) - () + QW) -
(D) =02 -502)" () + 1002)° () ~1002)°(5) +502) () - () =

+=

= 44/2 — 10x + 5v2x?2 —§x3 > \/Ex4
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. En un colegio se selecciona un grupo de 200 estudiantes de los cuales todos estudian inglés o

francés. De ellos 150 estudian inglés y 70 francés. { Cuantos estudian francés e inglés?

En otro centro escolar se estudian varios idiomas: francés, inglés, aleman e italiano. Se seleccionan
también 200 estudiantes de los cuales, 150 estudian inglés, 70 francés y 40 ambos idiomas, écuantos
estudiantes de ese centro no estudian ni francés ni inglés?

a)
estudiantes inglés francés
probabilidad 200 150 70
200/200 3/4 7/20

P(IUF) = P(I) + P(F) —P(INF); PANF) =P(D) +P(F) —P(IUF);

3 7 200
P(InF):Zﬁ'%—%; P(InF):l/].O

Como la probabilidad es 1/10, de 200 personas 20 alumnos estudian inglés y francés.
b)

estudiantes | inglés | francés | ambos aleman | italiano
probabilidad | 200 150 70 40 é? é?

200/200 3/4 7/20 1/5 é? é?
'g“f' = e jl“ Luego 150- 40= 110 solo estudian inglés
1_‘7: : i A:**QEE_ Y 70-40= 30 solo estudian francés

s gon
o ~ -\ Portanto, 110 que estudian inglés mas 30 que estudian francés
~ 5 1O | || mas 40 que estudian ambos idiomas = 180 estudiantes de

f, S B inglés, francés o ambos.
B A
J,‘ =1 g

200 estudiantes menos 180= 20 estudian otros idiomas (aleman e italiano).

2. Lanzamos un dado. Calcula la probabilidad de:
a) Sacar un niumero impar.

b) No sacarun 3.

c) Sacar un numero mayor que 3.

d) Sacar un nimero mayor que 3 y que sea impar.

e) Sacar un nimero mayor que 3 o bien que sea impar.
numero de casos favorables

nuamero de casos posibles
numeros impares

Regla de Laplace: P(suceso) =

a) probabilidad de que salga impar = = 3/6= 1/2
) p q 9 p numero de caras / /
7 numero 3
b) probabilidad de que salga3 = ——— = 1/6
nuamero de cara
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7. , numero mayor que 3 3 1
c) probabilidad de que salga un nimero mayor que 3 = — Yora = -==
namero de caras 6 2

nimero impar mayor que3 _ 1

d) probabilidad de que salga un namero impar mayor que 3 = S —— p

e) probabilidad de que salga un nimero mayor que 3 o impar = Z

3. Enuna clase hay 24 alumnos y 14 alumnas. La mitad de las alumnas y la tercera parte de los
alumnos tienen los ojos azules. Se elige un estudiante al azar.

a) Calcula la probabilidad de que sea chico y tenga los ojos azules.

b) Calcula la probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azules.

C= elegir chico

a) P(CNA)=P(C)P(A/C);

A
/3 -~
24 chicos_—

12/19 23 I

12 1
38 alumnos P(C ] A) = (E) (5);
N < P(CNA)=—
N b) Chicas con ojos azules % de 14 = 7
Chicos con ojos azules 1/3 de 24 = 8, en total hay 15 con ojos azules
24 15 8 31
P(CUA)=P(C)+P(A)—P(CNA) —§+£—5—£

4. Antonio, Juan y Jorge tienen una prueba de natacién. Antonio y Juan tienen la misma probabilidad
de ganar, y doble a la probabilidad de Jorge. Calcula la probabilidad de que gane Juan o Jorge.
Juan— 2x Jorge— x Antonio — 2x

Como la suma de las probabilidades hadeser1, 5x=1 x =%

P(Juan) =§ P(Jorge) =% P(Antonio) =§

3

=z al ser incompatibles.

ul | =

P(Juan o Jorge) = P(Juan) + P(Jorge) = §+

5. Lanzamos dos monedas distintas, una de 50 céntimos y otra de un euro. Calcula la probabilidad de
que: A) En la moneda de un euro salga cara. B) Salga una cara. C) Salga al menos una cara. D) No
salga ninguna cara. E) Salga una cara y una cruz.

C cent
- <
X cent
X€ <Ccen£
X

ceng

0

1

a)P(cara €) = >
1 1 1 1 1
b)P(CENX)+P(XNCct)==-=+=-===
2 2 2 2 2
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1 1 1 1 1 1 3
c)P(CENX) + P(X ﬂCCt)+P(C€nCCt)—E'E+E'E+E'E—Z
1 1
d)P(XﬂX)—E'E——
1 1 1 1 1
e)P(CﬂX)-i—P(XﬂC)—E'E+E'E—E

6. Lanzamos tres monedas. Calcula las probabilidades de: A) No salga ninguna cara. B) Salga al
menos una cara. C) Salgan dos caras y una cruz.
AE <
z <

iz
ML >
< i2 <
ale Z /
T >
Afe <

iz <
=< \13&
e e
SC _dre

=
%
<

A) PXNXNX)==-2.2=2
2 22 8
B) Sila probabilidad de que no salga ninguna cara es de 1/8, la probabilidad de que salga al menos
una cara es 1 — probabilidad de ningunacara=1-1/8=7/8
111 11

Q) PCNCAX)+PCAXNC)+PXNCNAC) = o mdoemmomm=2

7. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
que lasumasea 1, sea2,sea3,...sea12.

Solucién:
La siguiente tabla representa la suma de los valores de ambos dados:

1 2 3 4 5 6

o U A W N R

ne casos favorables A

Regla de Laplace: P(A) =

n? casos posibles

1 2 3 4 5

P(1)=0; PQ)==; P3) == P@ == P(B)=— P®6)==

D=0 PR =2 PA) =2 PW=2 PG)=—; P(6) =2y
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6 5 4 3 2 1
P(7) = v P(8) = Py P(9) = o P(10) = Py P(11) = o P(12) = "

8. ¢Qué es mas probable al tirar tres dados, que la suma de sus caras superiores sea 9 o sea 10?
Escribe el suceso “sea 9” y el suceso “sea 10” y calcula las probabilidades de sus sucesos
elementales. {Sabes ya mas que Galileo!

Regla de Laplace: P(A) =

n? casos favorables A

n? casos posibles
Con tres dados, el n2 de casos posibles son 63, o lo que es lo mismo 216

a) Para calcular P(9): Considerando que el 3°" dado puede tomar valores del 1-6, los que pueden

ser validos para sumar 9 son representados en la siguiente tabla, en la que aparecen las sumas

de los valores de los otros dos dados (el resto de los valores se descartan):

Por lo tanto, de los 216 casos posibles, se tiene que 25 son favorables para P(9) y seguin Laplace:
25

b) Para calcular P(10): Al igual que en el caso anterior, el 3°" dado toma valores del 1-6; se

representan en la tabla los posibles valores que puedan sumar 10 (Los que no cumplen dicha

condicidn se descartan):
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Por lo tanto, de los 216 casos probables, para P(10) son favorables 27 y segun Laplace:

27
P(lO) = m

Luego es mads probable que salga suma 10

9. Lanzamos a la vez una moneda y un dado. Llama 4 al suceso “Salga cara y un numero par”, B al
suceso “Salga cruz y un nimero impar” y al suceso C “Salga un nimero primo”. Calcula las
probabilidades de A, B y C. {Como son estos sucesos? Indica cudles de ellos son compatibles y
cuales son incompatibles.

Solucidn:
n2 casos faborables A

ne casos posibles

Regla de Laplace: P(A) =

La siguiente tabla representa tanto los valores tomados por el dado como las caras de la moneda:
1 2 3 4 5 6

C

X

A={caraypar}, B = {CRUZNMPaF); C={n®Primo}
0

b) P(A N B) = 0, son incompatibles; P(ANC) = %Compatibles; P(BNC) = %Compatibles

10. Lanzamos una moneda 50 veces, ¢{Qué es mas probable, obtener 50 caras seguidas o obtener en
las 25 tiradas cara y en las 25 siguientes cruz? Justifica la respuesta.

e La probabilidad de los dos casos es la misma porque la moneda no guarda los datos de sus tira-
das, es decir, no tiene memoria.
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11. Una moneda esta trucada. La probabilidad de obtener cara es doble que la de obtener cruz.
Calcula las probabilidades de los sucesos obtener cara y obtener cruz al tirar una moneda.
-C—- Salircara. -X— Salir cruz.

P(C)=2-PX)—> PC)+PX)=1

1

2P +P(X)=1- 3PX) =1~ P =1; P(O)=1-1="

Wl = w]

PO=2 P =

12. Tres chicos y dos chicas juegan un torneo de ajedrez. Todos los chicos tienen idéntica
probabilidad de ganar, y todas las chicas, también. Pero la probabilidad de ganar una chica es doble
de la de ganar un chico. Calcula la probabilidad de que un chico gane el torneo.

- Chico 1,2,3 = probabilidad x cada uno - Chica 1,2 = probabilidad 2x cada una

, 1
Calculamos cuantovalex. 7x=1->x = >

Por tanto, la probabilidad de que gane un chico el torneo es 1/7.

13. Siete parejas, cinco de chico-chica, una de chico-chico y otra de chica-chica, estan en una
habitacién. Se seleccionan dos personas al azar. Calcula la probabilidad de: a) Sean un chico y una
chica. B) Sean pareja. Ahora se escogen 4 personas al azar. Calcula la probabilidad de: c) Haya al
menos una pareja. d) No haya ninguna pareja.

A = {Que sea chica} O = {Que sea chico}
P = {Que sean pareja} NP = {Que no sean pareja}
a)
6/13 »A
7/14 A
o
7/13
713 A
7/14 o <
o
6/13

P(0O N A) =P(A)P0/A) +P(O)P(4)0) =~ L+ L. L2 _ 7

14 13 ' 14 13 26 13

b)
1713»P
7/14 A
12/13 NP
1/13 P
7/14 o <:
12/13 NP
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P(P)=P(ANP)+P(0NP)=P(A)P(P/A)+PO)P(P/0) =L -+ L. Z=2 =2

c) La probabilidad de al menos una pareja es igual a la suma de la probabilidad de que haya una pareja
mas la probabilidad de que haya dos parejas,

P(1P) es el apartado b) P(1P) = 1_13
P(2P) = P(1P) - P(2P/1P) = = - (*)

Para calcular la probabilidad de que haya una segunda pareja cuando ya ha salido la primera hay que
estudiar 3 casos:

1. La pareja eran 2 chicas

1711 P
o A

10/11
1711
7712 O P
10/11 *NP

7 1 1

P(2P/1P) = P(A N P) + P(0 N P) = P(A)P(P/A) + P(O)P(P/0) = = - —+— —=—

12 11 11
1/11_y P
o<
5/12 NP

2. La pareja eran 2 chicos

10/11
1/11
7/12 A P
10/11 *NP
P(2P/1P) = P(O N P) + P(ANP) = P(0)P(P/0) + P(A)P(P/A) == L+ L. L =L
12 11 12 11 11
3. La pareja eran chica-chico
111 o P
6112 _» QO
10711 > NP
171
612 = A P
10411 MNP
P(2P/1P) = P(0 N P) + P(ANP) = P(0)P(P/0) + P(A)P(P/A) == L+ Z. L =L
12 11 12 11 11
Las tres probabilidades son iguales luego su sumaes 3 - 1—11 = %
Tenemos que la probabilidad pedida es:
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L+ 1.2 0,098

13 13 11 13-11

P(al menos 2 parejas) = P(1P) + P(2P) = P(1P) + P(1P) - P(2P/1P) =

d) No haya ninguna pareja
P(ninguna pareja) =1 —P(al menos 1P) =1 — 0,098 = 0,902

14. Tenemos un dado trucado de forma que los nliimeros impares tienen una probabilidad doble a la
de los numeros pares. Calcula las probabilidades de: A) Salga un nimero impar. B) Salga un nimero
primo. C) Salga un nimero primo impar. D) Salga un nimero que sea primo o sea impar.

1 2x

2 X

3 2x

4 X

5 2x

6 X

9x=1; x=1/9
A={nUmero impar} B={numero par} C={nimero primo}

a) PM)=Pﬂ)+P8)+PG)=§+§+§=9=§
b) P(C) = P() + P(2) + P(3) +P(5) = 2+ 2424 2=
c) P(ANC)={135}=P(1)+P@)+P(5) =+-+-=2=1
d) P(AUC) ={1,235} =P(1) + P() +P(3) + P(5) ==+ +-+-=1

15. En un grupo de 12 amigas hay 3 rubias. Se eligen dos chicas al azar. Calcula la probabilidad de
que: A) Ambas sean rubias. B) Al menos una sea rubia. C) Ninguna sea rubia. D) Una sea rubia y la
otra no

R={Que sea rubia} A={No ser rubia}

2/11 R
3/12 N
5/11 A
3/11 R
9/12 A <
a/11

a)  P(RNR)=P{RP(R/R) =%.%=%

. 9 8 5
b) P(al menos 1searubia)=1—P(ANA)=1—-P(A)P(A/A)=1—- IPSETERET]
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)  P(ANA)=P(A)P(4/4A) = 1—92 : % = 1_61
d P(ANR)+P(RNA)=PA)PR/A)+PR)P(A/R) = % : % + 13_2 : % - %

16. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades

de que: A) Los numeros obtenidos sean iguales. B) Los nimeros obtenidos difieran en 3 unidades. C)

Los niimeros obtenidos sean pares.

A) Realizamos un diagrama cartesiano donde se indican los posibles valores de cada dado al lanzar-
los:

1-2
2-112-2|2-3|2-4|25|2-6
3-1|3-23-3|34|35|3-6
4-14-24-3 44|45 |46
5-1|5-2 53 |54|55 |56
6-1|6-2|6-3|6-4|6-5|6-6

1-3|14|15|1-6

P(A) __ Numero de casos favorables _ 6 1
Numero de casos posibles. 36 6
B)
Numero de casos favorables 6 1
P(4) =X favor -5 _E
Numero de casos posibles. 36 6
Q)
Numero de casos favorables 9 1
P(A) = = favorables _ 2 _1
Numero de casos posibles. 36 4
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17. Lanzamos una moneda hasta que salga cara. Calcula la probabilidad de que: A) Salga cara antes
del cuarto lanzamiento. B) Salga cara después del octavo lanzamiento.

A) Salga cara antes del cuarto lanzamiento: Serd la probabilidad de que salga cara en el pri-

. 1 . 1 1
mer lanzamiento (E) 0 que salga cara en el segundo lanzamiento, (E . E) 0 que salga cara en

. 1 1 1
el tercer lanzamiento, (E 3 E)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 7
PA= +(3-3)+(3-2-3) = 2+243=1
2 2 2 2 2 2 2 4 8 8
ler. 2do. 3er. 4to.
lanzamiento lanzamiento lanzamiento lanzamiento
C
"
e
-l'"'-..-. e
/ — X —-:::_______ e
\\ :::_____....- C =:'::--------...._, X —
X | G —
et et
o --;".________ SEURESCERY
12 C -:::"__:—.—..‘ B
. < 1/2 -—'l'-f-.'""# 2T
%X -:::'_____"'—'—'—. | (O e

B) Salga cara después del octavo lanzamiento: El camino seguido corresponde al que sale X en
ocho lanzamientos y en el noveno sale cara. Como la probabilidad de que salga X es siempre
%, y la que salga cara también es %, la probabilidad de que salga cara después del octavo
lanzamiento es:

18. Un lote de 20 articulos tiene 2 defectuosos. Se sacan 4 al azar, ¢Cuadl es la probabilidad de que
ninguno sea defectuoso?

2 1 8/9 ND
12 saca: P(D)=— = — \.D<
20 10 e .

ND = NDNDNDND

<

D = NDNDNDD
ND = NDNDD ND

18 9 D = NDNDDD
P(ND)=z — = — ND= NDD ND ND

(ND)=30 =1 D <
D =NDDNDD

22 saca: P(ND/ND)=1—; ND= ND DDND

S —
T
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P(ND)=—.L.8. 15 _12

19. Se lanzan dos dados y la suma de las caras superiores es 7. ¢Cual es la probabilidad de que en
uno de los dados haya salido un 3?

Se realiza el diagrama cartesiano para ver las sumas de las caras superiores de los dos dados. Se

analizan cuantas dan 7 y de éstas cuantas ha salido un 3 en alguno de los dados:

8

9 10 11 12
Casos favorables 2 1
P(A): f - =—-—=R
Casos posibles 6 3
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COMBINATORIA

20. Cinco nadadores echan una carrera. ¢{De cuantas formas pueden llegar a la meta si no hay
empates? ¢Y si son 8 nadadores?
Solucion: 5 nadadores, Ps=5!=120; 8 nadadores Pg= 8! =40 320.

21. Santi, Pepe, Ana y Silvia quieren fotografiarse juntos, ¢de cuantas maneras pueden hacerse la
fotografia? Quieren situarse de manera que alternen chicos con chicas, ¢de cuantas maneras pueden
ahora hacerse la fotografia?

Solucién: Hay P4=4!=4-3 -2 -1 =24 maneras de hacerse la fotografia.

Y hay 2 formas de ordenarse, primero chica o chico y P; formas de ordenarse entre ellas y ellos luego
hay2-P,-P, =2-2!-21=8 maneras de hacerse la fotografia alternando chicos y chicas.

22. ¢De cuantas maneras se pueden introducir 9 objetos distintos en 9 cajas diferentes si sélo se
puede poner un objeto en cada caja?
Solucién: P = 9! = 363 880 maneras de introducir 9 objetos distintos en 9 cajas diferentes.

23. Siete chicas participan en una carrera, éde cuantas formas pueden llegar a la meta? No hay
empates. ¢{Cudl es la probabilidad de acertar el orden de llegada a la meta?

Solucién: P; = 7! = 5040 formas de llegar a la meta.

La probabilidad de acertar el orden de llegada es 1/5040.

24. ¢{Cuantos numeros distintos y de cinco cifras distintas pueden formarse con los digitos 3,4, 5,6, y
7? ¢{Cuantos pueden formarse si todos empiezan por 5? ¢Y si deben empezar por 5 y terminar en 7?
Solucién: Hay Ps = 5! = 120 numeros distintos de 5 cifras diferentes.

Si empiezan por 5 hay P4 = 4! = 24 ndmeros.

Si empiezan por 5y terminan por 7 hay Pz = 3! = 6 numeros.

25. {Cuantas banderas de 3 franjas horizontales de colores distintos se pueden formar con los
colores rojo, amarillo y morado? ¢Y si se dispone de 6 colores? ¢Y si se dispone de 6 colores y no es
preciso que las tres franjas tengan colores distintos?

Solucién: Se pueden formar P3 = 6 banderas distintas con 3 franjas y 3 colores.

Con 6 colores se pueden formar V3 =6 - 5 - 4 = 120 banderas distintas con tres franjas.

Y si no es preciso que las franjas tengan colores distintos tenemos VRg3 = 63 = 216 banderas
diferentes.

26. ¢Cuantos numeros de 3 cifras distintas se pueden escribir con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5y 6?
éCuantos de ellos son impares? ¢ Cuantos son multiplos de 4?

Solucién: Hay Ve3=6-5-4 =120 numeros de 3 cifras distintas.

Son impares la mitad pues del 1 al 6 la mitad son pares y la otra mitad impares, por tanto hay 60. Para
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calcular los multiplos de 4 analizamos las dos ultimas cifras que pueden ser: 12, 16, 24, 36, 52, 56 y 64.
En total tenemos 7 formas de ser multiplo de 4, como las cifras a utilizar han de ser distintas, nos
qguedan 4 en cada caso para poner en las centenas por tanto, tenemos 7 - 4 = 28 multiplos de 4.

27. {Cuantos nimeros de 34 cifras, distintas o no, se pueden escribir con los digitos: 1, 2,3,4,5y6?
Calcula la suma de todos ellos.

Solucion: VRe 34 = 634,

La suma: En las unidades hay igual nimero de 1, que 2... que 6, Por tanto hay 634, Las unidades suman
63*(1+2+3+4+5+6)=6*21. Lo mismo suman las cifras de las decenas, centenas... Por tanto la
suma total valdra: 63* (1034 + 1033 + ... + 10 + 1)-21.

28. A Maria le encanta el cine y va a todos los estrenos. Esta semana hay seis, y decide ir cada dia a
uno. ¢De cuantas formas distintas puede ordenar las peliculas? Mala suerte. Le anuncian un examen
y decide ir al cine solamente el martes, el jueves y el sdbado. ¢Entre cuantas peliculas puede elegir el
primer dia? ¢Y el segundo? ¢Y el tercero?

Solucién: Maria tiene V7,6 = 5 040 para ordenar las peliculas entre los 7 dias de la semana.

Si sélo va 3 dias al cine el primer dia elige entre 6, el segundo entre 5y el tercero entre 4.

29. Con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, écuantos numeros de cuatro cifras diferentes se pueden formar?
(Observa: Si comienza por 0 no es un nimero de cuatro cifras). ¢ Cuantos son menores de 3000?
Solucién: Tenemos Vea =6 -5 -4 - 3 =360 numeros con 4 digitos formados por las 6 cifras, como hay
que empiezan por 0, Vs3=5-4 -3 =60, tenemos 360 — 60 = 300 nimeros de cuatro cifras. Menores de
3 000 son los que empiezan por 1y por 2, es decir 2-Vs3=2-5-4 -3 =120 nUmeros.

30. El lenguaje del ordenador esta escrito en secuencias de ceros y unos (digitos binarios o bits) de
tamaiio fijo. En el contexto de la informatica, estas cadenas de bits se denominan palabras. Los
ordenadores normalmente tienen un tamaiio de palabra de 8, 16, 32 6 64 bits. El cédigo ASCII con el
que se representaban inicialmente los caracteres para transmisidn telegrafica tenia 7 bits. Después
se aplicé a los ordenadores personales, ampliandolo a 8 bits que es lo que se denomina un byte o
ASCII extendido. Mas tarde se sustituyé por Unicode, con una longitud variable de mas de 16 bits.
éCuantos bytes diferentes (8 digitos) se pueden formar? En un ordenador cuya longitud de palabra
tuvieran 16 digitos, écuantas se podrian formar que fuesen diferentes? Si existiera un ordenador
cuya longitud de palabra tuviera 4 digitos, ése podria escribir con ellos las letras del alfabeto?
Solucién: Con una secuencia de 8 digitos se pueden formar VR, g = 28 = 256 bytes.

Con una secuencia de 16 digitos se pueden formar VR 16 = 216 = 65 536 bytes.

Y con solo 4 digitos sélo podriamos formar VRz4 = 2* = 16 bytes, no podemos escribir las letras del
alfabeto.

31. Tienes ocho bolas de igual tamaiio, cuatro blancas y cuatro negras, si las colocas en fila, éde
cuantas formas puede ordenarlas?
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Solucioén: si estuvieran numeradas del 1 al 8 habria Ps = 8! Formas de ordenarlas pero al no estar
numeradas, hemos contado 4! formas de colocar las blancas como distintas que en realidad son

. . 8! 8
iguales y lo mismo con las negras luego tenemos e (4) = (g4 = 70 formas de ordenarlas.

32. Con 4 latas de pintura de distintos colores, é{cuantas mezclas de 2 colores podras hacer?

L, . 4
Solucién: Como no importa el orden para hacer las mezclas, se pueden hacer Cs; = ( ) = 6 mezclas

2
diferentes.

33. ¢De cuantas maneras se puede elegir una delegacidn de 3 estudiantes de un grupo de 30? ¢Y en
tu propio grupo?

Solucién: Hay Csop2 = (320) = 4 060 maneras de elegir una delegacion de 3 estudiantes de un grupo de

30. Solucioén abierta, segun tu grupo.

34. ¢{Cuantos productos diferentes se pueden formar con los nimeros: 2, 1/3, 7, 5 y t tomandolos de
3 en 3? {Cudntos de esos productos daran como resultado un niimero entero? ¢{Cuantos un nimero
racional no entero? {Cuantos un namero irracional?

5) _
3) = 10 productos.

Soélo uno es entero,2-3-7

Solucién: Hay Cs3 = (

3) = 3 productos

Tenemos que poner fijo el 1/3 y nos quedan 3 enteros para coger 2 luego hay C3; = (2

cuyo resultado es un niumero racional
.. 4
Tenemos que fijar  y nos quedan 4 para coger 2, Ca2 = (2) = 6 productos cuyo resultado es un

numero irracional.

35. ¢Cuantas aleaciones de 4 metales pueden hacerse con 7 tipos distintos de metal?

7) = 35,

Solucién: C74 = (4

36. ¢De cuantas formas puedes separar un grupo de 9 estudiantes en dos grupos de 3 y 6 estudiantes
respectivamente?
Solucién: Se trata de las formas de coger 3 entre los 9, pues en el otro grupo ya quedan 6, luego hay

Coz= ((3)’) = 84 formas.

37. Una asignatura se compone de 15 temas y se va a realizar un examen en el que caen preguntas
de dos temas, écudntas posibilidades hay para elegir los temas que caen? Si sélo has estudiado 10
temas, écuantas posibilidades hay de que te toquen dos temas que no te sepas? éCudl es la
probabilidad de que te toquen dos temas que no te sepas? ¢Y la de que te toque sélo un tema que
no te sepas?
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Soluciéon: Hay Cis, = (125) =105 posibilidades.

Si has estudiado 10 temas, quedan 5 sin estudiar luego hay Cs, = (g) = 10 posibilidades de que no te

sepas ninguno de los dos temas.
La probabilidad de que te toquen dos temas que no te sepas es 10/105 = 0,09.

La probabilidad de no saber 1 tema es 51% = %, sacar 1 de los 5 que no hemos estudiado y sacar 1 de

los 10 estudiados.

38. {Cuantas opciones hay para elegir cuatro asignaturas entre siete optativas?

Solucién: C74 = (7) = 35 opciones.

4

39. Se juega una partida de tiro al plato en la que se lanzan sucesivamente doce platos. ¢Cual es el
numero de sucesos en los que se obtienen cuatro éxitos, es decir se acierta cuatro veces en el
blanco? En el mismo caso anterior, écual es la probabilidad de tener éxito en el ultimo tiro?

Solucién: Hay Ciz4 = (142) = 495 sucesos en los que se obtienen 4 éxitos.

Se tiene éxito en el Ultimo tiro si se han acertado 3 de los 11 anteriores, luego son C11,3=(131) =165.

40. Lanzamos una moneda y luego un dado, ¢{Cudntos resultados distintos podemos obtener? ¢Y si
lanzamos dos monedas y un dado? ¢Y si fuesen 3 monedas y 2 dados?

Solucién: Al lanzar una moneda y un dado se pueden obtener 12 resultados, 2 resultados de la moneda
por 6 del dado.

Si lanzamos dos monedas y un dado tenemos 2 - 2 - 6 = 24 resultados.

Y si lanzamos 3 monedas y 2 dados obtenemos 23 - 62 = 288 resultados.

41. En una reunidn todas las personas se saludan estrechandose la mano. Sabiendo que hubo 91
saludos. ¢ Cuantas personas habia? Y si hubo 45 saludos, ¢ cuantas personas habia?

Solucidn: Se trata de escoger 2 personas entre x que hay para que se saluden, si hubo 91 apretones Cx

_ (X) xt _x(-D)x=2) o xe(x=1) 91, x-(x-1)=2-91 , x2—x—182=0

2) T 22 T 21x-2)! 2-1
x=14 , x=-13, ; habia 14 personas.
Para 45 apretones, Cy = X _x@ DGl @) 4 , X-(x-1)=2-45 , xX2=x—-90=0
21(x—2)! 21(x-2)! 2-1

x=10 , x=-9, ; habia 10 personas.

42. La mayor parte de las contraseias de las tarjetas de crédito son numeros de 4 cifras. ¢Cuantas
posibles contraseiias podemos formar? ¢ Cuantas tienen algin numero repetido? ¢ Cuantas tienen un
numero repetido dos veces?

Solucién: Con 4 cifras podemos formar VR1g4 = 10* = 10 000 contrasefias.

No tienen ningin nimero repetido Vips = 10 - 9 - 8 - 7 = 5 040, por lo tanto tienen algin numero
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repetido 10 000 — 5 040 = 4 960 contrasefias.

Tienen un nimero repetido dos veces: para el repetido podemos cualquiera de los 10, coger los 2
nlimeros restantes sin repetir hay Co Yy las formas de colocar los 4 nimeros escogidos es Pa pero el
gue estd repetido no nos da una disposicion diferente por cambiar sitio luego hay que dividir entre 2,
nos salen: 10-Co2 - (P4/2)=10- 2?—'7' . 4;! = 4 320 contrasefias.

43. Pedro conocid ayer a una chica. Lo pasaron muy bien y ella le dio su nimero de mdvil, pero él no
llevaba su movil ni boligrafo. Pensé que se acordaria, pero... s6lo recuerda que empezaba por 656,
que habia otras cuatro que eran todas distintas entre si y menores que 5. Calcula cuantas
posibilidades tiene de acertar si marca un nimero. Demasiadas. Hace memoria y recuerda que las
dos ultimas son 77. ¢ Cuantas posibilidades hay ahora de acertar haciendo una llamada?

Solucién: (Partimos de que el nimero de teléfono tiene 9 cifras) Si sélo recuerda el comienzo, 656, le
faltan 4 que son menores que 5, (0, 1, 2, 3, 4), luego hay Cs4 formas de coger 4 de 5 posibles, y todavia
hay otras 2 cifras que pueden ser cualquiera de las 10, como en total hay 6 cifras que le faltan estas se
pueden ordenar de Pg formas, por tanto son Css - 10 - 10 - Ps = 360 000 numero posibles. Las
posibilidades de acertar: 1/360000;

Si ademas recuerda el 77 del final, como las 4 que le faltan son menores que 5 y distintas, tenemos
V5,4 = 120 posibilidades, luego la probabilidad de acertar con una llamada es 1/120.

44. Hace muchos aios las placas de matricula eran como esta: M677573; luego fueron como ésta: M
1234 AB; y actualmente como ésta: 6068 BPD. Investiga qué ventajas tiene cada uno de estos
cambios respecto al anterior.

Solucién: En las 2 primeras la letra correspondia a la provincia del vehiculo. Con M 123456 habia VR1g6
= 10° = 1 000 000 matriculas diferentes para cada provincia.

Con M 1234 AB habia VR1g4 - 27 - 27 = 10%- 729 = 7 290 000 distintas para cada provincia, ( esto no es
exacto pues no se usaban todas las letras)

Y con 1234 BCD hay VRig4 ‘VR203 = 10* - 203 = 80 000 000 placas diferentes, (no se usan las vocales ni la
QnilaN)

45. Juana y Juan juegan al tenis y deciden que gana aquel que primero gane 4 sets. ¢Cual es el
numero maximo de sets que tendran que disputar? ¢{Cuantos desarrollos posibles puede tener el
encuentro?

Solucién: Cada set lo puede ganar cualquiera, pero al llegar a 7 Juana o Juan seguro que ha ganado 4.

46. Un club de alpinistas ha organizado una expedicidn al Kilimanjaro formada por 11 personas, 7
expertos y 4 que estan en formacion. En un determinado tramo sélo pueden ir 3 expertos y 2 que no
lo sean, ¢de cudntas formas puede estar compuesto ese equipo de 5 personas? Tu eres un experto, y
vas a ir en ese tramo, ¢cuantas formas hay ahora de componerlo?

Solucién: Hay que seleccionar 3 de 7y 2 de 4 luego tenemos C;3 - Cs2=35-6=210.

Si yo soy un experto: Cs2 - C42 =15 -6 =90.
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47. En los billetes de una linea de autobuses van impresos los nombres de la estacion de partida y de
la de llegada. Hay en total 8 posibles estaciones. ¢ Cuantos billetes diferentes tendria que imprimir la
empresa de autobuses? Ahora quieren cambiar el formato y sélo imprimir el precio, que es
proporcional a la distancia. Las distancias entre las estaciones son todas distintas. ¢ Cuantos billetes
diferentes tendria que imprimir en este caso?

Solucion: Tenemos 8 estaciones y debemos escoger de 2 en 2, teniendo en cuenta que el billete de A a
B es distinto del de B a A, es decir, disposiciones ordenadas, por tanto, Vg, =8 - 7 = 56.

En el caso de la distancia, si son igualesde AaBydeBaA, portanto, Cg, = 28.

48. Una pareja tiene un hijo de 3 aifios que entra en la guarderia a las 9 de la manana. El padre
trabaja en una fabrica que tiene 3 turnos mensuales rotativos: de 0 a 8, de 8 a 16 y de 16 a 24 horas.
La madre trabaja en un supermercado que tiene dos turnos rotativos mensuales, de 8 a 14 y de 14 a
20 horas. é{Cuantos dias al afo, por término medio, no podra ninguno de los dos llevar a su hijo a la
guarderia?

Solucidn: El padre tiene 3 turnos y la madre 2 luego hay 3 - 2 = 6 combinaciones posibles, de éstas hay
2, cuando entran ambos a las 8, que no lo pueden llevar, por tanto la probabilidad de no poder llevar al
hijo es de 2/6 = 1/3. De los 365 dias del afio restamos sabados y domingos, 54 - 2 = 108, nos quedan
257,257 - 1/3 = 85,66... unos 86 dias no lo pueden llevar, o también un mes de cada 3.

49. Un tiro al blanco tiene 10 caballitos numerados que giran. Si se acierta a uno de ellos se enciende
una luz con el numero del caballito. Tiras 3 veces, ¢de cuantas maneras se pueden encender las
luces? ¢Y si el primer tiro no da a ningtin caballito?

Solucion: Las posibilidades son acertar las 3 tiradas o acertar 2 tiradas o acertar 1 tirada o no acertar
ninguna tirada: C10,3 + C10,2 + C10,1 + Clo,o =120+45+10+1=176.

Si la primera no se acierta, nos quedan Cio2 + Ci01 + Ci00= 45+ 10+ 1 =56.

50. En una fiesta hay 7 chicas y 7 chicos. Juan baila siempre con Ana. Antonio es el mas decidido y
siempre sale a bailar el primero, ¢de cuantas formas puede elegir pareja en los préximos 4 bailes?
Solucién: Cada vez que se inicia un baile hay 6 chicas para elegir luego: 6 - 6 - 6 - 6 = 6* = 64 = 1296
formas distintas.
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AUTOEVALUACION

1. Altirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a)5/6 b)11/36 c)35/36 d)30/36

A = Al menosun 5

10 20 P(A) =P(5n5+P(5n5)+P(5N5)
5

5 ::<: . PA=PE)PE/5)+PEG): P(5/5) + P(5) - P(5/5)

1/6,
5 p(A)_ll+l.E+E.l=E
5/ 1/6, 6 6 6 6 6 6 36
3/
%.g b) 11/36

2. Altirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras.
a)1/2 b)3/4 c)3/8 d)5/8

10 20 30
A = exactamente sacar dos caras
P(A)=P(C)'P(C/C)'P(X/C)+P(C)'P(X/C)'P(C/X)+
< 11;'22 P(X)-P(C/X)-P(C/C)
m<
1/2 ~1t1r1, 111, 111_3
P(A)_z 2 2+2 2 2+2 2 2 8

1/2 12 xC <:
X 1/7a X
1 1/2

Xui: c c)3/8

3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a) % b) 3/4 c)3/8 d)5/8

12 pL] 3¢
A =sacar al menos 2 caras

< 12 P(A) = P(C)-P(C/C)-P(C/CC)+ P(C)-P(C/C) -
”2<‘ P(X/CC)+ P(C)-P(X/C)-P(C/CX) + P(X)-

2 P(C/X)-P(C/XC)
<<I P =i

X C
s

X
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4. Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un
multiplo de 2 es:
a)22/40 b)19/40 c) 36/40 d)3/4

O ={Sacar oro} , M ={Salir miltiplo de 2}

PO)=32=7 . POD=2=2
P(OUM) =P(0)+P(M)—P(ONM) = . +-—==, = d)1/4

5. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:

a) P(A) + P(noA) =1 — Siempre es correcta porque son sucesos contrarios que, al
sumarlos, forman el total, 1. La probabilidad del suceso contrario es 1 menos la probabilidad
del suceso.

b) P(A U B) = P(A) + P(B) — Solamente es correcta cuando los eventos son incompatibles,
es decir, que no pueden realizarse a la vez.

c) P(AnB) = P(A) - P(B) — Solamente es correcta si los sucesos son independientes. La
probabilidad del segundo suceso no depende de lo que se ha obtenido en el primero.

Respuesta a)

6. Con los digitos 0, 1, 2, 3, y 4 écuantos nimeros de cuatro cifras se pueden formar?
a) 58 b) 120 c) 96 d) 192

En primer lugar se pueden poner 4 cifras, no entra el 0, y en los 3 restantes se escogen
de entre las 4 que quedan, luego, 4-V2=4-4-3-2=96

c) 96

7. Ocho corredores participan en una carrera, las formas distintas en que pueden llegar a la
meta son:
a) 40320 b) 20160 c) 5040 d) 10080

Py = 8! = 40320
a) 40320

8. Con 5 latas de pintura de distintos colores, écuantas mezclas de 2 colores podras hacer?

a) 60 b) 10 c) 120 d) 30
5
¢z=(2)=10
> 2
b) 10
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9. Con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5 y 6 se pueden escribir nimeros impares de 3 cifras distintas.
é¢Cuantos nameros diferentes se pueden escribir?
a) 60 b) 10 c) 120 d) 30

Para que sean impares deben acabar en 1, 3 o 5, luego para la cifra de las unidades hay 3 cifras, para
las 2 restantes tenemos para escoger 5 cifras: 3-VZ=3:5-4 =60

a) 60

10. Con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5 y 6 se pueden escribir nimeros impares de 3 cifras (iguales o
distintas). ¢ Cuantos niumeros diferentes se pueden escribir?
a) 216 b) 108 ) 120 d) 90

Para las unidades tenemos 3 cifras y para las 2 restantes tenemos 6 y se pueden repetir luego:
3-VR:=3-62=108
b) 108
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Distribuciones de Probabilidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

1. Se lanzan 3 monedas y contamos el nimero de caras que salen. Haz un diagrama en arbol. Escribe
en una tabla la funcidn de cuantia y la funcion de distribucion. Representa la funcion de cuantia en un

histograma y con una linea la funcion de distribucién.
L Sagundo Tarcar

[»d cCC
< ¢ < * CCs
€ c C+C
' < * Cs+s
c <. C +CC
< +* I![:l-
+
C s
[3 < €
1,200
- /
Caras | P F 0,800
0 1/8 | 1/8 0,600
1 1/2 | 5/8 0,400
2 1/4 | 7/8 0,200 / .
3 18] 1 5000 |'ii | .
o] 1 2 3

2. Se lanzan 2 dados y contamos el nimero de 5 que aparecen. Haz un diagrama en arbol, escribe en
una tabla la funcion de cuantia y la funcidn de distribucion, y represéntalas graficamente.

Cinco
p(Cinco y Cinco) = 1/36
Cinco Numero 5 | pi F
1/6
5/6™ NoCinco 0 25/36 | 25/36
p(Cinoo y NoCinco) = 5/36 1 10/36 35/36
2 1/36 1
176 Cinco
5/6 p(NoCinco y Cinco) = 5/36
NoCinco

5/6 ~ NoCinco
p(NoCinco y NoCinco) = 25/36
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1,200

1,000

0,300

0,600 -

0,400 -

0,200 -

0,000 -

o~

o

2

3. Se lanzan 3 monedas. Por jugar nos cobran 1 euro, y por cada cara que aparezca ganamos 1 euro.
Escribe una distribucion de probabilidad y representa el histograma. ¢ Cuanto esperas ganar o perder

en 100 lanzamientos?

100 !
2

caras 0 1 2 3
probabilidad | 1/8 | 3/8|3/8|1/8
Ganancia -1 0 1 3

SRSEREREROE

= 50€

Esperamos ganar 50€

4. Una persona apuesta 10 euros a un juego de tirar una moneda y que salga cruz o cara (o similar). Si
gana se retira y deja de jugar. Si pierde, apuesta el doble, 20 euros. Si gana se retira. Si pierde apuesta
el doble, 40 euros. Y asi sucesivamente. Con esta estrategia siempre acaba ganando 10 euros, pero
tiene un defecto, que no lleve suficiente dinero para seguir jugando hasta ganar. Imagina que lleva
500 €. A) Haz un diagrama de arbol y calcula todas las posibilidades. B) La distribucion de
probabilidad: Ganancia(x) - Probabilidad(x). C) éEs un juego ventajoso? ¢Y para nuestro
jugador? D) Calcula la probabilidad de ganar 10 euros y la de perder 500 euros.

A)

12 10

172 < 172
10 1/2 ? 10
201/2

172
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B)
Apuesta 10 {20 |40 | 80 160 | 320, No puede apostar
Pierde -10 | -30 | -70 | -150 | -310
GanaTiene |10 (10 |10 |10 10
Probabilidad | 1/2 | 1/4 | 1/8 | 1/16 | 1/32

C) Es un juego ventajoso para los creadores de ese juego ya que tendran muchas ganancias. No es un
juego ventajoso para nuestro jugador ya que en caso de que gane solo ganaria 10 euros y recupere el
dinero que ya tenia él desde el principio.

D) P(ganar 10€) =%+%+%+1i6+%+..._

N | =

Se trata de la suma de una progresion geométrica derazén %, S = -4y =1.

2
No puede perder los 500€ pues en la 52 jugada ya ha perdido 310€ y no puede apostar mas.

5. Lanzamos dos dados. Si apostamos al 7 y sale, recuperamos tres veces lo apostado. Si apostamos
que sale menor que 7 y sale, recuperamos lo apostado, y lo mismo si apostamos que sale mayor que
7. éCudl es la mejor estrategia?

12, Se hace una tabla:

Sale 7 <7 >7

Ganancia 3x—x=2x x=-x=0 x=x=0
P 6 15 15
36 36 36

22, Multiplicamos las ganancias por las probabilidades y el resultado que salga mayor es el mas
favorable. Sea x la cantidad apostada.

o 2:x€6/36=1/3x€

e 0€15/36=0€
La mejor estrategia es apostar por el 7 ya que su esperanza de que salgas beneficiado es superior a las
otras posibilidades.

6. Se ha comprobado que la distribucion de probabilidad del sexo de un recién nacido es:
Sexo bebé chica | chico

Probabilidad | 0,485 | 0,515

En un hospital van a nacer hoy 10 bebés. Escribe la expresion de probabilidad de que nazcan 7 chicas.
19, Lo mds importante es decir a que llamas x.

X: nacer chicas, X sigue una B(10, 0,485)

22, Luego aplicamos la férmula de distribucién binomial y obtenemos el resultado.

P(x=7) = (170) . (0,485)7 - (0,515)% = 0,1034

La probabilidad de que nazcan 7 nifias de los 10 bebés que van a nacer es un 0,1034.

7. Se estima que el porcentaje de hogares que utiliza una determinada marca de tomate frito es del
12 %. En una muestra de 20 hogares, é¢qué probabilidad hay de encontrar entre 6 y 15 que lo utilicen?
(No calcules, solé plantea como lo calcularias).
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12, Lo mas importante es decir a que llamas X.
X:"Hogar que utiliza la marca de tomate frito” = B(20, 0,12)
P(6<x<15)=P(x=7)+P(x=8)+P(x=9)+P(x=10) +
+P(x=11)+P(x =12) + P(x =13) + P(x = 14) =

= (%0)-0127-0,88" + (%)) - 0,12° - 0,882 (%)) - 0,12°- 088" + (*)) - 0,120 - 0,880 +

7 8 9 10
+(29)- 012110887+ (2) - 0,121 - 0,88° + (23) - 0,121 - 0,887 + (7 ) - 0,121* - 0,88°

8. Lanzamos dos monedas y contamos el nimero de caras. Calcula la media y la desviacion tipica de
dicho experimento
e Definimos la variable: x — sacar cara

e Calculamos que: P(x) = % =p

e Tenemos que: X~B (2,%)

. CaIcuIamosq:q=1—p—>q=1—%—>q=%
e Calculamoslamedia: u=np->u=2 % =1

o 11 V2
e Calculamos la desviacion tipica: o = ./npqg >0 = |2 33 0=

9. Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 3 veces. Indica las siguientes
probabilidades. A) Probabilidad de que el nimero de caras sea menor que 1. B) Probabilidad de que
el numero de caras sea menor o igualal

e Definimos la variable: x — salir cara
e Calculamos que: P(x) = % =

e Tenemos que: X~B (3,%)

o CaIcuIamosq:q=1—p—>q:1—%—>q:%

0 1 2 3

n=3.8(3, 1/2).
9 poe<n=pe=0 =) (0 () =

o Pz = =0 rte= 0= ()0 0+ () (- (0 -5

10. Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 5 veces. Indica las siguientes
probabilidades. A) Probabilidad de que el nimero de caras sea menor que 3. B) Probabilidad de que
el nimero de caras sea menor o igual a 3.
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e Definimos la variable: x — sacar cara

e Calculamos que: P(x) = % =
e Tenemos que: X~B (5,%)
. CaIcuIamosq:q=1—p—>q=1—%—>q=%

0,4

0.3
0,2
0,1

o1 2 3 45

n = 5. B(5, 1/2).

a) Px<3)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)= ((5)) : (%)0 : G)S + (5) : (1)1 : (1)4 + (5) :
1% /1\3 1
e - o
b) P(xs3)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)+P(x=3)=(5)-(l) &+

OO0 O ) -2 o

11. Escribe la expresion (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar una moneda 15 veces el
numero de caras sea menor que 5.

DATOS
n=15 k = n2 de caras
p(éxito)=%=p q=P(fracaso)=1—p=1—%=%
FORMULA
n _
PGe=k) = (i) p*-q""
RESPUESTA:

Px<5)=Px=0)+Px=1)+P(x=2)+P(x=3)+P(x=4) =
0 13

- (55). (1) .(1)15 +(15) (1)1 . (1)“ +(15) (1)2 . (1)
0 2 2 1 2 2 2 2 2
+(19). (1)3 . (1)“ +(15), (1)“ . (1)“
3 2 2 4 2 2
12. Escribe la expresion (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar un dado 15 veces el
numero de cincos sea mayor que 10.

DATOS
n=15 k = ndmero de 5s > 10 p=% q=1—p=1—%=§
FORMULA
n -

PGe=k) = (i) p*-q""
SOLUCION:

P(x > 10)=P(x=11)+P(x=12)+P(x =13)+ P(x =14) + P(x = 15) =
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- (15). (1)“ . (E)“ L (15). (1)“ . (5)3 L (15). (1)“” . (E)z N
11 6 6 12 6 6 13 6 6
(0G0
14/ \6 6 15 6 6
13. En el control de calidad de bombillas de bajo consumo de una fabrica se ha comprobado que el

90% son buenas. Se toma una muestra de 500 bombillas. Por término medio, écuantas seran de
buena calidad? Calcula la media, la varianza y la desviacion tipica.

DATOS

n=500 p=09 q=1—p=1-0,9=0,1 B(n, p) = B(500, 0,9)
FORMULAS

Media:u=n-p Varianza:g? =n-'p-q  Desviacién tipica:o = \/n-p-q = Vo?
RESPUESTA:

@ =7500-0,9 = 450 62 =500-09-0,1 =45 o =+45 =35 = 6,7

14. En el estudio sobre una nueva medicina para la hepatitis C se ha comprobado que produce
curaciones completas en el 80% de los casos tratados. Se administra a mil nuevos enfermos, ¢ cuantas
curaciones esperaremos que se produzcan?

DATOS
n=1000 p=0,8 B(n, p); B(1000, 0’8)
FORMULA

E(x)=p=n-p

RESPUESTA:

u=1000-0,8 =800 Esperamos que se produzcan 800 curaciones.

15. Utiliza la tabla de la normal tipificada para calcular:

a) P(z £0,37); Buscamos en la primera columna el 0,3, y el 0,07 lo buscamos en la primera fila.
Obtenemos que P(z<0,37) = 0,6443

b) P(z < 1,51); Buscamos en la primera columna el 1,5, y el 0,01 lo buscamos en la primera fila.
Obtenemos que P(z< 1,51) = 0,9345

c) P(z>0,87); como el area total es de 1, y la curva simétrica,
P(z>0,87)=1—P(2<0,87)=1-0,8078 =0,1922

d) P(z<-0,87); como el area total es de 1, y la curva simétrica,

P(z>-0,87)=1-P(z < 0,87) = 1—0,8078 = 0,1922

e) P(0,32<2z<1,24); calculamos P(0,32<2z<1,24)=P(z< 1,24) — P(z < 0,32).
Buscamos en la tabla y obtenemos 0,8907 - 0,6217 = 0,269

16. Se trata a pacientes con trastorno de sueiio con un tratamiento que modela el nimero de dias
con una distribucidn normal de media 290 dias y desviacidn tipica 30. Calcula la probabilidad de que
al tomar una persona al azar su tratamiento dure mas de 300 dias.

X: tener trastorno del sueiio, X—N (290, 30)
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300 — 290
> _—

P(X > 300 =P(Z
( ) 30

) = P(Z>033)=1-P(Z<0,33)=1-0,6293 =0,3707
0,3707 - 100 = 37,07%

17. En una estacion meteoroldgica que las precipitaciones anuales de lluvia tienen una media de 450
mm/m? con una desviaciéon tipica de 80mm/m?2. Suponemos que la variable aleatoria sigue una
distribucion normal. Calcula la probabilidad de que: a) Este proximo aio la precipitacion exceda los
500 mm/m?2. b) La precipitacién este entre 400 y 510 mm/m?2. c) La precipitacién sea menor de 300
mm/m?2.
L=450mm/m? oc=80mm/m? X~N(450,80)
a) P(X = 500) —» Z~N(0,1)

P( 75X ) ( -, 500 0450) = P(Z>0,625)=1—-P(Z <0,625) =
—0,7324 = 0,2676

b)  P(400 < X < 510) -» Z~N(0,1)

P(Xl_u <7< ﬂ) —p (400—450 <7< 510—450) — P(_0;635 <7< 0’75) =
6 o 80 80

=P(Z<0,75) —P(Z <—0,625) =P(Z<0,75) — (1 - P(Z = 0,625)) =
=0,7734 — 0,2676 = 0,5058

c) P(x < 300) » Z~N(0,1)

300—-450

P(Z < 300) = (Z <
1009693 = 0,0307

) = P(Z < —1,875) = 1 — P(Z < 1,875) =

18. En el caso del problema anterior de una N(450, 80) determina la probabilidad de que la variable
esté en los intervalos (u— o, p + o), (L — 206, u + 26), (L — 30, p + 30).

A) (W—o,u+o0)
(450 - 80, 450 + 80) = (370, 530) ;

370—-450
80

P(370<Z<530)—P( <7< =P-1<7Z<1)=P(Z<1)-PZ<-1)

530—450
80 )
PZ<1)=08413 ; P(Z<-1)=1-P(Z<1)=1-0,8413 =0,1587
Luego P(u—o<x<p+0)=0,8413 — 0,1587 =0.6826

B) (L—20, u+20)
(450 - 2-80, 450 +2-80) ; P(290 < Z < 610) =

—p (290;0450 <7< 6108"0450) —P(-2<7Z<2)=P(Z<2)-PZ<-2)
P(Z < 2) =0,9772 P(Z<-2)=1-P(Z<2)=1-09772 = 0,0228
Luego P(u—2c<x<pu+20)=0,9772 — 0,0228 = 0.9544
Q) (w—30, u+30)
(450 - 3-80, 450 + 3-80) ;. P(210 < Z < 690) =
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210-450 690—450
=p(E <z <) = p(-3<2<3) =P(Z<3) —P(Z< -3)

P(Z<-3)=1-P(Z<3)=1-0,9987 =0,0013 P(Z < 3) =0,9987

Luego P(1 — 30 < x < p + 36) = 0,9987 — 0,0013 =0.9974

19. En una fabrica de coches se hacen pruebas para conocer el tiempo que tardan sus vehiculos en
alcanzar la velocidad punta. Se considera que esa variable aleatoria tiempo se distribuye segin una
distribucion normal de media 20 s y desviacidn tipica 2 s. Calcula las probabilidades siguientes: a) Que
un vehiculo alance su velocidad punta a los 25 s. b) Alcance su velocidad punta en menos de 25 s. c)
La alcance entre 18 s y 22 s. d) ¢ Qué velocidad punta consideras que tendran los vehiculos rapidos? e)
¢Y los lentos?

X: segundos necesarios para alcanzar la velocidad punta. u=20 o=2

a) P(x =25) > P(24,5 <x'<25,5) > tipificamos - P (24’5_20 <z< —25'52_20)

P(2,25 < 7z < 2,75) = P(z < 2,75) — P(z < 2,25) = 0,9970 — 0,9878 = 0,0092

25-20

b) P(x < 25) - tipificamos > P(z < 2=2) = P(z < 2,5) = 0,9938

¢) P(18 <x < 22) > tipificamos » P (-2 <z < Z2) = P(-1<2<1) = P(z< 1) -

P(z<-1)=P(z<1)—-[1-P(z<1)]=0,8413 - (1 -0,8413) = 0,8413 — 0,1587 =

0,6826
d) P(x=>20) = 1—P(XS20)—>tipificamos—>1—P(zS@)=1—P(z§0) = 1—%:%
e) P(x < 20) - tipificamos —» P (z < 20_20) =P(z<0)= %

20. Se lanza una moneda mil veces, écudl es la probabilidad de que el nimero de caras obtenidas esté
entre 400 y 600? ¢y de que sea mayor de 800?

u=np = 1000 - =500

. 1
a) x — salir cara n = 1000 p=3 - -
az\/W:\/moo-E- (1-3)=5v10
1
x~>B (1000,5) z ~ N(500,5v10)

P(400 < x < 600) — P(400,5 < x' < 599,5) - tipificamos

p(400'5_500< <599'5_500) P(—629 <7 < 6,29) = P(z < 6,29) — P(z < —6,29)
»>P(———=—<z<s————)=P(-629<2<629) =P(z<629) —P(z< —6,
5v10 5V10

=P(z<629)—P(z>629) =P(z<629) —[1-P(z<629)]=1-0=1

P(x > 800) = P(x' > 800,5) - tipifi P( ., 8005 500) P(z > 19)
X = X = ,0) — tiplficamos — zZ 22— | = Z = =
P 5v10
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=1-P(z<19)=1-1=0

21. En una fabrica de bombillas de bajo consumo se sabe que el 70% de ellas tienen una vida media
superior a 1000 horas. Se toma una muestra de 50 bombillas, écual es la probabilidad de que haya
entre 20 y 30 cuya vida media sea superior a mil horas?, ¢y la probabilidad de que haya mas de 45
cuya vida sea superior a 1000 horas?

X: bombilla cuya vida media es superior a 1000 horas. X ~ B(50, 0,7)

Cp =502 — 35
70 H=TP =0 700 ~
n=50 P15 _ jrpa = |50 70<1 70)_\/42
o= NTPa= 100\~ 100/ 2
a) P(20 < X < 30) > P(20,5 < X' < 29,5) - tipificamos — P <20';35 <7< 29‘2“) =
2 2

= P(—447 <2< -1,69) = P(z < —1,69) — (z < —4,47) = P(z > 1,69) — (z = 4,47) =
= [1-P(z<1,69)] - [1—P(z < 4,47)] = P(1 — 0,9545) — (1 — 1) = 0,0455 — 0 = 0,0455

b) P(x > 45) —» P(x' = 45,5) — tipificamos — P <x > 45'\/;35> =P(x = 3,24) =

2

= 1-P(x<324)=1-0,9994 = 0,0006

22. Una compaiiia aérea ha estudiado que el 5 % de las personas que reservan un billete para un
vuelo no se presentan, por lo que venden mas billetes que las plazas disponibles. Un determinado
avion de la compaiiia tiene 260 plazas (con lo que suelen reservar hasta 270). Calcula la probabilidad
de que lleguen 260 pasajeros. En 500 vuelos de dicho avidn, éen cuantos consideras que habra exceso

de pasajeros?

X: Personas que reservan billete y no se presentan, X ~ B(270, 0,05) o también,
X: Personas que reservan billete y se presentan, X ~ B(270, 0,95), utilizamos ésta:

270
260

Habra exceso de pasajeros si se presentan 261, 262, ..., 270

P(X = 260) = ( ) -0,95260 . 0,0051° = 0,0755

La probabilidad pedida sera la suma de las probabilidades: desde n =261, hastan =270
P(X lleguen mas de 260) = ¥27% .. P(X =n) = ¥27%, (27710) -0,95" - 0,005%7°"™ =~ 0,13

En 500 vuelos: 500 - 0,13 = 65,

En 500 vuelos aproximadamente habra exceso de viajeros en 65 vuelos
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Distribuciones de Probabilidad

23. Rehaz los cdlculos de la actividad resuelta anterior para un nivel de confianza del 99 %.
Actividad a la que se refiere el ejercicio:

4+ En una poblacién de 8 millones de votantes elegimos una muestra aleatoria de 2 000 de la que
700 personas nos afirman que van a votar a un determinado partido. ¢ Qué podemos asegurar
sobre el numero de votos que recibird dicho partido?

Como 700/2 000 = 0.35, una primera respuesta podria ser que 0.35 - 8 000 000 = 2 800 000 votos, pero
équé confianza podemos tener de ese resultado?.

Fijamos un nivel de significacién o, o un grado de confianza, 1 —o. Seaa =0.05y 1 — a = 0.95.

Sea p la proporcién de votantes al partido estudiado. Tenemos una distribuciéon binomial de media

p=np=2000-py o= \/npq = \/2 000 - p(1 — p). Calculamos la probabilidad de que el nimero de
votantes al partido estudiado de la muestra sea:

P(lu—ko < X < pu+ko) > 0.95
Pasamos de la distribucion binomial a la normal para calcular kK'y p:
Plu—ko—-0.5 < X < u+kos +0.5) > 0.95

Tipificamos:

—ko—-0.5
o

+ko+0.5

<Z<

P( ) = 0.95.

+ko+0.5

Obtenemos que z = > 1.96, por lo que ko + 0.5 > 1.966. Debemos sustituir py o en funcién de

p como se hizo anteriormente y se obtiene que: 0.3280 < p < 0.3719, es decir que la proporcidn de
votantes debe estar entre el 33 % y el 37 %.
Respuesta al ejercicio

Como 700/2000 = 0.35, una primera respuesta podria ser que 0.35 - 8000000 = 2800000 votos, pero
¢qué confianza podemos tener de ese resultado?.

Fijamos un nivel de significacién o, o un grado de confianza, 1 —a.Seaa=0.01y 1 — o =0.99.

Sea p la proporcion de votantes al partido estudiado. Tenemos una distribucidon binomial de media p =

np=2000-pyo = \/npq = \/2000 -p(1 — p). Calculamos la probabilidad de que el nimero de votan-

tes al partido estudiado de la muestra sea: P(u — ko <X < p + ko) >0.99
Pasamos de la distribucidon binomial a la normal para calcular k y p:

P(u—ko—-0.5<X<pu+ks+0.5)>0.99.

Tipificamos: P(@S Z < M) > 0.99.

+ko+0.5

Obtenemos que z = > 2.58, por lo que ko + 0.5 > 2.58c. Debemos sustituir Ly o en funcién de p

como se hizo anteriormente y se obtiene que: P(2796519 < x < 2803480) > 0.99.

24. Se investigan los habitos de consumo de una poblacidn de dos millones de personas. Se pasa una
encuesta a mil personas y se les pregunta si en su domicilio se cocina con gas, de los que 600
responden afirmativamente. Qué puedes afirmar sobre el nimero de personas en las que en su
domicilio se usa gas con un nivel de confianza del 95 %.

600/1000=0.6 ; =0.05 y 1—a =0.95
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Distribuciones de Probabilidad

Tenemos una distribucion binomial de media p=n-p=1000-p y

g =,/npg=,/1000-p-(1—p)

Calculamos la probabilidad de que el nimero de personas que cocina con gas de la muestra sea:
P(u—ko <X<u+ko)>0.95

Pasamos de la distribucion binomial a la normal para calcular k'y p:

P(u—ko—0.5 < X < u+ko+0.5) > 0.95

Tipificamos:

ko—0.5 +ko+0.5— ko—-0.5 +Kko+0.5
PE——t<z <t H=P——<Z<

o
+ko+0.5

) > 0.95.

Obtenemos que z = > 1.96, por lo que ko + 0.5 > 1.960G.

Debemos sustituir puy o en funcién de p

Consideramos p = 600/1000=0.6; ¢ =+/1000- 0.6 - 0.4 = 15.49
ko+05>196c , k15.49+0.5>1.96-15.49 , 15.49k=29.86 , k=1.93

Nos queda, P(u—ko <X<pu+ko)>0.95,
P(1000-0.6 —1.93-15.49 < X <£1000-0.6 + 1.93-15.49) > 0.95
P(570.11 £X<£629.9) >0.95 , estorepresentaque 57 % <p<63%
Aplicado a los dos millones: 0.57 - 2000000 = 1 140 000
0.63 - 2000000 =1 259 791

Podemos decir con un nivel de confianza del 95% que entre 1 140 000 y 1 259 791 familias

utilizan cocina de gas

25. Se lanza 600 veces un dado y contamos el nimero de 5s. a) ¢Cudl es el intervalo simétrico

respecto de la media con una probabilidad de 0,99? b) Lo mismo con una probabilidad del 0.6.

a) Consideramos que p=1/6

Tenemos una distribucién binomial de mediap=n-p=600-py o = \/npq = \/600 ‘p-(1-p)
Calculamos la probabilidad de que el nimero de 5s de la muestra sea:
Plu—ko <X<p+ko)>0.99
Pasamos de la distribucion binomial a la normal para calcular k 'y p:

P(u—ko—-0.5 < X < u+ko+0.5) > 0.99

Tipificamos:

+ko+0.5

ko—0.5— +ko+0.5— ko-0.5
p—"—t - <z <t 5 = p(= <7<

) > 0.99.

+ko+0.5

Obtenemos que z = > 2.58, por lo que ko + 0.5 > 2.580.

Debemos sustituir iy o en funcidn de p

Comop=1/6; o= 600-%- =913

alun

ko +0.5>2.580 , k9.13+0.5>2.589.13 , 9.13k=23.05, k=2.52

19 Bachillerato CCSS. Capitulo 8: Distribuciones de Probabilidad. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es

=T
Textos Marea Verde

llustraciones: Creadas con GeoGebra


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Distribuciones de Probabilidad

Nos queda, P(u—ko <X<pu+ko)>0.95,
1 1
P (600 'E —2.52:-913<X<600- 3 +2.52- 9.13) > 0.99

P(77 <X <123)>0.99
Con un nivel de confianza del 99% podemos decir que al lanzar 600 veces un dado han salido entre
77 y 123 veces el nUmero 5

b) Consideramos p = 1/6

Tenemos una distribucion binomial de mediap=n-p=600-py o= \/npq = \/600 ‘p-(1-p)
Calculamos la probabilidad de que el numero de 5s de la muestra sea:
P(u— ko <X<p+ko)>0.60
Pasamos de la distribucion binomial a la normal para calcular k'y p:
P(u—ko—-0.5 < X < u+ko+0.5) > 0.60

Tipificamos:

—ko—-0.5— +ko+0.5— —ko—-0.5 +ko+0.5
pE—"——=t<c 7z <t £

)=P———<Z< ) > 0.60

g g

1-0.60=0.40, 0.40/2=0.20, 1-0.20 =0.80, debemos buscar dentro de la tabla de la normal
tipificada el valor mas proximo a 0.80 y ver qué valor le corresponde Z, en este caso, 0.84

+ko+0.5

Obtenemos que z = > 0.84, por lo que ko + 0.5 > 0.84c.

Debemos sustituir uy o en funcién de p

Comop=1/6; o= 600-%- =913

olu

ko +0.5>0.84c , k9.13+0.5>0.84-9.13 , 9.13k=7.17 , k=0.79
Nos queda, P(u—ko <X<pu+ko)>0.60 ,

1 1
P (600 i 0.79-9.13 < X <600 - 3 + 0.79 - 9.13) = 0.60

P(92.79 < X < 107.2)>0.99
Con un nivel de confianza del 60% podemos decir que al lanzar 600 veces un dado han salido entre
93 y 107 veces el nimero 5

26. En una actividad anterior vimos que en una compaiia aérea se habia estudiado que el 5 % de las
personas que reservan un billete para un vuelo no se presentan. Un determinado avion de la
compaiiia tiene 260 plazas. ¢ Qué numero de reservas n puede aceptar la compaiiia admitiendo una
probabilidad del 0,02 para que el nimero de reservas supere al nimero de plazas? (Ayuda: Busca una
binomial tal que p(x > 260) < 0.02 = p(x < 260) = 1 — p(x > 260) > 0.98).

i n—i
Se cumple que p(x < 260) = »:28 (?) (%) (%) > 0.98. Probando con n > 260, se cumple que

el primer n en el que la probabilid_ad baja de 0,98 es 268:

p(x < 260) = Y280 (2?8) (%)1 (%)268_i — 0.95... Por tanto n = 267.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Se lanza un dado tres veces y se cuenta el nimero de treses que aparecen. Dibuja el histograma, la
funcidon de cuantia y la funcién de distribucién. Calcula la media y la desviacion tipica.

Con un diagrama de arbol podemos calcular las siguientes probabilidades:

X = numero de treses que se obtiene.

5 5 5 125
Xo (ningln tres) ===+ == —
o (ning ) 6 6 6 216

155 515 55 1_75 25
Xi(un tres) ==-=-~ +=r=e= +==e = =—==
6 6 6 6 6 6 6 6 6 216 72

11 5 151 511 15 5
X2 (dos treses) ==-=- =4+=-=-= +2.-2 =—==
6 6 6 6 6 6 6 6 6 216 72
1111
X3 (tres treses) ===+ - =—
6 6 6 216
10 20 30
? Xi Pi F
16”7 as.
2 2 125 125 o
1/6 5/6 125 | 128 108
3 < 1//6 3 9 216 216 e
3 *
ye ae >3 = 1 25 25 % ]
5/6 © 3 s 57 .
1/6 5, 3 =
5/6 12 3<: 5 | as
3 < 5/6A 3 2 72 216 2
5/6 1/6 sl
3<*3 3 | L |2e_y : |
5/6 216 216 el
3
1
_ R _ 125 25 5 1
X=XXiPi=x=0-—4+1"=+2-—4+3-—=0,5
216 72 72 216

a=\/zpi-xiz—ﬂ:\/(oz-E+12-§+22-%+32-L)—0,52=o,6455

216 72 216

2. Lanzamos 4 monedas. Por cada cara que salga sacamos 5 euros, pero debemos pagar 3 euros por
jugar. éCuanto esperas ganar en una jugada? ¢En 20 jugadas? ¢Y en 100 jugadas?

C Pi G i . 1 4 6 4 1
LT R _Unajugada=—3-—+2-—+7-—+12-—+17-—=7,3¢€
16 16 16 16 16
0 o= -3
16
1 = 2
16 - 20 jugadas = 7,3€ - 20 = 146€
6
2 e 7
3 = | 12 - 100 jugadas =7,3€ - 100 = 730€
1
4 7 17
1
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Distribuciones de Probabilidad

3. Disponemos de dos urnas, la primera con 6 bolas idénticas numeradas del 1 al 6; la segunda con 4
bolas idénticas numeradas del 1 al 4. Sacamos a la vez una bola de cada urna, y consideramos la
variable aleatoria, “suma de puntos”. A) Calcula la distribucién de probabilidad y dibuja el histograma
correspondiente. B) Si sacamos mas de 5 puntos ganamos 10 euros, y en caso contrario perdemos la
misma cantidad. ¢Es un juego equitativo?

1 2 3 a 5 6 oc
1 2 3 4 5 6 7 n2s5
415263 12 2 |3 4 5 6 7 |8 |
34 3 a 5 6 |7 |8 9 |
— ! | o
2 |5 |6 |7 |8 |9 |10 ne>5
Xi Pi Xi Pi Ganar 14 10
E(x)=10'a+(—10)'a=1,66
2 Ll ne>s | 14 10€
6 4 ~
24
3 (2@ ne<s | 10 |-10¢€
L. 24
1 1
5 |572® 21
1 1 .é- o
6 2'1(4) Zs'i
1 1 ﬁ I
7 |5 7@ -t
Sl
1 1
8 2'1(3) i"
N
1 1
11 '<'455777‘i(0
10 | o 3 (D 2 3
1

No es un juego equitativo ya que la esperanza es un nimero distinto de cero (en este caso positivo), por
lo que se espera que gane mas el jugador que la banca.

4. La poblacion activa de un cierto pais se puede dividir en los que tienen estudios superiores y los
que no los tienen, siendo el primero de un 20 %. Elegimos 10 personas de la poblacion activa al azar.
Escribe la expresion de todas las posibilidades y sus probabilidades. Calcula la probabilidad de que
haya 9 o 10 que tengan estudios superiores.

Distribucion binomial: B~(10, é); n=10, p=§ =02, q=§ =0,8

Expresion para todas las posibilidades: P(X = x) = (1950) . 0,2% . 0,810

Probabilidad de que haya 9 o 10 con estudios superiores:
PO =9)+P(X =10) = (7)) -02°-08" + (7)) -0,2"° - 0,8° = 0,0000042
Existe un 0,0000042 de probabilidad de que, al coger 10 ciudadanos, 9 o 10 de ellos tengan estudios

superiores.
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Distribuciones de Probabilidad

5. Si p(x) es la probabilidad de obtener x éxitos en una distribuciéon binomial B(n, p), y p(x+1) es la de
obtener x+1 éxitos, comprueba que se verifica la siguiente relacién recurrente:

P(X + 1) — px)(n—x)p

(x+1)q
_ n L AX+1 . qn—-x—1 _ n! . WX+l ., n—-x—-1 _
pix+1) = (x + 1) p q T (x+D)!(n-x-1)! p q B
n! X qQn* n!(n-x) qnx

T Dz P P g  x(x+1)(n—x)-(n-x—1)! pp q

n!(n—x) X, . qm* n! L X, AN-X . L1 (n—-x) ) (n—x)p

X+ D) (n—x)! P T PP sy T PO g
. _ px)(n-x)p
Portanto: p(x + 1) = “oiDg

6. En una ruleta hay 37 nimeros numerados del 0 al 36, de los cuales 18 son pares y 18 impares. Si
sale el 0 gana la banca. Jugamos al 2 por uno a impar, apostamos 10 euros a impar, y la banca nos
paga 20 euros si sale impar, y se queda con nuestros 10 euros si no sale. {Te parece un juego
equitativo?

p(ganar 10) = 5 p(perder 10) = g
EGO) = 10 18 10 19 10
V=37 37 37

No es equitativo ya que al ser negativa la esperanza es favorable para la banca.

7. Juego de San Petersburgo: Se lanza una moneda no trucada hasta que aparezca cara. Si sale en el
primer lanzamiento, se ganan 10 euros, si sale en el segundo, 20, si en el tercero, 40...y en el n-ésimo,
10 - 2™*1, Calcula la ganancia media si sélo se puede lanzar 5 veces la moneda. ¢Y si se puede lanzar
10 veces?

1 1 1 1 1
p(10) =3 p20)=; p(0)=: p(B0O) ==  p(160) = —
1 1 1 1 1
E(x)=10-=+20-~+40 = — 4160 — = =2
(1) =10-5+20 3 +40 5 +80 - —=+160 o> =5+5+5+5+5=25

Por tanto, si al lanzar una moneda 5 veces la ganancia media es de 25 euros, cuando se lance 10 veces
sera 5:10 =50 euros.

8. Lanzamos un dado no trucado mil veces y contamos el nimero de 5, équé nimero de éxitos
esperamos con una probabilidad no inferior al 0,95, es decir, en el intervalo media menos dos veces
la desviacidn tipica y media mas dos veces la desviacidn tipica?

Se trata de una distribucién binomial B (1000, %) cuyos parametros son:
Media: u =n-p; p= 1000 -% = 166,6 Varianza:V=n-p-q = 1000 -
Desviacion tipica: 0 = \/n ‘prq= J138,88 =11,78

Teniendo en cuenta la desigualdad de Chebycheff, P(|x — u| < ko) > 1 — k_12 , parak=2:

[N
alun

= 138,88

Pu—2-0<x<p+2:0)=095-P(1666—-2-11,78 <x<166,6 +2-11,78) = 0,95

P(143,04 <x <190,16) > 0,95 Elintervalo seria (144, 191)
Esperamos entre 144 y 191 veces salga 5 con una probabilidad superior al 0,95.
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9. En una distribucion binomial B(10, 0,3) calcula P(x =0),P(x #0),P(x =10),P(x=7).
Determina también la media y la desviacidn tipica.

B(10, 0,3) p=0,3 n =10
Probabilidad de éxito =p  Probabilidad de fracaso=q=1-p=1-0,3=0,7
n
— — X . N—X
P(X—x)—(x) p*-q
P(x=0)=(}) -03°-0,7'° = 0,02824
Px#0)=1-P(x=0)=1-0,02824 = 0,97176
P(x =10) = (7,) - 0,3'°-0,7° = 0,0000059
Px=7)=(3) -0,37-0,7® = 0,009

u=n-p=10-03=3 az\/n-p-q=\/10-0,3-0,7=1,449

10. Lanzamos 5 monedas, calcula las probabilidades de obtener:
a)Px=0), b)P(x=1), ¢o)P(x=2), d)P(x=2)

X: salir cara B (5,%) p= % n=>5

1 5
)6 =
A
5) (2)
2 3
ora=2=0() () () =%
3 2
ora==© ()@ -3
11. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes: N(0,1)
a)P(z=0)=0
b)P(z < 0) =0,5

©)P(z=1,82) =0
d)P(z>1,82)=1-P(z<1,82)=1-0,7939 = 0,2061

a)P(x =0) = 5)

b Px=1)=()

12. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
a)P(z>4)=1-P(z<4)=1-1=0

b)P(z<4) =1

c)P(z>1)=1-P(z<1)=1-0,8413 = 0,1587

dP(z<1)=0,8413

13. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
a)P(1<z<2)=P(z<2)-P(z<1)=09772 - 0,8413 = 0,1359
b)P(-13<z<4)=P(z<4)—-(1-P(z<13))=1-(1-0,9032) =0,9032
c)P(—02<2z<234)=P(z<234)—(1-P(z<0,2)) =0,9904 — (1 — 0,5793) = 0,5697
d)P(-1<z<1)=P(z<1)—(1-P(z< 1)) =0,08413 — (1 — 0,8413) = 0,6826
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14. Calcula en una distribucion normal N(1, 2) las probabilidades siguientes:

a) P(x > 4) - Tipific.— P (z > %) —P(z>15)=1—-P(z<15) =1—0,9332 = 0,0668
b) P(x < 4) - Tipificamos — P (z < 4;—1) = P(z < 1,5) = 0,9332

c) P(x > 1) - Tipificamos — P(z > %) =P(z>0=1-P(z<0)=1-05=0,5

d) P(x < 1) - Tipificamos — P (z < %) =P(z<0)=0,5

15. Calcula en una distribucién normal N(0,5, 0,2) las probabilidades siguientes:
a)P(x>4)
P( >—) P(z>175)=1-[P(z<175)]=1-1=0
b) P(x < 4)
por el apartado a) P (x < 4—25) =1
c)P(x>1)
P (z > 1;—‘;5) =P(z>25)=1-P(z<25) =1—0.9938 = 0.0062
dP(x<1)
P( 10‘;5) = P(z < 2.5) = 0.9938

16. Calcula en una distribucién normal N(1 ,%) las probabilidades siguientes:
a)P(1<x<?2)

P(1<x<2)=P<1;1<z<2l
2 2

=0.9772 —-0.5=0.4772

) P(0<z<2)=P(z<2)—-P(z<0)=

b)) P(-1.3<x<4)
-1.3-1

<<

P(-13<x<4)=P < T )—P( 46<z<6)=P(z<6)—P(z<-—-46)=

=1-[1-P(z<4.6)] = 1—(1—1)_1—0_1

) P(—0.2 < x < 2.34)

P(-02<x<234)=P (‘O'f‘l 234 1) P(-2.4 < 7z < 2.68) =
= P(z < 2.68) — P(z < —2.4) = 0.9963 — [1 = P(z < 2.4)] = 0.9963 — 0.0082 = 0.9881

d)P(-1<x<3)

<<

P(—1<x<3)=P< )=P(—4<Z<4)=P(Z<4)—P(Z<—4)

2

—1—[1—P(z<4)]5—1—(1—1)=1—O=1

17. En una distribucion binomial B(10, 0,3) calcula la media, la desviacién tipica, y mediante

aproximacion a la normal determina P(x = 0),P(x # 0),P(x = 10),P(x = 7).

B(10,0.3) E=n-p->E=10-03=3 o=,/n-p-q-0=v10-03-0.7 =145
B(10,0.3) > N(3,1.45)
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“ Distribuciones de Probabilidad

a) Px=0)
0.5-3 0.5-3

P(x=0)=P(—05<x<05)=P (‘1'45 <z< 1—45) =P(-214<2<—-1.72) =

=P(z<-172)-P(z<-241)=[1-[P(z< 1.72]] - [1 - [P(z < 2.4D)]] =
=[1—0.9573] — [1 — 0.9920] = 0.0347

b) P(x # 0)
Px#0)=1—-P(x=0)=1-0.0347 = 0.9653

c) P(x=10)
P(x =10) = P(9.5 < x < 10.5) = P (25;53 <z< “i'if) = P(448 <7< 5.17) =
=P(z<517)—P(z<448)=0—0=0

d) P(x=7)
P(x=7)=P(65<x<75) =P (@ <z< 7'54‘53) = P(2.41 <7< 3.10) =

= P(z<3.10) — P(z < 2.41) = 0.9990 — 0.9920 = 0.007

18. En una distribuciéon binomial B(100, 0.4) calcula la media y la desviacidn tipica, y mediante la
aproximacion a la normal determina P(x > 40), P(x < 50), P(x 2 50) y P(40 < x < 50).
P y
u=100-0,4 =40, 0©=4,898;
P(x>40)=P(z> ‘“:Z;;“’) = P(z2>0,102) =1 — P(z < 0,102) = 1 — 0,5398 = 0,4602
P(x < 50) = P(z<2"2) = P(z<2,14) = 0,9838
P(x > 50) = P( > 295- ‘”’) P(z>194) =1—P(z<1,94) =1 —0,9738 = 0,0262
<

4,898
4,898
P(40 <x < 50)=P(39,5 < x' < 50,5) = P( < SZ'Z;ZO) - P(Z = ‘31'58;:0) =

= P(z<214)-P(z<-0,1) =0,9838—- [1—-P(z<0,1)] =0,9838 — 0,4602 = 0,5236

19. En una distribucién binomial B(1000, 0,5) calcula la media y la desviacion tipica, y mediante la
aproximacién a la normal determina P(x < 200), P(x = 150),P(x < 150)y P(50 < x < 150)

Pasamos de distribucion binomial a distribucion normal:

B(1000, 0.5) - N(u, o) u=n-p=1000-05=500 q=1-p=1-05=0,5
o=/1-q=41000-05-05=1581 ; N(500, 15,81)
e P(x<200)=P(x <199,5) =P (z < %) = P(z<-19,01) = P(z>19,01) = 1 —

P(z<190)=1-1=0

’ _ 150,5-500 _ 149,5-500 _
e P(x=150)=P(149,5 < x" < 150,5) = P (z < 2 ) P (z < ) -

P(z < -221)—P(z<—2217) =P(z>221) —P(z>2217) =[1—-P(z < 22,1)] -
[1-P(z<2217)]=(1-1)—-(1-1)=0
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“ Distribuciones de Probabilidad

149,5-500

15,81 ) = P(z<-2217)=P(z=2217)=1—

e P(x<150)=P(x' <1495)=P(z<
P(z<2217)=1-1=0

, _ 150,5-500 _ 49,5—-500
e P(50 <x<150)=P(495 < x' <150,5) =P(z < . )-P(z= = )

P(z<-221)—-P(z<-2849) =P(z=>221)—P(z=22849)=[1-P(z<221)]—
[1-P(z<2849)]=(1-1)-(1-1)=0

20. En una distribucion binomial B(1000, 0,05) calcula la media y la desviacion tipica, y mediante la
aproximacion a la normal determina P(x > 200), P(x = 200), P(x < 200) y P(50 < x < 200).
B(1000, 0,05) - N(n,0); p=np=1000-0,05=50 ; q=1—-p=1-0,05=0,95

c=,/u-q=450-095=689 ; N(50, 689)
e P(x>200)
Z:X—u:200,5—50:2184
o 6,89 ’
P(x>200)=1—P(x<200)=1-P(Z<2184)=1-1=0
e P(x=200)

P(x = 200) = P(199,5 < x’ < 200,5)

A !
X — 199,5-50 x = 200,5-50
g =21,69 ; g =2"8_
o 6,89 (o 6,89

P(199,5 < x’ < 200,5) = P(21,69 < Z < 21,84) =
=P(Z<2184)-P(Z<21,69)=1—-1=0
e P(x < 200)
P(x < 200) = P(x' < 199,5) = P(Z < 21,69) = 1
_ X—i _ 199,5-50

zZ= — = 21,69
o 6,89

= 21,84

7 =

e P(50 < x < 200)

P(50 < x < 200) = P(x < 200) — P(x < 50) = P (2 < 22250) _ p(7 < 205°%0)

6,89 6,89

=(Z<2169) —-P(Z<007)=1-0,5279 =0,4721
21. Una fabrica de madviles ha comprobado que el 1 % de los que fabrica son defectuosos. En un
control de calidad se toman 10 moviles al azar. Calcula la media y la desviacion tipica. Calcula la

probabilidad de que haya mas de 2 mdviles defectuosos.
X: movil defectuoso. n =10 ; P(movil defectuoso) =p = 0,01 ; X->B(10, 0,01)

p=n-p=10-001=01 ; g=1-p=1-0,01=099 ; o6=./u-q=+0,1-099 = 0,3146
P(X>2)=1-P(X <2)
PX<2)=PX=0)+PX=1)+PX =2)
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" Distribuciones de Probabilidad

10

P(X=0)= < 0 ) 0,01°(1 —0,01)° = 0,9044
10

PX=1)= < 1 ) 0,01*(1 - 0,01)° = 0,09135

10
P(X =2) = ( , ) 0,012(1 — 0,01)® = 0,00415

P(X <2)=0,9044 + 0,09135 + 0,00415 = 0,9999

PX>2)=1-P(X<2)=1-0,9999 = 0,0001 : Probabilidad de que haya mas de 2 moviles
defectuosos.

22. La probabilidad de que Maria gane a Raquel en una partida es de 0,4. Juegan 6 partidas. Calcula la
probabilidad de que:

a) Maria gane alguna vez.

b) Raquel gane al menos una vez.

c) Raquel gane mas de la mitad de las partidas.

d) Maria gane 2 partidas.

a) X: ganar Maria. n =6 ; P(ganarMaria)=p =04 ; X>B(6, 04) ;q=1-p=1-04=0,6
PX=1)=1-P(X=0)=1-0,046656 = 0,9533 : Probabilidad de que Maria gane alguna vez.

6
P(X=0) = ( )0,40(1 —0,4)°7° = 0,046656

0
b) X: ganar Raquel. n=6 ; P(ganarRaquel)=p=0,6 ; X->B(6,0,6)
q=1-p=1-06=0,4

PX=>1)=1-P(X=0)=1-0,004096 = 0,995904 :

Probabilidad de que Raquel gane alguna vez.

6
P(X=0) = ( o) 0,6°(1 — 0,6)°° = 0,004096

c) X: ganar Maria.  (Datos apartado a)

P(X<3)=PX=0)+P(X=1)+P(X=2)

p(x=0)=(6

O) 0,4°(1 —0,4)%7° = 0,046656

6
PX=1) = (1) 0,41(1 — 0,4)6~1 = 0,1866

6
P(X=2)= ( )0,42(1 —0,4)°2 = 0,31104

2
P(X < 3) = 0,54424 : Probabilidad de que Raquel gane mas de la mitad de las partidas.

d) X: ganar Maria. (Datos apartado a)
P(X=2)= (;’)0,42(1 —0,4)°72 = 0,31104 : Probabilidad de que Maria gane 2 partidas.
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Distribuciones de Probabilidad

23. Las estaturas de las personas de una cierta poblacidn se distribuyen segiin una normal de media
180 cm y desviacion tipica 15 cm. Determina la probabilidad de que:

a) Una persona tenga una estatura superior al90cm.

P(x>190)=P(z>190 180)_P( > —)—P(z>06) 1-P(2<0,6)=1-0,7354 = 0,2646

Solucion: La probabilldad de que una persona tenga una estatura superior a 190 cm es de 0,2646.

b) Una persona tenga una estatura menor a 160 cm.

P(x<160)=P(z<160 180)_P( < —)-P(z< 1,3)=P(z>13)=1-P(2<1,3)=
=1-0,982=0,0918

Solucioén: La probabilidad de que una persona tenga una estatura menor a 160 cm es de 0,0918.

c) éQué proporcion de personas tienen una estatura comprendida entre 160 cm y 190 cm?
P(160<x<190)=P(x<190)-P(x<160)=P(z< =) -P(z<="—2)=
=P(zso,é)—P(zs-1,§)=P(zso,é)—P(zz1,§)=P(zso,6)—[1-P(zs1,3)]=
=0,7357-0,0918 = 0,6439

Soluciéon: La proporcion de personas que tienen una estatura media comprendida entre 160 cm y 190
cm es del 64,39 %.

24. En un examen para entrar en un cuerpo del Estado se sabe que los puntos obtenidos se
distribuyen seglin una normal de media 100 y desviacidn tipica 10 puntos. Determina la probabilidad
de que:

a) Un opositor obtenga 120 puntos.

P(119'5SXS120'5)=P(XS120;5)_P(XS119,5)=P(Z 1205 100

119,5—100
10

——)-P(z
20,5 19,5

=P(z S?)—P (ZS?) =P(z<205)-P(z< 1,95)=0,9798—0,9744=0,0054
La probabilidad de que un opositor obtenga 120 puntos es de 0,0054.

):

b) Si para aprobar es necesario tener mas de 120 puntos, {Qué porcentaje de opositores
aprueban?

P(x>120)=P (2>

)=P(z> %)=P(z>2)=1—P(z§2)=1—0,9772=0,0228
Hallamos el porcentaje de 0,0228:
0,0228 - 100 = 2,28%

Aprueban el 2% de opositores.

c) Si aprueban unicamente los que estan entre el 20% de los mejores, éicuantos puntos debe
obtener un opositor para aprobar?
Si aprueban solo el 20%, entonces el porcentaje de no aprobados es 1-0,2 =0,8
Calculamos P (x<k)=0,8
Buscamos dentro de la tabla 0,8 — 0,85

Para hallar k: k?T” — 0,85 "‘1200 -0,85 k-100=85 k=108,5

Un opositor debe obtener 108,5 puntos para aprobar.
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“ Distribuciones de Probabilidad

AUTOEVALUACION
1. Se lanza un dado tres veces y se anota el nimero de cuatros que aparecen. La distribucion de
probabilidad que tenemos es:
a) B(4,1/6) b) B(4,1/4) «c) B(3,1/6) d)B(3,5/6)
n’ casos favorables

P(A) = > P(A) =%

n’casos posibles
La respuesta es la opcion c¢) B(3;1/6)

2. En la distribucidon anterior, la media es:
a) u=4/6 b)u=1/2 c) u=15/6 du=1
u=n-p-u=3-1/6=1/2-pu=1/2
La respuesta es la opcionb) u = 1/2

3. Ylavarianza es:
a) 62=15/12 b)e*=5/6 c)o>=1/36 d)o*=5/12
6?=np-q->0°=3-1/6-5/6=5/12 > 6% =5/12
La respuesta es la opcion d) 5/12

4. Utiliza la tabla de la distribucion normal estandar para calcular la probabilidad P(z < 2,02)

que vale:
a) P(z<2,02)=0,0217 b) P(z<2,02)=0,9772
b) P(z<2,02)=0,0228 d) P(z<2,02)=0,9783

P(z <2,02) =0.9783
Se busca el numero dos en las filas y el 0,02 en las columnas y encontramos el valor para la
probabilidad.
La respuesta es la opcién d)P(z < 2,02) = 0.9783

5. Utiliza la tabla de la distribucidon normal estandar para calcular la probabilidad de
P(0,5<z<1,5)es:
a) 0,2417 b) 0,9332 c) 0,9332 d) 0,2742
P(0,5<z<1,5) - P(z<15)—P(z<0,5) = buscamos en la tabla de distribucion y
P(z<15)—-P(z<0,5)=09332—-0,6915 = 0,2417
P(0,5<z<1,5)=0,2417
La respuesta es la opcién a) 0,2417

6. Sin mirar la tabla, ni tipificar la variable, la probabilidad de P(x< u) es:
a)-0,4 b) 0,5 c)0,6 d) no puede saberse
Como la funcién es simétrica y su drea es 1, al estar p en el centro, la P(x < u)=0,5
La respuesta es la opcion b) 0,5

7. En una distribucién binomial B(10, 0,3) el valor de P(x = 0) es:
a) 0,11 b) 0,028 c) 0,00001024 d) 0,8

B(10,03) : P(x=0)= (100) 0,3°(1 — 0,3)10-0 = 0 028

La respuesta es la opcion b) 0,028
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Distribuciones de Probabilidad

8. El 2% de las pastillas de freno fabricadas se sabe que son defectuosas. En una caja con 2000
pastillas, la probabilidad de que haya menos de 50 defectuosas es:
a) 0,6011 b) 0,7635 c) 0,9357 d) 0,8655

X: ser defectuosa X->B(2000, 0,02) U =n-p=2000-0,02 =40

o= \/npq = \/2000 +0,02-(1-0,02) =6,26
X se aproximaauna N(u, o) - N(40, 6,26)

49,5-40

P(X<50) = P(X'<49,5) = P(Z< 76

) = P(z<1,52) = 0,9357
La respuesta es la opcién c) 0,9357

9. Una fabrica de ordenadores ha comprobado que el 5% de los que fabrica son defectuosos. En
un control de calidad se toman 10 ordenadores al azar. Determina si la probabilidad de que no
haya ninguno defectuoso es:

a) 0,5987 b) 0,4027 c) 0,9357 d) 0,8074

X: ser defectuoso X->»B(10, 0,05)
P(x = 0) = (100)-0,050 . (1 = 0,05)10-0 = 0,5087
La respuesta es la opcién a) 0, 5987

10. La probabilidad de que Maria gane a Raquel en una partida es 2/3. Jugadas 4 partidas.
Determina si la probabilidad de que Maria gane alguna vez es:
a) 0,0123 b) 0,5 c) 0,8972 d) 0,9877

X: ganar Maria  X->B(4, 0,66)
P(x = 0) = (g) .0,66° - (1 — 0,66)*° =0,013

P(x>1)=1-P(x<1)=1-P(x=0)=(1-0,013)=0,9877

La respuesta es la opcion d) 0,9877
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