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Trigonometria

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1) Expresa en radianes las siguientes medidas: 60°, 120°, 225°, 330°.

a)60° > 60°- — = Zrad
180 3

b) 120° > 120°- = = Zrad
€)225° > 225°- = = Zyqd

180 4
d) 330" > 330° = = ~Zrad

180

2) Expresa en grados sexagesimales: Z 2,: 3 y L radianes.

m 180°

a) =52 2 =a5e
s

18

b) 2 > - 2% = 120°

3 3
3w 3w 180°

)= > = —=270°
2 2 T

10w 10mr 180°

d) == > =% - == = 300°

3) éCuanto suman en radianes los angulos de un tridangulo? ¢Cuanto mide un angulo recto en
radianes?

Se tiene en cuenta que m+ B +y=180° vya que, si
descompusiéramos el tridngulo y pusiéramos todos los dangulos
juntos, obtendriamos un angulo llano de 180°.

Como nos piden el angulo en radianes, hay que convertir de
grados a radianes, y teniendo en cuenta que 180° es igual am
radianes, se obtiene que la suma de los angulos de cualquier

.z . . Vs
tridngulo es igual a 7 radianes. - 180°- Py rad

bl

Teniendo en cuenta lo anterior y sabiendo que un angulo recto

es la mitad de uno llano (a = % = 90°), se demuestra que: 2

2a=180°-f —vy 2>pB+y=90°

- 1 ] B C
2> a=90°" =-mrad .
180° 2
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Trigonometria

4) Para ver la utilidad de los radianes, supongamos un moévil que se mueve en una circunferencia de
dos metros de radio con una velocidad de 4m/s. Calcula su velocidad en rad/s y en grados por
segundo. ¢ Cudntas vueltas da por minuto?

DATOS

V=4m/s R=2m 2> w="?

V=w-R9w=K=i—2rad/s ; en grados: 2rad -

180° _ 360°
R 2 rrad

T = 114,60/8

Multiplicamos por 60: 2% -60s =120 rad 114,6° - 60 = 6786°

5) Un moévil ha recorrido 3 rad en una circunferencia de radio 2m. ¢{Cuanto espacio hemos recorrido?
&Y si la circunferencia tuviera radio de 0,5m?

DATOS
-2 0 =3 rad R=2m/0,5m X =?
x=0-R=3-2=6m x=60-R=3-05=15m

6) Hemos recorrido 40 grados de una circunferencia de radio 2m. ¢{Cuanto espacio hemos recorrido?
&Y si tuviera radio 0,5m? ¢Es mas facil o mas dificil que hacerlo con radianes?

DATOS
>0 =40°- % = %nrad R=2m/0,5m X =?
41T

x=0-R=2L.2="1 x=9-R=2—n-0,5=£m
9 9 9 9

Es mds facil hacerlo con radianes pues la férmula para calcular la distancia hay que hacerla con
radianes.

7. En la figura se verifica el teorema de Pitagoras a? + b? = c2 . Utilizando dicho teorema, demuestra
la primera relacion fundamental.

sen’a + cos’a =1

sena = b-sena=a

cosa = b-cosa =c

STl o|Q

Sustituimos en el teorema de Pitagoras: a? + c? = b?

(b - sena)?+ (b - cosa)?=hb?> b?sen?a +b? cos?a = b? > b?(sen?a + cos?a ) = b?

dividiendo entre b? ambos miembros: sen’a + cos’a =1
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Trigonometria

8. Utilizando las definiciones de las razones trigonométricas, demuestra la segunda relacién
fundamental.

a T .
tana = - dividimos numerador y denominador entre b:

>

B8 a a/b sina
- e tana = - = a/b_

a/b cosa

9. Utilizando la definicion de las identidades, demuestra:

a) 1+ (tan a)? = (sec a)?

sinfa ,cosa sina sin?a+cos?a
14 (tana)? =1+——=(— )2 +—)*= —— =——=sec’a
cos?a ' cosa cosa cos?a cos?a
b) 1+ cotg*a = cosec’a
cos a sina cos a sin?a+cos?a
H) > (== )2+ ()P =——75— = =5 = cosec’a
sina sina sina sin?a sin?a

10. Comprueba las anteriores relaciones a partir de los angulos de 30°y 60°

30°

60 90° h=\/1{42—(%)-=\j£2—£-= 3L =%
A 2 H c 4 4
sen30° = L : L= i= 1
2 2L 2
cos3r < h_WBL , BL_ V3
L 2 2 L 2
g0 LopolBL_ 2L 13
272 23L 3 3
o h_ 3L VBL 3
sen 60’ = —= = =
L 2 2 L 2
cos 60° = L L= L1
2 2L 2
L 2h 2BL 243 1L
& 271 2 2L
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Trigonometria

11. Explica, a partir de lo visto en este apartado, porqué el seno y coseno de 45°son iguales, y porqué
la tangente vale una unidad.

La diagonal del cuadrado es igual a la hipotenusa de los triangulos formados, aplicando el teorema de
Pitagoras.

d=\VI2+12=V212 =12

er’n—lro—L—L—Q
N RN D)
| cos 4.5°=L=L=Q
V2 V2 2
V2
,ro_L:
tg 45 =7 1
2

12. Copia y sitia en el cuadrante que corresponda y expresa en funcién de un angulo agudo las
razones trigonomeétricas de los siguientes angulos:

ANGULO | SENO COSENO TAN SEC COSEC COTAN | CUADRANTE
135 V2/2 —2/2 -1 -2 V2 1 segundo
2V3
120 V3/2 -1/2 -3 2 = —V/3/3 segundo
—2V3
210 -1/2 —V/3/2 V3/3 — 2 V3 tercer
315 —2/2 V2/2 -1 V2 -2 -1 cuarto
2V3 .
390 1/2 V3/2 V3/3 = 2 \V3 primer
2V3 .
3000 V3/2 -1/2 —/3 ) = —/3/3 primer
—-2V3 .
-150 -1/2 —/3/2 V3/3 — -2 V3 primer

13. Utiliza la calculadora para encontrar todos los dngulos positivos menores que 360° cuyo seno es
de 0,6.

o= arcsen(0,6)= 36,87°

B=180° - 36,87°= 143,13°
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Trigonometria

14. idem todos los angulos negativos menores en valor absoluto que 360° cuya tangente vale 4.

arctan(4)=76°

B=180° - 76°= 104°
a = 360° -76° = 284°

15. idem todos los angulos comprendidos entre 360° y 720° cuyo coseno vale 0,75.

arcos(0,75)=41° + 360°K

o= 401°
B=499°

16. Calcula a partir de las razones trigonométricas de 30°, 45°, 60° y 90° las razones trigonométricas

de 75°, 120°, 150°, 105° y 135°.

V3

sen30°= % cosec30°=2 sen60°= cos30°
cos30°= \/2—5 sec30°= 23£ cos60°=sen30°
tg30°= ?3 cotg30°= V3 tg60°= cotg30°
sen150° = sen30° =%
cos150° = -cos30° = 5
tg150° = -tg30° = —?
sen120° = cos30°
cos120° = -sen30°
tg120° =-cotg30°
o \/E o
sen45°= > cosec45°= \/f
cos45°= ‘/2—7 secd5°= /2
tgd5°=1 cotgd5°=1
sen135° = sen45° y cos45°
c0s135° = -sen45° y -cos45°
tg135° = -tg45° y -cotgd5°®
sen75°= \/3:«/2 cosec75°= V6 — V2
€0s75°= \/E:/E sec75°=v6 + /2
tg75°= 2+\/3 cotg75°= 2-\/3

sen105° = sen75°
cos105° = -sen75
tg105° = -cotg75°
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cosecb60°= sec30°
sec60°= cosec30°

cotgb0°=tg30°

cosecl50° = cosec30° =2
23
3

cotg150° = -cotg30° = —/3

secl50° = -sec30° = —

cosecl120° = sec30°
sec120°= -cosec30°
cotgl120°=-tg30°

o

cosec150° = cosec45° y sec45
sec135° = -cosecd5° y -sec45°
cotgl35° = -tg45° y -cotgd5°

cosec75° = cosec75°
sec75° = -cosec75°
cotg75° = -tg75°
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Trigonometria

17. Comprueba que las razones trigonométricas de 90° se pueden obtener a partir de las razones
trigonomeétricas de 30° y de 60°.

sen30°= % cosec30°=2 sen60°= co0s30° cosec60°= sec30°
cos30°= \/2_5 sec30°= 23£ cos60°=sen30° sec60°= cosec30°
tg30°= ?3 cotg30°= V3 tg60°= cotg30°
11 v3 43
sen90° = sen(30° + 60°) = sen30° - cos 60° + cos 30° - sen60° = ) + -5 5= 1
V31 143
c0s90° = cos(30° + 60°) = cos 30° - cos 60° — sen30° - sen60° = 53T S 0
tg90° = =1 90: =2 no existe cotg90° = ﬂ =2=9
c0s90 0 sen9o 1

18. Calcula a partir de las razones trigonométricas de 30°, 45°, 60° y 90° las razones trigonométricas
de 15°.

T T T T T T V2
senl15° = sen(45° — 30°) = sen (Z - g)=senz "COS——COS_-sen—=—-———-= =

2 2 2 2 4
cos 15° = cos(60° — 45°) 0 cos (E — E) =cosZ-cosZ+sent-senZ=t.- 248 V2 _ Ve
3 4 3 f— ﬁ E 2 2 2 2 4
A A 3 3 3—
tgT—tg= -2 B

tgl15° =tg(45° —30°) = tg (- —Z)=—tp S =—3-=—L =_2_=
g 9( )=tg(5-7%) Trgtt Il i BE

_3—V3 _ (3-v3)-(3—V3) _ (3—\/5)2 _9-6V3+3 _ 12-6V3 _ 6(2-V3) _ .,

T 34V3 6 e 6 6 6 (2 \/§)

19. Comprueba que las razones trigonométricas de 30° se pueden obtener a partir de las razones
trigonométricas de 90° y de 60°.

T T T T T T 1 V3 1
Sen30°=sen(90°—60°)=sen(§—§)=sen§-cos§—cosz-sen§=1-5—0-7=§
T T T s I8 I8 1 V3 3
c0530°=cos(90°—60°):>cos(E—§)=cos§-cos§+sen§~sen§=0-E+1~7=7
cos 30° 46 NE)
o =2 X7
t’g30 © sen30° % 1 _\/§

20. Demuestra las formulas de angulos complementarios usando las férmulas de la resta. Es decir,
verifica que sen(90°— a) = cosa y los demas usando estas féormulas. Observa que esta
demostracion que acabas es mas general que la que hicimos antes, porque ahora « no tiene por qué
ser agudo.

sen(90° — a) = sen90° - cosa — cos90° - sena = 1- cosa — 0 - sena = cosa
c0s(90° — ) = c0s90° - cosa + sen90° - sena = 0 - cosa + 1 - sena = sena
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Trigonometria

21. Calcula las razones trigonométricas de 22.5° y 11.25° a partir de las razones trigonométricas de
45°,

sen 25.5° = sen fl cos 45’ _ = /1 0.707 =+/0,146 = 0,38
1+cos 45° 1+£ 140,707 _
/ =+ 22 = . 0,853 =0,92

1-cos 45°
1+cos 45° -

\/ —C0s 22,5° _\/1 0,92 _ 007 =

\/1+c05225° _\/1+g92 V096 = 0,97

cos 25.5° =

10707 _ /0171 = 0,41

1+0,707

tg 25.5° =tg (%) =

sen 11,25° = sen 22 50)

I+

cos 11,25° = cos 22 50)

Il
+

o 22,5°\ 1-cos 22,5° _ 1-0,92
tg 11,25 —tg( ) o i\/1+coszz,5° =+ \/1+092 V0,04 = 0,2

22. Comprueba que las razones trigonométricas de 45° se pueden obtener a partir de las razones
trigonométricas de 90°

sen45° = sen(

c0s45° = cos (

tg45° =tg (9;)

23) Calcula cos(3x) en funcién tnicamente de cos(x)

(cos x + isinx)? = (cos 3x + isin3x)

Segun la cuarta fila de la pirdmide de Tartaglia: 1,3,3,1

(cos x + isinx)3 = (cos x)3 + 3(cos x)?( isin x) +3(cos x)(isin x)>+(isin x)3=

= cos3x+ 3cos?xisin x - 3cos x sin?x - isin3x = (cos3x- 3cos x sin?x)+i(3cosxsin x —sin3x)
De donde, igualando,

cos(3x) = (cos®x- 3cos x sin?x) = (cos®x- 3cos x (1 — cos?x))= (cos®x- 3cos x + 3cos3x)=

=4cos3x — 3cosx
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Trigonometria

24) Calcula sin(4x) en funcion unicamente de sin(x) y cos(4x) en funcion unicamente de cos(x)
a) sin(4x) en funcion unicamente de sin(x)

(cos x + isinx)* = (cos 4x + isin4x)

Segun la quinta fila de la pirdmide de Tartaglia: 1,4,6,4,1

(cos x + isinx)? = (cos x)*+ 4(cos x)*( isin x) +6(cos x)*(isin x)?+4(cos x)(isin x)? + (isin x)*=
= cos*x+ 4cos3xisin x — 6¢cosxsinx — 4cosxisin®x + sen*x =

= (cos*x — 6cos?xsin®x+sen’x)+i(4cos3xsin x — 4cosxsin3x) , igualando,

3
sin(4x) = (4cos®xsin x - 4cosxsin®x) = (4V1 — sin?x - sinx - 4V1 — sin?x -sin’x)
b) cos(4x) en funcién Unicamente de cos(x)

Realizamos el mismo procedimiento que en el apartado a)
cos(4x) = (cos*x — 6cos?xsin’x+sen’x) = cos*x — 6cos?x(1 — cos?x) + (1 — cos?x)?=

=cos*x — 6cos?x + 6cos*x + 1 — 2cos?x + cos*x = 8cos*x — 8cos?x + 1

25. Calcula sin hacer uso de la calculadora
sin(75°) — sin(15°)
Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en

productos: sina —sinff = 2 cos@sinM

0 0 0
sin(75%) —sin(15°) = 2 cos (75°415°) (i (75

V2 V2

2 1
= 2._._—_
2 2

120 0 0
215 )=2 cos(gzi)sin@= 2 cos 45%sin 300 =

2

26. Utiliza las transformaciones de sumas en productos para poner en funcién del seno y coseno del
angulo a

a) sen(45%+a) + sen(45°-a)

Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en
a+ a—

(a+B) cos( B)
2 2

productos: sina + sin§ = 2 sin

2 sin U tares-a) .\ 5Ha-(U57-a) _ 5 oin B9 s BB _ V2cosa

2 2 2
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Trigonometria

b) cos(120° + a) + cos(60°- a)

Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en
a+ a—
(a+p) COS( B)

2 2

productos: cos a + cos f = 2 cos

(120°+a+60°-a) cos (120°+a—(60°-a)) _
2

180° 60%+2a
(1809 . ( )

= 2cos

2 cos = 2c0s(90°)cos(30° + a)=0
¢)cos(270°- a) - cos(90°- a)

Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en

productos: cos @ — cos f = ZSm(“JZFﬁ) sin (a;[g)
~2sin TS Sain 2 az(90 — = _251”(3602_2a)sin(1820) —25in(180° — a) sin90° =

—25sin(180° — a) = —2sina

27. Simplifica las siguientes expresiones hasta obtener una Unica razon trigonométrica

sin(5a)+ sin(3a)
cos(5a)+ cos(3a)

a)

Para resolverlo, debemos simplificar denominador y numerador, utilizando la transformacién de sumas
de razones trigonométricas en productos

(5a+3a) (5a-3a) (Sa) (Za)

sin(5a)+ sin(3a) _ 2sin~— —cos— 2sin"—=cos—= 2sin4acosa

= = = = tog4a

cos(5a)+ cos(3a) 2 cos8at3a) COS(S“;?"I) 2 cos(Ba) @ 2cos4acosa g

) cos(x—y)— cos(x+y)

sin(x+y)+ sin(x-y)
Para resolverlo, hacemos como en el apartado a)
L (x=ytaty) . (e-y—(x+ 2 2

cos(x—y)—cos(x+y) 2 sin yzx V) in=Y 2(x ) _psintX) X)S = y)) —2sinx(—siny) -t
sin(x+y)+ sin(x-y) Zsin(x+y;rx_y) cos(x+y_2(x_y)) Zsm(zx) cos(zz—” - 2sinxcosy 8y

28. Simplifica las siguientes expresiones hasta obtener una Unica razon trigonométrica:

5a+3a 5a-3a 5a+3a
) sen(5a)+ sen (3a) 253"( 2 )COS ) 53"( 2 ) _senta _ (4a)
cos(5a)+ cos (3a) 2cos(5a+3a)cos (Sa 3a) cos(5a+3a) cos4a )
cos(x—y)—cos(x+y) _ —2sen(x)-sen(y) _ sen(X) _ to x
sen(x+y)+sen(x—y) - —2cos(x)'sen(y) T cos(x) g
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“ Trigonometria

29. Calcula las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas

a)cos(3x)=0

30° + 360k
o op . o _ 90°4360% o 150° + 360°k
3x = 90° + 360°% ; x = ———— = 30°+ 120% | 2700 + 360K
| 90° + 360°k
210° + 360°%
3x = 270° 4+ 360% ; x = w — 90° + 120k 330° + 360°k
b) tg(2x) = -1
2x = 135° 4+ 360% ; x = S3H360%k _ 6750 4 180k 67,5° + 360°k
2 = )247,5°+360°%k
2x = 315° + 360% ; x = " = 157,5° + 180°% 157,5° + 360°%

337,5° + 360°k

c) sen(4x) =-1

67,5° + 360°k
157,5° + 360°k
247,5° + 360°k
337,5° + 360°%k

_ 270°+360°%

4x = 270° + 360°k ; =67,5°+90°% x =

30. Expresa en radianes las soluciones de la actividad resuelta (sen(2x) = 1/2) y de la actividad
propuesta anterior

15° + 360° k /12 + 2kn
B _}195° + 360°k _ )13m/12 + 2kn
sen(2x)=% | X¥=17501 3600k | ¥~ ) 5m/12 + 2kn
255° +360°k 171/12 + 2kn

31. Calcula las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) cos(5x) - (cos x)=0

cos(5x)-(cos x) = —2sen (Sx;x) - sen (sz_x) =-2sen (3x) sen (2x)=0 ; sen3x-sen2x=0

sen 3x=0 ; 3x = 180° + 360°% ; x = =00 — 60° + 120°% ( 60° +360°%
3 180° + 360°k

sen 2x=0 ; 2x = 180° + 360°% ; x = 22360 _ gpo 4 180°k X = |300°+360°%

2 L 90° + 360°k
270° + 360°k

12 Bachillerato. Capitulo 4: Trigonometria. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Trigonometria

b) sen(2x) - sen(4x)=0

4x+2x

sen(2x) - sen(4x) = 2(:05( ) - sen (@) = 2cos3x -senx =0

cos3x=0 ; 3x = 0°+ 360°% ; x = 20 — 120°% (120° +360°k

3 240° + 360°k

3x = 180° + 360°% ; x = 22300 _ 600 + 120°% =4 60°+360%

3 180° + 360°k

senx=0; x =0°+360°% ;  x = 180°+ 360° 300° + 360°k
360°k

32. Calcula las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen(x) + cos(x)=1

En la circunferencia goniométrica el sen y cos corresponden a los catetos de un triangulo rectangulo de
hipotenusa 1, por tanto, su suma no puede ser 1 salvo senx = 0 y cosx = 1y viceversa, por tanto,

x=0°+360°k ; x=90°+360°k

. - L, 2 2 2 2 .
También, multiplicando toda la expresién por g obtenemos gsenx + \/2——cosx = \/2—— sustituyendo,

cos 45°-sen x + sen 45° -cos x = \/2_5 de donde, sen(x+45°) = \/2_5

x+45°=45°+360°k , x=360°
x+45°=135°+360°k , x =90°+360°k

b) sen (2x)= 2 cos (x)

2 senx - cosx = 2 cosx ; Senx - COSX = COSX ; senxcosx—cosx=0
cosx:(senx—1)=0 ; «cosx=0 o senx—1=0

cosx=0 ; x=90°+180°k

senx—1=0 ; senx=1 ; x =90°+360°k

c) sen?(x) - cos?(x) - cos(2x) = 1

sen?(x) - cos?(x) - cos(2x) = - cos(2x) - cos(2x) =1 ; -2cos(2x)=1 ; cos(2x)=-%
2x=120° +360°k ; x =60°+180°k, de donde, x= 360°%k x=240°+ 360°k
2x = 240° + 360°k  ; x =120° + 180°k de donde, x=120°+360°k x=300°+ 360°k
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33. Resuelve los siguientes sistemas:

x + sen’y = 2}
x + cos’y =1
Restamos la 22 menos la primera cos?y —sen?y = —1 ; cos2y = —1
2y =180°+360°% ; y =90°+4+180°% ; y =90°+360°% ; y=270°+360°
y=90°; x+sen?90°=2; x+1=2; x=1
y=270°; x+sen?270°=2; x+1=2; x=1
(1, 90°+360°k) y (1, 270°+ 360°k) también (1, 90° + 180°k)

3
senx - cosy = -
4
b) 1
cosx -seny =
: 1,3
Sumando las ecuaciones, senx - cosy + cosx - seny = P
a a 3 1
restando la 12 menos 22, senx - coSy — coSx - seny = i

dedonde, sen(x+y)=1 ; x+y=90°
sen(x —y) =% ; x—y=230° sumando, 2x =120°;

x=60°+360°k ; y=30°+360°k

34. Resuelve los siguientes sistemas:

a)

senx — seny = 0}
X—y=m

x =y +m sustituyendo sen(y +m)—seny =0
senycost + cosysenm — seny = 0 seny(—1) + cosy-0—seny =0 ;
—2seny =0 ; seny=0; y=90°; y=270°
x=270°+360°k , y =90°+360°k ; x=90°+360°k , y=270°+ 360°k
senx - cosy = z
c) 2}

x+ty=7
X:E—y ; sen(E—x)-cosyzl COS_'}/'COS:)/':l
2 2 2 2
cosly == ; cosy=i\E y=45° ; y=135 ; y=225° ; y=315°
x=45°,y=45° ; x=315°,y=135° ; x = 225°,y = 225° ; x = 135° y = 315°
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Trigonometria

35. Resuelve los siguientes sistemas:

) cos(x —y) = 0}
a cos(x+y)=0
{x—y=90° {x—y:270°
x+y=90° x+y=270°
{ - do, 2x = 180° = 90°
x+y=90° sumando, 4x = , x =
x—y =90° B . B .
{x +y =270° sumando, 2x = 360° , x =180
= 270° . B .
{x +y =270° sumando, 2x = 540° , x =270
= 270° . _ .
{x +y=90° sumando, 2x = 360° , x =180
1
sen(x —y) =3
b) |
cos(x—y) =
{x—y=30° {x—y:150°
x+y=60° x+y=120°
{ = 30° do. 25 — 90° _as
x+y—60° sumando, 2x = ., X =
{ 2 do, 2x = 150° , x = 75°
x+y—120° sumando, 2x = L X =
= 150° . B .
{x +y = 60° sumando, 2x = 210° , x =105
= 150° . B .
{x +y=120° sumando, 2x = 270° , x =135

36. ¢Qué ocurre cuando la altura cae FUERA del segmento AB? En otras
palabras, si tenemos la figura que ves a la derecha. Demuestra el teorema
del coseno en ese caso [Pista: los Unicos cambios aparecen al despejar AD b

que se suma en vez de restar].
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Trigonometria

Dibujemos un triangulo ABC y tracemos la altura correspondiente al vértice C.
Esta altura cae fuera del lado AB. Queremos calcular el lado a = BC. Por el

teorema de Pitagoras es a® =BC2=CD? +DB? . El problema es que no tenemos ni
CD ni DB. Lo que si tenemos es b = AC, ¢ = AB y el angulo a. Sabemos que
sen( = CD/AC = CD = ACsen(a). Sabemos también

cos\a)=——= AD=ALcos|\0.). Fero, por construccion = + sl lo
:g AD=AC P truccion AD = AB + BD y AB si |

tenemos. Luego es DB = AD — AB. Recapitulando y escribiendo en funcion de
a, b y c que son los datos originales:
CD= ACsen{a)=> CD=bsen(a)
DB =AD —AB = bcos(a)—c
Finalmente 22 - gc2 = cp2+ 082 = [bsen (a)P + [bcos (a)- ¢ P - Basta operar un poco:
al= [b sen (u}P + [b cos (u.)— c]a = b2sen ? (u]+ ¢? - 2bc cos (u}+ b2 cos 2 (u]
a? =b2sen 2(a)+ b% cos Z(a)+ c? - 2bc cos (a)=b? [se.n (@ )+ cos 2(u)]+ ¢ - 2bc cos (a)

Pero sen?a+cos?a=1 con lo que finalmente tenemos el resultado deseado.

37. Demuestra que el teorema del coseno también vale para angulos entre 90 y 180 grados. Para
ello, procede como sigue:

a) En la figura que tienes a tu izquierda considera el angulo a’. Se cumple que
cos(a') = —cos(a), ¢por qué?
\ b) Considera el triangulo rectangulo DBC'y pon a en funcién de CD y DB.
\__ N c) De la misma manera que antes, pon CD y DB en funcionde b, cy a'.
L SN . d) Sustituye en la expresion para « hasta llegar a una férmula para a en funcion de
\ N\ b, cy . Al sustituir el cos(a') = —cos(c) tienes el resultado.
Solucioén: a) El coseno de « es negativo.
\ s . b) a= CD? + DB
: \ - Ny ¢) DB = ¢ + bcos(a’); CD = bsen(e);
i d) a2 = b’sen?(a’) + (c + bcos(a))? = b%sen?(a’) + ¢? + b’cos?(a’) + 2chcos(a’)
= h? + ¢2+ 2cbcos(a’) = b? —¢? + 2cbcos(a)

38. Dibuja un triangulo con b = 5, c = 8 y el angulo entre ellos a = 402 (usa una regla y un
transportador). Calcula el otro lado con el teorema del coseno y comprueba que coincide con el
resultado medido. No te saldra exactamente por el redondeo y el error de medida, pero deberia ser
muy similar.

1. Escribo la ecuacion del teo-
rema del coseno.
b 2. Sustituyo con los datos del
d
problema.
a 3. Realizo la operacién con
ayuda de la calculadora
B C
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Trigonometria

a? =b?+c?—2bc-cosa > a*= 52+82—-2-5-8c0s40° >
a? = 27.71644455 — a = V27.72 = 5.265
39. Un triangulo tiene de lados 3, 5 y 7. Calcula sus angulos.
a=7 b=3 c¢=5

TEOREMA DEL COSENO

a’?= b*+c>—-2b-c-cosa - a®*—b*>—c*=-2b-c-cosa —

a? —b?—c? 7% — 32 — 52
cose 2b-c  2-3-5 ”
a = arccos(0.5) = 60° - En el 22 cuadrante es 120° - A= 120°

TEOREMA DEL COSENO

b?=a?+c?—-2a-c-cosp » b?—a?—c?=-2a-c-cosp -
b? —a? — c? 32 - 72 - 52 13
== b = ——
cosp 2a-c 2-7-5 14

13
B = arccos (— E) = 158.21° - su opuesto es21.79° - B = 21.79°

TEOREMA DEL COSENO

c2=b* +a*—-2b-a-cosy » c?—b?>—a®=-2b-a-cosy -
c? —b? —a? 52 — 32 — 772 11
= - = —
cosy 2b-a 2-3-7 14

11
y = arccos (— E) = 141.79° - su opuesto es 38.21° - ¢ = 38.21°

Los opuestos se sacan restando a 180 el angulo que te dé el arccos.

40. En un tridangulo ABC, los lados AB y AC miden 3 y 2 cm respectivamente. El angulo 3
correspondiente al vértice B mide 30 grados.

a) Utiliza el teorema del coseno para calcular el otro lado. Obtendras dos soluciones. b) Las dos
soluciones se deben a que hay dos triangulos éserias capaz de dibujarlos?

B=30° b=2
< A=a=? a=?
a
C=y=7? c=3
C b A
a b c 2 3 3-sen30° 0.75
= = b = e = —— = . —_
sena senfS seny sen30° seny seny 2

y = Arcsen(0.75) = 48.59° ->su opuesto -90-48.59° = 41.41° =a
TEOREMA DEL COSENO:
a? =b?+c?—2bc-cosa > a?=22+3%2—-2-2-3-cos41.41° >
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Trigonometria

a?=4-a=/4=2

41. {Qué ocurre cuando la altura cae FUERA del segmento AB? En otras palabras, si tenemos la figura
que ves a la derecha. Demuestra el teorema del seno en ese caso [Pista: hay que utilizar a’ en vez de
a y ver la relacion entre el seno de ambos angulos].

1. Sabemos las ecuaciones por definicion.
Despejamos ‘h’ en las dos ecuaciones.

3. lgualamos las ecuaciones que obtenemos
y operamos con ellas hasta obtener el re-
sultado final.

sen(a')=% ; sen(B')=§ — h=bsen(d’) ; h=asen(p’) =

a b
= -
sen(a’) sen(f3)

b sen(a’) =asen(p’) =

sen(a’) = sen(p’)

42. El ejercicio anterior ya demuestra que el teorema del seno vale para tridngulos obtusangulos ¢ por
qué? Demuestra el teorema para un triangulo rectangulo usando que sen90° = 1.
C

b
A B
c A=90°
b b c c a b c
senB==--a=—:; senC==-—-a=—:; sen90°=1 - = =
a senB a senC senA senB senC

43. Como antes, dibuja un tridangulo con b = 5, ¢ = 8 y el dngulo entre ellos a = 40°. Calcula con el
teorema del seno el dngulo opuesto al lado b y calcula, SIN UTILIZAR EL TEOREMA DEL COSENO el
otro angulo y el lado que falta. Comprueba que te sale lo mismo que si hubieras utilizado el teorema
del coseno para calcular a

3 c a _ b _ ¢ . a _ 5 _ 8
senA - senB - senc '’ sen40° - senB - senC
0 a 5 5 8
b 40 = ; = ; B+C=180°-40°=140°

sen40° senB senB senC

a-senB=5-064 ; 5-senC=8-senB ; B+C=140°

C=140°-B sustituimos

a-senB=5-064 ; 5-sen(140°—B) =8-senB
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5-sen(140° —B) =8-senB; 5 - (sen140°cosB — cos140%senB) = 8 - senB

5-(0,64 - cosB — (—0,77) -senB) = 8-senB ; 3,2cosB + 3,85senB = 8 - senB

senB = % . 32c0sB —4,15senB =0 3,2cosB — 4,15% =0

cosB = VI —sen?B = |1 — (%)2 c 32 01— (%)2 —4152 =0

10,24 — 10,24 (%)2 = 17,22 (%)2 . 10,24 = 27,46 (%)2 ; 2= \/% = 0,61

a=>2=525 : senB=-2=061 ;: B=arcsen0,61 = 37,59°
0,61 5,25

C=140°-37,59° = 102, 41°
Con el teorema del coseno:

a’? =b*+c?>—2bc-cosa » a®>=5%248%2—-2-5:-8-¢c0s40°=27,72 > a=+/27,72 =15,26

44. Un triangulo tiene dos angulos que valen 40 y 60 grados respectivamente. El lado entre ellos es de
8 cm. Calcula todos sus angulos y lados.

Si A=40° , B=60° C=180°-40°-60°=80° elladoc=8

a b [ b [ b 8 8-sen60°
= = ; = - = = - b=1704cm
senA senB senC senB senC sen60° sen80° sen80°
a c a 8 8-sen40°
= - = = - a=>5,22cm
senA senC sen40° sen80° sen80°

45. En un tridangulo ABC, los lados AB y AC miden 3 y 2 cm respectivamente. El angulo 8
correspondiente al vértice B mide 30 grados.

a) Utiliza el teorema del seno para calcular el otro angulo. Hay dos soluciones porque hay dos angulos
con el mismo seno. Calcula los dos.

b) Las dos soluciones se deben a que hay dos triangulos, éserias capaz de dibujarlos?

a _ b _ ¢

AB.c=3; AC.b=2 ; B=30° ;

senA senB senC

b _ ¢ 2 _ 3 L eenC= 3'“:3‘” — senC = 0,75¢cm — C = 48,59°; C = 131,41°

senB  senC sen30° senC
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Trigonometria

46. Un globo esta en la vertical entre dos observadores separados por 40 m. El primero lo ve con un
angulo de 30 grados y el segundo con un dangulo de 50 grados, ¢a qué altura esta el globo?

tg30°=—— ; tg50°="

T 40-x T x
058=—— . 119="

40—x X
05840 —x)=h : 1,19x=h

232-058x=h ; 23,2-0,58x =1,19x

U 1 77x =232 ; x = 22 -131m

1,77

1,19x=h ; h=119-13,1 =156m

47. En un viaje de alumnos de 42 de E.S.O. a Londres, algunos de los viajeros hicieron practicas de
trigonometria. Al conocer que las torres de la Abadia de Westminster tienen 30 metros de altura,
decidieron aprovechar sus conocimientos para calcular la altura de la conocida torre Big Ben. Desde
un punto intermedio entre ambos edificios se divisa el punto mas alto de la Abadia con angulo de
609, y el Big Ben con un angulo de 45°. Si la distancia entre las bases de las torres de los dos edificios
es de 50 metros, écual fue el resultado de sus calculos?, éa qué distancia se encontraba de cada
edificio?

o BB . o — @
tg45° = e tg60° = "
BB 30
. 1=—— ; 1,73=2
Ab X = % ; x=17,34
o . 1=28 .1=—%2_ . BB=32,66
50—x 50-17,34

X 50 -x

El Big Ben mide 32,66 metros. Se encuentra a 17,34 m de la Abadia y 32,66 m del Big Ben.
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Trigonometria

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

. V5 . - .
1. Sabiendo que cosa = 3 hallar las restantes razones trigonométricas del angulo

Para calcular el seno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
2
. V5 . 5 . 5 . 4 . 2 . 2
sm2a+(—) =1; sina+-=1; sinfa=1-> ;sina= |-->sina== ;sina = —=
3 9 9 9 3 3
Nos da dos resultados (del primer y cuarto cuadrante)

ili sina
Para calcular la tangente, utilizamos /cos a
2

_ 3 ) -2
tana = G tana—\/g

3
Volvemos a calcular para el cuarto cuadrante
2

2
= 3 . = —_——
tana G5 tana 7
3
V5 . 2 2 .
cosa=— ; sina == ; tana = — si a € I cuadrante
3 3 V5
V5 . 2 2 .
cosa=-— ; sina=—2 tana=—\/—§ si a € IV cuadrante

2. Calcula sin hacer uso de la calculadora las demas razones trigonométricas

a) Sabiendo que sina = 0, 2 es del segundo cuadrante
Para calcular el coseno, utilizamos sin® a + cos?a = 1

2v6
0,22+ cos?a=1 ;004+cos*?a=1; cosa=+0,96 ; cosa= -
Para calcular la tangente, utilizamos S/ ¢ 4
1

_02 . _5 __ 1

tana = /_ﬁ ; tana = 248 tana = G
° it
Para calcular la cosecante, csca = /sin a
1
csca=— ; csca=>5
0,2
_1

Para calcular la secante, sec a = /cos a

_1 . _ -5V6
seca = /_2\/g ; seca =

> 1
Para calcular la cotangente, cota = /40 4
cota=1/ 1 ; cota =—26
-7

cosa——zﬁ' sina—1 ; tana = — L

- 5’ s ’ G

5v6
csca=5 ; seca=—=>; cota = — 26
b) Sabiendo que cos a = —0, 3 es del tercer cuadrante

Para calcular el seno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
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Trigonometria

| . _ _ 91
sina+(=03)2 =1 ; sin*a+009=1 ; sina=+091 ; sina= _%
Para calcular la tangente, utilizamos 1" @/o¢ o
_ Va1
tana= 11/ 5 ; tana=?
-= 1
Para calcular la cosecante, csca = /sin a
T _ _10V91
csca = G csca = /91
10

-1
Para calcular la secante, seca = /cos a
seca = 1/ . seca=——

- /=03 - RE

Para calcular la cotangente, cota = 1/tan a

taq = . ¢ _ 391
coa—/\/ﬁ ; cota ==~
3

cosa =-0,3 ;sina = —%; tana = \/91/3
csca="10V9l/ secq=-20. cotg =301
B E -3 T

c) Sabiendo que tan a = 2 es del primer cuadrante
Para calcular el coseno, utilizamos 1 + tan? a = seca

1 1
1+22=secta ; 5=sec’a ;V5=seca ;5= . cosa=-—=
cosa V5
Para calcular el seno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
2
. 5 1)__.2 1. a2
sin® a —) =1 ;sin“a+-=1 sina = |- ; sina=—
+(5) =1 smPari=1; Jtisna=2
_1
Para calcular la cosecante, csca = /Sirl a
_1 _ Y5
csca = /2 ; esca ="
NG
_1
Para calcular la secante, seca = /cos a
seca=1/1 . seca=+>5
NS
Para calcular la cotangente, cota = 1/ ; cota =-
gente, tana 2
cosa = L ; sina = 2 ; tana = 2
== == =
5 1
csca=— seca=+5 ; cota =-
. . 4
3. Sabiendo que sina = — 5 (tercer cuadrante) halla el coseno y la tangente

Para calcular el coseno, utilizamos sin? a + cos?a = 1
9

4\? 2 16 2
—=) +cos“a=1; —+cos“a=1; cosa= |—=
5 25 25

i sina
Para calcular la tangente, utilizamos /cos a
—4

= 4
tana = = ; tana = ;
5
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Trigonometria

4. Sabiendo que tanx = % (primer cuadrante) calcula:

a) tan(180° — x) = —tan(x) = _é

b) sin(180° + x)
Para calcular el coseno, utilizamos 1 + tan? a = seca
1)? 2 10 2 10 V10 3V10
14+(=) =sec®x ; —==sec*x ; |— =secx; —==secx; CoSXx = —
3 9 9 3 10
Para calcular el seno, utilizamos sin? x + cos? x = 1
2
. 3V10 . 9 . . V10
51n2x+(—) =1 sinx+==1 sinx =+0,1 ; sinx = ~—
10 10 10
. . V10
sin(180° + x) = —sinx = Ty
c) cos(360° — x)
3v10
cos(360° — x) = cosx = o
5. Sabiendo que sina = 0,5 (a € II c) calcula las otras razones
Para calcular el coseno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
V3
0,524+ cos’?a=1 025+cos’a=1 cosa =+/0,75 cosa =——
Para calcular la tangente, utilizamos SN/ ¢ 4
1
tana R: tana .
! 1
Para calcular la cosecante, csca = /sin a
1
csca = — csca =2
0,5
1
Para calcular la secante, seca = /cos a
seca=1 seca——ﬂ
= & = ;
: 1
Para calclular la cotangente, cota = /tan a
cota = R cota =—/3
3
V3 . V3
cosa=——; sina=05 ; tanaz—?
2V3
csca =2 ; seca = ——-; cota =—+/3
6. Resolver las ecuaciones trigonomeétricas:
a) 3sin?x + cos?x +cosx =0
3(1 — cos?x) + cos?x + cosx =0 ; 3 — 3cos?x + cos?x + cosx =0
3 — 2cos?x + cosx = 0 Ecuacion de segundo grado
- —-b+VbZ%-4ac
a=-2:b=1,¢c=3 Utilizando x = — e calculamos
3
cosx =—1;, cosx = > Hacemos el Arco coseno comprobamos en ambos resultados
3 .
cosx =—1 - x =180°+ 360°K ; COSX =2 = XNno existe
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b) tanx = V2 cos x

LA \/fcosx Usamos tan x = ———
COosXx COosXx
sinx = V2 (cos x)? sinx = v2(1 — sinx?) Usamos cos x? = 1 — sin x?
— NPy
sinx = V2 — /2 sin x2 ; Sinx — V2 +vV2sinx%2 =0 ; Ordenamos y usamos x = W
a=vV2;b=1;c=—-2
sinx = \/2—5; sinx = —v2 Hacemos el Arco seno comprobamos en ambos resultados
sinx = \/2—5 - x=45°4+360°K y x =135°+ 360°K
sinx = —V2 - x no existe

7. Demuestra las siguientes identidades

a)(tg x) - (cosx) = senx
senx

tgx) - (cosx) =——=-cosx = senx
(tg %) - (cos x) = S22
cos(2x)
b)cotg?x —1 =
) g 2 seznzx 2 2
cos(2x Cos”“ x—sen~x Cos~ Xx sen~x
22) _ = — = cotg?x — 1
sen?x sen? x sen?x  sen?x
c)sec’x =1+tg’x
sen?x  cos®x+sen’x
14+tg*x=1+—2= ——— =——=sec’x
cos“x cos“Xx cos“Xx
d) 1+cos (2x) = ———
) (2x) 1+tg2x
2 2 2
—=——=—7—=2cos?x = cos*x +cos*x = cos*x + 1 — sen’x =
1+tg=x seccx >
CcoS“ X
=1+ cos?x —sen?x = 1 + cos(2x).
e)cosec’ x = 1 + cotg*x
cos®?x  sen®x+cos®x
14+cotg?x=14+—-= = = —— = cosec® x
sen<x sen<x sen<x

8. Demuestra que son ciertas las siguientes igualdades:
a) sen a-sen (a — b) + cosa-cos (a — b) = cosb
sen (a-b) = sena-cosb —senb-cosa ; cos(a—b)=cosa-cosb —sena:senb
sen a-sen(a-b) + cosa-cos (a — b) = sena(sena-cosb — cosa-senb) + cosa(cosa:cosb + sena-senb) =
=sen?a- cos b —sena-senb-cosa + cos?a-cosb — cosa-sena-senb =
= sen?a-cos b + cos?a-cosb = cosb(sen?a + cos?a) = cosb-1 = cosb

2tgx
b)tg 2x = ———
1-tg2x
senx senx 2
2tgx 2 s _ Cosx _ 2sen x -cos“ x __ 2senx-cosx __ sen2x- _ tg 2x
1-tg 2x 1 sen?x cos? x-sen?x cosx-(cos?2 x—sen?x)  cos?x—sen?x COS2X 9
cos2 x cos2x
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9. Resuelve las siguientes ecuaciones
a)Jcos2a —3sena + 1 =0

cos2a —3sena + 1 = cos?a — sen’a — 3sena +cos’?a+sen?a =0
2 cos’a—3sena=0 -2(1— sen?a)— 3sena=0 - 2—2sen?a—3 sena= 0

3+y32-4(-2)2 _ 3+V25 _ 345
2(=2) T -4 -4

sena = 21 - a; = 30°+ 360°; a, = 150° + 360°k

1
sena = ; sena = — 2, sena = 3

b) sen x + cos x=0
senx+cosx=0 ; senx=-cosx x= 135°+ 360°k; x= 315°+ 360°k

10. Di si son ciertas o falsas las siguientes igualdades:

1+tgZx 2

a)————=tg°x
) 1+cot? x 9

1+tg?x sec?x _ os2x _ Sen’x 5

1+cot2 x csc2 x —
sen< x

sin 2x
1+ cos2x

b)

sin2x 2 sinx-cosx _ 2 sinx-cosx

=tgx

1+ cos2x 1+ cos2x —sen? x cos? x+sen2x+cos2 x—sen? x

2 sinx-cosx 2 sinx-cosx sinx
= = = tg X

cos? x+cos? x 2 cos?x cosx

11. Demuestra que son ciertas

2senx sen? x

a)—— =cosx —
tg2x cos x
2senx _ 2senx __ 2senx _ 2senx(cos?x-sen®x) _ cos?’x  sen’x sen? x

= = = = = coS X —
sen2x Zsze"xcos’g 25enx cos x cosx cosx cosx
coS2x COS“ x—sen<x

tg 2x

1-sen*x
b)——— =2 —cos®x
Cos“Xx

1-sen*x _ (1+sen®x)(1-sen?x) _ (1+sen?x)cos?x

=1+sen’x =1+ (1 —cos?x) =
cosZ x cos? x cos2 x

=1+4+1—cos?x =2 —cos’x

12.Comprueba que son ciertas las siguientes igualdades:

1

1+tg?(a) 1+tg?(a) _ sec’ (@) _ cos?(a) __ sen?(a)

— 2 — 2

a)Y—————=tg%(a) ; = = = =tg°(a

)1+cotgz(a) 9 (@) 1+cotg?(a)  cosc2(a) + cos2(a) g (@)

sen<(a)
2
cos“(a)

———=1-sen(a

)1+sen(a) ( )
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cos?(a) _ (1-sen’x) _ (1-sen(a))(1+sen(a)) _ .
1+sen(a)  1+sen(a) (1+sen(a)) =1 Sen(a)

13. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:  a) cosx: cos2x + cos’x =0
b) tgx —sen2x =0
a) cosx- cos2x + cos’x =0 ; cosx- (cos?x - sen?x) + cos’x =0 ; cos3x - cosx sen’x + cos’x =0 ;
cos3x — cosx(1- cos?x) + cos>x =0 ; cos3x — cosx + cos3x + cos?x =0
2cos3x —cosx + cos’>x =0 ; cosx(2cos’x +cosx—1)=0 ; cosx =0 ;2cos’x +cosx—1=0
cosx=0, x=90°+360°k ; x=270°4+360°k
2cos’x +cosx—1=0 : cosx=-1 ; cosx=%
cosx =—1, x=180°+ 360°k
COSX = % , Xx=60°+360°k ; o = 300° + 360°k

senx
e 2senxcosx = 0 ; senx — 2senxcos?x = 0 ; senx(1 — 2cos?x) = 0

b) tgx —sen2x=0;
senx=0, x=0°+360°k ; x=180°+ 360°k

1—2cos’x=0 ; cosx=i\/§=i\/2—E

cosx = \/Z—E x=45°+360°k ; x=315°+360°k
\/E o (o] o (o]
CoSX = —— x=135°+360°k ; x=225°+ 360°k

14. Demuestra que son ciertas las igualdades:

cosa
a) cos(ax — B) — senf - tga - cosa = secp

a) cos(a —B) —senf -tga - cosa = cosacosf + senasenfl — senf8 %cosa =

b) sen(270°—-a) + cosa =0

1 1 cosa
= cosacosf + senasenfS — senffisena = cosacosf = cosa —— = cosa =

cosf

secf secf

b) sen(270° — a) + cosa = sen(270°)cosa — cos(270°)sena + cosa =

= (—1)cosa — Osena + cosa = 0

15. Resuelve la ecuacidn trigonométrica cos2a + 1 = 4cosa (dando TODAS las soluciones posibles)
cos2a + 1 = 4cosa = cos?a — sen’a + 1 — 4cosa = 0 - cos?a — (1 — cos?a) + 1 — 4cosa = 0 >
2cos?a — 4cosa = 0 —» 2cosa(cosa —2) = 0 - cosaa — 2 = 0, no es posible

cosa =0, a=90°+360°k ; a=270°+360°k

|IES ATENEA Ciudad Real
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16. Resuelve la ecuacidn trigonométrica si;l—xx + cos*x = 1 (dando TODAS las soluciones posibles)

2Senxcosx
+ cos?x =1 - ——x— + cos?’x = 1 - 2cos’x + cos’x =1 -

COosx

sen2x
tgx

3cos?x =1 — cosx = i\E
COSX = \E ; Xx=54,74°4+360°k ; x=305,26°+ 360°k

COSX = —\E ; Xx=125,26°+360°k ; x=234,74°+ 360°k

17. Resuelve la ecuacidn trigonométrica cos2x + cosx = 0,2 (dando TODAS las soluciones posibles)
cos2x + cosx = 0,2 - cos?x — sen’x + cosx = 0,2 - cos?x — (1 — cos?x) + cosx = 0,2 >
2cos’x +cosx —1,2=0 ; cosx=0,5639 ; cosx= -1,063 novalida

cosx = 0,5639 x =55,67°+360°k ; x=304,33°+360°k

18. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) sen?(x) —sen (x) =0

sen(x) - (sen(x) —1) =0

Soluciénl: sen (x) =0

Solucién2: sen (x) =1

arcsen 0 = 0° - 360°k

arcsen 1 =90° - 90° + 360°k

b) cos(x) + sen?(x) =1

cos(x) + 1 —cos?(x) =1

—cos?(x) + cos(x) = 0 - cos(x) - (—cos(x) +1 =0
Solucién 1:arc cos 0 = 90° - 90° 4+ 360°k

Solucién 2: arc cos 1 = 0° - 360°k

c) 3tg?(x) = sec?(x)

3 - sen” (x) 1 3 - (1 — cos?(x) 1
cos? (x) cos(x) . cosP(x)  cos(x)

3-(1—cos?(x)) = cos (x) > =3 - cos?(x) — cos(x) +3 =0

Solucién 1: Cos(x) = 1,17 No existe

Solucién 2: Cos(x) = —0,83 = arc cos(—0,83) =146° - 146° + 360°k

180° — 146° = 34° - 34° + 360°k

3tg?(x) = sec*(x) —

d) sen (2x) = 0,5
sen (2x) = sen 30° - 2x = 30° + 360°%k — x = 15° + 180°k
sen (2x) = sen 150° —» 2x = 150° + 360°k - x = 75° + 180°k
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19. Resuelve los siguientes sistemas:
a) x + sen’y = 2
x+cos’y=1

x+1—cos?(y)=2-cos?(y) =x—1

x+cosly=1 sustituimos lo anterior en esta ecuacion
x+x—-—1=1-2x=2-x=1
12ec:1+ 1 —cos?y =2 - —cos?y=0-y = —arccos0 = —90° > y =—-90° + 360°k
22ec: 1+ cos?y =1-cos?’y=0->y =arccos0=90°->y=90°+ 360°k
x+1-(1—-x)=2-x+1-1+x=2-2x=2->x=1

b) sen (x) - cos(y) =

IH-PIW

cos (x) - sen(y) = sumamos y restamos

4
sen (x) - cos(y) + cos (x) - sen(y) = % +z ; sen(x+y)=1; x+y=90°

sen (x) - cos(y) — cos(x)-sen(y)=%—i ; sen(x—y)=%; x—y=130°x—y=150°

Sumamosysi2x = 120° ,x = 60° vysi 2x = 240° ,x = 120° por tanto,
x=60°+360°k, y=30°+360°k ; x=120°+360°k, y=—-30°+360°k

c)cos(x)+cos(y) =1
cos(x+y)=1
x+ty=0-y=—x
cos (x) + cos (—x) =1 - cos (x) + cos(x) =1 - 2cos(x) =1 - cos(x) = 5
1
arc cosz = 60° - 60° 4+ 360°
cos 60°+cosy=1—-cosy=1-0,5-cosy=0,5-arccos 0,5=60°- 60°+ 360°K

20. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) sen (% + Zx) = %
sen (45° + 2x) = sen 60° - 45° + 2x = 60° — 2x = 15° + 360°%k —» x = 7,5° + 180°k
180° — 60° = 120° — sen (45° + 2x) = sen 120° - 45° + 2x = 120° - 2x = 75° + 360°k — x

= 37,5° + 180°%

b) sen (3x) — sen (30°) =0
sen 3x = sen 30° » 3x = 30° 4+ 360°%k - x = 10° + 120°k
180° — 30° = 150° - 3x = 150° 4+ 360°%k —» x = 50° + 120°k

c)sen (2x) = 2 - cos (x)

2 -sen(x) - cos(x) = 2 - cos(x) = sen(x) - cos(x) — cos(x) =0 - cos(x) - (sen(x) —1) =0
Solucién 1: cos(x) = 0 — arc cos 0 = 90° - 90° + 360°k

Solucion 2: sen (x) = 1 - arc sen 1 = 90° - 90° + 360°k

21. Simplifica las siguientes expresiones:
a) (sen(x) + cos(x))Z + (sen(x) — cos(x))2
(sen?(x) + 2 - sen (x) - cos(x) + cos?(x)) + (sen?(x) — 2 - sen(x) - cos(x) + cos?(x)) =

12 Bachillerato. Capitulo 4: Trigonometria. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Trigonometria

=2-sen?(x) + 2 - cos?(x) = 2 - (sen?(x) + cos?(x)) =2-1=2

sen (2a)-cos(a)
sen(a)-(1+cos2a)
2-sen(a)-cos(a)-cos(a) 2-cos?(a) _ 2-cos?(a) __ 2-cos’(a) _
sen(a)-(1+cos?(a)—sen?(a)) - 1+cos?(a)-sen?(a) " 1+cos2(a)-1+cos*(a)  2-cos*(a)

sen3(x)+sen(x)-cos*(x)

sen(x)
sen3(x)+sen(x)-(1-sen?(x)) _ sen3(x)+sen(x)—sen®(x) _ sen(x) _
sen(x) - sen(x) - sen(x) o
_ tg (@)
)
tg(2a)—-tg(a)
sen (a) sen(a) sen(a)
cos(a) _ cos(a) _ cos(a) _
sen2(a) sen(a) ~  2-sen(a)cos(a) sen(a) ~ 2-sen(a)-cos(a)-sen(a)-(sen’(a)-cos(a))
cos2(a) cos(a) cos?(a)-sen?(a) cos(a) cos?(a)-sen?(a)
sen(a)-cos?(a)—sen?(a) _ cos(a)-sen(a)
2-sen(a)-cos(a)—sen(a)-sen?(a)-cos(a)-cos(a)  2-sen*(a)-cos*(a)

sen (x—y)—sen(x+y)

cos(x+y)—cos(x—y)
(sen(x)-cos(y)—cos(x)-sen(y))—(sen(x)~cos(y)+cos(x)-sen(y)) __ —2:(cos(x)-sen(y)) __ cos(x)

(cos(x)-cos(y)—sen(x)-sen(y))—(cos(x)-cos(y)+sen(x)-sen(y)) - —2-(sen(x)-sen(y)) - sen(x) = cotg (x)

22. Una antena de radio esta sujeta al suelo con dos cables, que forman con la antena angulos de 36°
y 48°. Los puntos de sujecion de los cables estan alineados con el pie de la antena y distan entre si 98
metros. Calcula la altura de la antena.

48° | 36°
X
h
420 541
- 98 -
48 + 36 = 84
sin(84 sin(42 98 - sin(42
(84) = ( );x = # = 65,94; h = 65,94 - sin(54) = 53,3 m
98 X sin(84)
La altura mide 53,3 m
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23. Calcula los lados y los angulos del tridngulo ABC, rectangulo en A, del que conocemos el cateto AC
= 15cm. y la altura relativa a la hipotenusa AD = 12cm.

. C
c L

12

En el triangulo CAD: senC = % =08 ; C=53,13° comoD =90° ;angulo CAD = 36,87°
senCAD =22 | sen3687°=2; 06=2 ; €D=06-15=9
15 15 15
En el triangulo ABC: rectanguloen A, como C =53,13° , B =36,87°

En el triangulo DAB: rectangulo en D,
12

tgB = —= , tg36,87° =— ; 0,75 =—= ; -2 _16
DB DB DB 0,75
senB = ~= , sen36,87° = 2 ;0 0,6 = = ;. AB = 12 _ 920
AB AB AB 0,6

CB=CD+DB=9+16 =25
Hipotenusa: 25, catetos: 15 y 20, dngulos: € =53,13° y B = 36,87°

24. Calcular el area de un heptagono regular, inscrito en una circunferencia, de 35cm de perimetro.
Calcular el radio de la circunferencia inscrita.

. 35 360°
Segmentamos el heptdgono en 7 partes: - = 5cm — = 51025’
. y L. . . 5 51025 0457
Partimos el triangulo isésceles obtenido en dos rectangulos: 5= 2,5cm, = 25%42
0omr X _ 25 2,5 . . .
cos25Y37' == == > R=—"2"—=2,78cm es el radio de la circunferencia.
R R cos 259 42

900 = 25%47" + § - § = 90° — 25%°42' = 64°58’

Determinamos la apotema: sen 25°37’ =% = % - ap = 2,78 -sen25%°37' =1,2cm

12 Bachillerato. Capitulo 4: Trigonometria. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Trigonometria

: 35:1,2
pap _, 2>

area = = 21 cm?

25. En un tramo de carretera la inclinacion es del 5% (sube 5m cada 100m). Calcular el dngulo que
forma con la horizontal la carretera. Sabemos que hemos subido 100m. ¢Cuanto hemos andado por la
carretera?

C
X
A
c B

Si hemos subido 100 metros en vertical, hemos hecho 2000 metros en horizontal, ¢ =2000
100

tgA = 7000 = 0,05 > A =tg~10,05 = 2,86°
El angulo con la horizontal de la carretera es de 2,86°.
cosA =22 & x = 220 — 2002,49m
x c0s2,86°

Hemos andado 2.002,49 metros.

26. Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un angulo de 42 grados. ébajo qué angulo se
ve colocandose al doble de la distancia?

tan42° =09 = —
t C—h—1 h_1 0,9 = 0,45
M T2 x 27T
AN o C =tan~10,45 = 24°13’

27. En un tridangulo conocemos dos de sus angulos y un lado: A= 55°, B=98°, a = 7,5cm. Resuélvelo.

B a C
» A =55 B=98°, a="75cm
¢ A+ B+ C=180°-55°+98%°+ C = 180°
b
c=27°
7.5 < in55°. ¢ = 7,5 - sin27° 7.5-SIn27" _ 4 457
— - . — . - =
sin55°  sin27° o €= /ool ¢ sin 55° ’ cm
75 D b sin55°=7,5-5in98° —» b= 2098 _ g 066
— - . = . —_ = —-—=
sin55°  sin98° st Sl sin 55° ’ cm
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28. En un tridngulo conocemos dos lados y el angulo comprendido entre ellos A =35% b=20cm, ¢ =
14 cm. Resuélvelo.

A=35° c=14cm b=20cm

a’?=b%*+4c?>—2bc-cosd -

a’? =20%+142—-2-20-14-cos35 = 137,27 -

a® =./137,27 , a=11,726 cm

202 = 142 + 11,7162 — 2 - 14 - 11,716 - cos B
g 20142117160
COSB =T 1411716
B = cos~1(—0,20339) = 101, 7°

C = 180°—35°—-101,7°=43,3°

Método alternativo: podemos usar el teorema del seno para calcular C porque seguro que es agudo (ya
gue no es el opuesto al lado mas largo):
14 11,716 14 - sin 35 )
sinC = sin 35 ; sinC = W = 0,6854; C = Slll_1 0,6854 = 43,30
B = 180° — 35°—43,3°=101,7°

29.- Halla los angulos de un triangulo del que se conocen los tres lados: a=37 cm, b=42 cm y ¢c=68 cm

c

a2=b?+c2-2bccosa=>372=422+682—-2-42-68 - cosa =>
1369 =1764 + 4624 — 5712 - cosa => 5712 - cosa = 5019 => cosa = % =>cosa = 0,878

arccos(0,878) => a =28° 31’
UL LB senf = (42 - sen 28°31") /37 =0,54 ; arcoseno (0,54) => B =32°41’

sen 28° 31/ senf

32°41'+28°31'=61°12"=>180°- 61° 12’ =>y = 118° 48’

Para hacer este ejercicio, he tenido que hacer el teorema del coseno para averiguar el seno de alfa, y asi
conseguir el valor de alfa. Después, he utilizado el teorema de los senos para averiguar el valor de beta.
Por ultimo, solo he tenido que restarle a 180° la suma de los dos angulos anteriores para averiguar el
valor de gamma

12 Bachillerato. Capitulo 4: Trigonometria. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Trigonometria

30.- Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un angulo de 127°. El primero
sale a las 10 h de la maiiana con una velocidad de 17 nudos, y el segundo sale a las 11 h 30 min, con
una velocidad de 26 nudos. Si el alcance de sus equipos de radio es dde 150km, ¢{podran ponerse en
contacto a las 3 de la tarde? (nudo = milla/hora; milla = 1850m)

Barco A: 17 nudos - 5 horas = 85 millas => 85 millas - 1850 metros => ¢ = 157.250 metros
Barco C: 26 nudos - 3,5 horas = 91 millas => 91 millas: 1850 metros => a =168.350 metros

b2=a?+c?2-2-a-c-cosy=>b?=157.250% + 168.350% -2 - 157.250 - 168.350 - cos 127° =>

b=+v157.2502 + 168.3502 — 2 - 157.250 - 168.350 - cos 127°=> b =291.432,7
291.432,7m > 150km No podran ponerse en contacto

C

31.- Dos amigos estan en una playa a 150m de distancia y en el mismo plano vertical que una cometa
que se encuentra volando entre ambos. En un momento dado, uno la ve con un angulo de elevacién
de 50° y el otro con un dngulo de 38°. {Qué distancia hay desde cada uno de ellos a la cometa?

tg50° = E ; tg38° = —h
X 150 — x
h = xtg50° ; h = (150 —x)tg38°
xtg50° = (150 — x)tg38°
B x-1,19 = (150 — x) - 0,78
196x =117 ; x=597

x 597 59,7
== b= =92,88m
b b c0s50°
150-x 90,3 90,3
cos38° = == a= -
a a cos38

cos50° =

=114,6m

32.- Un globo aerostatico se encuentra sujeto al suelo, mediante dos cables de acero, en dos puntos
que distan 70 metros. El cable mas corto mide 90 metros y el angulo que forma el otro cable con el
suelo es de 42°. Calcula:
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a) La medida del otro cable:
En el tridngulo DBC:  90% = x2 + h®

En el tridngulo ABC:  tg42° = ‘ ; h=1tg42°(70 + x) = 63+ 0,9x

70+x

90% = x2 + h* ; 90% = x2 + (63 + 0,9x)2 = x% + 3969 + 113,4x + 0,81x>
8100 = x%2 + 3969 + 113,4x + 0,81x% 1,81x% +113,4x —4131 =0 ; x = 25,8 metros

h=63+09x ; h=63+09-258 = 66,22 metros

En el tridngulo ABC: sen42° = %; 0,67 = 6% D a= % = 98,84 metros

El otro cable mide 98,84 metros
b) La distancia del globo al suelo

la distancia del globo al suelo, altura, es de 66,22 metros

33.- Desde un faro se ve un barco A con un angulo de 43° con la costa, y el barco B con 21°. El barco B
esta a 3 km de la costa, y el A a 5 km. Calcula la distancia entre los barcos

5
sen43°
3
sen21°

En el tridngulo EAC : sen43° == ; = 7,33

En el tridangulo CBD : sen21° == ; b =

= 8,37

Wlw {lu

43°+21°+ C =180° ; C = 116°
En el triangulo ECD: x2 =a?+b*—2-a-b-cosC ;x®>=7,33%+8372-2-7,33-837-cos116°
x2=17758 ; x=13,33 Ladistancia entre los barcos es de 13,33 km.

De forma semejante se haria segun la propuesta de los apuntes

34. Una finca tiene forma triangular. Dos de sus lados miden 140m y 200m vy el angulo
comprendido entre ambos es de 35° . Calcula el perimetro y la superficie de la finca.
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Trigonometria

b
a=140m b=200m y = 35° .c?

c? =a?+b?—2ab - cosy
c? = 140% + 2002 — 2(140)(200)(cosy)
c? = 19600 + 40000 — 56000 - cosy
¢ =V59600 — 56000 - cos35°

c=117,16m
i P?
Prrisnguio = @ + b + ¢ P =140 + 200 + 117.16 P =457.16m
i A?
Férmula de Herén 4drea = (/s (s—a)-(s—b)-(s—c) , siendos = atbte _ 257,16 253,58

2 2

area = /253,58 - (253,58 — 140) - (253,58 — 200) - (253,58 — 117,16) = 8030 m?

35 calcula el area y el perimetro de un pentagono regular inscrito en una circunferencia de radio 3
cm.

Para realizar este ejercicio tenemos que:
1) Dibujar el pentdgono inscrito en la circunferencia

2) Dividir el pentagono en 5 triangulos tal y como se muestra, pues si realizamos esto, al conocer el
radio de la circunferencia podemos conocer el valor de dos de los lados de los triangulos

3) Calcular el valor del dangulo interior del tridngulo teniendo en cuenta que se trata de un tridngulo
isdsceles podemos saber el valor de los otros dos dngulos.
4) Para conocer el angulo interior de un pentdgono se realiza la siguiente operacién:

360° . . , 360°
angulos Interiores =

angulos interiores =

- — = 72°
numero de triangulos
Para calcular los angulos que no son interiores, como se trata de un tridngulo isdsceles podemos
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Trigonometria

realizar la siguiente operacion

. . 180—(angulo interi . . 180—(72
angulos exteriores = (anguzo nterior) angulos exteriores = 180-072) _ g5go
Para calcular el perimetro necesitamos calcular b y multiplicarlo por 5
b c c-sen 3-sen72°
= p = 5B b=————- 3,52cm
senf seny seny sen54°
P = lateral - n%de lados P=352"-5 P =17,6cm
Para calcular el drea calculamos la altura del tridangulo
(h es la apotema del pentagono)
b
3,52
b = > c=3cm
;a? (a=h)
c?2 =b%+h? h? = ¢? — b? h? =32 - 1,762 h=,/59 h=242cm
_ perimetro-apotema _176-242 2
Apentégono - 2 A= —2 = 21,29cm

36. Calcula la altura del edificio:
Para calcular la altura del edificio:
1) Se divide el problema en dos triangulos
2) Se calculalen el primer tridngulo
3) Como [ esigual en los dos tridngulos, una vez calculada a partir del primer tridangulo, aplicamos

la definicion de tg en el segundo, y calculamos la altura
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Trigonometria

250 m

30

l=250-cos30° l= 216m

Calculamos 8

f = 180 — (90 + 40) B = 50°
__cateto opuesto _ I _ U _ 216 _
tg = cateto contiguo tgh = c c= tgp c= £g50 c = 181,24m

El edificio mide 181,24m

37. Dos personas A y B distan entre si 200 m y ven un globo que esta situado entre ambas. La primera
persona lo ve con un angulo de 30° y la segunda con un angulo de 60°.

¢ =200m B =30° a = 60°
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Trigonometria

a) éA qué distancia esta B del globo?
y=180—-(90) vy =90°

__csena a= 200'sen60°

a=173,2m

seny sen90°

b) éA qué altura esta el globo?

B = 30° a =90° a=173,2m
. b?
b = a-sen30° b= 173,2 - sen30° b = 86,6m

c) Una persona que esté situada dentro del globo ¢Con qué dangulove a Ay B?
¢Con qué angulo ve a la persona B?

Calculamos y en el triangulo del apartado b

y =180°— (a + b) y = 180° — (90° + 30°) y = 60°

¢Con que angulo ve a la persona A?

Para saber el dngulo con el que la persona A es vista, tenemos que restarle al angulo total menos el
angulo con el que es vista b

x=90°-60° x=30°
La persona A, es vista con un angulo de 30°
La persona B, es vista con un angulo de 60°

38. Calcula la altura de la torre grande a partir del siguiente dibujo.
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“ Trigonometria

Alturatotal = x + y

B @ C
Us
C
1%
c=x b =15m y = 30° B =90°
ic?
c=b-seny ¢ =15-sen30° c=175m
x=7.5m
ca?
a=b>b- cosy a= 15-cos30° a= 13m
c=y y = 50° a =90° b =13m
Calculamos 8
B =180°—(a +vy) B = 180° — (90° + 50°) B = 40°
ra = cateto opuesto
4= cateto contiguo
b b 13
tgp = - c=13 €= 15,49m y =15,49m

Calculamos la altura total
Atotat =X +y A =175+ 15,49 A =22,99m
El edificio mide aproximadamente 23m de altura

39. Deseamos medir la altura de un edificio. Si lo observamos desde un punto A lo vemos con un
angulo de 50°. Ahora bien, si lo contemplamos desde 20m mas lejos el angulo es de 40°. {Cual es la
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Trigonometria

altura del edificio? ¢ A qué distancia esta el punto B de dicho edificio?

Tan50°=g - x-tan50°=H
Tan40°=$ - tan40°(x +20) =H - x-tan40°+ 16,78 = H
Para resolver el siguiente sistema de ecuaciones, lo resolveremos por el método de igualacién:

x - tan40° 4+ 16,78 = x - tan50° 0,3526x = 16,78 x =47,59m
tan50° = % H =56,72m

Solucién: la distancia con el punto B es de 47,59m v la altura es de 56,72m

40. Calcula todos los angulos de un triangulo de lados 4,5 y 6. ¢ Hay mas de una soluciéon? Si hay mas
de una, calcilalas todas, si hay una sola, explica por qué.

2 24 .2 a?-b?—c?
a® = b* + c“ — 2bccosA Cosq = ————
524262
CoSq = —————= 0,5625 - a = arccos0,5625 = 55,77°
a b 5 4 4.-sen55,77°
= ; = ; senff = ——— = 0,66 - = arcsen0,66 = 41,41°
sena senb sen55,77° senfs
a c 5 6 sen55,77°-6
= = senc =———— ; ¢ =82,81°
sena senc sens55,77° senc 5

41. Justifica que hay EXACTAMENTE DOS triangulos con lados a = 4, b = 5 y angulo a (el opuesto al
lado a) igual a 45°.

Utilizamos el teorema del seno para obtener 3
¢ b L =3 senf = 0,8838 B, = arcsen0,8838 = 62,11°

sena senf sena senf

v, = 180 — (62,11 + 45) = 72,89°
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Para obtener el valor de c volvemos a hacer el teorema del seno:

4 c
sen45°  sen72,89° = ¢ = 5406cm

Este es un tridngulo , pero a partir del mismo senfi = 0,8838, podemos obtener otro tridangulo a partir
del 22 cuadrante:
B, = 180°—72,89° = 117,89° y, = 180° — (117,89° + 45°) = 17,11°
4 c
c =1,664cm

sen45°  senl 7,11°

42. Resuelve los siguientes triangulos:
a) a=45° b =50m, a =40m

b) B =30° a=5cm, b=3cm

c) a=45° y =602, b=20m

d) a=45°,b=10m, c=6m

e)a=5cm, b=4cm, c=4cm

a) a=45° b =50m, a =40m

b= 50m
a = 40m

A

@

Primeramente averiguamos el seno de B mediante el teorema del seno:
¢ = b 0= 30 genp =550 = 088 > B = arcsen0,88 = 62,11°
sena senb sen45° senf3 40
Al tener el valor de B y el valor de a podremos averiguar el valor de y:
y = 180° — (62,11° + 45°) = 72,89°
Para averiguar el lado c del triangulo, aplicamos el teorema del coseno:
c? = a? + b? — 2abcosy c? =40%24+502—-2-40-50-¢c0572,89° ¢ =54,06cm

b) B =30° a=5cm, b=3cm

a=5cm
b=3cm

Primeramente averiguamos el seno de @ mediante el teorema del seno:

a b 5 3
= = sena = 56,44°
sena senB sena sen30

Al tener el valor de B y el valor de a podremos averiguar el valor de y:
y=180°-(56,44°+30°)= 93,56°
Para averiguar el lado c del triangulo, aplicamos el teorema del coseno:
c? = a? + b? — 2abcosy c?=5%2432-2.5.3.¢0593,56° ¢ =,/35,86 =6cm
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Trigonometria

c)a=45°%y=60°%b=20m

b=20m

L= 45°

c

El primer paso es restar 180° a los angulos a = 45°, y = 60°
B = 180° — (45° + 60°) = 75°
El siguiente paso es averiguar a mediante el teorema del seno
a _ b a 20 __ sen45°-20
sena senf sen4s5®  sen7s° " sen7s°
Para averiguar c realizamos el teorema del coseno
c? =a?+b? —2abcosy c?=14,64> + 202 —2-14,64-20-cos60° ¢ =17,93m

= 14,64m

d) a=45°, b =10m, c = 6m
b c 10 6

= = senf3 = 1,178
senfs seny senf3 sen45° ’B ’
No existe el triangulo ya que el seno es mayor que 1
e)a=5cm, b =4cm, c=4cm
c
b=4cm a=4cm
A B
& ®
c=5cm

En este caso, el triangulo resultante es un tridngulo isdsceles, por lo que:
2,5
cosq = —= = 0,625 a =51,32°
Ahora calculamos el seno del angulo

2,5
senfl = e [ = 38,68°

Hemos de multiplicar este resultado por 2 ya que solo es la mitad del angulo
B =36,68°-2=7736°
Para averiguar el angulo restante restamos los dos dngulos obtenidos a 180°
y = 180° — (51,32° + 77,36°) = 51,32°

43. Comenzamos en una ciudad A y observamos un cartel. La ciudad B esta a 50 Km y la ciudad C a 40
Km. Medimos el angulo que forman las dos carreteras y resulta ser de 602. ¢A qué distancia esta B de
C? Desde la ciudad B ¢Con qué angulo se ven las otras dos ciudades? [En otras palabras: si
consideramos el triangulo ABC, ¢cudnto vale el angulo que corresponde al vértice B?]
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Trigonometria

L 4
A c=50km

Para hallar la distancia que hay entre las ciudades B y C debemos realizar el teorema del coseno:
a?=b%>+c?>—2-b-c-cosa a*=40%+502—-2-40-50-cos60° a = 45,82km
Para hallar el dngulo que corresponde al vértice B utilizamos el teorema del coseno:
a b 45,82 40

= e d =
sena senfS sen60° senf
senf = 0,756 - B = arcsen(0,756) = 49,11°
Solucidn: la distancia entre las ciudades B y C es de 45,82km, y el angulo correspondiente al vértice B es
49,11°
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Trigonometria

AUTOEVALUACION

1. Calcula las siguientes razones trigonométricas sin hacer uso de la calculadora.
a) Sen (-750°)
b) Tg(570°)
c) Cos (20m/3)

a) Sen (-750°) = -sen (750°) = -sen (30°) =-1/2

Solucién: -1/2

PASOS:

12 Simplificar el angulo negativo usando la simetria par/impar de las funciones trigonométricas.

22 Hallar el dngulo en el intervalo [0°, 360°].

32Utilizar la tabla de valores trigonométricos.
b) Tg(570°) = tg (210°) =/3/3

Solucién: V3/3

PASOS:

12 Hallar el angulo en el intervalo [0°, 360°].

22 Utilizar la tabla de valores trigonométricos.
c) Cos (20m/3)=-1/2

Solucién: -1/2

PASOS:

12 Calcular el valor trigonométrico.

2. A partir de las razones trigonométricas de la suma calcula las siguientes razones trigonométricas:
a) Sen (105°)
b) Cos (75°)

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA:

12 Sen(a+b) = sen(a) - cos(b) + cos(a) - sen(b)
T2e Cos(a+b) = cos(a) - cos(b) - sen(a) - sen(b)

39 Tg(a+b) = tg(a) + tg(b) / 1-tg(a) - tg(b)

~ a) Sen (105°) = Sen (45°+60°) = Sen (45°)-Cos (60°) + Cos (45°)- Sen (60°) =v2/2 - 1/2 +/2/2 - \/3/2
=V6+V2 /4
Solucién: V6+V2 /4
b) Cos (75°) = Cos (30°+45°) =Cos (30°) - Cos (45°) — Sen (30°) - Sen (45°) =v/3/2 - V2/2-1/2 -\/2/2
=V6-V2 /4
Solucién: V6+V2 /4

3. Sea un triangulo del que conocemos los siguientes datos a= 10cm, b= 20cm, A= 30°. Calcula los
demas datos del triangulo. Calcula el area del triangulo.
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Trigonometria

TEOREMA DEL SENO:
a/senA=b/senB=c/senC

10/sen30°=20/senB; senB=20-sen30°/10=1 —— B=arcosen (1) =90°
{A+B+C=180°
30°+90°+C=180°; C=180°-30°-90°=60°

] TEOREMA DEL COSENO:
c2=a?2+b?-2-a-bcosC

¢?=10*+20°-2-10-20-cos 60° = 17,32cm
AREA DEL TRIANGULO:

| BASE - ALTURA /2

"10-17,32 /2 =86,6 cm?

SOLUCIONES:
B=90°

C=60°
c=17,32cm
Area = 86,6 cm?

4. Un buitre vuela a 120 m de altura y formando un angulo con la horizontal respecto de nosotros de
60°. En la misma direccion, pero formando un angulo de 30° vuela una perdiz a 100m de altura. Si
el buitre quiere comerse a la perdiz, pero sélo lo consigue si la distancia entre ambos es menor de
150m. ¢ Puede el buitre cazar a la perdiz? ¢{A qué distancia estan?

buitre

erdiz

a=120m a’=100m

sen a = cateto opuesto / hipotenusa; sen 60° =120/ c; c =120/ sen 60° = 138, 56m
sen a = cateto opuesto / hipotenusa; sen 30° =100/ c’; ¢" = 100 / sen 30° = 200m
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Trigonometria

a?+b?=c% 2+c?=x
x=4/(138,56)2 + (200)2 =243m

Solucidn: no puede cazar a la perdiz porque estan a 243m.

5. Calcula sin utilizar la calculadora el resto de las razones trigonométricas (seno, coseno) de a, sa-
biendo que tg(a) =1/2 y a € 3% cuadrante.

Utilizamos la férmula: tg?a + 1 = sec?a

(1/2)>+1=1/cos’a; 1/4 + 1 = 1/cos?a ; 5/4 = 1/cos’a ; cos a = +,/4/5
Cos o = -\/4/5 = -24/5 /5 (porque el coseno en el 3¢ cuadrante es negativo)

Utilizamos la férmula: (sen a)? + (cos a)? = 1
(sena)?+(-/4/5)?=1;(sena)®?=1-(-/4/5)%;(sena)>=1-4/5; (sena)?=1/5=%,/1/5
Sena=-,1/5 =- V5/5 (porque el seno en el 3°" cuadrante es negativo).

6. Resuelve las siguientes ecuaciones:
X

a)6- cosZE+ cosx=1

Aplicando la féormula del angulo mitad

2
6-(’”?”) +cosx=1 ; 3-(14cosx)+cosx=1 ; 4cosx= —2

-2 -1
= — > = —
COS X 4 COS X )

Como el coseno es negativo el angulo puede estar en el 22 cuadrante o en el 32
Cos60° = 0,5

29 cuadrante: 180° — 60°; x = 120° + 360°k

32 cuadrante: 180° 4+ 60°; x = 240° 4+ 360°k

b) senx + cosx = V2
1. Elevo toda la ecuacién al cuadrado para quitar la raiz

(senx + cosx )? = (\/E)Z

2. La raiz se va con el exponente

(senx + cosx)? = 2
3. Aplico la formula del cuadrado de una suma que es “cuadrado del primero mas el cuadrado del
segundo mas el doble del primero por el segundo”.

sen?x + cos?x + 2 - senx - cosx = 2

4. Sabemos que sen?x + cos?x =1 por lo cual:

1+ 2senx -cosx =2
5. Sabemos que sen (2a)= 2sena-cosa

2senx-cosx =1 sen2x =1

2x=90° + 360°k ->x=45°+ 180°k
SOLUCION
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Trigonometria

x=45° + 360°k x = 225°+ 360°K

7. Resuelve los siguientes sistemas
a) EC1: senx + seny =1
EC2: x+y=1I
1. Despejo x en la EC2: x=1II -y
2. sustituyo x en la EC1:
sen(r —y) +seny =1 Senm - cosy — CoST - seny + seny = 1
3. sabemosque: senm=0 vyque cosm=—1
sustituyendo 0 — (—1) - seny + seny =1
2seny=1 seny = %
y=30°+ 360°% = %+ 2nk ;  y=150°+360°% = 5?” + 2nk
x=7t—(%+2nk)= %—an ; x=n—(5?n+2nk) %—Zﬂk

SOLUCIONES: Six= %ﬂ — 2mk y= % + 2wk ; six= % — 2wk Y= %ﬂ + 2wk

V3+1

2
3-1

EC2 senx — seny = >

b) EC1 senx + seny =

Hacemos X=sen(x) Y=sen (y)

X-Y = — sumamos las 2 ecuaciones :

2X =43, X= ? sustituyendo o restando las ecuaciones Y = %

X=sen(x ) =§ ; Y=sen(y) = %

x = 602+ 360% — x = 1202+ 360%
y =302+ 360% — y = 1502+ 360°%

c) EC1: x+y=§

EC2: senx + seny =

NS

Despejando x en la primera ecuacién : x = g — vy sustituyendo en la segunda
sen (g - y) + sen(y) = g ; sen (g) - cos(y) — cos (E) -sen(y) + sen(y) = \/z_g
V6

cos(y) + sen(y) = -

SABIENDO QUE sen?y + cos?y = 1y entonces cosy = /1 — sen2y
NG

J1—sen?y + seny = -

V6
1—sen?y = <7 — seny)

2
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Trigonometria

3
1—sen?y = sen?y —V6-seny + =

2
1
2sen?y = V6 - seny — 5
1
2a2—\/8~a—5=0
V6 £v2
a= —7

al = V6+2

= y1=75° + 360°k
105° + 360°

a2 = = y2= 15°+ 360°%

165° + 360°k

8. Demuestra las siguientes igualdades
a) cos(x+y+2z)= cosx:-cosy-COSZ— COSX:Seny-Ssenz — senx - Cosy - Senz — Senx - seny -
cos z
Tomando cos(x +y + z)
cos((x +y)+2z) = cos(x+y)-cosz—sen(x+y) senz =
= (cosx - cosy — senx - seny) - cos z — (senx - cosy + cosx - seny - senz) =
= COSX ‘- COSY * COSZ — Senx - seny - cosz — (Senx - cosy - senz + cos x - seny - senz) =
= COSX ‘- COSY * COSZ — SeNnX - Seny - COSZ — Senx - C0Sy - COS Z — COS X - Seny - senz

sen?(2a) _
b) (1-cos2a)(cosa) 4-cosa
sen?(2a) (2sena - cosa)? 4sen’a - cos?a
_ = > = > = 4 cos(a)
(1 —cos?a)(cosa) sen?a - cosa sen?a - cosa

VERDADERO

9. Calcula el perimetro de un pentagono regular inscrito en un circunferencia de 30cm de radio.
calcula su area.

30— 720 2 = 360
5 2

|NI~

sen36° = 20
PARA CALCULAR EL LATERAL/LADO

12 Bachillerato. Capitulo 4: Trigonometria. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Trigonometria

?
30 - sen36° = 5
2-30-sen36°=+¢
¢ =3527cm

PARA CALCULAR EL AREA DEL PENTAGONO
ap = cos36°-30 = 24,27cm
PARA CALCULAR EL PERIMETRO
p = 35,27 -5=176,35cm
PARA CALCULAR EL AREA
p-ap 176,35 24,27
2 2

A= = 2.140cm? = 21,40m?

10. En las sefiales de trafico indican la pendiente de la carretera la informacion que nos dan es el
porcentaje de subida en funcién del avance del coche. Calcula el angulo para una pendiente del 15
por ciento.

a =? c=100 a=15 ;. sena = %’0 = 0,15 a=8,63°
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