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Integrales

Actividades propuestas

1. Calcula el 4rea de la region limitada por cada una de las funciones f(x):a, g(x):a-x y
h[.\‘] —a-x+b (conayb € R) entre el origen de coordenadas y un punto genérico de abscisa x.

o f;adt=a-t|’(§=a-x—a-0=a-x
2|X x2

2
o [fa-tdt=a-2| =a-Z—a.0=a.2
0 21p

2 2
X

o [fa-t+bdt=a-(S+b-t)] =a-E+b-x)-a-0=a E+b-x)

0

2. Calcula las siguientes primitivas:

a) [4x*dx b) [3xdx ) [sxtdx d}j(5x4-4x3+3xl)dr
a) [4x3dx=x*+C
b) [3x2dx =2+ C=x?+C
o [sxtdx=""+C=x5+C

d) [(5x*—4x34+3x?)dx = x°—x*+x3 + C

3. Dada flx)=x’=3x*+2v+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.
4 3 2 4
FQQ=f@tﬁﬁ+2x+ﬂdx=%—3%+2%+x+c=%—x3+ﬂ+x+6
4
Como F(0) =4, F(0)=0:—O3 +0%24+0+C =4,luegoC=4, de donde,

4 3 2
F(x) =5 —=3=+2>+x+4

4, Comprueba si F(x)=4x>+2x* —x+5 es una primitiva de f(x)=12x" +4x+3. En caso negativo,
explica por qué.

Si derivamos F(x) obtenemos F'(x) = 12x2 + 4x — 1 # f(x)
Por tanto, F(x) no es una primitiva de f(x)

5. Determina los valores de a, b, ¢y d para los que F(x):a'.x'3 +bx’ +cx+d esuna primitiva de la
funcién f(x)=4x> —5x+3.

F(x) =f(4x2—5x+3)dx=4§—5xz—2+3x+6 , por tanto,

a=-, b=—, ¢c=3,d=C

w [
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Integrales

6. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar,
han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningtin error
en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio.

Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el problema. ¢ Cémo es posible?

7. Razona por qué la grafica siguiente:

j /E(:r)dx

I/
\:

es una primitiva de la funcion “parte entera de x”, E(x), (salvo en los puntos de discontinuidad
donde no es derivable):

[1dx =x [2dx=2x  [3dx=3x [(—Ddx=-x [(—2)dx=—-2x

8. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

_3
a) J‘de haciendo x = 1.
.

3
x =t'?, dx = 12t'1dt , sustituyendo, obtenemos fw 12t'tdt , simplificando,
A1z
[E212e1de = [(£6 — t9)12¢8dt = 12 [(E™ — £12)dt = 12 (t—ls - f) +C
t3 - - - 15 13

3 12— 15 12— 13
x=t2,t="/x , deshaciendo el cambio, fﬁ_ﬁ-dx =12 <( ﬁ) _ () > +C

Vx 13
d
b) J . Y_I haciendo &' =+.
e +e
dt dt —_ 1 1 .
e*=t, e¥dx=dt, dx =—=—, e *=—==> sustituyendo,
eX t eX t
4 dt dt at
X _ t o _ _ x
Jmm=la=dr=gs=actg® +C=arctgle”) +C
t t
5.Y4 2
c) | ——dx haciendo 1+2x=¢
‘[\;1-#23(
t?2-1
1+2x=t?, 2dx=2tdt, dx =tdt, x=—, t=+v1+2x
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Integrales

4
5t2—1
fm f< )tdt—Sf(t 0 g = = [(t8 — 4% + 6t* — 4t% + 1)dt =

_5 (v 4t7+6t5 4t3+t +C=
- 9 7 5 3 B

9 7 5 3
:i((\/1+2x) _4(\/1+2x) 6(\/1+2x) 4(\/1+2x) +m)+c
16 9 7 3
d) I* haciendo x++/x” —1 =1
r+vxt =1
2
x+Vx2—1=t, Vx2—-1=t—x, (Vx2-1) =(t—x)? ,
2
2_1=t24+x?-2xt, 2t =t2+1, x="1,

t—(+2 . 2_ 2_
dx = Mdt =2 4r =""1dt , de donde,
4t

L SRS W (G B W PSR U QR O P | e
fx+\/x2 f 2e2 T f( ) t_Zf(t t )dt—z(ln|t|+2)+C
Deshaciendo el cambio, In|x + Vx% — 1| + +C

I +J— < | 1 2(x+\/x2—) )

e) J(Z sen’ x+3sen’ x—senx+3)cosxdr haciendo senx =7

senx =t , cosxdx = dt, sustituyendo, nos queda,

s " 4 t3  t? sen*x ,  sen’x
(2t + 3t —t+3)dt=22+3?—?+3t+C= + sen’x — + 3senx + C

9. Elige el cambio que simplifica las siguientes integrales:
a) J&dx

(vt +2xf t=x*+2x, dt=(4x3+2)dx=22x3+ 1)dx

tex

b) [———dx )

Cos™ x — —

t=tgx , dt = T

0 Illl(l[lx)dr . )

ol t=In(lnx) , dt=-32dx=—dx

Inx xlnx
d) jzxwx“ —49 - dy
t=x*—49 , dt =4x3dx
J' x+1
¥ 2
el t3=x+1 , 3t%dt=dx

f) [——dx

V1-4x” t=1-—4x? , dt = —8xdx
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Integrales

10. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

a) J(élxs +3x° —Lz+\/x\]dx
X Iy

SI.
J.]n—rdr
S (fm—xdx—flnx-idx)
c) Jsenxcosxdx .
Si
d) J'de
x NO

E)J X’ *1
N NO

4 2
X' —-2x"+1
f) Judx

2’ Ve
vl S| [x%—2x2 + 1= (x2 — 1)?]
2 1
g) J.x -e’ dx NO
h) [e* ds
) [ NO

11. Resuelve las siguientes integrales:
xd 3 2 4x 3x 2x
) [l e Tt = e, dt = e¥dx, f(t3+t2+t)dt——+%+%+C=eT+eT+eT+C

b) [x-cose™ -e*
) [x-cose™ e ,t=e*, dt = 2xe*’dx , %fcostdt = %sent +C= %Sen(‘—’xz) t+C

li x)tgxd
c}_[ 1(cos x)tg x dx , t=In(cosx), dt= _Z:zdx = _tgxdx =
2 2
:_ftdt:—t—+C:_M+C
2 2
d)J- x dx
1+x* _1 _1 ,
_2f1+(x2)2 dx aT‘Ctg(x )+ C
i ‘[exdx
= y
1+g2 =f e dx = arctg(eX) +C

1+(eX)2

dx
i) |(lnx+2
)i J[n¥+ ) < (lnx2+2) ny,

12. Resuelve las siguientes integrales:

a) [(x? +x+1)edx {u=x2+x+1 - du=(2x+1)dx}
dv = e*dx - v=[e¥dx =e*

f(x?2+x+ De*dx = (x2 +x + 1)e* — [(2x + 1)e¥dx =
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Integrales

{d u=2x+1 - du=2dx } = (x?+x+ 1e* — [(2x + 1)e* — [ 2e*dx] =

v=eXdx - v=[e¥dx=e"

=(x?+x+1De*—QRx+1e*+2e*+C=(x2—x+2)e*+C

1
:l d :—d
b}Jlll-*d‘{ u=tnx = au=-adx }flnxdx=ln|x|x—fxldx=xln|x|—x+C
dv=dx - v=/[dx=x ¥

c}_[xcosxdr u=x - du=dx
dv = cosxdx - v = [ cosxdx = senx

[ xcosxdx = xsenx — [ senxdx = xsenx + cosx + C

d) Curiosidad - idea feliz: Resuelve la primitiva Jcos (Inx)dx.

Para ello, multiplica y divide el integrand cpeesting) e ”:(J](l_))d”:m
dra ello, multiplica y divide el Integranao por x: J . X dx = d1.:C05 1x dr —>v =
X
B _ [ cos(ing) 3 u=x - du=dx

I'=[cos(inx)dx = [ —— - xdx = {dv _ cos(;nx) dx > v =sen(lnx)
= xsen(Ilnx) — [ sen(Ilnx)dx.

_ (sen(inx) _ u=x - du=dx
[ sen(lnx)dx = [—— - xdx = {dv _ senilnx) dx - v=—cos(inx)

= —xcos(Inx) + [ cos(Inx) dx.
I = xsen(lnx) + xcos(lnx) — 1, 2I = xsen(Inx) + xcos(Inx)

I= %x(sen(lnx) + cos(lnx) )+ C

13.Sea f(x)=e* —2x” +8, justifica si es primitiva de alguna de las siguientes funciones:
glx)=e™ —4x+8  h(x)=2e" —4x

f'(x) =2e?* —4x, f(x) es una primitiva de h(x).

14. Dada la funcién f(x)=(x+1)-(3x—2).
a) Calcula una primitiva de f(x).

b) Justifica que la funcién F(x)=x> +2x> +2 no es primitiva de f(x).

a) [(x+1Bx+2)dx = [(3x? + 5x + 2)dx = 3%3+5x72+2x+C
b) F'(x) = 3x2? + 4x # f(x), no es una primitiva.
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Integrales

15. Dada la funcion f(r] = (x—i—a)cosx. donde a es una constante,
a) Encuentra una primitiva de f.
b) Si F es una primitivade f. ¢puede serlo también G(x)= F(x)+2x?

a) [(x+ a)cosxdx = { u=x+a - du=dx }

dv = cosxdx - v = [cosxdx = senx

= (x + a)senx — [ senxdx = (x + a)senx + cosx + C

b) Ha de ser G’(x) = f(x), sin embargo, G’(x) = F’(x) + 2 = f(x) + 2.

16. Sea f(.\‘): x*> +bx donde b es una constante. Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f
con F(O):2 y F(3)=20. Encuentra también la expresion de F.
3
F(x) = [(x? + bx)dx =%+bx2 +C
03 P 33 P
F(O)==>+b-0*+C=2  F3)=5+b-3°+C=20

3
C=2 vy 9+9b+C=20,dedonde, b=1vy F(x)=x?+x2+2

‘s a L
17. Dada la funcién f(x) =25 x° +— (x =0), donde a es una constante, encuentra una primitiva de
x

/. Posteriormente, encuentra a para que si /' es la derivada de f, entonces f’(l) =2
a x3 a
F(x) = f(25—x2 +x—2)dx =25x————+4C

f’(x)=—2x—2)% f’(1)=—2~1—2%=—2—2a=—2, a=0

18. Resuelve las siguientes integrales definidas:

a) E(x? +x+1)n’x 3 x2 |6
0

o) [ et "—3+"—2+X|1 =(3+2+1)- <ﬂ+ O (—1)> =
1 3 2 3

3 2 3 2

N 31V3
c) J x/x? +1dy 1 V3 1 1 (x2+1)2 1 2 3 7

o = Efo 2x(x? + 1)2dx = PR =3 ((V3)2+1)2 |- ((02 + 1)2) =3

0
1 x+1
? sz +2x+20’x = lfl 22 dx ==In|x? + 2x + 2||1 =1[(n5) — (InD)] =22
271 x242x+2 2 -1 2 2

e) rsenxdr

0 = —cosx|§ = —cosm + cos0 = 2

f) f]nxdx u=Inx - du= idx

[ Inxdx = {

}:xlnx—fxldx=xlnx—x+6
dv=dx -v=[dc=x *
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Integrales

fle Inxdx = xlnx — x|¢ = (elne—e) — (1ln1—-1) =1

5
19. Halla el valor de ¢ que verifica L (2x+1)dx = f(c)-(5-0) y razona su interpretacién geométrica.

5 25 5
f0(2x+1)dx=x2+x|g=30, f(c)=2c+1, 30=(2c+1)5, c==7
. , . . . , . x dt

20. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x) = fze P
. 1 . .
La funcion g(t) = -—es continua en [2,b], g(x) = e* esderivable,
Por el teorema fundamental del calculo integral:
1
! X
x) = e
f(x) In(e®)
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Integrales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Ejercicio 1:
6
1) [xSdx= % +C

—4 _
2) |2 dx=faxSdx=4X—="14C
X -4 x

4

-1

[Lag fx—lz dx=Jx~2dx= x_—l +C
4) [37dx=37x+C

8
5) [6x7dx = 6-x— +C

6) [5x3 dx = 5 -4‘§/_+c

2

5
5 5

7) IS-\/Fdx=JSx5dx= -? =2Vx5+C
2

x5

8) [3—2x—xYdx = 3x—7——+c = 3x — x? ——+C
9) f(2x° —5x+3)dx—2i——+3x+c
10) (2 +3x%)2dx = [ 4+ 9x° + 12x%dx = 4x + 95 + 125 4 C = 4x + 24 3x* +.C
11) [(2-(x2 + 2)3dx = [2-((x?)3+(3x2)2-2+3x2-22423)dx= [2-(x6+18x*+12x 2 +8)dx=
7 5 3
J(2x® + 36x* + 24x% + 16)dx=2--+ 36 - "? +24- %+ 16x+C
12) [(1 — x%)%dx = [1-2x3+(x3)2dx= x-2-x—4 +£ +C

x3 x+2

13) dx = I* dx- dx+f—dx [1dx I— dx + ] = Sdx =] (1-x7% + 2x73)dx=
-2

=x+£+2-"—=x+£—x—2+c
1 -2 1

5

2
14) [(-axs+2x)dx = 42 + 2.5 _|_ C= 12x7 N

3

a+1

1 aydx = (33— x
15)[(3a-; + 2x%)dx = (3a—)x+2—+

1

-1 -2
16) [ —5+2-Zdx= [-3x3+2-3x7dx= -3 +2x -3 +C=
2

=2 4 2x—6Vx+C
2x

7 7
E x® 12 | 10x5
17) J(3«° ——+2\/ 2)dx —-12—+2 =~ ——+——+C
5
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“ Integrales

3 5 3 5
1 1 1 3 > 5 5 5
18) [(1-x)Vx)dx = [Vx — x+/xdx = [x2 — x - x2 dx=[x2 — x2dx = xT_Z - x—; = 2%2— 2%2+C
2 2
x3+5x% -4 x> Sx2 4
19) F=2—dx =% dx + [Z-dx — [ = dx= [x dx +]5 dx -[4x 2 dx=
x *Z *2Z x
s -4 = psx—tic
2 -1 2 x
20) [(5e* +ﬂ)d = Isede+J -1Z dx+I—dx-
= [se¥dx + [ Z dx — [2dx + 57 dx = Sex+lx2—§x—5x_1=
4 4 4 4 4 4
=Sex+%x2—%x+%+c
(1+x)? x°/2 2«2
21. f \/ dx = [(x? +2x+1)(x2)dx—f(x2+2x2+x2)dx 5, +2?+ 7, +C=
2
‘/_ W | x+ C
1 2 R | -1 2 x2 2x'/2 2vx3  x?
22.f(\/E—Ex+ﬁ)dx=f(x2—5x+2x2)dx=%—7+ 1/2 +C = 3 2
1 7 1 %/ 3/
23. [ Vx (23 + 1)dx =f(x5)(x3+1)dx=f(x5)+(x5)dx=x/2+ 3/2+C—
2
_ 2 2\/x_3+C
9 3
20. [ (V¥ — 2= )dx = | _mi)y S LCON SO S
J(Vat gz )dx =[x s )dx =75, == ;
1 1 3 3/ 5/
25. [Vx (3 —5x)dx = [(x2) (3—5x)dx=f(3x5—5x5)dx = 32672—559‘/—2+C—
2 2

=2Vx3 —2Vx5 + C

_ - - 5/ 3 Y
26. f(x+1)+(x Z)dx f(xz +x—2)(x71)dx:f(x§+x%_2x71)dx: 955_2+u_2x 2+
2 2

Jx / 3/, Y
C= 2\/5; + 2\/3F

3
27. [ Bx+4)*dx = [3(3x + 4)%dx %+C:<sx;4> +C

5
28.f(3x—7)4dx=§f3(3x 7yrdx = 8D° (3x 7) tC= (3x 7) i

20. fx (xZ _ 4-)3dx — %fzx(xz _ 4)3dx =(x2:;}) -+ C = (x? ;4) +C

4 2 4
30. [ 3x (¥ +2)%dx =3[ 2x (¢ + 2)Pdx = 22 4 0 2 ¢

3
31-f (x3 + Z)Zx2 dx = %f(x3 + 2)23x2d (x3+2) 4C= (x3 ;2) i
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“ Integrales

(x3+3)2 L C= (x3+3)2
32 6

32. [ (x®+3)x2 dx——f(x + 3)3x%dx = +C

33. [ (x —2)32dx 2—V(“)+c

(a+x)*

34. [ (a + x)3dx = "

+C
_ (x+2)* _ (x+2)3
I 3

35. [ [(x+2)3- (x+2)?%]d +C

3
36. [V3x +12dx = —f 3(3x + 12)zdx = S22 | _2/Gx+12) .

33/, 9

y
f(x+3)2dx—(x+j) tC=2yx+3+C

(x—1)7? -1
+0= 2(x—1)2

38. = [(x—1)%dx = +C

(%= 1)3

39. [ (x +x)* 2x + 1) dx = &2 LAy

20. [ Z(1+H)dx =2 (1+\/_)d =2y ¢

— - 1 (x*-1)71 _ (x*-17t _

. f(41)2dx—fx3(x -1 dx = _f4'x3(x - 1) zdx—z‘_—1+ =0, tc=
1
4(x*-1) tc
- 1 _ 1 (x%+4)72 (x2+4)72
1
B 4(x2+4)2 te
\/ 2 2 1 2 1 1 (x2—7)% (x2_7)%
43.fx x2_7dx=fx(x _7)2dx=5f29(:(x _7)2dx=ET+C= - +c
2
w/(x23—7)3 L
44.[(x — 1)(x% —2x + 3)*dx =
_ 2_ 5
Lf(2x—2)(2 = 2+ 3y = 1 G (R
3x =
4 . = 1 7 2 =
Smedx [3x(1+ x)zdx
1
1 25 5
2 [ 14x(1+7x2) 72 de = > B2 4 W
14 14 > 7
8x
46. dx = [8x? (x3 4+ 2)%dx =
J (x3+2)° Jox*( )
8 -2 8 (x%+2)” _ 8
2[3x2 (% +2)2dx =24 o = o e
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Integrales

47f3:/—+dx_f3x(x +3)3dx__f2.X(x +3) 3dx_
3 (x2+3)§ 9 3/(x%+3)?

o 2 +¢c=—-

2 3 4

1 1
48.[ xV1T—o% dx = [ x(1 - x?)a dx = 5 [ 2x(1 — x?)z dx =

_2i 3 Y
l-(lf)3+c=3 (1-x2) +c
2 3 4
3
44[(x3+5)3
49f4J—dx—fx2(x +5)‘de——f3x2(x +5)” 4dx_§ Cah ) L J(x9+5) np
4-

3 3
50.f x?(x® — 1)s dx = ; [ 3x?(x® — 1)5dx =

3
= 5

1 (x3-1)5 53/ (x3-1)8
_'%-FC:#-I_C
3 5 24

1
51.[Vx? = 2x*dx = [ /x2(1 —2x2)dx = [ xV1 — 2x2dx = [ x(1 — 2x?)z dx = —if —4x(1 —
ZxZ)% dx =

3
—2x2)2 [(1—2x2)3

= 6
2
4
52.[(e* + 1)%e*dx _ (e 1-1) L
4
53.[ sen®x(cos x) dx ===+ ¢
5,2 5 2

54.f X(Cos4x2)sen x2dx = —%f 2x (COS4x2)(_Sen xz)dx — _% . COSSx teo=— coiox i

x-In(x?+3) . B
5./ 7~ dx=[In(x* +3) - 5 —dx =

_ l ln2|x2+3| . ln2|x2+3|
fln(x +3) 2+3 x_2_2 +C— " +C

sen x _ _3 3
56.J i, X = [ cos™3x(sen x)dx =
—1 [ cos3x(—senx)dx = -1 -2 X4 o =Xy o= 12

2 2cos?x
= = 1 . X __
57f2x3 _f2x3 —zln|2e 3|+¢
6

58. tg®x(sec’x)dx = “LX 4 ¢

sec® 3x 3-sec? 3x 1
59ft3xd _f tg 3x dx =--In|tg3x|+c

2 2

GO.Idezlfln |x| ldx =lln_lxl+c — In |x|+C

3x 3 x 3 2 _6
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ﬂ Integrales

Ejercicio 2
1
)fx+2 =[—dx=In|x+2|+C

dx 1
%3 ElanX— 3| +C

3 =[Zdx=Inlx—1|+C

xdx _1 2x _1 2 _
Y z7=5/z7dx=-nlx* -1 +C

—6x2

-1 -1
S omdx=—[—5=—h2x* - 1] +C

-1

2
6)f1fx3dx=? = X3dx——ln|x —1]+C

3
I odx =3[ 2o dx=2In|x? + 2| + C
8)f3+5 =—fmdx——ln|3x+5|+c
2(x+1) 2X+2 1
)f X2+2X+2 _fx2+2x+2 _fX2+2X+2 Elnlxz + 2x + 2| +C

3

10)f (VR +2) dx = [Vxdx + [ 2dx = 5 + Inlx| + C

3

ll)f( + = +\/_)dx—f3x‘2+ +X2dx——+21n(x)+ S+ C=-3x AL
2
dx
12)f = = In(|In|x||) + C
13)f = = [——=dx=—-2[-—=—=dx =—2In(|1 = Vx|) + C
W) ) V) 2R
1 1
14)f ——-——d =—(f(2X S dx —f(z dx) ==In(12x — 1) = In(|12x + 1)) + C
eX _ X
15)f o dx = In(e*+ 1) + C
e2x 1
16)_[de = Ef o2%13 dX = —ln(ezx + 3) +C
__ rsin(x) _
17)f tan(x) dx = fcos(x) dx = —=In(Jcos(X)|) + C
18) [ 29 gy = In(|sin(x)]) + C
sin(x)
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“ Integrales

19)f—dx = 5In(|In(x)|) + C

xIn(x)

sin(x)+cos(x) sin(x) cos(x) _ [ sin(x) _ sm(x) _
ZO)IT(X) = fcos(x) coseo X = f—cos(x) +1ldx = [—= jdx+ [ 1dx = —In(Jcos(X)|) + x +
C

2 sin(x) cos(x) . 2
21)[—)d = In(|1 + sin(x?)|) + C

)f sin(x)—cos(x)

sin(x)+cos(x)

= —In(|sin(x) + cos(x)|) + C

cos(x? In(|sin x?|)

cos(a?) 4o

2y =1
23) [xcotx*dx = _ [ 2x 6D —+C
Ejercicio 3
Si [eXdx=e*+C, [ef@ . f(x)dx = /@ + ¢,
f
[a*dx = —+ C vy [a®.f(x)dx —a —+C, calcula:

X _3x
1L [3¥dx=—+C
4x _1 4x _a¥
2. [a*dx = [4(a®)dx=_—+C

3. [e¥dx=-1[(-1)(e™¥)dx = ;—;+ C

4. [4e¥dx=4() [3(e™)dx ="+

5. [(3x%-eX’*2)dx = X2 4 (C

6. [(4e*¥)dx =4-(—1) [(=1)(e*¥)dx = —4(e* ™) + C

7. J@?e¥)dx = [[3x2(e*")]dx = § +C

8. [(e*+1)%dx = [[(e¥)?+2(e*)(1) +1%]dx = [e**dx + [ 2e¥dx + [ 1dx =
=%f2€2"dx+f26xdx+f1dx=?+Zex+x+C

o. [(e"+2) dx = f(er +e)2dx = [[(e)? +2(eM)(e™) + (e~)?]dx

=[e*dx+ [2dx+ [e *dx = ezx

10. [(e* + x%)2%dx = [[(e*)? + 2(e*)(x®) + (x®)?]dx =
= %f 2e2% dx + f 2(e*)(x®) dx (por partes) + fxlzdx _

13
= e + 2e* (x® — 6x5 + 30x* — 120x° + 360x? — 720x + 720 ) + —+C -
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“ Integrales

5 1 5 _( —x2+2)
11. [e ™ *2xdx = 7fe‘x t2 (—2x)dx = ——+C

Inx
12. fex dx=f§dx=fdx=x+€
= 1 1 1
ex? = 1 -1, = =2 -1 =
13. dex =fex2 ;dx = 7_[8962 x—3dx = 78’52 +C
sinx2
14. [ xesin* cosx?dx = = [ 2x eS"*” cosx2dx = —+ C
2 2
15. [(e3°52% sin 2x)dx =— [(—6) (e3°S2¥ sin 2x)dx = iy,
) 6 6
eVx 1 eVx 2eV*
16. fﬁdx—EZIﬁdx— s +C
17. [eS*sinxdx = — [ e®5* (—sinx) dx = —e“S¥ 4+ C
A/ 2 2
18. f(i — ex_3> dx =" x —e¥ 34 C
2e 2e
tan2x
19. [etan2¥gec? 2x dx = %f 2e'n 2% sec? 2x dx = = —+C

20. fz?x(33+5x2)dx = gfx(33+5x2)dx _ g(%) f 10X(33+5x2)dx _ i(33+5x ) +C

15\ In3
X , 1 , 1 1 , —1 23-5¢*
= (23-5%)d =—f 23755 )y = = ——f—10 23-55%) gy = — +C
[ 3@ dx =3 [ 2(275)dx = 5+ (- 3p) [ (100275 dx = 5 C)
Ejercicio 4
Sabiendoque [sinxdx =—cosx+C, [f'(x)-sinf(x)=—cosf(x)+C,
fcosxdx =sinx+C y [cosf(x)-f'(x)=sinf(x)+C calcula:
1. [sin(2x + 8)dx = %fsin(Zx + 8)2dx = —S5XH8) 4 ¢
inZdx = 2 [ sin(5Odx = —2 cos
2. fsm;dx = Zfsm(z)(z)dx =—2cos>+C
3. [cos3xdx= gf 3(cos(3x)dx) = Sin:x +C
_ 2
4. [xsinx?dx =§f 2x(sinx?) dx = Cozsx +C
5. f(—3 Sinxf 2Hdx = if(3 sinx — 2 cos x)dx = 2% Zosx - % +C
. _ 1 . __ —cos2x
6. [sin2xdx =2 [2(sin2x)dx =——+C
7. [e*cose*dx =sine*+C
8. [xcos(2x?) - sin(2x?)dx = if 4x cos(2x?) - sin(2x?)dx = —%cos(ZxZ) +C
f%lnx)dx =f§ - sin(Ilnx) dx = — cos(lnx) + C
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Integrales

Ejercicio 5
1) [x(1+tanx?)dx = %f 2x(1 +tanx?) dx = %tan(xz) +C

2) [(1+tanx)?dx = [(1+ tan?x + 2tanx)dx = [((1 + tan®x) + 2tanx)dx = tanx —

[—"Edx =tanx — 2In|cos x| + C
COsSXx

3) [tan 3xdx=f(1—1+tan23x)dx=§f3(1+tan23x)dx—f1dx—
=§-tan3x—x+C

Ejercicio 6.
Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable
1 1 t5_ (245x)°
1) f (2 + 5X)4dX: f t*- Edtzgf t4dt:€ : ?=E= % +c
t=246x , dt=5dx -dx==dt
6dx= [ $6.1gp=t [ ¢6qp= 1. = M _G+a0)
2) [(B+4x)dx=[t 4dt—4ft dt= o= —=————+c
t=3+4x , dt=4xdx-dx=dt
6 6 216
3) [6x(3+x?) dx=[ 6x - 5 —dt=[ 3t°dt=3] t3dt="—="=CT0 4
t=3+x% ,  dt=2xdx-dx=--dt
~ldt= f dt4—f [sldt=

N [l + Grale= [ 3l + [ 5

f dt+f f[dt+f

de=2In|t] + - L =In |t|—3t—

3
—1 n|t| —— —ln|5+4x| 8(5+4x)2+c

t=5+4x ., dt=4dx_dx =§dt

N|w| Sl
N |-

w|.>| TS
I

3 3 1 1 1

5) [ (V3+2x+ 33+ 20)dx=] (e + 1) Sdt=2] (tz + tz)cu:_E
22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS Il. Capitulo 7: Integrales. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos vidal del Campo

llustraciones: Creadas con GeoGebra

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




“ Integrales

3

3 3 P
__+3t3 \/_+3\/_ J(3+2x) +3\/(3+2x) L
3 8 3 8 3 8

t=3+2x , dt=2dx_dx =§dt

6) [ Chdx=f (5D 1de=[ (Fde=[ (Ddt — [ (2ydt=

= [ (D)dt —4f Bde=[ t72dt — 4f t2de="0 - =Ty 2=y Ty

-2 t t2 eX e2x

~
I

eX , dt=exdx—»dx=ixdt=ldt
e t

4 ind
7) [ sind(x) - cos(r)dr= £ - cos(x) - ——dr=[ t3ar=C=0 o ¢

1
cos(x)

t=sin(x) , dt=cos(x)dx-dx = dt

8) [ (ygy=f (E2X)y. t=) = dt = —In|t|=—In|cos(x)| + ¢

cos) t F(96)
t = cos(x) , dt = —sin(x)dx - dx = Si;(lx)
9) [ (= ydr=[ (=52 de=[ (de=[ tHde== =
t=sin(x) , dt=cos(x)dx-dx= Cosl(x)

10)fx\/x2 +4dx=f x\t - —dt f(—)dt f(—)dt_ﬁ _2tz_t2 3/(x2+_4)2 iy

6 3 3

t=x%+4 , dt:2xdx_,dx=§dt
11) [ EDydx=f &2 D= EDde=[ (Ddt + [ (2)dt=

3t~? _-1 3 _—1 3

[t-t73dt + [ 3t73dt=[ t2dt + [ 3t~ 3dt-—+

t=e* , dt=e¥dx-dx=—dt=—dt
e t

t+2 1 t+2

Ddt=[ (dt=[ (Ddt + [ (5)dt=

12) [ (=

f (—t) ct4dt + f 2t_4dt:f (—t_?’)dt + f zt—4dt=§ _ 2t3‘3 = e—22x _ 2e;3x +e
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Integrales

, cu=eﬁuadx=§dt=%m
Ejercicio 7.

1) [3xcosxdx =

dv=cosx dx u=3x ; v=senx du=3dx

=3x-(senx)-[senx-3dx=3x-senx+3-cosx+C

2) [x®-senxdx=

dv=senxdx u=x%; v=-cosx du=2xdx
=x2 - (-cos x) - [ (- cos x)- 2x dx =

dv = -cos x dx

u=2x ; v=-senx du=2

=(x2-(-cosx))—[2x-(-senx)- [ (-senx)-2dx]=
=x?-(-cosx)+2x-(senx)-2-(-cosx)+C=
=-x2cosx+2xsenx+2cosx+C

3) [X®Inxxdx=

2 x3 1
dv=x*dx u=Inx ; v==— du=-=
3 x
3 3 3 3
x x3 1 x x
=lnxx-—-[=-=dx=lnx-—-[ —dx=
33 3 x 33 X 3x
x3 1
=lnx-=-=[x*dx=lnx-—-=—+C
3 3
4) [Vx-Inxdx= . 3
= X2 1
dv=+vxdx=x2dx u=Inx; v==5 du==dx
E X
3 3 3 1
x3 x2 x2 2x2
=Inx-T—IT —dx = Inx T-I—dX=
2 2 2
3 L 3 3 3 3
x2 - X2 2 Xx2 X2 4x2
=Inx-T——Ix2dx=lnx-T——-T=In =5 - C
2 2 2 2
Inx
5 —dx = _ x71 1
) 'Ixz dv=x"%dx u=Inx ; v=— du=_dx

_ x~1 x~1 1 x~1 x~1
=[Inx-x2dx=Inx-—-]=—- =dx=Inx-—-[ —dx=
-1 -1 x -1 -X

-1 -1
x 1 1 1 1 x
=lnx-—+[=dx=-Inx =+ Sdx=-Inx =+=—+C=
;1 1 X X X X -1
=-Inx =—=+C

X X
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“ Integrales

x . - ;
6) IZe cos x dx (cambios 1) Cambios 1 Cambios 2
2¢* -senx- [ senx-2e*dx=  (cambios 2) dv = cos x dx dv = sen x
u=_2e* u=2e”*
=Zex-senx—[Ze"-(—cosx)—I(—cosx)-Ze"dx)]= V = sen x V= - COS X
du =2e*dx =2eX
=Zex-senx—[2ex-(-cosx)+Icosx'Ze"dx]= du=2e* dx
2e* -senx +2e* - cosx - [cosx * 2e¥ dx] (haciendo | [cosx * 2e¥*dx=1 |)
[=2e*-senx+2e*-cosx -1
2] = 2e* - sen x + 2e*- cos x
[=e*-senx-e* cosx+C
Ejercicio 8
3dx _ (31 1031, 1 3 1 1 _ 1
1) J; = fl ;dx = Ef1 ;dx = Eln(|x|)| 1= 51n(|3|) — Eln(lll) = 21n(3)
3 X _ _ 1 3 _ 1 2 3 _ 1 2
2) [} odx = [ —dt =3 [72dt = >In(le)| 3 = 2In(1x? — 1D|3 = TIn(I32 - 1) -
1 2_1n = tin(8
“In(|22 - 1)) = 21n(3)
= 5 51T T 1+/2
3 < — 3 — — —) - — - = —
3) f% sin(x) dx = — cos(x)| " cos(g) ( cos (4)) >

4) fEZ sin(3x) dx = fg&;ﬂ dt = %fg sin(t) dt = g(—cos(t))|
6 6

=_M_<_M>= -

n
L 3 3 6
6

SYEESE

= é(—cos(3x)) g =

cos(3x)
3

5) [*lxldx = [°,~xdx+ [fxde=-1| % +Z

,=8+8=16

6) f_ll (3x2 —2x+%) dx = f_ll 3x2 dx—f_112xdx+f_11%dx = (x3 — x? +%x)|_11 =
(1P-1243-1)- ((—1)3 — (1?47 (—1)) =3

7 [ (———)dx—f Zdx— [* Zdx = 2In(lx +2]) - 3In(lx — 3))| 4 = 101n(2)

x+2 x-3 1x+2

8) [5(E-3)ax= [ Edx - [*Zdx =
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Integrales

2 3a-2 2* (3a-(-2) (-2)?\ 12
-2 5 4 ( B )_

5 4 5

3ax x?
5 4

Halla el valor de b para que se cumpla f_bl(be — 3x%)dx = —-12.

5

Ejercicio 9

1. Seresuelve laintegral con la incégnita b:
b X2 %31°
j (2bx — 3x%)dx = 2b7 - 3? = bx? — x3]%,
-1

-1
2. Sustituimos los limites de integracién:
(b-b2=b>)—-0b-(-1D?>-(-D>»=bp>-b*-b-1=-b-1

3. lgualamos el resultado a -12:
—-b—-1=-12--b=-12+1->—-b=-11->b=11

Resultado: b=11

Ejercicio 10
Halla el drea entre la funcién f(x) = x? — 4x, el eje de abscisas, y las rectas x=1 y x=6.

1. Hacemos el grafico:

Q
04
0
-

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcién:

f)=x*—4x->x*—4x=0-x(x—4)=0->x=0, x,=4

3. Hallamos el area de las dos zonas de areas obtenidas; de x=1 a x=4, y de x=4 a x=6:
402 _ _2 a2 P e (P 42) (P 12) = —gy?
G —anyde =5 47| =% —2x _(3 24) (3 21)_ 9u

Como es un area tomamos su valor positivo.
6

6 x3 x2] x3 63 43 32
[[(x? —4x)dx =——4=| =—=-2x%]§= (——2-62)— (——2-42) ==u?
4 3 21, 3 3 3 3
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Integrales

4. Sumamos ambas areas:

32 59
2@ =Zua
3+() 3ua

, 59
Resultado: El area es S ..

Ejercicio 11
Halla el drea de la regién limitada por la funcién f(x) = x3 — x? — 6x y el eje de abscisas.

1. Hacemos el grafico:

1

f

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcidn:
fX)=x3-x2—-6x->x3—x2-6x=0->x(x?—x—-6)=0-> x,=0,x, =
_2,x3 = 3

3. Hallamos el area de las dos zonas obtenidas; de x=-2 a x=0, y de x=0 a x=3:

0 3
f (x3 —x% — 6x)dx — f (x3 —x% — 6x)dx =
—2 0

x* x3320 x* x3323_
R R U

(BL-2 3. (-22) - (3 -2 -3-32) = 104202 O

, 125
Resultado: El drea es Y-

Ejercicio 12
Halla el area delimitada por las graficas:

a) y=%x2—x+1 e y—x—1=0
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Integrales

Ponemos las ecuaciones en funcién de x.

fx) = —x -x+1

gx)y=x+1

Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte: %xz —-x+1=x+1
Lia=o ; x(be-2)=0

2x x=0 ; x 2x =

x=0

! 2=0 x—Z =2-2 =4

2x =0; 5=2; x = ;X =

Los puntos de corte son x=0y x=4.

Area=|f04(f(x)—g(x))dx|=|f04((1 2—x+1) (x+1))dx| |f ( x2—x+1—x—

1) x| = |fy (37 - 2x) x| = [ =2 o] = (5 - #) - (-

|( ) 0|—|———136ua—53ua

b)
f(x)

Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:

2 (VO = @®? 5 x=xt; xt-x=0

=Vx y gx) =x°

x=0
-1=0; x*=1; x=V1 ;

Los puntos de corte son x=0y x=1.

x=1

Area=[ (f(x) — g(x)) dx = [ (VX —x?) dx = [, (x'/2 — x?) dx =
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Integrales

(50) () < () )=

c)

fx) =x*+x+4 y gx) = —x*+2x+5
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:
X’ +x+4=—x*>+2x+5 ; 2x°—x—-1=0

x=1

X=—§

Los puntos de corte son x=1y x=—%

Area=(["1
2
5)dx|= f_ll(sz—x—l)dx|= :ﬁ—%z—x]_l_
2
(=) -Gl =5zl =3 =3 wa=11250a
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Integrales

Halla el drea de la regién limitada por la funcién f(x) = x3 — x* — 6x y el eje de abcisas.

ler paso: Se igualan las funciones para saber los puntos de corte:

fx) =x3—x%—6x - 3—-x2—6x=0->x=0x=-2;x=3
gx)=o

22 paso: Se calcula el drea entre las curvas como:

A=

b
f [F) — g()] dx

= |f_02(x3 — x% — 6x) dxl + |f03(x3 — x% — 6x) dx|=

sl o [
= o - [ - 2 - 3(-2)?]| + o - [E2 - 2 — 3(-2)?] |22 = 21,0833 w2

— f(x) =x%—x?—6x
— gx) =0

. . . 1
Calcula el area de la porcion del plano que limitan las curvas y = Exz -x+1
ey—x—1=0 (y=x+1)
ler paso: Se igualan las funciones para saber los puntos de corte:

f(x)=%x2—x+1 gx)=x+1- %xz—x+1=x+1 - %xz—x+1=o
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x=0, x=4

22 paso: Se calcula el drea entre las curvas como:

A=

b
f [F () — g(0)] dx

4

A= |f04 [ze —x+ 1) —(x+ 1)] dx|=|f04 (%x2 — Zx) dx|=[%- x—: — x2]0=

16
(—- ——42>—0=?=5,3u2

— f(x)=%x2—x+1

gx)=x+1
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Integrales

Ejercicios Autoevaluacion

1) Los valores de a, b y c para los que F(x) = ax® — be* + ¢ sin x es una primitiva de la funcién
f(x) = 3x* —7e* + 5 cos x son:

F(x) = ax® — be* + csinx
f(x) =3x%—7e*+5cosx
F'(x)= f(x)
F'(x) = 3ax? — be* + ccosx
a=1 b=7 =5
La respuesta correcta es la b)

2) Laintegral indefinida [ xV2x2 + 3 dx vale:

1 1
[xV2x%2+3dx = [x(2x? +3)2dx = if4x(2x2 +3)zdx =
3
L2
i.wﬂz_mx?@nc

2
La respuesta correcta es la b)

vale:

dx
1-x2

3) Laintegral [

[ == ————dx= [+ dx

1—x2 1-x2 (1-x)(1+x) 1-x  1+x
A (1+x)+B(1-x)=1
x=1 2B=1 B=
x=-1 2A=1 A==
1 12
[—2—dx + [-2 dx =—21n|1 — x| + *In|1 + x| dx = lln|1i| +C
1+x 1-x 2 2 2 1-x
La respuesta correcta es la d)
4) Alintegrar por partes [ x - sinx dx se obtiene:
u=x du =1dx
dv = sinx V= —CoSX
fx *sinxdx = x - (—cosx) +fcosx-dx
x * (—cosx) + senx = —x * cosx + senx + (
La respuesta correcta es la c)
5) Laintegral [(x? + 4x + 13) dx vale:
[(x? + 4x + 13) dx =§x3 +2x24+13x+ C
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Integrales

La respuesta correcta es la d)

6) Laintegral [ e* cos e* dx vale:

ff’(x) cosf(x)dx =sinf(x) +C
Con esta formula podemos ver que la derivada de f(x) en este caso e* es la misma e*
Luego [ e* cose* dx = sine* + (

La respuesta correcta es la a)

7) Laintegral definida f: cos x dx vale:
Vs
/[
j cosxdx = sinx] 0" sint — (sin0) = 0
0

La respuesta correcta es la c)

8) Para hallar el drea comprendida entre la funcion f(x) = —x? + 4x, el eje de abscisas y las rectas
x=0 y x=4, debemos representar dicha funcion y ver el area que comprende:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos el dénde corta la funcidn con el eje y con las rectas,
comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.

f4(—x2 + 4x)dx = _£+4_x2 *
o 3 2|0
43 442 32
(‘?* 2 >‘<°)— 3
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Integrales

La respuesta correcta es la b)

9) Para hallar el d&rea comprendida entre las funciones f(x) = —x?> +4x vy
g(x) = x, debemos representar ambas funciones y ver el area que comprenden:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos el dénde corta f(x) con g(x), debemos sacar los puntos de
corte y, una vez hallados comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.

Puntos de corte: Para hallarlos debemos igualar las funciones y despejar la incégnita “x”.
—x?+4x =x
0=x?—-3x
0=x(x-3)
x=0
x=3

Ahora ya podemos aplicar la regla de Barrow:

JPT=x? + 42) — (O] dx=[ (—22 + 3x)dx = == + 23

0
33 3-32 9
(‘?* 2 )‘“’)-z

La respuesta correcta es la a)

10) La regla de Barrow sirve para...:
resolver integrales definidas.

La respuesta correcta es la ¢)
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