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“ Derivadas

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1.- Haciendo uso de la definicion de derivada comprueba que la derivada de f(x) = sen% en x =

a esiguala f'(a) = (— %) cos i si a es distinto de 0

Definicion de derivada — f'(a) = lim f_(xJ)C — Z (a)
x—a —

1 1
sen——sen—

1 = i X a - _
fll@)=lim—="——"=7
Aplicamos L'Hopital
cos— (— x—lz) -0 1 1
f’(a)=9161m 120 =—a2cosa

2.- Utilizando la definicion de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados es el valor dado:

- f) - f(a)
mi2l AR
—a

Definicién de derivada — f'(a) = li .
xXx—a
a) f(x)=x3enx=2- f'(2) =12

@ =i x*—8 0
f _xl—rgx—z_o
Aplicamos L'Hopital
"(2) =1i 3x2_12
f@)=lm=-=
b) gx)=x+2enx=a—-g'(a) =1
'@ = x+2—-a-2 0
g =™ x—a 0

Aplicamos L'Hopital
1
g'(a) =lim-=1
x-al
¢) h(x) =x*cosxenx=0- h'(0) =0
R (O) = i x%cosx—0 0
N xl—rg x—0 B 0
Aplicamos L'Hopital

2XCOSX — x°senx

h'(0) = lim
x-0

1
d) r(x) = %en x=1-17r'(1) = -11
3x+ 4 v 3x+4—-—14x+7 11r + 11 11¢ 5
, L 2x—1 , 2x —1 R e G
1) =1 =1 =1 =1 =-11
r') =lim ST — = lim x—1 lx—-D2x—1) =i(x-D2x-1)

3.- Estudia la derivabilidad en x=0 de f(x) = |x3|

f= 9= (22
oy (ff(x) =—=3x%six <0 B
f1e) _{ f'(xy) =3x%six <0

Por tanto, f es derivable en x = 0.

=f'(x) =f'(x) =0
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Derivadas

4. Dada la funcion f(x) = ln donde In significa logaritmo neperiano, definida para x > 1 halla un
punto (a, f(a)) tal que la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea paralela al eje OX.
B°(®) = 0 paralela al eje 0X

X—2

XZ
f(x)-ln;, f()_x(xl) X(X_l)—0$0—x—2=>x—2

2
= 22: — P4 = 1,38 Punto (2, 1,38)

5. Dada la funcién f(x) = 6x? — x3. Halla el valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica f en el
punto (a,f(a)) sea paralela a la recta y = -15x

f(x) = 6x? —x3 f'(x) =12x —3x* y=-15x; y =-15 12x—3x?=—15;

x=5y x=-1 portanto,a=5

B(5) = 6 - 52 — 53 = 25 = En (5,25) la funcidn es paralela a la recta

6. Se considera la funcién f(x) = x2 + m, donde m > 0 es una constante.
a) Para cada valor de m halla el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la grafica f en el punto
(a,f (a)) pase por el origen de coordenadas.
b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x)
a) f(x)=x%+m;f(a) =a’*+m; f'(x)=2x, f'(a) =2a
La ecuacion de la recta tangente en (a, f(a)) es: y = f(a) + f'(a)(x — a)
De donde, como pasa por (0,0), 0 = a> + m+ 2a(0 —a), a’+m—2a%?=0
m—a’2=0, a=+Vm ,comoa>0, a=+m
b) Para que la recta sea tangente a la grafica, x = x2 + m x? —x + m = 0 resolviendo
_ 1+V/1I-4m
2
secantes; 1-4m =0, m =%, solucidn Unica, la recta es tangente.

, para que existan soluciones, 1- 4m > 0, dos soluciones, la recta y la grafica son

7. Un coche recorre una distancia e, en kildémetros, a las t horas, siendo e = 22t + 0,4t>.
Determina su funcion velocidad y su funcion aceleracion. ¢éEs constante la aceleracion? Si sigue a esa
velocidad, éen qué instante sobrepasa la velocidad maxima permitida de 120 km/h?

== 224088 B =—==08Esconstante

120=22+4+ 082 =0 = % = 122,5P Supera la velocidad permitida a las 122,5 horas

8. Al lanzar un objeto verticalmente hacia arriba la altura (en metros) y, que alcanza a los x segundos

es:y = 30x - 4x?. Calcula la velocidad alos x = 0, x = 1, x = 3 y x = 4 segundos. Determina también
la altura de la piedra a esos segundos. ¢ Cual es la altura maxima alcanzada por el objeto?
=2=30-89;

A(0) =30— 8-0=308/8 B(0)=30-0—4-0=00

A(1)=30—-8-1=220/B B(1)=30-1—4-1=260

A(3) =30 —8-3= 6B/A BA(3) =30-3—4-3> =540

B(4) =30—8-4=—-28/A B(4) =30-4—4- 42 =560

altura maxima cuandov=0;0=30—-8=> 0 =—=3,75F

Sustituimos en la ecuacidn de altura ; B(3,75) = 30 3,75 —4 - 3,752
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Derivadas

9. Un coche recorre una distancia y, en kildmetros, en un tiempo x dado en horas, dada por la

ecuacion:y =0, 1x% + 100x - 50. Determina la velocidad que lleva el coche para x = 1,5 horas.
=—=0,20+100; B(1,5) =0,2-1,5+ 100 = 100,3 BE/E

10. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

—-1)" n!
flx) = N f")(x) = u
x+a (x + a)nt!
Hacemos la primera derivada:
i (x+a)-0—-1-1 -1
fx) = > = >
(x+a) (x+a)
Sustituimos n = 1 en la formula:
(D! 1! -1
i) =

(x+a)*  (x+ a)?
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
. (x+a)?-0-(—-1)-Qx+a)-1) 2(x+a) 2
[ = ((x + a)?)2 T xta)t (x+a)?

Sustituimos n =2 en la féormula:
(—1)?% 2! 2
f200) = 241 3
(x+a) (x+a)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
Finalmente, probamos con la tercera derivada:
(x+a)3®-0-2-B(x+a)?-1) —6(x+a) -6
fx) = = =

((x + a)3)2  (x+a)¢ (x+a)
Sustituimos n = 3 en la formula:

£300) = (—1)3 3! _ -6
(x+a)**t  (x+a)t
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.

1+x 2-n!
fG) = m"f")(x) = A=
Hacemos la primera derivada:
,()_(1—x)-1—(1+x)(—1)_(1—x)—(—1—x)_ 2
/= -7 T a—er  a-o?
Sustituimos n =1 en la formula:
21! 2

1( — —
i) = =
1-x"* (1 -x)?
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“ Derivadas

Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
1-x)?2-0-2-1—-x)-(-1D-2 41 -x 4
@) = - -

((1—x)?)? S (-0t (1-x)3
Sustituimos n = 2 en la formula:

£200) = 22! _ 4
(1—-—x)?*" (1-x)3
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la tercera derivada:

(1-x)30-2-(1-x)2-(-1)-3 _6(1-x°> 6
(1 =x)%)? S (1-x0° (1-x0*

.31
P = e = Gy
1-x) (1-x)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se
cumple.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

OE

Sustituimos n = 3 en la férmula:

(D)™ (n-1)!

fx) =In(1+x) - fY(x) =

1+x)"
Hacemos la primera derivada:
1
F®= a5
Sustituimos n = 1 en la férmula:
(- - 1) 1-1 1
1+x) 1+x) (A+x)
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
B 1+x)-0-1-1 -1
fx) = > = >
(1+x) (1+x)
Sustituimos n =2 en la féormula:
(D (2 -1 -1-1 -1
f2(x) = 2 = 2= 2
1+x) 1+x) 1+x)

Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.

Finalmente, probamos con la tercera derivada:
1+x)?-0—- (-2 +x)1) 2(1+x) 2
frx) = = =

((1+x)?)2 T A+ x)* (1+x)3
Sustituimos n = 3 en la formula:
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Derivadas

3()_(—1)3“(3—1)!_ 1-2 2
PO = =05 “G+x d+x7
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.
3x+2 1 1 1
= = n) = (-1)"n! ( )
f&) x2—4 x+2+x—2_>f () = (D" (x+2)"+1+(x—2)"+1
Hacemos la primera derivada:

rron . (x42)-0-11 -1
fe = (x+2)2  (x+2)2
srn . (x=2)0-11 -1
f) = (x-2)2 (x-2)2

1 1
Sustituimos n = 1 en la férmula:

1 1 1 1 _ 1 1
fre) = (=D ((x+z)1+1 + (x—2)1+1) =(=1) ((x+2)2 + (x—Z)Z)

Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.

Ahora probamos con la segunda derivada:

" _ (x+2)2:0-2-(x+2)1-(-1) _2(x+2) _ 2
fi) = ((x+2)2)2 T (x+2)t T (x+2)3
pp _ (x=2)2:0-2-(x-2)1-(-1) _2(x—2) _ 2
fe) = (277 Tt k-2

2 2
144 — +
f7e) ((x 23 (x = 2)3)
Sustituimos n = 2 en la férmula:

2 — (1291 1 1 _o. 1 1 _ 2 2
f (x) ( 1) 2! ((x+2)2+1 + (x—2)2+1) 2 ((x+2)2 + (x—2)2) ((x+2)3 + (x—2)3)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la fdrmula, vemos que esta se

sigue cumpliendo.
Finalmente, probamos con la tercera derivada:

" _ (x+2)30-3-(x+2)212 _ -6(x+2)2 _ -6
fie) = ((x+2)3)2 To(x+2)6 T (x+2)%
" _ (x-2)%.0-3-(x-2)%212 _-6(x-2)2 -6
fr) = (-2%7 @26 (-2

-6 -6
143 — +
f7&) ((x 2% (k= 2)4)
Sustituimos n = 3 en la férmula:

3 = (—=1)33! L L =—6- L ; = —6 —6
f (x) ( 1) 3! ((x+2)3+1 + (x—2)3+1) 6 ((x+2)2 + (x—2)2) ((x+2)3 + (x—2)3)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se

sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.

f(x) = cosax - f(x) = a® COS(ax+n§)

Hacemos la primera derivada.
f'(x) = —sinax-a
Sustituimos n =1 en la formula:
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Derivadas

f1(x) = alcos (ax + 1%) =
a- (cosax - cos% — sinax - sinzl) =
a-(cosax-0 — sinax- —1)=
a - (—sinax)
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Hacemos la segunda derivada.
f"(x) =(—a)-a-cosax = —a?- (cosax)
Sustituimos n =2 en la féormula:
f?(x) = a’cos (ax + 2%) =
a’? - (cosax - cosm — sinax - sinw) =
a-(cosax-(—1) — sinax- 0) =
—a? - (cos ax)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Hacemos la tercera derivada.
f""(x) = (—a®) - (—a) - senax = a3+ (sinax)
Sustituimos n = 3 en la féormula:
f3(x) = acos (ax + 3%) =
a® - (cosax - cos%ﬂ — sinax - sin%n) =
a-(cosax-0 — sinax-(—1)) =
a3 - (sin ax)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se
cumple.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

T
f(x) = cos?x - fY(x) = 2" 1 cos (Zx + ni)
Hacemos la primera derivada:
f'(x) = 2(cos x)(—senx) = —sin(2x)
Sustituimos n =1 en la féormula:
fl(x) =211 cos (Zx + g) = cos2x cos% — sin2x - sin% = —sin2x - sing = —sin(2x)
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

cumple.
Hacemos la segunda derivada:

f"(x) = —cos(2x) - 2 = (—=2) - cos(2x) = 2 - cos(2x + 2;)
=2-(cos2x - cosm — sin(2x) - sinm) = —2 - cos2x
Sustituimos n =2 en la féormula:
f2(x) =2%1cos (Zx + Zg) =) =2-(cos2x - cosm — sin(2x) - sinm) = —2 - cos2x
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la fdrmula, vemos que esta se

cumple.
Hacemos la tercera derivada:

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Derivadas

f""(x) = (=2)(=sin2x) - 2= (=2) - (=2) -sin2x = 22 - sin2x
Sustituimos n =3 en la formula:
f3(x) =231 cos (Zx + 3%) = 2% cos (Zx + 3%) = 22 (cos(2x) - cos 3%— sin(2x) - sin 3%) =
22 . sin2x
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se

cumple.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.

11.- Si fy g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f(1) = 2, f(2) =5, g(1) =1, g(2) =
6,f(1)=3,f(2)=6,f(6)=4, g’(1) =1, g’(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de:

a) (fog)@=f"(9(2) - g@)=f'(6)-g'(2) =4-3 =12

b) (go N =g'(f) fD=g'D)-f1)=3-3=9

o) (gofN@=9'(f@) f@=g'G)-f(2)=1-6=6

d) FofYMW=f(fW)-fD=f@- f(1)=6-3=18

12.- Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables en un punto x. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es
derivable obteniendo la expresion de su derivada: D[u(x)-v(x)]=u’(x)-v(x)+u(x)-v’(x)
Si u(x) es derivable y v(x) es derivable, entonces h(x)=u(x)-v(x) también es derivable:
Escribimos la definicién de derivada:
o fM-gb)-f(x)-g(x

\
=i
b—x b—x

Sumamos y restamos f(x)-g(b):
lim f®)-9B)-fx)-gb)+f(x)-g0)-F()-9() _
b—x b—x
Sacamos factor comun f(x) y g(b):
i F©)= F00)-90)+ F09-(9(0) - 9(x)
b—x b-x
Aplicamos propiedades de los limites, el limite de una suma y el limite de un producto:
f(b)—f b)—
Iimw- Iim g(0)+lim f(x)- IimM
b—x b-x b—x b—x b—x —X
Calculamos los limites:

(%) - g(x) + fix) - g’(x), c.q.d.

13.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y = V5xTT = (5x11)s;

, 1 11— 10 55x10 55x10 55x10 55x
y'=-(5x"") 6-55x"" = 5= % = 3 ==
6 6(5x11y6  6V5°x®  6x?Y5Sx 655k
4 11 111 1
b) v = V3xZx _ (3x%)*x2Z _ 3%x2x2 _ 3%x
Y 3x3+47 3x3+47 3x3+7 3x347’
1 1 1
, _ 3%:(3x3+7)-3%x(9x%) _ 32(-6x3+7)
(3x3+7)2 (3x3+47)2
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Derivadas

9 1
Bxt-a)Vx _ (3x* —4)x2 3x2-4x2 2.5 15 3 17 4 7
Y= =55 = X23— g X23=-3'X6——3'X§
7x (7x5)3 73.x3 73 73 73 73
' 3 17 1B 4( 7) _13
Yy =73"_"X6 ——3\—Z)Xx ¢
73 © 73 6

1
) y= 2 G
Y = oxt5  2x+5  2x45°
7
7 4 7 7 4
, <—x3> (2x+5)- ( >2 13—4x§+35x§—2x§ §x§+35x§

y = (2x+5)2 o (2x+5)2 T (2x+5)2

14) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
2 2x3-7
a)y:\/25+6 (3x7 — x5)3_)y:(x5+: (3x _5x5) )

1
_ 1 (2x3-7x° 513\ 2 [ (6x2-63x8)(4x%+6)—(2x3-7x°)(20x*) 7 5\3 | 2x%-7x°
y—z( e (37— 5%°) ) ( xre)? (3x7 = 5x°)" +=, 5 —-3(3x" -

1

5x5)2 (21x° — 25x4)>

b)y = (x3+5x)(4x3— 6x) Sy = ((x3+5x)(4x3—6x))5

2x%-5x 2x%—5x

1
y = ((x +5x)(4x3- 6x)) (16x —-100x*+120x3-210x2 +150)
2

2x%—5x (2x2-5)2
2

3xt45x2\ % 3x*+5x? , 3x*+5x2\ [18x*+90x%+24x
c) y = = = =——=) -y = 2
4x2—6x5 4x2—6x5 4x2—6x5 (4—6x3)2

1
5 5\2z
5+ /5x—F—>y=(5+(5x—x—5)2)

2

A R FCE O

15) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

ez S F(x) = (1 + tan? (1+esx))( 6e3% ) 100 = (09—13232

a) f(x) = tan 1te 1—e3% (1—e3%)2 (_)
b) f(x) = (2 —3x)sinh(2 — 3x) — f'(x) = 2sinh(2 — 3x) — (2 — 3x)3 COSI};EZ — 3x)
m)

3+2cosx

o) f(x) = tan(

3+2cosx

1 1
V4—9sinx 14-9sin x) 2(=9cos x)(3+2 cos x)—(4—9sinx)2 (-2 sin x)
! — 2 2
f (X) - (1 + tan ( )) ( (342 cos(x))? )
__ sin(x)—xcos(x)
d) f(x) - cos(x)+xsin(x)
(cos(x)—l cos(x)+x(sin(x)))(cos(x)+x sin(x))—(sin(x)—x cos(x)) (- sin(x)+sin(x)+x cos(x))
(cos(x)+x sin(x))?

f'x) =
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“ Derivadas

F1(x) = x

(cos(x)+x sin(x))?

16. Ya sabes que la funcion tangente se define como el cociente entre el seno y el coseno, las
funciones hiperbdlicas se definen utilizando la funcion exponencial. Comprueba las derivadas de la

. _sen(x) _er—ef _ ef—e7* __sh(x)
tabla siguiente de tg(x)-cos o hx = S ch(x) = T th(x) = e
_ sen(x) __ cos(x)-cos(x)—sen(x)-(—-senx) _ cos?x+sen?x R 2
f(x) " cos(x) 'f (X) - cos?x - cos?x " cos?x Secx
X_ X
f(x) =shx = % - f'(x) = %(ex +e™) = ch(x)
X_p,—X
f@) = ch(x) = £=— > 2 (e* — ™) = sh(x)
ex_e—x
__sh(x) _ 2 _ef—e™*
th(x) T ch(x) @ T eXyeX
, (e*+e ™) (e*—e™¥)—(e¥—e7¥)(e¥—e™H)
f(x) = p— =
N (ex)z+(e‘x)2+2exe_x(—e(e+’_‘§2—ze_x)2+26xe‘x _ 4 _ 1 _ _ hz( )
(eX+e=%)2 T (eX+e¥)2 (ex+e‘x)2 T (chx)? sechx
2

17. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
y= (3x)x5‘9x3;ln(f(x)) = In(3x®*~9%) - In(f(x)) = (x® — 9x%) - In(3x)=

L f(x) = (5x% = 27x2) - 5_9x3).2 =
) f'(x) = (5x* —27x%) - In(3x) + (x> — 9x°) T

£ = Bx)* =% (5x* - 27x%) - In(3x) + (x5 — 9x%) - =

y = ((Zx + 7)5"3‘6"2) - ln(f(x)) = ln(2x + 7(5"3‘6"2)) - ln(f(x)) =

1

= (5x3 — 6x2) - In(2x + 7) - o [ ) = (15x%2 — 12x) - In(2x + 7) + (5x3 — 6x2) zsz -
> () = B3x)¥ 7 | (15x% — 12x) - In(2x +7) + (523 — 6x%) - |

y=(x+ e)(""S‘B"3)5 - In(f(x)) = In(x + e)(‘“cs‘g"s)5 = (4x°> — 8x3)° - In(x + e)
% =5 (4x> — 8x3)* - (20x* — 24x%) - In(x + €) + (4x> — 8x3)° ﬁ

f(x)=(x+ e)(4x5‘8x3)5 . [5 - (4x5 —8x3)* - (20x* — 24x2) - In(x + e) + (4x> — 8x3)" ﬁ]
F) = (@) = x** > In(f () = Inx*? = 2% - Inx » L2 = 2x) - In(x) + (x)? %

fx)
£ = @97 [@0) InG) + () -]

18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

4+senx
a)y = arcsen
4—senx
o 1 . 1 . cosx-(4—senx)—(4+senx)-(—cosx)
2, [4tsenx (4—senx)?
1_( 4+senx> T—senx
4—senx
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Derivadas

r_ 1 1 8cosx
y Q_Atsenx ., |a+senx (4—senx)?
4—senx 4—senx

b)y — earcos 6x+8

yl = parcos 6x+8 -1 . 1 . 6 = earcos 6x+8 | -1 . 3
Jl_(m)z 2v6x+8 V=-6x-7 +6x+8

c)y = sen (arctg %)
—4aX

7 1—2x2 — 72X

/ 7x ) 1 2v/1-2x2
= r .
y = cos (a ctg Vi-2x2 1+( 7x )2 (1-2x2)
V1-2x2
5x

d)y = arccos ——

)y 16—x2

5vV16—x2—5x——2%X

yr — -1 . 2vV16—x2

16—x2

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
5+shx 5+shx\2

= argsh / =ar h( )

a) y args 5—shx args 5—shx

1
l(5+shx) ~2¢hx(5—shx)—(—chx)(5+shx)

; __ 2\5-shx (5—shx)2 _ 10chx _ 10chx __ 5chx(5-shx)
112 2 5+shx 1I5+shx 2 5+shx [ 10 \/10(5+th)
5+shx\2 5—shx " 5—shx 5—shx4| 5—shx
1+ (S—th)
1
2

b) y= 1/2eargch\/7x+3 — (Zeargch(7x+3)%)

1 1

P 11 -3. hV7x+3 V
y, _ 1 zeargch(7x+3)2 zeargch(7x+3)2 2(7X+3) 2.7 _ 7 eargchv7x _ 7/ eargchy7x+3
2 <( )1>2 2 [peargchV7x+3 7x43v7xtz  2V2V7x+3V7x+2
7x+3)2 | -1

2x+6 2x+6
C = sh (ar th—) = sh|argth———
) y g \/25—16XZ ( g (25—16X2)%)
1

2V25-16x2—(2x+6)5(25-16x2) 2(~32x)

2
2%x+6 (\/25—16){2)
- h( th )
Y = At s e

1_( 2x+6 )2
V25-16x2

2(25—16x2)—(2x+6)(—16x)

T 2(25-16x%)—(2x+6)(—16%)
(25-16x2)2 ( 2)7
2x+6 o 2x+6 25-16x
= ch(ar th ) o= 16 = ch(argth =
& 25_16x2 1_(2x+6)2 & 25—16x2 (25—16x2)—(2x+6)2
25—16x2 BTy a—
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Derivadas

—ch(ar th 2x+6 ) 2(25-16x2)—(2x+6)(—16X) —ch(ar th 2x+6 ) 50+96X
8N s—tex (25_16X2)%[(25_16X2)_(2X+6)2]_ S s —tox2/ V25— 16x2 (—20x2—24%-11)

senx senx
d) y=argch-———— =argch————
v 5-3sen‘x (5—3sen2x2)2
1
cosxx/5—3sen2x2—senx%(s—BSenZXZ)_E(—6senx2-2x-cosx2)

(\/ 5—3sen2x2)2

y' = - =
( senx ) -1
V5-3sen2x2
cosx(5-3sen®x?)—senx-(—3senx?-2x-cosx?) cosx(5-3sen?x?)—senx-(—3senx?-2x-cosx?)
_ (5-3sen2x2)y/5-3sen2x2 _ (5—-3sen2x2)y/5—-3sen2x? _
, (sen)?2 J(senx)z—(S—BSenzxz)
5-3sen2x?
V5-3sen2x2
__ cosx(5-3sen?x?)—senx-(—3senx?-2x-cosx?)
(5—3sen2x2),/(senx)2—(5—3sen2x2)
. . 1 .
20. Se considera la funcion f(x) = —————. Se pide:

2+sinx—cosx

Comprueba la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—, 7] tal que f''(c) = 0. (Sugerencia: utiliza el
teorema de Rolle). Demuestra que en c hay un punto de inflexion.

f'(X) _ _ _ cosxtsenx f'(—T[) _ f’(T[)

(2+senx—cosx)?
' es continua y derivable en el entorno cerrado [—m, 7] y toma el mismo valor en los extremos, luego,

por el teorema de Rolle, existe un punto ¢ € [—, 1] en el que f''(¢) = 0. Como el punto canulalaf’y
en él la funcion es continua, entonces tiene que tratarse de un punto de inflexion

21. Sea:
| x|
f(x) - xz i 1
a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f en x=0
b) Estudia cuando se verifica f'(x) = 0. Puesto que f(1) = f(—1), éexiste contradiccién con el
teorema de Rolle en el intervalo [—1,1]?

Continuidad
X
- x<0
x| x2+1
f(x)_ = x
x2+1 S x>0
. X 0 . X 0
xll)%l— T X241 - T 0241 =0 xh}},% x2+1 = 02+1 =0
Ya que liI(I)l_f(x) = lil(l)1+f(x)= f(0) = 0, f es continua en x=0
xX— xX—
Derivabilidad
x%-1 .
, w2 six <0 o .
fre=1%" fO)=-1  fOH=1
m six>0

f'(07) # f'(0%) por lo tanto, la funcién no es derivable en x=0

22. Calcula lingM

o cos2x
2

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Derivadas

~ senx (1 —senx) 0 ]
lim > = — Indeterminado
x_% cos*x 0

Se hace un cambio usando cos?x = 1 — sen?x

s
senx (1-senx) .. senx __  Senxy

Factorizamos la expresion = lim

1
2

x—% (1—-senx)(1+senx) - x_)g 1+senx 1+seng
. ef—x-1
23. Calcula lim —;
x>0 X
i AL . e¥-x-1 .e¥-1 . eX 1
Resolvemos este limite por L'Hopital lim —— = lim = lim—= =
x-0 X x-0 2x x—0 2 2

2(f(0)"~f(x+1)
e*—1

derivada continua en todos sus puntos y tal que:
f0)=1; f(1)=2; f(0)=3; f'(1)=4.

2
lim 2(f(x))x—f(x+1) _0
x—0 ex*—-1 0
Resolvemos este limite aplicando L'Hé6pital

2_ 4(f)) (' (x))—f' (x+1 13—
lim 2(f(x))" —f(x+1) — lim ( X)( X) x )= 413-4 _

x—=0 ex—1 x—0 eX 1

24. Calcula lir{} sabiendo que f(x) una funcién real de variable real, derivable y con
X

8

25. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x3 — 3x. éCé6mo es en
x=0? ¢Y en x=2? ¢Y en x=-2?

f(X)=x3-3x f'(x)=3x2-3;3x2-3=0;x=1x=-1 f"(x)=6x;

f"(1) = —6 < 0 Maximo. f"(=1) = 6 > 0 Minimo.

Creciente en (—oo,—1) U (1, +) Decreciente en (—1,1)

En x=0 decreciente.  En x=2 creciente. En x=-2 creciente.

26. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:

a)f(x)=x*-1

fl(x) =4x3;4x3=0; x=0 ;f"(x) =12x%; f"(0)=12:0=0 f""(x)=24x; f""(x)=24
; f""""(0) = 24 > 0 Minimo.

b) f(x) =3x3+9
f'(x) =9x%2;9x2=0; x=0 ; f"(x) =18x; f"(0) =0; No tiene ni maximos ni minimos.

o)f (x) = 4x* —2x2+5
"(x) = 16x3 —4x; 16x3 —4x=0; x==, x=—=, x=0 "(x) = 48x% — 4 ;
2

£ (%) =8> 0 Minimo. " (%) =8> 0Miimo. f"(0) = —4 < 0 Maximo.

N | =

d) f(x) = 9x3 — 3x?
fl(x) =27x?> —6x;x =
f'"(x) =54x — 6;

f" (g) = 6 > 0 Minimo.

L, x =0

IN
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Derivadas

f"(0) = —6 < 0 Maximo.

27. La velocidad de propagaciéon de una onda de longitud x en aguas profundas viene dadas por la

g X a . o
formula v = f;+; en la que a es una constante conocida. Comprueba que la longitud que

corresponde a un minimo de velocidad es x=a.

x%+a? ‘. L. - ,
v = p” Para calcular maximos y minimos podemos prescindir de la raiz.
/ _ xax)-(x%+a?®)(a). ., _ax?-a® _ x?-a® 2 _ _
f (x) - (ax)z ’ f (x) - aZx? - ax2 ' Xt —a" = 0 ; X =4a, x=—a
" _ 2x-ax?-2ax-(x?-a?) _ 2a%x _ 2a
f (x) - (ax?)2 T (ax?)? x3

N 2a 2 -
f"(a) = =5 0, por tanto, es un minimo.

28. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima
cuando estos son iguales.

Suma: x+y ; xy=k ;y:% ;f(x)=x+§’.

f’(x)zl—x%; 1—£=0; x% = ;xzﬁ,pueshadeserpositivo.

xZ
1" _ 2k 17 2k ;.
f'(x) = e f (\/k) = Vo3 >0 luego es un minimo.
y = % =+k , Portanto, han de seriguales.

29. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcion
f(x) = 2x3 — 3x% + 72x, en el intervalo [-5,5] y en el intervalo [1,4].

f(x) es continua y derivable en todos los puntos por ser una funcién polinédmica.

f'(x) =6x2—6x+72;f'(x) =0->x= liizm, no real.

Luego f(x) no tiene ni maximos ni minimos relativos.
Sabiendo que f(x) es creciente en todo su dominio:
Cuando f(x) definida en el intervalo [-5,5]
Min. absoluto: f(—=5) = 2(-=5)3 — 3(=5)? + 72(-5) = —685 - Punto (-5,-685)
Max. absoluto: f(5) = 2(5)3 — 3(5)% + 72(5) = 535 - Punto (5,535)
Cuando f(x) definida en el intervalo [1,4]
Min. absoluto: f(1) = 2(1)3 — 3(1)? + 72(1) = 71 - Punto (1,71)
Max. absoluto: f(4) = 2(4)3 — 3(4)? + 72(4) = 368 - Punto (4,368)

30. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=Ix-9] b)y=|x+2]+|x—3]
a) y=Ix-9|
-x—9 si x<9
f(x) = { .
() x—9 si x>9
f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcidon polinémica, sin embargo, no es

derivable en x = 9, puesto que sus derivadas laterales son distintas f_ (9) # f;(9); -1 # 1
No obstante, en dicho punto tiene un minimo a la vez relativo y absoluto. Sus coordenadas son
P(9,0)
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Derivadas

B

b) y=|x+2|+|x—3]|

—2x+1 Si x <=2
f(x) = 5 si —2<x<3
2x—1 Si x >3

f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcidn polindmica. Al ser una suma de
funciones en valor absoluto, no es derivable ni en -2 ni en 3, no tiene maximos ni minimos.

31. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = [x + 2|, en el
intervalo [-4,4].
—x—2si x<-=2

f(X)_{x+2 si x> -2
f(x) es continua en todos los puntos al ser una funcidon polinédmica, pero no es derivable en X =
—2, puesto que las derivadas laterales no son iguales f_ (—=2) # f{ (=2); -1 # 1
En dicho punto, cuenta con un minimo que es a la vez relativo y absoluto cuyas coordenadas son P (-
2,0).
Teniendo en cuenta que f(x) es decreciente en (—oo0, —2) y creciente en (—2, ):
Para f(x) definida en el intervalo [—4,4]:

Max. Absoluto:
f(4)=14+2| =6 —>B(4,6)

. . e*—1 si x<0 -
32. Se considera la funcién: f(x) = { 2 . . Contesta razonadamente a las siguientes
X +x si x>0
preguntas:
a) éEs continua en el punto x=0? b) ¢Es derivable en el punto x=07? c) ¢{Alcanza algin extremo?
a) Continuidadenx =0

f(0)=e—1=0
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Derivadas

hrgl_f(x) = hm 1(e*=1)=e"-1=0
l. _ )x-
xl—%f(x) lim f(x)=11m(x +x)=0+0=0
x—-0t x—+

lim f(x) = lim f(x); luego 3 lim f(x). Como f(0) = lim, f(x) es continuaenx = 0
x—-0~ x-0t x—0 X—0

b) Derivabilidadenx =10
f(x) es continua en todo su dominio. Calculamos f’(x):
_ ¥ osi ox<0
o = {2x+1 si x>0
Para que f(x) sea derivable enx = 0, f.(0) = f{(0)

fL(0) = —e% = -1
{f;(0)=2-0+1=1
Como —1 # 1; f2(0) # f{(0)y, por lo tanto, f(x) no es derivable enx = 0
c) Extremos
Si, alcanza un minimoenx = 0

33. Se considera la funcién f(x) =

f(x) es continua en todo su dominio por ser una funcion racional y no anularse su denominador.
x?+1

f'(x) = Y f'x)=0;, =x;,=-1, x,=1

-22+1 -3 0
(22+1)2 25 5 <

rr_ - _—_3 O+1;
F(-2)= 5= =<0 fO=grs=1>0 f@)=

f(x) es creciente en (—1,1) y decreciente en (—o, —1) U (1, ), entonces:

(-2)%+1

-1 1
g =i P (1 1)

= E - Punto (1, 1/2)

Min. Relativo: f(—1) =

Max. Relativo: f(1) = 12+1

34. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = \/ln(aI'CCOSSx) i
= G (ln(arcosSx))_%) (—1_(5’02> = l( > ) =

arccos5x 2 Jln(arcosSx)Jl—(Sx)z (arcos5x)

5
2/In(arccos5x)V1-25x2 (arccos5x)

2

b)y = arcsen

+7x2
—14x(2+7x2) (2-7x%)14x —56x
o (2+7x2)2 _ (2+7x2)2 _ —56x
y' = = =
2-7x2\° 2-7x2\? 2-7x 22
1_(2+7x2) 1_(2+7x2) 1= (2+7x2) (2+7x2)
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Derivadas

cy = 5arccosgsenx+5
y 5—-3senx
(3cosx)(5-3senx)+(3senx+5)(3 cosx) 15c0s x—9 cosxsenx+9senxcosx+15cosx
yr =5 (5—3sen x)? S (5—3sen x)2 _
1_(3senx+5)2 1- 3senx+5)2
5—3senx. 5—3senx

30c0sx

- _5 (5—3senx)2 — _5 30cosx _ —150cosx _
fl_(ssenx+5)2 ,1—(3senx+5)2(5—3senx)2 J(5-3senx)2—(3senx+5)2(5-3 sen x)
(5—-3senx)2 (5—-3senx)2
—150cos x

- vV—60senx(5—3 senx)

d)y = arcsen __Scosx
y 3senx+2cosx

2 2

—5senx(3senx+2cos x)—(5cosx)(3cosx—2senx) —15senx“—10senxcosx—15Ccosx“+10senxcosx
y, _ (3senx+2 cos x)2 _ (3senx+2 cos x)2 _
\/1_( 5c0S x )2 \/1_ (5cos x)?
3senx+2cosx (3senx+2 cos x)2

-15(senx?+ cos x2)

25c0s2x
Jl—m(3 senx+2cos x)z

—15(senx%+ cos x?)

—15(senx%+ cos x?)

J(s senx+2 cos x)2-25co0s2x(3 sen x+2 cos x)2 V(3 senx+2 cos x)2-25cos2x-(3sen x+2 cos x)

3senx+2cosx

35. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = arcsen(7e%**73)

;o 14ezx—3 . 14_ezx—3
y \/1_(732x—3)2 \/1_49(62;:—3)2

b)y =In (\/Sarcsen(Sx + 2)) = %ln[Sarcsen(Bx + 2)]

5-3

_’y'—l /1—(3x+2)2 _ 15

"~ 25arcsen(3x+2) 10arcsen(3x+2),/1—(3x+2)?2

1
c)y = arctg(Iny/(4x — 5) = arctg | In(4x — 5)

y/ — 3(4x-5) — 4
1+(ln 3 4x—5)2 3(4x—5)(1+(1n & 4x—5)2)

d) y = arcsen(3 tan(5 sen(4x — 2)))
; _ 3sec?(5sen(4x—2))(5 cos(4x—2))(4) __ 60(cos(4x—2))(sec?(5sen(4x—2))
- J1—-(3tan(5 sen(4x-2)))? - J1-9(tan2(5sen(4x—2))

36. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ 7+2senx
a)y - arctg 7—-2senx
1

1
(% (7+Zsenx)_5(2cosx)\/7—25enx> —\/7+ZSBDX<% (7—-2senx) _7>(—2cosx)
!
y = ) =

7+2senx
1+< 7—2senx >
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Derivadas

ZCOSX\/7—25enxL2c05X\/7+25enx cosx\/7—25enxLcosx\/7+25enx

2(J7+2senx) = 2(V7-2senx) __ yJ7+2senx . vJ7-2senx
- 7+2Senx - 7+2Senx
(1+7—Zsenx)(7_25enx) (1+7—25enx)(7_25enx)

b)y = earcsenv2x—5

1
1 arcseny2x—54( 1 e
14 arcsenv2x—5 %(Zx_s) 2(2) (e )<2(2x 5) 2>(2) —

y =e = =
1-(v2x=5)" vex=2

(earcsen\/zx—s)z earcsen 2x-5

2V2x—5V6x—2  V2x—5V6x—2
6x—1

\7-2x2

c) y = cos (Barcsen

1
6v/ 7—2x2—(6x—1)(%(7—2x2)_7>(—4x)

2
1 6x—1 ('7_2x2) —
y' = —sen (3arcsen —m) (3) =

1_( 6x—1 )2
v 7-2x2

6x—1 4x(6x—1) 6x—1 2x(6x—1)
-3 sen(3arcsen )(6\/ 7—2x2+—) 3 sen(3arcsen )(6\/7—2x2+—)
_ V7—2x2 2V7-2x2/ __ V7-2x2 V7-2x2

B —ox2) |1_(6x=D? T Coy2) [q_(6x-1D2
(7-2x2) |1 e (7-2x2) /1 e

dy = arcsen ——
y Jo-ze2

9-2x2

1
7o-2x2—(72)(3(9-2x2)) 2(-4x)

1 (“ 9—2x2)2

1_( 7x )2
V9o—-2x2
1
oz 0(o-2t) Mo (Vergary Y o(veme )
_ 9—2x2 X 2v9—2x2/ __ x V9—2x2

, 49x2 , 49x2 2 - , 49x2 2
1_9—2x2 1—9_2x2(9—2x ) 1—9_2x2(9—2x )

37. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = log(x*—5x5)°

y' = 8(x3—5x5)7 (3x2—25x4) _ 8(3x2-25x%)

(x3-5x5)8 x3-5x5
b)y = log,(8x%—3x3)?
;o 2 .3y (16x-9x? _ 2 (16x-9x?%)logy e
y = 2(8x 3x ) (8x2—3x3) lnge - 8x2—-3x3

3x6-7x2)t 1. (3x6-7x2)® 1 1
¢y =In /% - Eln% =2 (2In(3x*~7x?) ~ 2In(2x - 1))

,_1[( 18x5—14x) 1 2 ]_ 18x5-14x 1 1
y 2 (3x6-7x2) 22x-1 (3x6-7x%2) 2 2x-1

d)y =Iny/(3x3 + 5x%)7 = %ln(Sx3 + 5x9)
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r 7 (9x2+45x8) __ 7(9x?+45x®) _ 63+315x®
4\ 3x3+5x° 4(3x3+5x9) 12x+20x7

38. Sea la funcién f(x) = 2x|4 — x| Estudia su continuidad y derivabilidad.

_ (—2x(4 —x), x> 4
2"'4""‘{ 2x(4—x), x<4
2x? — 8x x> 4
2x|4 — x| = :
x|4 = x| {8x—2x2, x <4

Estudiar su continuidad en x =4
f(4)=8-4—2-42=0
1i111+(2x2—8x) =2-42-8-4=0
li =1{*7
Jim £ () lim (8x —2x%) =84 -2-42 =0
X—
Como f(4) = lir‘{1+ flx) = lir:{l_ f(x) entonces f(x)es continuaen x = 4
x— xX—
Estudiar su derivabilidad enx =4
lim (4x ~8) = 4-4-8=8
. ’, _ x—
lim £ = lim (8 —4x) =8—4-4=-8
x—
Como lir}& f'(x) + 11111_ f'(x) entonces f(x) no es derivable en x = 4
xX—> xX— N

7

6

Dibuja su grafica. (+XC]

(2x-1)2
4x2+1

39. Se considera la funcién f(x) = . Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de

la funcion f(x).
Asintotas:
_ C 4x?—4x+1

o

Por tanto, tiene asintota horizontal en y=1. No tiene asintotas verticales ni oblicuas.

Maximos y minimos:

F(x) = (8x—4)-(4x%+1)—(8x)-(4x%—4x+1) _ 32x3+8x—16x2-4—(32x3-32x2+8x) _ 16x2-4
(4x2+1)? (4x2+1)? (4x2+1)?

16x%2-4 2 . 1 1

—(4x2+1)2—0—>16x 4 =0; x_z’ x = :

f”(x) _ 32x.(4x2+1)2_(16x2_4).2.(4x2+1).8x _ 32x(4x%+1)—(16x2-4)-16x
- (4x?+1)% B (4x2+1)3
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£ G) > 0, minimo £ (— i) < 0 maximo

40. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea
de dos litros y la superficie empleada sea minima.

vy

T— = x=largo = profundo / y= altura
V=2 litros = 2dm?

Volumen:2 =x2-y >y = xZ—Z

Superficie = 2(x? + 2yx) = 2 (x2 + xz_zx)
- 2,329,232 922
f(x)—Z(x +x)—2x +-=2x -:x
, 4 4 4x3-4
f(X):4X—F 4X—;:O—> xxz

gy _ 8 N 8
o =4+s Q=4+

y = (1% = Lado de la base: 1 dm, altura: 2 dm

=0-54x3-4=0->x=1

> 0 — Por lo tanto tenemos un minimo para x = 1

41. Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de radio R=
5cm.

h-mr? _ _ 2 _ p2 2 2 _ 2
V= 3 ; h=R+x->h=54+x ;, r*=R“—x°“->r“=25—x
- G+x) m-r? (5+x) m-(25-x?)

B 3 B 3

—10mx + 257

1 = — - mx2=0-x =066; x,=-399
La opcidn negativa no es valida.
f(x)=— an — 2mx f7(0,66) = — NT” —2m(0,66) < 0 » Hay un maximo relativo para 0,66.
h=5+0,66=566cm 2 = 25— (0,66)% = 24,564; r =4,9cm

42. Calcula la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y drea maxima.

perimetro= b+2a
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8=b+2a—> a = %
b2 8-b\2 b2
T b\/az‘T _ \/(T) s
2 2 2
p- [S210 2‘\/64—16b b Me@—b
fl) =——F—= o . )= b NED

f(x)=V4- b+b(\/4 b) = \/4 b +
4—-2b=0->4=2b>b=2
£ —6+b
X =
V4—b-(4—b)
f”(b) < 0 — Por tanto tenemos un maximo para b = 2
8-b _ 8-2

a=—==—""=3 ; h= 9—— V8

2 2
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Derivadas

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Piensa en un ejemplo de funcidn no derivable y que si sea continua.
Es el caso de las funciones en valor absoluto: f(x) = [x? — 4]

8

Esta funcion es continua en todo IR, pero no es derivable en x = —2 y en x = 2, ya que esos dos puntos
no tienen una Unica recta tangente.

2.- Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = JVx en x=1,4,5..
éPuedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

fl(a) = f(x; Z(a)

') = hmf(xi {(1) = }}E}ff =%—> L'Hbdpital —>}C1_I>I}T = }g}# —2—11:%

f'@) = lim % chiﬂ%—g%L’HopltalehmT =}C1£r‘1}$=i=%
f'(5) = lm%f(xi uc —}Clir%\/i f—%a L'Hopital —>}C1£ré 2( —}Cl_rg#—ﬁ

f'(0) = xeo% )lci_r%%=6—>L’Hopltalﬁllmi—}}_rg?:%:%:+oo;

No se puede obtener la derivada en x = 0

—1)2 ¢j
3.- Se considera la funcion f(x) = {(x D S.lx =1
2 six >1

afirmaciones son ciertas, razonando la respuesta.
a) f es derivable en x=1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.
b) f ni es continua en x=1 ni derivable en dicho punto.
2(x—1) six<1 re4y _ A re4N _
e = {5 v f)=201-1)=0; fi'( =0
1O = f+'(1) = 0; las derivadas laterales tienen el mismo valor.
Sin embargo, f no es continua en 1y por tanto tampoco derivable, la respuesta correcta es la b.

, indica cudl o cuales de las siguientes

4.- {Cuantos puntos hay en la funcién f(x) = |xZ + 6x + 8| que no tengan derivada? Justifica la
respuesta.
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-2
Como podemos observar, la funcidén es continua en todo R, pero no es derivable en los puntos x = —4
y x = —2, ya que esos dos puntos tienen dos rectas tangentes.

5.- Determina la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcién y = 5x* + 3x — 2 en el
puntox =5

y=fa+f(a)(x—a)
f(5)=5-5243-5-2=125

f'(x) =10x+3 - f'(5) =10-5+3 =53
y =125+ 53(x — 5) = 125 + 53x — 265 = 53x — 140
y = 53x — 140

6.- El perfil de una cierta montafia tiene la forma de una parabola: y = 0,03x — 0, 002x2, donde x e
y se miden en km. Escribe la ecuacion de la recta tangenteparax =0, x =1,x = 2,x = 3 km.
y=fa+f(@kx-a)
a) f(0)=0,03-0-0,002-0%2=0
f'(x) = 0,03 — 0.004x — f'(0) = 0,03 — 0,004 -0 = 0,03
y=0+0,03x—-0); y=0,03x
b) f(1) =0,03-1-—0,002-1%=0,028
f'(1) = 0,03 -10,004-1= 0,026
y = 0,028 + 0,026(x — 1)
c) f(2)=0,03-2-0,002-2%=0,052
f'(2) = 0,03 —-0,004 -2 = 0,022
y = 0,052 + 0,022(x — 2)
d) f(3) =0,03-3—0,002-3%=0,072
f'(3) =0,03-0,004-3=0,018
y =0,072 +0,018(x — 2)

7.- Al caer un cuerpo en el vacio la distancia d (en metros), recorrida a los t segundos viene dada
aproximadamente por la expresién: d = 5t%. (La expresion es d = (1/2)gt?, donde g es la
aceleracion de la gravedad terrestre, aproximadamente de 9.8):
a) ¢éA que velocidad llegara al suelo una persona que en un incendio se lance a la lona de los
bomberos y tarde 8 segundos en llegar a ella?
Sabiendo que: v =4d’; d =10t wv=10-8=80m/s
b) éA que velocidad llegara si se lanza desde una altura de 20m?
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, d d 20
Sabiendo que: V= d=5t>>t= < t = ?:25 v=10-2

=20m/s
8. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por:y = 30x — 0'5x%(x e y
en km). La direccidn del vehiculo nos proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 4 km de distancia sobre el horizonte.
Dada la funcién f(x) = 30x — 0'5x% hacemos la derivada f(x)’ = 30 — x y sustituimos x=4
f'(4) = 30 — 4 = 26 y hallamos la direccién del vehiculo.

9. Un determinado gas ocupa un volumen de 3 m?3 a una presion de 3 Newtons por m?2. Segun la ley
de Boyle a cada presidn ejercida sobre el gas corresponde a un volumen dado por V = 10/P. ¢{Cual es
la tasa de variacién instantanea del volumen cuando la presién es de 9 Newtons por m?2.¢ Y cuando
es 18 Newtons por m?2? ¢Es la mitad?

Viendo el enunciado sabemos que para calcular la tasa de variacién instantanea tenemos que hacer la

derivada de V = 10/P y sustituir la presion.
_ 10, 10 10 10 10 10

V=—y Vi=—0 V@=-5=-5 V08®=-_;=-_
10. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
Férmula de la recta tangente: y = f(a) + f'(a)(x — a)
a) y=x3+5enx=2

y' = 3x?
y(2)=23+5=13 y'(2)=3-22=12

y=13+12(x—-2) -y =12x — 11
b) y=3x*+7x—2enx=1
y(1)=13+5=6
y=6x+7; y(1)=6+7=13
y=6+13(x—-1) > y=13x-5

c) y=2x3—-5x*+4enx=0
y(0)=2-03-5-02+4=4

y' = 6x% — 5x y'(0)=6-02-5-0=0
y=4+0x—-0)-y=4

11. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x3 — 3x + 2 en los que su tangente
sea paralela: a) a la recta y=0 ; b) a la recta y=2x.
y=x3—-3x+2
a) Paralelay=0 - m =0 y=3x?—-3 ;3x—3=0;3x=3;x=1

Punto (1,0)
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b) y=2x > m=2 y=3x%2-3 ;3x—3=2;3x=5;x=§
Punto (5/3, 10/3)
12. Determina la recta tangente de la grafica de la funcién y = V4x3 en x=0

y(0)=v0=0
, 12x? B 12x2 a2 _%_ 2y _

Y e g ik
y('0) =3V0 =0
y=f@+f(@kx-a)
y=0+0x—-0)-y=0

13. Determina las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x3 — 12x en los puntos en los que la
pendiente es 12. {Cual es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos
se alcanza?

f(x) = 4x3 —12x m=12

f'(x) = 12x? — 12x el menor valor que puede tener la pendiente es en x = 0 ; (0,0)

f'(x) =12x? — 12x ;12x2 —12x = 12; 12x2=24; x=+V2
Puntos: (vV2, —4v2) y (=2, 4+/2)

14. Determina los coeficientes a, b y ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto
A(1,2) y es tangente a la recta y=x en el punto 0(0,0).

f(0)=0 -c=0
f'(x) =3ax*+b f(0=b 1=b
Punto A(1,2) f)=2 -a=1

15. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f(x) =x3 +bx+a y
g(x) = cx — x? tengan la misma recta tangente en el punto A(1, 0).

fX)=x3+bx+a; fA)=0; 0=13+b(1)+a; 0=a-3+1; a=2

gx)=cx—x? ; g1)=0; c¢c—1=0; c=1

fX)=x3+bx+a; fx)=3x2+b; ff(1)=3+b

gx)=c—2x=1-2x g)=-1; 3+b=-1; b=-4

16. Determina el coeficiente a, para que la funcién f(x) = x? + a, sea tangente a la recta y=x.
y=x-m=1
2 crN _ 1 1\ _ (1)? 1
fx)=x +a;f(x)—2x;2x—1;x—5 ; f(E)_(E) ta=5+a
En los puntos de la forma (%,i +a ) la rectay = x es tangente a la funcion.

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones.
a)y=3x2+5x—7; y =6x+5
b)y = 5x3 —4x2 +3x + 2; y =15x2 —8x +3
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y=6x2—4x+7; y =12x — 4
d)y =9x7 —4x° — 2x3; y = 63x% — 24x5 — 6x?
18. Calcula.

a) D(3x? + 6x* — 9x) = 6x + 24x3 -9

b) D(7x° — 5x% + 3x + 2x3) = 35x* — 10x + 3 + 6x2
c) D(5x° — 4x* + 3x3) = 25x* — 16x3 + 9x?

d) 2 (7% — 8x® — 9x®) = 21x% — 48x° — 72x7

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=5x2+4x—%;y'= 10x+4+x3—2

b)y = (2x245)(7x-3) = 14x3-6x%+35x-15 _,  (42x*-12x+35)(5x—8)—(14x3-6x%+35x—-15)(5)
y= 5x—8 ry 5x—8 ’ - (5x—8)2
1 1
6Vx 6x; <3x_5>(x3—x2—5x+2)—<6x5>(3x2—2x—5)
y= (x+2)(x2—3x+1);y T (x3-3x24x+2x2-6x+2) (x3—x2-5x+2)2
1 1 3 1
JEGe+3) x%(x+3) <x2+3x2> (; 2+ % _§>(x2—3)—<x5+3x7>(2x)
d)y :'(x2_3) ’ = _(x2_3) ’ = (x?-3) ’ (x2-3)2

20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(x-3)(2x—4)
DY ="0s
; _ (1-@x—4)+(x-3)-2)-(x—5)—((x—3)-(2x—-4))-1 ; _ 2x2420x-62
- (x+5)2 T (x+5)2
2x%2+45)-(7x-3)
b) y= ( Sx)—8
;L (4x-(7x—3)+(2x2+5)-7)~(5x—8)—((2x2+5)-(7x—3))~5 ;L 140x3-366x24+96x—205
- (5x—8)2 - (5x—8)2
_ (2x+3x%)-(4x5-5)
©)y= 6x+7
, _ ((2+62)-(4x5-5)+(2x+3x2)-20x%)-(6x+7)~((2x+3x2)-(4x°-5) ) -6
y = (6x+7)2
; _ 432x7+828x%+366x5-90x2-210x-70
y = (6x+7)2

__ 5(x+2)(4x-6)
dy= 2(x+5)-(6x+3)
, E (1-(4x—6)+(x+2)-4)-((x+5)-(6x+3))— ((x+2) (4x-6))-(1-(6x+3)+(x+5)-6)
y ((x+5)- (6x+3))
. 5(20x +44x+71)
y = 3(x+5)2-(2x+1)2

21. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=((x3+5) (8x°-7)
y' =(Bx?-(8x®—7)+ (x®+5)-48x>) y' =72x®+240x° — 21x?

b)y=(9x3—-3) - (7x* + 6)
y' = (27x?- (7x* 4+ 6) + (9x3 —3) - 28x3)  y' =441x° — 84x3 + 162x2

22. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
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_x2 r_ (D)-(x+2)-(x—2)1 r_ 4
DY =1 B (x+2)? YT e
b)y =vVx—2-(6x3-3x)
;o 1 3 —5 . 2 ; _ A2x3-72x2-9x+12
y' = (—2 — - (6x* —3x) + (Vx—2) - (18x 3)) y' = —
_ (4x3-7x2)
0y= (8x*—4x3)
, _ (12x%-14x)-(8x*—4x3)—(4x3-7x2)-(32x3-12x2) ; _ 8x2-28x+7
- (8x%—4x3)2 T 4x2(2x-1)2
Dy _2E 2(25)-Grae)-(2V57)3 ) 3xyEr12yE
)y = 3x+4 - (3x+4)? T (3x+4)2
23. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = (x° — 5x%)° y' = (9 (x5 — 5x2)8 . (6x5 — 10x))
b)y = (2x* — 7x%)° y' = (5-(2x* — 7x°%)* - (8x3 — 42x%))
1
)y = /(2x7 — 6x5) y = (3 @x7 - 6x%)2 - (14x° — 302%))
2
. 4 9)5. 3_ 8
d)y = 5 Bx* + 6x°)7 y = (7 (3x*+6x )55(12x 54x ))

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
A)  y=+V2x3+3 (4x7 + 6x2)°¢ > (2x3 + 3)% - (4x7 + 6x2)° >
y = %(2x3 +3)712. (6x?) - (4x7 + 6x2)° + (2x3 + 3)% - 6(4x7 + 6x2)5 - (28x° + 12x)
_1SPHx gay-3.¥Ex347a2—2

B) _ 353 +7x2_2 v — 33/(5x3+7x2—2)2
Y= "5 y (3x+4)2

Q) y=(7x3+3)% (4x° —8x8)
y =5-(7x3+3)*- 21x% - (4x° — 8x8) + (7x3 + 3)° - (20x* — 64x7)

_ (5x3—73c2)9 oy = 9(5x3—7962)8-(15x2—1495)-(99{4—3x3)2—2(9x4—3x3)~(36x3—99(2)-(5x3—7xz)9
B (9x4—3x3)2 B (9x*-3x3)*

D)

. 9(5x3-7x2)°.(15x2 ~14x)-(9x*~3x3)—2-(36x3—9x2)-(5x3-7x2)°
- (9x*—3x3)3

25, Utiliza derivacidn logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:
A) y = (5x)*°-3% Ly = L(5x)*°73%* > Ly = (x® — 3x3) - L(5%)
% = (5x* —9x2) - L(5x) + (x° — 3x3) % Sy =y [(Sx4 —9x2) - L5x + (x° — 3x3) %]

y = ((5x)*" 3% . [(5x4 —9x2) - L(5x) + (x> — 3x3) i]

B) y-= e(3x5-6x%)" Ly =Ln e(3x5-6x7)" Ly = (3x% — 6x3)°> -
y; =5-(3x°—6x3)*(15x* — 18x2?) - y' =y - (3x°> — 6x3)*[75x* — 90x?]

y = (eB¥-6)) . (3x5 — 6x%)*(75x* — 90x?)
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Q) = (3x + 6)¥ +2¥ 5 [y = [(3x + 6)4x3+2x2 - Ly = (4x3 + 2x2) - L(3x + 6)
%— (12x +4x) - L(3x + 6) + (4x° +2x%) - ——

y =y-[(1222 + 4x) - Bx + 6) + (4x® + 2x%) - |
y = [(12x + 4x) - 3x + 6) + (4x3 + 2x?) .m] -(3x + 6)4x3+2x2

_ (ax7 +6x5)3 (4x7+6x5)3

D) y= (5x F @76 — 5y 4 1) 5 s Ly=LGx+1) 5 -
Ly = W+—6x L(5x+1)

, s
y 3 3 5x+1

, 3(4x7+6x°) a4 (4x7+6x5)3 s ]
y =y [— (28x — 30x%) - L(5x + 1) + B S

5

y = [(4x + 6x5)2(28x3 — 30x*) - L(5x + 1) + (4" +6x%)’ 5x5+1] : 3\/(5x + 1)(x7+6x5)3

26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
A)  y=eXtX Sy =Xt L (5x* 4 21x2)
7 7
B) y = (e3x3‘5x2) >y = e(3-52%)" . (7(3x3 — 5x2)6) . 9x2 — 10x
5
) y= (et -y = e#°H8Y) L (5(4x5 + 8x5)%) - 20x* + 24x2
3 _ 2(5x5-3x8)-(24x*-24x7)
D = e(5x5 3x8)2 - = (
) g 33 (e5x5—3x8)2

5

27- Calcula la derivada de las siguientes funciones
5_o,3)\11 4_q9.4 5_2,3)12
a)y = log[(5x° — 3x3)2(3x + 1)] ;¥ ' = 12(5x°-3x3)"" (25x*-12x*)(3x+1)+3(5x5-3x3)

(5x2-3x3)12(3x+1)
12 (25x*—12x%)(3x+1)+3(5x5-3x3)
- (5x2-3x3)(3x+1)

1
3 % (2x3+5x%)2- (6x%+10x) _ 3 (6x2+10x)

b)y = logy/(2x3 +5x2)3 ; y ' =

J(2x3+5x2)3 T 2(2x3+5x2)
Ay =lo 7x5-5x
y 8 2x—-3
1
1(7x5-5x\ 2 (35x%-5) (2x-3)— (7x5-5x)2
, E( 2x—3 ) ) (2x—3)2 _ (35x*-5)- (2x—3)— (7x5-5x)-2
y = 7x5—5x - 2(2x—3)(7x5-5x)

2x-3

_ 3 7 _ 2,502 _ 3 4 .5y . , _ 3(12x3-15x5)
d)y = logy/(3x* —3x5)? = > log(3x* —3x~); Y = e

28- Calcula las derivadas de las siguientes funciones

_ scosx _ , _ (~5senx)- (1+3 senxz)—((s cos x)- (3 cos x2)~2x)
a)f(x) " 1+3senx2 ’ f () = (1+3 senx?2)2
b) f(x) = cosh(3senh(2x)) ; f'(x) = senh(3senh(2x)) -3 :cosh(2x) -2
c) f(x) = sen(5sh3-3x);  f'(x) = cos(5sh33x) - (15sh?3x) - 3

_ 2y . (x) = — >F14x

d) f(x) = tanh(5x + 7x%) ; f'(x) = cosh?(5x17x2)
29-Recuerda la definicion de cosecante: cosec(x)= L Demuestra que: (cosec(x))’ = — _Cozsx
sen(x) sen®(x)

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde
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_ 1 . , __ 0-sen(x)-1-cos(x) _ _ cos(x)

f(x) " sen(x) ’ f () = sen2(x) o sen2(x)

30-R rda la definiciéon d nte:—— . Demuestr : (sec(x))' = Sk
ecuerda la aertinicio e seca e.c () . pemuestra que: (sec(x = c0sZ(x)

f(x) = 1 _— f’(x) = 0- cos(x)—-1-(-sen(x)) _ sen(x)

cos(x) cos?(x) T cos2(x)
N _ ,_ 1
31. Recuerda la definicién de cotangente: cot(x) = e Demuestra que (cot(x))’ = pown
_cos(x) , _ (—sen(x)-sen(x))—(cos(x)-cos(x)) _ —sen?(x)—cos?(x) _ —(sen?(x)+cos?(x)) _
COt(x) " sen(x) ’ (COt(x)) - (sen(x))? - sen?(x) - sen?(x) -
1
sen?(x)

32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=7sen(x” —7x3); y' = 7cos(x” — 7x3)(7x® — 21x?) = (49x°® — 147x?) cos(x” — 7x?)
b) y = 5sen®(4x* —5x%) ; y' = 5sen*(4x* — 5x°) - cos(4x* — 5x°) - (16x° — 25x*)

c)y = sen®(x) - cos*(x);y = 6sen’(x) - cos(x) - cos*(x) — sen®(x) - 4 cos3(x) - sen(x)

5
d) y = {/sen5(3x* 4+ 5x7) = (sen(3x* + 5x7))z ;
2
y = g(sen(3x4 + 5x7)) 3 (cos(3x* + 5x7)) (12x3 + 35x°)

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

5+3e3%
DI = e (9657) (5-3¢3%)~(5+3697) (-9
, _ 5+3ex(9ex-5—3ex—5+3ex~—9e")
f'(x) = cos 5-3e3% (5—3e3%)2

b) f(x) = (2x — 3x?%) cosh(5x — 7x?);
f'(x) = (2 — 6x) cosh(5x — 7x%) + (2x — 3x2) senh(5x — 7x2)(5 — 14x)
c) f(x) = tan 1e2senx

4+3cosx

f(x) = (1 + tan?

m) <(2\/%)(4+3 cos x)—(v16—9senx)(3 sen x))

4+3cosx (4+3 cos x)?

senh x—3x coshx
d) f(x) " coshx+3xsenhx

f, (x) = (coshx—(3 cosh x+3xsenhx)) (cosh x+3x senh x) -(senh x—3x cosh x) (senhx+(3senhx+3xcoshx))
(coshx+3x senhx) ?

34. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
a) y = /In(arccos 5x) = (In(arccos 5x))? ;

-5 -5
1 -1 2 im0z | 1 Vi-25x2 | _ 1 —5
Y =3 (Incos™ 5x))"2 (COS‘1 5x) ~ 2y/In(cos~15x) (cos‘l 5x> ~ 2y/In(cos™15%) ((COS_1 5x)‘(m))

b) f(x) = arcsen i

2-7x
2+7x2
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(=72%)(2+7x%)—(2-7x2)(7-2x) (—14%)(2+7x2)—(2-7x?) (14x)
/ (2+7x2)2 (2+7x2)2
f@) = s 2
2-7x2 2-7x2
1_(2+7$‘62) 1_(2+7x2>
3senx+5

¢) f(x) = 5arccos = eens

_ (3cosx)(5—-3senx)—(3senx+5)(—3 cosx)

f,(x) -5 (5—-3senx)? ]
1_(3senx+5)
5-3senx

)

d) f(x) = arcsen S cosx

3senx+2cosx

(-5senx)(3senx+2 cosx)—(5cosx)(3 cosx—2senx)

’ _ (3senx+2 cos x)2
fx) = =
Jl ( 5cosx )
3senx+2cosx

35. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
7.2.02%=3 ;L 14¢2%-3

/1_(792x—3)2_)y T [1-49(e2%-3)2

a) y = arcsen(7e**73) - y' =

b)y=In (\/Sarcsen(Bx + 2)) -y= %ln(Sarcsen(3x +2)) -
3

57
5 y, _ 1 "J1+3Bx+2)2 y/ _ 3
2 5arcsen(3x+2) arcsen(3x+2)-/1+(3x+2)?

c)y = arctg(InV4x—5) > y = arctg G In(4x — 5))
1 4

34x—5 N y/ — 4
Gln(4x-5))?) (12x-15)-(1+(GIn(4x-5))?)

_)y,:1+(

d)y = arcsen (3tg(55en(4-x — 2))) -

r [cos(SSen(4x—2))]2 5 60cos(4x—2)

Jl—[3tg(55en(4x—2))]2 Jl—[3tg(55en(4x—2))]2 [cos(Ssen(A}x—Z))]2

y

36. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ 7+2senx
a) y= arctg 7—-2senx

1(7+Zsenx)_1/2 2c0s(x)-(7—2senx)—(7+2senx)-—2cos(x)

) __ 2\7-2senx (7—2senx)? N
y - 1+(7+Zsenx)
7—-2senx
2cos(x)-(7—2senx)—(7+2senx)-—2cos(x)
7—2senx)?2
- yl — ( )

7+2senx\1/2 7+2senx
2.(7—Zsenx) .(1+(7—25enx))
2cos(x)-(7—2senx)+(—(7+2senx))-2cos(x)

7+2senx\1/2 7+2senx 5
(2-(7_2537195) '(1+(7_253nx)>>'(7—256nx)
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1

1 _1
— parcsen(V2x-5) 1 _ parcsen(vZx—5) >(2x-5) 2:2
bly=e y=e 1-(2x-5)

c)y = cos 3arcsen< bx1 )
y V7-2x2
1 1
6~(7—2x2)7—(6x—1)~(%~(7—2x2)_7~(—4x)>

y' = —sen (3arcsen (%)) 1 3. 7—2x2 :
5l

d) —arcsen( 7x )
Y= Jo-2x2

1
7-(Vo-2x2)+28x2 2.(9-2x%) 2 ) 1
, (9-2x2) , _ 7(Vo-2x?)+28x%2-(9-2x?) 2

y B 7x 2 ” y B 7x 2
1—(m) ,1—(m) «(9-2x2)

37. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = log(x3® — 5x°)8

r _ 8-(x3-5x5)7-(3x2-25x*) ) ; _ 8:(3x2-25x%) )
- (x3-5x5)8 In10 -y’ = x3-5x5
b) y = log,(8x* — 3x3)?
; _ 2(8x%-3x3)-(16x-9x?) ) __ 2-(16x-9x2) )
- (8x2—-3x3)2 ln(2) T gx2-3x3 ln(Z)

4 4
cJy=In /% S Y G /5 R i(ln(3x6 - 7x)*—In(2x - 1)) = %(41n(3x6 —7x%) —In(2x — 1))

2 2x—1
;1 18x°-14x 1 2 18x*—14 1
y =--4.———=. = 2. —
2 3x6—7x2 2 2x-1 3x5-7x 2x—1

d)y = In/(3x3 + 5x9)7 y = %ln(3x3 + 5x°)

;7 9x%+45x® 7 9+45x6

4 3x3+5x% 4 3x+5x7

38. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) = cos (e"5 +ln(4x3))
f(x) = —sin(e*” +In(4x?)) - (exs - 5x* + ic—x:) = —sin(e*” +In(4x?)) - (exs - 5x* + z)
b) f(x) = 7 cot>(5x3 — 3x?)
2_
fx)=- X720 5 cot*(5x3 — 3x2) - 7

sinZ(5x3—4x2)

c) f(x) = sin (cos2 (tan(7x5 — 3x3)2))

f'(x) = cos(cos?(tan(7x° — 3x3)?)) - 2 cos(tan(7x> — 3x3))? - (—sin(tan(7x> — 3x3)2))-
(1 + tan?((7x% — 3x3)?)) - (35x* — 9x2) - 2(7x> — 3x3)
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d) f(x) = }[cosh(sinh(3x + 2))* = (cosh(sinh(3x + 2))*)3
f(x) = %(cosh((sinh(?)x + 2))4))_2 sinh((sinh(3x + 2))*) cosh(3x + 2) 12(sinh(3x + 2))3

39)Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = arcsinh (\/ 5x2 + 2) = arcsinh ((sz + 2)%)

1 1
1 -5 -
F(x) = 7(5x242) 2:10x  (5x%+2) 2.5x _ 5x
o 2 Vi+5x2+2  V5x2+3/5x2+2
1+<(5x2+2)i>

b) f(x) = In(arctanh(5x — 3))

f'(x) _ _x=3Z 5
arctanh(5x-3) (1/1+(5x—3)2)(arc tanh(5x—3))

3e3x—6

f'(x)=\/ﬁ

¢) f(x) = arc cosh(e3*7%)

d) f(x) = arcsinh(arctanh(2x + 1))
2

£ = 14+ (2x +1)2 _ 2
1+ arctanh?(2x+1) (14 (2x+ 1)2)(1 + arctanh?(2x + 1))
In(cos(3x))

40. Calcula lim In(cos(2x))

_In(cos(3x)) In(cos(3-0)) 0 Indeterminacién (L Hopital
il In(cos(2x)) In(cos(2-0)) 0 ndeterminacion (L'Hopital)

3(Csen3x) 3(—sen3x) - cos2x  3(—sen3-0)-cos2-0 0
T A acRy —Sensx) - cossx —Sens - *COSL
lim =-<083X__ _ |; - — — = Indet. (L'Hopital
x-0 2(—sen2x) xl—r>% 2(—sen2x)-cos3x 2(—sen2-0)-cos3-0 0 ndet. (L' Hopital)
coS2x

—3(cos3x - 3)(cos2x) + (—3 - sen3x)(—2 - sen2x) _
0 —2(cos2x - 2)(cos3x) + (=2 - sen2x)(—3 - sen3x)

_ —3(c0s3-0)3-(cos2-0) + (—3-sen3-0)(—2-sen2-0) —-9+0 9

~ —2(cos2-0)2-(cos3-0)+ (—2-sen2-0)(—3-sen3-0) —4+0 4

41. Calcula lim 2 - V4
x—0 4x

im Vatx —i—x _ VA+0-v4=0 _ 2-2 _ 0

] =22

x—0 4x 4-0 0 0
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li Vat+x —Va-x Vatx+Va-x _ . (\/4+x)2—(\/4—x)2 _
xl_l}(l) 4x Vitx+Vi-x xlg(l) 4x(Va+x+V4—x) -

T 4+x—(4—x) 1 1

. 2X . 1
= lim (VAT iVAx) lim (VAR iVAx) lim 2(Varxivix)  2(Vaiva) 8

. arctan x—x arctan0-0 0
42. Calcula lim = =-
x—0 x3 03 0
1 1 1 1-1-x2
——1 —— Z-1 —x2 _ _
. 2 2 0 . 2 . x . 1 1
lim 2 — =2 =1 =~ lim—2—=lim———=Ilim—=—=-1
x-0 3x 30 0 0 x—0 3% x>03x2(14x2) x50 1+x 1

1-2x—e*+sen(3x)
x2

43. Calcula lim
x—0

1-2x—e*+sen(3x) _ 1-2-:0—e®+sen(3-:0) _ 0

lim — = Indeterminacion (L'Hopital)
x—0 x? 02 0
. —2—e*+3-cos3x —-2-e%+3:c0s3-0 . ., A
lim = = — = Indeterminacién (L'Hopital)
x—0 2x 0
. —e*—9sen3x —e%-9sen3-0 1
lim = =—=
x—0 2 2 2

44. Si f'(x) = x(3 — x), écudl de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?
f'(x)=x@3—x)
Se calculan maximos y minimos:

_ _ x1:0 i

Como podemos observar, tiene que haber un maximo o un minimo en x = 0 y otro maximo minimo en
x = 3, por lo que la Unica gréfica correcta de f(x) es la cuarta.

45. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = ﬁ .
() = —
X)=—=
F =52y
, _0(x-2)%-1(2x-4) -1(2x-4) _ -2
f'e) ==——= w2t Gop O
" Creciente: (—, 2) Decreciente: (2, )
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46. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = gti; .
(x+3)
flx) = '
(x —4)
Dom = R — {4} "
y x+3 47 +3 7
m = = —_—— 20
xoi-x—4 4 —4 0
o x+3 4t+3 7 N 8
= = —_— (o]
xoAtx —4 4% — 4 QF
Decreciente: (—o,4)  Decreciente: (4, ) T TR
47. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) =
2x3 —3x% + 5. Calcula sus maximos vy
minimos y haz un esbozo de su grafica. - 2
f(x) =2x3-3x*+5 ‘

f'(x) = 6x% — 6x

x; =0 / \—\_, _— 4
6x% — 6x = 0{ ! - | : :

xz = 1
Maximo: x=0
Minimo: x = 1
Creciente: (—,0) U (1, ©) Decreciente: (0,1)

fen=+ o f(@)=- 1 f@=+

48. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento : de
f(x) = 2x3 — 3x% + 3. Calcula sus maximos y minimos. Haz un
esbozo de su gréfica. &

- Para determinar los maximos y minimos, se calcula la primera derivada, se iguala a cero y se re-
suelve:
fx)=6x?—-6x=0-6x(x—1)=0->x=0;x=1

- Serepresentan las raices en la recta real y se prueban puntos de los intervalos para determinar el

signo de f'(x).
+ . - +
0 1
f(-1)=12>0 (05 =-15<0 ff2)=12>0
Creciente: (-0, 0) U (1, o0 ) Decreciente: (0, 1)

Hay un maximo en x= 0 y un minimo en x=1.
- Para determinar las ordenadas del maximo y minimo se sustituyen las x en la funcion:
f(x)= 2x3—-3x*+3

f(0)=3 f() =2
Maximo: (0,3) Minimo: (1,2)
- Para hacer un esbozo de la grafica calcu-
lamos:
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Derivadas

a) Puntos de corte con los ejes:
Parax=0 -y =3;
paray =0 - x = —0,806.
b) Asintotas. No hay

49. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 6x. Calcula sus maximos
y minimos. Haz un esbozo de su grafica.
- Para determinar los maximos y minimos, se calcula la primera derivada, se iguala a cero y se re-
suelve:
f(x)=3x2—6=0->x=+V2; x=—V2
- Se representan las raices en la recta real y se prueban puntos de los intervalos para determinar el

signo de f'(x).
o L - | +
'“V2 o "2
f(=2)=6>0 f(0)=-6<0 f(2)=6>0
Creciente: (-00, V2 ) U (V2, ) Decreciente: (-v2,V2 )

Hay un maximo en x= - v2 y un minimo en x=v2
- Para determinar las ordenadas del maximo y minimo se sustituyen las x en la funcién:

f(x) = x3 —6x
f(—V2) = 42 f(+V2) = —4V2
Maximo: (-V2, 4V2)  Minimo: (V2, - 4+/2)
- Para hacer un esbozo de la grafica 1 calculamos:
a) Puntos de corte con los ejes: o
Eje x: _
Para y=0-x,=v6;x,= I
Ejey: x=0; y=0 -
b) Asintotas. No hay
50. Calcula los maximos y minimos relativos y

absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x% + 72x
en el intervalo [—5, 3] y en el intervalo [1, 5]
La funcion es derivable en todos los puntos.
- Se calcula la derivada, se iguala a cero y se resuelve:
f'(x) =12x%? —12x + 72 = 0 - No existen valores reales que anulen la derivada.
Se estudian los extremos del intervalo -5y 3. Y por otro lado los extremos del intervalo 1y 5.

f(=5) = —1010; f(3) = 270 vy £(1) = 70; £(5) = 710
- Intervalo [-5, 3]: Minimo absoluto: (-5,-1010) y maximo absoluto (3, 270)
- Intervalo [1,5]: Minimo absoluto: (1,70) y maximo absoluto: (5,710)

Mdixint{1,5) = (5, 710)

Méxint(-5,3) = (3, 270)

Minint{1,5) = (1, 70|
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51. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = |x + 4| en el
intervalo [—4, 4].

>
- Se define la funcioén a trozos: flx) = {_xxt i’ i 2 _i
- Secalcula la derivada de la funcion:  f'(x) = {_}’ z Z :j

La derivada no se anula en ningun punto.
- Se estudian los extremos del intervalo, -4 ) y 4:
f(=4)=0;f(4) =8 |

- Enelintervalo[—4,4]:

Minimo absoluto: (-4,0) Maximo absoluto: (4,8)

52. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de
radar, viene dado por: y = 8t + 0,3 t2. ¢Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 3
segundos? Si contintia asi, ¢en qué momento pasara de los 120 km/h?

- Funcién espacio: y = 8t + 0,3 t?

d d
- Lavelocidad de un movil viene dada por v = d_Jt, > v = —Z =8+ 0,6t
- Al pasar por el control, t=0; v(0) =8 + 0,6 -0 =8m/s
- Alos tres segundos, t=3; v(3) =8 + 0,6 -3 =9,8m/s
k k h
- Cuandov = 1208 5 p =120 . 2O™ . 1% _ 3333/
h h 1km 3600 s

- Sustituimos en la ecuacién de la velocidad y calculamos el tiempo:
33,33=8 + 0,6t >t = 42,22 s. A partir de este momento la velocidad pasara de 120 km/h
53. Sabiendo que la aceleracién es la derivada de la funcion velocidad, calcula la aceleracién del
vehiculo del ejercicio anterior a los t = 1 segundos y a los t = 6 segundos. ¢Como es la aceleracion? ¢Es
constante o variable?
“=3
R:Alost=1segundosyalost=6segundos a = %ya gue es constante al no tener ninguna variable.

54. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos,
viene dada aproximadamente por d = 5t si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la
Torre Eiffel, (que esta a 57 metros de altura), éa qué velocidad llegaria al suelo? ¢y si cayera desde la
segunda plataforma (que esta a 115 m)? ¢y desde la tercera plataforma (que esta a 274 m)?

- Desde la primera plataforma (57 m):
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57=5t2—>t=\g=3,37s v=10t v=10-3,37=33,7m/s

- Desde la segunda plataforma (115 m):

115 =5t2>t= [=2=479s v=10t v=10-479 =47,9m/s

- Desde la tercera plataforma (247 m):

247 =5t2 5t = /%=7,035 v=10t v=10-7,03 =70,3m/s

55. Se ha lanzado desde la superficie de la luna una piedra verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 24 m/s, y alcance una altura h = 24t — 0,8t%. A) Determina la aceleracién de la
gravedad en la superficie de la Luna. B) ¢Hasta qué altura llega la piedra? C) {Cuanto tiempo tarda en
alcanzar dicha altura? D) ¢Durante cuanto tiempo permanece la piedra en el aire? E) Se deja caer
ahora la piedra por una grieta y tarda 20 segundos en llegar al fondo, équé profundidad tiene la

grieta?
Datos:
v=24m/s h = 24t — 0,8t
A)
v=24—-16t a=-1,6m/s?
B)
v=24-16t=0 > t=——=155 h=24-15—-08-152=180m
C)
—24
v=24—-16t=0 — t=3=15s
D)
15 -2 = 30 s estd en el aire (15 s de subida y 15 s de bajada)
E)

h=24-20-0,8-20% = 160 m de profundidad

56. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Luna a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d = 0, 83t2. ¢Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre
enlalunaalcabodels,4s,8s,30s? En la Luna se esta construyendo una antena de transmision
sobre una base de hormigén que puede agrietarse si cayera un tornillo con una velocidad de 20 m/s.
Para garantizar que esto no ocurra, éicual debe ser la altura de la antena?

d=0,83t? - v=1,66t

Primera pregunta: Velocidad en caida libre al cabo de:

1s=>166-1=166m/s

45— 1,66-4=6,64m/s

8s—1,66-8=13,28m/s

30s—>1,66-30=498m/s

Segunda pregunta:
1,66t =20 - t=--=12s d=0,83-122 =119,52m
Respuesta: La antena puede medir como mucho 119,52 m
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57. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en Marte a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d = 1, 86t2. ¢Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre
en Marte alcabode 1s,4s, 8s,30s? Determina la aceleracién de la gravedad en Marte.

d=1,86t> > v=23,72t

Primera pregunta: Velocidad en caida libre al cabo de:

1s—>3,72-1=3,72m/s

4s—>372-4=744m/s

8s—3,72-8=14,88m/s

30s— 3,72-30 =558m/s

Segunda pregunta:

a=3,72m/s?

Es constante

58. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la superficie de Jipiter a los t
segundos, viene dada aproximadamente por d = 11’44t%. {Qué velocidad llevaria un objeto que
cayera en caia libre en Jupiter al cabode 1s,4 s, 8 s, 30 s? Determina la aceleracion de la gravedad en
Jupiter.

D=11'44t? v=D'"=2-11,44t = 22,88t

parat=1 v =22,88m/s

parat=4 v =9125m/s

parat =8 v =183,04m/s

parat =30 v= 686,4?

La aceleracion es la derivada de la velocidad A=% a= 22,88 m/s2

59.La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, e, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en
segundos). Determina en cada caso la funcion velocidad y la funcién aceleracion:

e=t?-4t+3 e=2t3-5t>+4t-3 e=—t?+4t + 3 e=(3t- 4)*
e=t?- 4t + 3 v=2_92t_4 q=%_
dt dt
e=2t3-5t2+4t-3  v=""=6t2—-10t+4; a =" =12t — 10
e=—t2+4t + 3 v="= —2t+4;0=""= -2
2
e=(3t-4) v=%-18t-24;a =2 =18
dt dt

60. Un depésito cilindrico de 10 metros de diametro se llena de agua a 0,3 m?® por minuto. ¢A qué

velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

03 03 .
vo:m-r%-h 03=m-5%-h h=-——=—"m/min
251 251

0,
a los 2minutos - 2 - —— = 7,63 - 1073 m/min
251

0,3
a los 5 minutos - 5-——= 0,019 m/min
251

61. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta
en cada esquina un cuadrado de lado x, y se dobla. {Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen
de las cajas en funcién de x.
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vol: (20 — 2x) - (25 — 2x) - x = 500x — 90x? + 4x3

f'(x) =500 —180x + 12x2 =0; x =11,38; x =3,68 ; x = 11,38 no vélido.
f"(x) = 24x — 180 = 0;

f"(3,68) = —91,68; es un maximo

Para que contenga el vol. Max x=3,68 cm

62. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 200 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie lateral sea minima, écuanto debe medir su altura y el
radio de su base?

200 200

nr?h = 200dm® - h = — s =2nr? 4+ 2nr - —;
R nr r
ds 400 4mtr°—400
—=4nr — — = —— 4mr3 = 400
dr T2 2
31400 200 200
r= [—=3.16m h=—= =6,37m
41 nr2  1(3,16)2
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AUTOEVALUACION

1. Lafuncién {;:;C_I_ d i i i es continua y derivable en toda la recta real si:
fQQ)=-b
lim (—bx) = —b lim (3x2+d)=3+d
x—1~ b <1 x—-1%
Vi _ - X
f1) = {6x x>1
lir‘{l_(—b) =-b lir{1+6x =6 b = - 6 para que sea derivable
x— x—
3 +d =6 para que sea continua 3+d=6->d=3

a) b=-6, d=3

—bx x=1 las condicio-
3x2+d x>1

nes del teorema de Rolle en el intervalo [—1, 1], por lo que se anula la derivada en el punto de
abscisa.

2. Conlos valores de b y d del apartado anterior verifica la funcion {

<
f es continua y derivable por apartado 1, f(x) = {636 x<1

3x243 x>1
f(-1)=6-(-1)=-6 f()=3(1)*+3=6
Por lo que si se verifican las condiciones del teorema 6x=0; x=0
b) x=0
—bx x<1

— " las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo
2
3x*+d x>1

[0, 3] en el punto de abscisa:

3. Verifica la funcion {

6x x<1
3x24+3 x>1
’ f(b)-f(@) _ f(3)-f(0) _ 30-0
flo=="—"r—=""(—"=—"5-=10 luego6x=10 x=5/3
d)x=5/3

6 x<1
6x x>1

e ={

f es continua y derivable por apartado 1, f(x) = {

4. en cudl de los limites siguientes no se puede aplicar la regla de L'Hopital:

. sinx 0 . _COSx
a) lim - (—) - lim =1
x-0 X 0 x—0
. 3x%-7x e 3
b) lim - (—) -3
X—>00 5x242 [o] 5
. cosx—1 0 sinx—1
¢) lim———= (—) - ——=-1
x—0 X 0 1
. COSX 1 . i
d) hn(l)T =(5) > ® > nose aplica la regla de L'Hopital
X

d) lim ===
x—>0 X
5. La ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = tan x? — 2x3 enx =0 es:
f'(x) = 2xsec? x — 6x?
y = f(xo) = f'(x0) (x — x0)
y—0=0x—-0)->y=0
c) y=0

6. Lafunciony =3sinx —7x3 —3x> —x+5enx=0es:
y' =3cosx —21x? —6x—1
y"=-=3sinx—42x+6->y"(0)=6>0
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c) convexa U

7. Lafunciény = 3sinx —7x3 —3x* —x+ 5enx=0es:
y' =3cosx —21x?—6x—1
y'(0)=3-1-2>0

a) creciente

8. Sila derivada de una cierta funcién es: y' = (x — 4)(x + 2) entonces los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento de dicha funcion son:
x—4)(x+2)=0->x=4,x=-2
intervalos— (—o0, —2)(—2,4)(4, »)
y'(=3)=(-3-4)(-3+2) =(-7)(—1) = + - creciente
v'(2) =2 —-4)(2+2) = (—2)(4) = — - decreciente
v'(5) =(-4)(5+2) =(1)(7) =+ - creciente
d) Creciente, decreciente, creciente

9. Lafuncién y = 3x% — 2x3 tiene un punto de inflexién en:

y = 3x?% — 2x3 y' = 6x — 6x?
y'=6-12x=0-x=—="- Yy =—12%#0
1
a)x=:
2

10. Si la derivada de una cierta funcion es: y' = 3(x — 4)x entonces su grafica puede ser:
y'=3(x—4)x=0 ; x=4, x=0
Intervalos —» (—0,0)(0, 4)(4, )
y(=2) = 3(—2)? — 12(-2) = + Creciente
y(2) = 3(2)? — 12(2) = — Decreciente
y(5) = 3(5)? — 12(5) = + Creciente
Por lo que la graficaes lab)
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