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Geometria
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2. RECTAS Y PROBLEMAS METRICOS

2.1. LUGARES GEOMETRICOS

2.2. RECTAS. DEFINICION Y ECUACIONES
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3.4. CONICAS GENERALES
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El objetivo de este capitulo es exponer con detalle la Geometria Analitica en dos dimensiones. La
Geometria Analitica permite describir diferentes elementos geométricos como puntos, rectas,
circunferencias, elipses entre otros.

En este curso nos centraremos en geometria en dos dimensiones, es decir que se puede dibujar en un
plano; el proximo curso se verd la Geometria Analitica en el espacio o en 3 dimensiones

La Geometria Analitica se la debemos especialmente a dos matemadticos franceses del siglo XVII, Pierre
de Fermat y René Descartes. Es posible que te suene el nombre de afios anteriores. Un ejemplo de su
influencia es el conocido plano cartesiano, invencién de Descartes (se llama cartesiano por Cartesio,
qgue era el nombre en latin de Descartes) concepto basico para describir la Geometria Analitica. La
leyenda cuenta que Descartes inventd esta geometria mientras estaba tumbado en la cama observando
el vuelo de una mosca, actividad ociosa donde las haya. Se le ocurrié que, si ponia en el techo dos ejes y
llamaba X e y a la posicion de la mosca con respecto a dichos ejes en cada momento, podria describir su
vuelo con una expresidn que relacionara las dos variables, sin necesidad de dibujar. Este es un ejemplo
mas de que la creatividad surge en los momentos mds inesperados. Fijate en la idea que se le ocurrié a
Newton cuando una manzana le cayé en la cabeza (si no conoces la historia, buscala, también es
curiosa).

El (aparentemente) simple hecho de determinar una posicion mediante coordenadas revolucioné
totalmente la Geometria, permitiendo representar toda clase de figuras nuevas y estudiar las ya
conocidas de un modo muchisimo mas eficaz. Fue asimismo vital para la Fisica, porque gracias a ello se
pudo estudiar el movimiento con un detalle que antes era impensable.

Tanto es asi, que normalmente cuando una persona aprende la Geometria Analitica, ya no vuelve casi a
usar geometria sin coordenadas. Depende, claro, un poco de gustos personales.

Sea este o no tu caso, esperamos que el capitulo te resulte interesante y que puedas apreciar la
potencia y la belleza de estos nuevos métodos.
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Geometria

1. VECTORES

1.1. El plano cartesiano

En cursos anteriores, para estudiar las figuras geométricas las hemos dibujado. El enfoque en este curso
va a ser ligeramente distinto. En vez de hablar sencillamente de las figuras lo que vamos a hacer es
relacionar los puntos que las forman con sus coordenadas.

De esta forma dando valores a la coordenada X (o la y) podremos obtener la otra coordenada y asi
dibujar las figuras en el plano cartesiano. Recordemos muy brevemente qué es el plano cartesiano.

Un sistema de referencia cartesiano consiste en dos rectas numéricas perpendiculares, llamadas ejes
coordenados. El punto en el que se cortan los ejes, O, es el origen de coordenadas.

Normalmente lo representamos con un eje vertical y el otro horizontal. Al eje horizontal lo
denominamos eje de abscisas o también eje OXy al vertical, eje de ordenadas o eje OY.

Al cortarse los dos ejes, el plano queda dividido en cuatro
zonas, que se conocen como cuadrantes:

—
Ordenadas

Segundo cuadrante Primer cuadrante

- Primer cuadrante: Zona superior derecha (x>0ey > 0) 3 £

- Segundo cuadrante: Zona superior izquierda (Xx<0 ey > 0) ' |

o Abscisas Y

- Tercer cuadrante: Zona inferior izquierda (X< 0 ey < 0) fr Pt o v b o

- Cuarto cuadrante: Zona inferior derecha (x>0ey <0)

Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

Para representar puntos, sélo hay que recordar que la primera componente (o abscisa) corresponde al
eje OXy la segunda componente (u ordenada) al eje OY.

Cada uno de los dos ejes representan el conjunto de todos los nUmeros reales (recta Real), el sentido
positivo es hacia la derecha en el eje de abscisas y arriba en el de ordenadas. Los nimeros negativos se
representan hacia abajo y hacia la izquierda.

1.2. Los vectores en el plano

Un punto no es mas que una posicidn en el plano. Se representan con letras mayusculas como A, B, C...
y constan de dos componentes, la abscisa y la ordenada. Asi, escribimos P(1, —2) representando el
punto que estd una unidad a la derecha del origen y dos hacia abajo.

En contraposicidn, un vector representa un movimiento. Imaginate que

estas en el punto anterior P = (1, —2) y te quieres mover al punto 1
Q = (3, 1). En ese caso, tienes que desplazarte dos unidades a la
derecha y tres hacia arriba. Esto es muy largo de decir, por eso se dice
simplemente que te desplazas con el vector ¥ = (2, 3). iObserva la
flecha encima del nombre del vector! Se pone para distinguir los puntos 1
de los vectores ¥. En algunos libros en ocasiones también puedes

encontrar que se escriben en negrita: V. 21
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Geometria

Un vector viene dado por una pareja de nimeros (a, b) y representa un desplazamiento de a unidades
en la direccion del eje OX y b unidades en la del eje OY.

—

Los vectores se suelen denotar con letras minusculas y flechas encima (v, u, w)

El vector (0, 0) se llama vector nulo y se representa 0

Actividad resuelta

+ Imaginate que estds en el punto (1, 2) y te mueves al punto (3, 1), équé vector representa ese
movimiento? Si las unidades estdn en metros, écudntos metros te has movido?

La mejor manera de resolverlo es graficamente. Dibujamos los puntos y

los unimos con el vector que corresponde. ik

Vemos entonces que nos movemos dos unidades a la derecha y una @-n

. . . — 3,
hacia abajo. Es decir, que nos movemos con el vector V. = (2,—1) . gl

Para determinar la distancia que nos hemos movido, hay que calcular la
hipotenusa del tridngulo rectangulo de catetos 2 y 1. Pero eso es 0 1 2 3

sencillo, es simplemente V22 + 12 = /5 = 2.23 metros.

Esto nos lleva al concepto de médulo, que no es mds que el tamaiio del vector o, en otras palabras, la
distancia que se recorre al aplicar el vector. Mas formalmente:

~ - Q
El médulo de un vector ¥ = (v4,v,) es | V |=/v,2 + v,2. Se representa con una o dos barras, es decir,
como M (esta notacion es mas frecuente en Matematicas) o |V| (mas habitual en Fisica). Un vector se

dice unitario si tiene moédulo 1.

Observa que en la actividad anterior podriamos haber calculado la distancia que nos pedian sin

—
necesidad de dibujar, sélo calculando el mddulo ”(2, —1)” = /22 + (—1)2 = /5 = 2.23. Observa

también que los signos de las componentes no tienen importancia. Eso es ldgico, la distancia es la
misma si vamos hacia arriba que hacia abajo.

Magnitudes escalares y vectoriales
Es el momento de dar un pequefio paso atrds desde las Matematicas y ver el cuadro desde la
perspectiva de otras ciencias, fundamentalmente de la Fisica.

La idea de vector aparece de manera natural al estudiar algunas magnitudes. Piensa por ejemplo en la
fuerza. Decir “Apliquese una fuerza de 3 Newton” tiene tanto sentido como decir “Muévase tres
metros”. La respuesta es “Si, pero ¢hacia donde?”. Si me preguntan dénde esta mi casa y digo “a 400 m
en linea recta” no ayudo mucho, tendré que decir en qué direccion.

Por el contrario, si me preguntan qué temperatura hace hoy, puedo decir “15° C” y la respuesta es
perfectamente valida. De hecho, la misma cuestién “¢15° C hacia donde?” no tiene ningun sentido. Esto
nos lleva al concepto de magnitudes escalares y vectoriales.

Veras en la asignatura de Fisica y Quimica o en la de Fisica del préoximo afio muchas magnitudes
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188 Geometria

vectoriales. Destacaremos en este capitulo la posicién, la velocidad y la aceleracion (Cinética), la fuerza
(Dindmica) y los campos magnéticos, eléctricos y gravitatorios entre otros. Magnitudes escalares
también hay muchas, la temperatura, el trabajo, la energia y la intensidad electrénica. Tener claro
cuales son escalares y vectoriales es basico a la hora de trabajar con ellas.

Magnitudes vectoriales son aquellas que, por definicidn, se describen con un vector
Magnitudes escalares son aquellas que, por definicion, se describen con un nimero

Un escalar es un numero. Se les llama asi para distinguirlos de los vectores.

Actividad resuelta

# Indica si las siguientes magnitudes son escalares o vectoriales:
a) La fuerza de la gravedad.
b) La masa de un cuerpo
¢) Lavelocidad
Solucion:

Es escalar la b). La a) y la c) son vectoriales. De la fuerza ya hemos hablado y la velocidad sélo tiene
sentido si indicamos hacia donde vamos.

Caracteristicas de un vector

. - . s 4
Para conocer bien un vector v = (v,, v,) debemos averiguar tres caracteristicas:

» Maddulo: que como acabamos de ver nos proporciona el tamafio del vector.
» Direccidn: nos indica algo sobre la recta en la que nos movemos. Es la pendiente de la recta que

. v . . .
contiene el vector. Puede calcularse como m = U—Z Observa que si v; = 0 no tiene sentido. A
1

veces se habla en este caso de pendiente infinita. Son los vectores que tienen la direccion del
eje de ordenadas.

» Sentido: indicado por la punta de la flecha, nos muestra si avanzamos en un sentido de la
direccion o la contraria.

direccion

sentido

modulo

En ocasiones se distingue entre vectores libres (que representan un desplazamiento) y vectores ligados
(que estdn asociados a un punto). Esta distincion no suele hacerse en Matemadticas, pero si suele
aplicarse mucho en Fisica. En el apéndice | la describiremos con detalle. En el resto del capitulo
consideraremos vectores libres.
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Geometria

1.3. Operaciones con puntos y vectores

Lo que vamos a ver ahora es cémo formalizar lo que hemos hecho antes, para poder hacerlo sin dibujar.
Las operaciones son muy intuitivas y casi no es necesario ponerlas, pero vamos a verlas todas juntas
para poder tenerlas como referencia.

Las operaciones entre puntos y vectores son muy frecuentes y utiles. Fijate, en el siguiente cuadro,
cuando el resultado es un punto y cuando es un vector.

Dados dos puntos P = (p4, p,)y Q = (q4, q,) se define el vector FQz (q1 -Pp, O — pl).

—
Dado un punto P = (p;, p,) y un vector V = (v,,V, ), susuma es el punto (p; + v;, p, + v5).

Dados dos vectores v = (v,,V, ) y W=(W,,W, ), susuma es el vector V +W = (v, +W,, V, +W,

—
Dado un vector V = (v,,V, ) y un escalar Kk, su producto es el vector kV = (kv , kv, )

Ejemplos:
# A continuacién mostramos grdficamente las situaciones anteriores.
34 44
P 4
P 2 3
2 > o
— - v P -
PQ W ) 5
Q 1
14
N
b 0
0 0 , ; ; o i 0 2 4
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 3
Vector entre dos puntos Suma de un punto y un vector Suma de dos vectores Un vector por un escalar

Actividades propuestas

1. Dados los puntos P = (2, 2), Q = (1, 0) y R = (=2, 3) y los vectores V = (1, —1), W:(O, —2)
calcula, indicando si el resultado es punto o vector:

a) QP b) 3V - 2w c) V-RP d) P+V e) R+PQ+W
2. Dados tres puntos genéricos, P = (py, p2), Q = (91, q2) YR = (11, 1), demuestra:
a) PQ+QR=PR b) PQ=(-1)QP c) PP=0 d) PQ+PQ=2PQ
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Geometria

Vectores paralelos
Dos vectores son paralelos si tienen la misma direccion.

Si la primera componente es no nula, V = (v, v,) es paralelo a

W = (Wll WZ) Si (y sdlo SI) m= Y2 = &
V1 w1

Asi, los vectores (1,2) (3,6) Y (- 2,—4) son paralelos, pues
todos tienen la misma pendiente (m = 2).

Existe otra manera equivalente de definir vectores paralelos

que evita el problema de que sea v, =0. Volvamos a la
U2 W

ecuacién de la pendiente m == Dividiendo en cruz
1 1
V. 1% . , .
tenemos =% = —. Si llamamos k a este valor comun, es decir,
w wq

2
% v
k =2 = - tenemos v, = kw, y v; = kw4 o, lo que es lo
w. s 2 2 1 1
mismo, V = kw

Resumiendo:

Dos vectores ¥’y wson paralelos si uno es multiplo del otro: ¥ = kw.

Vectores paralelos

T

1.4. El producto escalar. Calculo de distancias y angulos

Lo mas interesante de este apartado es que vamos a ser capaces de calcular distancias y angulos
directamente. Para ello, vamos a necesitar una herramienta totalmente nueva, el producto escalar.
Puede parecer al principio que no tiene nada que ver con lo que estamos viendo, te pedimos un poco

de paciencia.

Se define el producto escalar de dos vectores ¥ = (v;,v,) y W = (wy,w,) como el nimero o valor

escalar

> —
v‘W=V1W1+v2W2

No es dificil de recordar que el resultado del producto escalar es un escalar ©. Vamos a ver unos pocos

ejemplos. Observa que el producto escalar puede ser nulo o negativo.

Ejemplos:
+ (1,2)-(2,3)=1-2+2-3=2+6=8
+ (1,2)-(0,-1)=1-0+2-(-1)=0-2=-2

£ (1L3)-3,-1)=1-3+3-(-1)=3-3=0

Actividad propuesta
3. Calcula el producto escalar de los siguientes vectores.

a) (1,2)-(2,3) o) (L2)-0.0) o (L2)-(-2.1)
o) -1.-2)20  n(E-1)B-4 g 0120
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Geometria

Propiedades del producto escalar

1. Conmutativa:v-w=w- v
2. Distributiva respecto a la suma:
u-W+w)=1u-

G+9) - w=1-

3. Asociativa respecto a escalares: ¥ - (kw) = (k¥) - w = k(¥ - w) si k es escalar.

4. El producto escalar es el producto de los mddulos por el coseno del dngulo que forman. Expresado

en simbolos, si a es el d&ngulo que forman V-W= ||\7||-||VT4|COSOL

La cuarta propiedad es sin duda la mas importante pero también es la mas dificil de demostrar, asi que
este aflo no veremos su demostracién. Las otras tres demostraciones forman el siguiente ejercicio.

Actividad propuesta

4. Considera tres vectores genéricos U = (uq,u,), v = (vy,v,) y w = (wy,w,) asi como un escalar
genérico k. Demuestra las propiedades 1 a 3 del producto escalar.

Calculo de distancias
El cdlculo de distancias ya lo habiamos esbozado antes. La distancia entre dos puntos no es mas que el
PQ

madulo del vector que los une. Es decir d(P, Q) = donde d representa la distancia.

Calculo de angulos

Para calcular el angulo entre dos vectores, debemos utilizar la férmula del producto escalar y despejar
el coseno. Es decir, el coseno del dngulo entre dos vectores se obtiene como:

V-w
COSOL = ———-

V]

En el caso de tres puntos A, By C si queremos calcular el angulo ABC debemos calcular el angulo entre

- BA-BC
los vectores que los unen COS(ABC)=
BA|-|BC

Ten en cuenta de todos modos lo siguiente:

1. El coseno de angulos que suman 360° es idéntico. La Unica manera de distinguir 30° de 330° (por
ejemplo) es dibujar los vectores.

330° 30°

2. Cuando tenemos que calcular un angulo, si tomamos un vector con el sentido opuesto, calculamos
el angulo suplementario. (el que suma 180°).

Vamos a ver un problema completo con todos los detalles.
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Geometria

Actividad resuelta
# Calcula todos los lados y dngulos del triéngulo A = (1, 2), B = (4, 2),C = (5, 5)

Solucion:

Todos estos calculos pueden hacerse sin dibujar para nada el tridngulo. il c
Pero, naturalmente, es mas claro con un dibujo. Observa que hemos /4
seguido la notacion habitual en estos casos. Los vértices se representan i b /"
con letras mayusculas, los lados opuestos con letras mindsculas y los : // s

angulos con letras griegas. :
& griee 1 o (o}

Las longitudes de los lados ya sabemos calcularlas. Son simplemente las
distancias entre puntos o, lo que es lo mismo, los médulos de los !
vectores que los unen. Como los vamos a utilizar varias veces, 0
calculamos primero los vectores de los lados.

AB =(4,2)-(1,2)=(3,0), AC =(5,5)-(1,2)=(4,3) y BC =(5,5)-(4,2) =11, 3).

Asi pues ¢ =d(A,B)= HHBH =+/3 +0° =3, lo que podia verse directamente en el dibujo.

b=d(AC)=v4>+3’> =5.a =d(B,C) = V12 + 32 =10 =~ 3.16.

Observa que para calcular los lados da lo mismo el orden de los puntos (es igual tomar AB  que BA ).

Los angulos se calculan despejando el coseno. Pero ahora hay que tener cuidado con el orden.

— —
AB-AC  3-4+40-3 1240 12

COS(O{):”E”-”A_)C”_ 3T =—Ic —E:Mz:arccos(%>z36.87o

) BA-BC _(-3)-140-3 —3+0_ -3 (— )~10844°
COSﬁ_”B_A)”-”B_)C”_ 3-v10 = V10 3vi0 B = arccos 3\/ﬁ~ .
cos(y) — CA.CB DD 449 13 :arccos< 3 >z34700

Y EIRE 5 V10 510 5vi0 | 510/

Actividades propuestas

5. En el problema anterior que dice “Calcula todos los lados y angulos del triangulo A(1, 2), B(4, 2) y
C(5, 5), repite el calculo de dngulos cambiando el orden en que se toman los puntos BA , AC Y
CB . éCOmo cambian los angulos? ¢Por qué?

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 5: Geometria Autor: Andrés Garcia Mirantes
LibrosMareaVerde.tk res: José Luis Lorente Aragdn y Luis Carlos Vidal
www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

|

Textos Marea Verde



Geometria

6. Calcula todos los lados y los angulos de los siguientes tridngulos de dos maneras. Primero con el
método anterior y luego por el que se indica:

a)A=(, 1),B=(1, 4),C = (2, 2).Calculalos tres lados y luego usa trigonometria.

b) A=(1, =1),B=(2, 4),C = (2, 2).Calculaloslados aycy el angulo g y luego usa trigonometria.

c) A=(1, 1),B=(2, 3),C = (3, —2).Calculaelladoay losangulos B y y y luego usa trigonometria.

d A=(0, 1),B=(1, 4),C = (2, 3). Calcula tres datos cualesquiera (los que sean, tres lados, dos
angulos y un lado...) y luego usa trigonometria.

7. Calcula el area del tridngulo de vértices A= (1, 1), B=(2, 2) y C = (4, 5). [Pista: Puedes calcular todos
los lados y angulos. La altura se calcula con trigonometria].

8. Calcula el drea del rectangulo ABCD conA=(1,2),B=(2,4),C=(5,3)yD=(4,1).
9. Calcula el drea del rombo ABCD conA=(1,1),B=(4,0),C=(3,3)yD=(0, 4).

10. Calcula un vector que forme 60 grados con el vector (1, 0). Para ello, procede como sigue. Supdén

(x,1)(1,0)

que el vector sea de la forma (XT) y plantea la ecuacién cos60°=-————-=. Despejando X
() [

obtendras el vector. ¢Serias capaz de calcular un vector UNITARIO (de mddulo 1) que forme un
angulo de 602 con el vector (l, 0)?

11. Considera un hexagono regular ABCDEF de centro el origen. Si el punto B es el (1, 0), écuales son
las coordenadas de los puntos Ay C? Calcula el angulo del hexagono.

Vectores paralelos (de nuevo)

Otro caso importante es el de los vectores paralelos. Para este no necesitamos el producto escalar (de
hecho ya lo habiamos visto) pero creemos que es interesante que veas que cuando calculamos el
angulo nos sale que el dngulo es de 0° 0 180°.

Recordemos que dos vectores eran paralelos si uno era multiplo del otro: v = kw . Asi pues, tomamos
o o 12
V- kv W-v KV ok

dos vectores, V y kv y calculamos su producto escalar: cos(a): ||\7||||k\7|| = |k| ”\7””\7” = |k|||\7||2 _M

Por tanto, si k >0, cos(a):E =1 por lo que a =0°. A su vez, si k<0, cos(a):Lk =~1 por lo que
a =180°.

Es decir, el angulo que forman dos vectores paralelos es de 0° o 180°, como era de esperar.
Actividades propuestas

12.A=(1,1),B=(2,3)y C=(2, 8) son vértices (consecutivos) de un paralelogramo ABCD. Calcula el
vértice D y el dngulo ABC.

13. Mismo problema que el anterior con A = (2, 4), B = (3, 5) y C = (4, —1). éSe puede resolver el
problema sean cuales sean A, By C?

14. Sean A = (2, 2) y B = (4, 6) dos vértices de un cuadrado. Calcula los otros dos vértices y el area del
cuadrado. (Ayuda: Hay dos soluciones, las dos con la misma area).
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1.5. Bases ortogonales y ortonormales

Vectores perpendiculares

Ya hemos visto cdmo se calcula el dngulo entre dos vectores. Hay un caso especial que es interesante
por méritos propios y es la perpendicularidad o, lo que es lo mismo, que los vectores formen 90° o
270°.

—

Puesto que cos(90) = cos(270) = 0, aplicando la férmula: COS(OL) = W =0<V-W=0. Asi pues:

Dos vectores V y W son perpendiculares si, y solamente si, su producto escalares 0: V-w=0.

—>

De este modo, es muy facil calcular un vector perpendicular. Si un vector es de la forma vV = (vl,v2 ),

basta cambiar las componentes de orden y una de signo para que al hacer el producto escalar salga 0.
Puede invertirse el signo de cualquiera, pero sélo de una.

Ejemplos:
4 Un vector perpendicular a (1,2) es (=2, 1)
% Un vector perpendicular a (=1, 0) es (0, —1)

Un vector perpendiculara v = (v, v,) esw = (—v,,v,).

Bases ortogonales

Una cuestién que aparece de modo natural es, dado un vector, cuantos

vectores pueden ser perpendiculares a él. La respuesta es que, en el
- plano, sélo hay uno y sus vectores paralelos. Esto es muy facil verlo
' graficamente.

A I I Si construimos un vector U, su direccién perpendicular es una recta.
' Cualquier vector que esté sobre esa recta es perpendicular a G . Y sélo
estos vectores son perpendiculares.

Ademds, si U=(U,,u,) y V=(v,V,) J
son perpendiculares, cualquier vector se puede calcular sumando
multiplos de los dos. Se dice entonces que es combinacion lineal de U vy

— 2 ,/’

=t

V.
.. o . Muttiplo de v N iple
Es facil ver graficamente que, dados dos vectores perpendiculares, ; %
cualquier vector es combinacion lineal de ellos. En el dibujo podemos o

ver un vector W como combinacion linealde U y V.

Puesto que todos los vectores pueden calcularse a partir de dos vectores perpendiculares, se le ha dado
nombre propio a este concepto.

En el plano, dos vectores U y V forman una base ortogonal si son no nulos y perpendiculares entre si.

En general, dados dos vectores que NO sean nulos ni paralelos siempre se puede poner cualquier otro
vector como combinacién lineal de ellos. Si no son ortogonales se habla de base oblicua, pero es un
concepto que no necesitamos este curso.

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 5: Geometria Autor: Andrés Garcia Mirantes
LibrosMareaVerde.tk res: José Luis Lorente Aragdn y Luis Carlos Vidal
www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Geometria

Actividades propuestas

15. ¢Son los siguientes pares de vectores una base ortogonal? Justifica la respuesta.

a. L,2)y(L-2), b (L,-2)y(21) < (0,1)y(100,0) d.(10)y (0,0)

16. Calcula un vector que forme con (1, 4) una base ortogonal.

17. Calcula un vector perpendicular a (l, 2) que tenga mddulo 3 [Pista: calcula un vector perpendicular
cualquiera. Al dividir por su médulo tendrd mdédulo 1. Basta multiplicar por la constante 3].

Bases ortonormales

En muchos problemas (en casi todos), resulta mas sencillo si los vectores de referencia ademas de
perpendiculares son unitarios. Si tenemos que movernos en una direccion concreta un nimero de
unidades, la manera mas facil para describirla es a partir de vectores de médulo uno.

Vamos en primer lugar a ver un ejemplo.

Actividad resuelta

% Un barco estd en el punto A = (1, 2) y se mueve hacia el punto B = (2, —1). Las unidades son millas
nduticas. Cuando llega al punto B le avisan de que gire 90 grados en sentido de las agujas del
reloj y se mueva 5 millas. ¢En qué punto estd el barco después de moverse?

Solucion:

El vector que une los puntos es (l,—3 . Un

vector perpendicular es el (3, 1). Pero es facil -

ver que su médulo que V10 y nos piden que
mida 5. Asi pues, dividimos por el médulo vy

obtenemos el vector unitario de esa direccidn:

1 (3 1 -
——(3,1). Ahora basta multiplicarlo por 5 y
V10

obtenemos un vector de médulo 5 que forme un angulo de 90 grados.

. = 5 . ., . .
Dicho vector es V = — (3, 1). No es la Unica solucién, sino que hay dos. La otra es el mismo vector

V10

cambiado de signo W= _TS (3, 1). éCudl de las dos vale? Observa el dibujo. Sumando V llegamos al
10

punto C y sumando W al punto D.

El dibujo nos muestra que, si el giro es en el sentido del reloj, vamos hacia D. El punto al que llegamos
g —>
es el punto D que tendra de coordenadas (2, —1) + \/Tio(S’ 1) = (—2.74, —2.58)
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Geometria

Asi pues, en muchas aplicaciones se consideran bases ortogonales con vectores unitarios. Estas bases
tienen nombre propio.

Dos vectores del plano U y V forman una base ortonormal si son unitarios y perpendiculares entre si.

El proximo curso, que se estudiara la geometria en 3 dimensiones, una base ortonormal la formaran
tres vectores de mddulo 1, y ortogonales entre si.

Actividades propuestas

18. ¢Forman los siguientes pares de vectores una base ortonormal? Justifica la respuesta.

o 0]y @) w02y 2 @y (000) adany 20T

19.SiA=(1,1) y B=(2, 3) son dos vértices de un cuadrado, calcula los otros dos vértices y el area del
cuadrado (Cuidado: hay dos soluciones, las dos con la misma area).

20. Dado el vector V = (l, —2) calcula una base ortonormal que contenga a un mdltiplo suyo. éHay mas
de una solucion al problema anterior? En caso afirmativo, calculalas todas.

Base candnica

Es usual tomar como base ortonormal la formada
por el vector 1, de coordenadas (1, 0) y el vector i, 2u22‘,_ ________
de coordenadas (0, 1). Es la base candnica. El vector

V= (3, 2) puede escribirse como:

|
I
1] v |
— — —
V =3u, +2u,. u2 A |
Se dice que las coordenadas de ¥ respecto de la | 3u7
b U, U 3,2) 0 .
ase {uy, Uy} son (3, 2). l > l |
-1 0 ut1 2 3
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Geometria

2. RECTAS Y PROBLEMAS METRICOS

2.1. Lugares geomeétricos

Es el momento de utilizar lo que sabemos de los vectores para estudiar algunas figuras en el plano. Para
ello necesitamos un concepto adicional el de lugar geométrico.

Un lugar geométrico son los puntos del plano que verifican una o varias condiciones geométricas.

Estos lugares geométricos cumplen determinadas ecuaciones que en breve describiremos

Ejemplos:

% Estos son cuatro lugares geométricos definidos cada uno como los puntos que verifican una
ecuacion. Estdn representados con el programa Geogebra. En él puedes escribir la ecuacion que
desees y automdticamente se dibuja el lugar geométrico.

\ N

da
)
=]
ra

|

X2+y2:4 y:X2—3 y3_X:3y X+y=-1

Este curso estudiaremos algunos de los lugares geométricos mds importantes, los que vienen dados por
ecuaciones de primer y segundo grado (en X e y). En este apartado veremos los lugares que aparecen
con ecuaciones de primer grado (las rectas) y en la siguiente los que corresponden a ecuaciones de
segundo grado (las cdnicas).

Muchas veces no nos dan la ecuacion, sino simplemente nos dicen “los puntos del plano que cumplen
tal propiedad” y tendremos nosotros que encontrar la ecuacion.

2.2. Rectas. Definicion y ecuaciones

Ya conoces de cursos anteriores la ecuacién de una recta. Lo que vamos a ver ahora es la recta desde el
punto de vista de los vectores y la geometria.

Existen varias maneras equivalentes de definir una recta. La mas intuitiva, desde nuestro punto de vista,
es la siguiente:

Una recta es el lugar geométrico de los puntos del plano que se pueden alcanzar sumando a un punto,
multiplos de un vector. Este vector se llama vector director.
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Ejemplo:

% Grdficamente se ve bastante mds claro. Pensemos en el punto P = (1, —1) y el vector V = (2, 1).

Al irle sumando multiplos del vector, vamos obteniendo los infinitos
puntos de la recta.

Por ejemplo, son puntos de la recta:

(1,-1)=(1,-1)+0(2,1), (2,0)=(3,-1)+1(2,1),

(— 1, —2): (l, —1)+(— 1)(27) y asi sucesivamente. d

Puede ponerse entonces como {(x,y) = (1, —1) + k(2, 1)} donde k es ; /‘"
una variable que va tomando todos los valores reales. Esta ecuacion se
conoce como ecuacidn vectorial de la recta. Si se pone en vertical, Yo
|
X=1+2k _ o -
se conoce como ecuaciones paramétricas.
y=-1+1k

Dado un punto P = (p,, p,) Y un vector director ¥ = (vy,,) se llama ecuacién vectorial a la expresidn
{(x'}’) = (p1: pZ) + k(vlfUZ)}'
X=p,+Vvk

Se llama ecuacion paramétrica a las expresiones {
y=p,+ Vzk

Observa que siempre decimos “un vector director”. Y es que hay mas de uno, ya sabes, cualquier
multiplo de un vector director (en otras palabras, cualquier vector paralelo, es también vector director).

Por ejemplo, si (27) es vector director, también lo son (— 2, —1), (4, 2), (10, 5)

Las ecuaciones vectorial y paramétrica (que son practicamente iguales, como puedes comprobar) son
muy utiles si lo que queremos es calcular puntos de la recta.

Actividad resuelta

% Una recta pasa por los puntos A= (1, 2), B = (4, —1). Calcula la ecuacién vectorial y la
ecuacion parameétrica de dicha recta, y encuentra otros dos puntos.

Lo primero, para calcular la ecuacién vectorial de la recta necesitamos un vector de la misma. Puesto

que B = A+ AB , es evidente que AB es vector director. Asi pues AB = (3, —3) es vector director v,

por tanto, su ecuacién vectorial es {(X, y) = (1, 2)+ k(3, —3)}.

x=1+3k

Su ecuacion paramétrica es: .
y=2-3k

Para obtener otros dos puntos, damos valores a k. Cualquier valor nos vale.

Por ejemplo, si k = —1 tenemos el punto (1, 2)—(3, -3)= (— 2, 5) en tanto que si K 2% obtenemos

(1, 2)+%(3, -3)= (2, 1). Observa que para k =1 se obtiene el punto B.
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Ecuacion continua

Con la ecuacién paramétrica o vectorial es muy sencillo obtener puntos, pero no es demasiado sencillo
comprobar si un punto pertenece o no a una recta. Por ejemplo, éestd el punto (0, 3) en la recta

(X, y):(l, 2)+ k(3,—3 ? Para saberlo tendremos que poner (0, 3) en lugar de (x, y) y ver si con el
mismo valor de k obtenemos las dos coordenadas. No parece muy sencillo ¢verdad?

Buscamos una ecuacién que relacione la X con la y. Para obtenerla despejamos k de las dos ecuaciones
y las igualamos.

X_pl k

{x: p, +kv, {x— p, = kv, v, -
= =
y=p, +kv, y—p, =kv, y_pzzk
V2

Puesto que los segundos miembros son iguales, los primeros miembros también son iguales. De modo
X— p1 — y— p2
Vl V2

que tenemos . Esta forma es tan importante que tiene un nombre propio.

=
Dado un punto P = (p,, p,) Y un vector director V = (v,, v, ) se llama ecuacién continua a la expresién:

X=Bh_Y=P
Vi v,

Asi pues, en el ejemplo anterior, teniamos la ecuacion vectorial (X, y)=(1, 2)+ k(3,—3) que nos da
. . . X-1 y-=2

directamente la ecuacion continua T = —3

Para ver si un punto pertenece a la recta, sustituimos en la ecuacién el valor de X y de y. Si se cumple la

igualdad, si pertenece. Si no, no.

Ejemplo:
Xx—-1 y-2
4 Volvamos a la recta de antes, —=——.
3 -3

- 0-1 1 3-2

Sustituimos (0, 3) y tenemos = = 3 = 3 El punto (0, 3) pertenece a la recta.
. - 4-1 2-2 i

En cambio, si sustituimos el (4, 2) tenemos = =1#0 =—3. El punto (4, 2) no estd en la recta.
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Geometria

Ecuacion punto-pendiente

El problema de las ecuaciones anteriores es que, aunque representen lo mismo, la expresidon no es
Unica ya que una recta tiene muchos puntos y vectores de direccion distintos. Puedes comprobar que
x-=1 y-2 ~x y-3
3 -3
parece a simple vista?

son la misma recta pues tienen dos puntos en comun. Pero, ¢a qué no lo

Para cada vector y cada punto tenemos una ecuacion continua distinta. Vamos a empezar a eliminar la
parte que dependa del vector.

\'
Si multiplicamos en la ecuacién continua por el denominador de la y obtenemos —Z(X— pl)z y—-p,.
Vl

V.
. ) . . .
Lo primero, tenemos que notar que — es siempre constante, independientemente del vector que

i

elijamos ya que si dos vectores tienen la misma direccién verifican que k Y2 L, donde k es la
2 Wl

pendiente del vector. La pendiente de la recta se calcula como la de cualquiera de sus vectores. Vamos

a resaltar las definiciones.

Se llama pendiente de una recta a la pendiente de un vector director suyo. El resultado es el mismo
para cualquiera de los vectores directores de la recta. La pendiente puede ser positiva o negativa.

En el caso v; = 0 la recta es vertical y su ecuacién x = b.

Otras maneras equivalentes de definir la pendiente:

2
1. La pendiente son las unidades de subida (si es positiva) o 3 1
bajada (si es negativa) por cada unidad que nos movemos en
horizontal. Esta es la definicidon que se usa en las sefiales de )

trafico (expresada en tanto por ciento)

2. La pendiente es la tangente del angulo que forma un vector 14
con la horizontal. Si el angulo es en sentido negativo (es
decir, hacia abajo) es negativa. , L

V—f(x— p)=y-p,.

<

Volvamos pues a la ecuacién que teniamos,

v
. 2 . .z
Sillamamos M=—= a la pendiente tenemos otra ecuacion:
V
1

Dado un punto P = (p,, p,) Y un numero m se llama ecuacién punto-pendiente a la expresion:

Yy —p2 =m(x —py)
Observa que esta expresion NO es Unica, porque depende del punto. Asi, y —2 = 3(x — 1) es la misma
rectaquey=3x—1,yquey —5 = 3(x — 2), pero la pendiente es siempre la misma, m = 3.
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Actividad resuelta
# Llamemos 1 a la recta que pasa por los puntos A = (1, 3), B = (4, 0). Calcula:
a) La pendiente de dicha recta

b) Averigua si el punto C = (0, 7) pertenece a dicha recta y encuentra otros dos puntos

Lo primero, para calcular la recta necesitamos un vector de la misma. Asi pues AB = (3, —3) es vector

director y, por tanto, su ecuacién vectorial es (X, y): (l, 3)+ k(3, -3). La pendiente es —3/3 = —1. La
ecuacion punto - pendiente es:

y=3=-Dxx-1)->y=—-x+4.

ParaXx=0—Yy =4, luego el punto C no pertenece a la recta. Para encontrar otros puntos damos valores
a Xy calculamos y:

Parax=1—Y =3, luego el punto A pertenece a la recta.
Parax=2—>Yy=2,luego el punto D (2, 2) pertenece a la recta.

Parax=3 —>Yy=1, luego el punto E (3, 1) pertenece a la recta.

Ecuacion implicita
X-pP, _y-p

Si en la ecuacidon continua hacemos operaciones = 2 de modo que haya sélo un
Vl V2

coeficiente para el término independiente X e y e igualamos a 0, obtenemos la ecuacion implicita,

también llamada ecuacién general.

Con mas detalle:

X_ —
Multiplicando en cruz: y b _Y y P2 =V, (x=p,)=v,(x=p,).
1 2

Operando: v,X — Vypy = V1Y — V1P = VX — 11y + (v1p, — v,p,) = 0. Basta cambiar el nombre a
los coeficientes: A = v,, B = —v,, C = v1p; — V2P

Dados tres numeros A, B, C se llama ecuacién implicita de una recta a la expresién: Ax + By +C = 0.

Se trata de una ecuacion lineal con dos variables (X e y). Las infinitas soluciones de esta ecuacién son los
puntos de la recta que estamos describiendo. Hay que tener en cuenta que puede haber todas las
ecuaciones lineales que queramos que representen la misma recta, basta con multiplicar todos los
términos de la misma por un mismo numero para obtener una ecuacién equivalente. Por ejemplo
2Xx+2y—4 =0 representa la mismarectaquex +y—2=0
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Vector director

Si tenemos la ecuacidon de una recta en la forma implicita, podemos calcular el vector director
directamente. No es muy recomendable aprenderse la formula, porque es facil confundirse, pero te la
ponemos por si te resulta util. Usala con cuidado.

Sea Ax + By + C = 0: Observa que pasando la “y” al otro lado, Ax + C = -By con lo que la forma

C
X+ — y
continua de esa recta es fBA = K y su vector director es (— B, A).

Silarectaes Ax + By + C = 0 un vector director es el (— B,A).

El vectorni = (A, B) se llama vector normal, que como puedes ver es perpendicular a la recta.

Actividad resuelta

% En lo actividad de la recta r que pasa por los puntos A= (1, 3), B = (4, 0), la ecuacién
implictaesy=—-x+4->x+y—-4=0

Ecuacion explicita

Vamos finalmente a dar una ecuacién que si es siempre Unica. Si en la ecuacién punto-pendiente
despejamos la y tenemos la expresién que buscamos:

y—p, =m(x—p;) =y =mx —mp; +p,. Si llamamos n = —mp, + p, obtenemos la ecuacién
y = mX + n. Ya la conocias bien, es la ecuacidn de la recta vista como una funcién.

Dados dos numeros m y n se llama ecuacion explicita de una recta a la expresion: y =mx +n. El
numero M es la pendiente y el nimero n es la ordenada en el origen.

Ya hemos visto que m es la pendiente. éQué es pues N? Es claro que es el valor de y cuando sustituimos
X por O puesto que y = m0 + n = n. De ahi el nombre, puesto que cuando X esta en el origen (el 0) la
ordenada de ese punto es n.

De lo anterior vemos que la recta pasa por el punto (0, n).

Otra manera de ver la ordenada en el origen es el valor de y al cruzar la
recta el eje OY. 00=5

En el dibujo podemos ver cémo la recta y = —2x + 5 tiene m = -2
como pendiente y n = 5 como ordenada en el origen (OO en el dibujo).

Observa que, si m es la pendiente, un vector director es SIEMPRE
(1' m) T
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Resumen:

Acabamos de ver un montén de ecuaciones de la recta y hemos visto brevemente cdmo se pasa de una
a otra (realmente sélo en un sentido). Es el momento de recopilar lo que tenemos y ver cdmo aplicarlo
para resolver problemas. Aplicaremos el siguiente PRINCIPIO FUNDAMENTAL.

Si una recta se pone en una forma concreta, sus elementos distinguidos son los de dicha forma. Mas
detalladamente:

. . . X=p, +VkK -
1. Si la recta tiene de ecuacion { PV utomaticamente (p1,p2) es un punto de la recta y
y=p,+ Vzk
(v4,v3) es un vector. Esta es la extraccion de elementos de la forma paramétrica.
. . X=X Y=Y, g
2. Sila recta tiene de ecuacion = automaticamente (xo,yo) es un punto de la recta y
Vl V2

(v,,v,) esun vector. Esta es la extraccion de elementos de la forma continua.

3. Sila recta tiene de ecuacion y — y, = m(x — x,) automaticamente m es la pendiente y (XO, yo) es
un punto. Esta es la extraccidon de elementos de la forma punto-pendiente.

4. Sila recta tiene de ecuacidon Ax + By + C = 0 automaticamente (A, B) es un vector perpendicular a
la recta. Esta es la extraccién de elementos de la forma implicita.

5. Silarecta tiene de ecuaciéon y = mx +n automadticamente m es la pendiente y n es la ordenada en
el origen, o bien (0,n) es un punto y (i,m) es un vector de direccion. Esta es la extraccion de
elementos de la forma explicita.

Actividad resuelta

* Consideremos la recta 5x + 2y — 7 = 0. Calcula su pendiente, un punto y un vector director.
Hay un montdn de maneras de resolver esto.

Una directamente: el vector (5, 2) es perpendicular a la recta, luego el vector (2, —5) es un vector de
7
direccién, y la pendiente es: —5/2. Siy = 0, entonces X = 7/5, luego un punto de la recta es: (—g, 0).
Vamos a hacerlo ahora pasando a dos formas que nos sean utiles, la punto - pendiente y la continua.
. 5 7 i 5
Despejamos y: 5X+2y-7=0=2y=-5X+7=Yy= —EX+E. La pendiente, por tanto, es —5, y un
) 7
punto, la ordenada en el origenes N = 5
Vamos a partir de nuevo de la ecuacién implicita y multiplicar en cruz para buscar la forma continua.

7

x—= -

5x4+2y—7=0=>2y=-5x+7 =>_15= S y__so. Un punto es, por tanto, el (—%, O) y un
5

vector es el (2, —5). Comprobamos inmediatamente que la pendiente es —5 como nos habia salido

antes.
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Geometria

2.3. Posiciones relativas de rectas

Las posiciones relativas de dos rectas se pueden estudiar desde dos puntos de vista, el geométrico vy el
analitico.

Desde el punto de vista geométrico, las posiciones de dos rectas en el plano son sencillas.
1. Rectas secantes, cuando las rectas se cortan. Es decir, tienen un Unico punto en comun.
2. Rectas paralelas si no tiene ninguin punto en comun y tienen misma pendiente.

3. Rectas coincidentes cuando son la misma recta (infinitos puntos en comun).

——

Secantes Paralelas La misma recta (paralelas

coincidentes)
¢Cémo distinguir esos casos? Vamos a dar varios métodos para hacerlo.
Método 1: Con vectores directores

Es claro que dos rectas son paralelas o iguales si (y solamente si) sus vectores son paralelos. A su vez, si
son paralelas no tienen puntos en comun y si son coincidentes los tienen todos. Eso sugiere el siguiente
método:

1. Calcular los vectores directores de las dos rectas. Si NO son paralelos, son secantes.

2. Silos vectores son paralelos, tomar un punto cualquiera de una recta y ver si es punto de la otra. Si
lo es, son coincidentes. Si no, son paralelas.

Actividad resuelta

O
4 Estudiar la posicién relativa de las rectas 5x + 2y —7 = 0y (x,y)=(1,2)+k(4,-10).
Solucion:

Necesitamos calcular un vector de la primera. El vector (5, 2) es ortogonal a la recta, luego el vector
(—2 ,5) es un vector de direccién.

La segunda ya nos da directamente el vector director, es el (4, —10).

o 4 0
éSon paralelos estos vectores? Para verlo, dividimos las componentes: —2=—2 :T. Si, lo son.

Podria haberse visto sin mas que observar que (4, —10) = —2(— 2, 5).

Por tanto, o las rectas son paralelas o son la misma. Tenemos que tomar un punto de una y ver si es
punto de la otra. Puesto que la primera esta en forma implicita, ver si es punto de ella es mas facil, asi
que vamos a tomar un punto de la segunda. El mas facil es obviamente el punto (1, 2).

Sustituyendo, nosda 5-1+2-2—-7=2# 0. Puesto que el punto no verifica la ecuacion, NO es un punto
de la recta y las rectas son paralelas.
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Geometria

Método 2: Analizando y resolviendo el sistema

Si pasamos las dos rectas a forma general o implicita tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos
Ax+By+C, =0
Ax+B,y+C, =0

A

B
1. Compatible determinado — ;tB—' (si multiplicas en cruz puedes darte cuenta que, m; = m;). Hay
2

una unica solucidn (punto de corte), por tanto, las rectas son secantes.
S . A B | : : - .
2. Compatible indeterminado — = — =— (ecuaciones proporcionales). Infinitas soluciones, por
BZ C2
tanto, las rectas son la misma recta o rectas coincidentes.

A

C
3. Incompatible — =—"# — (misma pendiente pero distintas ecuaciones). No hay soluciones,
2 2

por tanto, las rectas son paralelas.

incognitas. El sistema { puede ser:

En resumen, el método es:

1. Escribir las dos rectas en forma general

2. Clasificar el sistema

3. Identificar-la posicidén relativa en funcidn de las soluciones del sistema
Resolvemos el sistema

Si sale un punto entonces las rectas son secantes.

Si obtenemos 0 = 0 lo que ocurre es que hay infinitas soluciones. Eso significa que las dos ecuaciones
son la misma, o, lo que es lo mismo, las dos rectas son la misma.

Si obtenemos 1 = 0 lo que ocurre entonces es que no hay solucién. En otras palabras, las rectas deben
ser paralelas.

En resumen, el método es:

1. Escribir las dos rectas en forma general (cualquier forma excepto vectorial o paramétrica).
2. Intentar resolver el sistema.
3. Tenemos tres casos:

a. Sisale un punto: SECANTES.

b. Sisale 0=0: LA MISMA RECTA.

c. Sisale1l=0PARALELAS
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Geometria

Actividad resuelta

—
* Estudiar la posicién relativa de las rectas 5x + 2y — 7 = 0y (x,y)=(1, 2)+k (4,-10).
Solucion:

Ya habrds visto que son las mismas de antes. Lo que ocurre es que vamos a aplicar el otro método. En
primer lugar, hay que poner la segunda en forma de implicita. Lo mas rapido, puesto que tenemos un
- ) Xx-1 y-=-2

punto y un vector, es escribir la forma continua: T = T, y operando: —10x—-4y+2=0
Multiplicamos la primera por 2 y sumamos para resolverlo por reduccidn (o por el método de Gauss).

5%+2y—-7=0 2(5x+2y-7=0) [l0x+4y=14 10x+4y =14

= = = .

—-10x-4y+2=0 —-10x-4y+2=0 —-10x—-4y =-2 0=12
Sumando se obtiene 0 =12. Luego NO tiene solucién. Las rectas son paralelas, como ya habiamos visto.
Debe salir lo mismo, esto son matematicas ©.

2.4. Problemas métricos. Distancia de un punto a una recta

Hasta ahora hemos ido construyendo las herramientas para resolver problemas de geometria. Vamos a
dedicar este apartado a recapitular lo que ya tenemos y dar algunas indicaciones sobre cdmo resolver
problemas. Resolveremos aqui algunos problemas tipicos, pero la geometria es muy extensa y te
animamos a que practiques.

Veremos también un problema muy especial, la distancia de un punto a una recta. Ya lo puedes
resolver con lo que sabes, pero por su importancia vamos a calcular una férmula.

Algunas cosas que ya sabes (y como hacerlas)

1. Calcular distancias entre dos puntos (mdédulo del vector que une los puntos).

2. Angulo entre rectas (angulo entre sus vectores con el producto escalar).

3. Calcular dangulos en tridangulos (angulo entre los vectores con producto escalar).

4. Calcular ecuaciones de rectas (busca un punto y un vector y aplica la forma vectorial o continua).

5. Posiciones relativas de rectas (Resuelve el sistema para hallar el punto de interseccion).
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Geometria

Vamos a ver algunos problemas resueltos:

Actividad resuelta

4 Divide el segmento que une los puntos A =(1,2) y B = (3, - 2) en cuatro partes iguales.

Solucion:
A
— 2
El vector que une los puntos es AB= (2,—4). Si queremos dividir el segmento en \a
P1
cuatro partes iguales, lo que deberemos hacer es dividir el vector en cuatro k
partes e irlas sumando: a AB \ pp
0 1
1
w = Z(Z' —4) =(0.5,—-1) 2l .
Por tanto, los puntos son: 2]

P,=A+w=(1 2)+(05-1)=(151), ,=P,+w=(2,0), Py=P, +
w = (2.5, —1)

Observa como la solucidn la grafica coincide con lo obtenido.

En el caso del punto medio, se hace exactamente igual, dividiendo entre 2. Pero se puede calcular
también de otro modo:

A+B (a +b a,+b
Dados dos puntos A = (as, ) y B = (b, ba), su punto medio es M =~ :[1 L= Zj,

2 72

Ejemplo

143 2+4(-2)

4+ E| punto medio entre A=(1,2) y B=(@3, —=2) es M :( 5 5

j=(2,0) como vya

sabiamos.

Actividades propuestas

21. Dados los puntos A = (1,4) y B = (—3, 6) calcula su punto medio:
a. Construyendo el vector que los une.
b. Con la férmula. Comprueba que sale lo mismo.

22. Considera los puntos A = (a4, a,) y B = (by, b,). Demuestra que con las dos maneras de calcular el
punto medio sale lo mismo.

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 5: Geometria Autor: Andrés Garcia Mirantes
LibrosMareaVerde.tk res: José Luis Lorente Aragdn y Luis Carlos Vidal
www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Geometria

Actividad resuelta

* Calcula el dngulo entre las rectas v = {x +y = 2} y la recta S que pasa por el punto A =
(=1, 1) y tiene pendiente 2.

Solucion:

Lo primero, vamos a calcular la recta S. Ya que nos dan la pendiente, podemos aplicar la ecuacion
punto-pendiente para obtener: y — 1 = 2[x — (—1)].

. . y—-1 x+1
Necesitamos un vector de la recta. Pasamos a forma continua, que es: T =T o, reordenando
X+1 y-1 . . .
- "5 Un vector de la recta es (1, 2). Recuerda que si m es la pendiente, un vector director es

SIEMPRE (1, m).

Y ahora, un vector de la otra recta. Hay muchas maneras de hacerlo, vamos a calcularlo obteniendo dos
puntos. Es claro que (1, 1) € r, (2, 0) € r. El vector que los une es (—1, 1) que serad por tanto un
vector director de la recta.

Mds sencillo es usar que Ax + By —2 = 0 tiene como vector ortogonal (A,B) y, por tanto, como vector
directora (- B,A)= (-1, 1). O bien calculando la pendiente despejando: y = —x + 2.

En cualquier caso, ahora basta calcular el angulo entre los vectores con la formula:

1, 2)-(-1, 1) —1+2 1
cosa = = > cosa =
V2

1
ILDIIC-1, DI~ VIZ+2Z/(-D)2+12 V5 =

Haciendo el arco coseno, obtenemos arc cos (i) = 1.25 rad = 71.565°. Observa que el angulo entre

V6
dos rectas es siempre menor de 90°, por lo que siempre conviene tomar el coseno positivo.

Actividades propuestas

23. Calcula una recta perpendicular a r = x + 2y = 5 que pase por (2,0). Exprésala al menos en tres
formas y dibujala.

24. Sean las rectas I = {?ijjﬂ y s = 2x + y = 2. Estudia su posicidn relativa y calcula sus puntos
de corte si los hubiera.
25. Consideremos larectar = (1,3) + A(1,—-2).
a. Calcula su pendiente.
b. ¢Pertenece el punto (2,2) alarecta? ¢Y el punto (0, —2)?
c. Da al menos tres puntos de la recta.

d. Dibuja la recta.
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Geometria

Distancia de un punto a una recta

En primer lugar vamos a definir lo que es:

La distancia entre un punto y una recta es la minima distancia que hay entre el punto y cualquiera de
los puntos de la recta. Si P es el punto y r es la recta se representa por d(P, r).

Es decir, dada una recta r y un punto exterior a ella P, la distancia del punto a la recta es:
d(P, r) = min{d(P, Q):Q €r}

Este es un problema que ya se puede hacer con lo que sabes. De modo que
vamos a exponerlo de una manera un poco diferente del resto. En primer lugar,
vamos a resolverlo con lo que ya sabes y después, como es un problema
importante, vamos a deducir una férmula para hacerlo directamente.
Naturalmente, tu puedes resolverlo cdmo quieras. Lo Unico previo que vamos a
notar es una propiedad que resulta bastante obvia intuitivamente.

Dada una recta r y un punto exterior a ella P, el punto Q de minima distancia es
—

el que cumple que el vector PQ es perpendicular a la recta.

Actividad resuelta

% Calcula la distancia entre el punto P = (1, —2) y la recta r = {(x, y)=(-2,2)+k (4,——>2)} .

Lo que debemos calcular es el punto Q. De modo que calculamos la recta perpendicular a r que pasa
por P (la vamos a llamar s por ponerle un nombre). Su interseccion con r sera el punto Q.

X—1 +2
El vector perpendicular a (4, —2) ya sabes que es (2, 4). Asi pues, la recta es S E{T:yT}
puesto que pasa por Py tiene a (2, 4) como vector director. Para hacer la interseccién necesitamos a r
) _ . X+2 y-=-2
en una forma con X e y. Lo mas sencillo es pasarla a forma continua, que resulta ser I = T = —2

. Para calcular Q, resolvemos el sistema:

X=1 y+2
7 4 4x—-4=2y+4 4x -2y =8
= = .
X+2 y-2 —-2X—-4=4y-8 -2X—-4y=-4
4 -2

Resolvemos el sistema multiplicando la segunda ecuacién por 2:

4x -2y =28 4x -2y =8 4x -2y =28
= = =>-10y=0=>y=0=>x=2
2(-2x—4y=—-4) " |-4x-8y=-8 ~10y =0

El punto Q es, por tanto, (2, 0). Basta calcular la distancia entre P y Q, distancia entre dos puntos que
ya conoces:

d(P,Q) =d[(1, —2),(2, 0)] =1 —2)2 + (-2—-0)% = /(-1)2 + 22 = /5 ~ 2.24.

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 5: Geometria Autor: Andrés Garcia Mirantes
LibrosMareaVerde.tk res: José Luis Lorente Aragdn y Luis Carlos Vidal
www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Geometria

Férmula general para la distancia de un punto a una recta

Ya hemos visto que el problema se puede resolver con los conocimientos que ya tienes. Vamos a dar la
formula general, su demostracién la veremos en el apéndice II.

La distancia entre un punto P =(X,,Y,) y una recta r = {Ax + By + C = 0} se calcula:

_|Ax0+By0+C|
o

Actividad resuelta

4 Calcula la distancia entre el punto P = (1,—2) y la recta r = {(x, y)=(-2.2)+k (4,——>2)} .

Solucion:

X+2 y-2
-2

Multiplicando en cruz es —2x—4=4y—-8= —2x—4y+4=0. Para dejarlo mas bonito,

multiplicamos por (— 1), si bien este paso no es necesario. Obtenemos al final que la ecuacién implicita

de la recta es:

Debemos pasar la recta a forma implicita. En forma continua (ya lo habiamos visto) es

2x +4y—4=0.

Aplicamos sin mas la férmula:

4P |Ax0+By0+C| |2-1+4-(—2)—4| |—1o| 10 1045 VB~ 224
"r' = = = = = ~
VAZ + B2 V22 + 42 V20l 2v5 2°5

Una vez mas, el resultado es el mismo.

Observa que esta formula NO calcula el punto de minima distancia. Si lo necesitaramos, no habria mas
remedio que utilizar el método anterior.
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Geometria

Punto simétrico

Este es un concepto que aparece mucho en Geometria. Punto simétrico es la imagen
en el espejo. Mds concretamente, el “espejo” es una recta. La definicion formal es la
que sigue.

Dada una recta r y un punto P exterior a ella el simétrico, P’, es un punto situado a la

misma distancia de la recta y de forma que el vector PP’ perpendicular a la recta.

El punto P’ simétrico de P respecto a la recta r es igual a P’ = Q+PQ siendo Q el
punto de r de minima distancia a P.

Actividad resuelta
—
# Calcula el punto simétrico de P = (1, —2) respecto a la recta r = {(x, y)=(-2,2)+k(4,- 2)} .

Solucion:

Ya habiamos calculado el punto Q, que era (2, 0). Asi pues, P_Cj = (2, 0)—(1, —2): (1,42) El simétrico es,
por tanto, P’ = Q+P—Q = (2, 0)+(1, 2) =(3,2).

Actividades propuestas

26. Suponte que la distancia de un punto a una recta es 0. {Qué significa ese resultado? Aplicalo a la
recta 2x —y = 1yel punto (2, 3).

27. Considera la recta X+2y =3 y el punto A = (2, 3). Calcula el punto Q de minima distancia y el
simétrico de A respecto de la recta.

28. Calcula la distancia al origen de las rectas que se indican.

X
a. 2x+y=3 b. (x,y)=(1,-2)+A(2,-1) ¢ y=3
29. Calcula la distancia del punto (1, 2) a las rectas que se indican.
X=1-1 x—1 -3
a. X+3y=4 b. c.—=y— d.y—2:4(x+1)
y=2+24 2 -1

30. Una recta pasa por el punto (3, 1) y forma con los semiejes positivos un tridngulo de area seis
unidades. Calcula dicha recta.

31. Calcula el punto de simétrico de A = (1, 2) respecto a larectay = 3.

32. Consideremos un pentagono irregular ABCDE formado por los puntos
A=(-2,3),B=(1,4),C=(3,3),D=(2,2)yE=(-1, 1).
Dibujalo y calcula su area [Te recomendamos dividirlo en figuras mas manejables].

33. Consideremos un cuadrado ABCD. El punto A es (1, 2) y los puntos B y C estan sobre la recta

y —X=3. Calcula los cuatro vértices del cuadrado y su area.
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Geometria

2.5. Traslaciones

Muchos lugares geométricos tienen ecuaciones bastante mads sencillas si los expresamos centrados en
el origen de coordenadas. Para ello, vamos a ver cdmo mover los lugares geométricos.

'

. . X'=
Si queremos transformar el punto (xo,yo) en el origen de coordenadas se hace { '
Y=Y-Y,
modo la nueva ecuacién aparece centrada en el origen. En otras palabras, se usa la tabla:

- X
% yde este

Coordenadas antiguas Coordenadas nuevas
Punto (X, Yo) (0,0)
Primera coordenada X x' =x—x,
Segunda coordenada y Yy =y-=y

Esta transformacidén se puede hacer en un sentido o en el otro.

Actividad resuelta
% Dada la recta 2y + x = 3 trasldadala para que pase por el origen de coordenadas.
% Calcular la recta con pendiente 2 que pase por el punto (1, 2)

Solucion:

1. Basta ponerlo junto. Hacemos en 2y + (x — 3) = 0 el cambio { la recta se transforma en

2y'+x'=0, recta que, en efecto, pasa por el rigen de coordenadas.

2. Lo que vamos a hacer es la transformacidn inversa. La recta con pendiente 2 que pasa por el origen
X'=X-1
es obviamente Yy'=2X'. El cambio es ahora { ' 5 por lo que sustituyendo obtenemos la
y=y-
ecuacién y — 2 = 2(x — 1). No por casualidad es la ecuacidn punto-pendiente, la ecuacion punto
pendiente SIEMPRE puede deducirse asi.

Puede parecerte que las traslaciones no sirven de gran cosa, poco nos han arreglado los problemas.
Pero es que las rectas son lugares geométricos muy sencillos, en cuanto veamos alguno mas
complicado veremos su gran utilidad.

2.6. Mediatriz y bisectriz

Un ejemplo de lugar geométrico que ya conoces es el de las mediatrices y las bisectrices. Con lo que ya
sabes, puedes resolver todos los problemas en los que aparezcan. Pero vamos a insistir en su definicion
como lugar geométrico.

La mediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico de los puntos, X(X, y), que equidistan de los
extremos del segmento. Es decir:

d(X, A) =d(X, B).
Vamos a comenzar con un ejemplo:
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Actividad resuelta

+ Dado el segmento de extremos A = (1, 1) y B = (5, 3) determina la ecuacion de su mediatriz.

Solucion
Debemos imponer: d(X, A) = d(X, B), siendo X = (X, ).
d(X, A)=/(x — D2+ (y — 1)2.
d(X, B) =+/(x — 5)2 + (v — 3)2. Igualamos:
Ja-D2+ @ -D?={/(x -5+ -3)2

Elevamos al cuadrado:
X=D* +(y=D* = (x=3)* +(y—3)°.
Desarrollamos y simplificamos:
X2 =2X+1+y> =2y +1 = X —10X+25+y? =6y +9 —> 8x+4y—32=0—>4x+2y—16=0
En efecto, ies la ecuacidén de una recta! A pesar de los términos en cuadrado que nos aparecian.

Ya sabemos que un vector perpendicular a dicha recta nos lo dan los coeficientes: (4, 2), que en efecto

son las componentes del vector AB = (5-1,3-1)=(4, 2), que es perpendicular a la recta. Sabemos
145 1+3

también que debe pasar por el punto medio del segmento: M =( D)

J: (3,2) . En efecto (3, 2)

es un punto de larecta pues: 4-3+2:2=12+4=16.
Por tanto, también puedes calcular la ecuacién de la mediatriz como

Mediatriz de un segmento es la recta que pasa por el punto medio y es perpendicular al segmento.

En general

La ecuacién de la mediatriz del segmento AB, con A= (a3, az) y B = (b, b2) es por tanto:

d(X, A) =d(X, B)
Jx=a)? +(y-a,)* = J(x=b)? +(y—b,)* .
(X_a1)2 +(y—a2)2 = (X_b1)2 +(y_b2)2-

x> —2a,x+a, +y>-2a,y+a,” = x> —2bx+b’+y> -2b,y+b,> -

No te aprendas esta ecuacion. Unicamente observa que es una recta perpendicular al segmento.
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Geometria

Bisectriz

La bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de los puntos, X (X, ¥), que equidistan de los lados del
angulo. Si el angulo esta formado por las rectas r y s, la definicion nos dice:

d(X, r) = d(X, s).
Vamos a comenzar con un ejemplo:
Actividad resuelta

% Dadas las rectas r: 3X + 4y = 1, y s: 4X + 3y = 5, determina la ecuacion de su bisectriz (o
bisectrices).

Solucion

Debemos imponer: d(X, r) = d(X, s), siendo X = (X, y).

3x+4y—1| 3+ 4y -1 |4x+3y | |4x +3y —5|
d(X,r | = d(X,s =
v R S N e R
Al quitar los valores absolutos tenemos dos soluciones posibles:

1) 3x+4y—1=4x+3y-5 - X+y+4=0

2) 3x+4y—-1=—(4x+3y-5) - TX+7y—-6=0

Observa que hemos obtenido dos bisectrices, ya que dos rectas forman cuatro angulos iguales dos a
dos, que son dos rectas perpendiculares, y en este caso particular paralelas a las bisectrices de los
cuadrantes.

Actividades propuestas
34. Determina las mediatrices de los segmentos de extremos A y B. Represéntalo graficamente.
A=(2,7)yB=(6,3) b.A=(-3,5)yB=(0,-3) c.A=(-1,0)yB=(7,-4)
35. Determina las mediatrices de los segmentos de extremos A y B. Represéntalo graficamente.
A=(0,7)yB=(0, 3) b.A=(-3,0)yB=(6,0) c.A=(-5,0)yB=(0,-5)
36. Determina las bisectrices de las rectas r y s. Represéntalo graficamente.
a.r:x+2y-5=0ys:2x-y-8=0 b.r:3x+5y—-2=0ys:4x-6y—-1=0
37. Determina las bisectrices de las rectas r y s. Represéntalo graficamente.
a.r:x=0ys:y=0 b.r:x+y=0ys:x-y=0

38. Dado el tridngulo de vértices ABC, siendo A= (0, 0), B=(6,0)y C = (4, 4), determina las ecuaciones
de:

a. Sus mediatrices y las coordenadas del circuncentro

b. Sus bisectrices y las coordenadas del incentro

c. Susalturasy las coordenadas del ortocentro

d. Sus medianasy las coordenadas del baricentro
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3. CONICAS

Vamos a continuar con lugares geométricos un poco mas complicados, los que vienen dados por
ecuaciones de segundo grado (en X e Yy). Estos lugares de llaman cdnicas porque se pueden obtener
cortando un cono por un plano.

3.1. Circunferencias y elipses
Empecemos con uno que deberia resultarte familiar, la circunferencia.

Dado un punto cualquiera P = (pl, pz), llamado centro, y una distancia r llamada radio, una
circunferencia es el lugar geométrico de los puntos que estan a distancia r de P.

Esta definicion deberia sonarte al menos un poco, quizds de manera un poco menos formal. Antes ya
habiamos visto que un lugar geométrico debe venir dado por una ecuacidn, asi que vamos a calcular la
ecuacion de la circunferencia.

¢Cudndo un punto (x, y) pertenece a la circunferencia? Pues cuando estd a distancia r de (pl, pz). Lo
Unico que tenemos que hacer es insertar la formula de la distancia.

d[(x.y).(p,. s )] =T significa {(x—p, ) +(y—p,)* =1 = (x—p,V +(y-p,) =1

Una circunferencia de centro (p,,p,) y radio r tiene por ecuacién (X— pl)2 +(y— pz)2 =r’. Esta

ecuacion a veces se llama ecuacion candnica o ecuacion reducida.

Propiedades de la circunferencia e }
/ I\
1. Sise toman dos puntos en una circunferencia, su mediatriz pasa por el centro. =}
'-.\ ,l'
/...,—- == x\\
2. Sitomamos un punto A en una circunferencia, la tangente a la circunferencia por / _
ese punto es perpendicular al radio que le corresponde. ‘ ,,_.,--f"/ I\
N x
b 3 b

3. Conocidos tres puntos de la circunferencia podemos calcular la misma (su centro es el circuncentro
del tridngulo que forman).

Actividad resuelta

+ Calcula la circunferencia que pasa por los puntos:
A=(, 1),B=(3, 3),c=(-3, 3)
Solucion:
Sabemos que el centro estad sobre todas las mediatrices. Asi
pues, calculemos la mediatriz del segmento AB y la de AC

(podria hacerse también con BC) y el punto de corte es el
centro.
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Se tiene AB = (2, 2) y su punto medio es:
—
A+2AB=(1, D+ (1, D= (2, 2).
X=2 y-2

-2 2

Un vector perpendicular a AB es (— 2,2). Con ese vector director, la recta es

Simplificando x — 2 = (—1)(y — 2) = x = 4 — y. Llamemos a a esta recta.

De modo andlogo, la otra mediatriz es la recta que pasa por el punto medio de (— 3, 3) y (1, 1): (-1,2),y
cuyo vector director es perpendicular a BC = (— 4, 2). Puedes comprobar que debe ser la recta
X+1 y-2

—— =-—— queresultaser y=2x+4
2 4 ¢ y

X=4-y

obtenemos el centro, que es el punto (O, 4). Para calcular el radio,
y=2Xx+4

Resolviendo el sistema {

basta calcular la distancia a cualquiera de sus puntos. Por ejemplo, r = d[(0, 4),(1, 1)] que nos da
r= \/(O —1)2 4+ (4 —1)2 = +/10. La circunferencia es pues:

(x—0)2+y—-4)?= (\/E)Z o, lo que es lo mismo x* +(y—4)2 =10.

Es facil comprobar que los puntos A, By C cumplen la ecuacién.

Como reconocer una circunferencia

Suponte que nos dan una ecuacién del tipo 2x2? + 2y%2 — 8x + 4y = 0 y nos preguntan a qué lugar
geométrico corresponde. Debemos intentar que se parezca a algo conocido. Para ello, seguimos el
siguiente método.

1. Dividimos por el coeficiente comun de x2 e y? (si el coeficiente no es comun se trata de otro
lugar geométrico): x2 + y2 —4x+ 2y =0

2. Completamos los cuadrados para que quede (x—x0)%+ (Y —y,)?+A4A=0:
(X=2)* +(y+1)* —4-1=0
3. Pasamos el numero “A” al otro término, siendo —A el radio al cuadrado (obviamente ha de

ser positivo si no es una circunferencia compleja, es decir noreal): (x —2)2 + (y + 1)2 =5

Vamos a hacerlo con mas detalle:

Actividad resuelta

#+ La ecuacién 2x% + 2y? —8x + 4y = 0 representa una circunferencia. Calcula su ecuacion
canonica, centro y radio.

Solucion:
Lo primero, dividimos por 2. De este modo obtenemos x? + y? — 4x + 2y = 0.

Ahora, al agrupar “X”, se tiene x2 —4x. Si queremos que sea un cuadrado de la forma

2 .
(x—a) = x> —2ax+a’ es claro que tenemos que tomar a = 2. Por tanto, tenemos la igualdad:
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X2 —4x =x?>—4x+22-22=(x-2)>—-4
De la misma manera Y~ +2y :(y+1)2 -1.
Sustituyendo 0=X> +y* —4x+2y = (X—2)2 —4+(y+1)2 —1 de donde la ecuacion es:
(x=2) +(y+1)* =5.
Arreglandola un poco, tenemos la ecuacion candnica:

2
(x=2F +[y- (1 =(5).
El centro es, por tanto (2, - 1) y el radio es /5
Todo este método supone que los coeficientes de X* e y? son iguales. ¢Qué pasa si no lo son? Pues
entonces no tenemos una circunferencia sino otra figura. Es la que vamos a estudiar ahora.

Hemos visto ya que la recta viene dada por ecuaciones de primer grado del tipo AX+By+C =0.

También hemos notado que, con ecuaciones de segundo grado con los coeficientes iguales y sin
término en xy, como 4x2 + 4y? + 8x + 12y — 12 = 0 obtenemos circunferencias.

La elipse
Vamos ahora a ver qué pasa con el caso general de segundo grado, Ax’ +By’+Cx+Dy+E =0
cuando el signo de Ay el de B son iguales.

Antes de nada vamos a hacer un caso sencillo. Pensemos un momento en la ecuacion x* + y* =27, que
es una circunferencia centrada en el origen y de radio 2.

2 2
Podemos exprésala como (gj + [lj =1.

Esta circunferencia pasa por (2, 0), (0, 2), (-2, 0) y (0, =2). ¢Y si cambiamos uno de los doses, por

2 2
ejemplo, por un tres?: (g} +(lj =1. Pues tenemos una figura que pasa por (3, 0), (0, 2), (-3,0) y

2
(0, —2). Una especie de circunferencia deformada cuyo nombre es elipse.
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2 2
En general, (%) + (%) = 1 es circunferencia de radio r. Podemos cambiar r por dos constantesay b

con la Unica restriccidn de que sean positivas.

Dados dos numeros positivos a, b tenemos una elipse (centrada en el origen) con el lugar geométrico

2 2
dado por la ecuacién (Ej +(lj =1.
a b

Una elipse es una especie de circunferencia deformada, con un radio en horizontal y otro en vertical.
Pasa por (a, 0)7 (_aa O)a (07 b)a (Oa _b)

2 2
(—J +(—] =1, es la elipse centrada en el origen, si el centro se situa en (Xo, Yo) tendremos que la

X LRIy (x—XOJ2+(y—yoj2 =1

desp vertical a b

ecuacién genérica de la elipse es:
Y————>Y Y,

Dados dos numeros positivos a, b y un punto (xo, yo) llamado centro, una elipse es el lugar geométrico

a
ecuacion reducida de la elipse.

2 2
dado por la ecuacién o + Y=Y _ 1. Esta ecuacion a veces se llama ecuacidon canodnica o
b

Como reconocer una elipse

En general, cualquier ecuacién del tipo AX2+By2+CX+ Dy+E =0 es una elipse cuando (y sélo
cuando) A y B son no nulos y del mismo signo. Vamos a ver un método para llegar a la ecuacion
candnica.

Si nos dan una ecuacién del tipo 2x? + 5y% — 8x + 4y = 0, siempre que los coeficientes de x? e y?
sean del mismo signo tenemos una elipse. El método es practicamente idéntico al de la circunferencia.

1. Completamos los cuadrados para que quede A(X — X, )2 + B(y— Yo )2 +F=0:

2 4 2 44
Z(X—Z)Z+5(y+§)2—8—§=2(X—2)2+5(y+§)2—?=0

A
2. SiF esnulo es un Unico punto. Si no, dividimos por F para obtener E(X_ X, )2 +E(y— Yo )2 =1

10 22+25( +2) —1
2" v ts) =

2 2 2 2 A
X=Xy Y=Yo | _,. (%22 A . P i
La expresamos como [ : j +( - j =1: («/ﬂ) + - 1. Si F es negativo no hay

25
elipse. A veces se llama elipse imaginaria, pues al sustituir a y b por ai y bi obtenemos una elipse.
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Elementos de una elipse

El estudio general de una elipse nos llevaria demasiado tiempo pero si vamos a dar unas pinceladas.
Nos vamos a limitar a la forma candnica, porque todas las caracteristicas ya estan en ella. La elipse
general puede estudiarse simplemente transformando los elementos.

, . L X
Asi pues, vamos a ello. La elipse en forma candnica es (—J +(—j =1 y vamos a tomar a>Db

(observa que si @ = b es una circunferencia). Si fuera a<b seria lo mismo, pero en vertical (es decir,
todos los elementos girados 90°).

En primer lugar, si bien consideramos que la definicion que hemos dado de una elipse es la mas
intuitiva, no es la definicion clasica. La definicion tradicional es la siguiente:

Dados dos puntos F; y F2 llamados focos, una elipse es el lugar geométrico de los puntos P cuya suma
de distancias a los focos es constante. En simbolos:

d(P, F1) + d(P, F2) =2a

Tal y como estd expuesta, no se parece mucho a la definicién que hemos dado. Vamos a avanzar un
poco mas en esta nueva definicién.

En primer lugar, ¢donde estan los focos? O, en otras palabras, si los colocamos en los puntos
F = (— c, 0) y F, = (c, 0) para que sea mdas comodo, ¢donde queda la elipse? Lo siguiente son ideas
intuitivas, la demostracion rigurosa la puedes encontrar en el apéndice |ll.

Lo primero, parece natural suponer (al menos como primera hipdtesis) que el centro de la elipse sera el
F+F

punto medio de sus focos, es decir % Siestan en (~c,0) yen (c,0) el centro es el origen.

Lo siguiente que notamos es que, si a>C el punto (a, O) pertenece a la elipse pues

d((a, 0),(c, 0))=a—c entantoque d((a,0),(~c,0))=a+c.

De este modo d((a, 0),F,)+d((a,0),F,)=a-c+a+c=2a.

202
Si esos puntos estan, eso ya nos sugiere que la elipse serd _2+F =1. Nos falta sélo calcular la relacién
a

entre by . Esto puede hacerse graficamente.

Teorema de Pitdgoras de la elipse: los valores de a, b y ¢ estan relacionados entre si mediante la
siguiente expresion:

a’=b*+c?
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Demostracion:
Aplicamos la definicidn de la elipse en cualquiera de los puntos B o B’:
d(F, B)+d(F’, B)=2a — d(F, B)=a

Se forma un triangulo rectangulo donde los catetos valen b
y Cy la hipotenusa a.

Sabemos que el punto (0,b) esta en la elipse. Por tanto, la
suma de sus distancias a los focos es 2a. Calculémoslas:

JO=0)2+ (b—0)2+/[0—(=c)]? + (b — 0)2 = 2a.

De ahi se deduce inmediatamente:

2vc? +b? =2a o, lo que es lo mismo, ¢* =a* —b?.

2 2

y

. . X .
Por tanto, si tenemos una elipse —-+-— =1, sus focos estan en los puntos:

(—VaZ =%, 0)y (VaZ = bZ, 0).
Recapitulemos:

1. La elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos
llamados focos es constante.

2. Sillamamos 2a a esa constante, (—c, 0) y (c,0) a los focos y definimos b> =a* —c? entonces la
2 2

elipse tiene por ecuacion —-+ Yo 1.
a

b2

3. Observa, a>=b?+c?. (No te recuerda al teorema de
Pitdgoras, donde a es la hipotenusa y by ¢ los catetos?

En el dibujo que mostramos a continuacion, puedes ver una elipse
donde hemos dibujado sus focos y el significado de las distancias
a,byc.

Una ultima cuestion es un parametro llamado excentricidad que vamos a pasar a definir ahora, junto
con la distancia focal.

2 2 P -
Dada una elipse (ij +(%j =1, se llama distancia focal a la / A
a
(

Foco Foca

distancia entre los dos focos, es decir 2C.

X C
Se llama excentricidad al cociente — y se suele representar con la \
a e =l
letra e.
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Algunas notas sobre la excentricidad y la distancia focal:

. o , ¢ +a>-b’ b?
1. Laexcentricidad de una elipse siempre esta entreOy 1, pueses —=——=,/1-—
a a a
2. El O puede alcanzarse, corresponde a distancia focal 0. En tal caso los dos focos coinciden con el
centro de la elipse y la elipse es una circunferencia. Se cumple C=0y a = b.
3. El 1 no puede alcanzarse sin cambiar la definicién. Realmente, se aproxima a una curva que
veremos después y que ya has estudiado en cursos anteriores, una parabola.
4. Cuanto mas pequefia sea la excentricidad, mas se aproxima la elipse a una circunferencia.

Cuanto mds grande sea (sin llegar a 1) mas ovalada se vuelve.

En el dibujo puedes ver cuatro elipses con el mismo pardmetro b. Las llamamos a, b, ¢ y d. Sus focos son
A paralaa, Bi1yB; paralab, etc.yalir variando ¢, sus excentricidades son, respectivamente:

3 5
~ 0.83 Yy \/ﬁ

= ~ (0.93.

0, = ~ 0.45,
5

e

= e
e
/-

/

[ o
s 4

Observa cémo la inicial es una circunferencia y la figura se
vuelve cada vez mas ovalada, con los focos mas cerca del
borde.

Actividades propuestas

39. Una elipse tiene focos en (1, 2) y en (5, 2) y pasa por el punto (0, 2). Calcula

¢Cuanto vale su excentricidad?

40. Calcula todos los elementos de las elipses siguientes y dibujalas.

2 2
(X ;22) + (yzl) =1

b. 4x%2 +9y2 —8x =0
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3.2. Hipérbolas

El siguiente caso es Ax’> + By’ +Cx + Dy + E =0 con Ay B de distinto signo. Como antes, vamos a

analizar primero la ecuacidn candnica. Es practicamente igual que la elipse (en cuanto a desarrollo, el
dibujo es TOTALMENTE distinto) de modo que vamos a ir mas rapido.

2
y

2
X , . .
Centrada en el origen, la elipse es (—j +(Bj =1. La hipérbola aparece simplemente cambiando el
a

BRO

Dados dos niumeros positivos a, b una hipérbola (centrada en el origen) es el lugar geométrico dado por
y

2 2
la ecuacion (—j —(Ej =1. Esta ecuacion a veces se llama ecuacidon candnica o ecuacion reducida.
a

signo, es decir:

¢Y qué es esta figura? Para verlo, vamos a dibujar una con valores concretos. Tomamos dos valores
simples cualesquiera, por ejemplo a = 2, b = 3 (por ninguna razén especial). Vamos pues a dibujar,

X 2 y 2
pues | —| —| = | =1
(2j (3j
Para ello, vamos a despejar la y. Esto es sencillo:

2 2 2 2 2 2 2 2
HEE =1jx__y_=1:>_y_=1_x_:>yz=9(X__1j:>y=i 5% 1.
4 9 9 4 4

2 2
y=i3W/1—XT o, en general y :ibwfl—%,

En primer lugar, no tenemos una funcién sino dos, la raiz positiva y la negativa. Vamos a dibujar la

2
X ,
primera Yy = 31/1 _T , la otra la obtendremos por simetria.

Lo primero que debemos notar es que, puesto que no se pueden calcular raices negativas, hay valores
2

para los que la funcidn no estd definida. Resolviendo la inecuacion 1—720 obtenemos

En resumen, tenemos:

x € (—o0, —2]U[2, + ), el dominio de la funcién. Es facil notar que es simétrica. Para dibujarla vamos
a dar valores:

X -2 2 3 -3 4 -4

, 2
y=3 XT_I 0 0 3.354 | 3.354 | 5.196 | 5.196

Su grafica es, por tanto:

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 5: Geometria Autor: Andrés Garcia Mirantes
LibrosMareaVerde.tk res: José Luis Lorente Aragdn y Luis Carlos Vidal
www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

|

Textos Marea Verde




Geometria

s s i 3 -2 i1 o 1

¢Y qué ocurre con la parte de abajo? Pues es lo mismo por
simetria. Vamos a hacer el dibujo completo, visto con ejes mas 5
grandes (“desde mas lejos”):

Wid-yig=1

Ecuacidn general o

1 2 1 2
Al igual que antes, si la hipérbola (ij —(%j =1 representa
a

la ecuacion con centro en el origen, para el caso mas general con centro en (Xo, Yo)

X desp horiz X — Xo

desp vertical

Y—————>Y =Y

2 2
tendremos la expresion general (X — % j - ( y _byo j =1.
a

Dados dos niimeros positivos a, b y un punto (x,,y,) llamado centro, una hipérbola (horizontal) es el

Y=Y,
b

2
- ., X = X, L
lugar geométrico dado por la ecuacién - =1. Esta ecuacidon a veces se llama
a
ecuacion candnica o ecuacion reducida.

X=X,

2
Observa que, si cambiamos X por Yy en la ecuacidn, tendremos (—y_byOJ _[
a

2
J =1. Esto es una

hipérbola vertical.

Como reconocer una hipérbola

En general, cualquier ecuacion del tipo Ax* + By” + Cx + Dy + E = 0 da una hipérbola cuando (y sélo
cuando) Ay B son no nulos y de signo contrario. El método es el mismo que con la elipse.

1. Completamos los cuadrados para que quede A(X— X, )2 - B(y =Y )2 +F=0.

, , . A » B 2
2. Si F es nulo son dos rectas. Si no, dividimos por F para obtener E(X_ XO) —E(y— yo) =1

, . A , " (X=X, y—v, ) :
3. Dependiendo de si = es negativo o positivo sera - =1 o bien en
a

b
ey ) o2
vertical ( 0) —[y yoj =—1.
a b
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Elementos de una hipérbola

Como antes, el estudio general nos llevaria demasiado tiempo, asi que nos limitaremos a dar unas
pequeiias pinceladas. Como con la elipse, también nos limitaremos a la forma candnica pues en ella ya
aparecen todas las caracteristicas. Haremos después algin ejemplo del caso general, que se obtiene
transformando los elementos.

y

.. . . X
La forma candnica de la hipérbola con centro en el origen es (—]—(—J =1, en este caso no es
a

necesario que un parametro sea mayor que otro, basta con que ay b sean positivos.
Una vez mas, la definicién que hemos usado no es la clasica. La definicion usual es la que sigue.

Dados dos puntos F; y F> llamados focos, una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P cuya
diferencia de distancias a los focos, en valor absoluto, es constante. En simbolos:

|d(P, F1) — d(P, F2)| = 2a

Una vez mas, aparentemente no tiene nada qué ver con la definicion que habiamos dado. La
demostracidon rigurosa de que coinciden estd en el apéndice lll, lo que vamos a ver son algunas
cuestiones intuitivas.

Colocamos los focos en los puntos F, E(—C, 0) y F, E(c, 0), con lo que suponemos (en primera
hipétesis) que el centro esta en el origen.

Observamos que, si a<c el punto (a, 0) pertenece a la hipérbola. Esto es un poco mds complicado
que en el otro caso.

d((a, 0),(C, 0)):|a—c|:c—a pues en este caso c>a. A su vez d((a, 0),(~c,0))=a+c. Restando,
tenemos |d((a, 0),(—c, 0)) —d((a, 0),(c, 0))| =lc+a—(c—a)| = |2a| = 2a.

De la misma manera, el punto (— a, O) pertenece a la hipérbola. Una pregunta que puedes hacerte es
épor qué antes, en la elipse, es a>c y ahora es a<c? Si intentaramos hacerlo al revés, se obtendria
gue no hay ningun punto.

2 2

., , X , .,

Como (a, 0) y (—a, 0) pertenecen la hipérbola sera —2—2)/—2:1. Nos falta sdlo calcular la relacién
a

entre by c. En este caso no la vamos a hacer porque es mucho mas complicado. Pero en el apéndice I,

puedes ver que, partiendo de la definicién, obtenemos la ecuaciéon b> =c®—a’. Ahora ¢ es la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos ay b.

Recapitulemos:

1. La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos
llamados focos es constante.

2. Sillamamos 2a a esa constante, (—c, 0) y (c,0) a los focos y definimos b> =c* —a* entonces el
2 2

resultado tiene por ecuacién LN S 1.

a> b’
La demostracién de este hecho, usando sélo la definicion, puedes verla en el apéndice Ill.
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Geometria

Asintotas

2
X

Si despejamos la y, ya hemos visto que obtenemos y = ib1f7—1 . Para valores muy grandes de x, el 1
a

2 2
. . ) /x _ X* b
tiene muy poca influencia y b,/— -1 es muy semejante a b,/— =—X. De modo formal, lo que
a a~ a

2

N X b . .

significa es que  limb — —1=—x=0. No te preocupes por esa condicion, la entenderds en este
a

X—00 a

mismo curso cuando estudiemos limites (aunque ya has estudiado esto con el calculo de limites de
sucesiones).

Lo que significa es que para valores muy grandes de X la funcidn se aproxima a la recta. Para verlo,

2
/x 4
vamos a hacer una tabla con b = 4y a = 2. En ese caso, la funcidén es y=4 i —1lylarecta y :EX'

es decir Yy =2X

X 10 100 1000 5000
y=4 XT: -1 19.59592 | 199.95999 | 1999.996 | 9999.999
y = 2X 20 200 2000 10000
RIS EEEE 0.404082 | 0.040004 | 0.004 0.0008
menos funcidn)

Observa que al crecer X la diferencia entre la recta y la hipérbola es cada vez mas pequeiia.

Lo mismo ocurre por el otro lado, con la recta Y =——X. Vamos a ponerle nombre a estas rectas.
a

2 2

o X b b )
Dada una hipérbola LN 1, lasrectas Yy =—X, Y =——X se llaman asintotas.
a’ b’ a a

Una imagen vale mas que mil palabras, asi que vamos a ver un dibujo de una hipérbola con sus focos y
asintotas, desde cerca y desde lejos:

-10 10 20

Como antes, la excentricidad la definimos al final. Es similar a la elipse, pero ahora es mayor que uno.

Autor: Andrés Garcia Mirantes
res: José Luis Lorente Aragdn y Luis Carlos Vidal
Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF
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Geometria

2 2
Dada una hipérbola (—) —(%) =1, se llama distancia focal a |la distancia entre los dos focos, es decir
a

. . . C
2C. Se llama excentricidad al cociente — y se suele representar con la letra e.
a

Algunas notas sobre la excentricidad y la distancia focal:

- o . c
1. La excentricidad de una hipérbola es siempre mayor que 1, pues es — =

a a 2

a

T

2. El 1 no puede alcanzarse sin cambiar la definicion. Si fuera uno, la hipérbola seria una recta
horizontal.

3. Cuanto mas pequeiia sea la excentricidad, mas curva es la hipérbola y mas se parece a una recta
horizontal. Cuanto mas grande sea, menos curva se vuelve y mas se parece a dos rectas
verticales paralelas.

En el dibujo puedes ver dos hipérbolas con centro en el origen y que
pasan por (—1, 0) y (1, O) (es decir, @=1). Las llamamos s y t. Sus focos
sonS;ySyparalasyTiyTyparalat.

Observa que, a medida que separamos los focos, la hipérbola se hace
mas vertical. La excentricidad aumenta también,es2enlasy4enlat.

En el limite, si la excentricidad es 1, nos quedamos con la recta horizontal
y = 0 mientras que si se hace muy grande son las dos rectas paralelas

X=1y X=—1. Naturalmente estos valores no pueden alcanzarse.

Actividades propuestas

41. Considera la hipérbola x* — y* + 2y = 0. Calcula:
a. Suecuacion reducida.
b. Sucentroy focos.
c. Sus asintotas.
42. Calcula todos los elementos de las hipérbolas siguientes y dibujalas.

—2V
a. (X+1)2—%=1 b. 4x* —y? -8x+2y =0
43. Una hipérbola horizontal tiene centro en el (1, 2) y excentricidad 2. Sabiendo que pasa por el punto
(4, 2), écual es su ecuacidn? [Pista: el parametro a lo puedes sacar simplemente del dibujo].
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Geometria

3.3. Parabolas

Ahora vamos a suponer que A o B sean 0. Los dos a la vez no pueden ser, puesto que nos quedaria
Cx+ Dy + E =0 que, como bien sabes, es una recta.

Vamos a hacer primero el caso B = 0. El otro es igual y simplemente vamos a ver las conclusiones.

La forma candnica viene de despejar la y. Es simplemente y = ax’. Por razones que veremos mas

1 1 x*
adelante, suele llamarse p =2—, osea, o« =— . De este modo, la pardbolaes ¥ =2—.
a p

2p

Dado un numero p, positivo o negativo, pero no nulo, una parabola (vertical, con vértice en el origen)
2

es el lugar geométrico dado por la ecuacion Yy = 2—

P

Esta ecuacién es una funcién y ya la has estudiado en cursos anteriores y ademas es un poco mas
sencilla, de modo que podemos ir un poco mas deprisa que con la elipse y la hipérbola.

Lo primero que notamos es que, como bien sabes, la parabola no sélo es de la forma y = ax* sino que
tu ya has estudiado algunas del tipo y = ax? + bx + ¢, como funciones. Sabias también que el vértice

estaba en X=—2—. En este capitulo lo estudiamos como lugar geométrico, pero sigue siendo lo
a

mismo.

En primer lugar vamos a estudiarla como las otras cénicas e inmediatamente volveremos a esa
ecuacion. Al igual que en el caso de la elipse y la hipérbola, si es y = ax? y hacemos un cambio de

XO
y =y-Y,
y—y, =alx-x,).

coordenadas tenemos la ecuacién general, que viene dada directamente por

Dado un ndmero p positivo o negativo, pero no nulo y un punto (xo, yo) llamado vértice, una parabola

2

. _ . X—X L

(vertical) es el lugar geométrico dado por la ecuacién y -y, = (2—0) Esta ecuacion a veces se llama
p

ecuacion candnica o ecuacion reducida.

2
. ., . y-y .
Del mismo modo que en la hipérbola, cambiando X e y tenemos X—X, = (2—0), una parabola
horizontal.
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Como reconocer una parabola. La parabola despejada

En general, cualquier ecuacién del tipo Ax? + Cx + Dy + E = 0 da una parabola vertical si D es
distinto de 0. Analogamente, cualquier ecuacién By? + Cx + Dy + E = 0 da una parabola horizontal si
C es no nulo. El método es similar. Vamos a verlo para Ax? + Cx + Dy + E = 0 pues antes hicimos el
estudio para la otra.

1. Completamos el cuadrado de y para que quede A(X— X, )2 +Dy+F =0.

2. Pasamos el primer término al otro lado Dy +F =—A(y -y, ).

3. Dividimos por D y renombramos. Observa que, si D es 0, no es una parabola [veremos en un

2
ejercicio qué es]. y+%=_—A(X—Xo)2 =YY =—(X_X0)

D 2p

El caso que conoces es y =ax?+bx+c o, lo que es lo mismo ax?+bx—y+c=0, que
correspondeaA=a,C=b, D = -1y F = c. Merece la pena hacerlo aparte, para demostrar que el
vértice es lo que ya habias visto en otros cursos.

Queremos poner ax’ +bx como un cuadrado mas algo. Sacamos a factor comun y tenemos:
, b
a X" +—X|{,
a

b 2
Como g gueremos que sea el doble del producto, buscamos (X+—j . Al hacer el cuadrado,

2a

b 2 2 b2

tenemos: a x+—| =ax’ +bx+a—5=ax’ +bx+—
2a 4a 4a

2 2
Es decir, obtenemos la igualdad ax* +bx = a{x +2£j —Z—. Sustituyendo:
a a

2 2
ax2+bx—y+c:0:>a(x+£j —b——y+c:0.

2a 4a
b’ b?
Pasando al otro lado y arreglando un poco: a Xx+—| =y——-—c.
2a 4a
2
b b?
Agrupando es: ajx—|-——|| =y-|—+c|.
2a 4a
. b 1 b2 g
Puedes comprobar facilmente que llamando X, =——, P=— e y, = —+ ¢ es la ecuacién de la
2a 2a 4a
pardbola.
- . b )
Por tanto, el vértice esta en X, =———, como ya sabias.
2a
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Geometria

Elementos de una parabola

Al igual que en las dos cdnicas anteriores, la definicidn que te hemos dado no es la clasica. La definicion
usual es la que sigue.

Dado un punto F llamado foco, y una recta r llamada directriz, una pardbola es el lugar geométrico de
los puntos P que tienen la misma distancia al foco que a la directriz. En simbolos:

d(P, F)=d(P, r)

Como siempre aparentemente no tiene nada qué ver con la definicién que habiamos dado. Pero en este
caso, consideramos que la demostracién del hecho es lo bastante sencilla para hacerla aqui.

La pardbola son los puntos que equidistan de una recta y de un foco. Una manera sencilla de demostrar
la ecuacion es tomar la recta como r = {y = 0} y el foco como el punto (0, p). Luego veremos cémo
transformarlo.

Dado un punto (x,y) con Y > 0, su distancia a la recta r = {y = 0} es obviamente y (si fuera negativo

seria —y y en cualquier caso |y| ).

2
La distancia entre los puntos (x,y) y (0, p) es x2+(y—p) . Planteando la ecuacién queda

1/X2 +(y— p)2 =M. Elevando al cuadrado resulta X +(y— p)2 = y2 (date cuenta que es la misma

ecuacion para valores positivos y negativos de y).

Basta arreglarlo un poco:
x* +y? —2py +p® =y® = 2py =x* +p°

o, lo que es lo mismo

Esto es claramente una parabola.

Ahora bien, no es una ecuacion reducida como en los otros casos. ¢{Podemos poner una ecuacién
reducida? Si, podemos, pero a costa de redefinir la recta y hacerlo menos intuitivo.

Despejando la x* tenemos Zp(y—gj =X,

X
Definiendo Y'= y—g tenemos la ecuacién reducida 2py’ = x2? o y'=2—

oy’ = ax?.
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Geometria

Como siempre, recapitulemos:

1. La pardbola es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto llamado foco y una
recta llamada directriz.

2. Haciendo cambios de coordenadas la parabola acaba siendo de la forma y = ax”. Si definimos
p =2— entonces p es la distancia entre el foco y la directriz.
o

2
3. Enla ecuaciéon ¥y =2—, p puede ser positivo (y la parabola tiene ramas hacia arriba) o negativo
p

(y la parabola tiene ramas hacia abajo). Cuanto mas cercano esté a 0, mas plana es la parabola y

cuanto mas lejano, mas apuntada.

Mostramos a continuacién varias parabolas, con diferentes valores de p. A la izquierda, solo la parabola
y a la derecha dos parabolas ay b con focos (en Ay B) y directrices.

T
0.5

Actividades propuestas

44. E| vértice de una parabola vertical con las ramas hacia arriba es el punto (2, —1). Sabiendo que pasa
por el punto (1, 0) escribe la ecuacién de la parabola, dibdjala y calcula su foco.

45. |dentifica las figuras y dibujalas calculando su foco o focos.
x+1) -1

9 4
46. Identifica las figuras y dibdjalas. En el caso de la hipérbola, calcula sus asintotas.

a.2y?+3x=0

2 2 2 2
(x+1)°  (y-1) (x=1° y
. + =1 b2 -L =1
9 4 16 9
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Geometria

3.4. Conicas generales

En este epigrafe vamos a generalizar un poco el concepto de cénica. Te habras fijado en que todas las
conicas que hemos visto aparecen en horizontal o en vertical. {Qué ocurre, que no hay elipses en
diagonal? Por supuesto que las hay, pero su estudio es bastante mds complicado y no vamos a poder
demostrar todos los resultados como haciamos antes. Sin embargo, creemos que es interesante que,
incluso sin demostracion, veas cdmo se construirian.

Vamos a empezar por la definicién general de una cénica y de sus ejes.
Una cénica es el lugar geométrico dado por la ecuacién Ax? + By? + Cx + Dy + E + Fxy = 0.
Puede demostrarse (esto si que no lo vamos a hacer) que sélo pueden ser cuatro lugares geométricos:

1. Una elipse, es decir el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
llamados focos es constante. Dichos focos pueden estar en CUALQUIER PARTE.

2. Una hipérbola, es decir el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias, en valor
absoluto, a dos puntos llamados focos es constante. Como antes, los focos pueden estar en
cualquier sitio.

3. Una pardbola, es decir el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto llamado foco es
igual a su distancia a una recta llamada directriz. La Unica restriccidn es que el foco NO esta sobre la
directriz.

4. Un caso degenerado. En Matematicas se llama caso degenerado a una situacién limite. En este
contexto, casos degenerados son un punto (como x? + y? = 0 que da (O, O)), una recta (como

y2 =0 que da la recta y=0) o dos rectas, como x? —y? =0 que da las rectas Xx—y=0,
X+ Y =0. Estos casos no se suelen considerar.

Asi pues, cdénicas no degeneradas son sélo la elipse (considerando la circunferencia como elipse con
focos que coinciden), la hipérbola y la parabola. No se afiaden figuras nuevas al afadir un término en

Xy.

Dicho esto, continuemos con definiciones generales. A partir de ahora, cdnica significa cdnica no
degenerada salvo que digamos especificamente lo contrario.

Elementos de la elipse y la hipérbola generales
Para la elipse y la hipérbola, se definen los siguientes elementos:
1. Eje mayor es la recta que une sus focos.

2. Centro es el punto medio de sus focos.

3. Eje menor es la recta perpendicular al eje mayor que pasa por el centro. En la hipérbola, es habitual
llamar a los ejes mayor y menor, eje real y eje imaginario respectivamente.

4. El parametro C es la mitad de la distancia entre los focos.

5. El parametro a es la mitad de la distancia de referencia. Para la elipse es la mitad de la suma de las
distancias a los focos y para la hipérbola la mitad de la diferencia.

6. El parametro b se define a partir de a y ¢ como b* =a”*—c” en la elipse y b>=c*—a’ en la
hipérbola.
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Geometria

Si hay término en Xy, los ejes pueden ser rectas de cualquier direccidon. El estudio general de estas
coénicas nos llevaria muy lejos de los contenidos de este curso, asi que las dibujaremos con ordenador.
Ejemplo:

5
# Utilizando el programa Geogebra, vamos a Ejen$ 5':““”
dibujar una elipse general. Necesitamos y=ax
dos focos y la distancia 2a. Una manera de
dar estas tres cosas (que es la que usa * 5 ;"“’
Geogebra) es fijar primero los dos focos y : Lontio

poner un punto. Una vez tenemos dos
focos, 2a es la suma de las distancias a ese
punto y ya tenemos todos los elementos.
Geogebra nos calcula la  ecuacion

(2,2)

1 Foco

1

(podriamos hacerla con la definicién, pero 2 B i 5 5
es muy complicado). Vamos sélo a

1
esbozarla.

1122° — 32xy + 112y° — 3842 — 384y =0

Vamos a poner los focos en (1, 1), (3, 3) y a hacerla pasar por el (0, 0). Puedes ver a continuacion el
dibujo que hace Geogebra. La ecuacidn, que también calcula, la mostramos abajo.

Observa que aparece un término en Xy. Esa ecuacion también podriamos haberla deducido de la
definicidn.

En efecto, si un foco estd en (1, 1), el otro en (3, 3) y pasa por el (0, 0) sus distancias respectivas son
VIP+12 =42 y 32 +32 =342,

Por tanto, sumando es 2a = 4+/2

La ecuacién, por definicidn, seria:

\/(x—l)2 +(y-1)° +\/(x—3)2 +(y-3) =412,
No abusaremos de tu paciencia desarrollandola, pero créenos, al final sale la de Geogebra,

112x?% — 32xy + 112y? — 384x — 384y = 0.

Elementos de la parabola general
Para la parabola, se definen:
1. Eje de simetria es la recta que pasa por el foco y es perpendicular a la recta directriz.

2. Vértice es el punto donde la parabola corta al eje de simetria. Es también el punto de la parabola
gue esta mas proximo a la recta directriz.

3. El parametro p es la distancia entre el foco y la recta directriz.

Al igual que en la elipse y la hipérbola, si no hay término en Xy la parabola es vertical o es horizontal. Si
lo hay, entonces el eje de simetria puede ser cualquier recta.

Observa que si hay término en Xy también puede haberlo en x? e y? A LA VEZ.
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Geometria

Ejemplo:
4 Como antes vamos a usar Geogebra para Directriz: y = 2x+1
dibujar, en esta ocasién, una parabola. 2
Pondremos la directrizen y =2x + 1y el
. @ oy 4+ 4y° — 142+ 12y 4+ 9 =0
foco (1, —1), ambas cosas por ninguna x#2y=-1 1 Chdoy Ay - At Ay
. . Eje de simetria
razén en especial. /
0
Con el foco y la directriz, Geogebra ya nos calcula Verte 2 3 4 5
, (0.2, -0.6)

la parabola. Foro: (1 -1)

De este ejemplo podemos sacar un par de
observaciones que son interesantes.

1. En primer lugar, la parabola tiene elemento en x*, en y2 y en xy. Eso es general. Si aparece el
término en Xy, siempre aparecen los dos. Y al revés, si no aparece Xy, entonces o bien falta x* (y la
parabola es horizontal) o bien falta y? (y la parabola es vertical).

2. En segundo lugar, la directriz es y =2x + 1 y el eje de simetria x + 2y = —1. Si calculas los

vectores directores, resultan ser (1, 2)y (2, —1) con lo que, como nos dice la teoria, las dos rectas

son perpendiculares. De hecho, hemos calculado el eje de simetria (con Geogebra) como la recta
perpendicular a la directriz que pasa por el foco.

Como antes, podriamos haber calculado la ecuacion a mano. Si la recta directriz es y = 2x + 1 puede
expresarse como —2x +y —1 = 0.

La distancia de un punto genérico (x, y) a la recta es sustituirlo dividiendo por el médulo del vector de
-2x+y-1

coeficientes: d(P, r) =
(-2) +1°

Por otro lado, la distancia de un punto genérico (X, y) al foco (1, —1) es d(P, F) =\/(X—1)2 +[y—(—1)]2 .

Igualando las dos distancias (y operando un poco) se obtiene

M‘:\/(x—l)z +(y+1) .

NG

Para quitar el valor absoluto y la raiz se eleva al cuadrado.
%(—2x+ y—1) =(x=1)* +(y +1)

Una vez mas, no vamos a abusar de tu paciencia desarrollando esta expresién. Pero te damos nuestra
palabra de que al final queda la parabola de Geogebra:

x2+4xy +4y? —14x+ 12y +9 = 0.
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Actividades propuestas

47. Dibuja con Geogebra o cualquier programa equivalente las siguientes cénicas. En funcidn del dibujo,
clasificalas en elipses, parabolas o hipérbolas.

a. x2+3xy=3 c.x?24+2xy+y2—3y=0 e.x?—2xy—y?>+4=0
b. 2x2+4xy+y?=1 d.3x2—6xy +y2—2x=0 fax?+xy+y?—-2=0

48. Dibuja con Geogebra o un programa equivalente las siguientes elipses y calcula sus ejes mayor y
menor. ¢Serias capaz de calcular su excentricidad? [Pista: hazlo con el ordenador, cortando la elipse
con la recta focal].

a. Una elipse con focos en (1, 3) y en (3, 1), que pasa por el origen.
b. Una elipse con focos en (—1, 0) y en (=5, 2) que pasa por el (-1, 2).

49. Dibuja, con Geogebra o un programa equivalente las siguientes hipérbolas y calcula sus ejes mayor y
menor.

a. Una hipérbola con focos en (1, 3) y en (3, 1) que pasa por el (2, 0).
b. Una hipérbola con focos en (—1, 0) y en (-5, 2) que pasa por el (-1, 2).

50. Dibuja, con Geogebra o un programa equivalente las siguientes parabolas y calcula su eje de
simetria y su vértice.

a. Una pardbola con foco en (1, 3) y recta directrizy = X.

b. Una parabola con foco en (—1, 1) y recta directriz 3x+y = 4.

3.5. La hipérbola equilatera

Sin lugar a dudas, la mayor aplicacién de las cdnicas con ejes girados es la hipérbola equildtera. La
hipérbola equilatera es un caso particular de hipérbola que tiene una ecuacidn muy simple si los ejes los
giramos.

2 2

o . . X
Pero vamos a empezar por el principio. Recuerda que la formula de una hipérbola es —- - z—z =1.
a
X2 y2
Una hipérbola se dice equilatera si a =b. En tal caso, su ecuacion reducida es —t==1.
a‘ a

Ya que estamos viendo cénicas generales, vamos a dar algunas condiciones que se apliquen facilmente
aunque nos aparezca girada. En la hipérbola c? = a? + b2.

Pero si es equildtera entonces a=b por lo que c% = 2a? es decir ¢ =+2a. Y si calculamos la
C \/Ea \/_
— =42
a

excentricidad tenemos € = g =

2 2 2

. , X . X

Finalmente, recordemos las asintotas. De —2—y—2 =1, al despejar y tenemos Yy = ia1f7—1 gue son
a- a a

las rectas y = X e y =—X. Estas dos rectas son perpendiculares, pues sus vectores de direccion son (1, 1
y (1,-1).
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Recapitulemos las condiciones

Una hipérbola es equilatera si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:
1. a=b

2. c=aV2

3. Su excentricidad es V2

4

Sus asintotas son perpendiculares.

La hipérbola equilatera mas sencilla es aquella que tiene sus focos en la recta y = X y las asintotas son
los ejes coordenados. La vamos a construir girando los ejes.

2 2

. o . X .
Comencemos con una hipérbola equilatera horizontal. —Z—y—z =1.Vamos a girarla. Sabemos ¢ = av2

a’ a
por lo que sus focos estén en (av2, 0)yen (—av2, 0). Es decir, la distancia entre los focos es 2av/2.

Si queremos que la distancia al origen sea av/2 entonces tenemos que
poner el foco en (a, a) para que nos salga un tridngulo como el de la

fi .
gtra av2

Ponemos pues un foco en (a, a) y entonces el otro tiene que ser
(—a, _a)

Mantenemos la distancia 2a. Entonces la ecuacién de la hipérbola es:
Jocray +(y+af ~y(x-ay +(y-a)’ ~2a
2

. (e e a .
Si la desarrollamos (apéndice IV) la ecuacidn final que aparece es xy =7. A veces se escribe como

2
xy =k, llamando k = a? o, despejando y, como Yy =§.

Ejemplo:

4 Vamos a construir la hipérbola equildtera para a = 2 .

2 2 2 2 2
. . X . X . 2
En horizontal sera —z—y—z =1, es decir + yj = 1yenvertical xy = S oxXy= 2. Los focos ya hemos

visto que son (2\/7, 0) y (—2\/2, O) para la primeray (2, 2) y (=2, 2) para la segunda.
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En las dos siguientes figuras puedes ver la misma hipérbola en horizontal y en vertical.

34 -
Asintotax=0 : -
2 = Asintota y = Xy Asintota y = x

Foco (2,2)

Asintotay =0

o

Actividad resuelta

% La ecuacién xy = 8 representa una hipérbola equildtera. Calcula sus focos, su recta focal, sus
asintotas, sus pardmetros a, b y C y su excentricidad.

Solucion:

En primer lugar, al ser una hipérbola equilatera, muchos de esos parametros ya estdn determinados. La
recta focal es y = X, las asintotas son x = 0 e y = 0y su excentricidad es /2.

Para calcular sus focos, necesitamos el parametro a. Se puede calcular de dos formas distintas.

2 2
. . . a a
En primer lugar, si recordamos la férmula xy = - entonces 8 = - =>a=4.

Otra manera es porque la distancia entre los dos puntos mas proximos de la hipérbola es 2a. Cortamos

- L . Xy =8 .
la hipérbola por la recta focal y = X. La solucién del sistema { nos da las soluciones A =

y =X
(2&, Zﬁ) yB= (—2\/5, —2\/5) que aparecen en la figura.

Si calculamos la distancia de cualquiera de ellos al origen tenemos a. Es facil

calcularla d[A4, (0, 0)] = \/(2\/5)2 + (2\/5)2 =16 = 4.

En cualquiera de los casos, a = 4. Por ser la hipérbola equilatera b=a =4.
La excentricidad es /2 luego c = 4+/2 . Otra manera de verlo es porque

c=+val+h? =42 +4> =442, ol

Finalmente, los focos estan a distancia ¢ del origen y tienen las coordenadas

iguales. Por tanto, el positivo debe ser de la forma (g, €). Haciendove? +€? =4J2 tenemos e = 4. Los
focos son, por tanto, (4, 4) y (-4, —4)

Actividades propuestas

51. Calcula los focos y los parametros a, b y ¢ de las siguientes hipérbolas equilateras y dibujalas:
9
a.xy = b.xy = 32 c.xy =24 dxy=1
52. Calcula la ecuacion de la hipérbola equilatera que tiene por focos (2, 2) y (—2, 2), asi como sus
parametros ay by su excentricidad. Dibujala.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Las antenas parabdlicas

De todas las palabras raras que hemos visto en este tema, posiblemente la que
hayas visto mds frecuentemente en la vida diaria haya sido la pardbola.

Y es que es muy posible que en tu casa (o la de tus vecinos) haya una antena
parabdlica. ¢Y qué es una antena parabdlica? Pues una antena que tiene (joh,
sorpresal) forma de pardbola. Mas exactamente, como una parabola es una
figura plana y la antena es en tres dimensiones, es la figura que se obtiene al girar
una parabola (el nombre técnico es paraboloide).

La razdén por la que se hacen las antenas de esa manera es porque la parabola
tiene una propiedad muy curiosa. Cualquier rayo que llegue paralelo a su eje de
simetria se refleja en el foco.

Si las ondas de TV (o radio o luz) llegan desde muy lejos, son aproximadamente
rayos paralelos. Y de este modo todos se reflejan en el foco. Por tanto basta
poner un receptor en el foco y recibiremos toda la senal. Si te fijas en la figura,
una antena tiene Unicamente un receptor, situado en su foco.

Una aplicacidn algo menos conocida del mismo principio son los faros de los
coches. El faro tiene forma de parabola. Se pone una luz en el foco y
automadticamente, se emiten rayos paralelos hacia delante.

+ O

4

% £
SRSy
Rayos reflejandose en una

Un foco de luz. ruente: parabola. Una antena parabdlica
http://rabfis15.uco.es/lvct/tutorial/3
9/Parabolicos.htm Fuente: Wikipedia Fuente: modificacién propia de un

original del Banco de imagenes de
\ / INTEF)
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La recta de Euler y la circunferencia de Feuerbach

Uno de los hechos mas sorprendentes de las Matematicas es el hecho de que se sigan
descubriendo cosas sobre objetos matematicos que parecian ya agotados.

Posiblemente la figura geométrica mas simple sea el triangulo, que son simplemente tres
puntos no alineados. Lleva siendo estudiado desde la antigliedad. Ya conoces sus cuatro
centros (ortocentro, circuncentro, baricentro e incentro).

Lo que quizas no sepas es que los tres primeros (ortocentro, circuncentro y baricentro)
SIEMPRE estan en la misma recta. Esta recta se conoce como recta de Euler en honor a su
descubridor, el matematico suizo del siglo XVIII Leonhard Euler.

Otra figura notable que se puede construir a partir de un tridngulo no es una recta sino una
circunferencia. Si tomas los puntos medios de los lados y los pies de las alturas, estos seis
puntos estan sobre una circunferencia. Se llama circunferencia de Feuerbach por Karl
Wilhelm Feuerbach, matematico aleman del siglo XIX.

Puede probarse ademas que esta circunferencia divide en dos partes iguales a los segmentos
gue unen al ortocentro con los vértices. Vale que esto ya es un poco mas cogido por los
pelos, pero reconoce que el hecho de pasar por los otros seis puntos es notable.

Por cierto, la recta de Euler TAMBIEN pasa por el centro de la circunferencia de Feuerbach,
icosas de la Matematica...!

= )

. Ortocaptro

M3

o

Ortocentra

Circuncentro

0 2 H 8
RECTA DE
\ EULER /
Circunferencia :

Hemos dibujado en el tridngulo de vértices A = 4 de Feuerbach |
(0,0),B=(6,0)yC =(4, 4) las dos figuras. Un
ejercicio que puedes hacer es calcular la recta y
la circunferencia (con Geogebra o programa
similar o con papel y boli)

\ J

Otro ejercicio curioso que puedes hacer es, con Geogebra o programa similar, hacer las
construcciones y luego mover los vértices del tridangulo. Observaras que el triangulo se distorsiona,
pero la recta de Euler sigue siendo recta y la circunferencia de Feuerbach sigue siendo circular.
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RESUMEN

Ejemplos

Vector

Par (a, b que representa un desplazamiento.

P=(1,1), Q= 2,-1), PQ=(1,-2)

Producto escalar

Numero que se calcula multiplicando las componentes de dos
vectores: V. -W = V,W, + V,W,

1,2)-(1,53)=1-1+2(-3) =5

Modulo de un
vector

Longitud del desplazamiento que representa el vector:

|V =y

m‘:\/12+32 :x/ﬁ

Angulo entre cos o = ”a\|'| "VY" oS0 = 1.2)-(1-3) __ -5
V|- [[w — =
vectores “(1’2)““(1’_3)” Jsdo
Son los puntos que se pueden alcanzar sumandole a un punto un x—1 y-1
vector. Puede estar en forma vectorial, paramétrica, continua, (x.y)= (1, 1)+1(2,-3); ) = 3
Recta punto - pendiente, implicita o explicita.

X+2y=4; y=—§+2

Distancia de un
punto a una recta

AXO+ByO +C

VAZ? +B?

d(P,r)=

r:3x+4y=7;P(1,2);
_3-1+4-2-6

V3% 442

d(P,r) %

Lugar geométrico

Puntos del plano que verifican una ecuacion

X+y=3,x>-3y? =1

Lugar geométrico de los puntos que equidistan de un centro. Su

Circunferencia de radio 4 y centro

Circunferencia ° ) . (0, 2):x* + (y —2)* =16
ecuaciones (x —xg)* + (y —yg)* =r
Lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos (X + 1)2 5
i puntos fijos (llamados focos) es constante. Su ecuacion candnica es 4 +y =1
Elipse ) 5
(X_XO) (y_yO) =1
2 2 -
a b
Lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias, en x? (y—23)2 1
valor absoluto, a dos puntos fijos (llamados focos) es constante. Su 4 9 h
2 2
ecuacion es (X—>2<o) _(Y_Zo) =1’ xy =10
Hipérbola a b
Sia = b se llama hipérbola equilatera. En ese caso su ecuacién es
k
y="—
X
Lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto llamado y = x? + 1 (vertical)
Parabola foco y una recta llamada directriz.

Su ecuacidnesy — v, = a(x — x,)?

x — 2 = (y — 1)? (horizontal)
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Vectores

1. Dados los puntos P = (2, —2),Q =(1, 1) yR = (0, —2) y los vectores V = (2, -1), W= (1, 0)
calcula, indicando si son puntos o vectores:

a. W} c.2V—w e.V—R—Q

b. Q+PQ-W d. R+V f. QP — 2W

2. DadoslospuntosP = (2, 2),Q =(1, 0)yR = (-2, 3) ylos vectores V = (1, —1), W= (0 , —2),
calcula, indicando si son puntos o vectores:

a. QP c. 3V —2W e. V- RP

b. R+PQ+W d. P+V f. P+QP—2V

3. Calcula el médulo del vector que une P = (1, 3) y Q = (4, —3), équé relacién tiene con la
distancia entre los puntos?

4. Divide el segmento formado por los puntos P = (1, 3) y Q = (4, —3) en tres partes iguales.
5. Calcula una base ortogonal que contenga al vector (1, —4).

6. Calcula una base ortonormal que contenga a un vector paraleloade v = (-2, 3)

7. Calcula un vector perpendicular a (Lj) y que tenga modulo 4.

8. Tres puntos de un rombo ABCDson A=(2,1),B=(4,5)yC=(2,9). Calcula:
a. Elangulo que corresponde al vértice A.
b. El perimetro (suma de lados) del rombo.
c. ElpuntoD.

9. Calcula el angulo que forman las diagonales del rectangulo ABCD siendo A = (1, 2), B = (1, 8),
C = (4, 8). [El punto D puedes calcularlo].

Rectas

x—1 -2 ,
10. Calcula la recta que es paralela a r ET:yT y pasa por el punto (0, 1). Exprésala al

menos en tres formas y dibujala.

11. Calcula la recta que es paralela a r = 2x — 3y = 0 y pasa por el punto (1, 2). Exprésala al
menos en tres formas y dibujala.

12. Calcular una recta perpendicularar = y = 2x — 1 que pase por (2, - 1). Exprésala al menos en
tres formas y dibujala.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sean las rectas r = (1,1)+ A(-1,2) Yy S = x +y = 3. Estudia su posicion relativa y calcula sus
puntos de corte si los hubiera.

Sean las rectas I = (0, —2)+}L(l, 4) y s = 4x —y — 2 = 0. Estudia su posicién relativa y calcula
sus puntos de corte si los hubiera.

Consideremoslarecta r= X—_ll = yT_Z

a. Calcula su pendiente.
b. ¢éPertenece el punto (0,5) alarecta? éYel (1, 3)?
c. Da al menos tres puntos de la recta.
d. Dibuja la recta.
Consideremos larectay —2x =1
a. Calcular su pendiente y vector director.

b. Dar una recta perpendicular a ella que pase por (1, 2). Exprésala en al menos cuatro
formas.

Sean los puntos A=(1,2)yB=(3,0)
a. Calcula el vector que los une.
b. Calcula la recta que pasa por ambos y exprésala en tres formas distintas.
c. ¢Pertenece el punto (2, 1) alarecta?, éyel (3, 1)?
Sealarectar=y =x — 2.
a. Calcula una recta perpendicular a ella y pase por (2, 1).
b. Calcula una recta que pase por (-1, 3) y sea paralelaar.
Halla la posicion relativa de lasrectas x + y =0y S = (X, y): (1, 2)+ km asi como el angulo
qgue forman.
Calcula la distancia del punto (2, —1) alarectay + x = 1.

Calcula la distancia al origen de las siguientes rectas:

a. (x,y)=(1,1)+2(,2 b. XT_I =% c.y=2x+3
Calcula la distancia al punto (1, —2) de las siguientes rectas.

X=1+A1
a. b2x+y =3

y=-2

Sealarectas:x—2y+1=0
a. Calcula una recta que sea perpendicular a ella y pase por (1, 1).

b. Calcula una recta que pase por (0, 1) y sea paralela as.
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24.

25.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Halla la posicion relativa de las rectas r :ley—-lf ys:(x,y)=(1, —2)+4(1,1) =0 asi
como el angulo que forman.
Tres puntos de un rectangulo ABCD son A=(2, 1), B=(0, 7) y D = (5, 2). Se pide:

a. Comprobar que el angulo B es de 90°.

b. Calcular las longitudes de los lados AB, CD y de la diagonal BD, del rectangulo.

c. Calcular el punto C.
Calcula la distancia del punto (1,4)alarectay —x =1
Tres puntos de un tridngulo son A=(2, 1), B=(2, 8) y C = (4, —1). Calcular sus lados y dangulos.
Sealarectas:x +y = 4.

a. Calcula una recta perpendicular con ella y pase por (1, 1).

b. Calcula la distancia de esa recta al punto (2, 3).

Halla la posicion relativa de las rectas m:3x+y =5y s:(x,y) = (1, —2) + A(—1, 3) =0 asi
como el angulo que forman.

Calcula la recta perpendicular a y = 2x — 4 que pase por el punto medio de A = (1, 3) y
B=(3,-1)

En un paralelogramo ABCD vienen dados por A=(1,1),B=(2,3)yC =3, -1).
a. Calcula el angulo B (entre BAy BC).
b. Calcula la ecuacién de la recta que pasa por Ay C (la diagonal del paralelogramo).
c. Calcula el perimetro de la figura.
d. Calcula el punto D.

Ya sabes que la mediatriz es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos
dados. Escribe la ecuacién de la mediatriz del segmento de extremos A=(2,5)y B = (4, -1).

Recordemos que el circuncentro de un triangulo es el punto de corte de las mediatrices de sus
lados. Calcula el circuncentro del tridngulo A = (1, 2), B = (1, 6) y C = (3, 8) escribiendo las
ecuaciones de las tres mediatrices.

Recordemos que el baricentro de un tridangulo es el punto de interseccion de las medianas (la
mediana es la recta que va desde un vértice al punto medio del lado opuesto). Sabiendo esto,
calcula el baricentro del tridangulo A= (-2, 2), B=(1,4) y C = (1, 0), escribiendo las ecuaciones de
las tres medianas.

Ya sabes que la bisectriz de un dngulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los
lados del angulo. Escribe la ecuacion de la bisectriz del angulo formado por las rectas y = 2x + 3,
y 3X + 5y = 1. ¢{Cuantas hay? ¢Cémo son?
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Conicas
36. Calcula la circunferencia que pasa por el punto A= (1, 1) y tiene por centroa C = (-1, 3)
37. Identifica las figuras y dibdjalas
(x=1)° _(y+1) (x=2f  (y-1)
— =1 C. —+ —=1
4 9 3 2
b. y2—2x=0 d x2-2x+y%2=0
38. Calcula la circunferencia que pasa por los puntos A=(1,4),B=(3,4)yC=(5, 5).
39. Calcular la ecuacion de una hipérbola con centro en (—1, 1) y radios 8 y 5. Dibuja dicha hipérbola
40. Identifica las figuras y dibujalas. Calcula el foco o focos.
X’ 2 _ 2 _
a. —+y’=1 b. y*—-2x=1
4
(x=3) _y? (x=1p_ (y+1F
o 2 L= d. + =1
9 4 4 9
41. Identifica las figuras y dibujalas.
a.x?+2y?—4x=0 b. x2—y2+2y=0
42. Calcula la circunferencia que pasa por A=(1, 4), B =(3, 6) y cuyo centro es su punto medio.

43,

44,

45.

46.

47.

48.

49,

Considera la hipérbola equildtera xy = 50. Calcula sus focos, excentricidad y asintotas vy
dibujala.

Dibuja con Geogebra o cualquier programa equivalente las siguientes cénicas. En funcion del
dibujo, clasificalas en elipses, parabolas o hipérbolas.
a. x2—3xy=2 cx?+xy+y?—y=0 e2x —4xy+y*+4=0
b. x?—2xy+2y?=1 d3x? —6xy+4y? —2x=0 f4x>+xy+y?—-2=0

Una elipse tiene focos en (1, 1) y en (4, 1) y pasa por el punto (1, 0). Calcula su ecuacion y
dibujala. ¢ Cuanto vale su excentricidad?

Una elipse tiene por centro el punto (1, —1) y pasa por los puntos (5, —1) y (1, 1). Sabiendo que
su radio mayor es 4:

a. Da su ecuacion y dibuja la elipse.

b. Calcula sus focos y excentricidad.

Una hipérbola equildtera con centro el origen pasa por el punto (1, 3). Calcula sus focos y
dibujala.
Sabiendo que las asintotas de una hipérbola son y = 2x e y = —2x y que pasa por el punto

(2, 0) calcular la ecuacion de dicha hipérbola.

Una hipérbola equildtera tiene como ecuacion xy = 50. Calcula sus focos.
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10.
11.

12,
13.

14.

AUTOEVALUACION

Comenzamos en el punto (1, 1) y nos movemos primero con el vector ¥ = (1, —3) y después con el
vector w = (—4,5).

a. ¢En qué posicion estamos al final?
b. Si quisiéramos hacer los dos pasos en uno, équé vector seguiriamos?

Dados los puntos P = (2, 2), Q = (1, 0) y el vector V = (1, —1), calcula, indicando si son puntos o
vectores:

a. QP b. 2PQ + 3V c. P+2V

Realiza las siguientes operaciones:

a. (1,2)-(,-2) b. (2, =3) - [(0, 2) — (1, =1)]

Calcula la recta que es paralelaar = 2x +y = 5y pasa por el punto (2, - 1). Exprésala al menos
de cuatro formas, calcula su pendiente y dibujala.

Calcula el dngulo entre lasrectasr = x + 2y =5yy =x+3
Sean las rectas r = (1,2)+A(-1,2) y s =y — 2 = —2(x + 1). Estudia su posicién relativa y calcula
sus puntos de corte si los hubiera.
Calcula la distancia del punto (1, 3) a la recta (X, y)=(2,2)+ 7»(1, —1) einterpreta el resultado
Consideremos el triangulo ABC rectangulo en B e isdsceles. SiA=(2, 1) y B =(1, 4), calcula:
a. Elvértice C (hay dos soluciones posibles).
b. Los otros dos angulos del triangulo.
c. Elareay el perimetro del triangulo.
Tres puntos de un trianguloson A=(1,1),B=(3,3)y C=(5, 2). Calcula sus lados y angulos.
Calcula la circunferencia que pasa por los puntos A=(4,5),B=(-3,4)yC=(6, 1).

Calcula la ecuacién de una elipse horizontal con centro en (-1, 3) y radios 2 y 4. Calcula sus focos y
dibujarla. ¢ Cdmo cambiaria la respuesta si la elipse fuera vertical?

Dibuja la hipérbola 4x> - 8y? = 2 y sus asintotas. Calcula sus focos y excentricidad.
Identifica las figuras y dibujalas

a. 4x2+3y?—-8x=0 c. x24+42x+1-3y=0

(x=1°
b. ———-y =2 d. 4x2—-8x+4y?2—16y+4=0

Una pardbola vertical tiene el vértice en (1, 2) y las ramas hacia arriba. Si sabemos que pasa por el
punto (0, 5) calcula su ecuacién y su foco.
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Geometria

Apéndice I. Vectores libres y ligados

Vectores ligados o fijos: Son aquellos que tiene un punto de aplicacion (origen) y por tanto un extremo.

Se denota como el vector PQ, donde P(px, py) es el origen y Q(dx, dy) el extremo. El vector, que no
olvidemos nos da el grado de avance en las dos direcciones, se calcula restando las coordenadas x e y

deQyP: PQ =Q—P=(ax—px qy—py).
Vector libre: Es el conjunto de todos los vectores con misma direcciéon, médulo y sentido. Se suelen

denotar por v

B2
n/ _ a3 B _ B1
B6 F/' x
f
a6

Para representar un vector libre, es suficiente con dar dos coordenadas, como en ¥ = (1, 2). Ahora
bien, para representar un vector ligado necesitamos o bien un punto y un vector libre, como en P =
(—1, 3); v = (1, 2) odos puntos (origen y extremo) comoen P = (—1, 3);Q = (0, 5).

Observa que los vectores ligados P = (=1, 3);v=(1, 2) y R = (0, 2); 7 = (1, 2) NO son iguales,
aunqgue contengan el mismo vector libre, pues empiezan en puntos distintos.

El uso de vectores ligados es infrecuente en Matematicas, pero se utilizan bastante en Fisica.
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Geometria

Apéndice Il. Deduccidn de la formula de la distancia de un punto a una recta

Supongamos una recta I en forma implicita Ax + By + C = 0 y un punto P cualquiera de coordenadas

|Ax + By, +C|
(x0,Y0). Queremos demostrar que la distancia del punto a la recta es d —‘ - ‘
+B

Pongamos que el punto de minima distancia es Q, con coordenadas Q E( X,qy). Ya hemos visto que

—

el vector PQ es perpendicular a la recta. También hemos visto que el vector director de la recta es
(=B, A) por lo que el vector (4, B) es perpendicular a la recta.

—
Pero si PQ vy (4, B) son perpendiculares al mismo vector entonces es porque son paralelos, es decir

—_—

ECSzt(A,B). Sabemos ademas que la distancia que buscamos es el mddulo de PQ. Si hacemos el
vector (A4, B) unitario, entonces tenemos (4,B) y |k| es EXACTAMENTE la distancia (observa que
tenemos que poner valor absoluto porque puede ser negativo).

(A.B)
|(A.B)

Vamos a calcular k. Si multiplicamos los dos lados por el vector obtenemos directamente el

(AB) _, (AB) (AB) _,[(AB)

valordek. P =
POREN " A Bl lAE) (A8

Por tanto, basta hacer el producto. Hagamoslo.

B B == (AB)=+
k PQ ( ) :(qx_xo’qy_yo).(A’—) pues PQz(qx_Xo,qy—yO) y (A,B = A2+82 .

|(A.B)| VA2 +B?
qx+qu_AX0_By0 p
Operando: k = Pero esto no nos arregla mucho, queremos una férmula donde

VA* +B?
no aparezca el punto Q. Para ello, tenemos en cuenta que Ag, +Aq, +C =0 por ser un punto de la

recta. Por tanto, encontramos AQ, + qu =—C vy llevandolo a la ecuacién obtenemos la férmula:

- Ax, — By, -C Ax, + By, +C
k= 0o~ 5o _ P F 5, . Tomando valores absolutos, tenemos la férmula final:

JA? +B? JA? +B?
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Geometria

Apéndice lll. Deduccidon de las formulas de las cdnicas
Elipse:

Los focos estan en (—c, 0) y (¢, 0) siendo ¢ =+a>—b* . Es el lugar geométrico de los puntos cuya
suma de las distancias a los focos es constantemente igual a 2a, asi que planteamos la distancia.

Tomamos un punto genérico de la elipse, (x,y). Su distancia a (- c, 0) es el médulo del vector que los

une, es decir: \/[x — (—0)]? + (y — 0)? o, lo que es lo mismo 4/ (x + ¢)? + y2.
La otra distancia es \/(X—C)2 + y2 . Si planteamos que la suma sea 2a el lugar geométrico es:

J(x+) +y? +y/(x—cf +y> =2a.

Puesto asi, no se parece mucho a una elipse, éverdad? Bien, vamos a simplificarlo un poco y veremos
gue no sélo se parece, sino que es el mismo.

Pasando al otro término: \/(X+C)2 +y’ = 2a—w/(x—c)2 +y?
Elevando al cuadrado para quitar raices: (X+C)2 +y’ =4a’ —4a1/(X—C)2 +y? +(X—C)2 +y?

Operando: X* +2CX+C* +y* =4a” —4a,/(x—c)’ +y? +x* —2cx+C* +y’

. , 2
Dejamos la raiz sola: X +2CX+C> +y> —4a” —x* +2cx—C° —y° =—4a (X—C) +y°

Y se nos simplifica casi todo: 4cx—4a° =—4a (X—C)2 + y2 .

Dividimos por cuatro para hacerlo mas facil: cx—a’ =—a\/(x—c)2 + y2 .

2
, 2
Y ahora si, elevamos al cuadrado: (xc - az) = [— a(x—c) + yz}

Operando: c?x? — 2a%cx + a* = a?[x? — 2cx + 2 + y?] >
c?x? — 2a’cx + a* = a?x? — 2a%cx + a*c? + a?y?
Pasamos las X ey alaizquierday el resto a la derecha:
c?x? — 2a%cx — a’x? + 2a%cx — a?y? = —a* + a?c?
Operando y sacando factor comun: (c¢? — a?)x? — a?y? = a?(c? — a?)

Ahora bien, por definicién, c = Va2 — b2, es decir ¢? = a? — b? de donde c¢? — a? = —b?.

Por tanto: —b%x? — a?y? = a?(c? — a?) = —a?b?.
En resumen, tenemos —b?x? — a?y? = —a?b?. Dividiendo por —a’b> se obtiene finalmente la
ecuacion de la elipse:
—b? -a’ —-a’b’ . XD y?

EBs — X +—5V' =—5 o,masbomto—2+y—2=1.

—-a’b —-a’b —-a’b a- b
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Geometria

Hipérbola:

La deduccién es muy parecida a la de la elipse. Los focos estdn en (—c, 0) y (¢, 0) siendo ¢ =

va? + b2. Es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de las distancias a los focos, en valor
absoluto, es constantemente igual a 2a, asi que planteamos la distancia.

Tomamos un punto genérico de la elipse, (x,y). Su distancia a (—c, 0) es el médulo del vector que los

une, es decir: \/[x — (=0)]? + (y — 0)? o, lo que es lo mismo (X+C)2 + y2 .

La otra distancia es 1/ (x — ¢)? + y?2. Si planteamos que la diferencia en valor absoluto sea 2a, el lugar
geomeétrico es:

|V (x + )2 +y2—/(x — )2 + y2| = 2a.
Vamos a hacer primero el primer caso del valor absoluto y muy brevemente, describiremos el segundo.

Como antes, lo vamos a simplificar un poco.

Pasando al otro término: \/(X+C)2 + y2 = 2a+w/(x—c)2 + y2
Elevando al cuadrado para quitar raices: (X+C)2 +y? =4a’ +4a1/(X—C)2 +y? +(X—C)2 +y?
Operando: X* +2CX+C* +y* =4a” +4a,/(x—c)* +y> + x> —2cx+C* +y’

. , 2
Dejamos la raiz sola: X~ +2CX+C> +y° —4a> —x* +2cx—c> —y* =4a (X—C) +y°

Y se nos simplifica casi todo: 4cX—4a’ =4a (X—C)2 +y’.

Dividimos por cuatro para hacerlo mas facil: cx—a’ =a (X—C)2 + y2 .
2
Y ahora si, elevamos al cuadrado: (xc - a2)2 = [a (x - c)2 +y? }

Observa que es exactamente lo que nos salia en la elipse. Pero ahora a y C tienen interpretaciones
distintas, entre otras cosas es C > a. Procediendo igual que en la elipse:

Operando: c?x? — 2a%cx + a* = a?[x? — 2cx + c? + y?]

c?x? — 2a’cx + a* = a?x? — 2a%cx + c?a?y?
Pasamos las X ey a laizquierday el resto a la derecha:

c?x? — 2a%cx — a’x? + 2a%cx — a?y? = —a* + a?c?

Operando y sacando factor comun: (c¢? — a?)x? — a?y? = a?(c? — a?)
Exactamente igual que en la elipse. Pero ahora es distinto c? = a? + b? por lo que c? — a? = b2.
(c2 — a2)x? — a2y? = a?(c? — a®) = b2x2 — ay? = a2h2.
En resumen, tenemos b%2x? — a?y? = a?b?.

Dividiendo por a’*b* se obtiene finalmente la ecuacién de la hipérbola:
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Geometria

b’ a’ a’b’ . x> y?
2 4+ ’ = 0, més elegante: =~ Y_ _1,

Es azbzx azb2y a’b? a’ b?

. ., . 2 .2 2 .2
¢Y qué pasa con la otra ecuacidon? Pues que si empezamos con \/(X—C) +Yy —\/(X+C) +y - =2ay
realizamos las operaciones igual, obtenemos lo mismo cambiando ¢ por —c.

2
, . s 2 . .
Llegariamos a la ecuacion (— xc—az) =[a\/(x+c)2 + sz que, operando, acaba siendo la misma

ecuacion que antes, (c? — a?)x? — a?y? = a?(c? — a?).

Apéndice IV. Deduccidon de la formula de la hipérbola equilatera

Los focos estanen (- a,-a) Yy (a,a) y la distancia es 2a. Como ya hemos visto, la ecuacion es:

Vlcra) +(y+a) —y(x-af +(y-a) =2a

Llevamos el segundo sumando al otro término y elevamos al cuadrado:

[\/(x+a)2+(y+a)2:| =[2a+\/(x—a)2+(y—a)2}

2 2

(x+a) +(y+a)’ =4a’ +4a\/(x—a)2 +(y-a) +(x—a) +(y-a)’

Operando:

x?+2xa+a?+y*+2ya+a®=4a®—-2(x—a)? + (y —a)? +x% — 2xa + a® + y* — 2ya + a®

Pasando las x2,y?,a?,x ey a la izquierda:

4xa + 4ya — 4a® = 4a./(x — a)? + (v — a)?

Dividiendo por4a. x + y —a = /(x — @) + (y — a)?.
Elevando al cuadrado (otra vez):

(c+y-af =[Jix-af +(y-a) |

x> +y? +a’ +2xy—2xa—2ya=(x—a)’ +(y-a)’
Desarrollamos:
x?+y? +a®+ 2xy — 2xa — 2ya = x* — 2xa + a* + y* — 2ya + a?
Si pasamos todo excepto a* al otro lado tenemos:

2
) a ,
2xy = a? que es la férmula xy = — que buscabamos.
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