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Resum

En aquest capitol sobre Algebra repassarem conceptes relacionats
amb polinomis, equacions i inequacions, per a endinsar-nos en els
sistemes d’equacions, la seva resolucid i representacions grafiques,
basant-nos en el “Meétode de Gauss”, métode de resolucid de
sistemes d’equacions, matematic molt important en Algebra ja que
fou el primer en donar una demostracié del teorema fonamental
de I'Algebra: “Tota equacid algebraica de grau n té n solucions”.

Seguirem amb les inequacions i sistemes d’inequacions que tenen
interessants aplicacions.

Karl Friedrich Gauss
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Algebra

1. POLINOMIS

1.1. Definicidé. Termes. Grau. Valor numeric

Recordeu que:

Un monomi ve donat pel producte de nombres reals i indeterminades. Anomenarem coeficient d’un
monomi al nombre real que multiplica a la indeterminada o indeterminades; la indeterminada o
indeterminades conformen la part literal del monomi.

Un polinomi és una expressio construida a partir de la suma de monomis. El grau d’un polinomi vindra
donat pel grau més gran dels seus monomis.

Exemples:

1
* P .x? =32-x> +8 és un polinomi de grau 3 en la variable x .

+ -5 y4 +6-x>+11-x ésun polinomi de grau 4 en les indeterminades x i y.

+ 3-x2-y3—2+5-y2 és un polinomi de grau 5 en xiy.
+ 8x-9-y+3-z ésunpolinomidegraulen x,y;z

Tant en aquesta seccidé com en la seglient ens limitarem, basicament, a considerar polinomis amb una
Unica variable.

L’aspecte generic d’un polinomi en la variable x és

n n—1 2
anx aF an_lx AF coon0o aF azx aF alx AF ao

on els coeficients a, s6n nombres reals.

Diem que un polinomi és monic quan el coeficient del seu terme de grau més gran és igual a 1.

Els termes d’un polinomi venen determinats pel nombre de monomis que tingui el polinomi.

Recordeu que:

Monomi: mono: un, nomi: terme: 1 terme.

Binomi: bino: 2 dos, nomi: terme: 2 termes.

Trinomi: trino: tres, nomi: terme : 3 termes.

Quadrinomi: quadri: quatre, nomi: terme: quatre termes.

A partir de quadrinomi se’ls denomina polinomis. Poli: diversos, nomi: termes.

Aixi per exemple:

+ 4y3 +3y—7 esta format per 3 monomis 4)°, 3y, —7 i per tant té tres termes.

4+ —3y* +8x? +5x esta format per 3 monomis, —3)*, 8x2y 5x, i per tant té 3 termes.
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Algebra

Si fixem, o triem, un valor concret per a la variable d’'un polinomi apareix un nombre real el valor
numeric del polinomi per a aquest valor determinat de la variable.

Si hem anomenat p un polinomi, 'avaluacid de p en, per exemple, el nombre -5 la denotem per p(-5),
i llegim “p de menys cinc” o “p en menys cinc”. Amb aquest criteri, si p és un polinomi la indeterminada
del qual és la variable x, podem referir-nos-hi com p o p(x) indistintament.

D’aquesta forma apreciem que un polinomi pot ser entés com una manera concreta d’assignar a cada
nombre real un altre nombre real.

Exemples:

1
4 Siavaluem el polinomi p=-3x" +§x2 +2 en x=35 ens trobem amb el nombre

p(5)=—3-54+§-52+2=—3~625+5+2=—1875+7:—1868

& Elvalor del polinomi q(y) =4y> +3y—17 pera y=-186s
gD =4-(-1° +3-(-1)-7=4-(-1)-3-7=—4-10=-14

1.2. Operacions amb polinomis

Ja sabeu que:

Suma de polinomis

Com que un polinomi és una suma de monomis, la suma de dos polinomis és un altre polinomi. A I'hora
de sumar dos polinomis procedirem a sumar els monomis d’igual part literal.

Exemples:

1
+ La suma dels polinomis —3x4+gx2+2 i —x*+4x>-5x-6 és el polinomi
4 1 2 4 2 4 4 1 2 2
(—3x +gx +2)+(—x +4x" -5x-6)=(-3x"—-x )+(§x +4x )—5x+(2—6):

=(—3—1)-x4+(§+4)~x2—5x+(2—6)=—4x4+%x2—5x—4

£ (7x% =5x+3)+(2x? +9x—8) = (7x* +2x?) + (-5x +9x) + (3—8) =9x* +4x -5
+ En el segiient exemple sumarem dos polinomis disposant-los, adequadament, un sobre I'altre.
2x° +6x* +3x° —11x* + 5x +6

+ —9x° +4x> +11x% -9x -7

—7x> +6x* +7x° —4x-1

Propietats de la suma de polinomis

Propietat commutativa. Si p i ¢ s6n dos polinomis, no importa I'ordre en que els col-loquem a I’hora de
sumar-los:

Matematiques I. Batxillerat de Ciéncies. Capitol 2: Algebra Autors: José Antonio Encabo i Eduardo Cuchillo.
Traducci6 al catala: Institut La Bisbal (Girona) Revisora: Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es Il-lustracions: Banco de Imdgenes de INTEF




Algebra

pPtq=q+p

Exemple:

b @7 2+ +x7 =3x ) == + (4x +x7) + (20 =30) + (T+1) =—x +5x7 —5x+8
(= + x> =3x+ D)+ (@x* —2x+7) =—x + (x> +4x*) + (3x = 2x) +(1+7) =—x’ +5x* —5x +8

Propietat associativa. Ens assenyala com es poden sumar tres o més polinomis. N’hi ha prou amb
agrupar-los de dos en dos:

(p+q)+r=p+(q+r)
Exemple:
" x? =2x +2)+ (X +7x7 +5x+2)+ (x+6)=2x° =2x> + 2+ x* + 7x* +5x+2)+ (x - 6) =
=+ 2x7 57 +5x+2)+ (x+6)=x* +2x° +5x> +6x + 8
També:
" Q2x® =2x7 +2)+ (x* +7x +5x+2)+(x—6)=(2x° = 2x> +2)+ (x* + 7x* +5x+ 2+ x + 6) =
=Q2x° =2x" +2)+ (2 + x> +6x+8)=x* +2x° +5x> + 6x + 10

Element neutre. Hi ha un polinomi amb una propietat peculiar: el resultat de sumar-lo amb qualsevol
altre sempre és aquest darrer. Es tracta del polinomi donat pel nombre 0, el polinomi zero.

Exemple:

& (O +4x" =3x+1D)+0=0+(5x" +4x" =3x+1) =(5x" +4x” =3x +1)
+ 0+(-7x° +3x+7) =(-7x> +3x+7)+0=—Tx> +3x+7

Element oposat. Cada polinomi en té associat un altre, al que anomenarem el seu polinomi oposat, tal
que la suma de tots dos és igual al polinomi zero. Trobem el polinomi oposat a un de donat,
simplement, canviant el signe de cada monomi.

Exemple:

#+ El polinomi oposat a pE—3x4 +5x° +2x—7 és 3x* —5x> —2x +7, que denotarem com "—p".
Ratifiguem que la seva suma és el polinomi zero:

(3xt +50° +2x =7+ (Bx* =5¢° = 2x+7) =(3x* +3x) +(5x =5x°) + 2x = 2x) +(-7+7) =0

Resta de polinomis

Recordem que el polinomi oposat a un altre s’obté simplement canviant el signe de cada monomi.
Aquesta accid es correspon amb multiplicar pel nombre “—1” el polinomi original. D’aquesta forma el
polinomi oposata p és

-p=(-D-p

En aquest moment apareix de manera natural la operacié diferéncia, o resta, de polinomis. La definim
amb I'ajuda del polinomi oposat a un de donat:

p—q=p+(-¢)=p+(-1)-¢q
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La resta consisteix a sumar a un polinomi I'oposat d’un altre.

Exemple:

% Donat el polinomi: p=2x*—3x" +6 i el polinomi: g=-7x" +6x" +7.
Anem arestarp — g:

El procés és el mateix que per a la suma, I’Unic que canvia és que a p li sumem I'oposat de g.

Es a dir, canviem ¢ de signe i el sumem a p:
Q2x* =3x7 +6)—(=7x* +6x* +7) = (2x* =3x* +6) + (Tx* —6x* =7) =9x* —5x% —1.
Recordem que I'oposat a g és —q, (7x* —6x> —7).
Exemple:
(=5x" =3x+2) = (=2x* + x> +3x7 +6) = (=5x” —3x+2) + (2x* —x’ -3x* - 6) =
=2x* =X +(5x" =3x7)-3x+(2-6)=2x" —x’ —8x* —3x—4
Activitats proposades
1. Feu la suma i resta dels segiients polinomis:
a)x*-2 b) 3x*+x*—1
2. Feu les seglients sumes de polinomis:
a) (07 —x) +(2x" =3x+1)+(2x° —2x* +x-2)
b) —x* +(x’ +2x=3) +(-3x" =5x+4) +(2x’ —x+5)
3. Escriviu el polinomi oposat a cadascun dels segiients polinomis:
a) 2x* —6x> +4x* +4x -1
b) —7x" —6x+5
c) —x*+3x*—8x+7

4. Considereu els polinomis p =+x> —6x+2, g=3x"+3x+1, aixi com el polinomi suma s=p+q.
Trobeu els valors que pren cadascun d’ells en x=-2, és a dir, calculeu p(-2), ¢(-2) i s(=2).
Estudieu si existeix alguna relacid entre aquests tres valors.

5. Obtingueu el valor del polinomi p=-—x —5x°+2x—2 en x=3. Quin valor pren el polinomi
oposat a p en x=37?

6. Realitzeu les seglients diferencies de polinomis:
a) (—4x’ +2x)—(-3x")
b) (2x* +x)—(-3x—4)

c) 3x* —x)—(2x’ +x” —x)
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Algebra

Producte de polinomis
Una altra operacié que podem fer amb polinomis és la multiplicacié.

El resultat del producte de polinomis sempre sera un altre polinomi. Encara que en un polinomi tenim
una indeterminada, o variable, com que aquesta pren valors en els nombres reals, a I'"hora de
multiplicar polinomis utilitzarem les propietats de la suma i el producte de nombres reals, en particular
la propietat distributiva del producte respecte la suma; aixi, tot queda en funcié del producte de
monomis, qliestio que resolem amb facilitat:

n+m

ax" -bx™ = abx

Exemples:

a) 6x2-(—2x*)=6-(-2)-x*** =—12x° b) 5x°-(—4)=5-(—4)- x> =—20x"

c) 3x2-(2x2 —4x+6)=(3x2 . 2x2)—(3x2-4x)+(3x2-6)=6x4 —12x3 + 18x°

d) (=3 +3x = 1)+ (=2X) =(=x3) - (=2X) +(3%) - (=2X) + (1) - (=2x) = 2x* = 6x% + 2x

e) (3x—=2)-(x2 =4x=5)=(3x)-(x? = 4x =5) +(=2)-(X? =4x =5) =(3x° = 12x> = 15X ) +(=2X2 +8x +10) =
=3x3 +(=12x% — 2x?) +(=15X +8x )+ 10=3x> - 14x% — 7x + 10

f)
(x+6)-(x2—2x):(x+6)-x2+(x+6)-(—2x):(x3+6x2)+(—2x2+12x)=x3+6x3—2x2+12x

Exemple:

+ També podem materialitzar el producte de polinomis tal i como multipliquem nombres enters:
—2x3 4+ x+4

X x2—3x+1

-2x3 +Xx+4
6x* —3x2-12x
—2x° +x3+4x2
3

—2x0 +6x = x3+x% - 11X +4
Activitats proposades
7. Efectueu els seglients productes de polinomis:
a) (5x°—2x)-(=4x*) b) (2x* +x)-(-3x—4)
c) (2x° +x3 =x?)-(3x* =X) d) (=1)-(7x3 —4x% =3x+1)

8. Multipligueu cadascun dels seglients polinomis per un nombre de manera que obtingueu
polinomis monics:

a) ax313x3+2x2 b) —2x3+x?-1 c) —=x2+x-7

9. Calculeuisimplifiqueu els seglients productes:

a) 3x-(2x°+4x2—6) b) (3x—4)-(4x+6) c) (2a>—5b)-(4b—3a?) d) (3a—6)-(8—2a)-(9%a—2)
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Algebra

Propietats del producte de polinomis

Propietat commutativa. Si p i g sén dos polinomis, no importa I'ordre en que els col-loquem a I’hora de
multiplicar-los:

Exemple:

2 =7 (=X +x7) =20 (—x X)) =T (=x +x7) = 200+ 2x + Txt =T =2x0 4+ 9x° = 7x°
(= +x)-2x° =T ==x" -2 =N +x>-(2x" =7) = 2x° + Tx* +2x* = 7x =2x° +9x* —7x*

Propietat associativa. Ens assenyala com es poden multiplicar tres o més polinomis. N’hi ha prou
agrupant-los de dos en dos:

(p-q)-r=p-(q-r)

Exemple:

((4x> =2) - (=3x+ 1)) (=x" +x) = (=122 +4x° + 6x—2) - (—x>+x) =

=12x° —12x* —4x° +4x° —6x* +6x7 +2x° = 2x =12x° —4x° —18x"* + 6x° + 6x* = 2x
També:

(4x> =2)-(=3x+1)- (= +x))= (4x* =2)- Bx" =327 x> +x) =

=12x% —12x* —4x° +4x° —6x* +6x* +2x° = 2x =12x° —4x° —18x"* + 6x° + 6x* — 2x

Element neutre. Hi ha un polinomi amb una propietat particular: al multiplicar-lo per qualsevol altre
ens dona aquest darrer. Es tracta del polinomi donat pel nombre 1, el polinomi unitat.

Exemple:
2 2 2
& 1-(=8x7 —2x+3)=(-8x* —2x+3)- 1=-8x" —2x +3
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Algebra

Propietat distributiva de la multiplicacioé respecte la suma. Quan en una multiplicacié de polinomis un
dels factors ve donat com la suma de dos polinomis com, per exemple,

(8x* —x)- ((—2x +7)+(x - 4x))

tenim dues opcions per coneixer el resultat:

a) fer la suma i, després, multiplicar
(8x? —x)~((—2x+11)+(x3 —4x)): (8x? —x)~(x3 —6x+11)=

=8x° —48x> +88x% —x* +6x% —11x =8x° —x* —48x> +94x> —11x

b) distribuir, aplicar, la multiplicacié a cadascun dels sumands i, després, sumar:

(8x2 = x) - ((=2x +11)+ (x* = 4x) )= 822 = x) - (—2x + 1) + (8x? — x) - (x* — 4x) =

=(-16x> +88x? +2x% —11x)+ (8x° —32x —x* +4x?)=8x" —x* —48x* +94x% —11x

Comprovem que obtenim el mateix resultat.

En general, la propietat distributiva de la multiplicacié respecte la suma ens diu que
plg+r)=(p-a)+(p-r)

Convé comentar que |'anterior propietat distributiva llegida en sentit contrari, de dreta a esquerra, és el
que comunament es denomina treure factor comu.

Exemple:

6x° —10x* —22x° +2x* = (3x* —=5x* —11x+1)-2x°

Activitats proposades

10. Feu els seglients productes de polinomis:
a) x*-(5x* =3x* +1)-2x°

b) (2x* =3)-(3x* —=5x +4)-(—x)

11. De cadascun dels seglients polinomis extraieu algun factor que sigui comu als seus monomis:
a) —16x* —20x° +10x?
b) 24x* -30x>
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Productes notables de polinomis

En aquest apartat destacarem una serie de productes concrets de polinomis que sorgeixen
freqlientment. Podem exposar-los de moltes formes. Tal i com ho farem, apareixera més d’una
indeterminada; hem de ser capacos d’apreciar que si, en algun cas concret, alguna indeterminada passa
a ser un nombre concret aixd no fara més que particularitzar una situaciéo més general.

Poténcies d’un binomi. Les seglients igualtats s’obtenen, simplement, a I’efectuar els calculs oportuns:

+ (a+b) =a’+2ab+b’

El quadrat d’'una suma és igual al quadrat del primer, més el doble del
producte del primer pel segon, més el quadrat del segon.

Comproveu la igualtat a partir dels quadrats i rectangles de la figura.

+ (a—b) =da’—2ab+b’

El quadrat d’una diferéncia és igual al quadrat del primer, menys el doble del producte del primer pel
segon, més el quadrat del segon.

Observeu la figura i connecteu-la amb la igualtat..

' + (a+b) =d’+3a’b+3ab’ +b’

Ratifiqueu la igualtat amb els cubs i primes de la figura.
=
T

+ (a-b)' =a’-3a’b+3ab’ b’

/]

Podem observar que, en cadascun dels desenvolupaments, I'exponent
del binomi coincideix amb el grau de cadascun dels monomis.

Exemples:
a) (a+2)° =a*+2-a-2+2* =a* +4a+4
b) (x=5)* =x* =2-x-5+5% =x* —10x+25
) (7x+5)2 =(7x)* +2-7x-5+(5)* =49x% +70x + 25
d) (x—?ay)2 =x* —2-x-3y+(3y)2 =x’ —6xy+9y2

e) (4x—5)* = (4x)* =3-(4x)* -5+3-(4x)-5* —=5° = 64x® — 240x> + 300x — 125
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“ Algebra

Suma per diferéncia. De nou la seglient igualtat s’obté a

I’efectuar el producte assenyalat: i) b2
+ (a+b)-(a=b)=a’-b’ . ;.
: 2
Suma per diferéncia és igual a diferencia de quadrats. (a+b)(a-b) p— a
Observeu les figures i connecteu-les amb la igualtat.
_b a — (] —

Exemples:
a) (a+5)-(a—5)=a*-5*=a*-25
b) (x+1)-(x=1)=x* 1" =x* -1
c) Bx+4)-(3x—4) =(3x)> —4? =9x* 16
d) (-3x=5)-(-3x+5)=(-1)-Bx+35)-(-3x+35)=(-1-(5+3x)-(5-3x) =

=(-1)-(5* = (3x)%*) = 25+ 9x*

Activitats proposades

12. Realitzeu els calculs:
a) 2+3a)
b) (—x+3)’
¢) (3x+2)°
d) (" =1’
e) (4x2 +2)3

13. Obtingueu les formules dels quadrats dels seglients trinomis:

a) (a+b+c)’ b) (a+b—c)*
14. Desenvolupeu les seglients potencies:
a) (2x - 5y)? b) (3x + y/3)? c) (5x% —5/x)?
d) (3a-b) e) (a® + b*)? f) (3/5y - 2/y)?
15. Expresseu com a quadrat d’'una suma o d’una diferéncia les seglients expressions algebraiques:
a)a*+6a%+9 b) 9x? —6x + 1 c) b2—10b + 25
d) 4y?+12y +9 e)a*—2a’+1 f)y*+6y>+9

16. Efectueu aquests productes:

a) (4x> +3y)-(4x> - 3y) b) (2x2+8)-(2x2—8) c) (—x2+3x)-(x2+3x)
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Algebra

Divisié de polinomis
Ja sabeu que:
Analitzem detingudament la divisio de dos nombres enters positius. Quan dividim dos nombres, D
(dividend) entre d (divisor, diferent de 0), en sorgeixen uns altres dos, el quocient (¢) i el residu (7). Tots
guatre estan lligats per 'anomenada prova de la divisio:

D=d-c+r

Alternativament:

A més, diem que la divisié és exacta quan =0,

El conegut algoritme de la divisié persegueix trobar un nombre enter, el quocient ¢, tal que el residu r
sigui un nombre menor que el divisor d, i major o igual a zero. Fixem-nos que, sense aquesta exigencia
per al residu r, podem triar arbitrariament un valor per al quocient c el qual ens subministra el valor
associat com a residu r.

En efecte, si tenim com a dividend D = 672 i como a divisor d = 12, “si volem” que el quocient sigui ¢ =
48 el seu residu associat és

r=D—-d-c=672-12-48=672-576=96
I la connexid entre aquests quatre nombres és
672=12-48+96
Aquesta ultima “lectura” de la divisio de nombres enters ens guiara a I’hora de dividir polinomis.

Donats dos polinomis p(x) i ¢(x), la divisié de p(x), polinomi dividend, entre ¢(x), polinomi divisor,
ens proporcionara uns altres dos polinomis, el polinomi quocient c¢(x) i el polinomi residu r(x) .

També aqui pesara una exigencia sobre el polinomi residu: el seu grau caldra que sigui menor que el
grau del polinomi divisor. La relacié entre els quatre sera, naturalment,

p(x)=q(x)-c(x)+r(x)
També escriurem

PO _ T
q(x) q(x)

Tal i com passa amb I'algoritme de la divisié entera, I'algoritme de la divisié de polinomis consta de
diverses etapes, de caracter repetitiu, en cadascuna de les quals apareixen uns polinomis quocient i
residu “provisionals” de forma que el grau d’aquests polinomis residu va descendint fins que ens topem
amb un el grau del qual és inferior al grau del polinomi divisor, la qual cosa indica que hem acabat.
Vegem aquest procediment amb un exemple concret.
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Algebra

Exemple:

+ Anem a dividir el polinomi p(x)=6x"+5x"+x*+3x—2 entre el polinomi g(x)=2x"—x+3.
Com que el polinomi divisor, g(x), és de grau 2, hem de trobar dos polinomis, un polinomi
quocient ¢(x), iun polinomiresidu »(x) de grau 1o 0, tals que

p(x) = q(x)-c(x)+r(x)

» Primera etapa:

Par poder aconseguir la igualtat p=¢g-c+r, com que el grau de r(x) sera 1l o0, el terme de grau més
gran de p(x), 6x*, sorgira del producte g(x)-c(x) . Aixi obtenim la primera aproximacié de c(x), el
seu monomi e grau més gran:

¢ (x)=3x"
i, de manera automatica, també un primer residu 7 (x) :
6x* +5x° + x> +3x -2 | 2x*—x+3
—6x* +3x° —9x° 3x?

8x’ —8x? +3x-2

Com que aquest polinomi 7,(x) és de grau 3, més gran que 2, el grau del polinomi divisor ¢(x), aquest
polinomi residu no és el definitiu; cal continuar.

» Segona etapa:

Aqguesta segona etapa consisteix a dividir el polinomi rl(x)=8x3—8x2+3x—2, sorgit com a residu de

I'etapa anterior, entre el polinomi g(x)=2x"—x+3, el divisor inicial. Es a dir, repetim el que hem fet
abans pero considerant un nou polinomi dividend: el polinomi residu del pas anterior.

Igual que abans, el grau de r(x) hauria de ser 1 0 0. Com que el terme de grau més gran de r(x), 8x°,
surt del producte ¢(x)-c,(x), és necessari que el polinomi quocient contingui el monomi

c,(x)=4x
Aix0 ens porta a un segon residu r,(x) :-4x*-9x-2

Com que aquest polinomi r,(x) és de grau 2, igual que el grau del polinomi divisor ¢(x), aquest
polinomi residu no és el definitiu; cal continuar.

» Primera i segona etapa:

6x* +5x° +x* +3x-2 | 2x*—x+3

—6x* +3x° —9x? 3x% +4x
8x° —8x*+3x-2
—8x° +4x* —12x

—4x*—9x-2
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Algebra

» Tercera etapa:

Aquesta tercera etapa consisteix a dividir el polinomi rz(x)=—4x2—9x—2, el residu de l'etapa

anterior, entre el polinomi ¢(x)=2x"—x+3, el divisor inicial. De nou repetim I'algoritme perd amb un
altre polinomi dividend: el polinomi residu del pas anterior.

Perseguim que 7, =¢g-c;+7r. Com en cada pas el grau de r(x) hauria de ser 1 o 0. El terme de grau
més gran de r,(x), — 4x”, sorgeix del producte g(x)-c;(x), per la qual cosa
G(x)=-2
| el tercer residu 7;(x) és: -11x+4
Com que aquest polinomi 7;(x) és de grau 1, menor que 2, grau del polinomi divisor ¢(x), aquest
polinomi residu si és el definitiu. Hem acabat:
» Les tres etapes:
6x* +5x +x7 +3x -2 | 2x*—x+3
—6x* +3x° —9x° 3x* +4x-2
8x° —8x +3x-2

—8x° +4x* —12x

—4x*—9x-2
4x* —2x+6
—11x+4

Conclusié: Al dividir el polinomi p(x)=6x"+5x’ +x*+3x—2 entre el polinomi ¢(x)=2x"—x+3

obtenim com a polinomi quocient ¢(x)=3x"+4x—2 i com a polinomi residu r(x)=—11x+4.

Activitats proposades
17. Dividiu els seglients polinomis:
a) 2x* —x* —x+7 entre x> +2x+4
b) —10x> —2x* +3x+4 entre 5x° —x* —x+3
c) 4x° —6x> +6x* —=3x—7 entre —2x* +x+3
d) —8x" —2x*+10x° +2x* +3x+5 entre 4x° + x> +x—1
e) —6x° +x*+1 entre x* +1

18. Trobeu dos polinomis tals que al dividir-los aparegui g(x) = x> —x—3 com a polinomi quocient i

r(x)=-3x" =1 com a residu.
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Algebra

1.3. Regla de Ruffini. Teorema del residu

Donada la importancia que té la divisié de polinomis quan el polinomi divisor és de
la forma x —a, és convenient agilitzar tals divisions.

Som davant I'anomenada regla de Ruffini, un algoritme que ens proporciona tant
el quocient como el residu que resulten de dividir un polinomi qualsevol entre un
altre de la forma x—«. Paolo Ruffini

Vegem-ho amb un exemple:

Considerem el polinomi p(x)=3x" —4x” +x+3. Anem a dividir-lo entre x+2.

3x° —4x7 +x+3 | x+2
DIVISIO PER RUFFINI

3 2 2 " L ' .
— 3x — 6x 3x _ 1 Ox + 21 Exer.m.JIe‘ Eﬁ.-.‘c.tueu la seglient divisio en.tre ;?o\morrns.
—— Escriviu el dividend en termes del quocient i el residu.

—10x%*+ x 43 (4% =2 =3x+1) = (x = 2) | coeficients del dividend,
Solucié: polinomi de grau 3
2
10x° +20x 4 -1 -3 1

+8  +14 +22

21x+3 RESIDU
o - B Eix B
—21x—42 ) —
—_— Un grau menys Coeficients del polinomi
_ 39 al quocient quacient, de grau 2

Vegem com han sorgit tant el polinomi quocient com el residu. Que el grau del dividend sigui tres i que
el divisor sigui de grau u imposa que el quocient tingui grau dos i que el residu sigui un nombre real. El
quocient consta de dels monomis 3x*, —10x i 21, els quals coincideixen amb els monomis de grau
més gran de cadascun dels dividends després de disminuir els seus graus en una unitat: 3x* procedeix

de 3x*—4x2+x+3 (el dividend inicial), —10x ve de —10x*+ x +3 i, per dltim, 21 de 21x+3.

Aquest fet, coincidencia en el coeficient i disminucié del grau en una unitat, es deu a que el divisor,
x+2, és monic i de grau u.

Seguidament, anem a tenir en compte Unicament els coeficients del dividend, per ordre de grau, 3, —4,
1 y 3; quant al divisor, com que és monic i de grau u, n’hi ha prou amb considerar el seu terme
independent, +2, perdo com que el resultat de multiplicar els monomis que van conformant el quocient
pel divisor hem de restar-lo a cadascun dels dividends, atenent a aquest canvi de signe, en lloc del
terme independent, +2, operarem amb el seu oposat, —2, nombre que, a la vegada, és I’arrel del divisor
x+2 isobre el qual pesa la pregunta de si és o no arrel de p(x).

Aquest darrer concepte el veurem més endavant de manera detallada quan definim arrel d’un
polinomi.

Anem a comparar-lo amb el procés de la divisié convencional i veurem que és igual:
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Algebra

4 Primer pas de la divisio:

3x’ —4x” +x+3 | x+2 3 -4 1 3
—3x’ —6x" 3x? ) -6

Apareix en el quocient el monomi 3x* (coeficient 3), el qual provoca la “desaparicié” de 3x° en el
dividend i I'aparicié del monomi — 6x”* (coeficient —6 = (-2)-3). Després d’operar (sumar) ens trobem

amb —10x* (coeficient —10 = (—4) +(=6)) i, en el quocient —10x.

4+ Segon pas. El dividend passa a ser —10x* + x +3.

3x° —4x* +x+3 | x+2
—3x" —6x° 3x* —10x 3 -4 13
—-10x* + x +3 -2 -6 20
10x* +20x 3 210 21|
21x+3

La irrupcid en el quocient del monomi —10x (coeficient —10) provoca la “desaparicié” de —10x> en el
dividend i I'apariciéo del monomi 2Qx (coeficient 20 = (-2)-(-10)). Després d’operar (sumar) ens

trobem amb 21x (coeficient 21=1+20) i, en el quocient 21.

+ Tercer pas. El dividend passa a ser 21x +3.

3’ —4x* +x+3 | x+2
—3x° —6x* 3x2—10x+21
-, 3 -4 1 3
—10x"+ x +3
10x2 +20x -2 -6 20 —-42
21x+3 3 —10 21 |-39
—21x-42 -
-39

Tenim en el quocient el terme independent 21. Aquest provoca I'eliminacié de 21x en el dividend i
I"aparici6 del terme —42 = (-2)-21. Després d’operar (sumar) ens trobem amb el residu —39=3-42.

En cadascun dels passos figura, a la part dreta, el mateix que s’ha fet en la divisié6 convencional, pero
amb I'avantatge que tot és més agil degut a que Unicament es fan servir nombres reals: els coeficients

dels diversos polinomis que intervenen.
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Algebra

Exemple:

% Dividim el polinomi p(x)=—-x"+2x’ —=5x+4 entre x+3:
-1 2 0 5 4

-3 +3 —15+45-150

-1 +5-15+50|-146

Activitats proposades
19. Useu la regla de Ruffini per fer les seglients divisions de polinomis:
a) -3x>+x+1entre x—1
b) x* +2x* —2x+1 entre x—2
c) 4x’ —3x> -1 entre x +1
d) x>’ -9x+1 entre x—3

20. Estudieu si és possible usar la regla de Ruffini, d’alguna forma, per dividir x* + 2x? + 5x + 7 entre
2x+3.

Teorema del residu

El teorema del residu és molt util per trobar els valors numeérics dels polinomis sense necessitat de
substituir directament en ells la incognita pel nombre que es tracti. Fent Us d’aquest teorema podem
trobar les arrels dels polinomis, procés que s’haura de fer amb molta freqiiéncia en el que segueix.

L’enunciat del teorema és el seglient:

Teorema del residu. El valor numeric que adopta un polinomi p(x) al particularitzar-lo en x =«
coincideix amb el residu que apareix al dividir p(x) entre x — « .
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Algebra

D’aquesta forma podrem saber previament si una divisié sera exacta sense necessitat d’efectuar-la.

Demostracio:

Tal i com vam veure en 'apartat de la divisiéd de polinomis, al dividir un polinomi D(x) entre un altre,
d(x), la relacié que s’estableix és:

D(x) =d(x) - c(x) + r(x)

on c(x) i r(x) son respectivament, el quocient i el residu de la divisio. En aquest cas estem dividint entre
X — a, és adir, el divisor és d(x) =x — a. Per tant

D(x) = (x — a) - ¢(x) + r(x)
Trobem el valor numeric del polinomi D(x) per a x = a, substituim la x per a:
D(a)=(a - a) - c(a) + r(a)

I, per tant, D(a) = r(a) = r, que és precisament el que voliem demostrar.

Exemple:

% Dividim el polinomi p(x) =—x"+3x> —5x+4 entre x+3:
-1 +3 0 5 4

-3 +3 —18 +51 -168

-1 +6-18+56 |- 164

El quocient és — x* + 6x> —18x + 56 iel residu _1g4
p(x)=—x*+2x" —=5x+4=(x+3)-(=x’ +6x° —18x +56) +(-164)
Si avaluem p(x) en x=-3 no pot donar zero, pero quin valor resulta?
P(=3)=(-3+3)(=3)’ —6.(3)" —18-(-3) +56) +(=164) = 0+ (-164) = —164

Naturalment hem obtingut el residu anterior, que veiem que coincideixen, el valor numéric del
polinomi i el residu de la divisio.

Activitats proposades

21. Utilitzeu la regla de Ruffini per conéixer el valor del polinomi — 3x* + 7x* + 2x + 4 en x=5.
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Algebra

1.4. Arrels d’un polinomi

Donat un polinomi p(x) direm que un numero real concreto « és una arrel, o un zero, del polinomi p,
sial’avaluar p en x = o obtenim el nimero 0, aixo és, si

p(@)=0

Exemple:

% Considerem el polinomi s(x)=2x> +2x> —8x—8.

O Elndmero 2 és una arrel de s(x), ja que
s(2)=2-2+2-22-8.2-8=2-842-4-16-8=16+8-16—-8=0
0 Unaaltra arrel de s(x) és el numero —I:
S(=1)=2-(=1 +2-(=1)> =8-(=1) -8 =2-(=1)+2-(+1) +8—-8=-2+2+8-8=0
0 Encanvi, el nimero 1 no és una arrel de s(x):
s()=2-P+2-1"-8-1-8=2+2-8-8=4-16=—-1220

0 Tampoc és arrel de s(x) el niumero O:

5(0)=2-0’+2-0°-8-0-8=0+0-0-8=-8%0

Calcul de les arrels d’un polinomi

Exemples:

1
4 Comprovem, mitjian¢ant la regla de Ruffini, que o = E és arrel del polinomi 2x* —3x+1:

2 -3 1
1/2| 1 -1
2 -2 |

4+ Per conéixer les arrels del polinomi x* —2 hem d’estudiar si hi ha algun nombre real « tal que
I’anul-li, és a dir, per al qual es tingui que
a’-2=0
a’=2

a=-l_-\/5

Aixi, el polinomi de grau dos x> —2 té dues arrels diferents, que sén nombres irracionals.
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Algebra

+ Ja sabem que hi ha polinomis sense arrels, com per exemple x* + 4.

Per tal de facilitar la comprensid dels conceptes i resultats d’aquest assumpte la majoria dels nombres
gue han aparegut fins ara, coeficients, arrels, etc., han estat nombres enters. Per descomptat que
podem trobar-nos amb polinomis amb coeficients racionals, o irracionals, o amb polinomis amb arrels
donades per una fraccido o un nombre irracional. També existeixen polinomis sense arrels.

Apreciem que la regla de Ruffini ens informa sobre si un nombre concret és o no arrel d’'un polinomi.
Naturalment, quan som davant d’un polinomi, i ens interessa conéixer les seves arrels, no és possible
efectuar una prova amb cada nombre real per a determinar quins sén arrel del polinomi. En el proxim
paragraf destacarem certs “nombres candidats” a ser arrel d’un polinomi.

A l’hora de buscar les arrels enteres d’un polinomi disposem del seglient resultat:

Donat un polinomi qualsevol
"+ A a,x Fax+
ax +a, x" +.... a,x” +a,x+a,

els coeficients del qual sén tots nombres enters, les seves arrels enteres, si en tingués, es troben
necessariament entre els divisors enters del seu terme independent a,.

Procedim a la seva demostracio. Suposem que un cert nombre enter « és una arrel del polinomi. Tal
nombre ha d’anul-lar-lo:

aa"+a, " +...+a,a’ +aa+a,=0
ac"+a, " +...+taa +aa=—qa,
T ta, 0"+ ta,a+a)=—qa,

ay
(04

n-1 n—-2 _
a, " +a, " +...ta,a+a =

En la darrera igualtat, el nombre del costat esquerre és enter, perqué esta expressat com una suma de

—a , .
productes de nombres enters. Per tant, el nombre del costat dret, —2, també és enter. Al ser també
o

enters tant —a, com «, deduim que « és un divisor de a,,.
Exemples:

#+ Determinem, d’acord amb I'anterior resultat, quins nombres enters sén candidats a ser arrels
del polinomi 7x® +23x? - 2x—6:

Tals nombres enters candidats han de ser divisors de — 6, el terme independent del polinomi.
Per tant, els Unics nombres enters que poden ser arrel del polinomi sén:

+1,+2,+3,+6
+ Les Uniques possibles arrels enteres del polinomi 2x* +3x* —11x -6 també sén:
+1,+2,+3,+6
En aquest cas 2 i —3 son arrels enteres del polinomi.

Podem afirmar un resultat més general sobre classes de nombres i arrels d’un polinomi:
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Donat un polinomi qualsevol
n n—1 2
ax" +a, x" +...+tax +ax+a,

els coeficients del qual sén tots nombres enters, les seves arrels racionals, si en té, tenen
necessariament per numerador algun divisor del terme independent, a,, i per denominador algun
divisor del coeficient del terme de grau més gran, a,, .
Exemples:

+ En el polinomi 2x* +3x>—11x—6 els nombres racionals candidats a ser les seves arrels tenen

per numerador un divisor de — 6 i per denominador un divisor de 2. Per tant, els Unics nombres

racionals que poden ser arrel del polinomi sén:

11, 42, 43, 46, =1, E2 o4y 3 E6_ 44
2 )

. . L . -1 ,
Amésde 2 i —3,també és arrel 7; els altres no ho sén.

# Les Uniques possibles arrels racionals del polinomi 2x* + 7x> —11x2 — 4x — 3 son:

i, 23, 212

2 2
En aquest cas cap d’aquests nombres és arrel del polinomi.

Activitats proposades

22. Feu servir la regla de Ruffini per dictaminar si els seglients nombres sén o no arrels dels polinomis
citats:

a) a=3de x’ —4x*+5

b) f=-2 de —x’ - 2x* +x+2
c) y=1de —2x* +x+1

d) o=-1 de 2x* +2x*

23. Per a cadascun dels seglients polinomis assenyaleu, en primer lloc, quins nombres enters sén
candidats a ser-ne arrels i, després, determineu quins ho sén:

a) x> —x*+2x-2
b) x* +4x* +4x* +4x+3
c) 2x* +x*—18x-9

d) x*+2x* +3x? +6x
-1
24. Comproveu que BN és arrel del polinomi2x® +3x* -11x—6.

25. Per a cadascun dels seglients polinomis indiqueu quins nombres racionals sén candidats a ser-ne
arrels i, després, determineu quins ho son:

a) 3x> +4x-5 b) 2x° —9x? +12x +2
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1.5. Factoritzacid de polinomis

Tot polinomi de grau »n té com a molt »n arrels reals, alguna de les quals pot apareixer repetida entres
aquests no més de n nombres reals.

Basant-nos en el calcul de les arrels d’un polinomi anem a realitzar el procés de descomposicié d’un
polinomi en forma de producte d’altres polinomis més senzills (Factoritzacié d’un polinomi):

Ens basarem en el segiient enunciat:

La condicié necessaria i suficient per tal que un polinomi P(x) sigui divisible per (x — a) és que a sigui
una arrel de P(x).

Podem reescriure aquest resultat de la segiient forma:

Un polinomi P(x) és divisible per (x — a) <> a és una arrel de P(x).

Demostrem-ho:

Si P(x) és divisible per (x — a) = a es una arrel de P(x): Condicio necessaria

En efecte: P(x) divisible per (x — a) = r = 0 = P(a) = 0 (pel teorema del residu) = a és arrel de P(x)
Sia és una arrel de P(x) = (x — a) divideix P(x): Condicio suficient

En efecte: a arrel de P(x) = P(a) = 0 (pel teorema del residu).

El residu de la divisié de P(x) entre (x — a) és 0 = (x — a) divideix P(x) per la definicié d’arrel.

Com a conseqiiencia immediata es té: si a és una arrel de P(x) = P(x) = c(x) (x — a)

El polinomi donat queda descompost en forma de producte de dos factors. Repetint el procés per a
c(x), aquest es pot descompondre de nou i aixi successivament.

Arribem al resultat general: donat el polinomi P(x)=a,x" +a,_, +...a;x + a,les n arrels del qual sén x1,
X2, ..., Xxn, €l polinomi es pot descompondre factorialment de la seglient forma:

P(x)=a,(x=x)(x = x,)...0c— x,)
Diem que un polinomi és reductible si admet una factoritzacié mitjancant polinomis de grau inferior al
seu. En cas contrari el polinomi sera irreductible.

Exemple:

4+ Descompondre factorialment el polinomi: x> — 4x*+ 5x — 2.

Com que el coeficient de x> és 1, tal i com vam veure en I'apartat de calcul d’arrels d’un polinomi, les
possibles arrels racionals, si existeixen, han de ser divisors de 2. Per tant poden ser: +1, — 1, +2, — 2.

Comprovem si 1 és arrel. Apliquem el teorema de Ruffini:
1l -4 5 -2
1 1 -3 2

1 -3 2 O

Per tant, 1 és arrel i tenim:
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Algebra

x° —4x? +5x -2 =(x-D(x* -3x+2)

Resolem ara I'equacié x>—3x+2=0,i resultax=1 yx=2.

Per tant, x>~ 3x + 2 = (x — 1)(x — 2) i en definitiva, el polinomi tindra la segiient descomposicié factorial:

¥ —4x +5x—2=(x—D(x =1 (x=2) = (x—1)’(x —2) essent les seves arrels x; = 1, doble i x2 = 2.
Hi ha polinomis que no admeten arrels, és a dir, que no s’anul-len mai.

Exemples:

. . 2 .
+ El polinomi #(x)=x"+4 no té arrels donat que a I'avaluar-lo en qualsevol nombre real «

sempre ens dona un valor estrictament positiu i, per tant, diferent de 0:

ta)=0>+4 > 0

A més, aquest polinomi de grau dos, #(x) =x*+4, és un polinomi irreductible perque, al no

tenir arrels, no podem expressar-lo com a producte de polinomis de grau més petit.
& Unaltre polinomi sense arrels reals és u(x) = 2D =7 +1)-(xF + D) =x" +2x7 +1.
Activitats proposades
26. Suposem que tenim dos polinomis, P;(X) i p,(X), i un nombre real «.
a) Si @ ésunaarrel de p,(X), és també arrel del polinomi suma p,(X)+p,(x)?
b) Si « és unaarrel de p,(X), és també arrel del polinomi producte p,(X)- p,(x)?

¢) Hi ha alguna relacié entre les arrels del polinomi p,(X) iles del polinomi 4-p,(x)?
27. Construiu un polinomi de grau 4 que tingui tres arrels diferents.
28. Determineu un polinomi de grau 4 tal que tingui, almenys, una arrel repetida.
29. Construiu un polinomi de grau 4 de forma que tingui una Unica arrel.

30. Conjectureu, i després demostreu, una llei que ens permeti saber quan un polinomi qualsevol

admet el nimero 0 com a arrel.
31. Demostreu una norma que assenyali quan un polinomi qualsevol
"ta, X"+ tax+
ax" +a, x" +.... ax+a,
Admet el nimero 1 com a arrel.

32. Determineu les arrels de cadascun dels seglients polinomis:

a)x+5 b) —x+3 c) 7x-5 d) —3x-11

e) —7x f) x? - 8x g) 4x* —x -3 h) x° —4x i)

x® +25x
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Algebra

1.6. Fraccions algebraiques

Una fraccid algebraica és una expressio de la forma:
P
PO ow#0
0(x)

on tant P(x) com Q(x) sén polinomis.

Exemples:

+ Aixi son fraccions algebraiques les segiients expressions:

2 2
7x3 - 2x 4xr -9y 3x"y+2xy
6x2+5x—-9  2x2+33 Txy

Sén expressions algebraiques, son fraccions algebraiques. En general, no sén un polinomi. Només ho és
en el cas molt particular en quée el denominador és un nombre real diferent de zero, aixd és, un
polinomi de grau 0.

Es senzill constatar que les expressions anteriors no sén un polinomi: qualsevol polinomi pot tenir un
valor numeric per a qualsevol nombre real x. No obstant aix0 aquestes expressions no poden ser
avaluades per als valors que anul-len el denominador.

#+ Podriem creure que la segiient fraccid si que és un polinomi:

3 2 3 2
3x7 4+5x7=3x _ —3x7 SxT  =3x 40 s 3
x x * *

L'expressio de la dreta si és un polinomi, ja que es tracta d’una suma de monomis, pero la de I'esquerra
no ho és ja que no pot ser avaluada en x = 0. No obstant aix0, aquesta fraccio algebraica i el polinomi,
guan sén avaluades en qualsevol nombre diferent de zero, ofereixen el mateix valor.

Sén expressions equivalents on ambdues tenen sentit.

Simplificacié de fraccions algebraiques

De la mateixa manera que es fa amb les fraccions numeriques, per a simplificar fraccions algebraiques
es descomponen numerador i denominador en factors, simplificant, posteriorment, aquells que sén
comuns.

Exemple:

4 2
., . x —8x" -9 . . .
+ Una fraccié algebraica com 5 3 5 pot ser simplificada gracies a que el
X —6x"—6x"-7x—-6
numerador i el denominador admeten factoritzacions en que algun polinomi és present en totes

dues.

x'—8x* -9 B (x> +1)-(x+3)-(x=3) B x+3
X6 =62 =Tx—6 (X +1)-(x+2)-(x+1)-(x=3) (x+2)-(x+1)

Com ja hem apuntat en d’altres ocasions, les expressions final i inicial no sén idéntiques pero si que son
equivalents en tots aquells valors per als quals ambdues tenen sentit, aixo és, per a aquells en qué no
s’anul-la el denominador.
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Algebra

Operacions amb fraccions algebraiques

Les operacions amb fraccions algebraiques es realitzen de la mateixa forma que les respectives
operacions amb fraccions numeriques.

Donat que les fraccions algebraiques obtingudes a partir de dos polinomis sén, en potencia, nombres
reals, operarem amb tals expressions seguint les propietats dels nombres reals.

» Suma o resta. Per a sumar o restar dues fraccions algebraiques hem d’aconseguir que tinguin el
mateix denominador. Una manera segura d’aconseguir-ho, encara que pot no ser la més
adequada, és aquesta:

ﬁ+&5pl'%+p2'% _DP Py
9 49 499 949 q,"4,

» Producte. N’hi ha prou amb multiplicar els numeradors i denominadors enter si:

» Divisid. Segueix la coneguda regla de la divisié de fraccions numeériques:

y2
@ _Pi9
Dy q," P,
q,

Exemple:

» En una suma de fraccions algebraiques como aquesta
3x-2 4
+

2 2
X +x x"—x-2

podem trobar un denominador comu en les fraccions a partir de la descomposicié de cada
denominador:

3x—2+ 4 _ 3x-2 N 4 _ (3x—2)'(x—2)Jr 4.x _
¥ 4x X -x-2 x-(x+1) (x+D-(x=2) x-(x+1)-(x=2) (x+1)-(x=2)-x
_(Bx=2)-(x=2)+4x _ 3x’-4x+4

x-(x+1)-(x—2) x-(x+1)-(x-2)

Convé destacar que en el resultat final s’ha optat per deixar el denominador factoritzat. D’aquesta
forma, entre d’altres qliestions, s’aprecia rapidament per a quins valors de la indeterminada aquesta
fraccio algebraica no admet ser avaluada.
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Algebra

Activitats proposades

33. Simplifiqueu, si és possible, les seglients expressions:

2 2 2
a) x° +4x b) x° -1 C) x° -1
x* +3x% —6x -8 x* +3x* —6x -8 X+ x? - 6x
34. Simplifiqueu les seglients fraccions algebraiques:
3x” — 6x @’ - 54> X’y +3xy° 2a°b* +3ab
2 b) 3 2 C) d) 3
9x* +15 Ta’ +4a 4xy a’b—ab

35. Realitzeu les seglients operacions tenint en compte les factoritzacions dels denominadors:

5 x+2 —-X 3x-1
T3 2 )
—3x+12 x"—4x x =2x+1 x -1
36. Efectueu els seglients calculs:
2 1 4 1 - 1 -2 -2
Sl S Y S &) o — d) 5——: %
x“+1 x x—2 x+1 x +3x x-1 x +3x x+3

37. Realitzeu les seglients operacions alterant, en cada apartat, Unicament un dels denominadors, i el
seu respectiu numerador:
—-x*+x-1 3x+2 x=2 8

b _
x? x? )x2+3x x+3

a)

38. Comproveu les seglients identitats simplificant I'expressié del costat Esquerra de cada igualtat:

3.2 2
8a*h’ 4x°y* —3xy , 3
a) ——~ 2=4a2b b) ————=2x"y——y

2a°b 2xy 2

3x° —9x B x* —3x d) 6a’b*> +8a’b —10ab _3ab+4a-35

6x+12 x+4 2ab* +16a’b b+ 8a
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Algebra

2. EQUACIONS I INEQUACIONS DE PRIMERI SEGON GRAU

En aquest aparat anem a centrar-nos en la resolucié d’equacions i inequacions de primer i segon grau i
en la seva interpretacio grafica, per a exposar seguidament els sistemes d’equacions i inequacions i la
seva aplicacio a les Ciéncies i a les Ciéncies Socials.

Ja sabeu que:

2.1. Resolucid d’equacions de primer grau

Recordeu que:

La técnica per a resoldre una equacié de primer grau consisteix sempre en
transformar I’equacio inicial en una altra d’equivalent fins a aconseguir aillar la
incognita en el primer membre:

Exemple:

7(x—1)+5_x:1_£
6 2

» Primer pas: Suprimir els denominadors.

#+ Resoldre I'equacio:

El minim comu multiple dels denominadors és 6, multipliquem per 6 tota I'equacié.

6-7(9;—1) +6-65x :6.1—%:14(x—1)+5x:6—3x

» Segon pas: Efectuar els parentesis:

14x—14+5x=6—-3x
» Tercer pas: Transposar termes i simplificar:
14x+5x+3x=6+15=22x=20

» Quart pas: aillar la incognita, i simplificar el resultat.

20 10

XxX=—=—

22 11

» Cinqueé pas: Comprovar la solucid.

Substituim el resultat obtingut a I'equacio donada i comprovem que es verifica la igualtat.

Recordeu que:
Les equacions permeten resoldre molts tipus de problemes.
El tractament habitual davant d’un problema concret és el segiient:

1. Plantejar una equacié que concordi amb I’enunciat.
2. Resoldre I'equacio
3. Comprovar el resultat i interpretar-lo
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Algebra

Exemple:

4+ La suma de tres nombres enters consecutius és 108. Quins sén aquests nombres?
Anomenem x al menor. Els tres nombres, al ser consecutius, seran:
1r nombre: x
2n nombre: x+1
3r nombre: x+2
Plantegem ara I'equacio corresponent a I'enunciat: la suma ha de ser 108. Per tant:
x+(x+1)+(x+2)=108

Els paréntesis, en aquest cas, no sén necessaris per la propietat associativa de la suma de nombres
reals. S’hi han posat, exclusivament, per fer més clara I'equacié que estem escrivint.

Eliminem els paréntesis i agrupant termes ens queda:
x+x+1+x+2=108=>x+x+x=108-1-2=105= 3x=105
Aillant la incognita:
_105 _
3

Per tant els nombres sén 35, 36 i 37, la suma dels quals és 108.

X 35.

2.2. Equacions de segon grau

Ja sabeu que:

Una equaciod de segon grau és la que té com a forma general la seglient:
ax’+bx+c=0,con a#0.
Una equacio té tantes solucions com el seu grau.

Ja sabeu que al ser de grau 2 tindra 2 solucions o 1 o cap en els nombres reals.

Segons com sigui I'equacio de segon grau les seves solucions es poden Ecuacién
trobar: de 2.” grado
Cas 1: El coeficient de x és 0: b = 0:
Completa
En aquest cas I'equacié és de la forma: ax’ + ¢ = 0. 2
ol +bx+c=0

Per trobar les solucions n’hi ha prou amb aillar x: Incompleta

2 ) c c c c
ax" =—Cc=>x =——2Xx=f[—— =X =, X ==, [——
a a a a
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Algebra

Exemple:
4 Resoldre I'equacié: 2x> — 8 =0
Sailla x*: 2 =8=x’ =4 x=2=x =2x, =2
Cas 2: El terme independent és 0: ¢ = 0
L’equacio és ara de la forma:
ax’* +bx =0.

Per resoldre-la n’hi ha prou amb treure x factor comu:
b
ax+bx=0=x(ax+b)=0=x, =0;ax+b=0=>x, =——
a

En aquest cas sempre una de les dues solucions sera x = 0.

Els casos 1 i 2 sén equacions de segon grau incompletes, que també es poden resoldre aplicant Ia
férmula general. Aixo no obstant és més rapid resoldre-les de la manera que acabem d’exposar.

Cas 3: Resolucio analitica d’'una equacio de segon grau completa:
Solucié grafica d’una equacio de son grau: Considerem la funcid
f(x)=ax? +bx+c=0

La seva representacié grafica és una parabola, on les solucions de I'equacidé ax* + bx + ¢ = 0 sén els dos
punts de tall d’aquesta amb I’eix d’abscisses.

Solucié analitica d’una equacié de segon grau completa: Partint de 'equacié ax’ + bx + ¢ =0 anem a
obtenir el valor de x:

Passem el terme independent al segon membre quedant expressat de la seglient forma:
ax® +bx = —c
Multipliguem tota I'equacio per 4a:
4a’x* + 4abx = —4ac
Sumem b? a ambdds membres:
4a*x* + 4abx +b* = b* —4ac
El primer membre és el quadrat del binomi 2ax + b. Per tant:
(2ax + b)* = b* — 4ac

Extraiem I'arrel quadrada dax + b = +b% — dac
Passem b al segon membre i dividim entre 2a, amb qué obtenim el seglient resultat:

x:—bi\/bz—4ac

2a
Per tant:
—b++b* —4ac —b++b* —4ac —b—+b* —4ac
X = =X = 3X, =
2a 2a 2a
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Algebra

Es la férmula general per calcular les dues solucions de I'equacié de segon grau.

Particularitats:

El radicand, b*> —4ac, rep el nom de discriminant de 'equacid. Es representa amb la lletra grega A.
Segons el signe del discriminant poden donar-se tres casos:

» A >0:Lequacio té les dues solucions x; i x2
» A =0:Lequacid té una Unica solucié doble, les dues solucions de I'’equacio son iguals:

-b+t0 -b
X=—""-=—
2a 2a
» A <0: El radicand és negatiu, I’equacio no té arrels reals (I’arrel dona lloc a un nombre complex
no real).
Exemple: +¥

4+ Resoldre I'equacio:
2x> +3x-2=0 [

La seva solucid grafica és una parabola amb el vertex cap avall al
tenir positiu el coeficient de x?, como hem representat aqui.

Anem a veure que les seves solucions analitiques sén els punts de
tall de la parabola amb I’eix d’abscisses.

Comprovem-ho:

2x* +3x—2=0.Aplicant la formula general de resolucié d’una equacié de segon grau completa.

| —3%4/37-42(-2) -3+49+16 —315: 1

X = = X, ==X, =-2,

2.2 4 4 2

gue coincideixen amb els punts de tall de la parabola amb I’eix d’abscisses.

Exemple:

4 Anem a considerar ara un exemple d’'una equacié de segon grau PN
. . . . s /

amb el coeficient de x*> negatiu —x*>+4x+5 la representacié

grafica del qual és una parabola amb el vertex cap amunt: /

Como en l'exemple anterior apliquem la férmula general de resolucid
d’equacions de segon grau, 'equacio és: ] '.

— x> +4x+5 | ,
La solucié de la qual és:

— 44,47 —4.(-1).5 —4+J16+420 -—4+6
= = =>x=-Lx,=5,

2.(-1) -2 —2

gue coincideixen amb el tall de la parabola amb I'eix d’abscisses.

Suma i producte de les solucions en una equacio de segon grau
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Algebra

Anem a calcular ara a qué és igual la suma i el producte de les dues
arrels d’una equacié de segon grau..

Anomenem:

_—b+\/b2—4ac y x _—b—\/b2—4ac
a 2a 2 2a

les dues solucions o arrels.

Xy

www shuttarstockoom - 116604226

Vegem en primer lloc a que és igual la suma d’ambdues:

—b++b* —4ac _|_—b—\/b2 —4ac _ —b+~b* —dac +-b—b* —4ac _ —-2b :2
2a

2a

TR = 2a 2a a
Es a dir:

a

Vegem ara el producte:

—b++b* —4ac —b—+b* —4dac 3 (=b)* = (/b* —4ac)’ 3 b* —(b* —4ac) _4ac ¢
' 2a - 4q° B - -

X,.X, = el
e 2a 4q° 4a* a
s . C
Es adir: X1 Xy =— —b+ Vb —dac —-b— /B —4ac
2 Férmula de Cardano: Ty %s = 5 : 5

Les igualtats anteriors ens permeten resoldre el problema invers a I’habitual: enlloc de trobar les
solucions o arrels donada una equacié, podrem, sabent quines

son les solucions d’una equacid, trobar I'expressié de I'equacio.
FORMULA DE CARDANO

En efecte, considerem I'equacié de segon grau de sempre, de r—
Soluc|ons X! ixz: + Cardano atrai Taraglia a Mildc s ai, mediante
promessa de guerdar segrado, Taraglia, em verso, di-
T qn Termulia mas ndio a demonsiraho
ax2 + bx +c= 0 « Em 1542, Cargano e Ferrar visilaram Bolmha e
obtveram de Della Nave permissac de examinar as

manuscrilos detados por Femao,

Dividint tota I'equacié pel coeficient de x*:

b c
¥ +=x+—=0
a a

Equacié equivalent a la donada.

Fixant-nos en aquesta equacio, veiem que el coeficient de la x és igual a la suma de les dues arrels amb
el signe contrari, mentre que el terme independent és igual al producte de les arrels..

Com a consequéncia: si les dues arrels d’'una equacié de segon grau sén x;i x2, I'equacio és:

X2 = (X +X,)x+ %0, =0 xT —sx+p=0

Exemple:
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Algebra

4+ Les dues arrels d’una equacié de segon grau sén x1 = 1/2 i x2= 2/3. Quina és |'equacié?

. 1 2 7
Sumant les dues arrels tenim: §+§ = g L’anomenem s.

11 1
Multipliguem les dues arrels i tenim: Eg = g L'anomenem p.
. . . , L > 71
Per la fdrmula anterior obtenim que I'equacié és: x —gx + 5 =0.
Si traiem denominadors I'equacié queda: 6x>—Tx+2=0.

#+ Una altra forma de resoldre aquest tipus de problemes és fer Us de la factoritzacié de polinomis
gue hem estudiat en pagines anteriors.

Considerem I’equacid de segon grau completa ax” + bx + ¢ = 0 de solucions xzi x2.

. ..o . 2 C
Sabem que aquesta primera equacio es eqU|Va|ent d aquesta altra: x*+—x+—=0
a a
v . . . . , P b C
En consequencia, el pOIlnoml Corresponent a la mateixa és: p(X) =X +—x+—
a a

Té com a arrels els nombres x;i x2 i la seva descomposicid factorial és:
p(x)=(x—x)(x—x,)

Si efectuem el producte, podem escriure I'equacié corresponent:

(x=x)(x-x,)=0

Es poden plantejar multiples problemes de la vida real i d’aplicacié a altres ciéncies.

Les pautes a seguir son les mateixes que les de les equacions de primer grau.

Vegem-ne un exemple:

Exemple:

+ Volem sembrar de gespa una parcel-la rectangular de 27 m?, de manera que un dels costats de
la mateixa sigui el triple de I'altre. Quines sén les dimensions de la parcel-la?

Anomenant x al costat més petit del rectangle, I'altre, al ser el triple, mesurara 3x.

Donat que I'area del rectangle és igual al producte de la base per I'altura:

ax 3x-x=27=3x>=27T=x*=9

X Per tant les dues solucions d’aquesta equacié son x =3y x = -3.

Pero donat que no té sentit que una longitud sigui negativa per a
una parcel-la, la uUnica solucié valida és x = 3 m. Segons aix0 les
dimensions de la parcel-lason 3 mi9 m.

Equacions biquadrades
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Algebra

S’anomenen equacions biquadrades a les equacions del segilient tipus:

ax*+bx*+c=0

Sén equacions de quart grau, en qué la incognita apareix elevada Unicament a poténcies parells. Al ser
de quart grau, tindra 4 solucions.

El procés general per a resoldre aquest tipus d’equacions és fer un canvi de variable.

Fent =x’ tindrem I'expressié segiient:
ax* +bx* +c=0=a(x*)’ +bx’ +c=0=at’ +bt+c=0

Aconseguim convertir 'equacié de quart grau en una equacié de segon grau facil de resoldre, d’aqui
que I'haguem inclds com una equacié de segon grau particular.

Es resol I'equacid de segon grau com a tal i una vegada resolta cal realitzar un darrer pas:

Hem trobat el valor de ¢, pero la incognita és x. Amb la qual cosa hem de desfer el canvi efectuat:

Sixt=t= x=%At

Exemple:
4 Resoldre I'equacié 3x* + x> -4 =0
Efectuant el canvi x>=t¢, 'equacié es converteix en:
3 +t-4=0

Que resolem per a t:

1412 —43.(=4) —1+7 4
t= = =t =1t =——
2.3 6 3

Es a dir, les dues solucions d’aquesta equacié sén ti= 1 i t2=—4/3, desfem el canvi:
xP=t=1=>x=+%1
4 4 24/3
: X = i—[i
3 3 3

Aquesta darrera solucid no és un nombre real, ja que una arrel quadrada d’'un negatiu no té solucié
real. Es troba dins dels nombres imaginaris que ja coneixem del capitol anterior..

En definitiva, les quatre solucions de I'equacio biquadrada sén:

23 NER

x, =Lx, =-Lx; :—3 I;x, =———1I

3

Activitats proposades
39. Resoleu les seglients equacions:
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2x-4 4
-2 7
x+8 x+4 12x
x—1 - x+1 _x2—1

3x+l) Sx+3 x4l 151

a)

b)

c) 4x+——=x+
4 6 3 12
40. Resoleu:
2 2
S N C ) R
25 9
2
b. x_:1+3/4x
16 9

C. 4x*+8x*-12 =0
d. 80x*-48x>-12=0

41. Sumant set unitats al doble d’'un nombre més les 3/2 del mateix obtenim com a resultat el séxtuple
del nombre menys 23. De quin nombre es tracta?

42. Les dimensions d’un rectangle sén 54 i 36 metres. Traceu una paral-lela al costat que mesura 36 m
de manera que es formi un rectangle semblant al primer. Quines sén les longituds dels segments
en que la paral-lela divideix al costat de 54 m?

43. Volem vendre un cotxe, un pis i una finca per un total de 300 000 £. Si la finca val 4 vegades més
gue el cotxe i el pis cinc vegades més que la finca, quant val cada cosa?
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Algebra

2.3. Resolucid d’ inequacions de primer grau i la seva interpretacio grafica
Una inequacio és una desigualtat algebraica en que apareixen una o més incognites.
El grau d’'una inequacié és el major dels graus a qué estan elevades les seves incognites.
Aixi,
% 4>x+2 i x+y>2s6ninequacions de primer grau, mentre que x> — 5 > x és de segon grau.

Resoldre una inequacio consisteix a trobar els valors que la verifiquen. Aguests es denominen solucions
de la inequacio.

Per exemple:

-

* 4>x+2oxe(-x2] <

Inequacions equivalents
Dues inequacions son equivalents si tenen la mateixa solucié.

A vegades, per a resoldre una inequacid, resulta convenient trobar-ne una altre d’equivalent més
senzilla.

A tal efecte, es poden realitzar les seglients transformacions:
4 Sumar o restar la mateixa expressié als dos membres de la inequacid.

Sx+4<95x+4-4<9-45x<5

4 Multiplicar o dividir ambdds membres per un nombre positiu.

Sx<55x:5<5: 5 x<1

4 Multiplicar o dividir ambdés membres per un nombre negatiu i canviar I'orientacié del signe de

la desigualtat.
2

x<2<(x) - D)>2-(-DHex>2 o (2,+0) < L

V
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Inequacions de primer grau amb una incognita

Una inequacid de primer grau amb una incognita es pot escriure de la forma:
ax>b,ax>b,ax<b obé ax<b.

Per a resoldre la inequacié en la majoria de casos convé seguir el seglient procediment:

1r) Treure denominadors, si n’hi ha. A tal efecte, es multipliquen els dos membres de la inequacié pel
m.c.m. dels denominadors.

2n) Treure els paréntesis, si n’hi ha.
3r) Transposar els termes amb una x a un membre i els nombres a I'altre.
4t) Reduir termes semblants.
5e) Aillar x.
Exemple:
x=5 (x-8) 3—-x 2(x-5)-(x—-8) 33—-x
5G9, 3x | MemH-Y) 30-

& 2x-10—-x+8>9-3x < 2x—x+3x >10-8+9 &

S 2(x=-5-(x-8)>33-x)

4x>11<:>x>%

E+oo
X € 1

Activitats proposades

—
—

k|

44. Resoleu les seglients inequacions i representeu la solucio a la recta real:
a)5+3x<2x+4 b)3+4x <8 +6 c)5+4x>3x+2 d)1+3x=>5x+7
45. Resoleu les seglients inequacions i representeu la solucio a la recta real:
a)4(3 +2x) <—(6x + 8) b) 7(2 + 3x) < 5(6x + 3) c)92+4x)+4(5x-2)>3(2x + 1)
46. Resoleu les seglients inequacions i representeu la solucié a la recta real:
a)6+3x<x/3+1 b)5+5x/2<9x/2+1 c)2+5x)/3>4x+1d)(1+5x)2+1=3x+6)/4
47. Escriviu una inequacio la solucié de la qual sigui el seglient interval:
a) [2, ) b) (-0, 3) c) (4, ) d) (-, 2)

48. Calculeu els valors de x per tal que sigui possible calcular les seglients arrels:

a) v2x—3 b) v—x—-9 c) vV2—-Tx d) v=-2x+7

Matematiques I. Batxillerat de Ciéncies. Capitol 2: Algebra Autors: José Antonio Encabo i Eduardo Cuchillo.
Traducci6 al catala: Institut La Bisbal (Girona) Revisora: Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es Il-lustracions: Banco de Imdgenes de INTEF

Textos Marea Vera



Algebra

2.4. Resolucid d’inequacions lineals de segon grau

Una inequacid de segon grau amb una incognita es pot escriure de la forma:
ax>+bx+c¢>0,

fent servir qualsevol dels quatre signes de desigualtat.

Per a resoldre-la, calculem les solucions de I'equacié associada, les representem sobre la recta real,
quedant per tant la recta dividida en tres, dos o un interval, depenent del fet que I'equacio tingui dos,
una o cap solucid.

En cadascun d’ells, el signe del polinomi es manté constant, i per tant bastara determinar el signe que
té el polinomi per a un valor qualsevol de cadascun dels intervals. Per saber si les solucions de I'equacio
verifiquen la inequacid, bastara amb substituir-la en la mateixa i comprovar-ho..

Exemple:
#+ Representeu graficament la parabola
y=x>+2x -3

i indiqueu en quins intervals és x> + 2x —3 > 0.

Observeu en la grafica que la parabola pren valors negatius entre —3 i
1. La solucio de la inequacio és: 2

X € (—00,—3) U (1, +0).

El punt =3 no és solucid, ni tampoc el punt 1, ja que el problema té T
una desigualtat estricta, >.

Si tingués la desigualtat >, x> + 2x — 3 > 0, la solucié seria:

X € (—00,—3] U [1, +00).

Si fos x2 + 2x — 3 <0, la solucié seria: x € (-3, 1).Sifos x> +2x -3 <0,
la solucio seria: x € [-3, 1].

Exemple:
* x>—6x+5>0 4
Lesarrelsdex>—6x+5=0s6nx=1yx=35. 2

(_OO’ 1) 1 (1, 5) 5 (55 +OO) T2 . ary yE  § 5

Signedex’—6x+5 + - +

xX—6x+5>0 si no si

Per tant, la solucid és x € (-, 1] U [5, =)
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Activitats proposades

49. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:

a)x>*—120 b)x>*—4<0 c)x*—9>0 d)x*+4=0

e) 2x>-50<0 f)3x2+12< 0 g) 5x>—45>0 h)x2+1> 0
50. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:

aAx’+x<0 b) x> - 5x>0 c)x* < 8x

d)x? < 3x e) 2x* —3x>0 £)5x% — 10x <0

51. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:
a) ¥’-2x-3<0
b) —x*-2x+8 >0
¢) X*+9x+14>0
d x*-6x+9<0
e) x*—4x—-5<0
f) xX>’+8x+16>0
g) ¥*+x+3>0
h) 2x>-3x-5< 0
52. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:
a) X’ +x—-6>0
b) x>-x-12<0
¢) x*>’-x-20<0
d ¥*’+5x—14>0
e) 2x*+3x+2>0
f) 3x¥*+2x-1<0
g) 5x*~7x-62>0
h) 2x*+x-15<0

53. Calculeu els valors de x per tal que sigui possible obtenir les seglients arrels:

a) Vx? -1 b) V-x*+4 c) Vx? +5x+6 d) Vx* —5x+6

54. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:

3x-2 _5-2x
a)2x+35)2x—-5) < 11 b)(2x—5)(@dx—3)—(x—-10)x—-2) > 50 ¢) <
X x+3
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3. SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS

Els sistemes d’equacions lineals és un sistema d’equacions en que totes les incognites estan elevades a
la unitat, no podent apareixer el producte de dues d’elles.

Es un conjunt d’equacions que s’han de verificar per als mateixos valors de les incognites, anomenats
solucions.

Resoldre un sistema és trobar els valors que, substituits en les incognites, compleixin totes les
equacions a la vegada.

Es classifiquen atenent a criteris diversos: nombre d’equacions o d’incognites, tipus de les solucions ...

Els sistemes d’equacions lineals atenent al tipus de solucio es classifiquen segons si tenen solucié o no.
Els que tenen solucié s’Tanomenen compatibles i els que no en tenen, incompatibles. Els compatibles
poden ser

» Compatible determinat: si té una sola solucié

» Compatible indeterminat: si té més d’una solucio (en tenen infinites)

Sistemes d’equacions i possibles rectes en el pla:

( - Solucio Unica Y| Teigueass
Determinat
- Rectes secants
L = Py
Sistema Compatible < = x
) — Infinites solucions RSN
Indeterminat o . 48|
- Rectes coincidents
: Y Fiaura 2
- - . y=(3xsd) 6
Si ) ble No té solucié
stema Incompat %
- Rectes paral-leles
/ ¥ = [(=-3)/2

Anem a repassar els tres metodes elementals de resolucid de sistemes lineals amb dues equacions i
amb dues incognites, que sén:

Exemple

4 Resoldrem el segiient sistema:

Sx—yv=3
2x + 3y=8
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¢ Metode de substitucio
El procés consisteix en aillar una de les incognites d’una de les equacions i substituir-la en Ialtra..
Aillem, per exemple, la y de la primera equacio:
y=50x—-3
I la substituim en la segona:
2x+3(5x-3)=8 = x=1
|, pertanty =2

¢ Metode d’igualacio
S’ailla la mateixa incognita de les dues equacions, igualant posteriorment ambdues expressions.
Aillem, per exemple, la y en ambdues equacions:
5x—y=3
2x+3y=8=y=5x-3
_ 8—2x

y

Igualant:

Posteriorment, per trobar y es substitueix el valor trobat de x en una de les dues equacions inicials, i es
calcula el corresponent valor de y.

¢ Metode de reduccio

Aguest metode consisteix a transformar alguna de les equacions en d’altres d’equivalents de manera
gue al sumar-les o restar-les s’elimini una de les incognites.

Multiplicant la primera equacié per 3, obtenim el sistema equivalent segiient:

5x—y=3} 15x—3y=9}
2x+3y=8) 2x+3y=28

| sumant les dues equacions s'obté 17x =17 ipertant x=1.

Posteriorment, per trobar y es substitueix el valor trobat de x en una de les dues equacions inicials, i es
calcula el corresponent valor de y:

2x+3y=8 = 2(1)+3y=8=y=2.

Graficament les equacions amb dues incognites representen una recta al pla.

Matematiques I. Batxillerat de Ciéncies. Capitol 2: Algebra Autors: José Antonio Encabo i Eduardo Cuchillo.
Traducci6 al catala: Institut La Bisbal (Girona) Revisora: Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es Il-lustracions: Banco de Imdgenes de INTEF

Textos Marea Vera
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X
son dues rectes al pla.

En el cas anterior, I'equacio: y =5x -3 il'equacid: y =
Exemple:

. e . , o 3x+2y=7
Resoleu analiticament i grafica el sistema d’equacions

2x—y =0

Dues rectes son secants si tenen només un punt en comu. Al resoldre el sistema que formen les seves
equacions obtenim una solucié que es correspon amb les coordenades del punt de tall.

Resoluciod analitica:

Resolem el sistema per reduccio:

= a = = . =
RN o L UL P

—
Zi-y=0 2(2) |4x-2y=0 =1 y=12

Resolucié grafica:

Fem la taula de valors de cadascuna de les equacions.

Representem les dues rectes que formen el sistema d’equacions:

S+ T « 0 1
2 ~ oy 35 2

P +H=T » y=

% 01
» =2 =
y y 0 2
\ ; /
Figura 1
y=(=-3x+7}/2
2
¥ .
3 - -l {’;’“ ;1 2 4 5
/I o ¥ = £
! ]
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Algebra

3.1. Resolucid pel metode de Gauss

El métode de Gauss esta basat en
el metode de reduccié, també
anomenat de «cascada o de
triangulacio..

L'avantatge que té aquest metode
és que és facilment generalitzable
a sistemes amb qualsevol nombre
d’equacions i d’incognites..

Aquest metode consisteix a
GAUSS: Font Google obtenir, per a un sistema de tres

Ay A By . 1 0 0 1]
By gy e | @ 10 L@
Hy) gy gy by, &0 1 ...0
oy a, = g, | 80 =]
Teamslnrmacianes
pelizasdas can las
aprrariznes al yhi
h

equacions amb tres incognites, un sistema equivalent la primera equacié del
qual tingui tres incognites; la segona, dues; i la tercera, una. S'obté aixi un sistema triangular de la forma

seglent:

Recordeu que:

Un sistema és equivalent a un altre si ambdds tenen les mateixes solucions.

Donat un sistema amb equacions complicades, el canviem per un altre que
tingui les mateixes solucions que el donat (sistema equivalent) i que tingui

equacions més senzilles

Ax+By+Cz=D
0+By+Cz=D
0+0+C"z=D"

La resolucio del sistema és immediata; en la tercera equacié calculem sense dificultat el valor de z,
portem aquest valor de z a la segona equacio i obtenim el valor de y, i amb ambdds valors calculem el

valor de x amb la primera equacié.

Exemple:

4+ Resoleu, aplicant el métode de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x-3y-2z=1
—~x+2y+4z=2

El procés és el seglient:

1. S’elimina la incognita x a la segona i tercera equacid, sumant a aquestes la primera equacié

multiplicada per 2 i per 1, respectivament, quedant el sistema:

x+4y+3z=-1
E2-2E1 0-11y—-8z=3
E3+E1 0+6y+7z=1
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2. Suprimim la incognita y de la tercera equacié sumant-li, previament multiplicada per 11, la segona
equacio multiplicada per 6:

x+4y+3z=-1
0-11y—-8z=3
11E3 + 6E2 0+0+29z=29

3. Es resol el sistema esglaonat comencgant per la tercera equacio:

29z=129 :>z=§:>z:l
29
Ara, a la segona equacio:
-1ly-8()=3 © -lly=-1l< y=-1
I, finalment, a la primera:
x+4(-)+3.1=-1 < x=-1+1=0

La solucid del sistema és:
x=0,y=-1,z=1

Geometricament, com que cada equacid lineal amb tres incognites
representa un pla, podem dir que els tres plans es tallen en el punt
(0, -1, 1), que és I"tinic punt comu a tots tres.

Es un sistema compatible determinat.
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3.2. Discussid de sistemes aplicant el metode de Gauss

Discutir un sistema consisteix a explicar raonadament les seves possibilitats de solucié depenent del
valor dels seus coeficients i termes independents. En els sistemes esglaonats la discussio es fa a partir
de I'equacio més senzilla, que suposarem que és la ultima.

Partim del sistema inicial

aux+aiy+aisz=>bi (E1)
axx +axy+asz="b (E2)
azix +any+aysz=b; (E3)

gue transformem en un altre d’equivalent, de la forma:

aux+any+asz=>b (E1)
O+any+tanz=bn (E’2)
0 +0+a’3z=>0"" (E’3)

A tal efecte s’elimina la incognita x de la segona (E2) i les incognites x i y de la tercera equacié (E3).

Aixi, estudiant la tercera equacié del segon sistema, a”33z = b”’3, es determinen les possibilitats de
solucid del sistema inicial, verificant-se:

» Sias”’ #0 el sistema és compatible determinat, ja que sempre es pot trobar una solucié Unica
comencant a resoldre el sistema per la tercera equacio.

» Sias” =0i b3 =0 el sistema és compatible indeterminat, ja que I'equacié E3 desapareix
(queda 0z = 0, que es verifica per a qualsevol valor de z resultant aixi un sistema amb dues
equacions i tres incognites), el sistema anterior queda:

anx+tany+ansz=>b anx +any+ansz=bhbi anx+tany=b—az
anytanz=bn = anytanz=b" = any=bn—az
0z=0

Per resoldre aquest sistema hem de suposar coneguda la incognita z i trobar les altres en funcio d’ella.
(A la practica, sol fer-se z = k.)

» Siaz” =0ib’3 # 0 el sistema es incompatible, ja que I'equacid E3 queda 0z = 5’3 # 0, que
evidentment és absurda, ja que qualsevol valor de z multiplicat per 0 ha de donar 0.
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Exemple:

< Discutiu i trobeu la solucié del sistema:

x+2y+3z=4
—x+3y—-z=-2
2x—y+4z=6
Fent servir el metode de Gauss es té:
x+2y+3z=4 x+2y+3z=4
—~x+3y—-z=-2 = E2+F1 = Sy+2z=2
2x—-y+4z=6 E3 -2F1 =S5y —-2z=-2

x+2y+3z=4
= Sy+2z=2
E3+E2 0z=0

Com que I'equacid E3 s’ha anul-lat el sistema és compatible indeterminat, ja que té menys equacions
qgue incognites. Tindra infinites solucions, podent-les expressar totes en funcié d’una d’elles.

El sistema és equivalent a:
x+2y+3z=4 x+2y=4-3z
Sy+2z=2 = Sy=2-2z

-2
z . Substituint en E1:

2
Aillant y en E2, resulta y =

2-2 _
x+2.( : ZJ=4—3Z<:>x:4—4 542—3Z<:>x

Fentz = £, la solucio és:

16-11k 2 -2k
x= 3y = ;z=k
5 5
Geomeétricament, les solucions del sistema anterior
representen tres plans amb infinits punts comuns alineats

segons una recta.
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# Resoleu pel métode de Gauss el segiient sistema d’equacions:
x+2y+z=3
2x-y+3z=1
3x+y+4z=5

Eliminen x a la 2a i 3a equacid. A tal efecte fem: E2 — 2E1y E3 - 3E1
x+2y+z=3
&< =5y+z=-5
—Sy+z=-4
Eliminem y ala 3a equacio, a tal efecte fem: E3 - E2:
x+2y+z=3
-5y+z=-5
0=1
La ultima equacid6 0 = 1 és un absurd que ens diu que el sistema és
incompatible, sense solucio.

Geomeétricament, els plans que representen les equacions no tenen cap punt
en comd.

= Resoleu, aplicant el métode de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x-3y—-2z=1
2x+2y+4z=2

El procés és el seglient:
1. S’elimina la incognita x a les equacions segona i tercera, sumant a aquestes la primera equacid
multiplicada per -2 i 1, respectivament: E2 - 2E1; E3 + E1, quedant el sistema:

x+4y+3z=-1

0-11y—-8z=3

0+6y+7z=1

2. Suprimim la incognita y de la tercera equacié sumant a aquesta, préviament multiplicada per 11, la
segona multiplicada per 6: 11E3 + 6E2.

x+4y+3z=-1

0-11y—-8z=3

0+0+29z=29
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3. Es resol el sistema esglaonat comencgant per la tercera equacio:
29z=29 = z =1.
Ara, a la segona equacio:
-1ly-8.1=3<-1ly=1l<y=-1
| finalment, a la primera:
x+4.(-)+3(1)=-lx=-1+1=0.
La solucié del sistema és:

x=0,y=-1,z=1.

Activitats proposades

55. Resoleu pel métode de Gauss els sistemes:

4x+2y—-z=5 x+y+z=0
a)s5x-3y+z=3 b){7x+2y-z=0
2x—y+z=3 3x+5y+4z=0

56. Discutiu i resoleu, si és possible, el seglient sistema:
x+2y-z=1
2x+y-2z=2
x—y—z=1

57. Discutiu i resoleu quan sigui possible, els seglients sistemes lineals d’equacions.

X+y—-6z—-4t=6

x—6y—4z=-7
3x+2y-3z+8t=-7
a)sx+8y+4z=6 b)
3x—y—-6z—-4t=2
x+y=1
4x—-y+3z+12t =0
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3.3. Problemes d’equacions lineals

Es poden plantejar problemes de la vida diaria que es poden resoldre aplicant el metode de Gauss, ja
gue donen lloc a sistemes de més de dues equacions i incognites.

Abans de resoldre un problema donarem uns consells que aniran bé per a una resolucid rapida i eficag.

Recordeu que

En la resolucié del problema no importa tant arribar a obtenir la solucié del problema
com el procés seguit en la mateixa, que és el que realment ens ajuda a potenciar la
nostra forma de pensar. Per comencar hem de familiaritzar-nos amb el problema,
comprenent I'enunciat i adquirint una idea clara de les dades que hi intervenen, les
relacions entre ells i el que es demana.

En la fase de familiaritzaci6 amb el problema s’han de tenir en compte les pautes
seglients:

Abans de fer tracteu d’entendre.

Preneu-vos el temps necessari.

Actueu sense presses i amb tranquil-litat.

Imagineu-vos els elements del problema i jugueu-hi.

Poseu en clar la situacié de partida, la intermedia i a la que heu d’arribar..

Busqueu estrategies per resoldre el problema i una vegada trobada dueu-la a terme.

Reviseu el procés i traieu-ne conclusions: el resultat que hem obtingut, fem la
comprovacio i observem que verifica les condicions imposades pel problema.

Exemple:

+ Esbrina quants homes, dones i nens hi ha en una reunié sabent que: si hi hagués un nen més, hi
hauria el mateix nombre de nens que d’homes i dones junts. Si hi hagués 8 dones més, el
nombre d’aquestes doblaria a la suma d’homes, homes i nens. El triple del nombre d’homes més
el nombre de dones és igual al nombre de dones més 5.

Si anomenem x el nombre d’homes, y el nombre de dones i z el nombre de nens, obtindrem el sistema
seglent:

z+l=x+y
y+8=2(x+2)
3x+y=z+5

Passem les incognites al primer membre i obtenim el seglient sistema:
x+y—-z=1
2x—y+2z=8
3x+y—-z=5

Anem a resoldre’l aplicant el metode de Gauss:
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Eliminem x ala 2ai3aequacié. Fem E2-2E1; E3-3E1

x+y—-z=1
0-3y+4z=6
0-2y+2z=2

La 3a equacid és simplificable, la dividim entre 2, quedant E3/2:

x+y—-z=1
—3y+4z=6
-y+z=1

Eliminem y ala 3a equacio. Fem -3E3+E2:

x+y—-z=1

-3y+4z=6

z=3

Obtenim aixi un sistema en forma esglaonada molt senzill de resoldre. De la 3a equacid obtenim el valor
de z: z = 3. Substituint z= 3 a la 2a equacio:

-3y+4(3)=6=-3y=-6=y=2
Substituint els valors de y i de z obtinguts a la 1a equacid:
x+2-3=1=x=2
Es un sistema compatible determinat amb solucié Unica:
x =2 homes, y = 2 dones, z= 3 nens.

Comprovem el resultat. En efecte un nen més, 4, és igual al nombre de
dones més homes, 2 + 2. 8 dones més, 10, dobla el nombre de dones i
nens: 2(2 + 3). El triple del nombre d’homes, 6, més el nombre de
dones, 6 + 2 = 8, és igual al nombre de nens més, 3 + 5.

Geometricament son tres plans que es tallen en el punt (2, 2, 3), que és
I"4nic punt comu als tres.

Activitats proposades

58. Comprem 8 kg de cafe natural i 5 kg de cafe torrefacte, pagant 66 €. Calculeu el preu del quilo de
cada tipus de cafe, sabent que si mesclem meitat i meitat el quilo resultaa 5 €.

59. Una mare té el doble de la suma de les edats dels seus fills. L'edat del fill menor és la meitat de la
del seu germa. La suma de les edats dels nens i de la mare és 45 anys. Quines edats tenen?

60. Volem vendre un cotxe, un pis i una finca per un total de 300000 €. Si la finca val quatre vegades
més que el cotxe i el pis cinc vegades més que la finca, quant val cada cosa?

61. Les tres xifres d’'un nombre sumen 18.Si a aquest nimero se li resta el que resulta d’invertir 'ordre
de les seves xifres, s'obté 594; la xifra de les desenes és la mitjana aritmetica de les altres dues.
trobeu el nombre en questid.
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3.4. Sistemes d’inequacions lineals

Un sistema d’inequacions lineals amb dues incognites és un conjunt de dues o més inequacions, que
s’han de satisfer alhora.

Per a la seva resolucid, es pot procedir de la segiient forma:
» Esresol cada inequacio per separat.

» El conjunt solucié del sistema, també anomenat regié factible, esta formada per les solucions
comuns a totes les inequacions.

Exemple:
4 Prenem com a exemple el sistema d’inequacions segiient:
2x+y<3
x+y=>1
1r Representem la regio solucié de la primera inequacié.

Transformem la desigualtat en igualtat.

2x +y =3
Donem a una de les dues variables dos valors, amb el
que obtenim dos punts. A
x =0; 2-0+y=3;, y=23; (0, 3)
x=1; 2-1+y=3;, y=1; (1, 1) 2
D Jre— T T
3 -4 2 0 2 4 |
c‘. .
-2
2_
-4
T T T 0 T T
3 -4 -2 0 2 4 ™
-2
Al representar i unir aquests punts obtenim una recta.
A Prenem un punt, per exemple el (0, 0), el substituim a la
desigualtat. Si es compleix, la solucié és el semipla on es
- troba el punt, si no la solucié sera I'altre semipla.

2x +y <3
2-0+0<3 0<3 Si
El semipla que esta ombrejat és la solucid de la primera inequacio.

Fem el mateix amb la segona inequacio:
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2n Representem la regié solucio de la segona inequacid.

x+y=1
x =0; 0+y=1; y=1; (0, 1)
x=1; l+y=1; »=0; (1, 0)

Prenem un punt, el (0, 0) per exemple i el substituim a la
inequacié, com que no es compleix la desigualtat sera el
semipla on no hi ha el punt.

v
[S—

x+y
0+0>1 No

# Resoleu el segiient sistema d’inequacions:

2Xx-y2 -3
X+y<2

Conjunt de solucions de la primera inequacio:

2x-y=-3 & y=2x+3.

Punts de tall de la recta amb els eixos:

x=0 = y=2x+3=3 = 4=(0,3)

y=0 = 0=2x+3 = x=-32 = B=(-3/2,0)

Provem amb punts a ambdds costats de la recta per veure
quin compleix la inequacio:

(0,0, 2x—-y>-3 = 0>-3 i

-R

3r La solucid és la interseccio de les regions solucié.

Com que es compleix la desigualtat per al punt proposat la regio factible és el semipla al qual pertany

el punt referit.
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Conjunt de solucions de la segona

x+ty=2 y=2-x

inequacio:

Punts de tall de la recta amb els eixos:
x=0 = y=2-x=2 = (C=(0,2)
y=0 = 0=2-x = x=2 = D=(2,0)

Provem amb punts a ambdds costats de la recta per veure quina
regio verifica la inequacio:

0,0, x+y<2 = 0<2

Com que es compleix per al punt donat el semipla escollit és en el
qual hi ha el punt.

El conjunt de solucions del sistema, o regio factible, esta format y
per aquells punts que compleixin ambdues equacions, per tant,
la solucid és la interseccié d'ambdds semiplans: ym2x+3 S
Activitats proposades
62. Trobeu la regio factible del sistema:
x>0
y2>0
6x+5y<30
xX+2y<8
63. Resoleu els seglients sistemes d’inequacions:
l_x—2y+32x—y+1 x4yl
2 3 2
3 1 2x—4—y+2x+3y>0 o 1y -2x23
x+y=>0 o il
. <
<) 2x—y>0 d) (x+1)-10+x<6(2x+1)
4(x—10) < —6(2—x)—6x
x<6
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CURIOSITATS. REVISTA

@rigen de I'Algebra >

L’origen de I’Algebra no és a Grécia, és a Bagdad, cap a I'any 773, amb la
seva Casa de la Saviesa, un observatori i una biblioteca. Els llibres
arribaven en diverses llenglies i calgué traduir-los a I'arab. Llibres de tot
tipus, cientifics, filosofics... En aquella época Bagdad era la nova
Alexandria governada pel califa Harun al-Raschid, que promogué la

\cerca de manuscrits. J

Khwarizmi. Si llegiu en veu alta aquest nom
us sonara semblant a algoritme, paraula que
se’'n deriva. Nasqué en el que avui és
Uzbekistan. Va escriure el primer llibre
d’Algebra (U=, al-jbr) paraula que en arab

(EI matematic més important fou aI-\

\significa col-locar, recompondre. J

m?@wy
il A, 7
18 )

b

< Pretenia convertir I'obscur en clar i el complex en simple. >

trencats o dislocats.

\_

que es fa en algebra és
utilitzar la cosa, la incognita,
com si es conegués, i s’intenta

descobrir-la. / Cgon I

Fins aleshores s'havh ﬂ nocio d’equacio es deu a :h

treballat amb nombres Khwarizmi. Amb elles no resol

Cervantes, al coneguts, pero al-Kwarizmi un problema numeric concret
Quixot, parla d'un diu “aquella cosa que busco, siné una familia de problemes.
algebrista que I’'anomenaré, pero com que no Es una igualtat entre dues
arreglava 0Ss0s la conec, I'anomenaré cosa”. | expressions on almenys en una

cosa en arab es diu ;s xay. El d’elles hi ha una incognita.

Ell i els seus seguidors van
resoldre equacions de primer,

tercer grau.

%

Algebra elemental és la part de I'algebra que
s’ensenya generalment als cursos de
Matematiques, resolent equacions i com a
continuacio de I'aritmética.

Algebra abstracta és el nom donat a R
I’estudi de les estructures
algebraiques.
J
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Historia de PAlgebra a Europa

-
Al segle XIll Leonardo de Pisa, fill de Bonaccio, Fibonacci, aprengué arab.

Va escriure Liber abaci, i va portar les xifres arabs (o hindus) a Europa.
\\

(En 1494 Luca Pacioli va escriure Ia\
primera obra d’algebra impresa. No
aporta coneixements nous pero
recull els coneguts. Anomenava
cosa a la incognita.

. J

Fins a Tartaglia (1499 — 1557) no es torna sobre problemes com la
solucio de les equacions de tercer grau.

.

En un desafiament es proposen problemes com aquests: l

“Troba un nombre que sumat a la seva arrel cubica doni 6”

» “Reparteix 100 monedes entre dues persones sabent que a la primera li correspon I'arrel
cubica de la segona”

\ y,
[ » “Es presta un capital amb la condicié que es torni al final d’un any amb uns interessos de )
I'arrel cubica del capital. Es tornen 800 monedes, quant es va prestar”
\
‘ DY A
En 1572 Raffaelle Bombelli Es resolen equacions per radicals (com sabeu resoldre
publica Algebra, on comenga a I'equacié de segon grau). Sén equacions formades per
fer servir els nombres polinomis de primer, segon, tercer... grau. Es discuteix
complexos. sobre el nombre de solucions, trobant estrany que una

\

\-
Euler (1707 — 1783) anomena i
la unitat imaginaria.

' ) \_ J

Fou Karl Gauss (1777 — 1855) qui, amb el teorema (Niels HenrikAbeI(1802—1829)\

Y,
) equacio de tercer grau pogués tenir més d’una solucid.

fonamental de I'algebra, va deixar resolt el problema del demostra la impossibilitat de

nombre de solucions d’'una equacié algebraica: Una resoldre per radicals I'equacié

equacio algebraica de grau n té sempre n arrels en els general de cinqueé grau.
\complexos. VAN y
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RESUM

Polinomi

Grau d’un polinomi

Suma, resta i producte de
polinomis

Expressié construida a partir de la suma de
monomis

El grau més gran dels seus monomis

—xX*+4x* +8x+6
Grau 3

El resultat sempre és un altre polinomi

p:—3x+6;q=x2+4.
p+q=x>-3x+10;
p—q=-x"—3x+2;
p-q=-3x+6x>—12x + 24.

Divisio de dos polinomis

S’obtenen dos altres polinomis, el polinomi
quocient (c(x)) i residu (r(x)), lligats als polinomis
inicials, els polinomis dividend (p(x)) i divisor

(g(x)

P(x) =q(x)-c(x) +7(x)
grau(r(x))<grau(q(x))

Regla de Ruffini

Ens pot ajudar a I’hora de factoritzar un polinomi
i coneixer les seves arrels

Teorema del residu

El valor numeric que adopta un polinomi p(x) al
coincideix amb el
residu que apareix al dividir p(x) entre x — a. .

particularitzar-lo enx = a

Arrel d’un polinomi

Un nombre real concret o és una arrel, o un
zero, del polinomi P, si a l'avaluar P en x =«

obtenim el nombre 0, és a dir, si p()=0

2 ésarrelde —3x+6.1i-3s6n

arrelsde x> +2x-3

Factoritzacioé d’un polinomi

Consisteix a expressar-lo com a producte de dos
altres polinomis de grau més petit

X =33 —x?+3=

=(x% =3)-(x* 1)

Fraccions algebraiques Es una fraccié d’expressions polindmiques x2-1
X’ +x% —6x
Resolucio d’equacions de 1r | S6n igualtats algebraiques amb una sola T(x—-1) +5_x X
grau incognita i de grau u. 3 6
Resolucid d’equacions de | Igualtats algebraiques amb una sola incognita i —x*+4x+5
2n grau elevada al quadrat. La solucié és: x1=-1; x,=5

Resolucid d’inequacions de
1r grau

Desigualtats algebraiques amb una sola incognita
de grau u.

x=3 (x-7) S 4—x
3 6 2

Resolucié d’inequacions de
2n grau

Desigualtats algebraiques amb una sola
incognita, elevada al quadrat.

xX*—-6x+5>0
La solucid és l'interval (1, 5).

Sistemes d’equacions
lineals, pel métode de
Gauss

Els sistemes d’equacions lineals sén equacions en
gue totes les incognites estan elevades a la
unitat, no podent apareixer el producte d’elles.
Resolucié pel metode de Gauss.

x+4y+3z=-1
2x-3y-2z=1
X+2y+4z=2

Sistemes d’inequacions
lineals

Els sistemes d’inequacions lineals son
inequacions en que totes les incognites estan
elevades a la unitat.
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EXERCICIS | PROBLEMES

Polinomis:

1. Estudieu si hi ha nombres reals en qué les seglients expressions no poden ser avaluades:

7x-9 b) -5x+7
(x+3)-(2x-16) x2—5x+6
<) 9x® —2x d) 2x-3y+5
—2x*-3x? -4 xz+y2

2. Calculeu quant ha de valer la lletra m per tal que el valor numeéric de I'expressié algebraica seglient
sigui —2 perax=0.

X2 —mx+4

(x* =D(mx +2)

3. Considerem els polinomis p(x)=-3x> +2x*—5x—4, q(x)=2x"+3x> —4x> +5x+6 vy
r(x) =3x* +5x—7 . Realitzeu les segiients operacions:
a) prq+r b) P—¢
c)pr d p-r—q
4. Efectueu les divisions de polinomis:
a) 3x* —2x* —5x? +7x -9 entre 3x? +2x-5
b) 6x° —7x* +8x> +9x? —10x—5 entre x* +3x+5

5. Assenyaleu sense fer la divisio, si les seglients divisions sén exactes o no:

2 +7xt =13 +5x* —17x +5

2) x=3

b) X +x* =3 +3x% —4x+4
x—2

) x> +7x* =3x> +5x% —17x -1

c

x—1
6. Construiu un polinomi de grau 2 tal que el nombre 4 en sigui arrel.
7. Escriviu dos polinomis de graus diferents i que tinguin en comu les arrels 2i 3..

8. Construiu un polinomi de grau 4 tal que tingui Unicament dues arrels reals.

9. Trobeu un polinomi ¢(x) tal que al dividir p(x) = X +x" +x" +x+1 entre q(x) s’obtingui com a

polinomi residu 7(x) =5x* +5x” +1.
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10. Trobeu les arrels enteres o racionals dels seglients polinomis:
a) 4x° +11x* +6x -3
b) 3x —2x* +6x -3
c) 3x’ —4x* +2x -1
d) 2x° +x* —6x-3
11. Descomponeu els seglients polinomis com a producte de polinomis irreductibles:

3x° +11x% +5x+3
5x° +5x" +x—1
2x° +x* +6x-3
38 —6x* +x-2

12. Realitzeu les operacions entre fraccions algebraiques:

x-1 4x

x> =3x x*—6x+9
x—1 2x°
x2—3x_x2—6x+9
x+2 . 2x

x> =3x x*—6x+9
x=1 2x

x?=3x x*—6x+9
13. Analitzeu si els seglients polinomis han sorgit del desenvolupament de poténcies de binomis, o
trinomis, o del producte suma per diferéncia. En tal cas expresseu la seva procedéncia.
x* —6x+9
x* +8x* +16
X ++/20 xy+5y°
X 20 + 7 +2x+1
xt=2x + X7 +2x+1

x> =36
53 +1
5x° 11
x'=3y°
14. Efectueu les seglients operacions i simplifiqueu tant com es pugui:
2 2
xX+y x + 2x+1
2 N 6 b) Y. : J’z 0 Xz
x(5-x) 2(5-x) X—y x =y 4x° -1

15. Efectueu les seglients operacions i simplifiqueu tant com es pugui:

a) (x“ _izj:(f—l_l) b) x'=3ax’ +3a’x-a’ x+a 0 (a+b a—bj: ab
X

X xX—a "x-a a-b a+b) a-b
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16. Efectueu les seglients operacions i simplifiqueu tant com es pugui:

11t 1 1 3,22 1
a x—y x avy 1.3 2)(1 3 2 *yoxy
a)1+1 11 b)(lxx2+x3'x XX c)l 33,5
a x+y x a-y X y x y
Equacions, inequacions i sistemes
17. Resoleu les seglients equacions:
g 2X7L2 b) X +5=2%_7 0> =2% )
2x-4 9 2 6 x+1 x-1
18. Resoleu les seglients equacions indicant quantes solucions tenen i quines son:
3
a) 10X =7 5 gy b) x* +8x" ~12=0
2x° =3
2 2
¢) 80x* —48x> +7=0 TR )
16 25

19. El catet més gran d’un triangle rectangle és una unitat més gran que el catet més petit. La
hipotenusa és tres unitats més gran que el catet més petit. Es demana:

a) Escriviu I'expressid algebraica que resulta d’aplicar el teorema de Pitagores.
b) Calculeu la hipotenusa i els catets.

20. En una competicié de basquet a doble volta participen dotze equips. Cada partit guanyat val 2 punts
i els partits perduts, 1 punt (no hi pot haver empats). Al final de la competicid, un equip té 36 punts.
Quants partits ha guanyat?

21. Una capsa de forma cubica s'omple amb un cert nombre de cubets d’un centimetre cubic i sobren
71 cubets; pero si tots els cubets que hi ha es posen en una altra capsa que té un centimetre més
per cada aresta, en falten 200 per omplir-la. Calculeu les longituds de les arestes de les dues capses i
el nombre de cubets que hi ha.

22, Les tres xifres d’un nombre sumen 24. Si a el nombre se li resta el que resulta d’invertir 'ordre de les
seves xifres, s’obté 198; la xifra de les desenes és la mitjana aritmeética de les altres dues. Trobeu el
nombre.

23. Volem trobar les edats d’'una familia formada pels pares i dos fills. Si sumem les edats de tres en tres
obtenim 100, 73, 74 i 98 anys, respectivament. Quina és I'edat de cadascu?

24. Resoleu:
X Sx
a) $-9<2 b) —-~7<-5x c) 42x-3)>1-7x
3(x+4 2x—4 9x+6 Tx 3x+5
d)g<2x e) +1> f) ——1<x—
5 3 6 2
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25. Calculeu els valors de x per tal que sigui possible calcular les seglients arrels:

a) V3x—-6 b) v—-x+3
c) V15— 3x d) = 6x — 24

26. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:

a)2x*-8<0 b) x2+25< 0 c)—x?+49 > 0
d)5x2—45:> 0 e)x?-1>0 f)16x>-9<0
g) 49x* —36<0 h) 121x% + 100<0

27. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:
a) 2x2+50x<0 b) 7x*+3x > 0 c) 2x% < 8x
d)-2x>-24x > 0 e)—7x*+ 14x <0 ) —5x>-30x = 0

28. Resoleu les seglients inequacions de segon grau:
a)5x2< 0 b) 7x*>0
c) -2x’<0 d)6ex?=> 0

29. Calculeu els valors de x per tal que sigui possible obtenir les seglients arrels:

a) V2x2+x -3 b) Vx*+2x +1 c) V=1+2x—x°
d) Vx*3x+5 e) V—x>+12x+36 f) v x> +6x — 27 g)

30. Resoleu els seglients sistemes pel metode de Gauss i discutiu el resultat:

1-4x?

S xX+y+t=3
+y+2z=
) Yy ; d)x+z—t=1
a +y=
Yy y+z+t=3
y+z=2
x—y+z=1
x—y+2z=4 3x+4y—-z=6
b) {2x+y+5z=13 e) 36x—6y+2z=2
xX+y—4z=-6 X—y+2x=-2
x=2y+3z+4t=6
x+4y—-8z=-8
2x—y+z—-t=1
c) 4x+8y—-2z=-2 f)
X—y+3z+2t=5
qx—y—4z=-4

3x—y+2z-3t=1
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AUTOAVALUACIO
1. Elvalor numeéric de l'expressio 3_ -+ 5xp’ s en x=2, y=—1,z=-1 és:
~3y z
a) 17 b) 15 c)-3 d)-5

2. Al dividir el polinomi p(x)=x"+x"+x" +1 entre g(x) =x" +x+1 el polinomi residu resultant:
a) ha de ser de grau 2. b) pot ser de grau 2.
c) ha de ser de grau menor que 2. d) cap de les anteriors.
3. Tot polinomi amb coeficients enters de grau tres
a) té tres arrels reals b) té més de tres arrels reals
c) té tres arrels complexes d) té alguna arrel real.

4. Es possible que un polinomi, amb coeficients enters, de grau quatre, tingui exactament tres
arrels reals, ja siguin diferents o amb alguna multiple?

5. Té com asolucié x =2 la seglient inequacio:
a)x <2 b)x>2 c)x<2 dyx+3<5
6. Lainequacio x? < 4 té per solucid:
a)x € (-2,2) b)x € [-2,2] ¢)x € (—0,-2) U (2, t0) d)x € (-0,-2] U [2, t0)

., . L -x+7L8
7. Llasolucié de la inequacié | | és:

a) [-1, 15] b) (-0, -1] c)(-1,1) d) [1, )

8. Elsvalors possibles de x en I'expressié v/5x—9 son:

a)x <9/5 b) x> 9/5 c)x<9/5 d)x>9/5
9. Lasolucié de la inequacio —~ <1 és:
x_
a)(1,2) b) (-, 1) cJx<lux>2 d) (-1, 2)

10. Justifiqueu la veracitat o falsedat de cadascuna de les seglients afirmacions:
a) Laregla de Ruffini serveix per a dividir dos polinomis qualssevol.
b) Laregla de Ruffini permet dictaminar si un nombre és arrel o no d’un polinomi.
c) Laregla de Ruffini només és valida per a polinomis amb coeficients enters.

d) Laregla de Ruffini és un algoritme que ens proporciona totes les arrels d’un polinomi.

Matematiques I. Batxillerat de Ciéncies. Capitol 2: Algebra Autors: José Antonio Encabo i Eduardo Cuchillo.
Traducci6 al catala: Institut La Bisbal (Girona) Revisora: Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es Il-lustracions: Banco de Imdgenes de INTEF

Textos Marea Verde



