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Programacion lineal: modelizacién de problemas reales y resolucibn mediante herramientas
digitales.

Resumen

Nos adentramos en el tema mds moderno de todos los que se imparten en la asignatura de
Matematicas en el instituto. La programacion lineal es una técnica matematica desarrollada durante la
Segunda Guerra Mundial para reducir los costes de gestion y, como tal herramienta militar, se mantuvo
en secreto hasta pocos afios después del final de la guerra. Una vez liberado a la sociedad, es empleado
por practicamente todas las grandes empresas.

En este capitulo hablaremos de problemas simples con dos variables (X e y), si bien en la realidad se
encuentran sistemas de mas variables. En ese caso el procedimiento es complejo y se resuelve con
medios informaticos, bien por el Método Simplex ideado por G. B. Danzig en 1951 o, mas
recientemente, con el algoritmo Karkamar o método del punto interior, desarrollado en 1984 por el
matematico indio Narenda Karmarkar y que suele ser mas eficiente que el Método Simplex.
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Programacion lineal

1. PROGRAMACION LINEAL

1.1. Definicion

Qué es la programacion lineal. Un Profesor

https://www.youtube.com/watch?v=MfE RP 3Wz0 >

s

video

Se llama programacion lineal, o también programa lineal, a la formulacién algebraica que pretende
optimizar (maximizar o minimizar) una funcion lineal de varias variables, sujeta a una serie de
restricciones, también lineales.

La funcién lineal a optimizar se denomina funcién objetivo, y las restricciones se expresan mediante un
sistema de inecuaciones lineales que debemos resolver.

La expresidn general de un problema de programacion lineal en dos dimensiones es, por tanto:
Funcion objetivo: f(x, y) = aXx + by — Maximo o minimo
ax+by=c
a,X+b,y#c
Restricciones: 2 27 C2
ax+b,y=c,
donde la desigualdad representada por # puede ser de los cuatro tipos explicados antes (>, <, <0 >).

Tipicamente una de las restricciones es que los valores sean positivos, es decir: x>0ey >0.

La solucion factible que hace éptima (maxima o minima, seguin se desee) la funcion objetivo, se llama
solucidn optima, y siempre se encuentra en la frontera de la regidn factible.

1.2. Teorema fundamental de la programacion lineal

En un programa lineal con dos variables, si existe una solucién Unica que optimice la funcién objetivo,
ésta se encuentra en un punto extremo (vértice) de la region factible acotada, nunca en el interior de
dicha region.

De este teorema obtenemos dos consecuencias:
e Sila funcidén objetivo toma el mismo valor 6ptimo en dos vértices, también toma idéntico valor en
los puntos del segmento que determinan.
e En el caso de que la region factible no sea acotada, la funcién lineal objetivo no alcanza
necesariamente un valor dptimo concreto, pero, si lo hace, éste se encuentra en uno de los
vértices de la region.
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Actividad resuelta

+ Una empresa aerondutica construye dos tipos de
aviones A y B. Para ello dispone de 1 800 millones
de euros, siendo el coste de cada avion 30 y 20
millones de euros, respectivamente. Ademds las
condiciones de mercado exigen que el numero total
de aviones producidos no sea mayor de 80.
Sabiendo que el beneficio obtenido en la venta de
un avion del tipo A es de 4 millones de euros y en el
tipo B, 3 millones de euros. ¢Cudntos aviones debe
construir de cada clase para que el beneficio sea
mdximo?

Debemos LEER con cuidado el problema y traducirlo adecuadamente al lenguaje algebraico, tal y
como se dijo en el capitulo anterior.

La programacién lineal pretende optimizar una funcién, en este caso es hacer maximo el
beneficio, que depende de dos variables (las escribimos):

Sean X = namero de aviones de tipo A
y = nmero de aviones de tipo B

Para plantear la funcién a optimizar (la funcién objetivo), y las restricciones organizamos la
informacidén del problema:

N2 aviones Coste Beneficio
Tipo A X 30 4
Tipo B y 20 3
Restricciones No sea mayor de 80 | Dispone de 1800 € Funcion Objetivo
X+Yy <80 30x +20y <1800 z=4x+3y

Falta un detalle a tener en cuenta, los valores deben ser positivos (no se puede tener un nimero
negativo de aviones), es decir: x>0 ey >0, por tanto:

Funcidn objetivo: f(X, y) = 4x + 3y — Maximo (en millones de euros)

rn:x+y<80
L. r, :30x +20y <1800
Restricciones:
r;:x=0
r,:y=0
Obtenemos la region factible:
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C = (20, 60)

oA = N
-40 -20 [] 20 40 \ )\

Se trata de encontrar los vértices de la region factible.

Para ello se resuelven todos los sistemas que se pueden formar con las ecuaciones de las
restricciones, que nos van dando los distintos puntos de corte de las rectas:

X+ =80 X+y =80 30X+ 20y = 1800
Y ~5 (20, 60) Y=, 0,80 oy 5 (60, 0)
30x+ 20y =1800 X = y=0
x=0 X+y=80 30x + 20y =1800
{ 500 { _3(’) 5 (80,0) {X 0 y 5 (0,90)

Los puntos A (20, 60), B(0,80), C(60,0), D(0,0), E(80,0) y F(0,90) son los puntos de corte de las rectas
qgue forman la region factible, pero no todos ellos tienen por qué ser los vértices de la regién factible.

Los vértices de la regidon factible cumplen todas las restricciones (y no sélo dos), por lo que
tenemos que ver cudles de estos puntos cumplen todas las restricciones. Aunque podemos verlo
en la representacion grafica, también podemos comprobar analiticamente cudles forman la
region factible sustituimos cada punto en las restricciones restantes:

e E no cumple la restricciéon 30x + 20y < 1800, ya que 30-80 + 20-0 = 2400 > 1800, por lo que
E no es un vértice de la region factible.

e F nocumple x +y <80, ya que 0 + 90 = 90 > 80, por tanto F no es un vértice de la regidn
factible.

Es decir, que la regién factible tiene como vértices los puntos A, B, C y D, que son los que
verifican todas las restricciones:

{rl’rz} ‘ {r11r4} ‘ {r,r} ‘ {rr,}

A:(20,60) ‘ B:(0,80) ‘ c:(60,0) ‘ D:(0,0)
El dltimo paso es ver cual de los vértices que forman la region factible hace maxima la funcién
objetivo.
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1.2.1. Método algebraico

El método algebraico consiste en evaluar la funcién objetivo en cada uno de los vértices (o sea,
sustituir las coordenadas de los vértices de la regidn factible en la funcidn objetivo) y comprobar cual
(o cuales) de ellos proporciona el maximo o minimo de la funcién objetivo.

En el ejemplo: f(X,y) =4x+3y. Sustituimos los valores de los cuatro vértices:

Punto Funcién objetivo
A:(20,60) f (20, 60) = 4-20+3-60 = 260
B:(0,80) f(0,80) =4-0+3-80 = 240
C:(60,0) f(60,0) = 4-60+3-0 =240
D:(0,0) f(0,00=4-0+3-0=0

La solucién 6ptima corresponde al vértice para el que la funcidon objetivo toma el valor maximo.
En este caso es el vértice A:(20,60 ):

Solucion: Hay que construir 20 aviones del tipo A, 60 del tipo B y el beneficio es de 260
millones de euros.

% Introduccidn a la Programacion Lineal. Matematicas Informaticas.
6: https://www.youtube.com/watch?v=ceHLG7IuQIM >

video

Actividad propuesta nix+y<80

1. Con la misma region factible del ejemplo, optimiza las siguientes r, :30x+20y <1800

funciones objetivo: r,:x>0
a) z = 2x + 4y —» Max b)z=4x+3y > Min ¢)z=4x+ 3y -> Max ry:y=0
1.2.2. Método grafico o de las rectas de nivel

En este método los vértices de la region factible se hallan graficamente. Una vez hallada la regién
factible se representan las rectas de nivel asociadas a la funcion objetivo (ax+by =k) y se ve cual es

la que toma un valor k 6ptimo (en este caso maximo).

Para realizar este paso lo que se hace es dibujar una recta de nivel cualquiera y luego trazar paralelas a
ella hasta encontrar el vértice de la region factible que haga 6ptima la funcién objetivo:

e Sjse pretende buscar un maximo, el punto (o puntos) mas a la derecha.
e Sise pretende buscar un minimo, el punto (o puntos) mas a la izquierda.

En el ejemplo la funcidn objetivo es z = 4x + 3y. Las curvas de nivel son de la forma 4x + 3y = k. Las
representamos sobre la region factible empezando por la mas facil, la que pasa por el origen:
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La solucion 6ptima es la recta de color verde, que pasa por el vértice A:(20,60) y hace que:

2=4x+3y=>2z=4-20+3-60=260

Hay que construir 20 aviones del tipo A, 60 del tipo B y el beneficio es de 260 millones de euros.

A lo largo de la explicacién hemos ido viendo que es posible combinar ambos métodos para facilitar la
obtencién de la solucidn. Representar graficamente la regidn factible ahorra tiempo al determinar los
vértices, mientras que evaluar f(x, y) es mas preciso que el trazado de paralelas.
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1.3. Tipos de soluciones en programacion lineal

Vamos a considerar las distintas situaciones que se suelen presentar en los programas lineales para dos
variables. Los programas lineales para dos variables pueden clasificarse, atendiendo al tipo de solucién

que presentan, en los casos siguientes:
- Factibles con solucion unica, cuando presentan un Unico dptimo.

- Factibles con solucion multiple, si presentan mas de una solucion dptima. En estos casos, las
soluciones suelen ser todos los puntos de un segmento, es decir, los puntos comprendidos entre

dos vértices de la regién factible.

& 1 1] [ YO.

Solucién Unica o Solucién multiple

- Factible no acotada, cuando no existe limite para la funcién objetivo, es decir, la funcién
objetivo puede hacerse tan grande como se desee en la region factible.

- No factible, si no existe el conjunto de soluciones. En estas situaciones, las desigualdades que
describen las restricciones son inconsistentes.

254A = 10, 25)

Solucién no acotada No factible

Actividades propuestas

2. Resuelve los siguientes problemas de programacion lineal:

f.o. f(x,y)=2x+3y fo.f(x,y)=x+3y fo.z=x+y f0.z=15x+2y
X+y>2 2X+5y <300 2X+3y <120 3X+4y>12
2X+3y <6 X+y<90 > >
y S.a y S.a. x=Y S.a. x=Y
x>0 x>0 0<x<45 0<x<20
y=>0 y>15 y=>0 0<y<10
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2. PROBLEMAS RESUELTOS

Tipicamente se da un nombre genérico a los diferentes tipos de problemas de programacién lineal,
pero no suele ser necesario preocuparse de asociar cada problema a uno de esos tipos si entendemos
bien el enunciado.

2.1. Problema de produccion

Actividad resuelta

4 Una casa empacadora de alimentos recibe diariamente 700 kg de café tipo C y 800 kg de café
tipo K. Hace con ellos dos mezclas. La de tipo A que consta de 2 partes de café de tipo C y una
parte de café de tipo Ky en la que gana 2.2 euros por kg; y la de tipo B con una parte de café tipo
Cy dos partes de café tipo Ky en la que gana 2.6 euros por kg.

Halla la cantidad de mezcla que la casa empacadora debe hacer de cada tipo para que la
ganancia sea mdxima.

En este tipo de ejercicios es conveniente hacer un cuadro donde se vean todos los datos de que se
disponen y que nos permiten escribir las restricciones y la funcion objetivo. Sean

X = kilos demezcla A
y =kilos demezclaB

entonces:
e Productos A B ReCUrsos Las restricciones son:
ac oresc " by o 2x+1y<700— 2x+y <2100
& 2 Lx+2y<800— x+2y <2400
K ix 2y 800 o
3 3 x>0
Productos X y
Beneficios 2.2 X 26y y=0

Queremos que el beneficio sea maximo, por tanto la funcion objetivo es:

2=22-x+2.6:y>Max.
Hallamos la region factible: Tenemos una regidon factible ACOTADA, y los
vértices son los puntos:

A (0,0), B (1050,0), C (600,900), D (0,1200).

El siguiente paso es ver que valores toma la
funcién objetivo en cada uno de los vértices,
para saber donde es éptima (maxima):

A:z2=22:0+26-0=0

B:z=2.2-1050 + 2.6-0 = 2310
C:2=2.2-600 + 2.6-900 = 3660 es el maximo
D:z=2.2-0+2.6-1200 = 3120

Por tanto deben producirse 600 kg de la mezcla tipo A y 900 kg de la de tipo B para que el
beneficio sea maximo e igual a 3 660 euros.

2x + y = 2100

X+ 2y = 2400

C = (600, 900)

A\ D=(1050,0)
-1500 =100k ~500 o 500 IN 1500
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PROGRAMACION LINEAL. Comerciante compra NARANJAS. Academia DIEGO ( \

6: https://www.youtube.com/watch?v=7 YJxXhPZV8

video
2.2. Problemas de dietas

Son tipicos los problemas de programacién lineal en los que lo que se quiere es preparar una dieta
(mezcla) que reuna una serie de condiciones a partir de unos productos determinados que se
encuentran en el mercado. Se trata de saber que cantidades (X e y) debemos mezclar de dichos
productos.

Actividad resuelta

4+ Una ganaderia desea proporcionar a su ganado una dieta que contenga un minimo de 24
unidades del pienso A y un minimo de 25 unidades del pienso B. En el mercado se comercializan
dos tipos de compuestos C1 y C, elaborados con ambos piensos. El paquete de C; contiene 1
unidad de A y 5 de B, siendo su precio de 1 euro, y el de C, contiene 4 unidades de Ay 1 de B,
siendo su precio 3 euros.

¢Qué cantidades de C1 y C>deberd emplear la ganaderia para preparar su dieta con el minimo

coste?
. Mercado C G Unidades Funcion Objetivo: z = x+3y —minima.
Piensos X+4y > 24
2 1 4 24 . Bx+y> 25
B 5 1 25 Restricciones: >0
Cantidad X y X=
Coste 1x 3y y=0
Hallamos la region factible:
Herp Se trata de una regidon factible no acotada, y
determinamos con exactitud los vértices:
25 = (0, 25) X — 0
A: — A:(0,25)
20 5X + y = 25
" X+4y =24
B: —>B: (4,5
| 5x+y=25
X+ 4y = 24 — 0
\5 B=04,5 C: y —-C: (24,0)
X+4y =24
-10 -5 ; 0 \5 10 15 20 N

Hallamos el valor que toma la funcién objetivo, Zz = X+ 3y en cada uno de los vértices:
2,=0+3-25=75
2, =4+3-5=19
2. =24+3-0=24
El 6ptimo, en este caso minimo, se encuentra en el vértice B, por lo que se deben mezclar 4
paquetes de C1 y 5 paquetes de C;, con un coste de 19 euros.
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2.3. Problemas de transporte

En estos casos se trata de resolver problemas de logistica, es decir, transportar mercancias desde varios
origenes (ofertas o disponibilidades) hasta varios destinos (demandas o necesidades), con un coste
minimo, teniendo en cuenta las cantidades de que se dispone en los origenes y las cantidades
demandadas en los destinos, asi como el coste de transporte entre cada origen y cada destino.

Actividad resuelta

#+ Para abastecer de madera a tres aserraderos Ay, A, y As, hay dos bosques A1

B1y By, que producen 26 y 30 toneladas respectivamente. Las necesida-

des de cada aserradero son 20, 22 y 14 toneladas respectivamente. Si los | B1 | 10

precios de coste de transporte por tonelada de los bosques a los
aserraderos son (en euros) los que se indican en la tabla adjunta, propdn

el transporte con el precio minimo.

Ay | Az
30 | 10
B, | 20 | 10 | 10

Tenemos dos origenes que son los bosques B; y B, con sus ofertas (26 y 30 toneladas respectiva-
mente) y tres destinos que son los aserraderos A, A2 y Az con sus demandas.

La mayor dificultad consiste en manejar correctamente la informacién y plantear adecuadamente
todo en funcién de las incognitas elegidas. Sean

{

X = toneladasdemaderadesdeB, aA,

y = toneladas demaderadesdeB, aA,

Con ellas, las expresiones correspondientes a las toneladas desplazadas entre los demas bosques y
aserraderos se recogen en la siguiente tabla:

O"’glz::'iinos A1 Az A3 Ofertas
B1 X y 26 —(x+y) 26
B2 20 —x 22 -y 14 (26— (x+y)] 30
Demandas 20 22 14
Costes 10x+20(20-x) | 30y +10(22-y) | 10[26 —(x + y)]+10(-12+ x + y) z

La funcién objetivo viene dada por la suma de todos los costes y ha de ser minima:

z =10x+20(20 — x)+ 30y +10(22 — y) +10[26 — (x + y)] +10(=12 + x + y) = ~10x + 20y + 760

z=-10x+ 20y + 760

Las restricciones son las que se deducen de tener en cuenta que todas las cantidades transportadas

deben ser mayores o iguales a cero:

x>0

y>0
26—(x+y)>0—>x+y<26
20-x>0—->x<20
22-y>0—>y<22
-12+x+y>20->x+y>12
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Por tanto, el problema queda planteado como:
f.o. f(x,y)=-10-x+20-y+ 760 =min
X+Yy<26
X+y>12
0<x<20
0<y<22

S.a.

Construimos la region factible:

¥ =20
X+y=12
B= 0 22) \c = (4,22)
y=22 20}
A=1(0, 12)

10]

D = (20, 6)

. F=(12,00| E=™0,0)

-10 0 10\ 20 \30

Determinamos exactamente los vértices:

A (12,0); B (20,0); C (20,6); D (4,22); E (0,22); F (0,12)
Hallamos el valor de la funcion objetivo en cada uno de los vértices:

za=-10-12 + 20-0 + 760 = 640

z8=-10-20 + 20-0 + 760 = 560

zc=-10-20 + 20-6 + 760 = 680

zp=-10-4 + 20-22 + 760 = 1160

ze =-10-0 + 20-22 + 760 = 1200

zr =-10-0 + 20-12 + 760 = 1000

Por tanto, desde el bosque B1 se deben llevar 20 toneladas al aserradero A;, ninguna al A, y 6 toneladas
al As y desde el bosque B; se transportaran 22 toneladas al aserradero A, y 8 al As.
El coste de transporte serd de 560 euros.

Actividades propuestas
3. Dibuja el recinto que cumple las restricciones:
X+2y<6
4x +3y <12
X,y=>0
y analiza si los puntos (0,2), (3,0), (1,1) y (5,6) al conjunto de soluciones del sistema anterior.
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Dibuja el recinto que cumple las restricciones:
X+3y<9
X+y=>10
X,y >0
y da seis puntos que sean solucion del sistema anterior
Maximiza la funcion f(x,y) = 3x + 2y sujeta a las restricciones:
2x+3y <15
2Xx+y<9
X,y >0
y da seis puntos que sean solucion del sistema anterior
Sea S la regidn del plano definida por
y>2x-4 y<x-1 2y > X x>0 y>0
a) Representa la region Sy calcula las coordenadas de sus vértices

b) Obtén los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) = x — 3y en S indicando los puntos de S en
los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.

Se consideran la funcién f(x;y) = 5x — 2y y la regién del plano S definida por el siguiente conjunto de
restricciones:

Xx—-2y<0 X+y<6 x>0 y<3
a) Representa la region S.

b) Calcula las coordenadas de los vértices de la regidon S y obtén los valores maximo y minimo de la
funcion f en S indicando los puntos donde se alcanzan.

Minimiza z = -3x — 2y sujeta a
—-2X+y<2 X—2y<2 x>0 y<3

a) Mediante la resolucién grafica del problema, discute si existen soluciones factibles y si existe solu-
cion optima.

b) Si se afiade la restriccién: X + y > 10, discute si existe soluciéon dptima y en caso afirmativo
calculala.

Un astillero recibe un encargo para reparar barcos de la flota de un armador, compuesta por pesque-
ros de 500 toneladas y yates de 100 toneladas. Cada pesquero se tarda en reparar 100 horas y cada
yate 50 horas. El astillero dispone de 1600 horas para hacer las reparaciones. Por politica de empre-
sa, el astillero no acepta encargos de mas de 12 pesqueros ni mas de 16 yates. Las reparaciones se
pagan a 100 euros la tonelada, independientemente del tipo de barco. ¢Cudntos barcos de cada
clase debe reparar el astillero para maximizar el ingreso con este encargo? ¢Cudl es dicho ingreso
maximo?
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Programacion lineal

2.4. Resolucion de problemas de Programacion Lineal con GeoGebra

integrales, etc.

escribimos las ecuaciones y las funciones.

Vamos a resolver el siguiente problema

Al abrir el programa aparece una
pantalla como la del margen, con
menus desplegables, botones, una pantalla dividida en dos
donde a la izquierda estan las ecuaciones y a la derecha hay
una cuadricula y unos ejes que es donde apareceran las
graficas. En la parte inferior estd la “Entrada”, donde

GeoGebra es un software matematico libre que permite resolver
problemas de geometria (en dos y tres dimensiones), de Algebra y de
Célculo. Permite el trazado dinamico de construcciones geométricas de
todo tipo asi como la representacion grafica, el tratamiento algebraico y el
calculo de funciones reales de

variable real, sus derivadas, =

]

3

+* Una casa empacadora de alimentos recibe diariamente 700 kg de café tipo C y 800 kg de café
tipo K. Hace con ellos dos mezclas. La de tipo A que consta de 2 partes de café de tipo C y una
parte de café de tipo Ky en la que gana 2.2 euros por kg, y la de tipo B con una parte de café tipo
Cy dos partes de café tipo Ky en la que gana 2.6 euros por kg. Halla la cantidad de mezcla que la
casa empacadora debe hacer de cada tipo para que la ganancia sea mdxima.

Las restricciones son:
£Xx+3y<700— 2x+y<2100
+X+2y<800— x+2y <2400
x>0
y>0
Podemos dibujar una tras otra las desigualdades del

problema, escribiéndolas todas en la casilla “Entrada”.
Para ello, tecleamos sucesivamente:

2x+y<=2100

X+2y<=2400

x>=0

y>=0
Y el resultado es la decepcionante imagen anterior. Si
alejamos y colocamos la imagen en la pantalla, bien con

los botones y menus de GeoGebra, bien con el ratén (la
rueda hace zoom), llegamos a:

19 de Bachillerato. Matematicas Generales. Capitulo 9: Programacién lineal

www.apuntesma reaverde.org.es

- Vista Grafica

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
Revisor: Eduardo Cuchillo

P
Textos Marea Verde



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa

Programacion lineal

La regidn factible es la zona que, en la imagen,
se ve color azul mds oscuro, donde se
superponen todas las desigualdades.

» Vista Algebraica [ | » Vista Grafica

Inecuacitn
L@ a:2x+y <2100
® b:x+2y <2400

ol d:,gu
Sin embargo, esta no es la forma correcta de
obtener la regién solucidon de un sistema de
inecuaciones.

GeoGebra dispone de comandos que facilitan
tanto la escritura como la observacion de la
region factible.

En este caso, nos interesa que se verifiquen todas las inecuaciones a la vez, es decir, deben verificarse la
inecuacion 1Y la inecuacién 2 Y lainecuacién 3 Y la inecuacion 4. Ese “Y” se escribe con &&.
Entonces, desde una pantalla en blanco, escribimos en la barra de “Entrada”:

2x+y<=2100 && x+2y<=2400 && x>=0 && y>=0

y, entonces, se obtiene directamente (o después de ajustado el Zoom) la regidn factible:

} Vista Algebraica o } Vista Grafica

E Inecuacidn 3 1400
@ a: (2x+y < 2100) A(x

120

1000

800

00

200

Para hallar los vértices de la regidn factible debemos representar las rectas sobre el poligono obtenido.
De nuevo, en la barra de Entrada escribimos sucesivamente:

2x+y=2100
X+2y=2400
x=0
y=0

obteniendo:
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El aspecto de la imagen no es muy

- Inecuacién 1400 4

L@ a: (2x+y < 2100) A(x|°

- Recta atractivo, pero podemos cambiarlo
® b:2x+y=2100 120

haciendo clic con el botén derecho sobre
la grafica o la ecuaciéon y pulsando el
botdn derecho del ratén:

Recta b

ci X+ 2y = 2400

...... ® ey=0 1000 ]

200 4
Ecuaciony=ax+b
Faorma paramétrica

Muostrar el objeto

a00 A% Mostrar etiqueta
& Rastro
200 Renombra
// Bora
. ) ) 0 ! ! ! ! ! ¢ Propiedades ...
-400 -200 o 200 400 G000 200 1000 :
X =P
Entrando en propiedades tenemos de nuevo varias opciones: basico, color, estilo, algebray ' A ..
avanzado. Podemos cambiar el color de las rectas, el grosor del trazo... A purtoen ot
Limita/Libera Punto
Para determinar los vértices, seleccionamos la opcién “Interseccion” en el boton “Punto” y <
. - -7 Interseccidn
elegimos las rectas cuya interseccion estamos buscando, en nuestro caso, b con ¢, c con d, =
. Punto medio o Centro
b con e y d con e (que proporciona el origen de coordenadas). §
° Mimero complejo

Tras todo el proceso, llegamos a obtener la siguiente pantalla:

. Inecuacién 1400
ol ar (2x+y < 2100) A(x
Punto

i@ A=(600,900) e
@ B=(0,1200)
@ C=(1050,0)
@ D=(0,0) 1000

- Recta
i b: 2x +y = 2100

400

| | | \C
-400 -200 o 200 400 800 800 1UDI\ 1200
Podemos anadir etiquetas, mostrar u ocultar los objetos que no nos interesen,... pero continuemos con
el proceso de resolucion.
Queremos que el beneficio sea maximo, por tanto la funcién objetivo es:
z = 2.2x + 2.6y Max.

Trazamos, en color negro, una recta paralela a la funcidn objetivo que pase por
el origen de coordenadas. Tecleamos en la barra de “Entrada”:

2.2x+2.6y=0

L Bisectiz

| Tangentes
o

\Q Recta Polar o Diametral
LIRS

y'./' Ajuste lineal

Utilizando el botén: “Recta paralela que pase por un punto”, trazamos las
rectas paralelas a la funcion objetivo, que pasan por cada uno de los vértices:

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
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} Vista Algebraica > | » vista Grafica
~ Inecuacion
L@ a: (2xdhy < 2000) A (x| ®
Punto
@ A=(600,900) g P
-~ @ B=(0,1200)
-~ @ C=(1050,0)
--@ D=(0,0)
Recta
b: 2x +y=2100
C: X+ 2y = 2400
d:x=0 8001
ey=0
f:22x+26y=0
0: 4.4x + 5.2y = 4620 600
h: 4.4x + 5.2y = 6240
i: 6.6x + 7.8y = 10980

8 D | | | C
o -zo0 200 00 00 a00 100088

La recta mas alejada del origen es la que hace maximo la funcidén objetivo. Por tanto es la que pasa por
el punto A. Hallamos el valor de la funcion objetivo en ese punto:

A:z2=2.2-600+ 2.6-900 = 3660 es el maximo

Por tanto deben producirse 600 kg de la mezcla tipo A y 900 kg de la de tipo B para que el beneficio sea
maximo e igual a 3 660 euros.

Deben producirse 600 kg de la mezcla tipo A y 900 kg de la de tipo B para que el beneficio sea maximo e
igual a 3 660 euros.

Actividad propuesta
10. Intenta utilizar GeoGebra para volver a resolver los problemas de las
actividades ya realizadas.
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CURIOSIDADES. REVISTA

cientifica.

Quizas no sea cierto, pero se cuenta que, George Bernard Dantzig (1914 — 2005), siendo
estudiante llegd un dia tarde a clase, y al entrar vio escritos en la pizarra dos problemas, pensé que
estaban propuestos como tarea para casa, asi que se puso a resolverlos. Le resultaron dificiles. A la
clase siguiente se los entregd al profesor, Jerzy Neyman. iEran problemas que hasta entonces
nunca habian sido resueltos! El profesor habld con él y publicd uno de ellos en una revista

Se le considera e

Danzig. Una anécdota

I “ I”

padre de la programacién linea

Desarroll6 el Método del Simplex.

iYa sabes resolver problemas de Programacion Lineal! Pero...
imagina aue la regién factible no esta limitada por rectas. sino

# jBusca! jInvestiga! Haz un trabajo y una presentacién de 5 minutos sobre algo que te haya gustado de
Programacion Lineal. En la web puedes encontrar mucha informacién, videos, articulos...

Narendra Krishna Karmarkar

Mas dificil todavia, imagina que hay mas de tres variables, que
hay muchas, por ejemplo, 216, entonces el poliedro estaria en
un espacio de mas de tres dimensiones, de muchas, muchas
dimensiones.

La forma de resolverlo seria la que ya conoces, o similar, pero
mucho mas complicada de calcular. Habria que hacerlo con un
ordenador. Y aun asi, la complejidad puede ser enorme. Es
necesario estudiar métodos que hagan posible que el
ordenador sea capaz de hacerlo. Dantzig desarrollé el Método
del Simplex, y posteriormente, en 1984, Narendra Krishna
Karmarkar (nacido alrededor de 1956) public6 el método
conocido como algoritmo de Karmarka o métodos de puntos
interiores, que, parece, hacen mas rapido el cdlculo
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Programacion lineal

RESUMEN
Sistemas de | Un sistema de inecuaciones lineales es el X+Yy<80
inecuaciones | conjunto de dos o mas inecuaciones que 30x+20y <1800
lineales deben cumplirse a la vez. Xy>0

Se llama programaciéon lineal, o también
programa lineal, a la formulacién algebraica
que pretende optimizar (maximizar o
minimizar) una funcion lineal de varias
variables, sujeta a una serie de restricciones,
también lineales. sa.:

fo..f(x,y)=a-x+b-y —> Maxomin
axX+by=#c
Programacion a,x+b,y=c,
lineal
La funcion lineal a optimizar se denomina
funcion objetivo, y las restricciones se
expresan mediante un sistema de

inecuaciones lineales que debemos resolver.

aX+by#cy

En un programa lineal con dos variables, si
existe una solucién uUnica que optimice la
funcién objetivo, ésta se encuentra en un
punto extremo (vértice) de la regién factible
acotada, nunca en el interior de dicha regidn.

Teorema
fundamental

Método El método algebraico consiste en evaluar la funcién objetivo en cada uno de los
vértices (o sea, sustituir las coordenadas de los vértices de la regién factible en la

algebraico de . . . . y o
funcién objetivo) y comprobar cual (o cudles) de ellos proporciona el maximo o minimo

resolucion e I
de la funcién objetivo.
En este método los vértices de la region facti-
i i ble se hallan graficamente. Sobre la regién
Método grafico

factible se representan las rectas de nivel
de resolucion | ;5qciadas a la funcién objetivo (ax +by =k)

y se ve cual es la que toma un valor k dptimo.

- Factibles con solucién unica.

Tipos de - Factibles con solucién multiple,
soluciones - Factible no acotada.
- Nofactible.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Maximizar la funcidn z = 3x+ 3y sujeta a las restricciones:

x>0
y>0
X+y>0
X-y>0

2. Calcula el valor maximo y el minimo de la funcidn f(X, y) = X+ 2y sometida a las restricciones

y<4 X<3 X—y<3 X—y>0

3. Se quiere elaborar una dieta diaria para ganado que satisfaga unas A B C D

condiciones minimas de contenido vitaminico al dia: 2 mg de vitamina

A, 3 mg de vitamina B, 30 de la C y 2 de la D. Para ello se mezclan | P 1 1120 2

piensos de los tipos P y Q cuyo precio por kilogramo es para ambos de
30 céntimos, y cuyo contenido vitaminico por kilo se recoge en la tabla

adjunta.

¢Cémo deben mezclarse los piensos para que el gasto sea minimo? ¢ Cudl es este gasto minimo?

4. Desde dos almacenes Ay B se tiene que distribuir fruta a tres mercados de Mi | My | Ms

la ciudad. El almacén A dispone de 10 toneladas de fruta diaria y el B de 15
toneladas, que se reparten en su totalidad. Los dos primeros mercados A |10 15

20

necesitan diariamente 8 toneladas de fruta, mientras que el tercero B 15 | 10 | 10

necesita 9 toneladas diarias. El coste de transporte desde cada almacén a

cada mercado viene dado, en euros por tonelada, en el cuadro adjunto.

Planifica el transporte para que el coste sea minimo.

5. Una empresa construye en dos factorias, F1 y F2, tres tipos de
barcos deportivos (A, B y C). La factoria F1 construye en un mes: 1
barco del tipo A, 5 del tipo B y 1 del tipo C, siendo su coste de
mantenimiento mensual cuarenta mil euros. F2 construye en un mes: 1
barco del tipo A, 1 de tipo B y 2 de tipo C, siendo su coste mensual
20 000 euros. La empresa se ha comprometido a entregar anualmente
a un club deportivo 3 barcos tipo A, 15 de tipo B y 12 de tipo C.
¢Cuantos meses deberd trabajar cada factoria, con objeto de que la
empresa cumpla su compromiso con el minimo coste?

6. En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. Para atender a los clientes se ha de tener
almacenado un minimo de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de aceite de oliva y, ademas, el
numero de bidones de aceite de oliva no debe ser inferior a la mitad del nimero de bidones de
aceite de girasol. La capacidad total del almacén es de 150 bidones. Sabiendo que el gasto de
almacenaje de un biddon de aceite de oliva es de 1 euro, y el de un bidén de aceite de girasol es de
0,5 euros, écuantos bidones de cada tipo habra que almacenar para que el gasto sea minimo? ¢Y
para que el gasto sea maximo?
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7.

10.

11.

Una empresa elabora dos productos, cada uno de ellos en una cantidad que es multiplo de 1000.
Conoce que la demanda de ambos productos conjuntamente es mayor que 3 000 unidades y menor
gue 6 000 unidades. Asimismo, sabe que la cantidad que se demanda de un producto es mayor que
la mitad y menor que el doble de la del otro. Si la empresa desea vender toda la produccion:

a) éDe cuantos modos puede organizar la produccion?

b) Para obtener los maximos beneficios, écudnto ha de ser la produccién de cada uno de los
productos si uno se vende a un precio que es triple que el del otro?

Una empresa dedicada a la fabricaciéon de piezas de auto- Fab.1 | Fab.2 | Fab.3

movil tiene dos factorias que producen, respectivamente,
8000 y 15000 piezas mensuales. Estas piezas han de ser | Fact. 1 6 13 2

transportadas a tres fabricas que necesitan 10 000, 7 000 y

6 000 piezas respectivamente. Fact. 2 4 4 12

Los costes de transporte, en céntimos de euro, por pieza son los que aparecen en el cuadro adjunto.
¢Como debe organizarse el transporte para que el coste sea minimo?

Una persona va a iniciar una dieta y recibe las siguientes recomendaciones:
- Debe tomar una mezcla de dos compuestos D1 y D3

- La cantidad total diaria que puede ingerir, una vez mezclados los compuestos, no debe ser superior
a 150 gramos ni inferior a 50 gramos.

- En la mezcla debe haber mas cantidad de D; que de D,
- La mezcla no debe contener mas de 100 gramos de D1

Se sabe que cada gramo de D; aporta 0.3 mg de vitaminas y 4.5 calorias y cada gramo de D; aporta
0.2 mg de vitaminas y 1.5 calorias. ¢ Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar para obtener la
maxima cantidad de vitaminas? ¢Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar si desea el
minimo posible de calorias?

Una promotora pretende disefiar una urbanizacién con a lo sumo 15 edificaciones entre chalets y
bloques de pisos. Los bloques de pisos no deberian ser mdas de un 40 % de las edificaciones que se
construyan. La urbanizacién tendria como mucho 12 chalets y como poco 2 bloques de pisos.

a) ¢Qué combinaciones de cada tipo de viviendas son posibles? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢Qué combinacién hace mayor la diferencia entre el nUmero de chalets y de bloques de pisos?

Para dotar mobiliario a cierta zona de una ciudad, se quiere colocar al menos 20 piezas entre
farolas y jardineras. Hay 40 farolas y 12 jardineras disponibles. Se pretende que el nimero de
jardineras colocadas no sea superior a una tercera parte del de farolas colocadas, pero de forma
gue por lo menos un 20 % de las piezas que se coloquen sean jardineras.

a) ¢Qué combinaciones de piezas de cada tipo se pueden colocar? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢Qué combinacién hace que la diferencia entre el nimero de farolas y de jardineras colocadas
sea mayor? ¢Es la combinacion donde mas piezas de mobiliario se colocan?
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12.

13.

14

15.

16.

Un restaurante quiere adecuar, en parte o en su totalidad, una superficie de 1 100 m? para apar-
camiento y area recreativa infantil. La superficie de drea recreativa ha de ser de al menos 150 m?. El
aparcamiento ha de tener como poco 300 m? mds que el drea recreativa, y como mucho 700 m?
mas que la misma. El aparcamiento le cuesta 15 euros por m?, y el drea recreativa 45 euros por m-.

a) ¢Qué combinaciones de superficie dedicados a cada tipo de servicio se pueden adecuar? Plantea
el problema y representa graficamente las soluciones.

b) ¢ Cual es la combinacidn mas cara? ¢ Coincide con la que dedica mas espacio al aparcamiento?

Una empresa esta seleccionando empleados con contrato eventual por un afio y con contrato fijo.
El sueldo anual (en miles de euros) de cada empleado eventual es 8 y de cada empleado fijo es 15.
La empresa tiene un tope de 480 (miles de euros) para pagar los sueldos anuales de los empleados
gue contrate. Los empleados fijos han de ser por lo menos 10, y no mas de 24. Ademas el numero
de eventuales no puede superar en mas de 14 al de fijos.

a) ¢Qué combinaciones de empleados fijos y eventuales se puede contratar? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones. ¢Podria contratar 24 fijos y ningln
eventual?

b) Si el objetivo es contratar el mayor nimero total de empleados ¢écuantos ha de contratar de cada
tipo? ¢Y si el objetivo es contratar el mayor nimero de eventuales?

Una empresa de autobuses dispone de un vehiculo para cubrir dos lineas (A y B) que puede trabajar
en ellas, a lo sumo, 300 horas mensualmente.

Un servicio en la linea A lleva 2 horas, mientras que en la B supone 5 horas. Por otra parte, en la
linea B se deben cubrir al menos 15 servicios mensualmente y, ademas, el autobus no puede prestar
globalmente mas de 90 servicios cada mes entre ambas lineas.

a) éCuantos servicios puede prestar el vehiculo al mes en cada una de las lineas? Plantear el
problema y representar graficamente su conjunto de soluciones.

b) Sabiendo que la empresa obtiene un beneficio con cada servicio prestado de 60 euros y 180
euros en las lineas A y B respectivamente, ¢ cudntos servicios le convendra realizar en cada una
para maximizar el beneficio total? ¢ Cudl sera su importe?

En una fabrica de cajas de cartdn para embalaje y regalo se fabrican dos tipos de cajas: la caja A que
requiere para su construccion 4 m de papel decorado y 0.25 m de rollo de cartdn, que se vende a 8
euros, y la caja B que requiere 2 m de papel decorado y 0.5 m de rollo de cartén y que se vende a 12
euros. En el almacén disponen Unicamente de 440 m de papel de regalo y de 65 m de rollo de
carton. Si suponemos que se vende toda la produccién de cajas, icuantas de cada tipo deberan de
fabricarse para que el importe de las ventas sea maximo? ¢A cudnto ascenderd?

Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A a

un precio de 9 000 euros y el modelo B a 12 000 euros. La oferta esta limitada por las existencias,

gue son 20 coches del modelo A y 10 coches del modelo B, queriendo vender al menos tantas

unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para cubrir los gastos de esta campania,

los ingresos obtenidos con ella deben ser, al menos, de 36 000 euros.

a) ¢Cudntas unidades de cada modelo se podran vender? Plantea el problema y representa
graficamente su conjunto de soluciones.

b) ¢Cuantos coches deberd vender de cada modelo para maximizar sus ingresos? ¢Cual es su
importe?
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AUTOEVALUACION
1.- Indica cudl de las inecuaciones siguientes es estricta:
a) 5x+2y<7 b) 5x+2y <7 c) Sx+2y=7 d) 5x+2y>7
2.- Indica cuadl de las regiones factibles de los sistemas siguientes es acotado:
X+y=>5 X+y<5 X+y<-5 X+y>8
a) x>0 b) x>0 ¢ x>0 d) x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

3.- Indica cual de las regiones factibles de los sistemas siguientes no posee solucién:

X+y=>5 X+Yy<5 X+y<-5 X+y>8
a) x>0 b) x>0 ¢ x>0 d) x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

4.- Indica cual de las afirmaciones siguientes es cierta:
a) La solucidn de un programa lineal esta siempre en un vértice

b) La solucién éptima de un programa lineal siempre se encuentra en la frontera de la region
factible.

c) La region factible determina la funcidon objetivo.
d) En un programa lineal se optimiza la regién factible.

5.- Una nueva granja estudia cuantos patos y gansos puede albergar. Cada pato consume 3 kg de pienso
por semana y cada ganso 4 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso permite
comprar 700 kg semanales. Ademas, quieren que el nimero de patos sea mayor que el de gansos.
Denomina X al nUmero de patos e Yy al de gansos. éCual es el maximo niumero de animales que podria
albergar la granja?

6.- Para este problema la funcion objetivo es:
a) 3Xx+4y —->Min b) X+ Yy —>Max c) X+ Y—>Min d) 3x+4y—>Max

7.- Para este problema las restricciones son:

3x+4y <700
3x+4y <700 [3x+4y>700 4% +3y > 700 x>0
a) x>0 b) x>0 c) x>0 d) y>0
y>0 y>0 y>0 X>y
8.- Resuelve el problema e indica si la solucion es:
a) No tiene solucidn. b) 100 patos y 100 gansos.
¢) 233 patos y ningun ganso. d) Ningun ganso y 175 patos.
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	7.  Una empresa elabora dos productos, cada uno de ellos en una cantidad que es múltiplo de 1000. Conoce que la demanda de ambos productos conjuntamente es mayor que 3 000 unidades y menor que 6 000 unidades. Asimismo, sabe que la cantidad que se dema...
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	10.  Una promotora pretende diseñar una urbanización con a lo sumo 15 edificaciones entre chalets y bloques de pisos. Los bloques de pisos no deberían ser más de un 40 % de las edificaciones que se construyan. La urbanización tendría como mucho 12 cha...
	11.  Para dotar mobiliario a cierta zona de una ciudad, se quiere colocar al menos 20 piezas entre farolas y jardineras. Hay 40 farolas y 12 jardineras disponibles. Se pretende que el número de jardineras colocadas no sea superior a una tercera parte ...
	12.  Un restaurante quiere adecuar, en parte o en su totalidad, una superficie de 1 100 m2 para aparcamiento y área recreativa infantil. La superficie de área recreativa ha de ser de al menos 150 m2. El aparcamiento ha de tener como poco 300 m2 más q...
	13.  Una empresa está seleccionando empleados con contrato eventual por un año y con contrato fijo. El sueldo anual (en miles de euros) de cada empleado eventual es 8 y de cada empleado fijo es 15. La empresa tiene un tope de 480 (miles de euros) para...
	14.  Una empresa de autobuses dispone de un vehículo para cubrir dos líneas (A y B) que puede trabajar en ellas, a lo sumo, 300 horas mensualmente.
	15.  En una fábrica de cajas de cartón para embalaje y regalo se fabrican dos tipos de cajas: la caja A que requiere para su construcción 4 m de papel decorado y 0.25 m de rollo de cartón, que se vende a 8 euros, y la caja B que requiere 2 m de papel ...
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