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iiCumples afios el mismo dia que yo!! ¢Casualidad? | PARADOJA DEL CUMPLEANOS.
éConoces a dos personas que nacieron el mismo dia? ¢Si? jiPero, qué (’\

%: casualidad!! ¢O no...? La respuesta a esto, esta en la llamada “Paradoja

del cumpleafios”: ¢Cudl es la probabilidad de que, en un determinado

video grupo de personas, haya dos que cumplan aiios el mismo dia? jSorprendente!
Eduardo Saenz de Cabezon:

https://www.youtube.com/watch?v=7uzx6D 0V7M

Resumen
Todos los dias estamos obligados a calcular

probabilidades, aunque sea de modo intuitivo:
éganara la liga mi equipo favorito?, ¢llovera
manana?, éle gustaré a esa persona “especial” que
hay en clase?, ¢me dardn una beca?

LR )

W 51021091 110392508

Siempre, en la television o en los periddicos, se usa la
Probabilidad y se utiliza continuamente en todas las
Ciencias.

Como ya has estudiado Estadistica y Probabilidad en
ESO, vamos a dar al lenguaje de probabilidades un
mayor rigor. No veremos, con todo su rigor, la
definicién axiomdatica de probabilidad, pero nos

aproximaremos a ella, y estudiaremos algunas de sus
propiedades y teoremas, como el Teorema de Bayes.

El Teorema de Bayes nos va servir para resolver problemas como:

“Conocemos la probabilidad de que un enfermo que tiene hepatitis esté algo amarillo, calcula
la probabilidad de que alguien que esté algo amarillo, tenga hepatitis”.

Sin embargo ya sabes (de ESO) resolver todos estos problemas utilizando dos valiosas herramientas, los
diagramas de arbol y las tablas de contingencia, que volveremos a repasar.
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1. PROBABILIDAD

1.1. Algebra de sucesos. Experimentos simples y compuestos

Experimento aleatorio

Un fendmeno o experimento aleatorio es aquel que, manteniendo las mismas condiciones en la
experiencia, no se puede predecir el resultado.

Ejemplos:
#+ Son experimentos aleatorios:

a) Lanzar una moneda y anotar si sale cara o cruz.

b) Lanzar dos dados y anotar los numeros de las caras superiores.

¢) Sien una urna hay bolas blancas y rojas, sacar una al azar y anotar el color.

d) Sacar, sin reemplazamiento, dos cartas de la baraja.

e) Abrir un libro y anotar la pagina por la que se ha abierto.
Sin embargo, calcular el coste de una mercancia, sabiendo el peso y el precio por kg, no es un
experimento aleatorio. Tampoco lo es calcular el coste del recibo de la luz sabiendo el gasto.

#+ No son experimentos aleatorios

a) Salir a la calle sin paraguas cuando llueve y ver si te mojas.
b) El precio de medio kilo de rosquillas, si las rosquillas cuestan a 3 € el kilo.
c) Soltar un objeto y ver si cae.

Actividades propuestas
1. Indica si son, o no, fendmenos aleatorios:

a) La superficie de las provincias espafolas.

b) Anotar el sexo del préximo bebé nacido en una clinica determinada.
c) El drea de un cuadrado del que se conoce el lado.

d) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.

e) Saber si el préximo afio es bisiesto.

Suceso, suceso elemental, espacio muestral

Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles resultados o sucesos posibles. Siempre se
obtendrd uno de los posibles resultados.

Se llama suceso elemental a cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio.
El conjunto de los posibles resultados de un experimento aleatorio se denomina espacio muestral, E.
Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles resultados, es decir, del espacio muestral.
Ejemplos:

+ Los posibles resultados al tirar una moneda son que salga cara o salga cruz. El conjunto de

sucesos elementales es E ={cara, cruz}.

+ Al lanzar un dado, el conjunto de posibles resultados es E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, el suceso obtener
par es {2, 4, 6}, el suceso obtener impar es {1, 3, 5}, el suceso obtener multiplo de 3 es {3, 6},
sacar un nimero menor que 3 es {1, 2}.
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+ El conjunto de posibles resultados de los experimentos aleatorios siguientes, son:

a) Extraer una bola de una bolsa con 9 bolas blancas y 7 negras es E = {blanca, negra}.

b) Sacar una carta de una baraja espafiola es E = {As de Oros, 20, 30,..., SO, CO, RO, As de Copas, ..., RC,
As de Bastos, ..., RB, As de Espadas,..., RE}

#+ Al lanzar dos monedas el conjunto de posibles resultados es E = {(C, C), (C, +), (+, C), (+, +)}. El suceso
sacar cero caras es {(+, +)}, sacar una cara es {(C, +), (+, C)} y sacar dos caras {(C, C)}.

Actividades propuestas

2. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en cinco tarjetas cada
una de las vocales y sacar una al azar”.

3. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Tirar una chincheta y anotar
si cae de punta o no”.

4. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos monedas.
5. Eneljuego de loteria, indica dos sucesos respecto a la cifra de las unidades del primer premio.

6. Escribe tres sucesos aleatorios del experimento aleatorio sacar una carta de una baraja espafiola.

Operaciones con sucesos

Dados dos sucesos Ay B:

La unidn: A U B se verifica si se verifica A o bien se verifica B.

La interseccion: A N B se verifica si se verifica A y ademas se verifica B.

La diferencia: A — B se verifica si se verifica A y no se verifica B.

La unidn, interseccion y diferencia de dos sucesos aleatorios, son también sucesos aleatorios.

Las operaciones con sucesos verifican las mismas propiedades que las operaciones con conjuntos:

Asociativa: (AuB)uC=Au(BuUC) (AnB)nC=ANn(BNC)

Conmutativa: AuB=BUA ANnB=BnA

Distributiva: AuBnNnC)=(AuB)n(AuC) AnBuUC)=(AnB)UANC)
Simplificativa: AuUuBNA=A ANn(BUA)=A

Leyes de Morgan: (AN B)¢=ACUB® (AU B)¢=A¢~B°

Todas ellas puedes comprenderlas representando conjuntos usando diagramas de Venn. ¢
Ejemplos: Aaﬁ

#+ Al lanzar un dado, llamamos A al suceso obtener par: A = {2, 4, 6}, y B al suceso
obtener multiplo de 3: B = {3, 6}. EntoncesALU B={2,3,4,6}, AnB={6}, A—B={2, 4}.

Actividades propuestas

7. Al sacar una carta de una baraja espafiola, lamamos B al suceso sacar un as y A al suceso sacar una
figura. Escribe los sucesos AL B, AN ByA—-B.
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Suceso seguro, suceso imposible y suceso contrario

Se considera que el espacio muestral, E, es un suceso al que se denomina suceso seguro, y que el
conjunto vacio, J, es otro suceso, al que se llama suceso imposible.

Dado un suceso A, se denomina suceso contrario (0 complementario) de A, y se escribe A, (o A’, o AS,
o noA), al suceso E —A.

Sucesos incompatibles

Dos sucesos A y B son incompatibles si A n B = . En caso contrario se llaman sucesos compatibles.
Ejemplos:
#+ Al lanzar un dado, si A = {2, 4, 6}, y B = {3, 6}. Los sucesos A y B son compatibles pues A N B = {6}.

Sucesos incompatibles son “sacar un nimero menor que 2” y “sacar multiplo de 3” pues es imposible
que se verifiquen a la vez.

Actividades propuestas
8. Sea A el suceso tirar un dado y sacar un nimero mayor que 4. Escribe el suceso contrario de A.
9. Un suceso y su suceso contrario, écomo son, compatibles o incompatibles? Razona la respuesta.

10. En el experimento aleatorio, sacar una carta de una baraja espafiola, escribe
tres sucesos incompatibles con el suceso “sacar un as”.

11. Utiliza un diagrama de Venn para escribir a A U B U C como unién de | &
conjuntos disjuntos.

12. Considera ahora un diagrama de Venn con sdélo dos conjuntos, y representa en él la siguiente
situacion: Se sabe que en un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas que toman té, 27
gue toman café y 2 personas que no toman ninguna bebida.

A) ¢Suman mas de 35? Eso es porque hay personas que toman té y café, éicuantas?
B) ¢ Cudntas personas sélo toman té y cuantas toman soélo café?

C) Vamos a llamar A al conjunto de las personas que toman té, y B al de las que toman café. Nombra
con letras a los conjuntos siguientes e indica de cuantas personas estan formados: a) Toman café y té.
b) No toman ni café ni té. c) Toman té o bien toman té. d) Toman té y no toman café.

D) De entre las personas que toman café, ¢cuantas toman también té? A este conjunto lo nombramos
A/B.

E) ¢ Cuantas personas no toman café? Nombralo con letras.

F) éCudntas personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el resultado con el de las
personas que no toman ninguna de las dos medidas.

13. En el mismo lugar del problema anterior, con 35 personas, ahora se ha afiadido a la maquina de
bebidas el chocolate (C), y ahora se sabe que 12 personas toman sélo té, que 5 personas toman téy
chocolate pero no café, que 20 personas no toman ni té ni chocolate. Es posible saber cuantas per-
sonas tomaban al menos una de las tres bebidas; cuantas, de entre las que tomaban café, tomaban
también chocolate... Investiga si tienes datos suficientes para conocerlo todo, o debes ampliar la en-
cuesta para conocer datos nuevos.
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1.2. Asignacion de probabilidades

Existe una definicién axiomatica de probabilidad debida a Kolmogorov relativamente reciente (1930),
pero antes ya habia sido usado este concepto, por ejemplo por Fermat y Pascal en el siglo XVII que se
escribieron cartas reflexionando sobre lo que ocurria en los juegos de azar. Cuando no comprendian
como asignar una determinada probabilidad, jugaban muchas veces al juego que fuese y veian a qué
valor se aproximaban las frecuencias relativas. Asi, la probabilidad de un suceso podria definirse como
el limite al que tienden las frecuencias relativas de ese suceso cuando el nimero de experimentos es
muy alto. Por tanto:

Para calcular probabilidades se usan dos técnicas, una experimental, a posteriori, analizando las
frecuencias relativas de que ocurra el suceso, y la otra por simetria, a priori, cuando se sabe que los
sucesos elementales son equiprobables, es decir, que todos ellos tienen la misma probabilidad,
entonces se divide el numero de casos favorables por el nimero de casos posibles, que se conoce
como Regla de Laplace y dice que:

¢QUE ES LA PROBABILIDAD? Con ejemplos sencillos. Probabilidad = nimero
= de casos favorables/nimero de casos posibles Para esto hay que definir el >
conjunto de los casos posibles que se conoce como el espacio muestral.

video https://www.youtube.com/watch?v=wglr7uNKigY

Regla de Laplace

“Si los sucesos elementales son equiprobables, la probabilidad de un suceso A es el numero de casos
favorables dividido por el nimero de casos posibles”.

namero de casos favorablesal suceso A
nimero de casos posibles

P(A) =

La regla de Laplace esta basada en el principio de razén insuficiente: si a priori no existe ninguna razon
para suponer que un resultado se puede presentar con mas probabilidad que los demas, podemos
considerar que todos los resultados tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Ley de los Grandes NUmeros

Jakob Bernoulli, en 1689, definid probabilidad utilizando la Ley de los Grandes Numeros, que dice que la
frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse cuando el numero de pruebas tiende a infinito.

A ese numero al que tienden las frecuencias relativas lo Ilamé probabilidad.

Puedes comprender que esta definicién tiene graves inconvenientes. No sabemos cudntas pruebas
debemos realizar. Hay que hacer muchas y en las mismas condiciones. Se obtiene un valor aproximado
de la probabilidad.

Actividades resueltas

4+ La probabilidad de que salga cara al tirar una moneda es 1/2, pues sélo hay dos casos posibles
{cara, cruz}, un unico caso favorable, cara, y suponemos que la moneda no estd trucada. Si
sospecharamos que la moneda estuviera trucada para asignar esa probabilidad habria que tirar
la moneda un montén de veces para observar hacia qué valor se acerca la frecuencia relativa de
obtener cara.

4+ La probabilidad de sacar un 5 al tirar un dado es 1/6 pues hay seis casos posibles {1, 2, 3, 4, 5, 6},

192 Bachillerato de Ciencias. Matematicas |I. Capitulo 9: Probabilidad Autores: David Miranda y Alvaro Garmendia

Revisores: Luis Carlos Vidal, Alvaro Valdés y Leticia Gonzalez

www.apuntesmareaverde.org.es I ;,—3- Ilustraciones: David Miranda, Wikipedia y del Banco de Imagenes de INTEF
=1

Text )§ Marea Vera




Probabilidad

un Unico caso favorable, 5, y suponemos que el dado no estd trucado, luego todos ellos son
equiprobables.

4+ La probabilidad de sacar una bola roja de una bolsa con 7 bolas rojas y 3 bolas blancas es 7/10.

4+ La probabilidad de que al cruzar la calle te pille un coche NO es 1/2, aunque sélo hay dos casos
posibles, que te pille el coche y que no te pille, pues ya te habria pillado un montdn de veces.
Para calcular esa probabilidad se recogen datos de peatones atropellados y se calcula utilizando
las frecuencias relativas.

4+ La probabilidad de que un bebé sea nifia es aproximadamente 0.5, pero al hacer el estudio con
las frecuencias relativas se ha visto que es 0.49.

+ Si consideramos una baraja espafiola de 40 cartas y elegimos una carta, algunos de los sucesos
gue pueden ocurrir son “sacar un oro”, o “sacar un as”, o “sacar el caballo de copas”... Como de
antemano no sabemos lo que va a ocurrir decimos que estos sucesos son aleatorios o de azar.
Antes de sacar ninguna carta todas ellas son igualmente factibles, y como puede salir una
cualquiera de las 40 cartas decimos que la probabilidad de, por ejemplo, sacar el caballo de
copas es 1/40, la de sacar un oro es 10/40, y la de un as es 4/40.

#+ ¢Cudl es la probabilidad de sacar el rey de copas? ¢Y de sacar un rey? ¢Y una copa?

La probabilidad de sacar el rey de copas es 1/40. Pero el suceso sacar un rey se cumple si sale el rey de
oros, o de copas, o de bastos o de espadas. Es decir, no es un suceso simple, esta formado, en este
caso, por 4 sucesos elementales, luego su probabilidad es 4/40 = 1/10. Lo mismo le ocurre a sacar una
copa. Es un suceso compuesto, y como hay 10 copas su probabilidad es 10/40 = 1/4.

#+ En una clase hay 15 chicos y 14 chicas. Como no se presenta nadie para ser delegado se hace un
sorteo. ¢Cudl es la probabilidad de que en la clase haya delegada?

Como hay 14 chicas (los casos favorables) sobre una poblacion de 29 individuos, de acuerdo con la Ley
de Laplace, |la probabilidad pedida es:

numerodecasos favorablesal sucesoA 14
nimerodecasos posibles 29

P(A) =

% En el monedero tenemos 3 monedas de 1 céntimo, 7 monedas de 5 céntimos, 4 monedas de 10
céntimos y 2 monedas de 50 céntimos. Sacamos una moneda al azar, écudl es la probabilidad de
que la cantidad obtenida sea un numero par de céntimos?

Al sacar una moneda, para tener un nimero par de céntimos tiene que ser de 10 céntimos o de 50
céntimos. Por tanto el total de casos favorables es de 6 (hay 4 de 10 y 2 de 50). El niumero de casos
posibles es el de monedas que tenemos en el monedero, queson3+7 +4 + 2 =16.

La probabilidad de obtener un numero par de céntimos es:
numerodecasos favorablesal suceso" par de centimod 6

P(par de céntimo9 = _ 6.3
numerodecasos posibles 16 8

Actividades propuestas
14. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.

15. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, ¢te basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o la asignarias por simetria?
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1.3. Definicidon axiomatica de probabilidad debida a Ko/mogorov

El matematico ruso Andrey Kolmogorov (1903, 1987) basdandose en las propiedades del algebra de
sucesos y en las propiedades de las frecuencias relativas dio una definicion de probabilidad basada en
un sistema de axiomas.

La definicidn axiomatica de Ko/mogorov es mas complicada que la que viene a continuacion. Pero esta
simplificacion puede servirnos:

Definicion
La probabilidad es una aplicacion (funcién) que asigna a cada suceso A de un espacio muestral E un
ndimero real que debe verificar las siguientes propiedades:

E—->R

A — P(A)
1.- La probabilidad del suceso seguro es 1:

P(E) = 1.
2.- La probabilidad de cualquier suceso siempre es un nimero no negativo:

P(A) >0, para todo A.

3.- Si dos sucesos son incompatibles entonces la probabilidad de la unién es la suma de sus
probabilidades:

Si AN B = entonces P(A U B) =P(A) + P(B).

Las dos ultimas las verifican todas las medidas. La probabilidad es una medida.

Consecuencias de los axiomas
De estos axiomas se deducen las siguientes propiedades:
a) La probabilidad del suceso contrario es 1 menos la probabilidad del suceso:
P(A)=1-P(A).
Demostracion:

En efecto, un suceso y su suceso contrario son incompatibles, y su unién es el suceso seguro. Por lo que
usando los axiomas 1y 3 se tiene:

1=P(E)=P(AU A)=P(A)+ P(A) = P(A)=1-P(A).
b) La probabilidad del suceso imposible es 0: P(J) =0.

Demostracion:

En efecto, el suceso imposible es el suceso contrario del suceso seguro, por lo utilizando la propiedad
anterior y el axioma 1, se tiene:
P(@)=P(E)=1-P(E)=1-1=0.
c) La probabilidad de un suceso (finito) es la suma de las probabilidades de los sucesos elementales
que lo componen.
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Demostracion:
En efecto, los sucesos elementales son incompatibles entre si, luego si A = {ai, a,, ..., an} por el axioma 3
se tiene que:
P(A) = P{ai, a2, ..., an} = P(a1) + P(a2) + ... + P(an).
Si los sucesos elementales son equiprobables de esta propiedad se deduce la regla de Laplace.

d) La probabilidad de la uniéon de sucesos disjuntos dos a dos es igual a la suma de las
probabilidades: P{A1 U AU ... U An} = P(A1) + P(A2) + ... + P(An).

Demostracion:

Son sucesos incompatibles entre si, luego se verifica por el axioma 3

Actividades resueltas

+ (¢Cudl es la probabilidad de sacar un as en la baraja de 40 cartas? ¢Y de no sacar un as? ¢Y de
sacar una copa? ¢Y de no sacar una copa?
El suceso no sacar un as es el suceso contrario al de sacar un as. Cartas que no son ases hay 36, luego la
probabilidad de no sacar as es 36/40 = 9/10. Observa que se obtiene que P(as) + P(no as) = 1/10 + 9/10
=10/10=1.

La probabilidad de sacar copa es 10/40, y hay 30 cartas que no son copas, luego la probabilidad de no
sacar copa es 30/40,y 10/40 + 30/40 = 1.

Actividades propuestas

16. ¢ Cuadl es la probabilidad de no sacar un 5 al tirar un dado? ¢Y de no sacar un multiplo de 3? ¢éY de no
sacar un nimero menor que 2°?

17. Al tirar una moneda dos veces, écudl es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de sacar al
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna
cara.

Sucesos compatibles e incompatibles
Ejemplo:

4 ¢Cual es la probabilidad de, en una baraja de 40 cartas, sacar una copa o un oro?
Hay 10 copas y 10 oros, y ninguna carta es a la vez copa y oro, luego la probabilidad es 20/40.

4 ¢Cudl es la probabilidad de, en una baraja de 40 cartas, sacar un as o un oro?
Hay 4 ases y hay 10 oros, pero hay el as de oros, luego las cartas que son o bien un as o bien un oro son
13, luego la probabilidad es 13/40.

Llamamos sucesos incompatibles a los que, como copa y oro, no pueden realizarse a la vez, que su
interseccion es el suceso imposible, y sucesos compatibles a los que, como as y oro, pueden realizarse a
la vez.

Designamos P(A U B) a la probabilidad del suceso “se verifica A o bien se verifica B”. Hemos visto en el
ejemplo que si los sucesos son incompatibles su probabilidad es igual a la suma de las probabilidades,
pues se verifica el axioma 3 de Kolmogorov.
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P(A U B) =P(A) + P(B), si Ay B son incompatibles.

Pero si Ay B tienen una interseccion no vacia, pueden verificarse a la vez, habra que restar esos casos,
esas veces en que se verifican Ay B a la vez.

P(A u B)=P(A) + P(B) - P(A n B), si Ay B son compatibles.

Esta segunda expresion es mas general que la primera, ya que en el caso en que A y B son
incompatibles entonces P(A n B) = 0.

Actividades resueltas

#+ Calcula la probabilidad de los sucesos siguientes: a) Sacar un rey o una figura; b) No sale un rey o
sale un rey; c) Sacar un basto o una figura.

a) Hay4reyesy hay 4 -4 =16 figuras (as, sota, caballo y rey), pero los cuatro reyes son figuras, por
tanto P(Rey U Figura) =4/40 + 16/40 - 4/40 = 16/40 = 0.4.

b) Hay 40 — 4 = 36 cartas que no son reyes, y hay 4 reyes, luego P(no rey U rey) = 36/40 + 4/40 = 1.
Esta conclusidn es mas general. Siempre:

P(AUA)=1,
pues un suceso y su contrario ya vimos que verificaban que P(A) + P( ﬂ) =1.
c) Hay 10 bastos y hay 162 figuras, pero hay 4 figuras que son a la vez bastos (as, sota, caballo y
rey), luego P(Basto U Figura) = 10/40 + 16/40 — 4/40 = 22/40 = 11/20.
Sucesos dependientes e independientes
Ejemplo:

% Tenemos una bolsa con 3 bolas rojas y 2 bolas negras. ¢ Cuél es la probabilidad de sacar una bola
roja? Si sacamos dos bolas, éicual es la probabilidad de sacar dos bolas rojas?
La probabilidad de sacar una bola roja es 3/5. Pero la de sacar dos bolas rojas, idepende!

Depende de si volvemos a meter en la bolsa la primera bola roja, o si la dejamos fuera.
En el primer caso decimos que es con reemplazamiento y en el segundo, sin reemplazamiento.

Si la volvemos a meter, la probabilidad de sacar bola roja volverd a ser 3/5, y la probabilidad de sacar
dos bolas rojas es 3/5 - 3/5 = 9/25. La probabilidad de esta segunda bola no depende de lo que ya
hayamos sacado, y en este caso la probabilidad se obtiene multiplicando.

Si los sucesos Ay B son independientes: P(A N B) = P(A) - P(B).

Pero si la dejamos fuera, ahora en la bolsa sélo hay 4 bolas y de ellas sélo quedan 2 bolas rojas, luego la
probabilidad de que esa segunda bola sea roja es 2/4, y esta condicionada por lo que antes hayamos
sacado. Se escribe: P(Roja/Roja) y se lee “probabilidad de Roja condicionado a haber sacado Roja”. La
probabilidad de sacar dos bolas rojas es ahora: 3/5 - 2/4 = 6/20 = 3/10.

Observa el diagrama de arbol y comprueba que la probabilidad de sacar primero una bola roja y luego
una bola negra (no Roja) es 3/5 - 2/4 = 3/10 pues después de sacar una bola roja en la bolsa quedan
sblo 4 bolas y de ellas 2 son negras. La probabilidad de sacar primero una bola negra (no Roja) y luego
bola Roja es 2/5 - 3/4 =6/20 = 3/10, y la de sacar dos bolas negras es: 2/5 - 1/4 =2/20 = 1/10.

12 Bachillerato de Ciencias. Matematicas I. Capitulo 9: Probabilidad Autores: David Miranda y Alvaro Garmendia

Revisores: Luis Carlos Vidal, Alvaro Valdés y Leticia Gonzalez
www.apuntesmareaverde.org.es { ::): llustraciones: David Miranda, Wikipedia y del Banco de Imagenes de INTEF




Probabilidad

Roja Rra B
2/4__w*3/52/4=3/10 i P(AYB)=p(A)*p(BIA)
Roja
2/4
no Roja p(noBIA) noB

3/5°2/14=3/10 plAynoB)=p(A)*p(noB/A)

B
p(NoAYB)=p(noA)*p(BInoA)

Roja

2/5*3/4=3/10 B

AN, noA

no Roja ) 2 noB
(noB/inoA) "
2/5*1/4=1/10 PRI p(noAynoB)=p(noA)*p(noB/noA)

Pero observa mas cosas. Por ejemplo, sumando las probabilidades de Roja y noRoja se obtiene: 3/5 +
2/5 =1; y lo mismo en las otras ramas del arbol: 2/4 + 2/4 = 1; 3/4 + 1/4 = 1; e incluso sumando todas
las probabilidades finales: 3/10 + 3/10 + 3/10 + 1/10 = 1.

Los sucesos son dependientes. El que ocurra A, o no ocurra A, afecta a la probabilidad de B. Por eso se
dice que B esta condicionado a A.

Si los sucesos Ay B son dependientes entonces:
P(AnB)=P(A) - P(B/A)
Actividades resueltas

+ Sacamos dos cartas de una baraja de 40 cartas sin reemplazamiento. ¢ Cudl es la probabilidad de
sacar dos ases?
Si fuera con reemplazamiento la probabilidad seria 4/40 - 4/40, pero al ser sin reemplazamiento la
probabilidad del segundo as viene condicionada por que hayamos sacado un as previamente. Ahora en
la baraja ya no quedan 40 cartas sino 39, y no quedan 4 ases sino sélo 3, luego la probabilidad es:

4/40 - 3/39 =1/130.
Observa que:
Si dos sucesos son dependientes entonces: P(B/A) = P(B).

Pero si dos sucesos son independientes entonces: P(B/A) = P(B/ A) = P(B).

Por tanto la expresiéon: P(A n B) = P(A) - P(B/A) es general, ya que si los sucesos son independientes
entonces P(B/A) = P(B) y por tanto P(A N B) = P(A n B) = P(A) - P(B/A) = P(A) - P(B).

Resumen:
Suceso contrario: P(A)+P(A)=1
Interseccion: P(A N B)=P(A) - P(B/A) Si Ay B son independientes = P(A N B) = P(A) - P(B)
Unién: P(A U B)=P(A) + P(B) - P(A n B) Si Ay B son incompatibles = P(A U B) = P(A) + P(B)
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Actividades propuestas

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

Haz un diagrama en arbol similar al anterior en tu cuaderno con los sucesos Ay B: A = sacar un as

en la primera extraccién, A = no sacar as, y B = sacar un as en la segunda extraccién, B = no sacar
as en la segunda extraccion. éCual es la probabilidad de sacar as en la segunda extraccidon
condicionado a no haberlo sacado en la primera? (Y la de no sacar as en la segunda extracciéon
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Cudl es la probabilidad de sacar dos ases? ¢Y la
de sacar un solo as?

En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 ases” y la de “no sale
ningun as”.

En el experimento “sacar tres cartas seguidas”, icudl es la probabilidad de sacar tres ases? Primero
con reemplazo, y luego sin reemplazo.

Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de que salga un seis doble.

Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizds te sea mas
facil calcular la probabilidad de no sacar ningun 6, y utilizar el suceso contrario.

Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nimeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 8, y el suceso B que esos numeros
difieran en dos unidades. a) Comprueba que P(A) = 5/36 (casos favorables: 2 + 6;3+5; 4 + 4;5 + 3;
6 + 2) y que P(B) = 8/36 (casos favorables: (1, 3), (2, 4), ...). b) Calcula las probabilidades de: P(A N
B); P(AUB); P(An B); P(A nB); P(A n B). c) Calcula P(A/B); P(A/B); P(A/B).

La probabilidad del suceso A es 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccidon es 5/8. Halla:

(a) La probabilidad de que se verifique alguno de los dos. (b) La probabilidad de que no ocurra B. (c) La
probabilidad de que no se verifique ni A ni B. (d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.

26.

27.

28.

25. En un supermercado se ha estudiado el numero de clientes que
compran tres productos A, B y C. Del estudio se ha obtenido que un 14 % de
los clientes compra el producto Ay un 12 % compra el producto B. Ademas, un
4 % compra Ay B, un 2 % compra Ay C y ningun cliente que compre C compra
también B. (a) ¢Cuantos clientes compran Unicamente el producto B? (b)
Sabiendo que un cliente ha comprado A, écudl es la probabilidad de que
también haya comprado C pero no B?

Sean Ay B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A) =1/3, P(B) =1/5y
P(AUB) = 7/15, hallar: (a) La probabilidad de que se verifiqgue A y B. (b) La probabilidad de que se
verifique Ay no B. (c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B. (d) La probabilidad de que no
se verifique A, si no se ha verificado B. Selectividad. Septiembre 97.

Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A):%,P(B):%,P(ﬂﬁg):%o Calcular:
P(AUB), P(ANB), P(A/B), P(B/A).
Se considera dos sucesos A y B tales que: P(A) = %, P(B/A) =%, P(A U B) = % Calcula

razonadamente: (a) P(A N B). (b) P(B). (c) P(B/A) (d) P(A/B). Nota. S denota el
suceso complementario del suceso S. P(S/T) denota la probabilidad del suceso S condicionada al
suceso T.
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1.4. Diagramas de arbol y tablas de contingencia

Diagramas de arbol _
06 Intencionado
Ejemplo:
. . . OI3 - .
#+ Se hace un estudio sobre los incendios y se comprueba que en una Negligencia
determinada zona el 60 % de los incendios son intencionados, un
30 % se deben a negligencias y 10 % a causas naturales como 01
rayos o a otras causas. Representa esta situacidn con un OtrasCausas

diagrama de arbol.
Actividades resueltas

+ Si consideramos que la probabilidad de que un incendio sea intencionado es 0.6, écudl es la
probabilidad de que al considerar dos incendios, al menos uno haya sido intencionado?

Llamamos | al suceso “ser intencionado” y | = nol al suceso “no ser intencionado”. Representamos la
situaciéon en un diagrama de arbol. Como el que un incendio sea intencionado es independiente de
como sea el segundo, tenemos que:

P(In1)=0.6-0.6=0.36
PN 1)=06-0.4=0.24

ya que es la probabilidad de que el primer incendio sea intencionado y el segundo no.

. P(I n1)=0.4-0.6=0.24
pllyl)=0%6"06=036 _ _
P(l n1)=04-04=0.16
no |

p(ly nol) = 06 * 0'4 = 0724 La probabilidad de que al menos uno haya sido intencionado la

podemos calcular sumando las probabilidades de: (I N 1), (IN 1)y

p(nol y 1) = 04 * 06 = 024 (I ~ 1) que es 0.36 + 0.24 + 0.24 = 0.84. Pero mas sencillo es
calcular la probabilidad del suceso contrario:

0 nol

iy A S TR N S TS P(nolmnol) =P(1 N1 )=0.16y restarla de 1:
P(al menos uno intencionado) =1-0.16 = 0.84.

Actividades propuestas

29. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que al
menos uno haya sido intencionado siendo P(l) = 0.6.

30. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, By C. Si
falla A se pone B en funcionamiento, y si también falla B empieza a
funcionar C. Las probabilidades de que funcione correctamente cada
dispositivo son: P(A) = 0.96; P(B) = 0.98 y P(C) = 0.99. a) Calcula la
probabilidad de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de
gue todo vaya bien.

31. Una fabrica de mufiecas desecha normalmente el 0.3 % de su produccion
por fallos debidos al azar. Calcula la probabilidad de que: a) Al coger dos mufiecas al azar haya que
desechar ambas. b) Al coger dos mufiecas al azar haya que desechar sélo una. c) Al coger dos
mufiecas al azar no haya que desechar ninguna d) Verificamos 4 mufiecas, calcula la probabilidad de
desechar Unicamente la tercera mufieca elegida.
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32. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las
probabilidades de que: A) La experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer
lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que
termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento).

Tablas de contingencia
Ejemplo:

4+ Se han estudiado 500 enfermos del higado analizando por un procedimiento nuevo si las
lesiones son benignas o malignas. Luego se les volvié a analizar por el procedimiento usual
determinando qué diagnodsticos habian sido correctos y cudles incorrectos. Los valores
obtenidos se representan en la tabla:

Diagndstico correcto Diagndstico incorrecto Totales
Lesion maligna 206 12 218
Lesion benigna 268 14 282
Totales 474 26 500

Determinamos la tabla de frecuencias relativas:

Diagnéstico correcto (C) Diagndstico incorrecto (I) Totales
Lesidon maligna (M) 0.412 0.024 0.436
Lesidn benigna (B) 0.536 0.028 0.564
Totales 0.948 0.052 1

Actividades resueltas

+ Imagina que estas frecuencias relativas pudieran tomarse como probabilidades. Interpreta
entonces el significado de cada uno de estos valores.
0.412 seria la probabilidad de que el diagndstico de lesion maligna fuese correcto: P(M n C).
0.024=P(M N 1);0.536 =P(BC); 0.028 =P(B N ).
¢Y 0.4367 El numero de lesiones malignas es 218, luego 0.436 = P(M).
Del mismo modo: 0.564 = P(B); 0.948 = P(C); 0.052 = P(l).
Observa que P(M) + P(B) =1y que P(C) + P(l) = 1. Son sucesos contrarios.

4+ ¢Son dependientes o independientes los sucesos M y C?

Solucion:

P(M n C)=P(M) - P(C/M), por tanto: 0.412 = 0.436 - P(C/M), de donde P(C/M) = 0.412/0.436 = 0.945
que es distinto de 0.948 que es la probabilidad de C. Se puede afirmar que M y C son dependientes ya
que P(C/M) # P(C). Pero si redondeamos a dos cifras decimales P(C/M) = 0.95 = P(C), y en este caso
consideramos que son sucesos independientes.
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En general se denomina tabla de contingencias a:

A NoA= A
B P(ANB) P(A nB) P(B)
NoB= B PANB) P(A nB) P(B)
P(A) P(A) 1

En una tabla de contingencia figuran todas las probabilidades o contingencias de los sucesos
compuestos.

Observa que:
Como sabemos por la probabilidad del suceso contrario:
P(A)+P(A)=1yP(B)+P(B )=1.
Observa también que:
P(A) = P(ANB)+P(AN B ), del mismo modo que P(B) =P(ANB)+P(A N B)
pues se obtienen sumando respectivamente la primera columna y la primera fila.
También:

P(A)=P(A nB)+P(A nB)yP(B)=P(AnB )+P(A nB).

Actividades propuestas

33. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes
probabilidades reflejadas en la tabla de contingencia:

Accidente en carretera (C) | Accidente en zona urbana (U) | Totales

Accidente con victimas (V) 0.27 0.56

Accidente con sélo daios
materiales (M)

Totales 0.58 1

a) Copia latabla en tu cuaderno y complétala.

b) Determina las siguientes probabilidades: P(V m C); P(V n U); P(M n C); P(M n U); P(V); P(M);
P(C)y P(U).

c) Calcula P(U/V); P(C/V); P(V/U); P(V/C). iSon dependientes o independientes los sucesos:
accidente con victimas y accidente en carretera?

34. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes puedan ser de carretera (C) o
urbanos (U), pero que ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) o mortales (M). Observa que lo
fundamental para confeccionar la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Diagramas de arbol y tablas de contingencia
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Los diagramas de arbol y las tablas de contingencia estan relacionados. Dado un arbol puedes obtener
una tabla de contingencia, y viceversa. Tiene interés esta relacion pues con los datos del problema a
veces es mas sencillo construir uno de ellos y dar la solucion pasando al otro.

Actividades resueltas

4+ Dada la tabla de contingencia, obtener el diagrama de drbol que comienza con Ay noA= A .

A NoA= A
B 2/9 5/9 7/9
NoB=B 1/9 1/9 2/9
3/9=1/3 6/9=2/3 1

Conocemos la P(A)=3/9=1/3,P(A )=6/9=2/3,P(B)=7/9yP(B )=2/9.
También conocemos P(A N B) =2/9; P(An B )=1/9; P(A nB)=5/9yP(A n B )=1/9.
Nos falta conocer P(B/A) que podemos obtener dividiendo P(A n B) entre P(A):
P(B/A) = P(A N B)/P(A) = 2/9:3/9 = 2/3.
Del mismo modo calculamos:
P(B /A)=P(An B )/P(A)= 1/9:3/9=1/3
P(B/A)=P(A NB)/P(A)=5/9:6/9=5/6
P(B/A)=P(A nB)/P(A)=1/9:6/9=1/6.

El arbol es:
B
2/3 pP(A y B) = 2/9
A
1/3 1/3 no B
p(A y noB) = 1/9
B
NoA
1/6 no B
p(NoA y noB) = 1/9

Actividades resueltas
4+ Reciprocamente, dado el diagrama de drbol obtener la tabla de contingencia:

Ahora conocemos P(A) = 0.3 y P( A ) = 0.7. Ademéas conocemos P(B/A) = 1/3; P(B/ A ) = 6/7; P(B /A)
=2/3yP(B /A )=1/7.

Calculamos, multiplicando: P(A N B) = 0.3-(1/3) = 0.1; P(An B ) = 0.3:(2/3) = 0.2; P( A N B)=0.7:(6/7)
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=0.6yP(A N B )=0.7-(1/7) = 0.1 que ponemos también en el arbol.

Rellenamos con estos datos una tabla de contingencia:

A NoA= A
B 0.1 0.6
NoB=B 0.2 0.1
0.3 0.7 1

Calculamos, sumando, las casillas que nos faltan, P(B) =0.1 + 0.6 =

0.7yP(B )=0.2+0.1=0.3.

A NoA= A
B 0.1 0.6 0.7
NoB=B 0.2 0.1 0.3
0.3 0.7 1

Puede ser muy interesante pasar de un diagrama de arbol a la
tabla de contingencia y de ésta, al otro diagrama de arbol, con

el que podemos conocer:
P(A/B) =0.1/0.7 = 1/7;

P(A /B)=0.2/0.7 = 2/7;
P(A/B )=0.3/0.6=3/6=1/2;
P(A /B )=0.1/03=1/3.

Actividades propuestas

35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.

0.7

0.3

A
p(By A)=0,1

2/7 no A
p(B vy noA) =02

A
p(noB yv A) = 0,6

no A
p(noB vy noA) = 0,1

A NoA= A
B 0.4 0.2 0.6
NoB=B 0.15 0.25 0.4
0.55 0.45 1

36. Dado el diagrama de 4darbol del margen, construye la tabla de
contingencia, y después el otro diagrama de arbol.

37. Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas
negras. La segunda con 4 bolas blancas y 6 bolas negras. Se saca una
bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta ser

negra. ¢ Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna A?
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38. Se esta estudiando un tratamiento con un nuevo medicamento, para lo que se seleccionan 100
enfermos. A 60 se les trata con el medicamento y a 40 con un placebo. Los valores obtenidos se
representan en la tabla adjunta

Medicamento (M) Placebo (no M)
Curados (C) 50 30 80
No curados (no C) 10 10 20
60 40 100

Se utilizan esos valores para asignar probabilidades. Calcula:

a) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento. Ayuda:
P(M/C)

b) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo. Ayuda: P(M /C).

39. Se sabe que en cierta poblacién, la probabilidad de ser hombre y dalténico es un doceavo vy la
probabilidad de ser mujer y daltdnica es un veinticincoavo. La proporcién de personas de ambos
sexos es la misma. Se elige una persona al azar.

(a) Si la persona elegida es hombre, hallar |la probabilidad de que sea dalténico.
(b) Sila persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea dalténica.
(c) éCual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?

40. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo y
se sustituye por dos del otro sabor. A continuacidon se extrae un segundo caramelo. Hallese la
probabilidad de que:

a) El segundo caramelo sea de fresa.
b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero.

41. En un avién de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos
terceras partes del pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan
en la clase preferente saben hablar inglés y que el 40 % de los pasajeros que viajan en clase turista
no saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avidn al azar.

a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, écual es la probabilidad de que viaje en la
clase turista?

42. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5 % de los clientes atendidos por el
sastre A no queda satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por el sastre B ni el 10 % de los
atendidos por el sastre C. El 55 % de los arreglos se encargan al sastre A, el 30 % al By el 15 %
restante al C. Calculese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo.

b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A.
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1.5. Teoremas de la probabilidad total y teorema de Bayes

Thomas Bayes en 1763 enuncié el teorema que lleva su nombre. Sirve para resolver problemas del tipo
de la pdgina inicial: “Conocemos la probabilidad de que un enfermo que tiene hepatitis esté algo
amarillo. Calcula la probabilidad de que alguien que esté algo amarillo, tenga hepatitis”. Es decir
permite calcular la probabilidad de A/B conociendo la probabilidad de B/A (o mejor, las probabilidades
de B condicionado a un conjunto de sucesos Aj tales que son incompatibles dos a dos y cuya unién es
todo el espacio muestral). Vamos a enunciarlo, pero ino te asustes! jYa sabes resolver problemas en los
gue se usa el Teorema de Bayes! iNo hace falta que te aprendas la férmula!

Previamente vamos a enunciar un teorema que también ya has usado, el teorema de la probabilidad
total, que es como un paso intermedio del teorema de Bayes.

Enunciado del teorema de la probabilidad total

Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A)). Entonces:

P(B) = éP(B/AK)-Pw)

Enunciado del teorema de Bayes

Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A)). Entonces:

P(B/A)-P(A) __P(B/A)-P(A)
B(E) S P(B/A)-P(A)
k=1

P(A/B)=

Vamos a comprobar que ya lo sabes con un ejemplo sencillo, que ya has resuelto en las actividades
propuestas del apartado anterior.

Para resolver problemas tipo Bayes basta construir un diagrama de arbol, luego la tabla de contingencia
asociada, y a continuacion el otro diagrama de arbol.

Actividades resueltas

Antes de comprobar que Si sabes resolver problemas tipo Bayes, vamos a trabajar un poco la
nomenclatura de las probabilidades condicionadas.

+ Escribe con simbolos las siguientes probabilidades:

a) Sabemos que se ha verificado B, écual es la probabilidad de A? — P(A/B) = P(A n B) : P(B).
b) Probabilidad de By A— P(A nB)=P(B n A)=P(A)-P(B/A) = P(B) P(A/B)

c) Ha salido una bola negra (A), probabilidad de que sea de la segunda urna (B) — P (B/A)

d) ProbabilidaddeBoA —>P(AuUB)=P(BUA)

e) Elaccidente ha sido en carretera (A), probabilidad de que haya sido mortal (B) — P (B/A)
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% Tenemos un conjunto de sucesos {A1, As, As} tales que E = A; U A, U As, y son incompatibles dos
a dos. Conocemos sus probabilidades: P(A:) = 0.3, P(A2) = 0.5, P(As) = 0.2. Tenemos otros dos
sucesos incompatibles, A 'y B, de los que conocemos las probabilidades condicionadas P(A/A1) =
0.4, P(B/A1) = 0.6, P(A/A2) = 0.3, P(B/A2) = 0.7, P(A/As) = 0.5, P(B/A3) = 0.5. Queremos calcular

P(A1/B).

Confeccionamos un arbol con los datos que tenemos.

Ahora

Llevamos estos resultados a la tabla de contingencia asociada:

podemos

P(A1 N A) =P(A1) -
P(A1 " B) =P(Ay1) -
P(A2 " A)=P(Az) -
P(A2 " B) =P(A) -
P(As N A) =P(As) -
P(As n B) = P(As) -

calcular
intersecciones. Ya sabes que:

las probabilidades de las
0'3
P(A /A1) =0.3-0.4=0.12
P(B /A1) = 0.3.0.6 = 0.18 0'S
P(A/A;) =0.5-0.3=0.15
P(B /A;) =0.5-0.7=0.35
0'2

P(A /As) = 0.2:0.5 = 0.10
P(B /As) =0.2:0.5=0.10

0'4 A
A1 <

08~ g

0'3_» A
A2 <

o B

o5 o
&

0 B

A1

Az

Az

P(A1nA)=0.12

P(A2nA) =0.15

P(AsnA)=0.10

P(A) = 0.12+0.15+0.1= 0.37

P(A1nB)=0.18

P(A2nB)=0.35

P(As nB)=0.10

P(B)= 0.18+0.35+0.10=0.63

P(A1) =0.12+0.18 = 0.3

P(A2) = 0.15+0.35 = 0.5

P(As) = 0.10+0.10=0.2

1

Sumando columnas comprobamos que no nos estamos equivocando en los calculos pues las
probabilidades que obtenemos: P(A1) =0.12 + 0.18 = 0.3; P(A2) =0.15+ 0.35=0.5y P(A3) =0.10 + 0.10
= 0.2 son las conocidas.

Sumando por filas obtenemos las probabilidades:

P(A)=0.12 +0.15+0.1=0.37 y P(B) =0.18 + 0.35 + 0.10 = 0.63.

Con estas probabilidades podemos construir el otro arbol.

A1P(AyA1) =012

A A2ZPAyA1)=015
A3 P(AyA3)=0'10

0'37
0'63 A1P(ByA1)=0'18
B A2P(ByA2)=035

A3 P(By A3) =010

Ahora ya es posible calcular

las otras probabilidades

condicionadas, utilizando las probabilidades de la interseccién

y dividiendo:

P(A1/A)=P(A1 "N A):
P(A2/A) =P(A2n A) :
P(As/A)=P(As " A):
P(A1/B)=P(A1 " B):
P(A2/B) =P(A2n B):
P(As/B)=P(As " B):

P(A) = 0.12/0.37 = 12/37
P(A) = 0.15/0.37 = 15/37
P(A) = 0.10/0.37 = 10/37
P(B) = 0.18/0.63 = 18/63
P(B) = 0.35/0.63 = 35/63
P(B) = 0.10/0.63 = 10/63

La probabilidad pedida P(A1/B) = 18/63 = 2/7.
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Observa que:
Vamos a repasar los calculos, para comprender mejor los teoremas de la probabilidad total y de Bayes.
Si miramos la tabla hemos obtenido P(B) sumando la fila como:
P(B) = P(A1 n B) + P(A2 " B) + P(A; N B)
Y las probabilidades de las intersecciones las hemos obtenido multiplicando en el arbol:
P(A1 N B) =P(A1) - P(B /A1)... luego:
P(B) =P(A1 " B) + P(A2 n B) + P(As n B) = P(B /A1) - P(A1) + P(B /A2) - P(A2) + P(B /A3) - P(As).

Teorema de la probabilidad total: P(B) = iP(B/Ak)- P(A)
k=1

En el segundo arbol hemos obtenido P(A1/B) dividiendo P(A; n B) : P(B). Para tener el teorema de
Bayes basta sustituir de nuevo la probabilidad de la interseccidn por el producto, y utilizar el teorema
de la probabilidad total:

P(BAA) _P(B/A)-P(A) __ P(B/A)-P(A)
P(B) P(B) SP(B/A)-P(A)
k=1

P(A/B)=

P(B/A)-P(A) _ P(B/A)-P(A)
PHE S P(B/A)-P(A)
k=1

PROBABILIDAD CONDICIONADA. TEOREMA DE BAYES. Ejercicios
= resueltos. Matematicas con Juan. ’

Teorema de Bayes: P(A /B) =

https://www.youtube.com/watch?v=n11NDXIIcLI

video

% Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La sequnda con 4
bolas blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar
y resulta ser negra. ¢ Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Debemos calcular P(B/Negra).

Para que se parezca mas al enunciado del teorema vamos a llamar a Blanca = A1 y a Negra = A,. El
conjunto de sucesos {A1, A} verifica las condiciones del teorema de Bayes. Por tanto queremos calcular
P(B/ A,).

Podemos construir el arbol del margen. Por el enunciado conocemos las siguientes probabilidades.
Nos dicen que la eleccion de urna es al azar, por tanto P(A) = P(B) = 1/2.

Si sacamos una bola de la urna A sabemos que P(Blanca/A) = P(A1/A) = 8/10, pues en la urna A hay 10
bolas de las que 8 son bolas blancas.
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Del mismo modo sabemos:
P(Negra/A) = P(A2/A) = 2/10;
P(Blanca/B) = P(A1/B) = 4/10, y

P(Negra/B) = P(A/B) = 6/10. By Noara) = (A y £2) = 110

Blanca = A1
P(A y Blanca) = P(A y A1) =2/5

Multiplicando calculamos las probabilidades de los sucesos

Blanca=A
CompueStos: 142 P(ByBIan:a]= P(By A1) =1/5
P(AN A1) =2/5, B
610 Negra = A2
P(ANAz) =1/10, P(B y Negra) = P(B y A2) = 3/10
P(B A1) =1/5,
P(B n A;) =3/10.
Estos datos nos permiten construir la tabla de contingencia asociada:
Blanca = A; Negra=A;
P(AN A1) =2/5 P(ANnA;) =1/10 P(A)= 2/5+1/10=1/2
B P(BN A1) =1/5 P(BnA;)=3/10 P(B)=1/5+3/10=1/2
P(A1) = 2/5 + 1/5 = 3/5 P(A;) = 1/10 + 3/10 = 4/10 = 2/5 1

Observa que:
Se verifica el teorema de la probabilidad total:
P(B)=1/5+3/10=1/2=P(B " A1) + P(B m Az) = P(B/A1)-P(A1) + P(B/A2)-P(A;)

En general, si hubiera un conjunto de sucesos {A1, Ay, ..., An} se escribiria: ”

P(B) = P(B/A1)-P(A1) + P(B/A2)-P(A,) + ... + P(B/An)-P(An) P(AyA1)=2/5
Comprueba como en nuestro ejemplo se verifica esa ese teorema de la a5 AN, g
probabilidad total para P(A), P(B), P(Blanca) y P(Negra). P(BYA1)=1/5

Y ahora construimos el otro diagrama de arbol. Conocemos P(A;) =3/5y
P(A;) = 2/5, ademas de las probabilidades de las intersecciones, por lo
gue podemos calcular las probabilidades condicionadas, dividiendo:

Por ejemplo: P(A/A1) = P(A m A1)/P(A1) = (2/5)/(3/5) = 2/3.

A

205 P(Ay A2)= 1110

B
P(By A2) =310

Con lo que tenemos resuelto nuestro problema pues:

P(B / Negra) = P(B /Az) = 3/4.

Vamos a comprobar que es el mismo resultado (y los mismos célculos) que hubiéramos obtenido
usando la expresion del teorema de Bayes:

PBIA) - P(A,/B)-P(B) P(A,/B)-P(B) ~ P(A, NB) 310 3
P(A) P(A,/A)-P(A)+P(A,/B)-P(B) P(AAnNA)+P(A,nB) 1/10+3/10 4
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Actividades propuestas
43.

44,

45.

46.

47.

48.

En un proceso de fabricacién de moviles se detecta que el 2 %
salen defectuosos. Se utiliza un dispositivo para detectarlos
qgue resulta que detecta el 90 % de los mdviles defectuosos,
pero sefiala como defectuosos un 1 % que no lo son. A) Calcula
la probabilidad de que sea correcto un moévil que el dispositivo
ha calificado como defectuoso. B) Calcula la probabilidad de
gue sea defectuoso un movil que el dispositivo ha calificado
como correcto. Ayuda: Utiliza primero un diagrama en arbol y
luego una tabla de contingencia.

Se tienen 3 cajas, A, By C. La caja A tiene 10 bolas de las cuales 4 son negras. La caja B tiene 6 bolas
con una bola negra. La caja C tiene 8 bolas con 3 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja se
saca una bola, también al azar. Comprueba que la probabilidad de que la bola sea negra es 113/360.

Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 3/5 y la de cruz es 2/5. Si sale
cara se escoge al azar un niumero del 1 al 8, y si sale cruz, se escoge un nimero del 1 al 6. Calcula la
probabilidad de que el nimero escogido sea impar.

Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como deportistas
0 no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se
clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un
trabajador al azar: a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector. b) Sabiendo que el
trabajador elegido es lector, calculese la probabilidad de que sea deportista.

Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo
fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0.01, de que lo sea uno fabricado en B es 0.02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C es 0.03 En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina
A, 30 de la By 75 de la C. a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea
defectuoso. b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢Cual es la probabilidad de que haya
sido fabricado por la maquina B?

Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacién y perfeccionamiento en las categorias pre-
benjamin (7-8 afios), benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la
informacién con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:

Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.

a)
b)

c)

d)
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¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacién?
¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

Si el nadador elegido es un benjamin, écual es la probabilidad de que esté en el curso de
perfeccionamiento?

Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacion, ¢cudl es la probabilidad de que sea benjamin?
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CURIOSIDADES. REVISTA

sea 9?

[

\

Si quieres saber mas, busca:

http://www.miscelaneamatematica.org/Mi

sc34/caballero.pdfhttp://www.miscelanea
matematica.org/Misc34/caballero.pdf

Galileo

En el siglo XVI planteé el siguiente problema: Al tirar tres dados, épor qué
es mas probable obtener que la suma de las caras superiores sea 10, que

Continuaba la reflexion con las posibles descomposiciones en esas sumas:

9=3+3+3 10=4+3+3
™\ ( El inicio de la \
9=4+3+2 10=4+4+2 Teoria de |a
9=4+4+1 10=5+3+2 Probabilidad,
como sabes,
9=5+2+2 10=5+4+1 f
ueron los
9=5+3+1 10=6+2+2 juegos de azar.
/ 9=6+2+2 10=6+3+1
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En ambos casos hay 6 descomposiciones posibles, sin embargo, tirando
muchas veces los 3 dados comprobaba que es mas probable sacar un 10.

Si haces un diagrama en arbol comprobards que todas esas
descomposiciones no son igualmente probables.

Por ejemplo: (3, 3, 3) tiene una probabilidad de 1/216, mientras que la
suma 6 + 2 + 2, puede salir con tres sucesos (6, 2, 2), (2, 6, 2) y (2, 2, 6),
luego su probabilidad es 3/216.

4 R

William Jaggers llegd a Montecarlo con
unos pocos francos en el bolsillo v,
durante un mes anoté los nimeros que
salian en cada ruleta, y en cuatro dias
gané dos millones cuatrocientos mil
francos. Jaggers consiguidé quebrar a la
banca en Montecarlo analizando las
frecuencias relativas de cada numero
de la ruleta y observando que se habia
desgastado algo del mecanismo de una
de ellas, con lo que todos los valores no

tenian igual probabilidad. Aposté a los
Qmeros mas probables v gand. /

La ruleta
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Las leyes del azar. Desde la mas remota antigiiedad el ser humano se ha sentido
preocupado por lo que le deparara el futuro. En este capitulo se esbozan,
= entre otros temas, algunos de los principios del cadlculo de probabilidades >
poniendo ejemplos practicos de los principales soportes de la Teoria de V
video la Probabilidad: Variaciones, permutaciones y combinaciones. Mas por
menos. La aventura del saber. Antonio Pérez.

Mas por menos: Las leyes del azar | RTVE Play

Caballero de la Meré

Al Caballero de la Meré le gustaba jugar y era un gran jugador, por eso sabia que era
favorable apostar, al tirar un dado “sacar al menos un 6 en 4 tiradas de un dado” y que no lo
era al tirar dos dados el “sacar al menos un 6 doble en 24 jugadas”.

Se ve que habia jugado mucho para saber que las frecuencias relativas le decian que el
primer suceso tenia una probabilidad superior a 0.5, y el segundo la tenia inferior. Pero no
lo comprendia. No era matematico y sélo se sabia la regla de tres. jEsto no es una
proporcionalidad! Dijo 6 : 4 = 36 : 24.

Pero las frecuencias relativas le decian que no era asi, por lo que escribié a Pascal para que
le solucionara el problema.

TU ya sabes lo suficiente para solucionarselo. Antes de seguir leyendo, intenta resolverlo.

En lugar de calcular la probabilidad de sacar al menos un 6 en 4 tiradas, calcula la

4
- . 5
probabilidad de no sacar un 6, que es su suceso contrario, y es [—j .

Por tanto la probabilidad de sacar al menos un 6 en 4 tiradas es:

5\
l—(gj =0.5177 > 0.5.

Calculamos del mismo modo la probabilidad de sacar al menos un seis doble al tirar dos
dados 24 veces, calculando la de su suceso contrario, la de no sacar ningun seis doble:

24
@—J , por lo que sacar al menos un 6 doble es:

24
1—(3—5j =0.4914 < 0.5.
36
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RESUMEN
Al realizar un experimento aleatorio existen varios |Tiramos un dado. Posibles
posibles resultados o sucesos posibles. resultados = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
. . . Suceso obtener maltiplo de 3 = {3,
Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles 6)
resultados.
Una medida P(5) = 1/6.
Asignacion de | Limite al que tienden las frecuencias relativas. P(sacar mltiplo de 3) = 2/6
probabilidades | Regla de Laplace: Silos sucesos elementales son equiprobables
entonces: p = casos favorables / casos posibles.
1. P(E)=1. 2. P(A) >0, para todo A.
3.SiAN B =Y entonces P(A U B)=P(A) + P(B).
Suceso contrario: P(X) + P(noX) = 1. P(no5)=1-1/6 =5/6.
Teoremasde 1o hilidad de interseccion: P(A ~ B) = P(A) - P(B/A). P(6'ml.3)=1/6+2/6=3/6
Probabilidad P sacar primero un 5 y luego multiplo

Probabilidad de unién: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B). de 3=1/6-2/6 =2/36

P(B/A)-P(A) __P(B/A)-P(A)
P(B) S.P(B/A)-P(A)
k=1

P(A/B)=

PROBABILIDAD en 10 minutos, desde CERO hasta el teorema de
probabilidad total y Bayes. El mejor resumen de probabilidad desde cero (’\
: hasta llegar al teorema de la probabilidad total y teorema de Bayes,

paso a paso. Lasmatematicas.es

video

https://www.youtube.com/watch?v=hHhjvAOcJAk

Resumen de probabilidad
= https://www.youtube.com/watch?v=BIvFQVN7-X8 ’
) g

video
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

En un colegio se selecciona un grupo de 200 estudiantes de los
cuales todos estudian francés o inglés. De ellos 150 estudian
inglés y 70 estudian francés. ¢ Cuantos estudian francés e inglés?
En otro centro escolar se estudian varios idiomas: francés, inglés,
aleman, italiano. Se seleccionan también 200 estudiantes de los
cuales, 150 estudian inglés, 70 francés y 40 ambos idiomas,
écuantos estudiantes de ese centro no estudian ni francés ni
inglés?

Lanzamos un dado. Calcula la probabilidad de: a) Sacar un ndmero impar. b) No sacar un 3. c) Sacar
un numero mayor que 3. d) Sacar un nidmero mayor que 3 y que sea impar. €) Sacar un niumero
mayor que 3 o bien que sea impar.

En una clase hay 24 alumnos y 14 alumnas. La mitad de las alumnas y la tercera parte de los
alumnos tienen los ojos azules. Se elige un estudiante al azar. A) Calcula la probabilidad de que sea
chico y tenga los ojos azules. B) Calcula la probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azules.
Antonio, Juan y Jorge tienen una prueba de natacion. Antonio y Juan tienen la misma probabilidad
de ganar, y doble a la probabilidad de Jorge. Calcula la probabilidad de que gane Juan o Jorge.
Lanzamos dos monedas distintas, una de 50 céntimos y otra de un euro. Calcula la probabilidad de
gue: A) En la moneda de un euro salga cara. B) Salga una cara. C) Salga al menos una cara. D) No
salga ninguna cara. E) Salga una cara y una cruz.

Lanzamos tres monedas. Calcula las probabilidades de: A) No salga ninguna cara. B) Salga al menos
una cara. C) Salgan dos caras y una cruz.

Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
gue lasumaseal, sea?2,sea3, ..seal2.

¢Qué es mas probable al tirar tres dados, que la suma de sus caras superiores sea 9 o sea 107?
Escribe el suceso “sea 9” y el suceso “sea 10” y calcula las probabilidades de sus sucesos
elementales. iSabes ya mas que Galileo!

Lanzamos a la vez una moneda y un dado. Llama A al suceso “Salga cara y un nimero par”. B al
suceso “Salga cruz y un numero primo” y C al suceso “salga un nimero primo”. Calcula las
probabilidades de A, B y C. ¢{Como son estos sucesos? Indica cudles de ellos son compatibles y
cuales son incompatibles.

. Lanzamos una moneda 50 veces, ¢qué es mas probable, obtener 50 caras seguidas o obtener en las
primeras 25 tiradas cara y en las 25 siguientes cruz? Razona la respuesta.

. Una moneda esta trucada. La probabilidad de obtener cara es doble que la de obtener cruz. Calcula
las probabilidades de los sucesos obtener cara y de obtener cruz al tirar la moneda.

12. Tres chicos y dos chicas juegan un torneo de ajedrez. Todos los chicos tienen idéntica probabilidad

de ganar, y todas las chicas, también. Pero la probabilidad de ganar una chica es doble de la de
ganar un chico. Calcula la probabilidad de que un chico gane el torneo.

Siete parejas de novios estdan en una habitacién. Se seleccionan dos personas al azar. Calcula la
probabilidad de: a) Sean un chico y una chica. b) Sean una pareja de novios. Ahora se escogen 4
personas al azar. Calcula la probabilidad de: c) Haya al menos una pareja de novios. d) No haya
ninguna pareja de novios.
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14. Tenemos un dado trucado de forma que los nimeros impares tienen una probabilidad doble a la de
los nimeros pares. Calcula las probabilidades de: A) Salga un nimero impar. B) Salga un nimero
primo. C) Salga un numero primo impar. D) Salga un nimero que sea primo o sea impar.

15. En un grupo de 12 amigas hay 3 rubias. Se eligen dos chicas al azar. Calcula la probabilidad de que:
A) Ambas sean rubias. B) Al menos una sea rubia. C) Ninguna sea rubia. D) Una sea rubia y la otra
no.

16. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
gue: A) Los numeros obtenidos sean iguales. B) Los nimeros obtenidos difieran en 3 unidades. C)
Los numeros obtenidos sean pares.

17. Lanzamos una moneda hasta que salga cara. Calcula la probabilidad de que: A) Salga cara antes del
cuarto lanzamiento. B) Salga cara después del octavo lanzamiento.

18. Un lote de 20 articulos tiene 2 defectuosos. Se sacan 4 al azar, éicual es la probabilidad de que
ninguno sea defectuoso?

19. Se lanzan dos dados y la suma de las caras superiores es 7. ¢Cudl es la probabilidad de que en uno
de los dados haya salido un 3?
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AUTOEVALUACION
1. Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a)5/6 b) 11/36 c) 25/36 d) 30/36
2. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
4, Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un multiplo
de 2 es:
a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4
5. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:
a) P(A)+P(noA)=1
b) P(AyB)=P(A)-P(B)
c) P(AuB)=P(A)+P(B)
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