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CAPITULO 1: NUMERQS REALES

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES

1. Mentalmente decide cuales de las siguientes fracciones tiene una expresion decimal exacta y cudles la tienen periodica
a)2/3 b) 3/5 c) 7130 d) 6/25 e)7/8 f) 9/11
Solucion: Periodica: a); c); f). Exacta: b); d); e).
2. Calcula la expresion decimal de las fracciones del ejercicio anterior y comprueba si tu deduccion era correcta
Solucion: a) 2/3 = 0.6666... b) 3/5=0.6; c) 7/30 = 0.23333.... d) 6/25= 0.24; e) 7/8 = 0.875; ) 9/11 = 0.818181...
3. Calcula la expresion decimal de las fracciones siguientes:
a)1/3 b) 1/9 c) 7180 d) 2/125 e) 49/400 f) 36/11
Solucion: a) 1/3=0.3333.... b) 1/9 = 0.1111....; ¢) 7/80 = 0.0875; d) 2/125 = 0.016; e) 49/400 = 0.1225; f) 36/11 = 3.272727...
4. Escribe en forma de fraccion las siguientes expresiones decimales exactas y redlcelas, comprueba con la calculadora
que esta bien: a) 7.92835; b) 291.291835; c) 0.23
Solucion: a) 7.92835 = 992 835/100 000; b) 291.291835 = 291 291 835/1 000 000; c) 0.23 = 23/100.
5. Escribe en forma de fraccién las siguientes expresiones decimales periédicas, redlcelas y comprueba que esta bien:
a) 2.353535.... b) 87.2365656565.... c) 0.9999... d) 26.5735735735...
Solucion: a) 233/99; b) 863 642/9 900 = 431 821/4 950, c) 9/9 = 1, d) 23 547/999 = 8 849/333.
6. Copia en tu cuaderno la tabla adjunta y sefiala con una X a qué conjuntos pertenecen los siguientes nimeros:

Namero N Z Q I R
-2.01
-4
0.121212...
J-1000
1.223334...
-4
112
Solucién:
Ndmero N Z Q I R
-2.01 X X
3 _4 X
0.121212... X X
J-1000 X X X
1.223334... X X
Nary
1/2 X X
7. Copia en tu cuaderno el esquema siguiente y mete los numeros del
gjercicio anterior en su lugar: . 7
Solucién grafica C: V-4
8. ¢Puedes demostrar que 4.99999... = 57, ; cuanto vale 2.5999...7 R: 374 ;1,223334...
Solucioén: x = 4.9999.... = 10x = 49.9999.... = 10x-x=9x=49-4=45
= x=45/9=15; 2.5999... = 234/90 = 13/5. Q:-2,01;0,121212...; 1/2
Z: J/-1000
N
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9. Demuestra que %/7 es irracional.

Solucién: Vamos a demostrarlo por reduccion al absurdo. Vamos a suponer que 3/7 es un nimero racional y llegar a
una contradiccion. Si 37 es un nimero racional puede escribirse con una fraccién p/q, que suponemos
irreducible, 37 = plq. = 7= p3/q° = 7 ¢° = p3, luego en la descomposicion en factores primos de p? hay un
7, y por tanto p es multiplo de 7 = p=7a =7 q* = 7°a® = ¢ = 7?a® = q también es mdltiplo de 7, que
contradice que la fraccion p/q sea irreducible.

10. ¢Cuantas cifras puede tener como maximo el periodo de 41—7 ?

Solucion: 47.

, . . 1 .
11. ;Cuantos decimales tiene —— ?, 4 te atreves a dar la razon?
27-5¢

Solucién: 7 decimales. La potencia maxima entre 2y 5es 7.

12. Haz la division 999 999:7 y después haz 1:7. ; Sera casualidad?

Solucién: 22222 = 142857 ~ = 0.142857142857... No es casualidad
13. Ahora divide 999 entre 37 y después 1:37, ;es casualidad?

Solucién: 2> = 27, = 0.027027..

10™-1

No es casualidad, si % es periadico puro, el periodo es p y p tiene n cifras, se cumple que =p

2. APROXIMACIONES Y ERRORES.

I+
14. Redondea hasta las centésimas y halla los errores absoluto y relativo cometidos.

Solucién: 1.62; Error absoluto < 0.002 ; Error relativo = 0.001966....

15. Halla una cota del error absoluto en las siguientes aproximaciones:

a) 2.1 b) 123 c) 123.00 d) 4000 con redondeo en las decenas.

Solucién: a) 0.05; b) 0.5; c¢) 0.005; d) 50.

16. Una balanza tiene un error inferior o igual a 50 g en sus medidas. Usamos esa balanza para elaborar 10 paquetes de
azucar de 1 Kg cada uno que son un lote. Determina el peso minimo y méximo del lote. Cual es la cota del error
absoluto para el lote?

Solucién: Peso minimo: 10 000 — 500 = 9 500 g; Peso maximo = 10 500 g; Cota de error = 500 g;

17. Los nimeros A = 5.5 y B =12 han sido redondeados. Halla una cota del error absoluto y del error relativo para:

a) A+B b) A'B ¢) BIA d AP

Nota: Determina lo valores maximo y minimo de Ay B. Después los valores maximos y minimos de cada apartado (recuerda que la resta y

la divisién funcionan distinto)

Solucién manipulativa: Max(A) = 5.549; Min(A) = 5.45; Max(B) = 12.49; Min(B) = 11.5; a) 0.55; 0.03; b) 3.3; 0.05; c) 0.07;

0.03; d) EA < 1.2*10%; 0.6.

18. §Coémo medir el grosor de un folio con un error inferior a 0.0001 cm con la ayuda de una regla milimetrada y la de ellla
ordenanza del instituto?, hazlo.

Solucién manipulativa:

3. REPRESENTACION EN LA RECTA REAL DE LOS NUMEROS REALES:
J5

19. Calcula 3 nimeros reales que estén entre y1.

Solucion abierta: 1.6; 1.61; 1.617.

20. Halla 5 nimeros racionales que estén entre V2 y15
Solucion abierta: 1.42; 1.43; 1.44; 1.45 y 1.46.
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21. Halla 5 nimeros irracionales que estén entre 3.14y =

1574507 157 +150m
. 3.14+m  157+50 157 +150 157+ 350
Solucién abierta: L T 100 - T 200 - 2y
2 100 2 200 2 400
157+3507 157+750m
400 T 15747507 800 | © 157+1550m
2 800 2 1600

7

n
o A , -17
22. Representa en la recta numérica de forma exacta los siguientes nimeros: P 2.375;-3.6

Solucién grafica:

B D O u A c
X P23 P03 20K »—
1-+/5
23. Representa en la recta numérica de forma exacta: J20; —/8; V14; —
Solucién grafica: 20 =+/4? + 2?
12
2 4
V8 =4/22 +22
12
-2
2
V14 =432 +(J§) A5 =27 412
2
2 i
1
-1 1
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24. Busca rectangulo aureo y espiral Aurea.

Solucién abierta:

25. Ya de paso busca la relacion entre el Nimero de Oro y la Sucesion de Fibonacci.

Solucion abierta:

26. Busca en Youtube “algo pasa con phi” y me cuentas.

Solucion abierta:

27. Comprueba que la longitud del lado del pentagono regular y la de su diagonal estan en proporcién aurea.

Solucion gréfica: En la figura adjunta utiliza la semejanza de tridngulos para comprobar qué tridngulos son
semejantes. Todos los angulos miden 36°, 72° 0 108°.

D

<

El triangulo DAB es semejante al BAF (tienen los 3 dangulos iguales) por lo que los lados son proporcionales:
DA/AB = AB/FA,
Cdmo el lado del pentagono AB = DF, se tiene que el todo (DA) es a la parte (DF) como la parte es a lo que queda (FA),
luego se tiene una proporcién aurea. En la estrella pitagorica el cociente entre dos longitudes consecutivas
es siempre el nimero de oro.

Otra solucién soélo para el profesorado: Si tomamos los vértices del pentagono como las raices quintas de la unidad,

tenemos que un lado lo forman los vértices (1, 0), (cos (Z?”) ,sen (2?”)), luego mide:

\/ (cos (2?") — 1)2 + sen? (2?”) = \/ 2 (1 — cos (2?”)) y una diagonal la forman los vértices

(cos (2?”) ,sen (%)), (cos (2?11:) ,—sen (2?”)), luego mide:
2w 2w ’ . .
4 sen? (?) =2 sen (?) Tenemos que las raices quintas de la unidad son:
Zy = cos (”T”) + sen (%) i,k=0,...,4 porlo que zy+...+z, = 0 (coeficiente de x* en x> — 1) y:

21 47 2m S (2T

Re(zy+...+z4) = 2 cos (?) + 2 cos (?) +1=2 cos (?) +2 (2 cos (?) — 1) +1
2T 2w

=4 cosz<?>+2 cos<?>—1=0:>

2 —-2+V20 -1+v5 yz g 2
= cos (?") = :;/_ = :‘/— (Tomamos la solucion positiva al ser cos (?”) > 0). Entonces:

sem (i) = 1 - cose () = 1558 = [ f < B mratnes:

2sen(2T") _ 5+2\/§ B /5+2\/§ _ 5+V5 _ 5+/5 _ 1+/5
JZ (1—cos(2—n)) \/z (1_%*"/3 \/S—T\/g 5-5 V20 2

5

la proporcién aurea.
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28. Calcula con Geogebra una aproximacién de la razén de semejanza entre un pentagono regular y el que se forma en su
interior al dibujar sus diagonales. Determina sin utilizar Geogebra el valor real de la razon de semejanza entre estos dos
pentagonos.

Solucion grafica: En un pentagono regular estan en proporcion aurea la diagonal y el lado del \

pentagono y los dos segmentos de una diagonal cortada por otra. De forma andloga se |

demuestra que los dos segmentos desiguales de una diagonal cortada por otras dos ./ |
. . . d-1 _

estan también en proporcion aurea. Por lo tanto'—l’ =7 :.>§ =1-¢ lcomod'=0-1 \

la razén de semejanza que transforma el mayor en el menor es 2 - . N
d =

I _d d T . .
Por ofra parte > = il y ya que —— = -4 = % = ¢% = ¢ + 1. La razén de semejanza que

T

transforma el menor en el mayor es ®2= @ + 1.

29. Comprueba que los triangulos ABD y ABF de la figura son semejantes y calcula aproximadamente con Geogebra su
razon de semejanza.
Solucién grafica: Los triangulos ABD y ABF son semejantes, por lo tanto, las longitudes de sus

lados son proporcionales: % = % y sea d la longitud de la diagonal y I la longitud del

lado:
BD=d,AB=lyBF=d-1

y sustituyendo en la proporcion anterior: % = ﬁ lo que indica que la diagonal y el lado

del pentagono estan en proporcion aurea y que la longitud de los dos segmentos de una
diagonal cortada por otra |l y d— | también estan en proporcion aurea.

30. Calcula con Geogebra el valor aproximado de la razén de semejanza entre un decagono regular y el decagono que se
forma al trazar las diagonales de la figura. Determina sin utilizar Geogebra el valor real de la razén de semejanza entre
estos dos poligonos

Solucién gréfica: En el triangulo isdsceles que se forma con el centro de las circunferencias, O, y dos vértices

consecutivos del poligono inscrito en la circunferencia de radio R, el angulo del vértice S~
O mide 36° ya que es un angulo central de un decagono, el cociente entrery Res ® y
por tanto la razén de semejanza entre las circunferencias de radios Ry r es: 1/¢ = ¢ -1.
La medida del radio r coincide con L, la longitud del lado del decagono inscrito en la
circunferencia de radio R, y por lo tanto el cociente entre el radio de la circunferencia R
y el lado L del decagono regular es ®.

La razoén de semejanza entre los dos decagonos no estrellados es la misma que entre r
Y R, es decir, .
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4. INTERVALOS, SEMIRRECTAS Y ENTORNOS:

31. Expresa como intervalo o semirrecta, en forma de conjunto (usando desigualdades) y representa graficamente:

a) Un porcentaje superior al 26 %. b) Edad inferior o igual a 18 afios.
¢) Numeros cuyo cubo sea superiora 8.  d) Numeros positivos cuya parte entera tiene 3 cifras.
e) Temperatura inferior a 25°C. f) Numeros para los que existe su raiz cuadrada (es un nimero real).

g) Numeros que estén de 5 a una distancia inferior a 4.
Solucién: a) (26,100], {x € R/26 < x <100}

b) [0,18], {xeR/0<x<18}
¢) (2, +); {XGER/X3 >8};
d) [100, 1 000); {x € R /100 < x <1000 }

e) (-273, 25); {x e R; —273 < x < 25}
) [0, +o0); {x e R/x >0}
9)(1,9); {xeR/1<x<9}

32. Expresa en forma de intervalo los siguientes entornos: a) E(1, 5); b) E(-2, 8 ); ¢) E(-10; 0.001)
3
Solucion: a) E(1, 5) = (4, 6); b) E(-2, g )= (—2—%, —2+§ ) =(—14/3, 2/3);
c) E(—10; 0.001) = (—10—0.001, —10+ 0.001) = (—10.001, —9.999).
33. Expresa en forma de entorno los siguientes intervalos: a) (4, 7); b) (-7, —4); c)(-3,2)

Solucién: a) E(5.5, 1.5);b) E(-5.5, 1.5); c) E(-0.5, 2.5).

34. ;Los sueldos superiores a 500 € pero inferiores a 1000 € se pueden poner como intervalo de nimeros reales?
*Pista: 600.222333€ ; puede ser un sueldo?
Solucién: No se pueden poner como un intervalo, ya que seria el intervalo (500, 1000), por lo que 600.222333€

seria un sueldo, y no puede serlo al tener mas de dos decimales.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Largo (cm) Ancho (cm) Area (cm?)
A0 | 118,92 84,09 10000 .
A1]| 84,09 59,46 5000 Cuestiones:
A2 59,46 44,04 2500
A3 42,04 29,83 1250
A4 29,73 21,02 625
A5 21,02 14,87 415,2

1) Comprueba los valores de la tabla anterior (hay al menos dos valores equivocados @)
2) ¢ Cuantos folios A4 caben en un folio AO?
3) ¢Cuales son las dimensiones del A6?, sy del A7?
Solucion: 1) Esta mal el ancho de A2 (es 42.04) y el de A3 (es 29.73). Esta también mal el area de A5 (es 312.5). 2) 16.
3) A6: 14.87 largo, 10.51 ancho. A7: 10.51 largo, 7.43 ancho.

Formula de Binet

a) Calcula F31y F3o con la férmula de Binet.
b) Haz el cociente y mira si es una buena aproximacion del Namero de Oro.
Solucion: a) F31 ~1346269; F3 ~832040; b) F31/F3 = 1.61803399.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Laimagen es la representacion de un namero irracional, ¢cudl?

Solucion: — \/(=3)* +22 = -/13

2. Representa en la recta numérica: —3.375; 3.666...

Solucién grafica:

V10
3. Representa en la recta numérica: —\/g; 2\/3 ;7

Solucién grafica:

8 = —yJ(-2) +2?

" . =4 . .
¥
. ..3 .
..2 .
4 l + .
X
| [ J J J J J 1
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
. . . . .._l. . .
._2.
._3.
. -4
24/5 =420 =+/4% +2?
u . !:g . L
¥
. ..E .+
..4 .
..2 . .
X
| [ J J J J s J 1
-8 -6 -4 - 2 4 6 8
._4.
._6.
- -5
Jio o (3 (1Y
2 4 2 2
1 P
N
4. Halla el valor exacto de — sin calculadora.
Solucion: 1.1111111.....
5. Di cuéles de estas fracciones tienen expresion decimal exacta y cudles periodica: i;ﬁ;3—7;2
40 21 250 15
Solucion: Exacta; periodica; exacta; periodica.
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO. www.apuntesmareaverde.org.es

= ——1
.8:(4:0." H‘i\“'. u’ll



19

6. Halla 3 fracciones a, b, ¢ tal que %< a<h<c< E

Solucion abierta: 3/4 < 752/1000 < 755/1000 < 757/1000 < 19/25.
7. Haz en tu cuaderno una tabla y di a qué conjuntos pertenecen los siguientes nimeros:

2.73535...; m—2 : J-32 % ; 10100 ; % ;—2.5;0.1223334444....
Solucion: 2.73535... racional (pertenece al conjunto de los racionales, entendiendo que luego se repite 353535...);
7T—2 irracional: ¥-32==2 entero; % indeterminado; 10" patural; % racional; -2.5 racional;

0.1223334444... irracional (infinitas cifras decimales no periédicas)
8. Contesta verdadero o falso, justificando la respuesta.

) Qn®R-Q)=(0)
b ZCQ

)
)
c) La raiz cuadrada de un numero natural es irracional.
)
)

) V72 Q

e) 1/47 tiene expresion decimal periodica.
Solucion: a) Falso, el 0 es racional, pero no es un nimero irracional.

b) Verdadero, ya que si d€Z, entonces a=% con€Z, 1N

¢) Falso, ya que \/ZZZGQ

d) Verdadero, ya que 7 no es un cuadrado perfecto y su raiz es un nimero irracional.

e) Verdadero, ya que 1/47 = 0.0212765957446808510638297872340425531914893617...
9. Pon ejemplos que justifiquen:

a) Lasuma vy la resta de nimeros irracionales puede ser racional.

b) El producto o division de nimeros irracionales puede ser racional.

Solucion: a) \ﬁ es irracional, —wﬁ es irracional, pero ﬁ +(—\/7 ):OEQ

V7
b) wﬁ es irracional, «/7 es irracional, pero ﬁ ﬁ =7eQ, ﬁ =1eQ

10. ¢Qué serd la suma de nimero racional con otro irracional? (Piensa en su expresion decimal)
Solucién: Es un numero irracional.
11. Lasuma de 2 numeros con expresion decimal periddica ;puede ser un entero?

Solucién: Si: = 0.33...,> = 0.66...ys+-=1€Z

12. Expresa con palabras los siguientes intervalos o semirrectas:
a. (-7,7]

{xeR/-3<x<5}

(4]

b
C.
d. (=2,+0)

Solucién:
13. ;Cuantos metros hay de diferencia al calcular el perimetro de la Tierra poniendo 7z =~ 3.14 en lugar de su valor real?, ;es
mucho o poco?
Basicamente tienes que hallar el error absoluto y el relativo.
*Radio aproximadamente 6370 km
Solucién manipulativa: Perimetro = 2zR = 40024 km; 2*3.14*6370 = 40004 km; EA = 20.3 km; Er = 0.0005 km.
14. Los antiguos hicieron buenas aproximaciones de Pi, entre ellas citemos a Arquimedes (siglo Ill a.C) con 211875/67441y a
Ptolomeo (siglo 11 d.C,) con 377/120.
¢, Cual cometié menor error relativo?
Solucion: La mejor es la de Arquimedes, pues 211875/67441 = 3.14163491, mientras 377/120 = 4.1416666.
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15. Lo siguiente es un Pi-texto: “Soy y seré a todos definible, mi nombre tengo que daros, cociente diametral siempre inmedible
soy de los redondos aros.” (Manuel Golmayo)
Cuenta y apunta el nimero de letras de cada palabra y veras de donde viene su nombre. Inventa una frase con la misma
propiedad, no es necesario que sea tan largo (al menos 10 palabras)
Solucién abierta: 3-1-4-1-5-9-2...

16. Halla: a) (3, 5] U (4, 6]; b) (3,5] N (4, 6]; c)(-00,2] N (-2, + )
Solucion: a) (3, 6]; b) (4, 5]; c) (-2, 2].

17. ¢Puede expresarse como entorno una semirrecta?
Solucién: No.

18. Expresa como entornos abiertos los siguientes intervalos: a) (0, 7); b) (-8, -2); ¢) (2, +0)
Solucion: a) E(3.5, 3.5); b) E(-5, 3); No se puede.

19. Expresa como intervalos abiertos los siguientes entornos: a) E(2 , 2/3); b) E(-7, 1/2)

Solucién: a) (4/3, 8/3); b) (7.5, —6.5).
20.

[P

Un numero irracional tan importante como Pi es el numero “e”. e ~ 2.718281828. .. que parece periddico, pero no, no lo
' . 1\"
es. Se define como el nimero al que se acerca (1 + ;) cuando n se hace muy, pero que muy grande. Coge la calculadora

y dale a n valores cada vez mayores, por ejemplo: 10, 100, 1000, ...
Apunta los resultados en una tabla.
Solucién:

n

1

2

10

100

1000

10000

100000

1000000

10000000

2

2.25

2.59374246

2.70481383

2.71692393

2.71814593

2.71826824

2.71828047

2.71828169

21.

Solucién

22.

Solucion

23.

Solucién

24,

Solucién

25.

Solucién

26.

Solucion:
27.

Solucioén:

28.

Solucioén:

Halla el area y el perimetro de un rectangulo de lados /2 y J8 m.
: Area: {28=4 4 m2. Perimetro: 642 m

Halla el area y el perimetro de un cuadrado cuya diagonal mide 2 m.
: Area: 2 m2. Perimetro: 42m

Halla el area y el perimetro de un hexagono regular de lado \/5 m.
: Area: ¥ m?2. Perimetro: 63 m

Halla el area y el perimetro de un circulo de radio 10 m.
: Area; n(ﬁdz =10t m2 Perimetro: 2my10 m

Halla el &rea total y el volumen de un cubo de lado %/7 m.

2
: Area: 6{95)2=673 m2. Volumen: (§7f =7 m®
¢ Por qué niimero hemos de multiplicar los lados de un rectangulo para que su area se haga el triple?

kBh=k* Bh=3Bh=sk’ =3=k=13
¢,Cuanto debe valer el radio de un circulo para que su érea sea 1 m2?

1
r=—m

N
Tenemos una circunferencia y un hexagono inscrito en ella. ;Cuél es la razén entre sus perimetros? (Razon es divisién o
cociente)
Si suponemos que la circunferencia es de radio R, esta centrada en el origen, el hexagono es regular y uno

de sus vértices es (R, 0), por lo que su lado mide R y el perimetro del hexagono es 6R. Perimetro de la

R T

2
circunferencia: 2mR. Razén: — ==

29.

Solucién:

30
Solucién

31.

Solucion

32.

Solucién

Matematica

R 3
Tenemos una circunferencia y un hexagono inscrito en ella. ;Cual es la razén entre sus perimetros? (Razon es divisién o
cociente)
3.
. ¢ Qué nimeros al cuadrado dan 77
DT Y -7
¢, Qué numeros reales al cuadrado dan menos de 77
(AT, )

¢ Qué niimeros reales al cuadrado dan mas de 77
2 (=00, —7) U (+47, + )
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33. Medir el tamafio de las pantallas en pulgadas () ya no parece muy buena idea. La medida se refiere a la longitud de la
diagonal del rectangulo, asi, una television de 32" se refiere a que la diagonal mide 32”. Eso no da mucha informacion si no
sabemos la proporcion entre los lados. Las méas usuales en las pantallas de television y ordenador son 4:3 y 16:9.
Si una pulgada son 2.54 cm, ¢ cuales seran las dimensiones de una pantalla de 32" con proporcion 4:3?, 4y si la proporcion es 16/9?
¢, Cual tiene mayor superficie?
Solucién: Con 4:3 las dimensiones son 3.41 cm y 7.21 cm: La superficie es de 39.01 cm?; Con 16:9, son 4.42 cm y 7.86

cm, y la superficie es de 34.73 cm?, luego tiene mayor supeicie la de 4:3.
AUTOEVALUACION

1) Sabes a qué conjuntos pertenecen los distintos nimeros.
Indica en una tabla o un diagrama (como el del texto) a qué conjuntos numéricos pertenecen los siguientes nimeros: 0; —2; 3/4,

73:6.252525... T—2 : 34 : Y-16 :1.123124125..: 2.999...
Solucion:

Namero N
0
-2
3/4
6.252535...
T—2
s
{16
1.123124125... X X
2.999... X X X X

2) Sabes redondear con un nimero adecuado de cifras y calculas el error relativo para comparar aproximaciones. Sabes hallar una cota
para el error absoluto y el relativo.
a) Los siguientes niimeros se han redondeado, halla una cota del error absoluto y del error relativo:
a_1) 3.14; a_2) 45600 con redondeo en las centenas.

<| =<| x| x<| O

x| X[ x| x| X| X| &8

. 2 , S .
b) Sitomamos /10 = 3,16 y 5 ~ (0,67 ¢en cual de las aproximaciones cometemos proporcionalmente menor error?

Solucién: a1) 0.005; y 0.005/3.14 = 0.00159236; a2) 500; 500/45600 = 0.01096491; b1) E = 0.00227; E(2/3) = 0.00333; EI
error absoluto es menor con 2/3; Los errores relativos son respectivamente: 0.00333... y 0.005, luego el error
relativo es mayor en 2/3.

3) Sabes cuando una fraccion tiene expresion decimal exacta o periédica sin hacer la division. Pruébalo con estas:
30/150; 30/21

Solucion: Ambos expresion decimal periddica.

4) Sabes pasar de decimal a fraccion para trabajar con valores exactos: Halla: 0.72525...+0.27474...
Solucién: 718/990; 272/990.

21 30
5) Sabes representar numeros racionales e irracionales de forma exacta. Representa de forma exacta ——; —— ;N10:V7

Solucion gréfica:

A ] ] C B
X T X T HK—x —
-2 = | (1] 1 2 5‘ 4

6) Dominas las distintas formas y notaciones de un intervalo o semirrecta (intervalo, conjunto con desigualdades y grafica).
Expresa en forma de intervalo (o semirrecta), en forma de desigualdad y representa graficamente:

a) Numeros reales inferiores o iguales que —1.  b) Nimeros reales comprendidos entre —4 y 2, incluido el 1° pero no el 2°.

Solucion: a) (oo, 1] ="{xeH: x <-1}; b) [4, 2) = {xe K, 4 <x< 2}.

7) Sabes pasar de un entorno a un intervalo y viceversa.

a) Escribe como intervalo: E(-2, 2/3). b) Escribe como entorno el intervalo (-5/2, 7/3)

Solucién: a) (-8/3,-4/3); b) E(~1/12,-29/12)

8) Sabes resolver problemas trabajando con cantidades exactas.

Halla el area, el volumen y la diagonal principal de un ortoedro de lados \/g ;2\/5 Yy 3\/§ m.
Solucion: Area = 110 m2; Volumen = 305 m3; Diagonal = +/70 m.
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CAPITULO 2: POTENCIAS Y RAICES

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. POTENCIAS
35. Calcula las siguientes potencias:

a)—x3 b) (x+1)3 c) — (—2x)2
Solucién: a) —x® b) x3+ 3x2+ 3x + 1 c) —4x?
36. Efectla las siguientes operaciones con potencias:

a)(x+ 1) (x+1)3 b) (x +2)3: (x +2)4 ) {(x—=1)3%¢
Solucién: a) (x + 1)* b) (x+2)t = ﬁ ¢) (x — 1)1

3. POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL.RADICALES
37. Calcula:

a) a®.p?)2 b) i/gi/% c) (B(x+1)3)?
Solucién: a) a*b® b) Si/g c) Vx+1
38. Halla:

Solucién: a) ti/g b) \/%

39. Realiza las siguientes operaciones con radicales:

a) 1/5245 b) (3 (x+3)*)’
y \Vy

Solucién: a) 4 % b) (x+3R/x+3

4. OPERACIONES CON RADICALES: RACIONALIZACION.

40. Escribe bajo un solo radical y simplifica: 2\/ 2.2\/3.2\I4.\2/5.2\/ 63/8
Solucién: N2> -5 .3"
4/x3.y3 .3/x4.y5

6x3 .y

41. Calculay simplifica:

Solucion: xy4/xy?
42. Realiza la siguiente operacion: VX +416X7 +4/x

Solucion: (4X3 + X+ 1)\/;

2
43. Calcula y simplifica: \/E 3/X_i/§
X V8 V5
2
Solucion: 3 ldx—s
2\5

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO.
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X+3y

44. Racionaliza la expresion: ——=—
P Vx - J2y
(x+3y)x +y2y )

X -2y
3.\/§+2.\/E
V3 +42

Solucioén:

45. Racionaliza:

Solucién: 5-+6

545 -242
J5-2

Solucion: 25+1045 — 2410 — 442

46. Racionaliza:

5. NOTACION CIENTIFICA.

47. Calcula: a) (7.83-10%) -(1.84 -100)

Solucion: a) 1.44-10° b) 1.625-10?

48. Efectla y expresa el resultado en notacion cientifica:

b) (5.2 - 104): (3.2 - 10%)

-5 -4 4
a 3.106 +7.1(2 b) 7,35.17(2 +3.2107
10° -5.10 5.10
Solucion: a) 1.46-10° b) 4.67-107

49, Realiza las siguientes operaciones y efectua el resultado en notacion cientifica:
a) (4.3-10%-7.2-10%)? b) (7.8:107)
Solucion: a) 5.1-10" b) 4.7-10"°

6. LOGARITMOS

16. Copia la tabla adjunta en tu cuaderno y empareja cada logaritmo con su potencia:

25=32 logs1=0 20=1 52=25
5'=5 loga2 =1 50=1 log>32=5
2'1=2 log21=0 logs 5=1 logs 25=2
2¢=16 logs3 81=4 log,16=4 3*=81
Solucién:
2=32| <log,32=5 2=1| &log,1=0
51=5 <:>Iog55=1 50=1 <‘;510951=0
21=2| <log; 2= 1 52=25 | <> logs 25=2
2=16 | < log;16=4 3=81| <log; 81=4
17. Calcula utilizando la definicién de logaritmo: a) log225 b) logs 25 C) logz241 d) logs5%
Solucion: a) 5; b) 2; c) 41; d) 30.
18. Calcula utilizando la definicion de logaritmo: a) logs27 b) log1o 100 c) log2(1/4) d) log100.0001
Solucion: a) 3; b) 2; c) 2; d) 4.
19. Calcula x utilizando la definicion de logaritmo: a) log264 = x b) logiz x =4 c)logx25=2

Solucién: a) x = 6; b) 1/16; c) 5.
20. Calcula utilizando la definicién de logaritmo:
a) logz 64 +logz 1/4 - logs 9 — logz v/2
b) log2 1/32 + logs 1/27 - log2 1
Solucién: a) 1.5; b) -8.
21. Utiliza la calculadora para obtener a) log 0.000142; b) log 142; c) log 9 + log 64.
Solucion: a) log 0.000142 = -3.8477117; b) log 142 = 2.15228834; c) log 9 + log 64 = 2.76042248

’4 2 342
a) In5i3 b) log a4b
e c'd

Solucion: a) 1/5(In4 + 2 Inx - 3) b)3loga+2logbh-4logc-logd

23. Expresa los logaritmos de los nimeros siguientes en funcion de log3 = 0.4771212
a) 81 b) 27

Solucién: a) log81 = 4*(0.4771212); b) log27 = 3*(0.4771212);

22. Desarrolla las expresiones que se indican:

¢) 59049
c) log59049 = 10%(0.4771212) = 4.771212.
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24. Simplifica la siguiente expresion: %log m—2logt—logp+ glog h

Solucion: %mg m—2logt—log p+ glog h = log(m") - log(t) - log(p) + log(h*?) = log((m"2- h5?)/ (-p))

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Potencias
1. Expresa en forma exponencial:
1 t 1 27 xy”
_ h) — 2 d
& 64 ) t° ) 7 ) 817" ° x*y™
Solucién: a) 26 b) t4 c) (z+1)2 d) 3¢ e) x10y3
2. Calcula:
1 1 tl 25 -4 2
a) 42 b) 125 3 c) 625 ° d)(643)6 e)(83)3
Solucién: a) 2 b) 5 o125 9 82 g !
242
Radicales
3. Expresar en forma de radical:
u ! L1 11
a)x’ b) (m’>n?)3 o) [(x*)37° d)a2b’

Solucion: a) 4/x7 b) Im’-n’ o) ¥x* g Ja-ib

4. Expresar en forma exponencial:

13 1
a) A/x*)* b 2— o Yvar g AUxT e 4 NERICSS
1

1o 7 k 5x41 1
Solucién: a) X 3 b) a2 c)am d) X 3 e) X(x+2)2 f) X0
5. Expresa como potencia Unica:

ia® V125 ia? \F \F 1 Yae a®
a b c d) 23— e)a..[— —J24/2 —_
) 22 )% )a.\/E ) 1 ) . f)2\/_\/_ 9—
-5 1 1 -1 1

5 - -
Solucién: a)a> b) 5° cjas’ d) 23 e) a’ 24 g) at

LS}

Propiedades de los radicales
6. Simplifica:

8)9 64 b)s\/g 0) %\m d)3[4/X5_X7 e)(J\/E)S f)‘ﬂxé;/x:i ,/y)i‘y g)s X2‘3'10,X2.\/7

f a
Solucién: a) %/2_2 b) N2° ¢ { E dx €2 f W 9 x4 .3%0
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7. Extraer factores del radical:

a)34¢32)(4 b)m C)(\/ﬁ)lo d)i/

Solucion: a) 2x3/2* X b) 3ab3/3b°c
23’ 2x* |7

2 J2a = =

b’ V2 " 5y \3y

8. Introducir factores en el radical:

af wfi ]
V4
Solucion: a) \/g b) \/g c) i/i

Operaciones con radicales

a) Yaa> Vb Ab> b)v5a-+/10ab~/8a’b+/a o)

25a’ \/ 28x%° }
c’ ot \7syT y> V45

52 2
¢ 242 d)—4 o2
2a 2
9 3p?

/5 1 219
d) 2.4/ — iy —3|=
) 12 o 2 12 L 3V4

d)‘{/z;) g3 ,ﬂE
B oS

2
Solucién: a) ab? b) 225ab c) 1\%% d) 5 e) i \/5
10. Efectua:
AV18+450—v2-48 b V518 ¢ +/320+/80—+/500 d)\/g+\/g
X 3 135 |5
SRCIES ) 3/?_3@ ) 15045424
5 3
Solucion:a) N2 pAN2a 245 d) gﬁ N Ei/g 5 V3 ;) 676
Racionalizar
11. Racionaliza los denominadores:
a) > b3 o 4 o6 3 */_ V3
"2 N NG 57 e "B
322
Solucién:a)T b) 6+33 c)4\/§—4\/§ d)6\/§+ 2 e)3—\/g 04—\/E
12. Racionaliza y simplifica:
g 11 V2 )ﬁ+2f V3+242 4-\/5—2@ f 1
25+3 24243 V65 J_ 2«/_ 245 -7 X+4x> =1
Solucion: 2) 245 =3 B 32 -1 ¢ 10+3v2+4/15+2430
dJ Hiﬁ o 23 px=e-1
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13. Efectuay simplifica:

Vo-3. .. (V5 +1)? BB
(Jg+[32*/5 A -3V5 [)(l 5

Solucién: a) 1 b) 4-4/5 c) J3-2

b)

Notacién cientifica

14. La masa del Sol es 330 000 veces la de la Tierra, aproximadamente, y esta es 5.98-102" t. Expresa en notacion
cientifica la masa del Sol, en kilogramos.

Solucién: 1.9734-10% kg

15. El ser vivo mas pequefio es un virus que pesa del orden de 108 g y el mas grande es la ballena azul, que pesa,
aproximadamente, 138 t. ; Cuantos virus serian necesarios para conseguir el peso de la ballena?.

Solucion: 1.38-10%

16. Los cinco paises mas contaminantes del mundo (Estados Unidos, China, Rusia, Japon y Alemania) emitieron 12
billones de toneladas de CO- en el afio 1995, cantidad que representa el 53.5 % de las emisiones de todo el mundo.
¢ Qué cantidad de CO; se emitié en el afio 1995 en todo el mundo?

Solucion: 2.24-10" Tn
17. Expresa en notacion cientifica:
a) Recaudacion de las quinielas en una jornada de la liga de futbol: 1628000 €
b) Toneladas de CO, que se emitieron a la atmosfera en 1995 en Estados Unidos 5228.5 miles de millones.
c) Radio del atomo de oxigeno: 0.000000000066 m
Solucioén: a) 1.628-10° b) 5.2285-10" c) 6.6-10"
18. Efectlay expresa el resultado en notacion cientifica:
a) (3:107) -(8-10"8) b) (4- 1012 - (5-103) c) (5-10"?) : (2:10%) d)3.1-10'2+2:1010 e)(4- 10%)2
Solucion: a) 2.4-10'2  b) 210" c) 2.5-10"5 d) 3.12-10" e) 6.25-10-"
19. Expresa en notacion cientifica y calcula:

2700000 - 13000000
0.00003 — 0.00015

10.000541 - 10 318 000
/1520 000-0.00302

Solucién: a) 1.592-10° b) 1.216 c) 4.7961-10-"2 d) 8.58-10

20. Efectua y expresa el resultado en notacién cientifica:

a) (75800)*: (12 000)* b

¢) (0.0073)2 - (0.0003)2 d)

. =5 . —4 .
a) % Y51 432107 o)(4310-7.2409)
Solucion: a) 1.46-10°  b) 4.67-107 c)-7.157-10°

21. Que resultado es correcto de la siguiente operacion expresada en notacion cientifica: (5.24.106) - (8.32-10%):

a) 4.35968:1012 b) 43.5968:101 c) 4.35968-10" d) 4.35968-101
Solucion: a) Correcto b) No notacion cientifica ¢) Incorrecto d) Incorrecto
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1. El nimero 8748 vale:
a) un dieciseisavo b) Dos c) Un cuarto d) Un medio.
Solucién: ¢c)
2. Expresa como potencia de base 2 cada uno de los numeros que van entre paréntesis y efectua después la operacion:

(161/4)-(9/2)-%). El resultado es:

a) 2—1/3 b) 2—5/4 C) 2—5/3 d) 2-5
Solucién: c)

3. El nimero: 43/6v8 esigual a:

a) 64 b) 213 c) 256 6119 d) 2
Solucién: c)

AUTOEVALUACION

3
4. ; Cual es el resultado de la siguiente expresion si la expresamos como potencia Unica?: %

d) 2

1 2 2
a) —— b) = _ c) =
232 242 342
Solucion: b)

5. Simplificando y extrayendo factores la siguiente expresion tiene un valor: 3/+/625-a°.b”.c®
a) 53a.b.c2Vabc b) 5a%.b.cAa?.b3.c c) 5.0.b.c¥ad b’ d) 5.a.b.cya’ b .c?

Solucion: d)
6. ¢ Cual de los siguientes valores es igual a a%2?

a) a1/2. aZ b) a5/2 'a-’l C) (32)2 d) a3. a—2
Solucién: b)

7. ¢ Cual es el resultado de esta operacion con radicales?: /63 — E-«/ZS + Vil2
2 3

a) 247 b) 17 ) —%.\/7 d)_?z.ﬁ

Solucién: c)
8. Una expresion con un tnico radical de: Vx2 - ‘{/(x +2)3 - /(x + 1) esta dada por:

a) &fx . (x+2)(x+1) b) &/ x+2)(x+1) ORBxE x+2)°.(x+1)% d)BxZ(x+2)73(x+1)
Solucién: ¢c)

9. Para racionalizar la expresion: i hay que multiplicar numerador y denominador por:

243 +4/5

a) 3 -+5 b)2' /3 - /5 0)2+/5 )5 +4/3
Solucioén: b)
10. ¢ Cual es el resultado en notacion cientifica de la siguiente operacion?: 5.83:10° +6.932:1012—7.5-100

a) 6.86283.102 b) 6.86283-1013 c) 6.8623-10"" d) 6.8628 - 102
Solucién: a)

1010

11. ;Cuél es el resultado de la siguiente operacidn expresado en notacion cientifica?: 56'23‘%1100_7

a) 0.8317.10" b) 8.317-1016 c) 8.317-10% d) 83.17.101
Solucioén: b)
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CAPITULO 3: EXPRESIONES ALGEBRAICAS. POLINOMIOS
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. INTRODUCCION. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1. A finales de cada mes la empresa de telefonia mévil nos proporciona la factura mensual. En ella aparece mucha
informacién, en particular, el nimero total de llamadas realizadas (N) asi como la cantidad total de minutos de
conversacion (M). Con los datos del anterior ejemplo, justifica que el importe de las llamadas efectuadas durante ese mes
es: (0.05-M)+(0.12-N) =0.05-M 4+ 0.12 - N euros

Solucién: Este mes hemos realizado N llamadas a 12 céntimos el establecimiento de llamada, con una duracion total

de M minutos, con un coste al minuto de 5 céntimos, por lo que el importe total es:
(0.05-M)+(0.12-N)=0.05-M +0.12- N £

2. Recuerda la expresion algebraica que nos proporciona la longitud de una circunferencia.

Solucién: L = 2zR

3. Escribe en lenguaje algebraico los siguientes enunciados, referidos a dos nimeros cualesquiera x e y:

a) La mitad del opuesto de su suma. b) La suma de sus cubos. c) El cubo de su suma
d) El inverso de su suma. e) La suma de sus inversos

Solucién: a) «(x +y)/2; b) x3+y3; c) (x+y)p; d) 1/(x+y); e) 1/x + 1ly.

4. Una tienda de ropa anuncia en sus escaparates que esta de rebajas y que todos sus articulos estan rebajados un 20 %
sobre el precio impreso en cada etiqueta. Escribe lo que pagaremos por una prenda en funcion de lo que aparece en su
etiqueta.

Solucién: 0.8x.

5. El anterior comercio, en los Ultimos dias del periodo de rebajas, desea deshacerse de sus existencias y para ello ha
decidido aumentar el descuento. Mantiene el 20 % para la compra de una Unica prenda y, a partir de la segunda, el
descuento total aumenta un 5 % por cada nueva pieza de ropa, hasta un maximo de 10 articulos. Analiza cuanto
pagaremos al realizar una compra en funcién de la suma total de las cantidades que figuran en las etiquetas y del nimero
de articulos que se adquieran.

Solucién: El % de descuento sera 20 + 5(n-1). En el caso de 10 articulos sera por tanto 20 + 5*9 = 65 % de descuento.

6. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para el valor o valores que se indican:

a) X2+ 7x—12 para x = 0. b) (a+ b)2—(a2+b?) paraa=-3yb=4. C)a?—5a+2paraa=-1.
Solucién: a) —12; b) —24; c) 8.
7. Indica, en cada caso, el valor numérico de la siguiente expresion: 10x + 20y + 30z

a)x=1,y=2,z=1 b)x=2,y=0,2=5 c)x=0,y=1,z=0.
Solucién: a) 80; b) 170; c) 20.

2. POLINOMIOS. SUMA'Y PRODUCTO

8. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
o (P =X)+(-22 =3x+1)+(2° —=2x* +x-2)

.« +(x3 +2x—3)+(—3x2 —5x+4)+(2x3 —X+5)

Solucién: 2x3 3x2 3 x —1; —x4+3x3-3x2—-4x+6.
9. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:

a) 3x* +5x° +x% +4x—1 b) T x ) —x* +3x?
Solucion: a) —-3x* —5x3 —x? 4x +1; b) —7x; c) x4 -3 x2

10. Considera los polinomios ,DE—X3 —5x+2, qE3x2 +3x+1, asi como el polinomio suma S=P+q. Halla los valores que

adopta cada uno de ellos para X=—-2, es decir, calcula p(-2), g(-2) y S(=2). Estudia si existe alguna relacion entre
es0s tres valores.
Solucion: p(-2)=20; q(-2)=7: s(-2) = 27.
11. Obtén el valor del polinomio pE—X3 —9X+2 en x = 3. ; Qué valor toma el polinomio opuesto de p en x = 3?
Solucién: p(3) = 40; —p(3) = —40.
12. Efectta los siguientes productos de polinomios:
3 2 4 3 4.2
a) (~4x* +2x)-(-3x%) b) (2¢* +x)-(-3x—4)  ¢) (2¢+X—x)- (3¢ —x) g) (~)-(7° —4x* ~3x+1)
Solucion: a) 12x° —6 x3; b) —6x° —8x* —3x2 —4x; c)Tx3+4x2+3x —1; d) —7x3+4x2+3x 1.
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13. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:
a) (—4x® +2x)—(-3x%) b) (2x* +X)—(-3x—4) 0) (3 —x)—(2¢* +x* —x)
Solucion: a) —4x3 + 3 x2 + 2x; b) 2x4 + 4x + 4; c) —2x3 + 2x2,

14. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un niumero de tal forma que surjan polinomios ménicos:

4x3 —3x% +2x 2t x—1 X2+ x-T7
Solucién: 1/4; —1/2; 1.
15. Calcula y simplifica los siguientes productos:
a) 3x-(2x° +4x—6) b) (3x—4)-(4x+6) ¢) (24°—5b)-(4b-3°) d) (3a—6)-(8-2a)-(%—2)
Solucion: a) 6x3+ 12 x2 —18x;  b) 12x%+ 2x — 24; c) 8a’b — 6a5 — 20 b? + 15 ah; d) —54a° +336 a2 —
600 a + 96.
16. Realiza los siguientes productos de polinomios:
a) X% -(—2x* =3x+1)-2¢> b) (2x—3)-(-3x* —5x+4)-(~x)
Solucion: a) —4x7 —6x6 + 2x5; b) 6x*+ x3 —23 x2 + 12x.
17. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algun factor que sea comin a sus monomios:
a) —15x —20x2 +10x ; b) 24x* —30x?
Solucion: a) 5x(—3x? —4x + 2); b) 6x?(4x? - 5).

3. DIVISION DE POLINOMIOS

18. Comprueba que los calculos que tienes a continuacién reflejan lo que se hizo en el ejemplo anterior para dividir el
polinomio p(x) =6x* +5x> +x® +3x—2 entre el polinomio q(x)=2x> —x+3,

1. Primera etapa: 6X* + 5% + X* +3x -2 | 2x*—x+3
—6x* +3x’ —9x° 3x*
8x> —8x* +3x—2
2. Primeray segunda etapas: 6x4 +5x3 +x2 +3x—-2 | 2x% —x+3
—6x* +3x% —9x? 3x% +4x

8x3 —8x2 +3x—2
—8x3 +4x? _12x

—4x%—9x-2
3. Las tres etapas: 6x* +5x3 +x% +3x -2 | 2x?—x+3
—6x* +3x3 —9x? 3x% +4x -2

8x3 —8x% +3x—2

—8x3 +4x% _12x

—4x% —9x-2
4% —2x+6
-1Mx+4
Solucién: Comprobado
19. Divide los siguientes polinomios: a) 2x3 —x® —x+7 entre x> —2x+4 :

3 2 3_ 2
b) —10x™ —2x" +3x+4 entre X" —x" —X+3 c) 4x* —6x® +6x2 —3x—7 entre —2x> +x+3
d) 85 —2x* 11063 +2x2 +3x +5 entre 4X° +x° +x—1 e) —6x° + x> +1 entre X +1

Solucion: a) Cociente: 2x + 3. Resto: —3x —5;
b) Cociente: —2. Resto: —4x2 + x + 10; c) Cociente: —2x2 + 2x —5. Resto: —4x + 8;
d) Cociente: —2x2 + 3. Resto: —3x2 + 8; e) Cociente: —6x° + 6x + 1. Resto: —6x.
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20. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca g(X)= X +X—3 como polinomio cociente y r(X)=-3x* +1
como resto.
Solucion abierta: Si tomamos como divisor p(x) =1, el dividendo sera:

D(X)= p(X) g0 +r(x) = X* +2x=3-3x* +1=-2x> +2X-2

21. Efectla los siguientes calculos: a) 2;” 3 b) S . L ) =2 .x=2
X“+1 X X=2 x+1 7 x213x x-1 X“+3x X+3
Solucion: a) (5x% + x +3)/(x° + x); b) (—x+5)/(x* —x -2); c¢)-1/(x*+2x-3); d) 1/x.

22. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, Ginicamente uno de los denominadores, y su respectivo
)—x2+x—1+3x—2 b) Xx-2 4

x3 x? x2+3x x+3
Solucién: a) (2x2 —x —1)/x3; b) (-3x — 2)/(x2 + 3x).

numerador: a

23. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresion del lado izquierdo de cada igualdad:
8a*h? _ 42 4’y -3xy* 5 3 3x2 —9x _ x2 - 3x 6a2b2+4a2b—4ab=3ab+2a—2

2ap 2Xy 2 6X +12 X+ 4 2ab? +16a2b b+8a
Solucién: Comprobado.

24. Calcula los siguientes cocientes:

a) (3x3 — 9x2 — 6x) : 3x b) (7a®—70a2-21):7  c) (25x* —10x?) : bx? d) (3x3y® — 8xy?) : xy?
Solucién: a) x2 —3x —2; b) a3 —10az - 3; c) 5x2 -2; d) 3xy —8.
25. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
3x% —6x a’ —5a’
a) 9x2+15 b) 7a° + 48> o Xy +3’ g)2a°b” +3ab
4xy a’b-ab

Solucion: a) (x2 —2x)/(3x2+ 5); b) (a —5)/(7a + 4); c) (x+ 3y)/4; d) (2ab + 3)/(a? —1).
4. DESCOMPOSICION FACTORIAL DE UN POLINOMIO
26. Completa, cuando sea posible, las siguientes factorizaciones:

a) —2x° +2x=—2x-( ) b) —6x? +5x+6=(2x-3)-( )

¢) —6x* +3x> —3x+6=(2¢2 —x+1)-( ) d) —6x* +3x> —3x+6=(2x" —x+2)-( )

Solucién:
o —2X+2x=-2x-(X>-1)

o —O6X +5X+6=(2x-3)-(-3x-2)
o —6X' 43X =3x+6=2x> =x+1)-()

No es posible, ya que el término en x? ha de ser —3 x2 para que el producto con el término en x> del otro polinomio
dé —6 x* y el término independiente ha de ser 6 para que el producto con el término independiente del otro
polinomio dé 6 y el término en x ha de ser 9 x para que el producto con el término en x del otro polinomio
dé —9 x? y se cancele con el 9 x* que queda al cruzar los términos cuadraticos con los términos
independientes (el polinomio de la izquierda no tiene término en X * ). Pero entonces no cuadra el término en

3
x>,
o —6x*+3x3-3x+6=02x%2—x+2)-(—3x%+3)

27. Determina un polinomio de grado 4 que admita una descomposicién factorial en la que participe el polinomio

6x3 —x2 +3x-1.

Solucién abierta: Por ejemplo: p(x) = 6x* — x3 + 3x% — x

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO. www.apuntesmareaverde.org.es




28. Estudia si los siguientes numeros son o no raiz de los polinomios indicados:

a) X=3de x* -3x* +1 b) X=-2de x* +3x? +3x+2 0 X=lde x> -3x> +x+1
d) X=0de x*-3x% +1 ) X=—1de x*-3x> —x+3

Solucion: a) 3° =3x3* +1=1#0: no es raiz. b) (=2) +3(=2) +3(=2)+2=0: es raiz;
¢) P =3x1*+1+1=0:es raiz; d) 0° =3x0%>+1=1%0:noes raiz;

e) (—1)3 —3(—1)2 —(—1)+3:O: es raiz.

29. Supongamos que tenemos dos polinomios, p; (x) y p,(x), y un niumero real c .
e Siaesunaraiz de p;(x), ¢también es raiz del polinomio suma p; (x) + p,(x)?
e Si a esunaraiz de p;(x), /también es raiz del polinomio producto p; (x) - p,(x)?
e ;Hay alguna relacion entre las raices del polinomio p; (x) y las del polinomio 4 - p; (x)?

Solucién: a) No necesariamente: 0.=0 es una raiz de p,(x)=x, pero si p,(x)=1, 0.=0 no es una raiz de
pi(x)+py(x)=x+1;
b) Si, ya que py(a)-py(a)=0-p,(a)=0;
c) Son las mismas, ya que p;(a)=0<4p;(a)=0.

30. Construye un polinomio de grado 3 tal que posea tres raices distintas.
Solucién abierta: Por ejemplo: p(x) = X(X—1)(x—2)= (X2 - X) (x—2)=x* =3x* +2x.

31. Determina un polinomio de grado 3 tal que tenga, al menos, una raiz repetida.

Solucién abierta: Por ejemplo: p(x) = x> (X - 1) =X —x

32. Construye un polinomio de grado 3 de forma que tenga una Unica raiz.

Solucién abierta: Por ejemplo: p(x) = X°

33. Conjetura, y luego demuestra, una ley que nos permita saber cuando un polinomio cualquiera
a,X" +a, X" +.....+a;x+a, admite al nimero 0 como raiz.

Solucién: a, = 0. Debe ser nulo el término independiente.

~ . . . . n n-1 . ,
34. Demuestra una norma que sefiale cuando un polinomio cualquiera @,X" +a,4X +.....+a,X+a; admite al nimero 1

como raiz.
Solucién: La suma de los coeficientes ha de ser 0, ya que:

a1"+a 1" +..+al+a,=a +a ...+a +a,=

35. Obtén todas las raices de cada uno de los siguientes polinomios:

X+1 —X+5 -3 ~4x—9 -2
X% —3x 4x2 —x-3 X3 _x xS ix
Solucion: a) x + 7 ; x=—7;b) —x +5;x=-5; c) 2x-3;x=3/2; d) —ax-9;x=-9/4; e -2x;x=0;
1£41+48 1£7 3
f) x2=3x;x=0,x=3;g) 4x>—x-3; x = 2 = 2 =1,—Z;h) 3ox;x=0,1y = 1) x> +x;
Raices reales tinicamente x = 0, ya que x3 + x = x (x> + 1) = 0 © x = 0,x% = —1, que no tiene raices

reales.
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36. Usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios:

a) —2x* +x+1 entre X+1 b) x> +2x> —2x+1 entre X+2 0 4x® —3x* —1 entre X—1 9 x> —9x+1 entre X—3
2 1 1
Solucioén: a) -1 | 2 -3 Cociente: -2 x + 3 . Resto: —2
23 |-2
12 -2 1

b) _2| —2 0 4 Cociente: x> —2. Resto: 5

¢ 1 | 4 1 1 Cociente: 4x? + x +1. Resto: 0;
4 1 1 Jo
1 0 -9 1
d 3 | 39 0 Cociente: x> +3 x. Resto: 1;
13 0 |

37. Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes nimeros son o no raices de los polinomios citados:
a) 0=3de x®—4x?+5 b) B=-2 de —x° 2% +x+2

¢) y=1de —2x* +x+1 d) o=—1de 2x® + 2x?
1 -4 0 5

Solucién: a) 3 | 3 -3 -9

: No es raiz (no puede serlo al no dividir al término independiente)
1 -1 -3 |-4

-1 -2 1 2
b) —2| 2 0 -2 : Es raiz
-1 0 1 |0

¢ 1| —2 -2 -2 -1

: Es raiz (debe serlo al ser la suma de los coeficientes 0)
-2 -2 -2 -1]0
d) Esraiz

38. Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del polinomio —x%+2x% +x+2 en X=3,
-1 2 1 2

Solucioén: 3| -3 -3 -6 : 4

1 -1 -2 |-4

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO.

www.apuntesmareaverde.org.es




39. Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de alguna forma, para dividir x3 +3x2 +3x +2 entre 2X+6.
Solucion: Como 2X+6 =2 (x + 3), usamos la regla de Ruffini en X =—3 para dividir el polinomio por X+3 y el
cociente que queda lo dividimos entre 2 para dividir el polinomio por 2 X+ 6. El resto es el mismo ya que

el divisor por el cociente queda igual en las 2 divisiones:
1 3 3 2

—3| -3 -9 =21 Cociente:lxz—gx—z.Resto:—w
2 2 2

1 -3 -7 |-18
40. Para cada uno de los siguientes polinomios sefiala, en primer lugar, qué numeros enteros son candidatos a ser raices
suyas y, después, determina cudles lo son: ) x° —x% +2x—2;b) x* +4x° +4x% +4x+3 .
)

o) 2x3 +x2—18x—9;d) x4+ 2x3 £ 3x% 4 6x

Solucién: a) Candidatos: 1, —1, 2y —2; Solo 1 es raiz y no tiene mas raices reales
b) Candidatos: 1, —1,3y —3 ; =1y —3 son raices y queda x> +1, que no tiene mas raices reales
¢)1,-1,3 —3,9y 9. 3y —3 son raices y queda 2X+1, que no tiene mas raices enteras: x = —1/2.
d) Las posibles raices, ademas de 0, son 1, —1, 2, —2, 3, —3,6y—6; 0y —2 son raices y queda
X + 3, que no tiene mas raices reales.

41. Completa el ejemplo precedente comprobando que, en efecto, _71 es raiz del polinomio 2x® +x? —18x —9.

2 1 -18 -9
3 | 6 21 9
27 3 o
Solucién: -3 | -6 -3
2 1 o
B -
2
2 |o
42. Para cada uno de los siguientes polinomios indica qué nimeros racionales son candidatos a ser raices suyas y, despueés,
determina cuales lo son: 3x2 4+ 4x +1 23 —9x? +12x—4
3 4 1
. 1 1 , 1
Solucion: a) 1, —1, 33 -1 -3 -1 —lesraizy queda 3x+1=0ex=-2
3 1 |o
2 -9 12 -4
2 | 4 -10 4
1 1 .
b) 1, 1, 2, —2,4, -4, 5 y - 2 -5 2 |0 2 es raiz (doble) y queda:
2 | 4 -2 4
2 -1 |o
1
2x-1=0=x==
2
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Rl ; ; . ; X% +4x x% -1 x2 -1
43. Simplifica, si es posible, las siguientes expresiones: a) b ; C)
x3+3x2 —6x-8 x3+3x2 —6x-8 x% +x% —6x
1 3 -6 -8
Solucién:  a) -4 | -4 4 8 Entonces  x®+3x*-6x-8=(x+4) (x2 —x - 2) por lo que

x? + 4x _ x(x+4) _ x
x°+3x2-6x-8 (x+4)(x?-x-2) x®2-x-2

13 -6 -8

b) —1| -1 -2 8 Entonces:x3+3x2—6x—8=(x+1)(x2+2x—8)porloque:

12 -8 Jo

x? -1 (x=1)(x+1) X -1

X3 +3x2—6x-8 (x+1)x2+2x-8) x*+2x-8

¢) X> + x> —6X no tiene las raices 1y -1, luego no se puede simplificar (lo tnico, sacar factor comun a la
x en el denominador)

44. Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores:

5 X+2 -X 3x—1
3 2 2
-3x+12  x _4x X4 —2x+1 x°—1
s " 5 X+2  5x-3(x+2)  2x-6

Solueion: &) s —3(x—4)+x(x—4)_ —3x(x—4)  -3x +12¢

X 3x-1_ =X 3x—1 = x(x+1)-(3x-1)(x-1) -4x>+3x-1

x2-axel -1 (x=1)7  (x=1)(x+1) (x=1) (x+1) C(x=1) (x+1)

h)

45. Realiza los célculos: a) (1+3a)2; b) (—x+3)2 ; C) (—3x—2)2;d) (x2 —1)3; e) (4x+2)3
Solucién: a) (1+3a)’ =1+6a+9a°; b) (—x+3)> =x>—6X+9; c) (-3x=2)> =9x> +12X+4

d) (-1 =x0-3x*+3x>-1; e) (4x+2)° =64x> +96 x> +96 X +8

46. Obtén las formulas de los cuadrados de los siguientes trinomios: a) (a+b+ c)2 'b) (a+b— c)2
Solucién: a) (@+b+C)*= a2+ b2+ c2+ 2ab + 2ac + 2bc; b) (a+b—C)>=a?+ b2+ c2+ 2ab — 2ac — 2bc

47. Desarrolla las siguientes potencias: a) (2x + 3y)?; b) (3x + y/3)% c) (5x — 5/x)?; d) (3a — 5)2; e) (a2 — b?)?; f) (3/5y — 2/y)?
2

Solucion: a) 2 X+3Y)> =4X> +12Xy+9y’; b) (3X+%)2 =9x +2xy+y3;
5 25
¢) (SX—;)2 =25x’ 50+ d) (3a-5)>=9a> —30a+25;
2 252 4 2 K2 4 3 2 9 12 4
a-—b’) " =a"-2a b +b"; Sy S22 2 1e 8
e) ( ) Gy =57 Al
48. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:
a)a*+6a+9 b)4x2—4x+1 c)b2—10b+25 d)4y2+12y+9 e)a*—2a2+1 f)y+6y2+9
Solucion: a) (a+3)>; b) 2x-1)%; ¢) (b-5)*; d) Qy+3)?%; e @-1% ) (y2+3)>.
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49. Efectua estos productos: a) (4x+3y)-(4x—3y); b) (2x2 +4)-(2x* —4): ¢) (—x* +3x)-(x* +3x)
Solucion: a) 16x% -9y?; b) ax*-16; c) ox> —x*

50. De acuerdo con lo expuesto, factoriza los siguientes polinomios: a) X2 —2x+1: b) 3x% +18x +27; c) 4x° —16x°
Solucion: a) (x—=2)%;  b) 3x% +18x+27 = 3 (x2 +6 x+9)= 3(x+3);
c) 4x> —16x> = 4x° (x2 - 4): 4x3 (x=2)(x+2)

51. Calcula los siguientes productos: a) (3x + 1) - (3x — 1); b) (2a — 3b) - (2a + 3b); ¢) (2 —5) - (x2+5); d) (3a2 + 5) - (3a2 —
5)

Solucion: a) 9x*>—1; b) 4a>-9b?; c) x*-25; d) 9a*-25
52. Expresa como suma por diferencia las siguientes expresiones: a) 9x2 — 25; b) 4a* — 81b2; c) 49 — 25 x2; d) 100 a2 — 64
Solucion: a) 3x=5)(3x+5);  b) (2a2 —9b)(2a2+9b)' ¢) (7-5%)(7+5x); d) (10a-8)(10a+8)
53. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas: a) x* -1, ;b 2% +12x+18 ; C) 6 2_ 32
3x+3’ x> -9 a -4

Solucién: a) X"~ _ (=) (x+1) x-1 b) 2x2+12x+1872(x +6x+9)7 2(x+3F  2x+6 .

3x+3  3(x+1) 3 x2—9  (x=3)(x+3) (x-3)(x+3) x-3

o 6-3a_ -3(a-2) _ -3
a2-4 (a-2)(a+2) a+2’
EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. En este ejercicio se va a presentar un truco mediante el cual vamos a adivinar el nimero que resulta tras manipular
repetidamente un nimero desconocido. Convierte en una expresion algebraica las sucesivas alteraciones del nimero
desconocido y justifica lo que ocurre.

i.  Dile aun compariero que escriba en un papel un nimero natural y que no lo muestre
ii.  Que lo multiplique por 10

jii. ~ Que al resultado anterior le sume 100

iv.  Que multiplique por 1000 lo obtenido

v.  Que divida entre 10000 la ultima cantidad

vi.  Que al resultado precedente le reste el nimero que escribié

vii.  Independientemente del nimero desconocido original ¢ qué nimero ha surgido?

Solucion: i) x; i) 10x; i) 10x+100; iv) 1000(10x-+100)=10000x +100000; v) ~0000x+100000

x+10; vi)
10000

X +10 — x = 10 . Siempre es 10.

2. Eneste otro ejercicio vamos a adivinar dos nimeros que ha pensado un compafiero. Construye una expresion algebraica
que recoja todos los pasos y, finalmente, descubre el truco.
i.  Solicita a un compafiero que escriba en un papel, y no muestre, dos nimeros naturales: uno de una cifra (entre 1y 9)
y otro de dos cifras (entre 10 y 99).
ii.  Que multiplique por 4 el nimero escogido de una cifra.
ji. ~ Que al resultado anterior le sume 3.
iv.  Que multiplique por 5 lo obtenido.
v.  Que ala ultima cantidad le reste 15.
vi.  Que multiplique el resultado precedente por 5.
vii.  Que le sume a lo anterior el nimero de dos cifras que eligié.
vii.  Dile al compafiero que desvele cual es el resultado de todos esos cambios.
ix.  ¢Qué debemos hacer para descubrir los dos nimeros que escogio el compafiero?
Solucioén: i) Llamamos x al numero de una cifra e y al nimero de dos cifras; ii) 4x; iii) 4x + 3; iv) §(4x + 3) = 20x + 15; v)
20x + 15 — 15 = 20x; vi) 5(20x) = 100x; vii) 100x + y; ix) El nimero de una cifra va multiplicado por 100, luego
es la centena del nimero que te dicen, y el resto es el numero de 2 cifras. Imagina que te dice: 825,
entonces x=8ey= 25.

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO. www.apuntesmareaverde.org.es
J:_:

QUE0) -

BY NC SA




3. Estudia si hay numeros reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:
3x -6 -X 3x3 —x 5% —y +1
(x+2)-(2x —14) X2 —4x+4 —2x* -3x? -4 x2 +y?
Solucion: a) (x+2)-2x-14)=0=x+2=002x-14=0<=x=-"26x=7;
b) x* —4x+4=(x-2%=0=x=2; ¢ —2x*-3%’ —4:—(2x4 +3x? +4)<O (va que 2x* >0,
3x* >0, 4>0). Entonces en todo niimero real la expresion puede ser evaluada;
A X +y =0=x =0,y =0=x=y=0

4. Una persona tiene ahorrados 1000 euros y decide depositarlos en un producto bancario con un tipo de interés anual del 3
%. Si decide recuperar sus ahorros al cabo de dos afios, ¢ cual serd la cantidad total de la que dispondra?

Solucién: Al final del primer afo dispone de 1000+% 1000 =1030. Al cabo de dos afios dispone de 1030+1—(3)0 1030

5. Generalicemos el ejercicio anterior: Si ingresamos X euros en un depdsito bancario cuyo tipo de interés es del i % anual,

;cual sera la cantidad que recuperaremos al cabo de n afios?

.z . - i 100+i
Solucién: En el primer afio recuperamos X + 700 X = 100

X. En el segundo afho recuperamos:

100+iX i 100+iX_ 100 +i
100 100 100 100

6. Construye un polinomio de grado 2, p(x), tal que p(3)=-7.

2 100+iY"
j X, ..., al cabo de n anos recuperamos( 10 ] X

Solucion abierta: Por ejemplo: p(x) =x(x-7)-2=x> -7 x -2
7. Consideremos los polinomios p(x)=-5x>+x?—3x—2, q(x)=3x* +2x* —=x? +2x+7 y r(x)=4x* +5x—1 . Realiza
las siguientes operaciones: a) P+q+/;b)p —q;c)pr,;d) P-r—q
Solucién:
a) (prgtr) 3x*=3X’+4x* +4x+4
b) (p-q) —=3x*=7X+2x*-5x-9
c)(pr) —20%X —21x* —2x> —24x> —Tx+2
d) (pr—q) —20X° —24x* —4x’-23x>—9x -5

8. Calcula los productos: a) (%X_b?yj(%j b) (0.3x= 0,2y + 0,12) - (0,1x + 0.2y — 0,32) ¢) (x— 1) (x— a) (x—b)

Solucién: 3 (ax byj [—xy) ax’y bxy?
olucion: a) | — : = +
3 2 6 18 12

%,3 x—0,2y+0,12)-(0,1x+0,2y-0,32)=

=0,03x>+0,06X y—0,09Xz—0,02X y—0,04 y> +0,06 y +0,01x 2+0,02 y z—0,03 2>

=0,03x>+0,04X y—0,08x 2—0,04 y> +0,08y z—0,03 2

c) (x—l)-(x—a)-(x—b):( 2—(a+l)x+a)-(x—b)=x3—(a+1+b)x2+(ab+a+b)x—ab
9. Efectda las divisiones de polinomios: a) 2x* —3x> —8x* +9x—1 entre 2x* +3x—3;

b) 4x® —5x* +6x° +2x%> —10x—6 entre x> +2x+3
Solucién:

a) Cociente: X =3X+2 Resto: —OX+5
b) Cociente: 4X* =5X—=2_ Resto: X

10. Calcula los cocientes:

a) (5x%):(x?) b) (3x2y*2°) : ((1/2)xy°Z%) C) (xt+2xy + ) 1 (X2 +y)
Solucion: a) (5x%):(x?) = 5 x2;

b) (3x2y*z6) : ((1/2)xy3z5) = 6 x y z;

c) (x*+2x%y + y?) :(x*+y) = (x2+y): (X +y) =Xty
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11. Realiza las operaciones entre fracciones algebraicas:

x—1 N 2X x—1 2x x-1 X x-1 2x
X2 -3x  x?—6x+9 x2-3x  x?—6x+9 x> -3x x?—6x+9 x2-3x x%2—6x+9
Solucién:
3x° —4x+3
(Suma) 5
X-(X"—6X+9)
_ =X —4x+3
(Diferencia) 3
X (X" —6X+9)
(Producto) 2-(x-1)

(X=3)-(x>=6x+9)

(Cociente) w
2X

12. Construye un polinomio de grado 2 tal que el nimero —5 sea raiz suya.
Solucién abierta: Por ejemplo: p(x) = X (X + 5) =X’ +5X

13. Determina un polinomio de grado 3 tal que sus raices sean 6
14, 3y0.
Solucion abierta: Por ejemplo: p(x) = X (X — 6) (X + 3) = (X2 -6 X)(X + 3) =x’-3x>-18x

15. Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga Unicamente dos raices reales.
Solucién abierta: Por ejemplo: p(x) = X (X —1) (X2 + 1) =x'—x>+x* =X

2 . ,
S+ x%+x+1 entre q(x) se obtenga como polinomio resto

16. Encuentra un polinomio q(x) tal que al dividir p(x)=x4 +X
r(x)=5x% +5x+1.

Solucion: g(x) = PX)=r(X)=2x* +x> +2 x> +2
17. Halla las raices enteras de los siguientes polinomios:

a) 3x® +11x* +5x-3 b) 3x* +2x° +8x—3 c) 3 +5x +x-1 d)
2x3 +x* —6x-3

30115 -3
-1 | -3 -8 3
3 8 -3 o
-3 | -9 3
3 -1 Jo

Solucién: a) Tiene las raices —1, =3;
b) Probando con los divisores del término independiente: 1, -1, 3, -3, se ve que no tiene raices enteras;

35 1 -1
-1 | -3 -2 1
3 2 -1o
-1 | -3 1
3 -1 0 . .
c) |— Tiene la raiz -1 (doble);

d) Probando con los divisores del término independiente, se ve que no tiene raices enteras
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18. Obtén las raices racionales de los polinomios del ejercicio anterior.

Solucion: a) Tiene las raices -1, 3y 3x—-1=0 < x = %

3 2 8 -3
_14+41—
b) % 1 1 3 . Queda: 3X2+3X+9:0<:>x2+x+3=0<:>x:1—#112_
33 9 10

i i . 1
Entonces la tnica raiz racional es x = §

¢) Tiene la raiz —1 (doble) y 3 x —1=0 < X :§
2 1 -6 -3

d) —— -1 0 3 . Queda: 2X2—6=0<:>X2—3=0<:>X=i\/§.Entonces la

2 0 -6 |0
- , . 1
Unica raiz racional es x = —5

19. Descompodn los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:
3X +11x* +5x-3 3% +5x +x—1 2x* + X —6x-3 3 —6X° +X-2

Solucion: 3X +11X* +5X=3 = (x 4 1)(x +3) (3 x - 1)
3 +5X7 +X—1 = (x+1) 3x-1)
2%+ X2 —6X—3 - (x+lj(2 X’ —6)
2

3 —6X2 +X-2 = (x—2)(3 X2 +1)
20. Calcula las potencias: a) (x — 2y + z)? b) (3x —y)3 c) ((1/2)a + b2)? d) (x3 - y2)2
Solucion: a) (x—2y+zf =x*—4xy+4y? +22+2xz2-4yz;b) 3x—y) =27x* =27 x> y+9xy’ —y*;

2
1 1
¢) [E“sz :Za2+b4+ab2;d) (x3—y2)2 =xbyt-2xPy?

21. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o trinomios, o de un producto
suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.

a) X% +6x+9 b) x* —8x% +16 C)X2+ 20xy +5y°2

d) x* +2x% + %2 +2x +1 e) x* —2x3 + x® + 2x +1 f X -36

9) 5x% +1 h) 5x? —11 i) x% —3y?
Solucion: Si: a) (x + 3)2 b) (x2=4) ¢) (x + /5 y)% ) (x + 6)(x - 6); h) (/5 x + V11)(+/5 x= V11); i) (x + +/3)(x = +/3)
22. Descompdn en factores: a) x* — 1 b) x2— 2 C) X2y% — 72 d) x4 — 2x%y + y?
Solucién: a) x4—1:(x—1)(x+1) X2 +1); b) X —y? =(x=y)(x+y); ¢c) X y> -2 =(xy-2z)(xy+2);

d) x*-2x*y+y? :(xz—y)z
23. Con este ejercicio se pretende mostrar la conveniencia a la hora de no operar una expresién polinémica que tenemos

factorizada total o parcialmente.  a) Comprueba la igualdad x* —5x° +6:(x2 —2)-(x2 —3). b) Determina todas las

raices del polinomio x* —5x* +6..
Solucion: a) Comprobado; b) x* — 5x% + 6 = (x> — 2) - (x> — 3) &x = +V2,+V3

@O

BY NC SA
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24. Factoriza numerador y denominador y simplifica: a) X

x° =1 X4y
- (x—l)2 _x=1 xZ+y
Solucion: a) G-De]) xel’ b) (x +y) —x24y?
25. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
2 3 X—y x2+y2 2x+1
a) - b) ——5—> o

x(5-x) 2(5-x) X+y x*—y 4x% 1

Solucién: 2 3 4-3x _ 4-3x  x-y x4y’ _ (X_y)(xz+y2) _xay?
"V x(5-x) 2(5-x) 2x(5-x) 10x—2x2 " x+y x2_y? (x+y)(x-y)(x+y) (x+y)*’

x+1  2x+1 1
) 21 ex—D(x+) 2x-1
26. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

x4 -1 x%+1 2x+3y 3x+4y x+1 1-x
a) ——: by — =L _ Q) — Ay Xt =X
) xI X8 ) a-b 2a-2b ) —x(1-x )(1—x 1+xj
_1 1 421y 2-1 1 o
Solucion: a) x2 ;— (x ) ( )(x +) x3—x; b) 2x+3y_3x+4y=4x+6y 3x 4y= X+2y ;
X' x (x +1) x> +1 a—b  2a-2b 2(a—b) 2(a—b)
2 2
c) —Ax+(1-x*) —X+1——l X =—4x+(1-x )(1+ (X+1) (1 X) :—4x+(1+x2)4x=4x3,
-x l+x 1—x?
27. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
a) (x“ _izj_,(xz +1j b) x* -3ax” +3a’x-a’ x-a 0 (a+b_a—b]: ab
X X x+a x+a a-b a+b) a+b
» s 1 2 1 (x?’—l)(x3+1) x*+1 x3-1
Solucion: a) | X" —— || X" +—|= 5 : = :
X X X X X

b) x® —3ax?+3a’x-a° . X—a (x—a)3_x—a

X+a "X+a x+a x+a
a+b a-b) ab (a+h)’—(a—b)? ab  4ab _ 4
(a—b a+bj'a+b_ (a—b)(a+b) "a+b (a—b)ab a—b’
28. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
1 1 1

i+ 11 3,22 1
a x+y x a+y 1 3 2 1 3 2 X y x vy
a : b) [ 1——+ =+ S || — -2 c

T (5 G5 T3 s
a X y x vy

o
X+y

=(x—a)2 =x?—_2ax+a’;

1,1
X a+y

1 1 1 1 X+y—-a a+y—-x
a

x+y x_a+y _a(x+y) x(a+y) =x+y—a,a+y—x=(x+y—a)(x+y+a)_
1 "1 1 xty+a a+y+X x+y+a a+y+x (a+y-x)(@a+y+x)
x+y x a+y a(x+y) x(a+y)

2

‘. 1
Solucion: a) ot

_x2+y2+2xy—a

a2+y2+2ay—x2

b [1_1 3 _J_[E_i_i}=x3—x2+3x+2:x2—3x—2=x3—x2+3x+2
X x? X x> x° x X x> -3x-2
3 2 2 1 3y+2x 2y—-x
c); y x_ ; Xy xy _(By+2x)2y-x)  6y*+xy-2x°
1 3 3,5 y-3x "3y+5x  (y—3x)(3y+5x) 3y’—4xy—15x>
Xy X y Xy Xy

29. Confecciona una hoja de célculo que te permita dividir un polinomio usando la Regla de Ruffini.
Solucién manipulativa.
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AUTOEVALUACION

1. Sefiala los coeficientes que aparecen en las siguientes expresiones algebraicas:

a) 37 g8 8 ) —2x° + X' = x> +5x—1 ¢ 5:2-x-y2 -z
2-3y2 z
Solucion: a) 3, =7,2, -3,5, —6; b) 2,1,-1,5,—1; c) 542 .
2. Elvalor numérico de la expresion 3"_‘72+ syyd -8 enx=2y=-1z=-1es
2 -3y z
a) 17 b) 15 ¢ -3 d) -5

Solucién: ¢)
3. Completa adecuadamente las siguientes frases:
a) Lasuma de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado menor o igual a dos.
b) Lasuma de tres polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado menor o igual a dos.
c) Elproducto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado cuatro.
d) La diferencia de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado menor o igual a dos.

4. Al dividir el polinomio p(x)=x° +x* + x> +1 entre g(x)=x% + x +1 el polinomio resto resultante:
a) debe serde grado 2. b) puede ser de grado 2. c¢) debe ser de grado menorque 2. d) ninguna de las  opciones
precedentes.
Solucién: ¢c)
5. Considera el polinomio 2x* —7x® +5x* —7x+3. ;Cuéles de los siguientes numeros enteros son razonables
candidatos para ser una raiz suya?
a) 3 b) 2 ¢)-5 d —/
Solucion: a)
6. Considera el polinomio 2x* +7x® + x2 —7x—3. ;Cuales de los siguientes niimeros racionales son razonables
candidatos para ser una de sus raices?

-1 1 3
a) =3 b)2y — c)-3y— d)-3y =
2 3 2
Solucién: d)
7. Todo polinomio con coeficientes enteros de grado tres
a) tiene fres raices reales. b) tiene, a lo sumo, tres raices reales. c) tiene, al menos, tres raices.

Solucién: b)

8. ¢Es posible que un polinomio, con coeficientes enteros, de grado cuatro tenga exactamente tres raices, ya sean
diferentes o con alguna mdltiple?

Solucién: Si, por ejemplo x> (x — 1) (x — 2) tiene 3 raices: 0 (doble), 1y 2
9. Justifica la veracidad o falsedad de cada una de las siguientes frases:

a) Laregla de Ruffini sirve para dividir dos polinomios cualesquiera.

b) La regla de Ruffini permite dictaminar si un nimero es raiz 0 no de un polinomio.
c) Laregla de Ruffini solo es valida para polinomios con coeficientes enteros.
d) La regla de Ruffini es un algoritmo que nos proporciona todas las raices de un polinomio.

Solucioén: a) Falso, el divisor ha de ser de grado 1;
b) Cierto, sera raiz si el resto sale un 0;
¢) Falso, se puede usar para polinomios con coeficientes racionales, aunque es mas lioso;
d) Falso, solo las raices racionales.
10. Analiza si puede haber algin polinomio de grado ocho que no tenga ninguna raiz.

Solucién: Puede haber polinomios de grado ocho que no tenga ninguna raiz real (cuando estudies los nimeros
complejos veras que puede tener 4 raices complejas y sus conjugadas. Por ejemplo (x2 + 1)4.
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CAPITULO 4: ECUACIONES Y SISTEMAS
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

1. Indica si son ecuaciones de segundo grado las siguientes ecuaciones:

a) 32 —Tx+5=0 b) 4.7 —6.25 =0 ¢) 72 =2 45x=0
X
d)2xy2—5=0 e)33-2.35x=0 f) 9x% —524/x +32=0

Solucion: Son ecuaciones de segundo grado: a), b); No lo son: c), d), e), f).
2. Enlas siguientes ecuaciones de segundo grado, indica quiénes son a, by c.

a)3—-8x2+10x=0 b) -3.4x2+7.8x=0 c)6x2—1=0 d) 1.25x2 —3.47x +2.75=0.
Solucién: a) -8, 10 y 3; b)-3.4,7.8,y0; c)6,0y-1; d) 1.25,-3.47, y 2.75.
3. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2° grado completas:

a)x2—8x+7=0 b)2x2+3x—-12=0 c)10x2—-9x+50=0 d)x2—13x+22=0
Solucién: a) 7y 1; b) 1.8 y-3.3; ¢) Sin solucién real; d11y2
4. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 2x-3. X1 _gx2 _8X=3. p) 2. X1 372 4. ¢) 5x-(x = 3) + 4(x% - 5) + 10 = —10;

5 5 5 X
d) 502 — 1) + 3(x2 = 5) + 4 = 16 o) 2-5x% 4 _ax-7. 2% 421
3x 3 6 5x 3 15
Solucién: a) 0y 1/2; b) Sin soluciones reales; c)0y5/3;
d2y-2; e) 12y -4/T; ) 3/11y-2.

5. Averigua cuantas soluciones tienen las siguientes ecuaciones de 2° grado:

a)9x2+4x+7=0 b)3x2—5x+2=0 C)x2—9—-12=0 d)2x2-7x+9=0.

Solucién: a) Ninguna solucién real; b) Dos soluciones reales: 1y 0.666...; c) Dos soluciones reales: 10.2 y -1.2;
d) Ninguna solucion real
6. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2° grado incompletas:

a)5x2+75x=0 b) 4x2 — 160 = 0 c)x*—64=0 d)3x2+2x=0 €)9x*—-49=0 f)3x2—-33x=0.
Solucién: a) 0y-15;  b) 6.32 y—6.32; c)8y-8; d)0y-0.666...; e) 2.333... y-2.333...; ) 0y 11.
7. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2° grado incompletas:

a)3x2+18x=0 b) 5x2 — 180 =0 C)x*—49=0 d)2x¢+x=0 €)4x*—-25=0 f)5x2—10x=0.
Solucion: a) 0 y -6; b) 6 y-6; c)7y-7; d)0y-0.5; e)25y-25 fl2y0.
8. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 2° grado:
a)2x2+8x=0 b)x2+6x—-27=0 c)x2—-81=0 d)x2-13x+22=0 e) X2 — 3x — 4 =0 f) x2-5x—24=0
Solucién: a) 0y -4; b) 3y-9; c)9y-9; d11y2; e)dy-1; f)8y-3.

9. Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean 5y 9.

Solucién abierta: Por ejemplo: x? - 14x + 45 = 0.

10. El perimetro de un rectangulo mide 20 cm y su area 24 cm2. Calcula mentalmente sus dimensiones.
Solucion: 6y 4 cm:

11. Si 3 es una solucién de x2— 7x + a = 0, ;cuanto vale a?

Solucién: a=12.

2. OTROS TIPOS DE ECUACIONES

12. Resuelve las ecuaciones siguientes:

a)(x=7) - (x=2)-(x+5) - (x=3)- (x-11)=0 b)3(x=5) (x=7)- (x+2) - (x-3)- (x-4)=0
Solucién: a) x=17,2,-5, 3y 11; b)x=57-2 3 y4.
13. Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas:

a)x*-3x2+2=0 b) x*+12x2+ 35=0 C) x*-4x2-12=0.

Solucion: a) 1,-1, ¥2 y=+2;  b) No tiene soluciones reales; c) 6 y-+/6 , Las otras dos soluciones no son reales.

14. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:
a)x*-13x2+36=0 b)x*-29x2+100=0 ¢c)x*-10x2+9=0 d) x*-26x2+25=0.
Solucion: a) 2,-2, 3y -3; b) 2,-2,5y-5; c)1,-1,3y-3; d1,-1,5y-5.
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15. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales:

1 1 1 X 4 3 x—13

S R D 6 X2 Cexaz V="
Solucién: a) x=1; b)x=6yx=-1; c)x=9yx=-2
16. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:

a) Vox+4 -1=2x b) VX+19+1=v2x+4 c)3vx—-1+11=2x.
Solucion: a) x=1y x=-3/4; b)x=30yx=6 c)x=10y x=13/4
17. Resuelve las ecuaciones siguientes:

a)(x=9)-(x=1)-(x+24)-(x-5)-(x-3)=0 b) 3(x=5) - (x=9)-(x+2)-(x-1) - (x-4)=0
Solucién: a) x=9,1,-24,5y 3; b)x=59-21y4.
18. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:

a)x*+5x2-36=0 b) x* - 21x2+ 12100 =0 C)x*—45x2+234=0 d)x*-37x2+36=0

Solucién: a) 2, -2, las otras soluciones no son reales;  b) 11, -11, las otras soluciones no son reales;
¢) v39, -39, V6 y-+6;d)1,-1,6,y-6.

19. Resuelve las ecuaciones racionales siguientes:

2x—1+7x 3 1 1T 1 1 1 4 2%—3 1
=——2 — 1——:— —_—t d —
) 3x X b)x-’- x-2 3 9 x—1+x+1 3 ) X +x 1
Solucioén: a) x=10/15= 2/3; b)3y-1; c)x=2yx=-1/2; dx=2

20. Resuelve las ecuaciones irracionales siguientes:

a) S+Vx—1=x+2 b) VX—2+3Vx-2=x+1 0) Vx —4=x—1 d) 7+vVx+4=x+9

Solucion: a) x=5yx=2; b)x=11yx=3;
¢) No tiene solucion real; dx=0yx=-3.
21. Resuelve las ecuaciones exponenciales siguientes:
1 1 X+5 oX+4 oX+3
5% - b) 2% 4% =— g) 2X10. X4 X3 _g
A5 = ) 16 )
Solucién: a) x =-4/3; b) x=-1; c)x=-3.

3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

22. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:

Txy +5y =2 2y —4x=3 3x—-4=2y 2%x2+3y =5
a) b) c d) y
3x-5y=8 3x—-5y=-6 6x+8y=9 x2+iy2=9
y

Solucién: Son sistemas lineales: b), ¢); No lo son: a), d).
23. Representa los siguientes sistemas y clasificalos:

a){ 2X+y=4 b){Sx—y=4 0 {3x—9y=9
—-2x+y=-1 —y+3x=1 2x -6y =6
Solucion: a) x = 0.25, y = 1.5, compatible determinado;  b) Incompatible; ¢) Incompatible.
24. Resuelve graficamente los siguientes sistemas y clasificalos:
a){2x+y=6 b){ X-y=3 0 {2x—3y=3
-3x+y=-1 -2y +2x =1 4x -6y =6
Solucion grafica: a) x = 1.4, y = 3.2 compatible determinado; b) Incompatible; ¢) Indeterminado.
25. Resuelve graficamente los siguientes sistemas y clasificalos:
a){ X+y=5 b){x—y=3 0 {2x—3y=5
-3x+y=-3 -2y +x=1 4x —4y =4
Solucion: a) x = 2, y = 3, compatible determinado; b) x =5, y = 2, compatible determinado;

¢) x=-2, y = -3, compatible determinado.
26. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

) 2x+5y=-6 b 3x+4y =5 c 5x -2y =3
X+2y =1 4x+y =38 2x+y =10
Solucioén: a) x =17,y = -8; b)x=21,y=-0.3; ¢) x=2.555...,y=4.888....
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27. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

a) {3x+4y=26 b) {2x+4y=26 C){3x—2y=8
X—-2y=2 x+y=24 2x+3y =14
Solucién: a) x= 6,y = 2; b)x=7,y=3; c)x=-0.8,y=52
28. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:
a){x+y=11 b {2x—5y:4 c {7x—3y:5
—-x+3y=2 2x+ 7y =-11 x+4y =11
Solucion: a) x=17.75,y = 3.25; b) x=-1.125, y = -1.25; ¢) x=1.6,y = 2.066...
29. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:
a){ 3X+y=2 b {2x—3y:—5 c {9x—2y:7
-2x+y=-5 4x+5y =12 x+3y=38
Solucion: a) x=1.4,y=-2.2; b)x=0.5y=2; c)x=13,y=22
30. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion:
xX+2y=3 2x+3y =-1 2x+3y =0
| o o
—-2x-5y =4 3x+y=5 x—4y =5

Solucién: a) x = 23, y =-10; b)x=23y=-109; ¢) x=1.3636..., y =-0.9090...
31. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion:

a){3X+y=8 b){x+3y=9 ) {2x+3y=5
x—-5y=-9 x+2y =10 x=2y=T7
Solucion: a) x=1.9, y = 2.2; b)x=12,y=-1; c)x=44y=-13

9. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

32. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:

) {x.y+zy=6 b) { Sy—x=4 . {4x—2:y 9 {x2+y=2

2x-3y=1 2x-3y=-1 3x+5y=2 3x+y2=4

Solucion: Son lineales: b), ¢);  No son sistemas lineales: a), d).
33. Resuelve los siguientes sistemas no lineales:

_ 2_,2_ _
a) {x-y+2_4x b) ye—x“=5 0 {x+y_7
y-x= 5x -3y =1 x-y=12
Solucion: a) x=2,y=3obienx=1,y=2; b)x=2y=3;, c)x=4,y=30bienx=3,y=4.
34. Resuelve los siguientes sistemas y comprueba graficamente las soluciones:
a) x2-y2=3 b) {X_y:1 c) x2+y2=17} d) x2+2y? =17 e) x2-y2=5 f) x2+y? =18
X+y=3 Xy =2 Xy =4 X+y=5 Xy =6 y=x

Solucion gréfica: a) x=1,y=2; b)x=2,y=1o0bienx=-1,y=-2;
c)x=4,y=1o0bienx=1,y=40bienx=-1,y=-40bienx=-4,y=-1;
dx=3 y=20bienx=11/3,y=4/3; e)x=3,y=4; flJx=y=30bienx=y=-3.

35. La trayectoria de un proyectil es una parabola de ecuacién: y = -x2 + 5x, y la trayectoria de un avién es una recta de
ecuacion: y = 3x. ¢En qué puntos coinciden ambas trayectorias? Representa graficamente la recta y la parabola para
comprobar el resultado.

Solucién grafica: (0, 0) y (2, 6).

36. Resuelve los siguientes sistemas:

1
2 g2 2,2 X== y
—5yf =— = =1
a) 3x° =5y =-2 b Ix“+y =3 0 ; d) {X2_4y=_3 o) X+y p
2x2—3y2=—1 5x2—2y2=5 x+y=§ xy =1 X+y=2
Solucién: a) x=1,x=-1,y=1,y=-1; b)x=1,x=-1,y=0; c¢)x=1,y=1/20bienx=1/2,y=1;
dx=1y=1; e)x=1y=1.
37. Resuelve los siguientes sistemas:
2X+y—-3z=-2 2X+y+2z=6 3x+2y-2z=5
a) X+2y+z=0 b) X+2y+2z=4 C) X—-2y+2z=-1
3x+4y —2z=-3 3x—2y-3z=3 x—2y-3z=-6
Solucién: a) x=1,y=-1,z=1; b)x=2,y=0,z=1; c)x=1,y=22z=1.
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3. RESOLUCION DE PROBLEMAS

38. ¢ Qué nimero multiplicado por 4 es 5 unidades menor que su cuadrado?

Solucion: x = -1.

39. En una clase deciden que todos van a enviar una carta al resto de compafieros. Uno dice: jVamos a escribir 380 cartas!
Calcula el niumero de alumnos que hay en la clase.

Solucion: 20 alumnos.
40. Calcula tres nimeros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 365.
Solucion: 10, 11y 12.

41. Una fotografia rectangular mide 14 cm de base y 10 cm de altura. Alrededor de la foto hay un margen de igual anchura
para la base que para la altura. Halla el ancho del margen, sabiendo que el area total de la foto y el margen es de 252
cm2,

Solucién: El margen mide 2 cm.

42. El triple del cuadrado de un nimero aumentado en su duplo es 85. ;Cual es el numero?

Solucion: 5y -17/3.

43. Un tridngulo isdsceles tiene un perimetro de 20 cm y la base mide 4 cm, calcula los lados del triangulo y su area.
Solucién: Lado = 8 cm; Area = 4\/15 cm?.

44. Una hoja de papel cuadrada se dobla por la mitad. El rectangulo resultante tiene un area de 8 cm2. ;Cudl es perimetro de
dicho rectangulo?

Solucion: 12 cm.

45. Un padre dice: “El producto de la edad de mi hijo hace 5 afios por el de su edad hace 3 afios es mi edad actual, que son
35 afios”. Calcula la edad del hijo.

Solucién: El hijo tiene 10 afios.
46. Halla las dimensiones de rectangulo cuya area es 21 m?, sabiendo que sus lados se diferencian en 4 metros.
Solucion: 3my 7 m.

47. En un triangulo rectangulo el cateto mayor mide 4 cm menos que la hipotenusa y 4 cm mas que el otro cateto. ; Cuanto
miden los lados del triangulo?

Solucion: 16 cm, 12 cm y 20 cm.
48. Halla dos numeros pares consecutivos cuyo producto sea 224.
Solucién: 14 y 16.

49, Halla tres nimeros impares consecutivos tales que si al cuadrado del mayor se le restan los cuadrados de los otros dos
se obtiene como resultado 15.

Solucion: 5, 3 y 1.

50. La suma de las edades de Maria y Alfonso son 65 afios. La edad de Alfonso menos la mitad de la edad de Maria es igual
a 35. ¢ Qué edad tienen cada uno?

Solucion: Alfonso tiene 45 afos y Maria tiene 20 ahos.

51. La suma de las edades de Marilé y Javier es 32 afios. Dentro de 7 afios, la edad de Javier sera igual a la edad de Maril6
més 20 afios. ;Qué edad tiene cada uno en la actualidad?

Solucioén: Javier tiene 26 afos y Maril6 tiene 7 afos.
52. Encuentra dos numeros cuya diferencia sea 24 y su suma sea 104.
Solucion: 64 y 40.
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53. Un hotel tiene 42 habitaciones (individuales y dobles) y 62 camas, ¢,cuantas habitaciones tiene de cada tipo?
Solucion: Tiene 22 habitaciones individuales y 20 habitaciones dobles,

54. En un triangulo rectangulo la hipotenusa mide 10 cm y las longitudes de sus dos catetos suman 14 ¢cm. Calcula el area del
triangulo.

Solucién: Los catetos miden 6 y 8 cm, el area = 24 cm?2.

55. Nieves le pregunta a Miriam por sus calificaciones en Matematicas y en Lengua. Miriam le dice “La suma de mis
calificaciones es 19y el producto 90”. Nieves le da la enhorabuena. ;Qué calificaciones obtuvo?

Solucién: Un 9 y un 10.

56. De un numero de tres cifras se sabe que suman 12, que la suma de sus cuadrados es 61, y que la cifra de las decenas es
igual a la de las centenas mas 1. ;Qué numero es?

Solucién: Hay dos soluciones, el nimero 561 y el 237.

57. Se tienen tres zumos compuestos del siguiente modo: El primero de 40 dl de naranja, 50 dl de limén y 90 dI de pomelo. El
segundo de 30 dl de naranja, 30 dl de limén y 50 dl de pomelo. El tercero de 20 dI de naranja, 40 dl de limén y 40 dl de
pomelo. Se pide qué volumen habra de tomarse de cada uno de los zumos anteriores para formar un nuevo zumo de 34
dl de naranja, 46 dl de limén y 67 dl de pomelo.

Solucion: Habra que tomar 19/60 dl del primer zumo, 5/12 dI del segundo y 53/120 dl del tercero.

58. Se venden tres especies de cereales: trigo, cebada y mijo. Cada kg de trigo se vende por 2 €, el de la cebada por 1 € y el
de mijo por 0.5 €. Si se vende 200 kg en total y se obtiene por la venta 300 €, ; cudntos volumenes de cada cereal se han
vendido?

Solucion: Hay infinitas soluciones. Por ejemplo que se haya vendido 100 kg de trigo, 10 kg de cebada y 0 kg de mijo.

59. Se desea mezclar harina de 2 €/kg con harina de 1 €/kg para obtener una mezcla de 1.2 €/kg. ¢Cuantos kg deberemos
poner de cada precio para obtener 300 kg de mezcla?

Solucion: Debemos poner 60 kg de la harina de 2 €/kg y 240 kg de la harina de 1 €/kg.

60. En una tienda hay dos tipos de juguetes, los de tipo A que utilizan 2 pilas y los de tipo B que utilizan 5 pilas. Si en total en
la tienda hay 30 juguetes y 120 pilas, ¢ cuantos juguetes hay de cada tipo?

Solucién: Hay 10 juguetes del tipo A y 20 juguetes del tipo B.

61. Un peaton sale de una ciudad Ay se dirige a una ciudad B que esta a 15 km de distancia a una velocidad de 4 km/h, y en
el mismo momento sale un ciclista de la ciudad B a una velocidad de 16 km/h y se dirige hacia A,  cuanto tiempo lleva el
peaton caminando en el momento del encuentro? ;A qué distancia de B se cruzan?

Solucién: El peaton (y el ciclista) lleva caminando 3/4 de hora, camina 3 km, el ciclista 12 km. Se cruzan a 12 km de B.
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Los cocos

CURIOSIDADES. REVISTA

1. Tres marineros y un mono recogen cocos. Antes de repartirlos se duermen. Por la noche un marinero reparte el montén
de cocos en tres partes iguales, le sobra uno que se lo da al mono, y se guarda su parte. Un segundo marinero hace la
misma operacion, le sobra también uno y se guarda su parte. Lo mismo hace el tercer marinero. A la mafiana siguiente
reparten los cocos y ahora el reparto es exacto. ¢ Cuantos cocos habia?

Solucion:

Cocos que habia simplificados | Cocos de cada una
Por la mafana | 3k k 2110
Persona 3 3 9k +2 3k 3|15
Persona 2 3Y 9k +2 27k +10 9k +2 5|23
2
Persona 1 3V 27k +10 81k + 38 27k +10 8|35
™ e 8 8
2

k= 2: Numero de cocos: 6+ 3+5+8+3=25
k=10: Nimero de cocos: 30+ 15+23 + 35+ 3= 106

El valor de k es cualquier nimero congruente con 2 médulo 8: 2, 10, 18, 26, 34, 42, ...
La piscina

2. La piscina del polideportivo municipal se ha tenido que vaciar por un problema de contaminacion. Este proceso se ha
realizado en tres fases para poder utilizar el agua en la limpieza de las instalaciones, primero se ha sacado la tercera
parte, después la mitad del resto y atin quedan 150 m? de agua. ¢ Qué capacidad tiene la piscina?

Ayuda: No plantees una ecuacion. Haz un diagrama.

Solucién: 450 m3.
Las perlas del raja

3. Un raja dej6 a sus hijas cierto nimero de perlas y determind que se hiciera del siguiente modo: La hija mayor tomaria una
perla y un séptimo de lo que quedara. La segunda hija recibiria dos perlas y un séptimo de lo que restante. La tercera
joven recibiria tres perlas y un séptimo de lo que quedara. Y asi sucesivamente. Hecha la divisién cada una de las
hermanas recibi6 el mismo numero de perlas. ¢ Cuantas perlas habia? ; Cuantas hijas tenia el raja?

Solucion: Habia 36 perlas y el raja tenia 6 hijas.

La invitacion

4. Juan invita a Marta y a Elena a merendar. Prepara una limonada y se dispone a servirla. Marta la quiere con poco limon y
Elena con mucho. Juan ha puesto el zumo de limén y el agua en jarras iguales y con la misma cantidad. Para complacer

a sus invitadas toma un vaso de la jarra con limén y lo echa en la del agua, y a continuacién toma un vaso del mismo
tamafio de la mezcla y lo echa en la del limén. ¢Habra més limén en la jarra del agua o agua en la jarra del limon?

Ayuda: Este problema es muy antiguo. Parece de ecuaciones pero asi es muy dificil. Aunque pensando un poco, resulta muy
sencillo.

Solucion: Hay igual cantidad de limén en la jarra de agua, que agua en la jarra de limén.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Ecuaciones de segundo grado
1. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2° grado

a)—x2—-7x-12=0 b) x(-5+x)=3 c) 3x2 = 30x
d)3(x+1)—x(bx+2)=7 e)3(7Tx—2) +3x(x —4) =1 fa(x2—4)-53+2x)=-7
g) (3x+2)(4x—2)=—6x—2 h) x-(x + 13) = 168 i) 2(3x2 — bx + 2) — 5x(6x - 3) = -2
Solucion: a) x=-3y x=-4; b)x=0yx=5; c)x=0yx=10; d) Sin solucién real;
e)x=05yx=-35 fHx=4yx=-15 g)x=019yx=-0.86; h)x=8yx=-21;
)x=06yx=-04.
2. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2° grado con denominadores:
x2 -3 x+2 x2-5 2x%-3x+7 %241 x+3
a)2 4_5 b) >+ > =5 c)5+10=1
2-2x2 4x-3 5 x2-1 5x-9 2x+3x2  3x-8
=55 "% &) 5 43 h— o
Solucion: a) x=4yx=-7/2; b) Sin soluciones reales; c)x=1yx=-5/4;
d)x=415yx=-1.15; e)x=329yx=1.06; Ix=09yx=-109.
3. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 2° grado:
a)x2—3x—10=0b)x2+3x—-10=0 C)x2+7x+10=0 d)x2—-7x+10=0
e)x(-1+x)=0 f) 2x2=150 g)xe-5x+6=0 h)x2-—x-6=0 i)x2+x-6=0

Solucion: a) 5y-2; b)2y-5; c)-2y-5 d)b5y2; ey, 5y -5 g 3y2,h)3y-2;i)2y-3.
4. Factoriza las ecuaciones del problema anterior. Asi, si las soluciones son 2 y 3, escribe: 5x2 — 25x + 30 =0 <> 5(x-2):(x-3) =0.
Observa que si el coeficiente de x2 fuese distinto de 1 los factores tienen que estar multiplicados por dicho coeficiente.
Solucion: a) (x + 2)-(x-5)=0; b)(x-2)(x+5)=0; c)(x+2)(x+5=0; d) (x-2)(x-5)=0;
e)x(x—-1)=0; f)2(x+5)(x-5)=0; g)(x-3)-(x-2)=0; h)(x-3)-(x+2)=0;i)(x-2)(x+3)=0.
5. Cuando el coeficiente b es par (b = 2B), puedes simplificar la formula:

,_—bxVb®-dac -2Bx+4B® dac _-2B+2yB’-ac -BxyB®-ac

2a 2a 2a a
Asi para resolver x2 — 8x + 12 = 0 basta decir x = 4 + V16 — 12 = 4 + 2, luego sus soluciones son 6 y 2. Utiliza esa expresion
para resolver: a)x2—2x-8=0 b)x2—6x—7=0 C) X2 +4x-5=0
Solucioén: a) x=4yx=-2; b)x=7yx=-1; c)x=1yx=-5,
6. Resuelve mentalmente las ecuaciones siguientes, luego desarrolla las expresiones y utiliza la formula general para volver a
resolverlas.
a)(x-2)(x-5)=0 b) (x+1)(x-6)=0 c)(x=3)(x-5)=0
d)(x-4)(x+7)=0 e)(x+8)(x-9)=0 f)(x-2)0(x+3)=0
Solucion: a) x=2yx=5; b)x=-1yx=6; c)x=3yx=5;
dx=4yx=-7; e)x=-8yx=9; x02yx=-3.

7. Determina el nimero de soluciones reales que tienen las siguientes ecuaciones de segundo grado calculando su discriminante, y
luego resuélvelas.

a)x+7x-3=0 b)5x2+7x—-8=0 €)2x2+3x+9=0
d)2x2-2x+7=0 e)3x2-2x-7=0 fdx2+x-5=0
Solucion: a) D = 61, dos soluciones reales, x= 0.4y x=-5.4; b) D = 209, dos soluciones reales, x= 0.7 y x=-2.1;
¢) D =-63, sin soluciones reales; d) D =-52, sin soluciones reales;
e) D = 88, dos soluciones reales, x=1.9y x=-1.2; f) D = 81, dos soluciones reales, x =1y x =-1.25.

8. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que no tengan ninguna solucién real. Ayuda: Utiliza el discriminante.
Solucién abierta: Por ejemplo x2+ x+ 2=0; X2+ x+3=0; x2+ x+4=0.

9. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan una solucion doble.

Solucién abierta: Por ejemplo: x2+ 2x+ 1=0; x2 -4x+4=0; x2-2x+ 1= 0.

10. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan dos soluciones reales y distintas.

Solucién abierta: Por ejemplo: x2+ 4x-5=0; x2- 6x-7=0; x2- 2x- 8 = (.

11. Resuelve las siguientes ecuaciones polindmicas:

a) X —37¢ +36x=0 b) ¥ —2¥-8x=0 c)2¢+2¢-12x=0
d)x*-5x2+6=0 e) 2x* = 32X - 96 f) x(x - 3)(2x + 3)(3x-5) = 0
Solucién: a) x=0,x=1,x=-1,x=6, x=-6; b)x=0,x=4,x=-2; c)x=0,x=2x=-3;

d)x=v2,x==/2,x=3,x==V/3; e x=2,x=-2,x=2/3,x=-21/3; fx=0,x=3,x=-3/2,x=5/3
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12. Resuelve las siguientes ecuaciones aplicando un cambio de variable:

a) x*+81=82x" b) x* — 24x*+ 144 =0 o)X -7xX-8=0 d)x*+8x¥-9=0
Solucién: a) x=1,x=-1,x=3,x==3; b)x=2V3,x=-2v/3; ¢)x=-1,x=2; d)x=-1,x=1.
13. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales:

2 2 5 2 1 3x
3x+Z =1 S £ 43=— —4x =2
3) X+x b) 3x+6x X ) x—5+ X—2 d 2-x X
g 3 _2A3x+1) p 31 Bex_, ) 5x=3 _5+3x _
X+2 X-2 X+2 2X X +1 X -1
4 3 1 N OX 2X _X N1 x-4

N3t "x2 2a 3 V3T«

Solucién: a) 3x2- x + 2= 0, Sin soluciones reales; e) 7x2 + 11x + 6 = 0, Sin soluciones reales; h) x = 4/7;

14. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:
a) x=—2+V5+4x%;  b) J16-x=x-4; c) 5+VxZ2-3x+2=2x; d) Vx—vx-2=5;€) 1-x —/x+1+2=0;
) Vx -2 =3; g) BVX 2+1=— 2 hyx2-—=2; )X+ =3

X

Jx Vx+1 Jx -2 Ix-2
Solucion: a) x=1yx=1/3; b)x=0yx=7; c)x=34yx=22;
d)x=15.8; e, )x=12.7yx=0.3;
. - . 2x _ 1 2x __1
15. Resuelve las ecuaciones siguientes: a) 3" = Y b) 2% = 1024
Solucion: a) x =-2; b) x = -5.

Sistemas lineales de ecuaciones
16. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

) {4x—3y=1 b {x+4y=5 c {2x+3y=5
x—y=2 2x+5y =17 X+y=2
Soluciéon: a) x=1,y=1; b)x=1,y=1; c)x=1y=1
17. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:
2) {—3x+2y=—1 b) {5x—2y=1 . { 7x—4y =10
x—-y=2 dx—y=2 —8x+3y=-13
Solucion: a) x=1,y=1; b)x=1,y=2; c)x=2,y=1.
18. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccién:
7x-2y=5 b) 2x+5y =20 c 3x—6y=0
3x+2y=5 —-x—6y=-14 —-5x+2y=-9
Solucion: a) x=1,y=1; b) x=150/7,y=8/7; c)x=225y=1.125.
19. Resuelve de forma gréfica los siguientes sistemas
X+y=6 5x+3y=5 3x—y=1
a) b) c)
x—y=4 x—Ty =1 —Tx+5y=3
Solucion grafica: a) x=5,y=1; b)x=1,y=0; c)x=1/4, y=-1/4.
20. Resuelve los siguientes sistemas:
—X;Z——3y2_1=—1 X1 _by+T_, 5x+1_2y-5_,
a) 3x+1 3y —1 b)1 3 6 c) 2 3
+—=2 dx+y=>5 3x -2y =1
2 4
Solucion: a) x=0.76,y=0.57, b)x=1,y=1; ¢)x=1.57,y=1.86.
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21. Copia en tu cuaderno y completa los siguientes sistemas incompletos de forma que se cumpla lo que se pide en cada uno:

Compatible indeterminado Incompatible Susolucionseax=2ey =1
a) ()x+2y=() b) -3x+y=1 0 2x—3y:()
3x—y=5 (x+y=86 (x+2y=8
Incompatible Su solucionseax=-1ey=1 Compatible indeterminado
9 2x -3y =4 ) dx+( Jy=—1 f ( x+8y=()
6x+( )yz() ()x+y=5 X+2y=-3
Solucién:
Compatible indeterminado Incompatible Su solucion seax=2ey=1
2 (-6)x +2y =(-10) b) Bx+y=1 o 2x -3y =(1)
3x-y=5 (-3)x+y =6 (3)x+2y =8
Incompatible Su solucién seax=-1ey=1 Compatible indeterminado
2x -3y =4 4x +(3)y =1 (4)x +8y =(-12)
d) _ e) _ ) _
6x +(-9)y =(31) (-4)x+y=5 X+2y =-3
22. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacién y comprueba la solucién graficamente. ;De qué tipo es cada sistema?
a) —2x+6y =4 b) X—y=-3 0 x—y=4
7x-3y=4 3x-3y=-9 —-x+3y=-5
Solucién: a) x=1,y=1; b) Compatible indeterminado; c)x=7/2,y=-1/2.
Problemas
23. En una tienda alquilan bicicletas y triciclos. Si tienen 30 vehiculos con un total de 80 ruedas, ¢cuéntas bicicletas y cuantos triciclos
tienen?

Solucion: Hay 10 bicicletas y 20 triciclos.

24. ;Cual es la edad de una persona si al multiplicarla por 12 le faltan 64 unidades para completar su cuadrado?

Solucién: 16 aros.

25. Descompon 12 en dos factores cuya suma sea 7.

Solucion: 3y 4.

26. Eltriple del cuadrado de un nimero aumentado en su duplo es 616. ;,Qué nimero es?

Solucién: 14, o bien -44/3.

27. Lasuma de los cuadrados de dos nimeros impares consecutivos es 130. Determina dichos nimeros.

Solucion: 7y 9. (O bien -7 y -9).

28. Van cargados un asno y un mulo. El asno se quejaba del peso que llevaba encima. El mulo le contestd: Si yo llevara uno de tus sacos,
llevaria el doble de carga que tu, pero si tu tomas uno de los mios, los dos llevaremos igual carga. ¢ Cuantos sacos lleva cada uno?

Solucién: El asno lleva 2 sacos y el mulo lleva 3 sacos.

29. ;Qué nimero multiplicado por 3 es 28 unidades menor que su cuadrado?

Solucion: 7. O bien: -4.

30. Calcula tres nimeros consecutivos cuya suma de cuadrados es 110.

Solucion: 5,6y 7. O bien: -5, -6 y -7.

31. Dentro de 2 afios, la edad de Raquel seré la mitad del cuadrado de la edad que tenia hace 10 afios. ;Qué edad tiene Raquel?

Solucién:

32. Dos numeros se diferencian en 3 unidades y la suma de sus cuadrados es 185. ; Cuales son dichos nimeros?

Solucion: 8 y 11. O bien: -11y -8.

33. Lasuma de dos numeros es 2 y su producto es —80, ;de qué nimeros se trata?

Solucion: 10 y -8.

34. Maria quiere formar bandejas de un kilogramo con caramelos y bombones. Si los caramelos le cuestan a 3 euros el kilo y los
bombones a 7 euros el kilo, y quiere que el precio de cada bandeja sea de 5 euros, ¢,qué cantidad debera poner de cada producto? Si
quiere formar 100 bandejas, ¢qué cantidad de caramelos y de bombones va a necesitar?

Solucién: Medio kg de caramelos y medio kg de bombones. Para las 100 bandejas necesita 50 kg de caramelos y 50

kg de bombones.

35. Determina los catetos de un tridngulo rectangulo cuya suma es 17 ¢cm y la hipotenusa de dicho tridngulo mide 13 cm.

Soluciéon: 12cmy 5 cm.

36. El producto de dos niimeros es 6 y la suma de sus cuadrados 13. Calcula dichos nimeros

Solucion: 2y 3. O bien: -2 y -3.

37. Lasuma de dos numeros es 12. El doble del primero mas el triple del segundo es 31. ; De qué numeros se trata?

Solucion: 5y 7.
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38. En un garaje hay 30 vehiculos entre coches y motos. Si en total hay 80 ruedas, ¢ cuantos coches y motos hay en el garaje?
Solucion: Hay 10 coches y 20 motos.

39. La edad actual de Luis es el doble de la de Miriam. Dentro de 10 afios, sus edades sumaran 50. ; Cuantos afios tienen actualmente
Luis y Miriam?

Solucioén: Luis tiene 10 afios y Miriam 20 afios.

40. En mi clase hay 25 personas. Nos han regalado a cada chica 3 pegatinas y a cada chico 2 chapas. Si en total habia 65 regalos.
¢,Cuantos chicos y chicas somos en clase?

Solucion: Hay 15 chicas y 10 chicos.
41. Entre mi abuelo y mi hermano tienen 80 afios. Si mi abuelo tiene 50 afios mas que mi hermano, ;qué edad tiene cada uno?
Solucion: El abuelo tiene 65 afos y el hermano 18.

42. Tres bocadillos y un refresco cuestan 8 €. Cuatro bocadillos y dos refrescos cuestan 12 €. ;Cuél es el precio del bocadillo y el
refresco?

Solucién: Un bocadillo cuesta 2 euros y un refresco también cuesta 2 euros.

43. En una granja hay gallinas y ovejas. Si se cuentan las cabezas, son 40. Si se cuentan las patas, son 100. 4 Cuantos gallinas y ovejas
hay en la granja?

Solucion: Hay 30 gallinas y 10 ovejas.

44. Un rectangulo tiene un perimetro de 180 metros. Si el largo es 10 metros mayor que el ancho, jcuales son las dimensiones del
rectangulo?

Solucién: Mide 50 cm de largo y 40 cm de ancho.
45. En un monedero hay billetes de 5€ y 10 €. Si en total hay 10 billetes y 75 €, ; cuantas billetes de cada valor hay en el monedero?
Solucion: Hay 5 billetes de § € y 5 billetes de 10 €.

46. En una pelea entre arafias y avispas, hay 13 cabezas y 90 patas. Sabiendo que una arafia tiene 8 patas y una avispa 6, ;cuantas
avispas y arafas hay en la pelea?

Solucion: Hay 6 aranas y 7 avispas.
47. Una clase tiene 30 estudiantes, y el nimero de alumnas es doble al de alumnos, ¢ cuantos chicos y chicas hay?
Solucion: 20 alumnas y 10 alumnos.

48. Nieves tiene 8 afios mas que su hermano Daniel, y su madre tiene 50 afios. Dentro de 2 afios la edad de la madre sera doble de la
suma de las edades de sus hijos, ¢qué edades tienen?

Solucion: Nieves tiene 15 afios y David, 7 afios.

49. Se mezclan 18 kg de arroz de 1,3 € el kilogramo con 24 kg de arroz de precio desconocido, resultando el precio de la mezcla de 1,7 €
el kg. ¢ Qué precio tenia el segundo arroz?

Solucion: 2 €.

50. La altura de un trapecio isésceles es de 3 cm, el perimetro, 28 ¢cm, y los lados inclinados son iguales a la base menor. Calcula el area
del trapecio.

Solucién: La base menor vale 5 cm, la mayor, 13 cm, y el area, 27 cm>.

51. Dos autobuses salen, uno desde Madrid y el otro desde Céceres a las 9 de la mafiana. Uno va a 80 km/h y el otro a 100 km/h. ;A qué
hora se cruzan? ;A cuantos km de Madrid estaran?

Solucioén:

52. En un concurso se ganan 40 euros por cada respuesta acertada y se pierden 80 por cada fallo. Después de 10 preguntas, Carmela
lleva ganados 280 euros. Cuantas preguntas ha acertado?

Solucion: Ha acertado 9 preguntas

53. Paco ha comprado 5 zumos y 4 batidos por 5,7 €, luego ha comprado 7 zumos y 5 batidos y le han costado 7.8 €. Calcula los precios
de ambas cosas.

Solucién: Cada zumo cuesta 0.9 € y cada batido, 0.3 €.
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54. ;Que fraccion es igual a 1 cuando se suma 1 al numerador y es igual a 1/2 cuando se suma 2 al denominador?
Solucion: La fraccion 3/4.

55. El cociente de una divisién es 2 y el resto es 1. Si el divisor disminuye en 1 unidad, el cociente aumenta en 1 y el resto nuevo es 1.
Hallar el dividendo y el divisor.

Solucién: Dividendo = 7; divisor = 3.

56. Dos amigas fueron a pescar. Al final del dia una dijo: “Si ti me das uno de tus peces, entonces yo tendré el doble que tu”. La otra le
respondio: “Si tu me das uno de tus peces, yo tendré el mismo nimero de peces que t0”. ; Cuantos peces tenia cada una?

Solucién: La primera amiga tiene 7 peces y la segunda, 5 peces.
57. Calcula las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su area es 35 cm2, y cuyo perimetro mide 24 cm.
Solucion: 7 cmy 12 cm.

58. Un peat6n sale de una ciudad “A” a una velocidad de 4 km/h, y se dirige a una ciudad “B” que esta a 20 km de la ciudad “A”, 30
minutos después sale un ciclista de la ciudad “B” a una velocidad de 20 km/h y se dirige hacia “A”, ;cuénto tiempo lleva el peatén
caminando en el momento del encuentro? ;A qué distancia de “B” se cruzan?

Solucion: El peatén lleva caminando 1.25 horas y camina 5 km, el ciclista 15 km. Se cruzan a 15 km de B.

59. Se desea mezclar aceite de 2.7 €/l con otro aceite de 3.6 €/l de modo que la mezcla resulte a 3 €/1. ; Cuéntos litros de cada clase
deben mezclarse para obtener 100 litros de la mezcla?

Solucién: 66.7 litros del primero y 33.3 litros del segundo.

60. Alintercambiar las cifras de un niumero de dos cifras se obtiene otro que es 45 unidades mayor. Halla el nimero inicial.
Solucién: Hay muchas soluciones: 61, 72, 83 y 94.

61. La diagonal de un rectangulo mide 25 cm y el perimetro 70 cm. Halla los lados del rectangulo.

Solucion: Miden 20 cm y 15 cm.

62. Una valla rodea un terreno rectangular de 300 m2. Si la valla mide 70 metros, calcula las dimensiones del terreno.
Solucién: Mide 20 m x 15 m.

63. Varios amigos van a hacer un regalo de bodas que cuesta 800 euros, que pagaran a partes iguales. A Ultima hora se apuntan seis
amigos mas, con lo que cada uno toca a 30 euros menos.  Cuéntos amigos eran inicialmente? ; Cuanto pagara al final cada uno?

Solucioén: Inicialmente son 10 amigos. Finalmente pagaran 50 €.
64. Las diagonales de un rombo se diferencian en 2 cmy su area es de 24 cm2. Calcula su perimetro.
Solucion: Miden 6 cm y 8 cm.

65. Un tren sale de Barcelona hacia Madrid a una velocidad de 200 km/h. Una hora mas tarde sale otro tren de Madrid hacia Barcelona a
220 km/h; la distancia entre las dos ciudades es de 618 km. ¢ Al cabo de cuanto tiempo se cruzan los dos trenes? ;A qué distancia de
Barcelona?

Solucién: A una distancia de Barcelona de 399 km. Se cruzan aproximadamente a las 2 horas de que el primer tren
inicie el viaje.
66. Un coche sale de una ciudad “A” a una velocidad de 100 km/h y 30 minutos mas tarde otro coche sale de “A” en la misma direccion y

sentido a una velocidad de 120 km/h, ;cuanto tiempo tardara el segundo en alcanzar al primero y a qué distancia de “A” se produce el
encuentro?

Solucion: A las 3 horas y a una distancia de 300 km.
67. Disefia una hoja de célculo que resuelva ecuaciones de segundo grado y sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas.

Solucion: Puedes encontrar la hoja de calculo en Sistemas y ecuaciones.

68. Utiliza la Hoja de célculo_Ecuaciones v sistemas para comprobar las soluciones de los ejercicios de este capitulo.

Solucién abierta y manipulativa
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AUTOEVALUACION

1. La solucién de la ecuacion 2(x — 3) — 3(x2 - 4) = 1 es:

a)x=10/3 Ax=-2 b) x=5/3 A x=-1 c)x=1Ax==-2/3 d)x=32Ax=-7/6
Solucién: b)
2. Las soluciones de la ecuacion 80 = x(x — 2) son:

a)x=8Ax=-10 b) x=40 Ax=2 c)x=10Ax=-8 d)x=10Ax=8
Solucion: c)
3. Las soluciones de la ecuacién -1 x+5 =X

2 6 3

a)x=4Ax=-2 b) x=3 Ax=- C)x=15Ax=2 d)x=2Ax=2
Solucién: d)
4. Las soluciones de la ecuacion x4 — 29x2 + 100 = 0 son:

a)2,-2,5-5 b) 3,-3,2,-2 c)1,-1,4,-4 d)3,-3,5-5
Solucion: a)

5. Las rectas que forman el sistema {7)( +20y =14 son:
2x+6y =4
a) Secantes b) Paralelas c) Coincidentes d) Se cruzan
Solucién: ¢)
" . 3x-2y =2 )
6. La solucién del sistema {_ 2% +3y =2 es:
a)x=2ey=1 b)x=2ey=2 c)x=3ey=2 d) No tiene solucion
Solucioén: b)
7. La solucién del sistema {3 t2x=x=1ty es:
2x -9y =-43
a)x=1ey=5 b)x=-2ey=-5 c)x=-432ey=0 dx=3ey=4
Solucién: a)
X-=2y+z=2
8. La solucion del sistema < —2X+3y +z=7 gs:
2x—-3y+2z=2
a)x=3,y=2,z=1 b)x=2,y=1,2=3 c)x=-1,y=-2,z=-3 dx=1,y=2,z=3

Solucién: d)
9. En una granja, entre gallinas y vacas hay 120 animales y 280 patas. ¢ Cuantos gallinas y vacas hay en la granja?
a) 90 gallinas y 30 vacas b) 100 gallinas y 20 vacas  c) 80 gallinas y 40 vacas
Solucion: b)
10. ;Cual es la edad de una persona si al multiplicarla por 5, le faltan 234 unidades para llegar a su cuadrado?
a) 18 afios b) 20 afios c) 25 afios d) 28 afios
Solucién: a)
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CAPITULO 5: INECUACIONES
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. INTERVALOS

1. Escribe los siguientes intervalos mediante conjuntos y represéntalos en la recta real:

a7 b) (=3, 5) ¢) (2, 8] d) (~e0, 6)
Solucién:
a) xeR; 1=x<T7} 0 2 3 4 5 6 8
b){x e R; 3<x<35} s BT 0 1 2 3 4
c) {xeR;2<x< 8} e 1 { 3 3 5 6 7 }
d){x e R; x< 6} 2 4 0 1 2 3 4 5

2. Representa en la recta real y escribe en forma de intervalo:
a)2<x<5 b) 4 < x €)3<x<6 d)x>7
Solucién gréfica:

a) (2, 5); / \
J

b) (4, +<0); /

f
v

¢) [3, 6); \\
3 j6
d) [7, +=9)
7
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2. INECUACIONES
3. Dada la siguiente inecuacion 2 + 3x < x + 1, determina cudles de los siguientes valores son solucién de la misma:
0,1,-1,2,-2,3,-4,6,-7,12,-15

Solucién: -1, -2,—4, —7, —15.
4. Realiza las transformaciones indicadas de modo que se obtengan ecuaciones equivalentes:

a) Sumar3: x—1>4 b) Restar 5: x—3>7
c) Multiplicar por 5: —8x =9 d) Multiplicar por —5: =3x =7
e) Dividir entre 2: 4x <10 e) Dividir entre —2: 4x =10

Solucién: a) Sumar 3: x+2>7
b) Restar 5: x —8> 2
¢) Multiplicar por 5: —40x 2 45
d) Multiplicar por —5: 15x < —35
e) Dividir entre 2: 2x<5
f) Dividir entre —2: —2x < -5
5. Escribe una inecuacion que sea cierta para x = 3 y falsa para x = 3.5.
Solucién: 10x < 31
6. Te puedes ayudar de GeoGebra para representar las rectas, las parabolas o las regiones factibles, asi, resolver las
inecuaciones

Solucion abierta y manipulativa.

3. INECUACIONES CON UNA INCOGNITA
7. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a)2+3x<x+1 b)5+2x<T7x+4 C)6+5x>6x+4 d)4+8x>2x+9
Solucion: a) x < —1/2; b) x 2 1/5; c)x<2; d) x 2 5/6.
8. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a)3(2+3x)<—(x+1) b) 5(1+2x) <2(7x+4) «¢)2(6+5x)+3(x-1)>2(6x +4)
Solucién: a) x < -7/10; b) x 2 —4/3; c) x> 1.
9. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a)3+4x<x2+2 b)4+4x/3<7x/2+5 ¢)(5+7x)[3>8x+2 d)(4+8x)5+3>(2x+9)/7

Solucioén: a) x < -2/7; b) x = —6/13; ¢c) x<-1/17; d) x 2 —152/278.
10. Escribe una inecuacion cuya solucion sea el siguiente intervalo:

a)[1, ) b) (o0, 5) ¢) (2, ) d) (0, 6)
Solucion: a) 4x+3<7 b) 3x-4 < 2x+1 c) 7<5+x d) 4x-8 <-2+3x

11. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:

a) v3x—=5 b) vV—x—12 c) v3—-5x  d)v/-3x+12

Solucién: a) x 2 5/6; b) x < —12; c) x < 3/5; d)x<4.
12. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)x2—-1>0 b)x2—4<0 c)x2—9>0 d)x2+4>0
e)2x2—-50<0 f)3x2+12 < 0 g)5x2—45>0 h)x2+1> 0
Solucion: a) x € (a0, 1] U[1, +0); b) x € [-2, 2]; C) X € (~a0-3) U(3, +0); d) x € (-00,%0)
e)x e (-5,+5); f) No existe solucion;  g) x € (-e0-3) U(3, +0); h) x € (-o0,+0).
13. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)xt+x <0 b) X2 —5x>0 c) X2 < 8x
d)x2 < 3x e)2x2—3x>0 f)ox2 —10x< 0
Solucion: a) x € [-2, 2]; b) x € (0, +5); ¢)x [0, 8];
d)x ][0, 3]; e)x (0, 3/2); f)x €(0, 2).
14. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)3x2-5% >0 b) 3x2 —27>0 c)x2= 0 d) 2x2> 4x
e)2x2-8>0 f)5x2+5x > 0 g)5x-5<0 h)x2—x>0
Solucion: a) (-0, 01 U [ 5/3, +o0); b) (~o0, =3 U[3,+x); ¢) x=0; d) (o, 0) U (2, +xo);
e) (—oo, _2) v (2 ’ +°O); f) (—oo, _5) Y (5 ’ +°O); g) [-1,1]; h) (_001 0) Y (1 ’ +°0)'
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15. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)x*-2x-3<0 b)-x2—2x+8 > 0 C) X2+ 9x+14>0 d)x2-6x+9<0
e)—x2—4x—-5<0 f)x2+8x+16>0 g x+x+3 >0 h)2x2—3x-5< 0
Solucion: a) 1< x<3; b) 4<x=2; C) (-o0,-7) U(-2,+0); d)x=3;
&) (~o0,*2); f) (~o0,+a0); g) (~o0,+20); h) 1S xS 52
16. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)x2+x—-6>0 b)x2—x-12< 0 c)x2—x—20<0 d)x2+5x—14 > 0
e)-2x2+3x+2>0 f)3Ix2+2x-1<0 g)5%2-7x-6>0 h) 2x2+x—15<0
Solucion: a) (-0, -3) U (2, +o0); b) -3Sx<4; c) 4<x<5; d) (oo, =T U [2, +0);
e) —1/2<x<2; f) 1< x<1/3; 9) (-0,-3/2) U [2, +o); h) -3<x<5/2.

17. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) Vx’ -1 b) V- x> +4 ) VX +5x+6 d) Vx> —=5x+6
Solucion: a) (oo, -1] U [1, +0); b) 25 x<2; C) (~o0, =3] U [-2, +o0); d) (o0, 2] L [3, + o).
18. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) (2x+5)(2x=5) < 11 b) (2x—5)(dx-3) = (x=10)(x=2) > 51 ) 3XX‘2 s5x‘—+2g
Solucion: a) [-3, 3]; b) (o0, -2] L [4, +0); c) -3<x<08.
19. Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones con una incdgnita:

2X—=3<3x+7
4x-3<1 b [2x-6<0 3x+12x+9 y
3) {x+6>2 ){x—4>—5 X+5<2-3x ) %_522
5 4 3

Solucion: a) 4<x<1; b) -1<x=<3; ¢) Sin solucion; d) x 2 40/9.

20. Indica un numero positivo que al sumarle 5 sea menor que 7.
Solucién abierta: Por ejemplo: 1. Son todos los nimeros x tales que x < 2.
21. Expresa mediante una inecuacion el area de un cuadrado sabiendo que su perimetro es mayor que el de un rectangulo
delados 3y 7 cm.
Solucion: Area > 25 cm?.
22. Determina las posibles edades de Pepita y de su hija Charo sabiendo que difieren en mas de 20 afios y que dentro de 2
afos, la cuarta parte de la edad de la madre es menor que la edad de Ia hija.
Solucién: Hay infinitas soluciones, que estan en el drea coloreada. Una posible solucién es Charo con 5 aiios y Pepita
con una edad mayor que 25 y menor que 26 afos. Otra solucion es que si Pepita tiene 25 afos, Charo tiene
una edad comprendida entre 5 y 6 anos.

10 1

4
; ) ~ (2467, 4'67)

lo—5 10 Is .20 25 30 35 40 45

23. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) Ix+3] <2 b) |2x + 5] >1 c) Ix—6l<2 d)[x-2] =2
Solucién: a) -5<x< —1; b) (-0, -3] U [-2, +o0); c)4<x<8; d) (~o0, 0] U [4, +o0);
4. INECUACIONES CON DOS INCOGNITAS
24. Representa los siguientes semiplanos :

a)x+y<5b b) 3x + 2y >0 C)2x+y<T7 d)x—3y>5
Solucién gréfica y manipulativa. Utiliza GeoGebra o similar
25. Representa la region factible de cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones:
x—-y <1 2x -y >0
a){x+ys2 b){ySZ
Solucion grafica y manipulativa. Utiliza GeoGebra o similar
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CURIOSIDADES. REVISTA

iPiensal
Si un cubo pesa medio kilo mas la mitad de su propio peso, ¢ cuanto pesa?
Solucién: Pesa un kilo.

Tenemos una circunferencia de radio 5 cm. Apoyamos en ella un rectangulo como
el de la figura. A toda velocidad, calcula la diagonal AB del rectangulo.

Solucioén: AB = § cm, igual al radio.

Razonamiento engafioso
Todo numero es mayor que 4, porque para cualquier valor de x, (x—4)2>0=
(x-4)- x-4)20=>x-(x-4)-4-(x-4) 20=>x-(x-4) 24 - (x-4) => x >4
¢;Donde hemos engafiado en este razonamiento?
Solucién: Observa que hemos dividido la desigualdad por (x — 4) que para unos valores de x es positiva y no cambia
el sentido de la desigualdad, pero para otros es negativa y si cambia.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Representa en la recta real y escribe en forma de intervalo:
1
) —ooﬁxsg b) —11<x<11 Q) ~2<xs

Solucién gréfica:

a) (oo, 3/2];

3/2

-11 11

b) (-1, 11); (

N

¢) (-2, 1/3]

/
_2\ o |3

2. Escribe los siguientes intervalos mediante conjuntos y represéntalos en la recta real:
a) [2,6) b) (=7.1) c) (0, 9]
Solucion gréfica:

a){x e R; 2sx< 6} (
\

b) {x € R;-7<x< 1}

c){xeR;0<x<9}
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3. Dada la siguiente inecuacion s + 3x > 2x + 1, determina si los siguientes valores son solucion de la misma:
0,1,-1,2,-2,3,-4,6,-7,12,-15

Solucion: Son solucién: 0, 1, -1, 2, -2, 3, 6, 12.

4. Realiza las transformaciones indicadas de modo que se obtengan ecuaciones equivalentes:

i) Sumar4: x—2>5 i) Restar6: x—4>8 iii) Multiplicar por 6: 5x = 10
iv) Multiplicar por —4: —2x = 8 v) Dividir entre 2: 6x <12 vi) Dividir entre —2: 20x = 60
Solucién: i) x+2>9; iiyx-10>2; iii) 30x 2 60;
iv) 8x £ -32; v) 3x<6; vi) -10x < -30.
5. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a) 2X-3<-5 b) X—2<3x-5 c) 12-x<-6 d) HX-3<-X%+9
e) 2(3x—3)>6 f) -3(3-2x)<-2(3+x) g) 2(x+3)+3(x—1)<2(x+2)
Solucion: a) x < -1; b) x2 3/2; c)x218; d) x2-4;
e)x>2; f) x < 3/8; g) x<1/3.
6. Resuelve:
a26ca b)) Zasox gAMY>3x o Ly g B X g X 2
Solucion: a) x < 20; b) x < 9/5; c) x> 17/5; dx>1; e) x>-4; f) x > -54/5.
7. Escribe una inecuacién cuya solucion sea el siguiente intervalo:
a) (~0-3] b) [4,+9 ) (—o55) d) (~2+9
Solucion: a)xs-3; b)x24; c)x<5; d) x>-2
8. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:
a) V2x -6 b) V-x+5 ¢) V10-5x d) v-6x-30
Solucion: ajxz3; b)x<5; C)x<2; d) x<-5.
9. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)3x2-75<0 b) —x2+16 < 0 C)-x2+25> 0 d)5x2—-80 > 0
e)4x2—1>0 f)25x2 -4 <0 g)9Ix2—-16<0 h) 36x2+ 16 <0
Solucién: a) (-5, 5); b) (o0, -4) U (4, +0);  c¢) [-5, 5]; d) (-o0,—4) U (4, +0);
e) (oo, =1/2) L (1/2, +0); f) (-2/5, 2/5) 9) (-4/3, 4/3) h) Sin solucién.
10. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)-4x2+5x < 0 b)3x2+7x > 0 C) 2x2< 8x
d)-3x2—6x > 0 e)—x2+3x<0 f)-5x2—-10x > 0
Solucioén: a) (—oo, 0] U [5/4, +0); b) (—oo, =7/3] L [0, +0); c) (0, 4);
d) [0, -2]; e) (0, 3); f) [-2, 0;
11. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)3x<0 b) 8x2>0 c) —5x2< 0 d)9xz > 0
Solucioén: a) x = 0; b) (-0, 0) U (0, +);  ¢) (=00, 0) U (0, +0);  d) (~o0, +0).
12. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)x-1<0 b)—x2—4x < 0 c)x+1>0 d) -3x2> 30
e)-x2-4 <90 f) -3x2—12x > 0 g) -5x2<0 h)x2+9 > 0
Solucion: a) [-1, 1]; b) (~o,~4] U [0, +0);  €) (—o0, +0); d) Sin solucion;
) (~o0, *00); f) -4, 0]; g) (~oo, +o0); h) (~oo, +c0).
13. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)x2—2x>0 b)3x2-3< 0 c)5x2—20 > 0 d) x2+4x>0
e)2x(x—3)+1>x-2 (x—2)(x+3)—x+5 < 2x—1
g) X2+ 5x+2<2x+12 h)2 —x(x +3) +2x > 2(x+1)
Solucion: a) (-0 ,0) U (2, +0); b) [-1, 1]; c) (=0, =2] U [2, +0);  d) (-0, —4) U (0, +0)
&) (~co0, 1/2] U [3, +o); f) [0, 2J; 9) (-5, 2); h) [-3, 0].
14. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:
a) V2x*+x-3 b) Vx*+2x+1 C) V—-1+2x—x? d) VX*43x+5
e) V- x2 +12x - 36 f) Vx*+6x—27 g) V1-4x?
Solucién: a) (-, -3/2] U [1, +); b) (—o, +); c)x=1; d) (o0, +0);
e)x=6; f) (=0, =9 U [3, +0); @) [-1/2, 1/2].
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15. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) 2(x—1)p > 2 b) 3(x +1)2 <-12 C)—Xx*<2
d)4(x—2)2>1 e)-5(x+4)2< 0 f)o(x+1)2 < 81
Solucién: a) (-0, 0) U (2, +o0); b) Sin solucion; c) (—o0, +o0);
d) (o, 3/2) U (5/2, +x); e) (o0, +x); )[4, 2].
16. Resuelve las siguientes inecuaciones:
a) x(2x-3)-3(5-x) >83 b) (2x +5)(2x-5) < 11 c) (7 +x)2+(7-x)2>130
d) (2x-3)(3x—4) - (x-13)(x-4) > 40 e) (3x—4)(4x-3) - (2x-T7)(3x-2) <214
x2-6 x’+4 5x-3 7—x
f) 8(2 - x)2> 2(8 — x)? ) 3 >5 h) " sm
Solucion: a) (_001 _7) v (71 +°°)1 b) [_3’ 3]1 C) (_ool _4) Y (4! +°°)’ d) (_ool _4) v (41 +°°):
e) (-6, 6); f) Sin solucién; g) (=00, 6] L [6, +0); h) [1/3, 3].
17. Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones con una incognita:
XX x=1 x+3 <x
) {2x—3>0 ) {3x—4<4x+1 ) {2x—3>x—2 ) 35 X =
5x+1<0 —2X+3<4x-5 Ax-7T<x-1 5_4_x<5 4X_2—X—_12x
2 9 4 3
Solucion: a) INCOMPATIBLE;  b) x> 4/3; c)(1,3); d) x<15; e) [-11,-1/2].

18. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) [2x+1<5 b) |-x+1=2  c)|-x+9<10  d) [2x—1>4 e) |[-4x+12<—6 f) XT+1S10 Q) |-4x+8<3
Solucién: a) [-3, 2); b) (~o0, =3] L [3, +0); c)[-1,19]; d) (=00, =3/2) L (512, +o0);
e) (312, 9/2); f) [-21, 19]; g) (5/4, 11/4).

17,

19. Representa graficamente la parabola y = x2 — 5x + 6 e indica en qué intervalos es x2 -5x + 6 > 0,
dénde x2—5x + 6 <0, donde x2—5x +6 >0, y donde x2— 5x + 6 < 0.
Solucién gréfica:
Esx2-5x+6>0en (—xo, 2) U (3, +0); x2-5x+6<0en (2 3);
X2-5x+6>0en (-0, 2| U[3, +0);y x2-5x+6<0en]2, 3]

L]

20. Representa los siguientes semiplanos:
a)x<0 b)yzo C)x+y<0 d)x—ysl e) 2X—y<3 f)—x+y2—2 g)Sx—y>4

Solucion gréfica:

dxio

d)x—‘y_<1 e)2x¥y<3 ﬂ—x+y2—2

g)3xy>4
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21. Representa la region factible de cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones:

2X—y=23 X—-y=-3 x—y=20
a) Y b) {7 ORI
5X+y<2 5X+y<5 2X+y>2
Solucion gréfica:
, ; c) La linea discontinua es >
\‘ 1]
4 Y
0 \
-2 2 4 ) 2
=2 14 ‘\\
1 0 “.
1 0 iy 2 3
1] "
3 2 1 0 2 b
-11 L
-6 =; \\
-2 1 ‘\\
a) b) %

22. ¢ Cuéles son los nimeros cuyo triple es mayor o igual que su doble mas 307

Solucioén: x > 30.

23. Averigua cual es el menor nimero entero multiplo de 3 que verifica la inecuacién: x +2 > =3 x + 10.

Solucion: x = 3.

24. Un coche se desplaza por una carretera a una velocidad comprendida entre 70 Km/h y 110 Km/h. ;Entre qué valores
oscila la distancia del coche al punto de partida al cabo de 4 horas?

Solucion: Entre 280 Km y 440 Km.

25. La tarifa de telefonia de la empresa A es 25 euros fijos mensuales méas 10 céntimos de euro por minuto de conversacién,
la de la empresa B es 20 euros fijos mas 20 céntimos por minuto de conversacion. ¢ A partir de cuantos minutos empieza
a ser mas rentable la tarifa de la empresa A?

Solucién: Para x (minutos) mayor que 1/2 la primera tarifa es beneficiosa.

26. Una fabrica paga a sus comerciales 20 € por articulo vendido mas una cantidad fija de 600 €. Otra fabrica de la
competencia paga 40 € por articulo y 400 € fijos. ¢Cuantos articulos debe vender un comercial de la competencia para
ganar mas dinero que el primero?

Solucion: Para mas de 10 articulos.

27. A un vendedor de aspiradoras le ofrecen 1000 euros de sueldo fijo mas 20 euros por aspiradora vendida. A otro le ofrecen
800 euros de fijo mas 25 euros por aspiradora vendida. Explica razonadamente qué sueldo es mejor a partir de qué
cantidad de aspiradoras vendidas.

Solucion: Si venden menos de 40 aspiradoras es mejor 1000 euros de sueldo fijo mas 20 euros por aspiradora
vendida, pero si venden mas es preferible 800 euros de fijo mas 25 euros por aspiradora vendida.

28. El area de un cuadrado es menor o igual que 64 cm2. Determina entre qué valores se halla la medida del lado.
Solucién: x < 8.

29. El perimetro de un cuadrado es menor que 60 metros. Determina entre qué valores se halla la medida del lado.
Solucion: En el intervalo (0,15).

30. Un panadero fabrica barras y hogazas. La barra de pan lleva 200 gramos de harina y 5 gramos de sal, mientras que la
hogaza lleva 500 gramos de harina y 10 gramos de sal. Si dispone de 200 kg de harina y 2 kg de sal, determina cuantos
panes de cada tipo pueden hacerse.

Solucién: La solucion es abierta. Hay infinitas soluciones. Hay una region factible comprendida entre:
200x + 500y <200000; 5x + 10y <2000; x >0; y >0. Una solucién es x = 200, y = 100.
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AUTOEVALUACION

1. La desigualdad 2 < x < 7 se verifica para los valores: a) 2, 3y 6 b)3,4.7y6 c)3,52y7 d)4,5y8
Solucion: b)
2. Tiene como solucién x = 2 la inecuacion siguiente: a) x < 2 b) x> 2 c)x<2 d)x+3<5
Solucién: c)
3. La solucion de la inecuacion 3.4 + 5.2x - 8.1x<9.4 + 7.3x es:

a) x<-10/17 b) x> -3/5.1 c) x>-1011.7 d) x < +6/10.2
Solucion: b)
4., La ecuacion x? < 4 tiene de soluciones:

a)xe(-2,2) b)xe[-2,2] c¢)xe(—0-2) U2 +tw0)d)x e (—0,~2] U2, +w0)

Solucién: b)

5. La suma de las edades de dos personas es mayor de 40 afios y su diferencia menor o igual que 8 afios. ¢ Cual de los
siguientes sistemas de inecuaciones nos permite calcular sus edades?

X+y>40 X+y=40 xX+y>40 40
a) y b) y C) y d) xty<
y—-x<8 y—x<8 X—-y<8 x—y<8

Solucién: a)

6. El perimetro de un rectangulo es menor que 14 cm. Si la base es mayor que el doble de la altura menos 3 cm, algun
valor que verifica es sistema es:

a) base =4 cm, altura=1cm b) base = 2 cm, altura = 3 cm c) base = 6, altura =4cm d) base =9 cm, altura=2 cm
Solucién: a)

7. La solucion de la inecuacion |-x+7/<8 es:

Solucién: a)

8. Las soluciones posibles de +/5x -9 son:

a)x<9/5 b) x > 9/5 c)x<9/5 d) x>9/5

Solucioén: d)
9. Lasolucion de la inecuacion 2"_‘23 <lesia)(1,2) b) (=<0, 1) ¢ x<1ux>2 d) (-1, 2)
Solucion: a)
10. Una inecuacién cuya solucion sea el intervalo (—o, 5) es:

a)bx-3x+2<9x+2 b)8x-3x+7<9x+2 C)Ox—-3x+2<7x+27 d)5x-3x-2>7x-27
Solucioén: d)
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CAPITULO 6: PROPORCIONES
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. PROPORCIONALIDAD DIRECTA

1. Copia en tu cuaderno y completa la tabla de proporcion directa. Calcula la razén de proporcionalidad. Representa
graficamente los puntos. Determina la ecuacion de la recta.

Litros 12 7.82 1 50
Euros 36 9.27 10

Solucién:
Litros 12 7.82 3.09 1 3.33... 50
Euros 36 23.46 9.27 3 10 150

Larazones 3. y=3X

150

100

50

2. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones:

24 _ 30 ' 46 3.6 X
a) === b) Z == C) - =
100 X 80 12 128 60
‘s 3000 80x46 20x46 920 60x3.6 15x0.9 135
Solucién: a) X = EYE 125 b) X = T 3 = T = 306.66.... C) =28 - o8 _ —_— =

16.875....
3. Siel AVE tarda una hora y treinta y cinco minutos en llegar desde Madrid a Valencia, que distan 350 kilémetros, ¢cuanto
tardara en recorrer 420 km?

Solucién: x = 420%x95 _ 42x19

olucion: x = —— == —

4. En una receta nos dicen que para hacer una mermelada de frutas del bosque necesitamos un kilogramo de azlcar por
cada dos kilogramos de fruta. Queremos hacer 7 kilogramos de mermelada, ¢,cuéntos kilogramos de azucar y cuantos de

fruta debemos poner?
Solucién: Si x es el nimero de kilogramos de azicar,x + 2 x =3 x=7 = x = g =2.33....
Kilogramos de fruta: 2 % = ? = 4.66....

5. Laaltura de una torre es proporcional a su sombra (a una misma hora). Una torre que mide 12 m tiene una sombra de 25

m. ¢ Qué altura tendra otra torre cuya sombra mida 43 m?
43x12 516

= 114 minutos (1 hora y 54 minutos).

Solucion: x = e T s T 20.64 m.
6. Una fuente llena una garrafa de 12 litros en 8 minutos. ¢ Cuanto tiempo tardara en llenar un bidén de 135 litros?
. 135x8
Solucién: x = =45x2=901
7. Hemos gastado 12 litros de gasolina para recorrer 100 km. ;Cuantos litros necesitaremos para una distancia de 1374
km?
Solucion: x = 27212 _ BBT8S _ 1122 _ 164,881,

100 25 25
8. Mi coche ha gastado 67 litros de gasolina en recorrer 1250 km, ¢ cuantos litros gastara en un viaje de 5823 km?
Solucién: x = 5823x67 _ 390141 _ 4 -4 gg |

olucion: x = ——— == —— ==~ } ,

9. Unlibro de 300 paginas pesa 127 g. ¢ Cuanto pesara un libro de la misma coleccion de 420 paginas?
420x127 _ 889

Solucion: x = 200~ 5 — 177.89.
10. Dos pantalones nos costaron 28 €, 4 cuanto pagaremos por 7 pantalones?
Solucién: x =22 = 14 x 7 = 98 €
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11. Expresa en tanto por ciento las siguientes proporciones:

a) 2 b) “1 de cada 2" c) 2=
100 90
Solucién: a) 27%. b) 50%. c) x= 52;300 =% —57,77..%

12. Si sabemos que los alumnos rubios de una clase son el 16 % y hay 4 alumnos rubios, ¢ cuantos alumnos hay en total?

. 4%100 400
Solucion: x=———=—""=25 alumnos
16 16

13. Un depdsito de 2000 litros de capacidad contiene en este momento 1036 litros. ¢,Qué tanto por ciento representa?

1036x100 _ 518
—————="—=51.8%

Solucion: x = =
2000 10

14. La proporcién de los alumnos de una clase de 4° de ESO que han aprobado Matematicas fue del 70 %. Sabiendo que en
la clase hay 30 alumnos, ¢cuantos han suspendido?

- 30x30
Solucién: x=
100

=9 alumnos

15. Una fabrica ha pasado de tener 130 obreros a tener 90. Expresa la disminucidn en porcentaje.

90x100 _ 900

— = 69.23... Luego la fabrica tiene el 69.23...% de los obreros que tenia.

Solucion: x = =
130 13

16. Calcula el precio final de un lavavajillas que costaba 520 € mas un 21 % de IVA, al que se le ha aplicado un descuento
sobre el coste total del 18 %.

. ; e 21 _ 121 121, _ 3146 _
Solucién: Precio con IVA: x = 520 + 100 520 = 100 520 = - 26 = o = 629.2.
Precio final: 629.2 — - 629.2 = = 629.2 = 5- 314.6 = =" = 515.94 € (redondeado).

17. Copia en tu cuaderno y completa:

a) De una factura de 1340 € he pagado 1200 €. Me han aplicado un ......... % de descuento
Solucién: 1340 — 1340 —— = 1340 22 = 1200 = 67 222 = 60 = 700 = 67 x = x = = = 10.44... %

100 100 100 67

b) Me han descontado el 9 % de una facturade ................. €y he pagado 280 €.

Solucién: x — i X = 2 X=280= x= M =307,69 € (redondeado).
100 100 91

c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 20 % y me he ahorrado 100 €. ;Cual era el precio del mueble
sin descuento?

.. 20 1
Solucion: —x==x=100=x=500 €
1000 5

18. El precio inicial de un electrodoméstico era 500 euros. Primero subié un 10 % y después bajé un 30 %. ;Cual es su
precio actual? ;Cudl es el porcentaje de incremento o descuento?

Solucion: Primero: 500+50=550 €. Precio actual: 550 —% 550=550—165=385 €,

Porcentaje de descuento: 500—% 500=5(100—x)=500~5x=385=>x = % =23%
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19. Una persona ha comprado acciones de bolsa en el mes de enero por un valor de 10 000 €. De enero a febrero estas
acciones han aumentado un 8 %, pero en el mes de febrero han disminuido un 16 % ¢Cual es su valor a finales de
febrero? ¢ En qué porcentaje han aumentado o disminuido?

Solucién: Principios de febrero: 10000 + % 10000 = 10800 £. Finales de febrero:

10800 — % 10800 = 10800 — 1728 = 9072 €. Porcentaje de disminucién:
_10000-9072 _ 928

- — _ — 100009072 _ 928 _ 0
10000 100 1000 = 10000 — 100 x = 9072 > x = 100 RETT 9.28%

20. El precio inicial de una enciclopedia era de 300 € y a lo largo del tiempo ha sufrido variaciones. Subié un 10 %, luego un
25 %y después bajé un 30 %. ¢ Cual es su precio actual? Calcula la variacion porcentual.

Solucién: Primera subida: 300+30=330 €. Segunda subida: 330 + ; 330 = > 330 = - = 412.5¢€
Precio actual: 412.5 — 412.5 = 412.5 — =22 = 288.75 €
Variacién  porcentual: 300 — 300 —- = 300 “;g;" =300-3x=28875>x= %8875 =

3.75% de descuento.

21. En una tienda de venta por Internet se anuncian rebajas del 25 %, pero luego cargan en la factura un 20 % de gastos de
envio. ¢Cual es el porcentaje de incremento o descuento? ¢ Cuanto tendremos que pagar por un articulo que costaba 30
euros? ¢ Cuanto costaba un articulo por el que hemos pagado 36 euros?

Solucién: Precio rebajado: x—=x Precio con la carga: x—lx+1[x—l xj —x-20
4 4 5 4 100
Porcentaje de descuento: 10 % Articulo de 30 €: 30- 3= 27 €

, 10 9
Articulo por el que hemos pagado 36 euros: X=X =10 %= 36=>x=40 €

22. La distancia real entre dos pueblos es 28.6 km. Si en el mapa estan a 7 cm de distancia. ;A qué escala esta dibujado?

Soluciéon: Aproximadamente a una escala de 1:4, a cada cm del mapa le corresponden aproximadamente 4 km de la
realidad

23. ¢ Qué altura tiene un edificio si su maqueta construida a escala 1 : 200 presenta una altura de 8 cm?

Solucion: 16 m.

24. Dibuja la escala grafica correspondiente a la escala 1: 60000.

Solucién grafica:

25. Las dimensiones de una superficie rectangular en el plano son 7 cm y 23 cm. Si esta dibujado a escala 1 : 50, calcula sus
medidas reales.

Solucién: 350 cm, 1150 cm.

PROPORCIONALIDAD INVERSA

26. Para embaldosar un recinto, 7 obreros han dedicado 80 horas de trabajo. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla y
determina la constante de proporcionalidad. Escribe la ecuacion de la hipérbola.

Nimero de obreros 1 5 7 12 60
Horas de trabajo 80 28 10
Solucion:
Nimero de obreros 1 5 7 12 20 | 56 60
Horas de trabajo 560 | 112 | 80 | 46.66.. | 28 | 10 | 9.33..
K=560; y=>>"
X

27. Al cortar una cantidad de madera hemos conseguido 5 paneles de 1.25 m de largo. ; Cuantos paneles conseguiremos si
ahora tienen 3 m de largo?

. . . 6,25
Solucion: Cantidad de madera: sx1,25 = 6,25 m . NUmero de paneles: T=2,0833.. (2 y sobra un poco de madera)
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28. En un huerto ecoldgico se utilizan 5000 kg de un tipo de abono de origen animal que se sabe que tiene un 12 % de
nitratos. Se cambia el tipo de abono, que ahora tiene un 15 % de nitratos, ¢;,cuéntos kilogramos se necesitaran del nuevo
abono para que las plantas reciban la misma cantidad de nitratos?

Solucion: Cantidad de nitratos: 5000 % = 600 kg. Cantidad del nuevo abono:

_ 600 x100

1
XM:600:>X— 15 :4000kg

29. Ese mismo huerto necesita 200 cajas para envasar sus berenjenas en cajas de un kilogramo. ;Cuantas cajas necesitaria
para envasarlas en cajas de 1.7 kilogramos? ;Y para envasarlas en cajas de 2.3 kilogramos?

Solucién: % = 117.6... Como el nimero de cajas es entero, serian 118 y la ultima no iria llena
% = 86.9... Como el nimero de cajas es entero, serian 87 y la ultima no iria llena
30. Para envasar cierta cantidad de leche se necesitan 8 recipientes de 100 litros de capacidad cada uno. Queremos envasar

la misma cantidad de leche empleando 20 recipientes. ;Cual debera ser la capacidad de esos recipientes?

Solucién: Cantidad de leche: s x 100 =800 1. Capacidad: %zwl.

31. Copia en tu cuaderno la tabla siguiente, calcula la razon de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad
inversa. Escribe la ecuacion de la hipérbola.

Magnitud A 40 0.07 8

Magnitud B 0.25 6.4
Solucion:

Magnitud A 40 0.07 8 1.5625

Magnitud B 0.25 142.85... 1.25 6.4

40x0,25 10
y:—:_
X X
32. Seis personas realizan un viaje de 12 dias y pagan en total 40800 €. ; Cuanto pagaran 15 personas si su viaje dura 4
dias?

Solucién: Lo que pagan en total por dia; 2220 - 19290

=3400€

, 3400 1700 .
Lo que pagan en total por dia y por persona: —~ =3 Pagaran:

17300 x15x4 =34000€

33. Si 16 bombillas originan un gasto de 4500 €, estando encendidas durante 30 dias, 5 horas diarias, ;qué gasto originarian
38 bombillas en 45 dias, encendidas durante 8 horas diarias?
4500 90 30_15

Solucién: Gasto de las 16 bombillas por hora: 0" 3 =30€. Gasto de cada bombilla por hora: o8

., . 15
Gasto pedido: ?38><45><8=25650€

34. Para alimentar 6 vacas durante 17 dias se necesitan 240 kilos de alimento. ;Cuantos kilos de alimento se necesitan para
mantener 29 vacas durante 53 dias?
240 240 15

Solucion: Alimento de las 6 vacas por dia: — . Gasto de cada vaca por dia: ——=—
17 17x6 8

1
Gasto pedido: ?538><45><8=25650€
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35. Si 12 hombres construyen 40 m de tapia en 4 dias trabajando 8 horas diarias, ¢cuantas horas diarias deben trabajar 20
hombres para construir 180 m en 15 dias?

Solucién: Metros de tapia construidos por los 12 hombres por hora: %

. . . 40 5
Metros de tapia csonstrwdos por hombre y por hora: s = a8
Horas diarias: EZO X15x =180 = x = 3::8 = 5.76 horas. Tenemos que 0.76 X 3600 = 2736,
2736

luego son 5 horas y 2736 segundos. En minutos: o = 45.6 minutos. Tenemos que 0.6 X 60 = 36,
luego son 5 horas, 45 minutos y 36 segundos.

36. Con una cantidad de pienso podemos dar de comer a 24 animales durante 50 dias con una racién de 1 kg para cada uno.
¢ Cuantos dias podremos alimentar a 100 animales si la racion es de 800 g?
Solucion: Cantidad consumida por cada animal durante los 50 dias: 50 kg.
12

Cantidad de pienso: 24 x50 =1200 kg. Numero de dias: 0.8 x X 100 = 1200 = x = 08" 15

37. Para llenar un deposito se abren 5 grifos que lanzan 8 litros por minuto y tardan 10 horas. ¢Cuanto tiempo tardaran 7
grifos similares que lanzan 10 litros por minuto?
Solucién: Cantidad de litros que echan los 5 grifos en las 10 horas (capacidad del depésito. Suponemos que cada
grifo echa 8 I. por minuto): 600 x 40 = 24000.

Tiempo: 2470000 ~ 342.85 minutos.

38. Si 4 maquinas fabrican 2400 piezas funcionando 8 horas diarias. ¢Cuantas maquinas se deben poner a funcionar para
conseguir 7000 piezas durante 10 horas diarias?

2400
Solucion: Numero de piezas por maquina cada dia: e =600,

. . . . 600
Numero de piezas fabricadas por maquina y por hora: e 75.

. i 7000 28
Numero de maquinas: 75x10x =7000= x =0 "3 9,33...

Como el nimero de maquinas es entero, 10 maquinas.

3. REPARTOS PROPORCIONALES

39. Cinco personas comparten loteria, con 10, 6, 12, 7 y 5 participaciones respectivamente. Si han obtenido un premio de
18000 € 4 Cuanto corresponde a cada uno?

Solucién: Premio por participacion: % = 450. Al primero: 450 X 10 = 4500, al segundo: 450 x 6 = 2700, al
tercero: 450 x 12 = 5400, al cuarto: 450 X 7 = 3150, al quinto: 450 x 5 = 2250

40. Tres socios han invertido 20000 €, 34000 € y 51000 € este afio en su empresa. Si los beneficios a repartir a final de afio
ascienden a 31500€, ; cuanto corresponde a cada uno?
31500 _ 3

Solucién: Inversioén total: 20000+34000+51000=105000. Beneficio por euro de inversion: 105000 — 10°
Al primero: 2000 = 6000 €, al segundo: -~ 34000 = 10200 €, al tercero: —-51000 = 15300 €

41. La Unién Europea ha concedido una subvenciéon de 48.000.000 € para tres Estados de 60, 46 y 10 millones de
habitantes, ¢como debe repartirse el dinero, sabiendo que es directamente proporcional al nimero de habitantes?

Solucion: Numero total de habitantes: 60+46+10=116. Subvencién por habitante: f—fﬁ aproximadamente igual a 0.4.

Al primero: 0.4*60 = 24.8 millones de €,
al segundo: 0.4* 46 = 19.1 millones de €,
al tercero: 0.4*10= 4.1 millones de € (24.8 + 19.1 + 4.1 =48 €)
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42. Se reparte una cantidad de dinero, entre tres personas, directamente proporcional a 2, 5 y 8. Sabiendo que a la segunda
le corresponde 675 €. Hallar lo que le corresponde a la primera y tercera.

x  _x
2+5+8 15

Solucién: Cantidad por unidad:
Cantidad de dinero:i—: = g =675 =>x =3 X675 =2025.

Al primero: —2025 = 270 €, al tercero: 2025 = 1080 €.

43. Una abuela reparte 100 € entre sus tres nietos de 12, 14 y 16 afios de edad; proporcionalmente a sus edades. ;Cuanto
corresponde a cada uno?

. s . 100 100 _ 50
Solucién: Cantidad por afio: riaile = a2 = 21
) . 50 200 . 50 100 _ . 50 800 _
Al primero: o 12 = — = 28.57 € al segundo: o 14 = 5 = 33.33 € al tercero: o 16 = S

38.10 €

44. En un concurso se acumula puntuacién de forma inversamente proporcional al nimero de errores. Los cuatro finalistas,
con 10, 5, 2y 1 errores, deben repartirse los 2500 puntos. ; Cuantos puntos recibird cada uno?

Solucién: Si al primero se le da x, al seqgundo hay que darle 2 x (mitad de errores), al tercero 5 x (quinta parte de errores) y
al cuarto 10 x (décima parte de errores), conx +2 x+5x + 10 x = 18 x = 2500 =

X = % = %50 = 138.88... Al primero: 138.88... puntos, al segundo: %50 2 = 25% =277.77...
puntos, al tercero.'129ﬂ 5= 62% = 694.44. .. puntos, al cuan‘o;%50 10 = 2259 _ 1388.88. .. puntos

45. En el testamento, el abuelo establece que quiere repartir entre sus nietos 4500 €, de manera proporcional a sus edades,
12, 15y 18 afios, cuidando que la mayor cantidad sea para los nietos menores, ¢ cuanto recibira cada uno?

Solucién: Si al mayor le da x, al sequndo hay que darle % x= g x (tiene g = g de la edad del mayor) y al pequefio

18 3 . 12 2
X=X (tiene 53 de la edad del mayor), con:

x +§ x +; x = % x=4500 > x = 4530700 = 1216.1216... Al mayor: 1216.12 €, al segundo:

4530700 g = 34990 _ 1459.1459. .., luego hay que darle 1459.15 €, al pequerio:
45000 E __ 67500

= 1824.032.., luego hay que darle 1824.03 €. Quedarian por repartir 70 céntimos, que

37 2 37
se podrian repartir también proporcionalmente:
6 3 37 700 700 6 840
Xtox+ox=,x= 70 :;c =?1=518,...Almayor. 18 ¢, al segund 2T e T 22,.., luego
hay que darle 22 c, al pequefio 7003 1050 _ 28, ..., luego hay que darle 28 c. Quedarian por repartir 2

37 2 37
céntimos, que se pierden. En total el mayor recibe 1216.30 €, el sequndo 1459.37 €, el pequeiio 1824.31 €

46. Se reparte dinero inversamente proporcional a 5, 10 y 15; al menor le corresponden 3000 €. ;Cuanto corresponde a los
otros dos?

Solucién: Al segundo le corresponden 1500 € (ya que es el doble que el menor) y al mayor 1000 € (ya que es el triple
que el menor)
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47. Tres hermanos ayudan al mantenimiento familiar entregando anualmente 6000 €. Si sus edades son de 18, 20 y 25 afios
y las aportaciones son inversamente proporcionales a la edad, ¢ cuanto aporta cada uno?

e . .2
Solucién: Si el mayor aporta x, el sequndo aporta % x= ; x (tiene 2 = g de la edad del mayor) y el pequerio % X

(tiene g de la edad del mayor), con:

X +z x+ % x = % x=6000>x= 211630100 = 1648.832... El mayor: 1648.83 €, el segundo:
216000 5 _ 270090 _ 5061.068. .., luego aporta 2061.07 €, el pequefio:

131 4 131
211630100 g = 301030100 = 2290.076. .., luego aporta 2290.08 €. Quedan por aportar 2 c, que se pierden.

48. Un padre va con sus dos hijos a una feria y en la tdmbola gana 50 € que los reparte de forma inversamente proporcional
a sus edades, que son 15y 10 afios. ; Cuéntos euros debe dar a cada uno?

Solucién: Si al mayor le da X , al menor le da %x = %x (tiene %z% de la edad del mayor), con:

3 60
X+%X=§x=50:>x=%=20 . Al mayor: 20 €, al segundo: 320=?=30€

49. Calcula el precio del kilo de mezcla de dos tipos de café: 3.5 kg a 4.8 €/kg y 5.20 kg a 6 €/kg.

Solucion: Precio total: 3.5 x 4.8 + 5.2 X 6 = 48 €. Numero de kilos: 3.5 + 5.2 = 8.7.

160

Precio del kiIo:g =9 = 5.172... Es por tanto 5.17 €

50. ¢Cuantos litros de zumo de pomelo de 2.40 €/l deben mezclarse con 4 litros de zumo de naranja a 1.80 €/I para obtener
una mezcla a 2.13 €/1?

Solucion: Precio total: x 2.4 +4 x 1.8 = 2.4 x + 7. 2. Nimero de litros: x + 4. Precio del litro:

2'4xi:7'2=2.13=>2.4x+7.2:2.13x+8.52:0.27x= 1.32:x=%=%=4.88..-litros

51. Calcula la ley de una joya sabiendo que pesa 87 g y contiene 69 g de oro puro.

SI IR .@—E—O
olucion. 87 29 )

4. INTERES

52. Calcula el interés simple que producen 10.000 € al 3 % durante 750 dias.

10000¢3x750
36000

Solucion: 625€

53. ¢Qué capital hay que depositar al 1.80 % durante 6 afios para obtener un interés simple de 777.6 €?

Cx1.8x6 77760 _ 77760 _ 129600 _ 43200
=777.6=>C= = = =
100 1.8x6  1.8x6 18

Solucion: =7200¢€

54. Al'5 % de interés compuesto durante 12 afios, ¢cual sera el capital final que obtendremos al depositar 39500 €7

105

12
E) = 70936.30 €

Solucién: 39500 (
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CURIOSIDADES. REVISTA

<+ La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de kilos. Esta construida de hierro. Si
encargamos un modelo a escala de dicha torre, también de hierro, que pese solo un kilo, ;,qué altura tendra? ;Sera
mayor 0 menor que un lapiz?

Antes de empezar a calcular, da tu opinidn.
Solucién: Mayor que un lapiz. Mediria 1.5 m

1. Enuna pizzeria la pizza de 20 cm de diametro vale 3 euros y la de 40 cm vale 6 euros.  Cudl tiene mejor precio?

Solucion: Area de la primera: n10*=100r Area de la segunda: 207 =400r. Tiene mejor precio la segunda, porque
tiene el cuadruple de tamario de la primera y sélo vale el doble.

2. Vemos en el mercado una merluza de 40 cm que pesa un kilo. Nos parece un poco pequefia y pedimos otra un poco mayor, que
resulta pesar 2 kilos.  Cuanto medira?

Solucién: Al pesar el doble, no medira el doble sino 40 por la raiz ctbica de 2, aproximadamente igual a 1.26. Es decir,
medira 50.4 cm, jun poco mas!

3. Enun dia frio un padre y un hijo pequefio van exactamente igual abrigados, ¢Cual de los dos tendra mas frio?

Solucién: Suponemos que el abrigo necesario es directamente proporcional al tamario, por lo que el padre necesitaria
mas abrigo y tendra mas frio.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Copia en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad directa:

litros 8.35 0.75 1.5
euros 14 2.25 8
z , . . 2.25
Solucion: Razon de proporcionalidad: T
litros 8.35 14 0.75 15 8
3 3
= 4.666... = 2.666. .
euros 25.05 14 2.25 45 8

2. Estima cuantas personas caben de pie en un metro cuadrado. Ha habido una fiesta y se ha llenado completamente un
local de 400 m2, ; cuéntas personas estimas que han ido a esa fiesta?

Solucién: Supongamos que caben 12. Entonces han ido 400 x 12 = 4800
3. Cada semana pagamos 48 € en transporte. ¢ Cuanto gastaremos durante el mes de febrero?

Solucion: 48 x4 =192 €
4. Con 85 € hemos pagado 15 m de tela, ;cuanto nos costaran 23 m de la misma tela?

85x23 17x23

Solucion: =130,333.... Entonces cuesta 130.33 €

5. Para tapizar cinco sillas he utilizado 0.6 m de tela, ¢ cuantas sillas podré tapizar con la pieza completa de 10 m?

10 _ 300 _ §3.333... 83 sillas
6. Un camion ha transportado en 2 viajes 300 sacos de patatas de 25 kg cada uno. ¢ Cuéntos viajes seran necesarios para

transportar 950 sacos de 30 kg cada uno?

Solucion:

7500
Solucion: Kilos totales transportados:300 x 25 = 7500. Kilos por viaje: 5 =3750,

28500 570 38 . ..
350~ T 5 T 7.6, es decir, 8 viajes.

Kilos totales a transportar: 950 x 30 = 28500. Nimero de viajes:

7. Una edicion de 400 libros de 300 paginas cada uno alcanza un peso total de 100 kg. ¢ Cuantos kg pesara otra edicion de
700 libros de 140 paginas cada uno?

Solucién: Niumero de paginas totales primera edicién: 300 x 400 = 120000 .

Numero de paginas totales segunda edicion: 700 x140 = 98000 .

. .. 100x98000 245
Peso segunda edicion: ——— = — = 81. 66. .. kg.
120000 3

8. Sabiendo que la razon de proporcionalidad directa es k = 1.8, copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla:

Magnitud A 15.9 0.01

Magnitud B 6 0.1 10
Solucién:

Magnitud A 15.9 3.33... 0.055... 0.01 5.55...

Magnitud B 28.62 6 0.1 0.018 10

9. El modelo de teléfono mévil que costaba 285 € + VA esta ahora con un 15 % de descuento. ¢Cudl es su precio
rebajado? (IVA 21 %)

Solucién: Precio total: 285 % =57 % = 344.85.
Precio rebajado: 344.85 — 344.85 11750 = 344.85 % = 68.97 - = 293.1225, es decir: 293.12€
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10. Por retrasarse en el pago de una deuda de 1500 €, una persona debe pagar un recargo del 12 %. ¢Cuanto tiene que
devolver en total?

Solucién: 1500  + 1500 % = 1500 % —15x 112 = 1680 €

11. Siun litro de leche de 0.85 € aumenta su precio en un 12 %, ¢,cuanto vale ahora?

Solucién: 0.85 + 0.85 % ~0.85 % =0.17 X 5.6 = 0.952. Vale 0.95 €

12. ¢ Qué tanto por ciento de descuento se ha aplicado en una factura de 1900 € si finalmente se pagaron 1200 €?

100—x
100

:19(100—x)=12002>x=100—%=%0z36.84%

Solucién: 1900 — 1900 ﬁ =1900

13. Si unas zapatillas de 60 € se rebajan un 15 %, ¢,cual es el valor final?

Solucion: 60 — 60 - = 51 €
100

14. Al comprar un televisor he obtenido un 22 % de descuento, por lo que al final he pagado 483.60 €, ; cual era el precio del
televisor sin descuento?

.. 22 78 39 483.60x50
Solucion: x —x —=x —=x —=483.60 > x = —————

=620 €
100 100 50 39

15. Luis compré una camiseta que estaba rebajada un 20 % y pagé por ella 20 €. ;Cual era su precio original?

.z 20 80 4 20%5
Solucion: x —x —=x—=x-=20=>x = =25 €
100 100 5 4

16. Por liquidar una deuda de 35000 € antes de lo previsto, una persona paga finalmente 30800 €, ;qué porcentaje de su
deuda se ha ahorrado?

Solucién: 35000 — 35000 —- = 35000 —_* = 350 (100 —x) = 30800 =
— 100 30800 _ 84 — 129
= 350 7 -7
17. El precio de un viaje se anuncia a 500 € IVA incluido. ¢ Cual era el precio sin IVA? (IVA 21 %)
Solucion: x — x 2= x > = x 22 = 483.60 > x = 2200 _ 620 ¢
100 100 50 39

18. ;Qué incremento porcentual se ha efectuado sobre un articulo que antes valia 25 € y ahora se paga a 29 €?

Solucion: 25 + 25 —- = 25 1‘;‘;3" = “’2” =29 x=116—100 = 16 %

19. Un balneario recibié 10 mil clientes en el mes de julio y 12 mil en agosto. ;Cudl es el incremento porcentual de clientes de
julio a agosto?
100+x
100

Solucién: 10000 + 10000 ﬁ =10000 =100 (100 + x) = 12000 = x =120 - 100 = 20 %

20. Un mapa esta dibujado a escala 1 : 800000. La distancia real entre dos ciudades es 200 km. ;Cual es su distancia en el
mapa?

200 _ 1 _ 0.00025km = 25cm

Solucion: =
800000 4000

21. La distancia entre Oviedo y Corufia es de 340 km. Si en el mapa estan a 12 cm, jcual es la escala a la que esta
dibujado?
340

= 2833333.33... Escala1:2833333.33...
0.00012

Solucién:? = 0.00012 km = x =

22. Interpreta la siguiente escala grafica y calcula la distancia en la realidad para 21 cm.

I

0 3 6 9 12 km

Solucion: Cada centimetro en la escala son 3 km en la realidad. Entonces 21 cm corresponden a 21 x3 =63 km
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23. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla:

Tamafio en el dibujo Tamafio real Escala

20 cm largo y 5 cm de ancho 1:25000
10 cm 15 km
450 m 1:30000
Solucion:

Tamarfio en el dibujo Tamario real Escala
20 cm largo y 5 cm de ancho 5 km largo y 1.25 km de ancho 1:25000
10 cm 15 km 1:150000
1.5¢cm 450 m 1:30000

24. Copia en tu cuaderno, calcula la razon de proporcionalidad inversa y completa la tabla:
Magnitud A 8 7.5 35
Magnitud B 12 0.15 10

Solucién: k=12x7,5=90
Magnitud A 8 75 600 35 9
Magnitud B 11.25 12 0.15 25.71... 10

25. Determina si las siguientes magnitudes se encuentran en proporcion directa, inversa o en ninguna de ellas:

Velocidad a la que circula un coche y espacio que recorre
Dinero que tienes para gastar y bolsas de almendras que puedes comprar
Talla de zapatos y precio de los mismos
NUmero de miembros de una familia y litros de leche que consumen
Numero de entradas vendidas para un concierto y dinero recaudado
NUmeros de grifos que llenan una piscina y tiempo que esta tarda en llenarse
Edad de una persona y estatura que tiene
Numero de trabajadores y tiempo que tardan en hacer una valla
Edad de una persona y nimero de amigos que tiene
Solucion: a) Directa: a mayor velocidad, mas espacio se recorre
b) Directa: cuanto mas dinero tienes, mas bolsas te puedes comprar
¢) Directa: cuanto mas grandes mas cuestan, al tener mas cuero.
d) Directa: cuanto mas miembros tiene la familia mas leche consumen (suponiendo que les guste la leche a
todos por igual, en caso contrario no estan en proporcion)
e) Directa: cuanto mas vendes, mas recaudas.
f) Inversa: cuantos mas grifos, mas agua echan y menos tardan en llenarse.
g) No hay relacion: la estatura primero aumenta con la edad y luego disminuye.
h) Inversa: cuantas mas personas trabajen, mas pronto terminan.
i) No hay relacion: para el nimero de amigos no influye la edad.
26. ¢Qué velocidad deberia llevar un automévil para recorrer en 4 horas cierta distancia, si a 80 km/h ha tardado 5 horas y 15
minutos?

EACIC RIR-N =X

=

= =

.. 80x525
Solucion:

=105 km/h

BY NC 3SA
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27. Larazon de proporcionalidad inversa entre Ay B es 5. Copia en tu cuaderno y completa la tabla siguiente:

A 20 7 10.8
B 0.05 0.3

Solucién:
A 20 100 7 16.66... 10.8
B 0.25 0.05 0.71... 0.3 0.46...

28. En la granja se hace el pedido de forraje para alimentar a 240 cerdos durante 9 semanas. Si vende 60 cerdos, ¢ cuantas
semanas le durara el forraje? Y si en lugar de vender, compra treinta cerdos? ;Y si decide rebajar la racién una cuarta
parte con los 240 cerdos?

0x9 9 , . ,
=8 semanas. Si les da la cuarta parte de la racion, le durara ax9=36

240x
=12 semanas; x=

L, 24
Solucién: x=
semanas. Si se interpreta como que les da las tres cuartas partes de la racion porque ha quitado un cuarto, le

4
durara 3 x9=12 semanas.

29. Un granjero con 65 gallinas tiene maiz para alimentarlas 25 dias. Si vende 20 gallinas, ¢ Cuantos dias podra alimentar a
las restantes?

Solucion: x = 65:525 = %5 = 36.1...: 36 dias

30. Con 15 paquetes de 4 kg cada uno pueden comer 150 gallinas diariamente. Si los paquetes fueran de 2.7 kg, ¢ cuantos

necesitariamos para dar de comer a las mismas gallinas?

154 _ 890 _ 22.22..: 23 paquetes
2.7 27

31. Determina si las dos magnitudes son directa o inversamente proporcionales y completa la tabla en tu cuaderno:

Solucion: x =

A 24 8 04 6 50
B 3 9 180 20
Solucién: Son inversamente proporcionales, porque cuanto menor es A mayor es B.
A 24 8 04 6 3.6 50
B 3 9 180 12 20 1.44

32. Sila jornada laboral es de 8 horas necesitamos a 20 operarios para realizar un trabajo. Si rebajamos la jornada en media
hora diaria, ¢cuantos operarios seran necesarios para realizar el mismo trabajo?

8x20 _ 320

Solucion: x = e T s T 21.33...: 22 operarios

33. En un almacén se guardan reservas de comida para 100 personas durante 20 dias con 3 raciones diarias, ¢ cuantos dias
duraria la misma comida para 75 personas con 2 raciones diarias?

Solucion: Namero total de raciones diarias para 100: 3x100 =300 . Numero total de raciones diarias para 75:
2x75 =150 . Como son la mitad duraran el doble: 40 dias.

34. Si 15 operarios instalan 2500 m de valla en 7 dias. ;Cuantos dias tardaran 12 operarios en instalar 5250 m de valla?

250012 2000

2500
Solucién: Metros de valla por dia los 15 operarios: — Metros de valla por dia los 12 operarios: > 57

Dias que tardan% = % = 18.3...: 19 dias.
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35. En un concurso el premio de 168000 € se reparte de forma directamente proporcional a los puntos conseguidos. Los tres
finalistas consiguieron 120, 78 y 42 puntos. ; Cuéntos euros recibiran cada uno?

68000 168000 x78
=8400C€ . El segundo: TOX=54600 €,

Solucién: El primero:

168000 x 42
El tercero: ——————  =29400 €
240

36. Repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160, 140, 120.
160 140 120
ion: ] - 336—=128 +336——=112 + 336——=96
Solucioén: El primero: 120 . El segundo: 120 . El tercero: 220

37. Un trabajo se paga a 3120 €. Tres operarios lo realizan aportando el primero 22 jornadas, el segundo 16 jornadas y el
tercero 14 jornadas. ¢ Cuénto recibira cada uno?

22 16
Solucion: El primero: 31205—2=120><11=1320€ . El segundo: 31205—2=240><4=960€.

14
El tercero: 31205—2=120><7:840€

38. Repartir 4350 en partes inversamente proporcionales a 18, 30, 45.

1 1 1 15 9 6 15 4350
jon: —+—+—=——+—+— imero: 4350—=——=2175
Solucion: 1813073 270 270 270.Elprlmero. 30 2 .

9 3
El segundo: 4350 =4350--=1305 E/ fercero: 4350 - = 435 x 2 = 870
30 10 30

39. Mezclamos 3 kg de almendras a 14 €/kg, 1.5 kg de nueces a 6 €/kg, 1.75 kg de castafias 8 €/kg. Calcula el precio final del
paquete de 250 g de mezcla de frutos secos.

Solucion: Precio total: 3 x 14 + 1.5 X 6+ 1.75 X 8 = 42 + 9 + 14 = 65 €. Precio por kg:

65 65 . .104
m = %25 10. 4. Precio del paquete: T 2.6 € 2€y 60 c.

40. Calcula el precio del litro de zumo que se consigue mezclando 8 litros de zumo de pifia a 2.5 €/1, 15 litros de zumo de
naranja a 1.6 €/l y 5 litros de zumo de uva a 1.2 €/I. ; A cuanto debe venderse una botella de litro y medio si se le aplica
un aumento del 40 % sobre el precio de coste?

Solucién: Precio total: 8 x 2.5+ 15x 1.6 + 1.2 X 5 = 20 + 24 + 6 = 50 €. Precio por litro:

>0 =0 1.785...: 1.78 €. Precio de coste de la botella: 1.78 + 178 . 1.78+0.89 = 2.67
(8+15+5) 28 2

Precio de la botella: 2. 67 + 2. 67110 = 2. 67% — 3.738:3.74€

41. Para conseguir un tipo de pintura se mezclan tres productos 5 kg del producto X a 18 €/kg, 19 kg del producto Y a 4.2
€/kg y 12 kg del producto Z a 8 €/kg. Calcula el precio del kg de mezcla.

Solucion: Precio total: 5 x 18 + 19 X 4.2 + 12 X 8 = 90 + 79.8 + 96 = 265. 8 €. Precio por kg:

2658 _ 26538

= = 7.3833...:7.38 €.
(5+19+12) 36

42. Cinco personas comparten un microbus para realizar distintos trayectos. El coste total es de 157.5 € mas 20 € de
suplemento por servicio nocturno. Los kildmetros recorridos por cada pasajero fueron 3, 5, 7, 8 y 12 respectivamente.
¢,Cuanto debe abonar cada uno?

Solucion: Primero: 177. 5:—5 = 35.5 % = 15.214...: 15.21 €. Segundo: 177. 5% = LZS = 25.357...:25.36 €.
Tercero: 177. 53—75 = L;S = 35.5 €. Cuarto: 177. 5% = 35.5 g = 40.571...:40.57 €.
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43. Se ha decidido penalizar a las empresas que mas contaminan. Para ello se reparten 2350000 € para subvencionar a tres
empresas que presentan un 12 %, 9 % y 15 % de grado de contaminacién. ¢ Cuanto recibira cada una?

ions L 1,1 _ 15 20 12 i . 15 _ —
Solucién: 275715 = 180 T 180 T 180" La primera: 2350000 e 50000 x 15 = 750000 €.

La segunda: 2350000 g = 50000 x 20 = 1000000 €.

La tercera: 2350000 % = 50000 x 12 = 600000 €

44. Un lingote de oro pesa 340 g y contiene 280.5 g de oro puro. ¢ Cuél es su ley?

.. 2805 561
Solucion: —= = — =0.82...
340 680

45. ;Cuantos gramos de oro contiene una joya de 0.900 de ley, que se ha formado con una aleacién de 60 g de 0.950 de ley
y 20 g de 0.750 de ley?

Solucién: 60 x 0.95 + 20 x 0.75 = 72 g (Observa que no hace falta el dato de los 0.900 de ley, esta implicito en
lo siguiente)

46. ;Qué capital hay que depositar al 3.5 % de rédito en 5 afios para obtener un interés simple de 810 €?

C35x5 81000
= C =
100 3.5x5

Solucion: 810 = = 4628.571....4628.57 €

47. ;Cual es el capital final que se recibira por depositar 25400 € al 1.4 % en 10 afios?

25400x1.4x10
100

Solucion: Interés: = 2540 x 1.4 = 3556. Capital final: 25400 + 3556 = 28956 €

48. ;Cuantos meses debe depositarse un capital de 74500 € al 3 % para obtener un interés de 2980 €?

74500%x3 t 2980%x1200
=2980 >t = ——— = 16 meses.
1200 74500%x3

Solucion:

49. Al 3 % de interés compuesto, un capital se ha convertido en 63338.5 €. ; De qué capital se trata?

Solucion: Supongo que se ha convertido al cabo de un ano. Entonces:

3 108~ 63338.5 > ¢ = 33383100 _ 01493, 689...: 61493.69 €

c+cC =
100 100 103

50. En la construccion de un puente de 850 m se han utilizado 150 vigas, pero el ingeniero no estd muy seguro y decide
reforzar la obra afiadiendo 50 vigas mas. Si las vigas se colocan uniformemente a lo largo de todo el puente, a qué
distancia se colocaran las vigas?

Solucién: Supongo que se ha reconstruido el puente poniendo las 200 vigas a igual distancia. Entonces la distancia
850 17

—=—=4.25m

200 4

51. En un colegio de primaria se convoca un concurso de ortografia en el que se dan varios premios. El total que se reparte
entre los premiados es 500 €. Los alumnos que no han cometido ninguna falta reciben 150 €, y el resto se distribuye de
manera inversamente proporcional al nimero de faltas. Hay dos alumnos que no han tenido ninguna falta, uno ha tenido
una falta, otro dos faltas y el Ultimo ha tenido cuatro faltas, ;cuanto recibira cada uno?

Solucién: Los dos sin faltas: 150 € cada uno. Quedan por repartir: 500 — 300 = 200 €.

1,1,1_4,2 1 . 4 _ 800 _ ,
I+E+Z = Z+Z+Z' El de una falta: 200 ST = 114.285...: 114.29 €.

El de dos faltas: 200 % - @ — 57.142..:57.14 €. El de cuatro faltas: 200 % - @ —28.571..:28.57€

52. El capital inicial de un depdsito asciende a 82 000 €. El tanto aplicado es el 3 % a interés compuesto durante 5 afios.
Calcula el capital final. Puedes usar la Hoja de calculo.

Solucion: En la Hoja de calculo Interés Compuesto.

53. Un empleado desea conocer qué cantidad recibira después de 20 afios si al principio de cada uno de ellos entrega 2 000
euros. Puedes usar la Hoja de célculo.

Solucién: En la Hoja de calculo Interés Compuesto.
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54. El ayuntamiento de una ciudad ha emitido un empréstito de 300 000 €, que abona al 6 % de interés compuesto y que
desea. Puedes usar la Hoja de célculo.

Solucién: En la Hoja de calculo Interés Compuesto.

AUTOEVALUACION

1. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad directa son:

A 10 0.25 0.1 100
B 50 5
a) 612.5; 1000; 0.0005; 0.5 b) 1.25; 2.5; 125; 0.125  ¢) 62; 500; 0.005; 0.05
Solucién: a) Constante: % = S_TO =200
A 10 ’ 0.25 0.025 0.1 100
B 2000 50 5 20 20000
a) 2000; 0.025; 20; 20000 b) 2000; 0.25; 2; 20000  c) 1000; 0.025; 10; 10000
2. Con 500 € pagamos los gastos de gas durante 10 meses. En 36 meses pagaremos:
a) 2000 € b) 1900 € c) 1800 € d) 1500 €.

Solucién: ¢)
3. Un articulo que costaba 2000 € se ha rebajado a 1750 €. El porcentaje de rebaja aplicado es:
a)10 % b) 12.5 % c) 15.625 % d) 11.75 %
Solucion: b)
4, Para envasar 510 litros de agua utilizamos botellas de litro y medio (no hace falta este dato). ;Cuantas botellas
necesitaremos si queremos utilizar envases de tres cuartos de litro?
a) 590 botellas b) 700 botellas ¢) 650 botellas d) 680 botellas
Solucién: d)
5. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad inversa son:

A 5.5 10 11
B 20 0.5 0.1
a) 40; 200; 11.5; 1000 b) 11; 200; 20; 300 c) 11; 220; 10; 1100 d) 40; 220; 10; 500

Solucion: c)
6. Tres agricultores se reparten los kilogramos de la cosecha de forma proporcional al tamafio de sus parcelas. La mayor, que
mide 15 ha recibido 30 toneladas, la segunda es de 12 ha y la tercera de 10 ha recibiran:
a)24ty20t b)20ty 24 t c)24t y18t d)25ty 20t

Solucién: a)
7. Laescala a la que se ha dibujado un mapa en el que 2.7 cm equivalen a 0.81 km es:

a) 1:34000 b) 1: 3000 c) 1:30000 d) 1:300
Solucion: c)
8. Con 4 rollos de papel de 5 m de largo, puedo forrar 32 libros. ¢Cuantos rollos necesitaremos para forrar 16 libros si

ahora los rollos de papel son de 2 m de largo?

a) 3 rollos b) 5 rollos c) 4 rollos d) 2 rollos
Solucion: b)
9. El precio final del kg de mezcla de 5 kg de harina clase A, a 1.2 €/kg, 2.8 kg clase B a 0.85€/kg y 4 kg clase C a 1 €/kg es:

a)1.12€ b) 0.98 € c)1.03€ d)1.05€

Solucién: d)
10. La ley de una aleacion es 0.855. Si el peso de la joya es 304 g, la cantidad de metal precioso es:

a) 259.92 g b) 255.4 ¢ ) 24894 d) 306 g
Solucion: a)
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CAPITULO 7: SEMEJANZA
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. FIGURAS SEMEJANTES

1. Mide tu altura en una foto y calcula el factor de semejanza.

Solucién manipulativa y abierta: Por ejemplo, altura 160 cm. Foto 16 cm. Factor de semejanza 10X.

2. El diametro de un melocoton es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 8 cm. Calcula el volumen del melocotdn,
suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. ;Cual es la razén de proporcionalidad entre el volumen
del melocoton y el del hueso?

Solucion: V= (47)/3; Vuy = (4*7)/3*; VwVy =

3. En la pizzeria tienen pizzas de varios preC|os. 3 €, 6€y9E£ Los diametros de estas pizzas son: 15 ¢cm, 20 cmy 30 cm,
¢.cual resulta mas econdmica? Calcula la relacion entre las &reas y compérala con la relacion entre los precios.

Solucién: Las razones de proporcionalidad entre los precios son de 2 y 3, y entre las areas de 16/9 y 4.

P1=75zcm?; P2=66.6 zcm?; P3=100 zcm?;
La mas barata es la pizza 3.

4. Una maqueta de un depbsito cilindrico de 1000 litros de capacidad y 5 metros de altura, queremos que tenga una

capacidad de 1 litro. ; Qué altura debe tener la maqueta?

Solucion: Altura = 1/2 m.

2. EL TEOREMA DE TALES

5. En una foto hay un nifio, que sabemos que mide 1,5 m, y un edificio. Medimos la
altura del nifio y del edificio en la foto, y resultan ser: 2 cmy 10 cm. ;Qué altura tiene
el edificio? Comprobacion: ¢ El resultado te parece real? ¢Es posible que un edificio
tenga esa altura?

Solucioén: El edificio mide 7.5 m. Es un poco bajo pero perfectamente valido.

6. Se dibuja un hexagono regular. Se trazan sus diagonales y se obtiene otro hexagono
regular. Indica la razén de semejanza entre los lados de ambos hexagonos.

Solucién: La razén de semejanza entre los lados es k= /3 y entre las areas es k?= 3. Si el 4rea del hexagono grande

es 1, la del pequeno es 1/3.

7. En un tridngulo regular ABC de lado 1 ¢cm, trazamos los puntos medios, My N, de dos de sus lados. Trazamos las rectas
BNy CM que se cortan en un punto O. ;Son semejantes los triangulos MON'y COB? ;Cual es la razén de semejanza?
¢ Cuanto mide el lado MN?

Solucion: Si son semejantes pues las rectas MN y BC son paralelas. La razon de semejanza es k = 1/2;

MN mide 1/2 cm.

8. Una piramide regular hexagonal, de lado de la base 3 cm y altura 10 cm, se corta por un plano a una distancia de 4 cm
del vértice, con lo que se obtiene una nueva piramide. ¢ Cuanto miden sus dimensiones?

Solucién: Altura = 4 cm; Lado de la base = 1.2 cm.

9. Sean ABC y AED dos triangulos en posicion Tales. Se sabe que AB=7m, BC=5m, AC=4 my AD = 14 m. Calcula las
dimensiones de AED y su perimetro.

Solucién: Hay dos soluciones, segtn dibujemos los triangulos: Solucion 1: AE = 24.5 m. AD = 14 m. DE = 17.5 m.

Perimetro = 56 m. Solucién 2: AE = 8 m. AD = 14 m. DE = 10 m. Perimetro = 32 m.

10. Reto: Utiliza una hoja en blanco para demostrar el teorema de Tales sin ayuda. No hace falta que utilices el mismo
procedimiento que el libro. Hay muchas maneras de demostrar el teorema.

Solucion manipulativa y abierta:

11. Sean O, Ay B tres puntos alineados y sean O, C, D otros tres puntos alineados en una recta diferente a la anterior. Se

verifica que % = (O)_g ¢ Podemos asegurar que el segmento AC es paralelo al segmento BD? Razona la respuesta.

OA _0OC _AC
Solucién: No, en este caso pueden no ser rectas paralelas y que no se verifique que — = —

OB OD BD
12. Sean O, Ay B tres puntos alineados y sean O, C, D otros tres puntos alineados en una recta diferente a la anterior. Se

verifica que g_A oc _AC . ¢Podemos asegurar que el segmento AC es paralelo al segmento BD? Razona la

oD BD
respuesta.
Solucioén: Si. Los triangulos estan en posicién Tales.
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13. Sidivides el segmento AB en 6 partes iguales. Busca la relacion de semejanza entre el sexto segmento y el tercero.
Solucion: Los triangulos sexto y tercero estan en posicion Tales. La razén de semejanza entre ellos es 2. El triangulo
4 y el 5 estan en proporcion de 4/5. De hecho los triangulos i y j estan en proporcion de i /j

14. Dibuja en tu cuaderno un segmento y dividelo en 5 partes iguales utilizando regla y compéas. Demuestra que, utilizando el
teorema de Tales los segmentos obtenidos son, en efecto, iguales.

Solucién manipulativa y gréfica:

15. Dibuja en tu cuaderno un segmento de 7 cm de longitud, y dividelo en dos segmentos que estén en una proporcién de
3/5.

Solucion manipulativa y gréfica:

16. Dibuja en tu cuaderno una recta numérica y representa en ella los siguientes fracciones:
a)1/2 b) 5/7 c) —3/8 d) 5/3

Solucién manipulativa y gréfica:

3. SEMEJANZA DE TRIANGULOS

17. Indica si son semejantes los siguientes pares de triangulos:
a) Un angulo de 60° y otro de 40°. Un angulo de 80° y otro de 60°.
b) Triangulo isdsceles con &ngulo desigual de 80°. Tridngulo isésceles con angulo igual de 50°.
c)A=30°b=8cm,c=10cm.A=30°% b =4cm,¢c =5cm
da=7cm,b=8cm,c=12cm.a’=14cm, b’=16cm,c’=25cm
Solucion: a) SI por tener los dngulos iguales: 60 + 40 + 80 = 180. b) Si por tener angulos iguales: 80 + 50 + 50 = 180.
c) Si por tener 1 angulo igual y 2 lados proporcionales. d) NO. Los lados no son proporcionales.
18. Calcula el valor desconocido para que los tridangulos sean semejantes:
a)a=12cm,b=15cm,c=10cm.a'=5cm, § b’ ¢?
b)A=37°b=10cm,c=12cm. A’=37° b'=10cm, ;c?

Solucion: a) b’= 25/4 cm; ¢’= 25/6 cm; b)c’=12cm.

19. Un tridngulo tiene lados de 12 cm, 14 cm y 8 cm. Un tridngulo semejante a él tiene un perimetro de 80 c¢m. ¢ Cuanto
miden sus lados?

Solucion: Miden 28.2 cm, 32.9 cm y 18.8 cm.

20. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 3 y 4 cm, ¢ cuanto mide la altura sobre la hipotenusa?

Solucién: h= 3 ~3.46.

21. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 3 y 4 cm, ;cuanto mide la proyeccion sobre la hipotenusa de cada uno de
esos catetos?

Solucién: SiA=90°% b=3; c=4.Laproyeccion de c es 9/5, la de b vale 16/5.

22. Dibuja los tres triangulos semejantes para el triangulo rectangulo de catetos 3y 4 en posicién de Tales.

Solucion manipulativa y grafica:

23. Dibuja un pentagono GHIJK del mismo modo que has construido el ABCDE con la condicion de que la longitud de sus
lados sea el triple del que ya esta construido. Para facilitar la tarea puedes activar la cuadricula y mover los puntos
iniciales.

a) Calcula las areas de los triangulos HJG y GHL, su razén de semejanza, el cociente entre sus areas y el cuadrado de la razén de
semejanza.

A

‘\\.\ J,.l \‘
.}.\ \ { g D
) s,
— \
y
Area ABD = 3 07768 Ares OHL = 5 B3SET

. HEe E c
Area ABF = | 17547 Wt g sz " LA Area HUG = 2% 88380 E »

Cociarta de dewws = 261800
Cusdrusy de 13 (82N de semeanrs ©

b) Comprueba que la razén de semejanza, el cociente entre las areas y el cuadrado de la razén de
semejanza de los triangulos GHJ y GHL del pentdgono GHIJK coinciden con las de los triangulos ABD y
ABF del pentagono ABCDE. A B
Solucién gréafica y manipulativa. Utiliza Geogebra o similar. El lado del pentagono
pequerio mide 2 y del grande 6, luego k = 3, La razén de semejanza entre las areas es 9.
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24. Calcula las areas de los dos pentadgonos anteriores y relaciona su cociente con el
cuadrado de la razdn de semejanza.

Solucién: El area es el cuadrado de la razén de semejanza. Por ejemplo, si un pentagono
tiene de lado 2 y otro 6 la proporcion es 3 y la de las areas es 32=9.

25. Otros triangulos del pentagono. Investiga si los triangulos AFE y BDF son semejantes y
si lo son calcula su razén de semejanza, el cociente entre sus areas y compara este resultado
con el cuadrado de la razon de semejanza.

Solucién: Si lo son. La razén de semejanza es @ = 1.618... y la relacién

entre las areas es ®?=2.62. La segunda es el cuadrado de la primera (si se toman todos los
decimales) i

26. Pentagono dentro de un pentagono. Dibuja el pentdgono FGHIJ que se forma en el pentagono ABCDE ~
al trazar sus diagonales ambos son semejantes porque son poligonos regulares. Calcula la razén de ik
semejanza y el cociente entre sus areas. Observa los triangulos AGF y ABD 4 son semejantes?

Solucién: jYa sabes! La estrella pitagérica, la de 5 puntas, y por ello el pentagono regular, son

figuras relacionadas con el nimero de oro, ® = 1.618... El cociente entre dos longitudes
consecutivas de la estrella es, siempre, ®. La razon entre las areas es ®?=2.62...

27. Observa los pentagonos regulares de la figura: a) ¢Son todos semejantes? b) Te parece que el proceso de dibujar
pentagonos dentro de pentagonos es infinito ;,Por qué? c) ¢Cual es la sucesién de las razones de semejanza entre el
pentdgono mayor y cada uno de los siguientes?

Solucién: a) Si, son semejantes. b) No hay razén tedrica para que tenga que para que pararse (si bien obviamente
sera complicado dibujar pentagonos mas pequefios que un atomo). c¢) La relacion entre los lados de los
pentagonos es @ = 1.618..., o si dividimos el mayor por el menor: 1/@®= 5= 0.38.... La sucesion es, por
tanto 0.38, 0.382 0.38%, 0.38¢ ... es decir 0.38, 0.1444, 0.054872, 0.02085136...

CURIOSIDADES. REVISTA

Algunos problemas

e Calcula la altura de la Piramide de Keops sabiendo que su sombra mide 175.93 metros y que al mismo tiempo la sombra
de un baston de altura un metro, mide 1.2 metros.

Solucion: k= 1.2; Altura 211.116 m.

o (Calcula la altura de un arbol sabiendo que su sombra mide 15 metros y que al mismo tiempo la sombra de un palo de
altura un metro, mide 1.5 metros.

Solucién: k = 1.5; altura = 22.5 m. _ _ b B = Arbol 2

o Unos exploradores encuentran un rio y quieren construir una pasarela para %
cruzarlo, pero, ¢,cémo conocer la anchura del rio, si no podemos ir a la otra i\
orilla? jPiensa! jPiensa! Seguro que se te ocurren muchas buenas ideas,
mejores que la que te vamos a comentar a continuacion.

Solucién: Buscas en la orilla opuesta dos arboles, (o dos rocas, 0 ...), Ay wo
B. Colocandote en tu orilla perpendicular a ellos, marcas dos
senales, (Senal 1y Sefal 2), y mides asi la distancia entre esos ¢ =Sefial 1 D = Sefial 2
dos arboles. Ahora midiendo angulos dibujas dos triangulos +
semejantes. Uno, en tu orilla, lo puedes medir, y por semejanza 5 B

de triangulos calculas los lados del otro.

e Imagina que la distancia CD es de 10 metros, que A’'B’ mide 2 metros y que
OB’ = 2.5 m. ;Cuanto mide OB? Si OD mide 5 metros, ¢cuanto mide la O aeronin
anchura de rio?

Solucién: Anchura=7.5m

iPiensa! jPiensa!

e ;Como podrias conocer a qué distancia
de la costa esta un barco?

Solucién: Hay muchas formas. Una podria ser: Medimos los lados de una escuadra y la colocamos sobre el suelo.
Prolongamos un lado hasta ver el barco en esa visual. Sobre la tierra prolongamos el otro lado de la
escuadra hasta ver de nuevo al barco bajo el lado de la escuadra, medimos la distancia y resolvemos el
triangulo.

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO. www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Figuras semejantes

1. Busca fotografias, planos, fotocopias, figuras a escala, etc. toma medidas y determina las razones de semejanza. Calcula
las medidas reales y comprueba que la razén de semejanza obtenida es correcta.
Solucién manipulativa y abierta. Practica personal.
2. Enun mapa de carretera de escala 1:3000 la distancia entre dos ciudades es de 2.7 cm. Calcula la distancia real entre
dichas ciudades.
Solucién: D=81m.
3. Un microscopio tiene un aumento de 500X, ;qué tamafio tiene la imagen que se ve por el objetivo si observamos un
paramecio de 0.034 mm de didmetro?
Solucién: 17 mm.
4. Pericles muri6 de peste en el afio 429 a. C. Consultado el oraculo de Apolo debian construir un altar en forma de cubo
cuyo volumen duplicara exactamente el que ya existia. ;Cual debia ser la razén de proporcionalidad de los lados? ;Es
posible construir exactamente un cubo con dicha razé6n?

Solucion: k = 32 . No se puede construir exactamente pues ¥2 no es un niimero racional.

5. En una fotografia una persona que sabe que mide 1.75 m tiene una altura de 2.3 cm. Aparece un arbol que en la
fotografia mide 5.7 ¢cm, ; cudnto mide en la realidad?

Solucion: Altura = 4.3369 m

6. ¢Cuanto mide el lado de un icosaedro cuya superficie es el triple del de otro icosaedro de lado 4 cm?

Solucion: lado = 443 ~6.9 cm.

7. Suponemos que un melocotdn es una esfera, y que su hueso tiene un didmetro que es un tercio del del melocotdn.
¢,Cuanto es mayor la pulpa del melocotén que su hueso?

Solucién: Pulpa del melocotdn es 26 veces su hueso.

8. ¢Son semejantes todos los cuadrados? ;Y todos los rombos? ;Y todos los rectangulos? ;Cuando son semejantes dos
rombos? ¢ Y dos rectangulos?

Solucion: Todos los cuadrados son semejantes, Los rombos y los rectangulos, no. Dos rombos son semejantes si

tienen sus angulos iguales. Dos rectangulos son semejantes si sus lados son proporcionales.

9. El area de un rectangulo es 10 cm?, y uno de sus lados mide 2 cm, ;qué area tiene un rectangulo semejante al anterior
en el que el lado correspondiente mide 1 cm? ; Qué perimetro tiene?

Solucion: Area= 2.5 cm?. Perimetro =7 cm.

10. ;Son semejantes todas las esferas? ;Y los icosaedros? ¢Y los cubos? ;Y los dodecaedros? ¢ Cuando son semejantes
dos cilindros?

Solucion: Todas las esferas son semejantes, todos los icosaedros, todos los cubos, y todos los dodecaedros. Pero

todos los cilindros, no. Lo son si sus dimensiones, radio de la base y altura, son proporcionales.

11. La arista de un octaedro mide 7.3 cm, y la de otro 2.8 ¢cm,  Qué relacién de proporcionalidad hay entre sus superficies?
¢ Y entre sus volumenes?

Solucion: k = 2.6; Superficies: k= 6.79; Volumen: k* = 17.7.

12. La medida normalizada A$ tiene la propiedad de que partimos el rectangulo por la mitad de su parte mas larga, el
rectdngulo que se obtiene es semejante al primero. Duplicando, o dividiendo se obtienen las dimensiones de los
rectangulo A1, A2, A3, A4, A5.... El rectdngulo A4 mide 29.7 cm x 21 cm. Determina las medidas de A3 y de A5.

Solucion: A3: 42 cm y 29.7 cm; A5: 21 cm y 14.85 cm.

13. Dibuja un pentagono regular y traza sus diagonales. Tienes un nuevo pentagono regular. ;Cuél es la razén de
semejanza?

Solucion grafica: Pentagono regular y estrella son las figuras aureas. La razén de semejanza es el numero de oro,

luego P2/P1= @y Razén P1/P2 = 0.382/1=1/®.

14. Dibuja en tu cuaderno un pentagono regular y traza sus diagonales. ¢ Cuanto miden los angulos del triangulo formado por
un lado del pentagono y las dos diagonales del vértice opuesto? Este triangulo se denomina triangulo aureo, pues al
dividir el lado mayor entre el menor se obtiene el numero de oro. En la figura que has trazado hay otros triangulos
semejantes al &ureo, ¢qué relacion de proporcionalidad hay entre ellos?

Solucion: 72° 72° y 36°. La relacién de proporcionalidad es el numero de oro, ®.

15. El mapa a escala 1:1500000 de una regi6n tiene un area de 1600 cm?, ;cuanto mide la superficie verdadera de dicha
region?

Solucion: 360 000 km2,
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16. Eratostenes de Alejandria (276 — 196 a. C.) observo que en Siena la direccion de los rayos solares era perpendicular a la
superficie de la Tierra en el solsticio de verano. Viajé siguiendo el curso del Nilo una distancia de 790 km (5 mil estadios)
y midi6 la inclinacion de los rayos del sol en el solsticio de verano en Alejandria que era de o = 7° 12", Utilizé la
proporcionalidad: 21TR/790 = 360° o, para determinar el radio de la Tierra. § Qué obtuvo?

Solucion: R = 628.62 km.

17. Tenemos un conjunto de rectangulos de lados: A: 4y 7,B:2y5,C:8y14,D:4y 10, E: 3y 7, F: 9y 21. Indica cuales son
semejantes. Dibuja y recorta el rectangulo A, y dibuja el resto de rectangulos. Superpon el rectangulo A con los otros
rectangulos y explica que observas con el que es semejante. ;Qué longitud tiene el otro lado de un rectangulo semejante
a A cuyo lado menor mida 10 cm?

Solucion manipulativa y grafica: Semejantes Ay C, By D; E y F; Dibujar y observar; Lado = 17.5 cm.

El teorema de Tales

18. Divide un segmento cualquiera en 5 partes iguales utilizando el teorema de Tales. ;Sabrias hacerlo por otro
procedimiento exacto?

Solucién manipulativa y grafica:

19. Divide un segmento cualquiera en 3 partes proporcionales a 2, 3, 5 utilizando el teorema de Tales.

Solucién manipulativa y gréfica

20. Si alguien mide 1.75 my su sombra mide 1 m, calcula la altura del edificio cuya sombra mide 25 m a la misma hora.

Solucién: Altura = 43.75 m.

21. Un recténgulo tiene una diagonal de 75 m. Calcula sus dimensiones sabiendo que es semejante a otro rectangulo de
lados 36 my 48 m. c 8

Solucién: Lados 45 m. y 60 m. ‘

22. Sean OAC y OBD dos tridngulos en posicion Tales. El perimetro de OBD es 200
cm, y OA mide 2 cm, AC mide 8 cm y OC mide 10 cm. Determina las longitudes de
los lados de OBD.

Solucién: OB =20 cm; BD =80 cm; OD =100 cm;

23. En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la que aparece dibujado un triangulo rectangulo ABC, de lados a = 60,
b =45y c= 75, subdividido en 4 tridngulos rectdngulos menores ACD, CDE, DEF y EFB, y el escriba ha calculado la
longitud del lado AD. Utiliza el teorema de Tales para determinar las longitudes de los segmentos AD, CD, DE, DF, EB,
BF y EF. Calcula el &rea del triangulo ABC'y de los triangulos ACD, CDE, DEF y EFB.

Solucién: DA = 27 cm; CD = 36 cm; ... Area ABC = 1350 cm?; Area ACD = 486 cm?....

Semejanza de triangulos
24. Eltriangulo rectangulo ABC tiene un angulo de 54° y otro triangulo rectangulo tiene un angulo de 36°. ;Podemos asegurar
que son semejantes? Razona la respuesta.
Solucién: Como 54 + 36 = 901, si podemos asegurar que son semejantes pues tienen los 3 angulos iguales: 90° 36° y
54°.
25. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 25 cm y la altura sobre la hipotenusa mide 10 cm, ¢ cuanto miden los
catetos?
Solucion: b= 11.18 cm. c= 22.18 cm.
26. Indica si son semejantes los siguientes pares de triangulos:
a) Un angulo de 50° y otro de 40°. Un angulo de 90° y otro de 40°.
b) Tnangulo isosceles con angulo desigual de 40°. Tnangulo isosceles con un angulo igual de 70°.
c)A=72°,b=10cm,c=12cm. A=72°,b'=5cm, ¢’ =6 cm.
da=7cm,b=5cm,c=8cm.a’=21cm, b’=15¢cm, ¢’=24 cm.
Solucién: a) Si, tienen los 3 angulos iguales pues 50 + 40 + 90 = 180;
b) Si, por tener los 3 angulo iguales, pues 40 + 70 + 40 = 180°;
¢) Si, tienen un angulo igual y los lados proporcionales, con k = 2; d) Si, pues tienen los 3 lados
proporcionales, con k = 3.
27. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:
a)a=12cm,b=9cm,c=15¢cm.a'=8cm, b’ c?
b)A=45° b=6cm,c=4cm. A’=45° b'=24 cm, ;c*?
Solucion: a) b’=6 cm; ¢’=10cm; b) ¢’= 16 cm.
28. Las longitudes de los lados de un tridngulo son 7 cm, 9 cm y 10 cm. Un tridngulo semejante a él tiene un perimetro de 65
cm. ¢ Cuanto miden sus lados?
Solucion: 17.5 cm; 22.5cm y 25 cm.
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29. La sombra de un edificio mide 23 m, y la del primer piso 3 m. Sabemos que la altura de ese primer piso es de 2,7 m,
cuanto mide el edificio?

Solucion: Altura del edificio = 20.7 m.

30. Demuestra que en dos triangulos semejantes las bisectrices son proporcionales.

Solucion: Todos los triangulos que se forman son semejantes.

31. Un triangulo rectangulo isdsceles tiene la hipotenusa de longitud 9 cm, igual a un cateto de otro triangulo semejante al
primero. Cuanto valen las areas de ambos triangulos?

Solucion: Areas = 81/4 = 20.25 cm?; Area, = 40.5 cm>.

32. Uniendo los puntos medios de los lados de un tridngulo se obtiene otro tridngulo. ;Son semejantes? ;Qué relacién hay
entre sus perimetros? ;Y entre sus areas?

Solucién: Son semejantes. El perimetro es la mitad del triangulo original y el area, la cuarta parte.

33. La altura y la base de un tridngulo isdsceles miden respectivamente 7 y 5 cm; y es semejante a otro de base 12 cm. Cal-
cula la altura del nuevo tridngulo y las areas de ambos.

Solucion: Altura = 16.8 m. Area;= 17.5m? Area;=100.8 m2.

34. Los triangulos siguientes son semejantes. Averigua la medida de los angulos que faltan sabiendo que:

a) Son rectangulos y un angulo del primer triangulo mide 52°.
b) Dos angulos del primer triangulo miden 30° y 84°.
Solucion: a) 90°, 52° y 38° b) 30°, 84° y 66°.
35. Los triangulos siguientes son semejantes. Averigua las medidas que faltan sabiendo que:
a) Los lados del primer triangulo miden 10 m, 15 my z m. Los del segundo: xm, 9 my 8 m.
b) Los lados del primer triangulo miden 4 m, 6 my 8 m. Los del segundo: 6 m, xmy zm.
c) Unlado del primer triangulo mide 12 cm y la altura sobre dicho lado 6 cm. El lado correspondiente del segundo mide
9cm, y la altura x cm
d) Un tridngulo is6sceles tiene el &ngulo desigual de 35° y el lado igual de 20 cm y el desigual de 7 cm; el otro tiene el
lado igual de 5 cm.  Cuanto miden sus otros lados y angulos?
Solucién: a) z=40/3=13.333... m; x=6m; b) x=9m; z=12m; ¢) x = 9/2 = 4.5 cm; d) Lado desigual = 7/4 = 1.75 cm.
Angulos: 72.5°, 72.5° y 35°.

36. Enuncia el primer criterio de semejanza de tridngulos para tridngulos rectangulos.

Solucién: Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen igual un angulo distinto del recto.

37. Los egipcios usaban una cuerda con nudos, todos a la misma distancia, para obtener angulos rectos. Formaban
triangulos de longitud 3, 4 y 5. ;Por qué? Los indios y los chinos usaban un procedimiento similar aunque utilizando
cuerdas con los nudos separados en 5, 12y 13, y también 8, 15y 17. s Por qué? Escribe las longitudes de los lados de
tridangulos semejantes a los indicados.

Solucién: Porque es el triangulo rectangulo mas pequerio de lados enteros, ya que 52 = 32 + 42;

Por la misma razén son rectangulos 5, 12 y 13 pues 169 = 144 + 25; y
8,15y 17 pues 82+ 152= 64 + 225 = 289 = 172,

Semejantea T1(3,4,5): 9,12,15y 6, 8, 10.

Semejante a T2 (5, 12, 13): 10, 24, 26.

Semejante a T3 (8, 15, 17): 4, 7.5, 8.5 y 16, 30, 34.

38. Se quiere calcular la altura de un arbol para lo que se mide su sombra: 13 m, y la sombra de un palo de 1.2 m de longitud,
0.9 m. ;Qué altura tiene el arbol?

Solucion: Altura = 9.75 m.

39. Ahora no podemos usar el procedimiento de la sombra porque el arbol es inaccesible (hay un rio en medio) pero sabemos
que esta a 30 m de nosotros. ¢ Codmo lo harias? Pepe ha cogido un lapiz que mide 10 cm y lo ha colocado a 50 cm de
distancia. De ese modo ha conseguido ver alineado la base del arbol con un extremo del lapiz, y la punta del arbol con el
otro. ¢ Cuanto mide este arbol?

Solucion: Mide 6 m.

40. Arquimedes calculaba la distancia a la que estaba un barco de la costa. Con una escuadra ABC alineaba los vértices BC
con el barco, C’, y conocia la altura del acantilado hasta el vértice B. Dibuja la situacion, determina qué tridngulos son
semejantes. Calcula la distancia del barco si BB'=50 m, BA=10cm, AC=7 cm.

Solucién gréfica: D= 5149 = 61.03 m.

@O
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AUTOEVALUACION

1. En un mapa de carretera de escala 1:1200 la distancia entre dos pueblos es de 5 cm. La distancia real entre dichos

pueblos es de:

a)60m b) 60 km c) 240 km d) 240 cm

Solucion: a)
2. Si un microscopio tiene un aumento de 1000X, ¢ qué tamafio (aparente) piensas que tendra la imagen que se vea por

el objetivo si observamos una célula de 0.01 mm de diametro

a)1cm b) 1 mm c)0.1cm d) 100 mm
Solucion: a)
3. Queremos construir un cuadrado de area doble de uno de un metro de lado. El lado del nuevo cuadrado debe medir:
a) 2 metros b) N2 metros C) /2 metros d) 1.7 metros

Solucion: b)

4, Sean OAC y OBD dos triangulos en posicion Tales. El perimetro de OBD es 50 cm, y OA mide 1 ¢cm, AC mide 1.5 cm
y OC mide 2.5 cm. Las longitudes de los lados de OBD son:
a) OB=10cm, OD =20 cm, BD = 30 cm b) OB =25cm, OD=10cm, BD=15cm
c) OB=10cm, OD=15¢m, BD=25cm d) OB=15cm, OD =25 cm, BD = 30 cm.

Solucion: b)

2em o | 5 En la figura adjunta los valores de x e y son:
e a)6y12cm  b)5y19cm  ¢)6y18cm  d)5y20cm
Solucién: ¢c)
6. Los triangulos ABC y DEF son semejantes. Los lados de ABC miden 3,5y 7
cm, y el perimetro de DEF mide 60 m. Los lados de DEF miden:
a)6,10y 14 cm b) 12,20y 28 cm €)9,1521m d)12,20y28 m

Solucién: d)
7. Dos triangulos rectangulos son proporcionales si:
a) Tienen la hipotenusa proporcional
b) Tienen un angulo igual
c) Tienen un angulo distinto del recto igual
d) Sus areas son proporcionales
Solucién: ¢)
8. Los triangulos ABC y DEF son semejantes. El angulo A mide 30°, y B, 72°. ; Cuanto miden los &ngulos D, E 'y F?
a)D=72°,E=78°y F=30° b) D=30° E=88°y F=72° c)D=30°% E=72°y F=68°
Solucion: a)
9. La altura de un tridngulo rectangulo divide a la hipotenusa en dos segmentos de longitud 5 y 4 cm, ;,cuanto mide la
altura?
a) 5.67 cm b) 4.47 cm c)6cm d)5cm
Solucién: b)
10. La proyeccion de un cateto sobre la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 4 cm, y la hipotenusa 9 ¢cm, ;cuénto
mide el cateto?
a)7cm b)5cm c) 5.67 cm d) 6 cm.
Solucién: d)
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CAPITULO 8: TRIGONOMETRIA
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. SISTEMAS DE MEDIDA DE ANGULOS

1. Expresa en radianes las siguientes medidas: 45°, 150°, 2109, 315°.
Solucion: 45° = /4 rad, 150° = 5776 rad, 210° = 7 /6 rad, 315° = 7 /4 rad

. 2 n© 3= .
2. Expresa en grados sexagesimales: 35V 5 radianes.
o 2T om0 T apo ST 0
Solucién: 5 120°, 5 36°y e 67.5

3. Dos angulos de un tridngulo miden respectivamente 40° y gradianes. Calcula en radianes lo que mide el tercer angulo.
Solucién: Mide 4/9 rad
4. Un angulo de un triangulo is6sceles mide 5?“ radianes. Calcula en radianes la medida de los otros dos.

2 v
12 V12
5. Dibuja un triangulo rectangulo isdsceles y expresa en radianes la medida de cada uno de sus angulos.

Solucion: 5?’1 ,

Solucién gréfica y manipulativa: % , % y %.

2. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

. 1 . "
6. Sabiendo que cos o= 3 calcula las razones trigonométricas secante, cosecante y cotangente de a.

202 32 2

Solucién: SenoczT, tgoc=2\/§, seca =3, cosec(x:Tz y cotg a==r.

7. Sicotan o = 2, calcula las cinco razones trigonométricas del angulo c.

V5 25 ] 5

Solucion: Sena=?, cosa. = 5 9=, seCa:T,y COSQCa:JE_

8. Demuestra que cose o =1+ cotarfa

. ) 1 sena + cos? o cos®a )
Solucion: cosec” o =———= 5 =1+ >— =1+cotan“a
sena sena seno

3. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA

9. Situa en el cuadrante que corresponda y expresa en funcién de un angulo agudo, el seno, coseno y tangente de los
siguientes angulos:

Solucion:
Angulo cuadrante seno c0seno tangente
165° 2° sen15° -cos15° -tg15°
—230° 2° sen50° -cos50° -tg50°
3150 4° -sen45° cos45° -tg45°
3625° 1° sen25° cos25° tg25°

10. Utiliza la calculadora y lo aprendido en este epigrafe para encontrar todos los angulos positivos menores que 360° cuyo
seno es de 0.4.

Solucién: 23.58° y 156.42°.

11. idem todos los angulos negativos menores en valor absoluto que 360° cuya tangente vale 2.

Solucién: -116.57° y —296.57°.

12. idem todos los angulos comprendidos entre 360° y 720° cuyo coseno vale 0.5.

Solucion: 420° y 660°.
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4. RESOLUCION DE TRIANGULOS CUALESQUIERA

13. Calcula la longitud del lado a de un triangulo, sabiendo que C=25° b=7 cmy ¢ =4 cm.

Solucién: a=9.04 cm, B=0.83 rad = 47.7°, A= 1.87 rad = 107.4°.

14. Calcula los angulos del triangulo de lados: a=6,b=8y ¢ =5.

Solucién: cos A= 53/80=0.66 = A= 0.85 rad = 48.51°% cos B=-4/60 = B = 1.62 rad = 92.87° cos C = 75/96 =
C=0.67 rad = 38.62°.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Expresa las siguientes medidas de angulos en radianes:
a) 30° b) 60° c) 100° d) 3300
Solucién: a) 30° = 76 rad, b) 60° = /3 rad, ¢) 100° = 5779 rad, d) 330° = 1146 rad
2. ¢ Cuanto mide en grados sexagesimales un angulo de 1 rad? Aproxima el resultado con grados, minutos y segundos.
Solucién: 1 rad = 57° 12° 58”

3. Halla la medida en grados de los siguientes angulos expresados en radianes: a) «; b) g; C) %ﬂ ; d) 27,

Solucién: a) z=180°%  b) g =60% ¢ %“ = 150% d) 2z = 360°.

4. Usando la calculadora halla el seno, el coseno y la tangente de: @) 28 b) 62°. ; Encuentras alguna relacion entre las
razones trigonométricas de ambos angulos?
Solucién: sen 28° = 0.47 = cos 62° cos 28=0.88 = sen 62° tg 28=0.53; tag 62°= 1.88 = 1/tg28°.

5. Halla el senoy el coseno de los angulos By C del dibujo. ¢ Qué relacién encuentras? ¢
Solucién: sen A= 6/10= 3/5= cos C; cos A=8/10=4/5=sen C, AB=38.
6. En un tridngulo rectdngulo ABC con angulo recto en A, sitan B=1.2y b =3 c¢m, jcuénto

. 10 cm
mide ¢? 6cm
Solucién: ¢ = 3/1.2=5/2= 2.5.
7. Trabajando con angulos agudos, ¢ es cierto que a mayor angulo le corresponde mayor A B

seno? Y para el coseno?
Solucion: Con angulos agudos es cierto que a mayor angulo corresponde mayor seno, y a mayor angulo, menor
coseno.
8. Usando la calculadora halla el seno, el coseno y la tangente de 9¢ y 81°. ; Encuentras alguna relacién entre las razones
trigonométricas de ambos angulos?
Solucién: sen 9°= 0.157 = cos 81°%; cos 9°=0.988 = sen 81°%; tg9°=0.158; tg81°=6.314=1/tg 9"
9. Siaesunanguloagudoy cosa=0.1, jcuanto valen las otras dos razones trigonométricas?

Solucion: sen a= {099 = 0.9949; tga= —V‘(’):’g = 9.95; a = 1.47 rad = 84.26"

10. Comprobar las relaciones trigonométricas fundamentales con 30¢, 45¢ y 60° sin utilizar decimales ni calculadora.
Solucién:

Seno Coseno Tangente
3 172 V312 V373
45 V272 V272 1
60° V3 /2 172 5

11. Siaes unangulo agudo y tan a = 0.4, ;cuanto valen las otras dos razones trigonométricas?
a=0.38rad=21.8°

Solucion: sen a=0.37;

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO.
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12. Completa en tu cuaderno el siguiente cuadro sabiendo que o es un angulo agudo.

Solucion:
sen a cosa tg a
0.71 0.7 1.02
13 242 V2
3 4
25 I3 )
5 5

13. ¢Es rectangulo un tridngulo cuyos lados miden 12, 13 y 5 cm? En caso afirmativo determina el seno, coseno y tangente
de los dos angulos agudos.
Solucién: Si, 122+ 52= 144 + 25= 169 = 13%; sen B =5/13, cos B = 12/13, tg B=5/12;
sen C=12/13, cos C=5/13, tgC=12/5.
14. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 5 y 12 cm. Calcula las razones trigonométricas de sus angulos agudos.
;Qué amplitud tienen?

Solucién: sen B = 5/13, cos B=12/13, tgB=5/12; senC=12/13, cosC=5/13, tgC=12/5.
15. Si a es un angulo agudo tal que sen o = 1/3, calcula:

i) Las restantes razones trigonométricas de a. ii) Las razones trigonométricas de 180° — a

iii) Las razones trigonométricas de 180° + a. iv) Las razones trigonométricas de 360° — o

1 - _
Solucion: i) cos o = g, tgo =g; ii) sen(180—a) =3 cos(180 —a) = 23\/5 19(180 — ) :T‘/E;
-1 _
iii) ser(180+a):€, cos(180 +a) = 3‘/5 , 19(180 + ) =g ;

V2 -2
VR

-1
iv) sen(360—a)=?, cos(360—oc):27, tg(360 —a) =

16. Sin utilizar calculadora, calcula el valor de x en los siguientes tridngulos rectangulos:

4cm 4
300 600 V8 cm cm

3\/5 cm

450

Solucion: a)x=4+2 ; b) x = 9/2; ¢) x = 45°,

17. Beatriz sujeta una cometa con una cuerda de 42 m. ;A qué altura se encuentra ésta en el momento en que el cable tenso
forma un &ngulo de 52° 17" con el suelo?

Solucion: Altura = 33.23 m. c

18. Calcula el seno, coseno y tangente del angulo A en el siguiente dibujo:

Solucion: sen A= cos B=4/5; cos A=senB=3/5; tg A= 4/3; tg B = 3/4.

19. Si a es un angulo del segundo cuadrante y cos a = —0.05, ;cuénto valen las 12 em 20 cm
otras dos razones trigonométricas?
Solucién: sen a=0.9987; tga=-19.97. A B
20. Si a es un angulo obtuso y sen a = 0.4, ;cuénto valen las otras dos razones _16cm —=
trigonométricas?
Solucién: cosa= —+/0,84 = 0.92; tga=-0.44.
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21. Dibuja en tu cuaderno la tabla siguiente y sitia en el cuadrante que corresponda y expresa en funcién de un angulo
agudo, el seno, coseno y tangente de los siguientes angulos:

Solucién:
Angulo cuadrante seno c0seno tangente secante | cosecante | cotangente
2259 2 g % -1 2 Jz -1
1500 2 112 -V3 -3 -2V3 2 3
2 3 3
_60° 4 -3 112 3 2 -23 | -3
2 3 3
3645 ° r 2 2 1 E |z 1
22. Calcula la anchura del rio representado en la figura del margen:
k
504/3
Solucién: Anchura = — =28.87 m. — —_—
23. Averigua la altura de la torre de una iglesia si a una distancia de 80 m, y T 300 Hﬂ
medido con un teodolito de altura 1.60 m, el angulo de elevacion del 50m

pararrayos que esta en lo alto de la torre es de 23¢.
Solucién: Altura = 80 tg(23°) + 1.6 = 35.56 m.
24. Halla el area de un hexagono regular de lado 10 cm.

Solucioén: Area= 1503 = 259.8 cm>.

25. Calcula la profundidad de un pozo de 1.5 m de diametro sabiendo el angulo indicado en la
figura del margen:

Solucién: Profundidad = 1.5v3 = 2.6 m.

26. Cuél es la altura de una montafa cuya cima, si nos situamos a una distancia de 3000 m del
pie de su vertical y medimos con un teodolito de altura 1.50 m, presenta un angulo de inclinacién de
49°,

Solucion: Altura = 1.5 + 3000 tg(49) = 3452.6 m.

27. ¢Cual es el angulo de inclinacion de los rayos solares en el momento en que un bloque de pisos de 25 m de altura
proyecta una sombra de 10 m de longitud?

Solucién: Angulo = arctg(5/2) = 1.19 rad = 68.2°.

28. Halla la altura y el area de un triangulo isésceles cuya base mide 20 ¢cm y cuyo angulo
desigual vale 26°. .

Solucion: Altura = 10/tg(13) = 43.3 cm; Area = 100/tg(13) = 433.1 cm?.

29. Halla el &rea de un dodecagono regular de lado 16 cm.

Solucién: 768 tg(15) = 205.78 cm?. boiBm c

30. Obtener la longitud de una escalera apoyada en una pared de 4.33 m de altura que forma

un angulo de 60° con respecto al suelo
Solucién: Longitud ~5 m. ¢ @
31. El hilo de una cometa totalmente extendida mide 150
m, y forma un angulo con el suelo de 40° mientras lo sujeto a 1.5 m del suelo. /A qué altura
del suelo esta la cometa?

Solucioén: Altura = 1.5 + 150 sen(40) = 1.5 + 150 sen(0.698) = 97.92 m.

32. Para medir la altura de un campanario a cuya base no podemos acceder, tendemos

una cuerda de 30 m de largo desde lo alto de la torre hasta tensarla en el suelo, formando con
éste un angulo de 60°. ;Cual es la altura del campanario?

Solucion: Altura = 15+/3 = 25.98 m.
33. Obtener el angulo que forma un poste de 7.5 m de alto con un cable tirante que va, desde la punta del primero hasta el

piso, y que tiene un largo de 13.75 m.
Solucion: Angulo = 0.99 rad = 57°.
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34. Dos amigos observan desde su casa un globo que esta situado en la
vertical de la linea que une sus casas. La distancia entre sus casas es
de 3 km. Los angulos de elevacion medidos por los amigos son de 45° y
60°. Halla la altura del globo y la distancia de ellos al globo.

Solucioén: El globo esta a una altura de 1.9 km, un amigo dista del globo

2.69 km y el otro, 2.2 km.

35. Un bidlogo se encuentra en el puerto de Somiedo haciendo un
seguimiento de los osos pardos. Cuenta con la ayuda de un camara y
un piloto que vuelan en un helicoptero, manteniéndose a una altura

constante de 40 \/g m. En el momento que describe la figura, el cdmara

ve desde el helicoptero al 0so con un angulo de depresién (angulo que
forma su visual con la horizontal marcado en el dibujo) de 60°. El biélogo
dirige una visual al helicbptero que forma con el suelo un angulo de 45°. Calcular la distancia d entre el bidlogo v el 0so.

Solucién: d? = 402 + (40 /3 )2 = 402 (1 + 3), luego d = 40 - 2= 80 m.

36. Desde cierto lugar del suelo se ve el punto mas alto de una torre, formando la visual
un angulo de 30° con la horizontal. Si nos acercamos 50 m a la torre, ese &ngulo se hace de
60°. Calcula la altura de la torre.
60° = Solucion: Altura = 2543 = 43.4 m.

x| 50 37. Con un teodolito de 1 metro de

altura, dos personas pretenden medir la
altura del Coliseo de Roma. Una de ellas se acerca al anfiteatro,
separandose 40 m. de la otra. Esta ultima obtiene que el angulo de
elevacion del punto mas alto es de 30°. La ofra no divisa el Coliseo N\NY\/\NW‘
completo por lo que mide el &ngulo de elevacion al punto que marca la
base del tercer piso, obteniendo 60° como resultado. Calcular la altura del Coliseo y la distancia de los dos observadores

a la base del mismo.

Solucion: Altura del Coliseo = 16 ﬁ = 27.7 m. Distancia 1= 8 m; Distancia 2 = 48 m.

38. Resuelve el tridngulo: a = 6; B =45°% A= T75°.

Solucién: b=4.39; C=60; c = 5.38.

39. Los padres de Pedro tienen una parcela en el campo de forma triangular cuyos lados miden

20, 22 y 30 m. Pedro quiere calcular los angulos. ;,Cuéles son esos angulos?
Solucién: cos A= 0.75; A= 0.72 rad = 41.80 °; cos B = 0.68; B = 0.82 rad = 47.16°% cos C= —0.018; C = 1.59 rad = 91.04°.
40. Estando situado a 100 m de un arbol, veo su copa bajo un angulo de 30°. Mi amigo ve el mismo arbol bajo un angulo de

60°. ¢ A qué distancia estad mi amigo del arbol?

Solucioén: Distancia = 100/3 = 33.33 m.

41. Las conocidas forres Kio de Madrid son dos torres gemelas que
estan en el Paseo de la Castellana, junto a la Plaza de Castilla. Se
caracterizan por su inclinacién y representan una puerta hacia
Europa.

a. Con los datos que aparecen en la figura, determina su altura.

b. Desde dos oficinas situadas en torres distintas se han
extendido dos cables hasta un mismo punto que miden 155y
150 metros y que forman un angulo de 75° en su punto de
encuentro. ;Qué distancia en linea recta hay entre ambas?

Solucién: a) Altura = 36/tg(15) = 134.35 m; b) Distancia = 185.7 m.
42. Tres pueblos estan unidos por carreteras: AB = 10 km, BC = 12 km y el angulo formado por AB 'y BC es de 120°. Cuanto
distan Ay C.

Solucion: d(A, C) = \/1_24= 11.14 km.

43. Van a construir un tinel del punto A al punto B. Se toma como referencia una antena de telefonia (C) visible desde ambos
puntos. Se mide entonces la distancia AC = 250 m. Sabiendo que el angulo en A es de 53°y el &ngulo B es de 45° calcula
cual sera la longitud del tunel.

Solucion: Longitud = (250) * (sen(82)) / sen(45) = 359.11 m.

44, Calcular el lado de un pentagono regular inscrito en una circunferencia de radio 6 m.

Solucion: Lado = 12 tg(36) = 8.72 m.
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45. El punto mas alto de un repetidor de televisidn, situado en la cima de una montafia, se ve desde un punto del suelo P bajo
un angulo de 67°. Si nos acercamos a la montafia 30 m lo vemos bajo un angulo de 70° y desde ese mismo punto vemos
la cima de la montafia bajo un angulo de 66°. Calcular la altura del repetidor.

Solucién: Altura = 90.49 m.

46. Desde lo alto de un globo se observa un pueblo A con un angulo de 50°.
Otro pueblo, B situado al lado y en linea recta se observa desde un \ /
angulo de 60°. El globo se encuentra a 6 km del pueblo Ay a 4 km de B.
Calcula la distancia entre Ay B.

Solucion: d(A, B) = 6 tg(50) + 4 tg(60) = 14.1 km.

47. Resuelve los tridngulos: a) a =20 m; B=45% C=65%b)c=6m, A =
105°, B=35%c) b=40m; c =30 m, A=60°.

Solucion: a) A=70°% b=15.5m; ¢c=19.3 m; A

b) C=40°%a=9.02m; b=15.35m;
c) a=36.1; B=1.29 rad = 73.9% C = 0.8 rad = 46.1°. A B

48. Dado el triangulo de vértices A, B, C, y sabiendo que A = 60°, B = 45°y que b = 20 m. Resolverlo y calcular su area.

Solucién: C=75m; a= 24.49 m; ¢ = 27.32 m; Area = 23659.12 m>.

49. Calcula la longitud de los lados de un paralelogramo cuyas diagonales son de 20 y 16 m. y las diagonales forman entre si
un angulo de 37°.

Solucién: Lado1 = 6.02 m; Lado2 = 17.08 m.

50. Un triangulo isésceles con base 30 m tiene dos angulos iguales de 80°. ; Cuanto miden los otros dos lados?

Solucion: Miden 86.38 m.

51. Tres amigos se sit(ian en un campo de fatbol. Entre Alvaro y Bartolo hay 25 m y entre Bartolo y César, 12 metros. El
angulo formado en la esquina de César es de 20°. Calcula la distancia entre Alvaro y César.

Solucion: d(Alvaro, Cesar) ~ 36 m.

52. Un hombre que esta situado al oeste de una emisora de radio observa que su angulo de
A elevacion es de 45¢. Camina 50 m hacia el sur y observa que el angulo de elevacion es ahora de 30°.
ﬁ Halla la altura de la antena.
O Solucion: Altura = 35.4 m.

s0om C

53. Los brazos de un compés miden 12 cm y forman un angulo de 60°. ;Cuél es el radio de la circunferencia que puede
trazarse con esa abertura?

Solucién: Radio = 12/43 = 6.9 cm.

54. Escribe cuatro angulos con el mismo seno que 135°.

Solucion: 45° 405° 495° 765°.

55. Encuentra dos angulos que tengan la tangente opuesta a la de 340°.

Solucioén: 20°. 200°.

56. Busca dos angulos con el mismo seno que 36° y coseno opuesto.

Soluciéon: 144° 504°.

57. ¢Qué angulos negativos, comprendidos entre —360° y 0°tienen el mismo seno que 60°7?

Solucion: —300° y —240°.

58. En Paris y en /le de la Cité se encuentran Nétre Dame y la Sainte Chapelle a una
distancia de 200 metros. Imaginemos que un observador situado en A ve By C con
un angulo de 56° y que otro, situado en B ve Ay C con un angulo de 117°. Calcular
las distancias entre la Torre Eiffel (C) y Nétre Dame (B), asi como entre la Torre Eiffel
(C) y la Sainte Chapelle (A).

Solucién: d(Torre Eiffel (C), N6tre Dame (B)) = 1360.5 m;

d(Torre Eiffel (C), la Sainte Chapelle (A)) = 1462.2 m.

—
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1. La expresion en radianes de 63° es:
a) 1.134 rad b)1.134nrad c)2.268 rad d) 2.268x rad
Solucién: a)
2. Elvalor de la hipotenusa en un tridngulo rectdngulo con un &ngulo de 25° y con uno de los catetos de 3 cm es:
a)3.3cm b) 7.1 cm €)6.4cm d)2.2cm

AUTOEVALUACION

Solucién: b)
3. Siaesunanguloagudoy Séna = 0.8, latangente de o es:

a)0.6 b) —0.6 c)—1.33 d) 1.33
Solucion: d)
4. Selecciona la opcién correcta:
a) tg A = 2/3 significa que sen A=2y cos A = 3.
b) La secante de un angulo siempre esta comprendida entre —1y 1
c) En el segundo y cuarto cuadrantes la tangente y cotangente de un angulo tienen signo negativo
d) El seno de un &ngulo es siempre menor que su tangente.
Solucién: c)
5. Siel seno de un angulo del segundo cuadrante es 4/5, entonces su tangente y secante son respectivamente:

3 5 3 5 4 3 4 3
8 -5Y 3 )53 9-3Y7 93975
Solucién: ¢c)
6. La altura de un edificio es de 50 m, la medida de su sombra cuando los rayos del sol tienen una inclinacién de 30°
con la horizontal es de

a) 25m b) 100 m ¢) 50v3m d) 1003‘/5 m

Solucién: c)
7. Elangulo de —420° es un angulo que se sitla en
a) El primer cuadrante b) El segundo cuadrante c) El tercer cuadrante d) El cuarto cuadrante
Solucion: d)
8. Sia esunangulo agudoy B es su suplementario, se cumple:
a) seno.=-senp y coso.=cosp b) seno.=senf y coso.=—cosf3
c) seno.=senp y coso.=cosp d) sena.=—senp y coso.=—cosf
Solucion: b)

9. Para calcular la altura de una montafia se mide con un teodolito desde A el &ngulo que forma la visual a la cima con
la horizontal, que es A = 30 °. Avanzando 200 m, se vuelve a medir y el angulo resulta ser B = 35.2°. La altura de la
montafia es de:

a)825m b) 773 m c) 595 m d) 636 m
Solucioén: d)
10. Si el radio de un pentagono regular es 8 cm, su area mide
a) 305.86 cm? b) 340.10 cm? c) 275.97 cm? d) 152.17 cm2
Solucién: d)
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CAPITULO 9: GEOMETRIA
) ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. TEOREMA DE PITAGORAS Y TEOREMA DE TALES

1. ¢Es posible encontrar un tridngulo rectdngulo cuyos catetos midan 12 'y 16 cmy su hipotenusa 30 cm? Si tu respuesta es
negativa, halla la medida de la hipotenusa de un triangulo rectdngulo cuyos catetos miden 12y 16 cm.
Solucién: La hipotenusa debe medir 20 cm.

2. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes triangulos rectangulos de catetos:

a)dcmy3cm b)Imy7m

c)2dmy5dm d) 23.5 kmy 47.2 km.
Utiliza la calculadora si te resulta necesaria.
Solucién: a) § cm; b) 542 m=7.071m; c) <29 dm=5.39dm; d) V2780.09 km = 52.726559 km.
3. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes triangulos rectangulos de hipotenusa y cateto:

a)8cmy3cm b)15my9m

c)35dmy 10 dm d)21.2 kmy 11.9 km
Solucién: a) /55 cm=17.42 cm; b) 12 m;

c) 15+/5 dm= 33.54 dm; d) V307.83 km = 17.545085 km.

4. Calcula el area de un triangulo equilatero de lado 5 m.
Solucién: %ﬁ m? = 10.825 m?.

5. Calcula el &rea de un hexagono regular de lado 7 cm.
Solucion: ?\E cm?=127.31 cm2

6. Una caja tiene forma cubica de 3 cm de arista. j Cuanto mide su diagonal?
Solucién: 3./3 cm=5.2 cm.

7. Calcula la medida de la diagonal de una sala que tiene 8 metros de largo, 5 metros de ancho y 3 metros de altura.
Solucioén: 7+/2 m=9.899 m.

8. En una foto hay un nifio, que sabemos que mide 1.5 m, y un edificio. Medimos la altura del nifio y del edificio en la foto, y
resultan ser: 0.2 cmy 10 cm.  Qué altura tiene el edificio?
Solucion: 75 m.

9. Se dibuja un hexagono regular. Se trazan sus diagonales y se obtiene otro hexagono regular. Indica la razén de
semejanza entre los lados de ambos hexagonos.

Solucion: k = %

10. En un tridangulo regular ABC de lado, 1 ¢cm, trazamos los puntos medios, M y N, de dos de sus lados. Trazamos las rectas
BNy CM que se cortan en un punto O. ;Son semejantes los triangulos MON y COB? ;Cuél es la razén de semejanza?
¢,Cuanto mide el lado MN?

Solucion: ON es la mitad de OB, OM es la mitad de OC y MN es la mitad de BC.

Los triangulos son semejantes y la razén de semejanza es 0.5.

11. Una piramide regular hexagonal de lado de la base 3 cm y altura 10 cm, se corta por un plano a una distancia de 4 cm del
vértice, con lo que se obtiene una nueva piramide. ; Cuénto miden sus dimensiones?
Solucioén: La arista de la base mide 1.2 cm y la altura 4 cm.
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12. El diametro de un melocotdn es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 8 cm. Calcula el volumen del melocotén,
suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. ;Cuél es la razén de proporcionalidad entre el volumen
del melocotén y el del hueso?

Solucion: Si por “tres veces mayor” se entiende “triple”, los voliimenes respectivos son 2567 s y 256% o3, EI

3 81
primero es 27 veces el segundo.
Si por “tres veces mayor” se entiende “tres veces y una mas (que son cuatro veces)”, los volimenes

respectivos son 26T s y AT ems, ElI primero es 64 veces el segundo.
3 3

13.En la pizzeria tienen pizzas de varios precios: 1 €, 2 € y 3 €. Los diametros de estas pizzas son: 15 cm, 20 cm'y 30 c¢m,
;cual resulta mas econémica? Calcula la relacion entre las areas y comparala con la relacion entre los precios.
Solucién: El area de la mediana es 16/9 de la pequena y la de la grande es el cuadruple que la de la pequena. La
mayor es mas econémica.

14.Una maqueta de un depésito cilindrico de 1000 litros de capacidad y 5 metros de altura, queremos que tenga una
capacidad de 1 litro. ; Qué altura debe tener la maqueta?
Solucién: Medio metro.

2. LONGITUDES, AREAS Y VOLUMENES

15. Calcula el volumen de un prisma recto de 20 dm de altura cuya base es un hexagono de 6 dm de lado.
Solucién: 10803 dm? = 1870.614872 dm?.

16. Calcula la cantidad de agua que hay en un recipiente con forma de cilindro sabiendo que su base tiene 10 cm de diametro
y que el agua alcanza 12 dm de altura.
Solucion: 3000 zcm3 = 9424.778 cm?.

17. Calcula las areas lateral y total de un prisma hexagonal regular sabiendo que las aristas de las bases miden 3 cm y cada
arista lateral 2 dm.

Solucion: Area lateral: 360 cm?; Area total: 360 + 27+/3 dm? = 406.7654 dm>.

18. El area lateral de un prisma regular de base cuadrada es 16 m? y tiene 10 m de altura. Calcula el perimetro de la base.
Solucion: 1.6 m.

19. El lado de la base de una pirdmide triangular regular es de 7 cm y la altura de la pirdmide 15 ¢cm. Calcula el apotema de la
pirdmide y su area total.

Solucioén: ,I% cm=151cm.

20. Calcula el area lateral de un tronco de piramide regular, sabiendo que sus bases son dos octdgonos
regulares de lados 3y 8 dmy que la altura de cada cara lateral es de 9 dm.
Solucion: 396 dm>.

21.Si el area lateral de una piramide cuadrangular regular es 104 cm? y la arista de la base mide 4 cm, calcula el apotema de
la piramide y su altura.

Solucion: Apotema de la piramide: 13 cm; altura de la piramide: V165 cm = 12.8 cm.

22.Una columna cilindrica tiene 35 cm de diametro y 5 m de altura. ¢ Cual es su area lateral?
Solucién: 17 500 zcm = 54 977.9 cm.

23. El radio de la base de un cilindro es de 7 cm y la altura es el triple del didmetro. Calcula su area total.
Solucion: 294 wcm?= 923.63 cm?.

24. Calcula el &rea lateral de un cono recto sabiendo que su generatriz mide 25 dm y su radio de la base 6 dm.
Solucion: 150 = dm?2.
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25. La circunferencia de la base de un cono mide 6.25 m'y su generatriz 12 m. Calcula el area total.
Solucion: Area lateral: 37.5 m?; Area total aproximada: 40.608 495 m2,

26. Una esfera tiene 4 m de radio. Calcula:
a) La longitud de la circunferencia maxima;
b) El area de la esfera.
Solucion: a) 8 xm=25.133m.  b) 64 zm?= 201.061 m2.

27. (cDI Madrid 2008) EI deposito de gasoil de la casa de Irene es un cilindro de 1 m de altura y 2 m de didmetro. Irene ha llamado
al suministrador de gasoil porque en el deposito solamente quedan 140 litros.
¢,Cual es, en dm®, el volumen del dep6sito? (Utiliza 3.14 como valor de ).
Si el precio del gasoil es de 0.80 € cada litro, ¢ cuanto debera pagar la madre de Irene por lienar el deposito?
Solucién: En el depésito caben 3.14 m?® que son 10007z dm? = 3141.59 dm? = 3141.6 litros. Para llenarlo faltan 3001.6 I.
Cuesta llenarlo 2401.27 €.

28. Comprueba que el volumen de la esfera de radio 4 dm sumado con el volumen de un cono del mismo radio de la base y 8
dm de altura, coincide con el volumen de un cilindro que tiene 8 dm de altura y 4 dm de radio de la base.
Solucion: Ambos volimenes son 128 dm3,

3. INICIACION A LA GEOMETRIA ANALITICA 4

29. Representa en un sistema de referencia en el
espacio de dimension tres los puntos:
0(0,0,0),A(1,2,3),B(3,1,7),D(3,2,1) yE(4,4,4) y
vectores: DE y OA.

Solucién gréfica:

30. El vector de componentes u = (2, 3) y origen A = (1, 1), ¢ qué extremo tiene?
Solucion: B(3, 4).

31. Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2) y B(3, 9). ;
Solucién: /58.

32. Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2, 5) y B(3, 9, 7). '
Solucién: \/62. e

33. Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4)
Solucion: 5.

34. Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4, 1). c A

Solucion: v26.

35. Dibuja un cuadrado de diagonal el punto O(0, 0) y A(3, 3). ;Qué coordenadas tienen los
otros vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.

Solucién gréfica: Vértices: B(3, 0), C(0, 3); el lado mide 3 y la diagonal 3+/2.

36. Dibuja un cubo de diagonal O(0, 0, 0) y A(3, 3, 3). ;Qué coordenadas tienen los otros
vértices del cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la
diagonal de una cara y de la diagonal del cubo.

Solucion grafica: Vértices: B(3, 0, 0), C(3, 3, 0), D(0, 3, 0), E(0, 0, 3), F(3, 0, 3), G(0, 3,

3); el lado mide 3,
la diagonal de una cara 32 y la diagonal del cubo 3+/3.

37.Sea X(x, y) un punto genérico del plano, y O(0, 0) el origen de coordenadas, escribe la expresion de todos los puntos X
que distan de O una distancia D.

Solucién: x? + y? = D2,
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38.Sea X(x, ¥, z) un punto genérico del espacio, y O(0, 0, 0) el origen de coordenadas, escribe la expresién de todos los
puntos X que distan de O una distancia D.
Solucion: x2 + y2+ z2= D?,

39. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(6, 2) y B(3, 9), de forma explicita,

implicita y paramétrica. Represéntala graficamente.
Solucioén: y:—1x+16, 7x+3y-48=0; {X=6—3k. .
’ y=2+7h 1

e
A

40. Escribe la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(B, 2, 5) y B(3, 9, 7), de forma explicita, y como interseccién de
dos planos.

Solucién: X=6 _y=-2_2z-5. {7’”3)’_48:0

-3 7 2 2y—7z+31=0

41. Escribe las ecuaciones de los tres planos coordenados.
Solucién: x=0; y=0;z= 0.

42. Escribe las ecuaciones de los tres ejes coordenados en el espacio.
. x=0 x=0 =0
Solucién: , , y .
y=0 z=0 z=0

A(666
n

43.En el cubo de diagonal O(0, 0, 0) y
ecuaciones de todas sus aristas, y las
Solucion: Caras: x=0,y=0,z=0,x=

das de sus vértices.
Aristas: x=0’ x=0’ y 0, ’ x=0’ y=0’ x=6’ x=6’ y=6’ x=6’ x=6’
y=0 z=0 z=0 z=6 z=6 y=0 |z=0 z=0 y=6 z=6
y=6
z7=6

Vértices: A(0, 0, 0), B(6, 0, 0), C(6, 6, 0), D(0, 6, 0), E(0, 0, 6), F(6, 0, 6), G(0, 6, 6), H(6, 6, 6).

~

escribe las ecuaciones de los planos que forman sus caras. Escribe las

[}

44, Escribe la ecuacién del cilindro de eje el eje OZ y radio 2.
Solucion: x? + y?= 4,

45, Escribe la ecuacion de la esfera de centro el origen de coordenadas y radio 2.
Solucion: x2 + y2 + z2= 4,

x=1+t
46. Escribe la ecuacion del cilindro de eje, larecta {1 y =2 yradio 1.
z=3
Solucion: (y-2)? +(z- 3)? =1.

47. Escribe la ecuacién de la circunferencia en el plano de centro A(2, 5) y radio 2.
Solucion: (x - 2)? + (y-5)? =4.

48. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior. Escribe la ecuacion del
cilindro
49. Solucion: (x - 2)? + (y-5)? =4.
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4. MOVIMIENTOS Y TRANSFORMACIONES

50. Dibuja en tu cuaderno una figura y utiliza escuadra y cartabédn para trasladarla 5 centimetros hacia la derecha

Solucion abierta y gréfica:

51. Dibuja en tu cuaderno una figura. (Si no se te ocurre ninguna otra, dibuja la letra G). Coloca encima un papel vegetal y
calcala. Desplaza en linea recta el papel vegetal y vuelve a calcar la figura. Las dos figuras que has obtenido, ¢ tienen
todas sus medidas, tanto longitudes como &ngulos, iguales? Traza las rectas que unen pares de puntos correspondientes,
¢,como son esas rectas? ¢ Qué trayectoria han seguido los puntos en el desplazamiento?

Solucion manipulativa y grafica: Las dos figuras tienen todas sus longitudes y angulos iguales. Esas rectas son

paralelas. Han seguido un vector libre.

52.Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una traslacion una recta, una circunferencia, un segmento, un
triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢ En qué se transforman? Analiza los resultados.

Solucién manipulativa: Mediante traslacion la recta se transforma en una recta, la circunferencia, el segmento y el
triangulo en una circunferencia, un segmento y un triangulo igual, respectivamente. Dos rectas paralelas en
dos rectas paralelas, y dos rectas perpendiculares, en dos rectas perpendiculares.

53. Observa este friso de un templo de Camboya. Es una figura que se repite por traslacién.

¢ Qué direccion tiene el vector de traslacion? ; De donde a donde iria?

Solucién: Horizontal.

54, En edificacion se utilizan mucho las traslaciones. Piensa en las ventanas de un edificio y
elige una. jPuedes obtener ofra distinta mediante traslacion? Haz un dibujo que represente esta
situacion.

Solucion abierta, manipulativa y grafica:

Un friso en Camboya 55. En la fachada de esta torre mudéjar de Teruel podemos ver distintas traslaciones. En la
parte superior hay dos conjuntos de cuatro ventanitas. Uno es trasladado del otro. Y cada ventanita

forma a las otras cuatro mediante una traslacién. Al seguir bajando, los dos arcos se trasladan formando otros dos arcos.
Observa, en este caso todas las traslaciones tienen un vector de traslacién horizontal. Continla describiendo las
traslaciones que ves en el disefio de esta torre.

Solucion manipulativa y grafica:

56. Dibuja en tu cuaderno un punto O y otro punto distinto A. Gira al punto A con centro en O un angulo de 30° en sentido
positivo y denomina A’ el punto girado.

Solucién manipulativa y grafica:

57. Dibuja en tu cuaderno un punto O y dos segmentos, uno OA que pase por O, y otro BC que no pase por O. Dibuja los
segmentos girados OA’y B'C’ del giro de centro O y &ngulo 60°.

Solucién manipulativa y grafica:

58. Dibuja en tu cuaderno el triangulo de vértices A (4, 2), B (3, -2) y C (5, 0). Dibuja el triangulo que se obtiene al girarlo con
centro en el origen de coordenadas un angulo de 90° en sentido positivo. ;Cuéles son las coordenadas de los vértices A',
B'y C' del triangulo girado?

Solucién manipulativa y gréfica: A' (-2, 4),B’ (2, 3) y C’ (0, 5)

59. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante un giro, una recta, una circunferencia, un segmento, un triangulo,
dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢ En qué se transforman? Analiza los resultados.

Solucion manipulativa y grafica: Mediante el giro la recta se transforma en una recta, la circunferencia, el segmento y
el triangulo en una circunferencia, un segmento y un triangulo igual, respectivamente. Dos rectas paralelas
en dos rectas paralelas, y dos rectas perpendiculares, en dos rectas perpendiculares.

60. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera P y P’. Encuentra su centro de simetria.

Solucién manipulativa y grafica:

61. ; Qué ocurre al aplicar un giro de 60° a una figura? ¢ Hay rectas invariantes? ;Y en un giro de 180°? Las rectas que pasan

por el centro de giro, ;en qué rectas se transforman? ;Y con un giro de 0°? ;Y con un giro de 360°?

Solucién manipulativa y grafica:

62. Dibuja un triangulo ABC y su simétrico A'B'C’ respecto un punto O. ;,Cémo son sus lados? ;Son iguales? ¢Y sus angulos?
¢Se mantiene el sentido de los angulos? Comprueba como es el angulo ABC y el angulo A'B'C’. §Es un movimiento
directo?

Solucion manipulativa y grafica: Ya sabes, la simetria central en el plano es un giro de 180° luego es un movimiento
directo. Los lados y los angulos de un triangulo y su girado 180° son iguales, y con el mismo sentido.
63.Vamos a analizar las letras mayusculas. Indica cuales de las siguientes letras no tienen simetria central y cuales si la
tienen, indicando entonces su centro de simetria: B, H, N, O, P, S, T, X, Z. Recuerda, buscas un punto tal que la simetria

central de centro ese punto deje invariante a la letra.

Solucion: No tienen simetria central: B, P, T. Si la tienen: H, N, O, S, X, Z.
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64. Escribe cinco ejemplos de objetos del espacio que giren.

Solucién abierta: Por ejemplo, una puerta, las patillas de unas gafas, un picaporte.

65. Mediante un giro en el espacio, ¢en qué se transforma un plano? ;Y una esfera? ;Y un cono? ;Y dos planos paralelos?
Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.

Solucioén: El plano se transforma en un plano, una esfera en una esfera igual, un cono en otro cono igual, los planos

paralelos se transforman en planos paralelos y los ortogonales en planos ortogonales.

66. Indica cuales de las siguientes letras mayusculas son simétricas, y si lo son, indica si sus ejes de simetria son horizontales
o verticales: A,B,D,F, K, M\,N,R, T, U, V, W, Z.

Solucién: Eje de simetria horizontal: B, D. Eje de simetria vertical: A, M, T, U, V, W..

67.Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante una simetria, una recta, una circunferencia, un segmento, un
triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ; En qué se transforman? Analiza la respuesta.

Solucion manipulativa y gréafica: Mediante una simetria la recta se transforma en una recta, la circunferencia, el
segmento y el triangulo en una circunferencia, un segmento y un triangulo igual, respectivamente. Dos
rectas paralelas en dos rectas paralelas, y dos rectas perpendiculares, en dos rectas perpendiculares.

68. Dibuja un rectangulo ABCD. Dibuja el eje de simetria que transforma AB en CD, y el eje de simetria que transforma AD en

BC.

Solucién manipulativa y grafica: El rectangulo tiene dos ejes de simetria, las mediatrices de los segmentos AB y BC.

69. Dibuja un hexagono regular y dibuja sus ejes de simetria. ; Cuantos tiene? Tiene 6. Describelos.

Solucion manipulativa y grafica: EI hexagono tiene 6 ejes de simetria, 3 van de vértice a vértice opuesto, y 3 van de
centro de lado a centro de lado opuesto.

70. Dibuja un pentagono regular y sus ejes de simetria. ;Cuantos tiene? Describelos.

Solucién manipulativa y grafica: Tiene 5, que van de vértice a centro de lado.

71. Escribe cinco objetos que estén a tu alrededor que sean simétricos e indica su plano de simetria. Mira en el aula y busca

simetrias. ¢ Son simétricas las sillas, la lampara, la ventana, las mesas...? ;Cual es su plano de simetria?

Solucién abierta: Por ejemplo: mi silla, la mesa, mi ordenador, la lampara, un lapiz.

72. Comprueba en la ventana algebraica que:

e Las coordenadas de los puntos C', D’y E’ se obtienen
respectivamente al sumar a las coordenadas de los
puntos C, D, y E las coordenadas del vector u.

e Lalongitud de cada lado del triangulo es la misma que
la de su trasladado y las areas de los triangulos CDE y
C'D’E’ coinciden

Solucién manipulativa:

73. ;Cuales son los puntos invariantes de una simetria axial?
¢Y las rectas invariantes?

Soluciéon manipulativa: Los del eje de simetria. Rectas .
invariantes, ademas del eje, que es una recta invariante de puntos invariantes, son rectas invariantes las
rectas ortogonales al eje de simetria.

74. Utiliza la herramienta Rota objeto en torno a un punto, el angulo indicado para estudiar los giros en el plano. Define un
punto O como centro de giro, por ejemplo, el centro de coordenadas. Define tres puntos para determinar con Angulo uno
de 45°.

o Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman mediante este giro.

¢ Investiga si al realizar un giro existen puntos y/o rectas que permanecen invariantes.

Solucion manipulativa: El centro de giro es un punto invariante. No hay rectas invariantes (si el giro no es de 180°)

75. Utiliza la herramienta Refleja objeto por punto para estudiar la simetria central. Define un punto O como centro de
simetria, por ejemplo, el centro de coordenadas.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa cdmo se transforman por una simetria central.

a) Comprueba que una simetria central equivale a un giro de 180°.

b) Investiga si en una simetria central hay puntos y/o rectas que permanecen invariantes.

Solucion manipulativa: En la simetria central, el centro es un punto invariante, y las rectas que pasan por ese centro
son rectas invariantes.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Problemas, problemas, problemas...

Deltaedros FNE
En la trama de triangulos dibuja todos los diamantes-dos posibles, todos los diamantes-tres e

posibles y todos los diamantes-cuatro posibles. ;,Con cuales puedo construir un cuerpo en el =

construye todos los deltaedros posibles. ; Cuantos hay?.

(Podemos restringir la busqueda a deltaedros convexos)

¢ Cudles son también poliedros regulares? ; Qué orden tienen sus vértices?

¢ Hay deltaedros con menos de cuatro caras? ;Hay deltaedros convexos con un nimero impar,
de caras? ;Hay deltaedros con mas de veinte caras?

espacio? A estos cuerpos de caras triangulares vamos a llamarlos DELTAEDROS. Investiga y Q
VAN

Haz un cuadro con los resultados obtenidos: N° caras, N° vértices, N° aristas, N° vértices de,—

orden tres, de orden cuatro, de orden cinco, descripcion de los posibles deltaedros: @
bipirdmides, esquinas, bandas...

iy . . - ™,
Solucion: Investiga. Poliedros regulares son el tetraedro, el octaedro y el icosaedro. f £
. . . . L i J
Con menos de 4 caras es imposible construir un cueroo del espacio. %XCX_ -
.

2. Estudia las maneras de dividir un cuadrado en cuatro partes iguales en forma y en

area.

Solucion: Hay infinitas. Dibuja algunas, trazando por ejemplo una linea desde el
centro de simetria a un lado del cuadrado

3. Construye figuras de cartulina que mediante un solo corte se puedan dividir en cuatro trozos
iguales.
Solucién: Hay infinitas. Piensa en un zig - zag

4. El radio de la Tierra es de 6.240 km aproximadamente. Rodeamos la Tierra con un cable. ;Cuénto deberiamos
aumentar la longitud del cable para que se separase por el ecuador una distancia de dos metros? ;Menos de 15
m? ;Mas de 15 m y menos de 15 km? ;Mas de 15 km?

Para empezar hazlo mas fécil. Piensa en la Tierra como una manzana que tiene un radio de 3 cm.

Solucion: Menos de 15 m.

5. ¢Cédmo podemos construir cuatro triangulos equilateros iguales con seis palillos
con la condicion de que el lado de cada triangulo sea la longitud del palillo?
Solucion: Construye un tetraedro

BY NC 3SA
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6 ¢,Cual de las siguientes figuras no representa el desarrollo de un cubo? \
Al B) C D E]

\ Solucién: D

7. Utiliza una trama de cuadrados o

papel cuadriculado, y busca todos \

los disefios de seis cuadrados que 8. Al formar un cubo con el desarrollo de la figura, ¢cual sera la letra

se te ocurran. Decide cuéles pueden opuesta a F?
servir para construir un cubo

& —\:

Solucion manipulativa:

D
A C

us

M

\ Solucion: D /

6 A partir de uno de estos desarrollos bicolores, se puede fabricar un cubo, de forma que los colores sean Ia
mismos en las dos partes de cada una de las aristas. ¢ Cual de ellos lo verifica?

4) B) C) D] E)
\Solucién: D /

/0 El triangulo de la figura se ha plegado para obtener un tetraedro. Teniendo en cuenta que el triangulo no est\
pintado por detras. ¢ Cual de las siguientes vistas en perspectiva del tetraedro es falsa?

ﬂ A A A A
Solucion: C

- /
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Teorema de Pitagoras y teorema de Tales

1. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 cm.
3
Solucién: % cm3 = 40.423 cm?.
2. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 m.
Solucion: N2 m= 1.414 m.
3. Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 15 cm y altura 6 cm. '

Solucion: 329 cm = 16.2 cm.

4. Dibuja un paralelepipedo cuyas aristas midan 4 ¢cm, 5 cmy 6 cm que no sea un ortoedro. Dibuja
también su desarrollo.

Solucion: Construccioén gréfica.
5. Si el paralelepipedo anterior fuera un ortoedro, ¢ cuanto mediria su diagonal?
Solucién: \/77 em= 8.8 cm.

6. Un vaso de 11 cm de altura tiene forma de tronco de cono en el que los radios de las bases son de 5y 3 cm.
¢ Cuanto ha de medir como minimo una cucharilla para que sobresalga del vaso por lo menos 2 cm?

Solucién: 2 + V185 cm = 15.61 cm.

7. ¢Es posible guardar en una caja con forma de ortoedro de aristas 4 cm, 3 cm y 12 ¢m un boligrafo de 13 cm de
longitud?

Solucion: La diagonal del ortoedro mide exactamente 13 cm. Un boligrafo cilindrico o prismatico de 13 cm con radio
mayor que cero no cabe en la caja. Podria caber un boligrafo fusiforme de esa longitud.

8. Calcula la diagonal de un prisma recto de base cuadrada sabiendo que el lado de la base mide 6 cm y la altura del
prisma 8 cm.

Solucién: 2+/34 cm= 11.7 cm.

9. Siun ascensor mide 1.2 m de ancho, 1.6 m de largo y 2.3 m de altura, ¢ es posible introducir en él una escalera de 3
m de altura?

Solucién: La diagonal del ortoedro es mayor que 3.04 m, asi que la escalera no cabe.
10. ¢Cual es la mayor distancia que se puede medir en linea recta en una habitacion que tiene 6 m de ancho, 8 m de
largo y 4 m de altura?

Solucion: 2v/29 m = 10.770 m.
11. Calcula la longitud de la arista de un cubo sabiendo que su diagonal mide 3.46 cm.
Solucion: Aproximadamente 2 cm.
12. Calcula la distancia maxima entre dos puntos de un tronco de cono cuyas bases tienen radios 5 cmy 2 cm, y altura 10

cm.

Solucién: /149 cm= 12.2 cm.

13. En una pizzeria la pizza de 15 cm de diametro vale 2 € y la de 40 cm vale 5 €. ; Cual tiene mejor precio?

225 1
2

Solucion: En la primera nos dan cm? de pizza por euro. En la segunda 320w cm? por euro. Tiene mejor precio

la segunda.
14. Vemos en el mercado una merluza de 30 cm que pesa un kilo. Nos parece un poco pequefia y pedimos otra un poco
mayor, que resulta pesar 2 kilos. ¢ Cuanto medira?
Solucién: 303/2 cm = 37.8 cm.
15. En un dia frio un padre y un hijo pequefio van exactamente igual abrigados, ¢Cual de los dos tendra mas frio?
Solucioén: Si van exactamente igual de abrigados y son exactamente igual de frioleros, ambos tendran el mismo frio.
Si los dos llevan la misma cantidad de ropa, tendra menos frio el de menor volumen; es decir, el hijo.
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Longitudes, areas y volumenes
16. Identifica a qué cuerpo geométrico pertenecen los siguientes desarrollos:

Solucion: Prisma cuadrangular regular; prisma hexagc;nal regular; tronco de cono rec;to; Tetraedro (regular); cilindro

17. ¢Podra existir un poliedro regular cuyas caras sean hexagonales? Razona la respuesta.
Solucién: No porque los hexagonos tienen angulos interiores de 120°. Si se juntan tres en un triedro, resulta un

recto.
18. ;Puedes encontrar dos aristas paralelas en un tetraedro? ;Y en cada uno de los restantes poliedros regulares?
19. Utiliza una trama de cuadrados o papel cuadriculado, y busca todos los

plano.
Solucion: En el tetraedro no. En los otros poliedros regulares, si.

=
Solucién: En el cubo 4; en el octaedro, 3.

21. El triangulo de la figura se ha plegado para obtener un
tetraedro. Teniendo en cuenta que el tridngulo no esta
pintado por detrds, jcual de las siguientes vistas en

A) B)
22. Un prisma de 8 dm de altura tiene como base un tridngulo A A

Solucién: C
rectangulo de catetos 3 dm y 4 dm. Calcula las &reas
23. Dibuja un prisma hexagonal regular que tenga 3 cm de arista basal y 0.9 dm de altura. Calcula las areas de la base y

disefios de seis cuadrados que se te ocurran. Decide cuales pueden servir para

construir un cubo
Solucién manipulativa:
20. ;Cuantas diagonales puedes trazar en un cubo? ;Y en un octaedro?

A A

perspectiva del tetraedro es falsa?

lateral y total del prisma.
Solucion: Area lateral: 96 dm?. Area total: 108 dm?.

total.
Solucién: Area de la base: 272—\/5 cm?® = 23.38 cm®. Area total: 27 (6 + /3) cm?= 208.77 cm?>.
24. Un prisma pentagonal regular de 15 cm de altura tiene una base de 30 cm? de area. Calcula su volumen.

Solucion: 450 cm3.
Solucion: Area total: 2 73-700+ 2 79=4200 = + 18 7= 4218 zcm? = 132.5124 dm? = 13251.24 cm>.

25. Calcula el area total de un ortoedro de dimensiones 2.7 dm, 6.2 dmy 80 cm.
Solucién: 175.88 dm>.
Volumen: 7 9-700 cm? = 6300 r cm? = 19792.034 cm® = 6.3 zdm?3 = 19.792034 dm?.

26. Calcula la superficie total y el volumen de un cilindro que tiene 7 m de altura y 3 cm de radio de la base.

Solucion: 133£n cm3=1436.755 cm3.

27. Calcula el area total de una esfera de 7 cm de radio.
28. Calcula el apotema de una pirdmide regular sabiendo que su area lateral es de 150 cm? y su base es un hexagono
29. Calcula la apotema de una pirdmide hexagonal regular sabiendo que el perimetro de la base es de 36 dm y la altura

Solucién: 12.5 cm.
Solucién: Apotema de la pirdmide: 9 dm. Area total: 54 (3 + /3) dm? = 255.5307 dm?.

de 4 cm de lado.
de la piramide es de 6 dm. Calcula también el area total y el volumen de esta piramide.
30. Un tridngulo rectangulo de catetos 12 ¢cmy 16 ¢m gira alrededor de su cateto menor generando un cono. Calcula el

Volumen: 324+/3 dm?3 = 561.184462 dm?.

area lateral, el area total y el volumen.
Solucion: Area lateral: 240 zcm? = 753.98 cm? Area total: 384 wcm? = 1206.37 cm?.

www.apuntesmareaverde.org.es
E%: =
Textos Marea Verd

Volumen: 768 wcm3 = 2 412.743 cm?.
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31. Tres bolas de metal de radios 15 dm, 0.4 m y 2 m se funden en una sola, ;Cual sera el didmetro de la esfera
resultante?
Solucion: 23/11439 dm = 45.06 dm.
32. ¢Cual es la capacidad de un pozo cilindrico de 1.50 m de didmetro y 30 m de profundidad?

Solucion: % 1T md = 53.014 376 029 m>. \ I

33. ¢Cuanto cartdn necesitamos para construir una piramide cuadrangular regular si queremos
que el lado de la base mida 12 cm y que su altura sea de 15 cm?
Solucién: El area de la "piramide es 36 (4 + +/21) cm? = 308.973 cm>.
34. Calcula el volumen de un cilindro que tiene 2 cm de radio de la base y la misma altura que un prisma cuya base es
un cuadrado de 4 ¢cm de lado y 800 ¢cm? de volumen.
Solucién: 200 7 cm’ = 628.319 cm®.
35. ¢Cual es el area de la base de un cilindro de 1.50 m de alto y 135 dm? de volumen?
Solucion: 9 dm.

36. El agua de un manantial se conduce hasta unos depdsitos cilindricos que miden 10 m de radio de la base y 20 m de
altura. Luego se embotella en bidones de 2.5 litros. ;,Cuantos envases se llenan con cada deposito?
: Solucién: 2 513 274 envases.
= . 37. Calcula la cantidad de cartulina necesaria para construir un anillo de 10 tetraedros cada uno de los
cuales tiene un centimetro de arista.
Solucién: Una vez recortados todos los tetraedros, el drea total es 10 /3 cm?= 17.32 cm>.

38. Al hacer el desarrollo de un prisma triangular regular de 5 dm de altura, resulté un rectdngulo de un metro de
diagonal como superficie lateral. Calcula el area total.

12?5 dm? = 108.2532 dm?

39. Determina la superficie minima de papel necesaria para envolver un prisma hexagonal regular de 2 cm de lado de la
base y 5 cm de altura.

Solucién: El érea total es 12(5 + +/3) cm? = 80.78 cm2.Si lo queremos envolver con un rectangulo de papel, ha de
medir 5 cm de largo y 2~/3cm de ancho. Aproximadamente 5 por 3.5 cm.

Solucion:

40. El ayuntamiento de Madrid ha colocado unas jardineras de piedra en sus calles que tienen forma 1 =
de prisma hexagonal regular. La cavidad interior, donde se deposita la tierra, tiene 80 cm de
profundidad y el lado del hexagono interior es de 60 cm. Calcula el volumen de tierra que llenaria
una jardinera por completo.

Solucién: 432+/3 dm3 ~ 748.245949 dm3,

41. Una habitacién tiene forma de ortoedro y sus dimensiones son directamente proporcionales a los
numeros 2, 4 y 8. Calcula el &rea total y el volumen si ademas se sabe que la diagonal mide 18.3 m.
Solucién: Area: 448 m2. Volumen: 512 m?.
42. Un ortoedro tiene 0.7 dm de altura y 8 dm? de area total. Su longitud es el doble de su anchura, jcuél es su
volumen?

Solucién: 7 (2041 — 21/3642) cm? ~1354.229 cm’
43. Si el volumen de un cilindro de 15 cm de altura es de 424 cm3, calcula el radio de la base del cilindro.

- f424
Soluciéon: |— cm ~ 3.0 cm.
15m

44, (CDI Madrid 2011) Han instalado en casa de Juan un depésito de agua de forma cilindrica. El diametro de la base
mide 2 metros y la altura es de 3 metros. a) Calcula el volumen del depdsito en m2. b) ; Cuantos litros de agua caben
en el depdsito?

Solucion: 3mm3= 3 000 m L. Si tomamos 1 = 3.14, el volumen es 9 420 L.
Si utilizamos el valor de la calculadora, 9 424.778 L.

45, (CDI Madrid 2012) Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma, la base es un cuadrado que tiene 10 cm de

lado. a) ¢ Cual es, en cm?, el volumen del envase? b) Calcula la altura del envase en cm.
Solucion: a) 1L = 1000 cm3; b) la altura del envase es 10 cm. (Se trata de un cubo.).

46. Una circunferencia de longitud 18.84 cm gira alrededor de uno de sus didmetros generando una esfera. Calcula su
volumen.

Solucion: V= 2(18.84)%/(3?)
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47. Una puerta mide 1.8 m de alto, 70 cm de ancho y 3 cm de espesor. El precio de instalacion es de 100 € y se cobra 5
€ por m? en concepto de barnizado, ademas del coste de la madera, que es de 280 € cada m?. Calcula el coste de la
puerta si s6lo se realiza el barnizado de las dos caras principales.

Solucién: Coste de la madera: 10.58 €. Coste del barnizado: 12.6 €. Precio total: 123.18 €.
48. ¢ Cual es el volumen de una esfera en la que la longitud de una circunferencia maxima es 251.2 m?
Solucion: Aproximadamente 267 675.060 448 728 m®,

49. Calcula el &rea lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos

4.cm
v

Solucién:
Primera. Area: 480 cm2. Volumen: 448 cm?.
Segunda. Area: 72 & cm? ~ 226.19 cm?. Volumen: 90 7z cm® ~ 282.743 cm’.
Tercera. El area depende de la inclinacion. Volumen: 40 zcm?® ~125.664 cm?.
Cuarta. Area: 4m(14 + V65) cm? ~277.24 cm?,
Volumen: % cm?’ ~ 368.614 cm?.

50. Calcula el rea lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos

5 eem %} ) B
K’V Piramides construidas en el
| interior de una estructura
La base es fuadrada . Octaedro de 6cm de arista ctibica de 5 dm de arista.
Tetraedro’de 5cm de arista
Solucién:

Primera. Area: 189 + 7+/149 cm? ~ 274.45 cm>.
Volumen: ggﬂ cm3 ~ 326.666 cm?.

Segunda. Area: (180 — 256 + 25+/3) cm? ~162.06 cm?>.

w cm? ~116.636 cm.

Tercera. Area: 72+/3 cm? ~124.71 cm?.
Volumen: 72~/2 cm3 ~101.82 cm?.

Cuarta. Area: 22—5 (3 ++/3) dm? ~59.1506 dm?.

Volumen:

51. El agua contenida en un recipiente conico de 21 cm de altura y 15 cm de diametro de la base se vierte en un vaso
cilindrico de 15 cm de diametro de la base. ;Hasta qué altura llegara el agua?
Solucion: 7 cm.
52. Segun Arquimedes, ¢qué dimensiones tiene el cilindro circunscrito a una esfera de 7 cm de radio que tiene su misma
area? Calcula esta area.
Solucion: 14 cm de diametro y 14 cm de altura.
El area es 196 wcm? ~615.7522 cm>.
53. En la construccién de un globo aerostatico esférico de un metro de radio se emplea lona que tiene un coste de 300
€/m2. Calcula el importe de la lona necesaria para su construccion.
Solucién: Consideramos que 1 m es el radio del globo. Suponemos que se paga solo la lona del globo y no los
recortes ni las costuras. La superficie de la esfera es 4m m2. El precio seria 3 769.91 €.

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO.
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54. Calcula el radio de una esfera que tiene 33.51 dm? de volumen.
Solucién: Aproximadamente 2 dm.

55. El Atomium es un monumento de Bruselas que reproduce una molécula de hierro. Consta de 9
esferas de acero de 18 m de didmetro que ocupan los vértices y el centro de una estructura cubica
de 103 m de diagonal, realizada con cilindros de 2 metros de didmetro. Si utilizamos una escala
1:100 y tanto las esferas como los cilindros son macizos, ;qué cantidad de material
necesitaremos?

Solucion: Aproximadamente 60.695 L.

56. Una piscina mide 20 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de alto.
¢ Cuantos litros de agua son necesarios para llenarla?
¢ Cuanto costara recubrir el suelo y las paredes con PVC si el precio es de 20 €/ m2?

Solucion: a) 200 000 L; b) 4 000 €.

57. Se ha pintado por dentro y por fuera un deposito sin tapadera de 8 dm de alto y 3 dm de radio. Teniendo en cuenta
que la base s6lo se puede pintar por dentro, y que se ha utilizado pintura de 2€/dm2, ; cuanto dinero ha costado en
total?

Solucién: 659.73 €.

e
c€€oer
e

B ] 58. ¢Cual de las dos campanas extractoras de la figura izquierda tiene un coste de acero
F 3 : inoxidable menor?
y \ Solucion: El area de la circular es 100 (16 + 3vV41) cm2.

- ’ El area de la cuadrada es 2400(3 + +53) cm? Esta tltima es mayor.

59. En una vasija cilindrica de 3 m de diametro y que contiene agua, se introduce una bola. ¢Cual es su volumen si
después de la inmersion sube 0.5 m el nivel del agua?
Solucién: > m? ~ 3.534291735 m.
60. El precio de las tejas es de 12.6 €/m? ;Cuanto costara retejar una vivienda cuyo tejado tiene forma de piramide
cuadrangular regular de 1.5 m de altura y 15 m de lado de la base?
Solucion: 22 113 €.
61. Se enrolla una cartulina rectangular de lados 40 cm y 26 cm formando cilindros de las dos formas posibles, haciendo
coincidir lados opuestos. ¢ Cual de los dos cilindros resultantes tiene mayor volumen?

‘s . T 6760 . ey
Solucion: Si hacemos coincidir los lados largos, el volumen es — cmi. Si hacemos coincidir los

10400 yags
lados cortos, el volumen es—— cm?. Este ultimo es mayor.

T
62. Cada uno de los cubos de la figura tiene 2 cm de arista. ;,Cuantos hay que afiadir para formar un
cubo de 216 ¢cm3 de volumen?
Solucién: 17 cubos.
63. Un tubo de ensayo tiene forma de cilindro abierto en la parte superior y rematado por una semiesfera en la inferior. Si
el radio de la base es de 1 cm y la altura total es de 12 ¢cm, calcula cuantos centilitros de liquido caben en él.

Solucién: ?’STTE cm’ ~ 36.652 cm3.

64. Ellado de la base de la pirdmide de Keops mide 230 m, y su altura 146 m. ; Qué volumen encierra?
Solucioén: 2 574 466.667 m®.
65. La densidad de un tapén de corcho es de 0.24 g/cm3, ;cuanto pesan mil tapones si los diametros de sus bases
miden 2.5 cmy 1.2 cm, y su altura 3 cm?
Solucion: 2 102.499 g.
66. Comprueba que el volumen de una esfera es igual al de su cilindro circunscrito menos el del cono de igual base y
altura.
Solucion: Vestera = (4/3)7” 3 Veilindro = 7 2-(2l’),' Veono= (1/3) ar 2-(2l’ ) = Vestera = Veitingro + Veono
67. Calcula el volumen de un octaedro regular de arista 2 cm.

Solucién: 83—‘/2 cm’® =~ 3.771 cm?, ( ;
68. Construye en cartulina un prisma cuadrangular regular de volumen 240 ¢cm?, y de area lateral 240 cm2.
Solucion: La arista de la base ha de medir 4 cm y la arista lateral, 15 cm.
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69. El cristal de una farola tiene forma de tronco de cono de 40 ¢m de altura y bases de radios 20 y 10 cm. Calcula su
superficie.
Solucion: Area lateral: 300117 cm? ~ 3885.94 cm2 Si las bases son de cristal, miden respectivamente 400t y
100m. En total serian aproximadamente 5 456.73 cm?.

70. Un bote cilindrico de 15 cm de radio y 30 cm de altura tiene en su interior cuatro pelotas de radio 3.5
cm. Calcula el espacio libre que hay en su interior. iy
Solucion: 2224 cm? ~21000.500 cm. ( ;
71. Un embudo conico de 15 cm de didmetro tiene un litro de capacidad, ¢ cual es su altura?
Solucién: % cm ~17.0 cm.
72. En un depésito con forma de cilindro de 30 dm de radio, un grifo vierte 15 litros de agua cada minuto. ¢Cuanto
aumentara la altura del agua después de media hora?
Solucién: — dm ~1.6 dm.

73. La lona de una sombrilla abierta tiene forma de piramide octogonal regular de 0.5 m de altura y 40
cm de lado de la base. Se fija un mastil en el suelo en el que se encaja y el vértice de la piramide queda a
- una distancia del suelo de 1.80 m. En el momento en que los rayos de sol son verticales, ¢qué &rea tiene el

espacio de sombra que determina?
2a?

Solucion: La sombra es igual al octogono de la base. El area de un octégono de lado a es

S|

3-2
Sia=40cm, el area aproximada es 7 725.48 cm>.
74. Una pecera con forma de prisma recto y base rectangular se llena con 65 litros de agua. Si tiene 65 cm de largo y 20
cm de ancho, ¢cuél es su profundidad?
Solucion: 50 cm.
75. En un helado de cucurucho la galleta tiene 12 ¢cm de altura y 4 cm diametro. 4 Cual es su superficie? Si el cucurucho
esta completamente lleno de helado y sobresale una semiesfera perfecta, ¢cuantos cm® de helado contiene?

Solucion: Superficie de galleta: 47t/37 cm? ~76.44 cm?. El volumen de helado es 82—" cm?® ~83.776 cm?.

Iniciacion a la Geometria Analitica
76. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3) y B(2, 5).
Solucion: v/29.
77. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3, 4) y B(2, 5, 8).
Solucion: 3+/5.
78. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5).
Solucién: V41.
79. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5, 0).
Solucion: /41
80. Elvector u= (4, 5) tiene el origen en el punto A(3, 7). ; Cudles son las coordenadas de su punto extremo?
Solucion: B(7, 12)
81. Elvectoru=(4,5, 2) tiene el origen en el punto A(3, 7, 5). ¢ Cuales son las coordenadas de su punto extremo?
Solucion: B(7, 12, 7)
82. Dibuja un cuadrado de diagonal el punto A(2, 3) y C(5, 6). ¢ Qué coordenadas tienen los otros vértices del cuadrado?
Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.
Solucién: B(5, 2), D(2, 6). La longitud del lado es 3 y Ia de Ia diagonal 3+/2.

83. Dibuja un cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(4, 4, 4). ¢ Qué coordenadas tienen los otros vértices del cubo? Ya sabes,
son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y de la diagonal del cubo.
Solucién: C(1,1,4), D(1, 4, 1), E(1, 4, 4), F(4, 1, 1), G(4, 1, 4), H(4, 4, 1). La longitud de la arista es 3; la diagonal de una
cara, 3v'2 y la diagonal del cubo 3+/3.

84. Sea X(x, y) un punto del plano, y A(2, 4), escribe la expresion de todos los puntos X que distan de A una distancia 3.
Solucion: (x - 2)2+ (y-4)?=9.
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85. Sea X(x, y, ) un punto del espacio, y A(2, 4, 3), escribe la expresién de los puntos X que distan de A una distancia 3.
Solucion: (x-2)? + (y-4)? +(z-3)?=09.
86. Escribe la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por el punto A(2, 7) y tiene como vector de direccion u = (4, 5).
Represéntala graficamente.
x=2+4A

Solucion:
y=7+5A

87. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(2, 7) y B(4, 6), de forma explicita, implicita y paramétrica.
Represéntala graficamente.
x=2+2\

Solucion gréfica: y=-x/2+8; x+2y=16; {
y=7-\

88. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(2, 4, 6) y B(5, 2, 8), de forma explicita, y como interseccién
de dos planos.

x=2+3\
Solucion: {y=4-2M\ Xx-2 _y-4_z-6 2x+3y =16 .
64201 3 -2 2 2x—-3z+14=0
=

89. En el cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(5, 5, 5) escribe las ecuaciones de los planos que forman sus caras. Escribe
también las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices.

Solucion: Caras: x=1,y=1,z=1,x=5y=5z=5.
Aristas: x=1 x=1 y=1 x=1 x=1 y=1 x=5 |x=5 y=5 x=5 x=5
" ly=1" |z=1" |z=1" |y=5" lz=5 |z=5 |y=1"|z=1" lz=1" |y=5 |z=5’
y=5
z=5
Vértices: C(1, 1, 5), D(1, 5, 1), E(1, 5, 5), F(5, 1, 1), G(5, 1, 5), H(5, 5, 1).
=0
90. Escribe la ecuacion del cilindro de eje {;—0 y radio 3.

Solucion: x?+ y?= 9,

91. Escribe la ecuacion de la esfera de centro A(2, 7, 3) y radio 4.
Solucion: (x - 22+ (y-7)*+ (z- 3)*= 16.

x=5+t
92. Escribe la ecuacion del cilindro de eje, larecta < y =1y radio 2.
z=2

Solucion: (y—-1)2+ (z- 2)2=4,

93. Escribe la ecuacion de la circunferencia en el plano de centro A(3, 7) y radio 3.
Solucion: (x-3)2+ (y-7)*=9.

94. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior. Escribe la
ecuacion del cilindro.

Solucion: (x - 3)2+ (y-7)?=9.

@O
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Movimientos
41. Transforma la letra L mediante dos isometrias consecutivas. ¢Puedes obtener el resultado final mediante una unica
isometria? Analiza posibles situaciones.

Solucion manipulativa y grafica: Si. La composicion de dos isometrias es otra isometria. La composicion de dos
traslaciones es otra traslacion. La de dos giros, es en general, otro giro. La de dos simetrias es o bien una
traslacion o bien un giro. La composicion de traslacion y giro es, en general, un giro. La composicion de una
traslacion y una simetria es una simetria con deslizamiento.

42. Pliega una tira de papel como un acordeén. Haz algunos cortes y despliégala. Habras confeccionado un friso. Sefiala
en él todas las isometrias. Ensaya otros disefios de frisos.

Solucion abierta, manipulativa y grafica:

43. Determina los ejes y centros de simetria de las siguientes graficas de funciones. Sefiala cuales son pares y cuales
impares. (Dibuja previamente su gréfica).

a)y=x b)y=x c)y=x*dy=x
Solucion: Son pares, con eje de simetria el eje de ordenadas: a) y ¢). Son impares, con centro de simetria el origen: b)
yd).

44. Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetria, dibujalos en tu cuaderno e indica la forma de determinarlos.
Solucion manipulativa y gréfica: cada plano de simetria contiene a una arista y corta dos caras por la mitad.
45. Un prisma recto de base un rectangulo, ¢ tiene simetria central? ; Tiene planos de simetria? ; Cuantos? Describelos.
¢ Tiene ejes de giro? Describelos. ;De qué angulos?
Solucién manipulativa y grafica: Tiene simetria central. Tres ejes de giro (de 180°) que pasan por el centro de una cara
al centro de la cara opuesta. Planos de simetria que pasan por los ejes de giro y centros de las aristas.
46. Una piramide regular de base un triangulo equilatero, ;tiene simetria central? ; Tiene planos de simetria? ; Cuantos?
Describelos. ¢ Tiene ejes de giro? Describelos. ¢ De qué angulos?
Solucién: No tiene simetria central. Eje de giro de 120° que pasa por el vértice y el centro de la base. Tres planos de
simetria que pasan por el eje de giro y un vértice de la base.
47. Piensa en los poliedros regulares. Copia la siguiente tabla en tu cuaderno y complétala:

POLIEDRO ¢ Tiene centro de ¢Tiene ejes de ¢Cuantos ejes de giro | ¢Tiene planos de | ¢Cuantos planos de
simetria? SIINO giro? SI/NO tiene? ¢De qué simetria? SI/NO simetria tiene?
angulos?

Tetraedro No Si 4,120° Si
Cubo Si Si 3, 90° 4, 120°; 6, 180° Si
Octaedro Si Si 3, 90° 4, 120°; 6, 180° Si
Dodecaedro Si Si Si
Icosaedro Si Si Si

48. Estudia las isometrias que dejan invariante a un triangulo equilatero. Nombra sus vértices y sus ejes de simetria. a)
Aplica al triangulo un giro de 120° y luego una simetria. ;Puedes obtener el mismo resultado con una Unica
transformacion? b) Repite lo mismo con un giro de 240° y otra simetria. ¢) Comprueba que siempre la composicion
de un giro por una simetria es otra simetria. d) Haz ahora un giro de 120° y otro de 240°, ;qué obtienes? e) ;Y con
dos giros de 240°? f) Comprueba que la composicion de dos giros del mismo centro es siempre un giro (0 la
identidad).

Solucién manipulativa y gréfica: a) Cada una de las isometrias del triangulo equilatero podemos representarla por:

A B
(B c i] que indica que transforma el vértice Aen B, el Ben C y el C en A. En este caso es el giro de 120°.

B

A
Aplicamos ahora la simetria de vértice A: (A c

C . i
BJ' La composicion transforma al triangulo en:

A B C . , L. . . . . . .
cC B A que es la simetria de vértice B. La composicion de un giro con una simetria es una simetria. d)

A A B
Hacemos ahora el giro de 240° ( C]. Componemos el giro de 120° con el de 240° ( CJ y

C A B A B C

. . . A B C .
obtenemos la identidad. ¢) Componemos dos giros de 240°: (B c A) y obtenemos el giro de 120°. La
composicion de dos giros del mismo centro es otro giro (o la identidad).
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49. Al pasear por la ciudad, mirar el aula, en todo lo que nos rodea podemos ver como la Geometria permite explicarlo.

Mira este mosaico. Busca un motivo minimo, es decir, un

trozo de mosaico que te permite, mediante movimientos,

recomponerlo. En el disefio de este mosaico, ¢se han

utilizado simetrias?

¢ Hay simetrias de eje vertical?

¢ Hay simetrias de eje horizontal?

¢ Hay otros ejes de simetria? ;Cuales?

¢ Hay giros de 90°7

¢ Hay giros de 45°7

¢ Hay traslaciones?

Solucién manipulativa y grafica: En el disefo de este mosaico
hay simetrias de eje vertical, de eje horizontal, simetrias
de ejes oblicuos, giros de 90° giros de 45° y
traslaciones.

FEFEFEEF
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AUTOEVALUACION
55. Las longitudes de los lados del triangulo de vértices A(2, 2) B(1, 4) y C(0, 3) son:
a)2,5,5 b) V2,5, V5 ) V5, ¥2, 42 d) v2,v3,+V5

Solucién: b)

56. En el triangulo rectangulo de catetos 3 y 4 cm se multiplican por 10 todas sus longitudes. El area del nuevo triangulo es:
a) 6 m? b) 6 dm? c) 60 cm? d) 0.6 m?

Solucioén: b)

57. La altura de un prisma de base cuadrada es 20 cm y el lado de la base es 5 ¢cm, su area total es:
a) 450 cm? b) 45 dm? c) 425 cm? d) 0.45 m?

Solucion: a)

58. Un deposito de agua tiene forma de prisma hexagonal regular de 5 m de altura y lado de la base 1 m. El volumen de agua
que hay en él es:

a) 602 md b) 4542 m? ¢) 300002 dm? d) 7.5V/3 ms
Solucion: d)

59. El tejado de una caseta tiene forma de piramide cuadrangular regular de 0.5 m de altura y 1000 ¢cm de lado de la base. Si
se necesitan 15 tejas por metro cuadrado para recubrir el tejado, se utilizan un total de:

a) 1 508 tejas. b) 150 tejas. c) 245 tejas. d) 105 tejas.
Solucién: a)

60. Una caja de dimensiones 30, 20 y 15 cm, esta llena de cubos de 1 cm de arista. Si se utilizan todos para construir un
prisma recto de base cuadrada de 10 cm de lado, la altura medira:

a) 55 cm b) 65 cm c) 75cm d) 90 cm
Solucioén: d)

61. El radio de una esfera que tiene el mismo volumen que un cono de 5 dm de radio de la base y 120 cm de altura es:

a)5 V3 dm b) 375 dm ¢) 150 cm d) /2250 cm
Solucioén: b)

62. Se distribuyen 42.39 litros de disolvente en latas cilindricas de 15 cm de altura y 3 cm de radio de la base. El nimero de
envases necesario es:

a) 100 b) 10 c) 42 d) 45
Solucion: a)
63. La ecuacion de una recta en el plano que pasa por los puntos A(2, 5) y B(1, 3) es:
a)y=-2x+1 b) 3y —2x=1 c)y=2x+1 dy=-2x+9.
Solucién: ¢)
64. La ecuacion de la esfera de centro A(2, 3, 5) yradio 3es:  a)x2—2x+)y2-3y+22-5z2+29=0
b) x2—4x+3y2—-6y+522-102+29=0 c)x2—4x+y2—-6y+22-102+38=0 d)x2—-4x+y2-6y+2z2-10z+29=0
Solucion: b)
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CAPITULO 10: FUNCIONES Y GRAFICAS
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. FUNCIONES REALES

1. De las siguientes gréficas indica cuales de ellas corresponden a funciones.

Solucion: Sdlo es funcion la b. Para cada valor de la abscisa s6lo puede corresponder un tnico valor de la ordenada.

2. Un ciclista bebe 1/2 litro de agua cada 10 km de recorrido. Si en el coche de equipo llevan un bidon de 40 litros, haz una
tabla que indique su variacion y escribe la funcién que la representa.

Solucion: y = 20 x

y: Km 0 |20 [40[60 |80 |100]200]300|400|500 |600|700|800
x:Litros |0 |1 |2 |3 [4 |5 |10 [15 |20 |25 |30 |35 |40

3. Unciclista participa en una carrera recorriendo 3 km cada minuto. Teniendo en cuenta que no partio ]
del origen sino 2 km por detrés representa en una tabla el recorrido durante los tres primeros
minutos. Escribe la funcion que expresa los kilémetros en funcion del tiempo en minutos y dibdjala.

Solucion: y=3x+ 2

Xx:minutos |0 |1 [2 |3 s
y: km 2 |5 |8 |11
4. Representa las siguientes funciones a trozos. Se indican los puntos que tienes que calcular.
x—1, six<-3 ‘-
a. flx)={-x+1, si -3<x<0 Puntos: -5, -3.1, -3, -1,-0.1,0, 1.
3, si 0<x<w 72
1, Si x<-2 o
X
b. g(x)=43, si 2<x<1 Puntos: -3, -2.1,-2,0,0.9,1,4,9.
x/;, si1<x
Solucién:
5 —_/
kY , : .
> -10 0 10
10 5 0 5
5]
-10 |
-10]
a) b)
5. Indica el dominio de las siguientes funciones:
1
a) ! b) 1/x+—
lxz _a xX+2
Solucion: a) {xe9; x=2 y x = -2}; b) {xe9: x> -2}
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6. Indica el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:

a)y=14x+2

b) y-— ¢) y=V2+x

Solucion: a) Ky 9 b) {xeH; x =1}y {yedy =0}, c) {xeI; x> -2}y {yeH; y > 0}
7. Representa las siguientes funciones e indica su dominio y recorrido:

3 x,sixe[—3,0) =x sixe[—2,1]
2 f(X)_{ 2,sixe[0,2] P) g(x)—{ X, sixe(l,Z]
Solucion:
2]
1] /
2 1 1 2
a) b)

2. CARACTERISTICAS DE UNA FUNCION

8. Indica el dominio y recorrido de las siguientes funciones y dibjalas:

1
a) 2x+6

X ;
b. 3x-6 C. x> -3x

Solucion: a) {xeI; x #-3} y{yeH:y #0}; b) {xe9H, x #—2}; ¢c) Ry .
9. Dibuja las siguientes funciones e indica sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

ay=x

1
D) y= Y=
X

Solucién: a) Siempre creciente; b) Siempre creciente; ¢) Creciente si x < 0, y decreciente si x > 0.

-2 -1 0 1

A

b) ¢)

10. La gréfica que se da a continuacion indica la evolucion de un valor de la bolsa (en el eje
vertical en miles de euros por accion) durante una jornada. Estudia su dominio, recorrido, puntos de
corte, simetria, periodicidad, crecimiento, continuidad, maximos y minimos.

Solucién: Dominio: (10, 16); Recorrido: (0, 6); Puntos de corte: (0, 4), (12.75, 0) (14, 0); No
tiene simetria; No es periédica, Es creciente en (0, 11.5), (13, 14.5), y decreciente en (11.5, 13)
y (14.5, 16); Es continua en todo su dominio; Maximos relativos: (11.5, 6), (14.5, 4); Minimos
relativos: (13, -2) ademas de (0, 4) y (16, 2)

11. Estudia la siguiente gréfica, indicando: dominio, recorrido, puntos de corte con los ejes, S

simetria, periodicidad, crecimiento, continuidad, maximos y minimos.
Solucién: Dominio: {xe%; x = 0}; Recorrido: {ye%; y = 1}; Puntos de corte: (0, —1); Es
simétrica respecto al punto (0, 1); No es periddica, Es siempre decreciente; Es
continua salvo para x = 0; No tiene ni maximos ni minimos relativos.
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12. La gréfica que se da a continuacion representa el volumen de combustible en el depdsito de una gasolinera al cabo de un
dia. Estudia su dominio, recorrido, puntos de corte, simetria, periodicidad, crecimiento, [

continuidad, maximos y minimos.

Solucion: Dominio: {x e¥; x > 7}; Recorrido: {ye%; 0 <y < 6}; Puntos de corte: (7, 6), (13, 0) _T\_\\_\
(19, 0); No tiene simetria; Es periodica de periodo T = 6, Es siempre decreciente en EEENLENEEES

/ también son maximos o minimos.

interpreta su sentido fisico.

5 altura de 10 metros.

14. Representa graficamente las siguientes funciones:

a) y:x2 +2 b. y:2—x2 c. y:2x2 d y:—Zx2
Solucién: '
ay=x2+2
b)y 2-x?
c)y=2x?
d) y =-2x2
15. Representa graficamente las siguientes funciones:
y:l+5 y:E y:l—z y:£+3
a) X b. X C. X d. X
Solucién:
ajy=1x+5
b)y=5/x
c)y=1x-2
dy=2/x+3
16. Representa la funcién f(x) = 4 — x2 'y, a partir de
ella, dibuja las graficas de las funciones:
y=1(x)-3 b. y=1(x)+3 cy=fx-3) d y=fx+3)
‘ Solucién:
A fix) =4 — x2
= R\ PR P\ y=f(x)-3
y=f(x)+3
y=f(x-3)
y="f(x+3)
17. Utiliza GeoGebra para dibujar las siguientes funciones y comprueba tus anteriores
representaciones:
=—+3 2
a) y=x by == o X g Y=2X
Solucién:
= ‘it
b 1IN
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Solucién: El espacio recorrido por un cuerpo en caida libre que en el momento inicial ya esta a una

Textos Marea Verde




102

3. VALORES ASOCIADOS A LAS FUNCIONES

18. Dada la funcién f(x)=(x—1)°, calcula la tasa de variacion media en el intervalo [0, 1]. ;Es creciente o decreciente Ia
funcion en dicho intervalo?

Solucion: TVM(0, 1) = 1. Es creciente.

19. Dada la funcion f(x ):i, calcula la tasa de variacion media en el intervalo [-3, —1]. ¢Es m }: I
creciente o decreciente la funcion en dicho intervalo? RESES A
Solucién: TVM[-3, —1] = —1. Es decreciente. N : e
20. Calcula la TVM de esta funcion f(x) en los siguientes intervalos: a) [-1, 0] y b) [1, 2]. T
Solucion: a) TVM[-1, 0] = 2; b) TVM[1, 2] = -2. He | 1 |

. r 2 — . v r . .
21. Consideremos la funcion f(x)-X_—1 . Halla la tasa de variacion media en el intervalo [0,
2

2] e indica si es creciente o decreciente en ese intervalo.

Solucion: TVM[0, 2] = 1. Creciente.

22. Halla la tasa de variacion media de la funcion f (x) = 2x? — 3x en el intervalo [1, 2] e indica si f(x) crece o decrece en
ese intervalo.

Solucion: TVM(1, 2) = 3; Es creciente.

23. Dada la funcion f(x)=( x+1)3 , calcula la tasa de crecimiento en el intervalo [0, 1].

Solucion: TVM[0, 1] =7.

24. La funcién f(x)=1000(1’03)x representa el resultado de ingresar 1000 € en el banco (x = 0 es el estado inicial y,
naturalmente, vale 1000 €). Calcula su tasa de crecimiento entre 0 y 1, entre 1y 2 y entre 2y 3. ; Qué relacién hay entre
ellas? ;Puedes dar una explicacion de por qué?

Solucion: TV (0, 1) = 30; TV (1, 2) = 30(1,03); TV (2, 3) = 30(1,03)2. Se multiplican por 1,03.

25. La siguiente tabla representa la poblacién mundial (estimada) en millones de personas. Calcula la tasa de crecimiento
para cada intervalo de 5 afios. ;,Qué observas?

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
3692 4068 4435 4831 5264 5674 6071 6456 6916

Solucién:

Afio 1970 |1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
Poblacion 3692 (4068 4435 4831 5264 5674 6071 6456 6916
Tasa de crecimiento 376 367 396 433 410 397 385 460

La poblacion mundial es creciente
26. ¢Podrias dar un ejemplo de una funcién cuya tasa de crecimiento sea constantemente 2?
Solucioén abierta: Por ejemplo y = 2x + 3.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Pablo sali6 de su casa a las 8 de la mafiana para ir al instituto. En el recreo, tuvo que
volver a su casa para ir con su padre al médico. La siguiente grafica refleja la situacion: oo ISTNEAASU GASA )
a) ¢A qué hora comienzan las clases y a qué hora empieza el recreo?
b) ¢ A qué distancia de su casa esta el instituto? ; Qué velocidad lleva cuando va a clase?
c) ¢,A qué distancia de su casa esta el consultorio médico? ;Qué velocidad llevan cuando se / /
dirigen alli?
d) ¢ Cuanto tiempo ha estado en clase? ;Y en el consultorio médico?
Solucion: a) A las 8:30 h; A las 11:15; b) Suponemos que la distancia viene dada en metros (no en km) su casa esta a
1.5 km; v = 1500 m/hora; c) 1500 m; v = 3000 m/h; d) En clase ha estado dos horas y 45 minutos. En el
consultorio, 45 minutos.
Dada la funcién a través de la siguiente grafica: ., T
Indica cual es su dominio de definicion. ) /
¢ Es continua? Si no lo es, indica los puntos de discontinuidad. / N
¢ Cuales son los intervalos de crecimiento y cuales los de decrecimiento de la funcién? ; Qué ocurre
en el intervalo (—o, —2]?
Solucién: Dominio: $%. No es continua en x = —2, donde tiene un salto finito, ni en x = 4. Es
creciente en (-2, 0), (2, 4) y decreciente en (0, 2), (4, +). En el intervalo (—oo, —2] la funcién es constante.

g
EER-ER-ER:
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2. Dibuja las graficas de estas hipérbolas y determina sus dominios, calcula sus asintotas y los puntos de corte con los ejes

de coordenadas:
_ 2x _2x-3 _ 4x
2’ x—2 b. © x-2 o YT k1
Solucién: .
y=2x/(x-2) y=(2x-3)/(x-2) y=4x/(2x+1) Fanil
N\ 3. Dibuja la grafica de f(x) - {1;)‘ st x=1 ’ /
x“—-4x si 1<x

AN

y explica si es continua en x =1.

Solucién: No es continua en x = 1, tiene un salto finito
de tamano 3. 4
4, Tres kilos de peras nos han costado 4.5 €; y, por
siete kilos, habriamos pagado 10.5 €. Encuentra la 3
ecuacion de la recta que nos da el precio total, “y”, en
funcién de los kilos que compremos, “x”. Represéntala 2
gréficamente.
Solucion: y=1.5x !

Solucioén: a. y=4x?+8x-5 b.y=x2+3x-4 C.y=8-2x-x?
a) Tiene el vértice en (—1, 9), b) en x = =3/2, y ¢) en (-1, 9);
a) es mas estrecha.
6. Calcula los puntos de corte con los ejes y el vértice de
las siguientes parabolas y utliza estos datos para
representarlas graficamente
a y=x>+5x+6 b.y=-x*+4x+5
- Solucion: a) (-2, 0), (-3, 0) y (0, 6); b) (-1, 0), (5, 0) y (0, 5)
a)y=x2+5x+6;b)y=-x2+4x+5.
7. La altura sobre el suelo de un proyectil lanzado desde lo alto de una muralla viene dada, en funcion del tiempo, por
h(t) = —5t> + 15t + 20 , donde { se expresa en segundos, y h, en metros. Dibuja la gréfica de esta funcion y calcula:
La altura de la muralla.
La altura méxima alcanzada por el proyectil y el tiempo que tarda en alcanzarla.
El tiempo que tarda en impactar contra el suelo.
Solucioén:

5. Describe las siguientes funciones cuadraticas y haz un boceto de su gréfica:
a.y=4x2+8x-5 b.y=x2+3x-4 C.y=8-2x-x?

La muralla mide 20 metros;
=° La altura maxima alcanzada por el proyectil es de 35 metros;
Tarda en impactar en el suelo unos 4.65 segundos aproximadamente.

8. La grafica muestra el dibujo aproximado de la curva y = x> — 2x — 8 . Calcula: Y,
10 Las coordenadas de los puntos Ay B.
La ecuacién de una recta que pase por los puntos Ay B.
5 Solucién: A=(0,-8); B=(4,0); y=2x-8;
A
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9. Representa las siguientes funciones:
a.y=3lx b.y=4/x-5 C.Yy=+x+4
x+3 si  x<-1

y= 2 si —1<x<4 8|

d.y=Jx-2 e. 5
x“=10 si 4<x o

Solucioén:

10. El coste diario de fabricacion, en euros, de x articulos se expresa con la igualdad C =40x+ 250, y el ingreso diario de

su venta, mediante V = —2x* +100x . ;Qué cantidad de articulos se deben fabricar al dia para que su venta reporte
un beneficio maximo? Nota: el beneficio es la diferencia entre el ingreso y el coste.
Solucién:
Debe fabricar 25 articulos con un beneficio de 1250 euros.
11. La base y la altura de un tridangulo suman 4 centimetros. ;Qué longitud deben tener ambas para que el area del triangulo
sea maxima?
Solucién:
La base y la altura deben medir 2 cm.

12. Asigna las gréficas al recorrido efectuado por los siguientes estudiantes en su 4 o
camino diario al Instituto: R et
Emilio es el que vive mas lejos del Instituto. 0 U
Ana debe recoger a dos amigas por el camino y siempre le toca esperar. St
Felipe es el que menos tiempo tarda. i Jine e
Isabel es dormilona; siempre le toca correr en el Ultimo tramo, aunque es la que vive A
mas cerca del Instituto. iy il
Solucién:

Emilio: D; Ana: B; Felipe: A; Isabel: C.
13. Un rectangulo tiene un perimetro de 14 ¢cm. Suponiendo que la base del mismo tiene una longitud de x cm,
a) Probar que el area del mismo A esta dada por la funcién A(x) = x(7 — x).
b) Dibuja la gréfica correspondiente a esta funcién, tomando para ello valores de x de 0 a 7. Utilizando la gréfica, calcula
los siguientes apartados.
c) Elarea del rectangulo cuando x = 2.25 cm. o0
d) Las dimensiones del rectangulo cuando su area es 9 cm?.
e) El area maxima del rectangulo. :
f) Las dimensiones del rectangulo correspondientes a esa area maxima.
Solucién:
a) Comprobado; b); c) 10.6875 cm?; d) 1.7 cm y 5.3 cm; e) 12.25 cm?; f) 3.5 cm y 10.5 cm.
14. La velocidad v en m/s de un misil t segundos después de su lanzamiento viene dada por la ecuacion v =
54t — 2t3. Utilizando la grafica de esta funcion, calcula:
a) Lamaxima velocidad que alcanza el misil.
b) Eltiempo que necesita para acelerar hasta conseguir una velocidad de 52 m/s.
c) Elintervalo (aproximado, resuelve graficamente) de tiempo en el cual el misil vuela a més de 100 m/s. -
Solucién:

a)v=3m/s; b) t=1s; c) En un entorno aproximado de 3 segundos. ©

1]

o

@O

BY NC SA
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15. El precio del viaje de fin de curso de un grupo de alumnos es de 200 euros por persona si van 30 alumnos o0 menos. En
cambio, si viajan mas de 30 y menos de 40, rebajan 10 euros por cada alumno que sobrepase el numero de 30, y si
viajan 40 o0 mas, el precio por persona es de 100 euros. Halla la expresion y dibuja la gréfica de la funcién que hace

corresponder al nimero de viajeros el precio del viaje.

Solucién:
200 si 0<x<30
y= {200 —10(x—30) si 30<x<40
100 si 40 < x

16. Halla el dominio de las siguientes funciones:

5x-3 2
a.y= C. Y= 3x+6 g.y= 4T -3x
4x-1 1+5%— 6x2
b.y = 2x4 - 3x2 +1 dy=2--° fy= I +2x
X~ =3x

Solucioén:

a) {xeJ; x=1/4}; b) H: c) {xe; x > -2}; d) {xeH; x=0 y x=3};e) {xeH; x=1/2 y

x1/3}; ) %4

200

17. La siguiente grafica muestra los viajes hechos por una furgoneta y un coche saliendo desde Teruel hacia la poblacion de

Alcafiz, ida y vuelta.

a) ¢ Cuanto tiempo se detuvo la furgoneta durante el trayecto?

b) ¢A qué hora adelant6 el coche a la furgoneta?

c) ¢Qué velocidad llevaba la furgoneta entre las 9:30 y las 10:007?

d) ¢Cual fue la mayor velocidad alcanzada por el coche durante el viaje?
e) ¢Cual fue la velocidad media del coche en el viaje completo?

Solucién:
a) Media hora a las 9 h, y un cuarto de hora a las 11 y media; b) A las 9 y cuarto;
c) 60 km/h; d) 80 km/h; e) 200/3 km/h.

x+4 si x <=2

18. Representa gréficamente la siguiente funcion: f(x) ={ _l2 g o<y
5 <

Una vez representada estudia las zonas de crecimiento-decrecimiento, los extremos
(maximos-minimos) y su continuidad.
Solucioén:
La funcion es creciente si x < 0 y decreciente si x > 0. Tiene un maximo
relativo en (0, 0) y un minimo relativo en (-2, —2). La funcion tiene un punto
de discontinuidad con salto de tamario 4 en x = -2.
19. Representa graficamente una funcién, f, que cumpla las siguientes condiciones:
a) Dom (f)=[-5, 6]

b) Crece en los intervalos (-5, —3) y (0, 6); decrece en el intervalo (-3, 0).
c) Es continua en su dominio.
d) Cortaaleje X enlos puntos (-5, 0), (-1,0) y (4,0).
e) Tiene unminimoen (0,—2) y maximosen (-3, 3) y (6, 3).
Solucién abierta y grafica: Por ejemplo:

20. Construye una grafica que represente la audiencia de una determinada cadena de television durante un dia, sabiendo

que
a) Alas 0 horas habia, aproximadamente, 0.5 millones de espectadores.

b) Este nimero se mantuvo practicamente igual hasta las 6 de la mafana.

c) Alas 7 dela mafiana alcanzo la cifra de 1.5 millones de espectadores.

d) La audiencia descendié de nuevo hasta que, alas 13 horas, habia 1 millén de espectadores.
e) Fue aumentando hasta las 21 horas, momento en el que alcanzé el méaximo: 6.5

millones de espectadores.
f) A partir de ese momento, la audiencia fue descendiendo hasta las 0 horas, que
vuelve a haber, aproximadamente, 0.5 millones de espectadores.
Solucion abierta grafica:

adenca 0 miloney

toms
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AUTOEVALUACION
1. Indica cual de las siguientes expresiones algebraicas es una funcién real:
a)x*+y?=1 b) y =-2x>+x*—x>+5x-1 o) y=512-x-y* -z d)y?=x+1

Solucion: b)

2. Estamos confeccionando una tabla de valores de la funcién f(X)= . Indica qué punto (o puntos) no deberia

2

x“+1
estar:
a)(0,1) b) (12, 2) c) (2, 1/5) d)(1,0)
Solucién: b) y d)
3. El dominio de la funcion f(x)= . es:
Vxi+1
a) La recta real b) {x € R| x< 1} o) {xeRlx=>1 d){xe Rl x>0}

Solucién: a)

—X, Si -21
4. Indica que tipo de discontinuidad o continuidad presenta la funcion f(x)= X S,I xel-21] enel punto x = 1:
x, si xe(1,2]
a) Es continua  b) Tiene una discontinuidad evitable c) Tiene un salto finito  d) Tiene un salto infinito
Solucién: c)
5. Sefiala la funcién que tiene simetria par:
-x, si xe[-2]]
= b)y=x2+3 - d) (x)=
a)y=x Jy=x 9 1) x+1 ) 1 { x, si xe(1,2]
Solucion: b)
6. Sefala la funcién que tiene como asintota horizontal a la recta y = 0:
1 —X, Si XG[-Z,l]
= =x2 + = f(x)=
a)y=x Dy=x+3 0) /1) x*+1 9 19 { x, si xe(1,2]

Solucién: ¢)

7. Latasa de variacion de la funcion f(x)= % S_' xel-21] entre -1y 2 es igual a:
x, si xe(1,2]
a) TV[-1,2] =1 b) TV[-1, 2] = 2 ¢) TV[-1,2] =3 d) TV[-1,2]=0

Solucién: a)

AN i _211 .
8. Latasa de variacién media de la funcién f(x):{ X S_' X e[ ] entre —1y 2 es igual a:
X, Sl XE(l,Z]
a) TV[-1,2]=1/3 b) TV[-1, 2] = 2/3 c) TV[-1,2] =1 d) TV[-1,2]=3
Solucién: a)
A i _2!1 .
9. Latasa de crecimiento de la funcion f(x):{ X S_I Xe[ ] entre —1y2esigual a:
X, Sl Xe(1,2]

a) Terec [-1,2]=3 b) Terec [-1, 2] = 2 C) Terec [-1,2] =0 d) Terec [-1,2] = 1
Solucion: d)
10. La funcion y = x2 + 3 tiene un minimo absoluto en el punto:
a)(1,4) b) (0, 0) ¢) (0, 3) d) (3,0)
Solucién: ¢c)
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CAPITULO 11: FUNCIONES POLINOMICAS, DEFINIDAS A TROZOS Y DE

PROPORCIONALIDAD INVERSA
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. FUNCIONES POLINOMICAS DE PRIMER GRADO

1. El consumo medio de agua al dia por habitante (en 2011) es de 142 litros. Representa graficamente el consumo de una

persona en una semana.
Solucién gréfica: y = 894x. Es una recta que pasa por el origen de pendiente m = 894.

2. Elagua virtual es el agua necesaria para crear un producto. Representa graficamente las siguientes relaciones:
a) 71 litros para producir una manzana.

b) 10.850 litros para producir unos vaqueros.

¢) 4.000 litros para producir una camiseta.

Solucién gréfica: a) y = 71x; b) y = 10850x; c) y = 4000x.

3. Halla el dominio, maximos y minimos y la simetria de las siguientes rectas:

c. y=4-x d e. y=2,65-X

w | x

Solucién: a) Dominio: %; No tiene ni maximos ni minimos. Es una funcion impar.
b) Dominio: 9%; No tiene ni maximos ni minimos. Es una funcioén impar.
¢) Dominio: 92; No tiene ni maximos ni minimos. Es una funcion impar.
En los tres casos son rectas que pasan por el origen.

4. Hallala pendiente y la expresion algebraica de las siguientes rectas:

a. b. C.
Solucién: a) m=0.75; y = 0.75x; b) m = —1.5; y = —1.5x; ¢) m = =3; y = =3x.
5. Representa las siguientes funciones lineales:

a. y=3-x+4 b. y:—%-x—2 C. 2X+-4y=35

Solucién gréfica: | /

a); 7

b);

c); \ y

d;; —_— <<

e);

f; ~\\

6. Halla la expresion de las siguientes rectas:
a. b. c. d.

// N\

/ \

Solucion: a) y = 3x/2 + 3; b)y=-3x/2+5; c)y=3/2;
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7. Utiliza GeoGebra para comprobar tus anteriores representaciones:

3
a y=3-x+4 y=——:X-2 c 2X+-4y =5
Solucién grafica:
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A U *lllla=2
b & /././\i‘ JJ\J‘ b\i‘ ®\i‘ O\i‘ &) KJ +\i‘ v
» Vista Algebraica » Vista Grafica |
5 a

Entrada:
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2. FUNCIONES POLINOMICAS DE SEGUNDO GRADO

8. Apartir de la parabola Y= X , dibuja la grafica de las siguientes parabolas:

15
a. y==x b. =-3%° C. =——x
y=3 y y=73
6 y=4125 e y—-2y (y=Lly
' ’ ' 10 ' 8
Solucion:
J-
0 I 0 I
T 1 T 1 -1
2-
-1 1)
1-
-2 2]
1 0 4 = -3
a)

d)
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9. Representa la grafica de las siguientes parabolas y localiza el vértice:

a. y:(X+4)2—5 b. y=—(x—§)2 +6 . y:X2—5
2 2 5
d Yy=X —6Xx+16 e. Yy=X -|-4)(.|_E
g y=xX-10x+17 h y=—X +2x—4
Solucién:

P b. V(3/4, 6)

a. V(-4,-5)

c. V(0, -5)

f. V(6, 10
d. V(3,7 (6,10

h. V(1, =3) i. V(2/3, -5/9)
g. V(2/3, -0.6)
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10. Halla los elementos caracteristicos y representa las siguientes parabolas:

a Y=2X"+4x—-6 b, Y=6X—24X ¢ Y=-2X+4x-2
d. yY=2X+5x-12 e. Y=3X"+6x-9 fy=-2X"+7x+3
g Yy=7X +21x-28 h Y=5X —9x+4 i y=—4x"—4x-1
Solucion:
0 -20
0
| |
Funcién: a); b); c). d); e); f). 9); h); i).
Vértices: V(-1,-8); V(2, -24); V(-1.25, -15.125); V(-1, -12); V(-1.5, -43.75); V(0.9, -0,05);
V(1,0) V(1.75, 9.125) V(-0,5, 0)
Ejes de simetria x=-1;x=2;,x=1. x=-1.25; x=-1; x=1.75. x=-1.5x=0.9; x=-0.5.

11. Utiliza GeoGebra para comprobar tus anteriores representaciones:

2 2 2
=2X"+4x-6 =6X" —24x =-2X"+4x-2
a. y b. y C. y
Solucién:
rchivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
1 R o
&AL el <N =-l
Vista Algebraica X | » Vista Grafica X
Cdnica
----- ® ay=2x"+4x-6
----- ® biy=6x-24x 5
----- ® cy=2x"+4x-2
15 -10 5 v 5 10
=ntrada:
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3. FUNCIONES DE PROPORCIONALIDAD INVERSA

12. Representa las siguientes funciones de proporcionalidad inversa en el mismo sistema de coordenadas:

-1 5 1
a Yy=— b. y=— c Y=—
X X 2X
d. y=i e. y=_—5 f. y=_—12
8X 3X 5x
Solucién:
a);
b);
cﬂ,
d);
e); 2
f)
0
= " 0 i

13. Describe lo que sucede cuando varia el valor de K . Ayudate de las graficas del ejercicio anterior.
Solucién: Si k es positivo la gréfica esta en el primer y tercer cuadrante, es siempre decreciente, y si es negativo, en
el segundo y cuarto, y es siempre creciente.

14. Halla la expresion analitica y representa la grafica de las hipérbolas que pasa por cada uno de estos puntos. Escribe los
intervalos donde la funcién es creciente o decreciente.

a. (4,2) b. (3,-1) c. (1/3,5)
d (12,3) e. (al) f. (1,b)
Solucién:
a) y = 8/x; Siempre decreciente; \
b) y = =3/x; Siempre creciente; !

¢) y = 5/(3x); Siempre decreciente;
d) y = 36/x; Siempre decreciente;

e) y = a/x; Depende del signo de a; a
f) y = b/x; Depende del signo de b.

15. Halla el dominio, recorrido, continuidad, maximos y minimos y el crecimiento de las siguientes hipérbolas:

e =

Solucién: En ambas, Dominio = 97—{0}; Recorrido = #—{0}; No hay ni méximos ni minimos; En a) la funcién es
siempre decreciente, y en b) es siempre creciente.
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16. Halla el dominio, recorrido, continuidad, maximos y minimos y el crecimiento de las siguientes hipérbolas:

y=— R ¢ y=—22
2X ' 3x ' X
d (=5,2) e. (4,-9) £ (1L1/2)

Solucion: d) y = —10/x; e) y = —36/x; f) y = 2.2/x; En todas, Dominio = %#—{0}; Recorrido = %—{0}; No hay ni maximos ni
minimos; En a), ¢) y f) la funcién es siempre decreciente, y en b), d) y e) es siempre creciente; d)

17. Representa en los mismos ejes de coordenadas, las siguientes hipérbolas:

X X X
y_—_12 y_—12 y_—12
X-3 X+3
3 3 5x-2
X Xx—1 x—1

Solucioén:

N )Y
Suy 2L
<

- -4 - o

~ 7

Y= y=tx+ 3y=1x—3 VEA2xy=A2Yx-3);y=A2x+3) V=3xy=Ix1)+d;y= (5x-2/x-1)

18. Describe lo que sucede cuando varian los parametros a y b en las hipérbolas del ejercicio anterior.
Solucién: Las hipérbolas y = k/x tienen siempre cémo asintota vertical la recta x = 0, si k > 0, es siempre decreciente y
esta en el primer y tercer cuadrante, y si k < 0, es creciente y esta en el segundo y cuarto cuadrante.

La hipérbolay = ﬁ + b es igual a y = k/x pero trasladada.

El valor de a desplaza horizontalmente a la hipérbola, si a > 0, a la derecha, y si a < 0, a la izquierda.
El valor de b desplaza a la hipérbola verticalmente, si b > 0, hacia arriba, y si b < 0, hacia abajo.
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19. Representa las siguientes funciones de proporcionalidad inversa a partir de la hipérbola y =

10 1 100
y=—-—+3 y=—-—+8 = +1
X-5 X+4 X+10
= 10 -7 e y:6—i =ﬂ—2
2X—4 5-X
Solucion:
| ) \D\
\ u
D\ . 5 20 10 0
5 0 5 10 4
10
-5-
0
10 ‘5 0

a) Dominio = 97—{5}; Recorrido =
J—{3}; Continua en 97—{5}); No es
simétrica; Asintota vertical: x = 5;
Asintota horizontal: y = 3; No hay ni
maximos ni minimos, es siempre
decreciente.

b) Dominio = $#—{—4}; Recorrido =
9—{8}; Continua en $#—{—4}; No es
simétrica; Asintota vertical: x = —4;
Asintota horizontal: y = 8; No hay ni
maximos ni minimos, es siempre
decreciente.

¢) Dominio = $—{—10}; Recorrido =
97—{1}; Continua en #—{—10}; No es
simétrica; Asintota vertical: x = —10;
Asintota horizontal: y = 1; No hay ni
maximos ni minimos, es siempre
decreciente.

0
3 i5 0 5 1 A
5 st NRNA AR I
5]
0 5
-10) ! ) 's
5 "
d) Dominio = $—{2}; Recorrido = | e) Dominio = $—{0}; Recorrido = | f) Dominio = $7—{5}; Recorrido =

J—{-T}; Continua en 957—2}; No es
simétrica; Asintota vertical: x = 2;
Asintota horizontal: y = —7; No hay ni
maximos ni minimos, es siempre
decreciente.

9—{6}; Continua en %7—{0}; No es
simétrica; Asintota vertical: x = 0;
Asintota horizontal: y = 6; No hay ni
maximos ni minimos, es siempre
creciente.

97—{-2}; Continua en 9—{5}; No es
simétrica; Asintota vertical: x = 5;
Asintota horizontal: y = —2; No hay ni
maximos ni minimos, es siempre
creciente.
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20. Estudia el dominio, recorrido, continuidad, simetria, asintotas y crecimiento de las funciones de proporcionalidad inversa

del ejercicio anterior.
Solucién: Resuelto en la actividad anterior.

21. Escribe una regla para expresar como se trasladan las asintotas segun los parametros a y b .

Solucion: La hipérbola y=
X—a

+b esigual ay = kix pero trasladada.

El valor de a desplaza horizontalmente a la hipérbola, si a > 0, a la derecha, y si a < 0, a la izquierda.
El valor de b desplaza a la hipérbola verticalmente, si b > 0, hacia arriba, y si b < 0, hacia abajo.

22. Representa las siguientes hipérbolas:

_2x-4 b _3-5x _4x-12
X+5 y X+2 X-=3
6X+8 7X+5 6x+10
d y= e. = y=
1-X X—4 2x—1
Solucién:
a) '
b)
c) Es la recta y = 4, salvo el punto x = 3, en el que no esta definida la funcién < 7
d)
) \\/&\

23. Utiliza GeoGebra para comprobar tus anteriores representaciones:
_2x-4 _3-5x

d. X+5 e X422 f
Solucién:

_4x-12
X-3

U
a

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Y I P B ol [+) PANIES =Y

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica

-~ Cdnica

B ] h:y=4x - 24x + 36
- Funcidn

2x—4
b f:y=

o y x+5

-15 -10 -5 o

=20

Entrada:
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4. FUNCIONES DEFINIDAS A TROZ0OS

. . 2x—1 six<0
24. Representa graficamente la funcion f (X) =

X—1 six>0’ |
Solucion: :

x>+2 six<0

25. Representa graficamente la funcion f (X) = ) .
2X+2 six>0

Solucién:

|

. 26. Representa graficamente la funcién:

1 2x+1 six<l1 - .
f (X) — . -2 - o 1

2) X+3 six>1

Solucioén:

o
(5]

7

27. Utiliza GeoGebra para comprobar tus anteriores representaciones.
Solucion: Solucion abierta y manipulativa.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Funcion lineal

1. Representa graficamente la siguiente relacion de proporcionalidad dada en la siguiente tabla y escribe su ecuacion.
Describe qué tipo de relacion es.

-5 -2 0 1 3
-5 -6 0 3 9

Solucién grafica: y = 3x. Es una recta que pasa por el origen de pendiente 3. Es una funcion de proporcionalidad
directa.

2. Representa las rectas a) y = 5x, b) y = —5x, ¢) y = (1/2)x, d) y = 2.3x.
Solucién:

a) y = 5x,

b) y = _5XJ

¢)y=(172)x,

dy=23x
3. Estudia el dominio, maximos y minimos y simetrias de las funciones lineales a) y = 1.5x, b) y

=-0.5x.

Solucion: Ambas tiene de dominio toda la recta real, no tienen ni maximos ni minimos y tienen simetria central.
4. Estudia la funcion y = 0,7x en el intervalo [-2, 5].
Solucién: Tiene en minimo para x = —2, y el maximo para x = 5.
5. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, 4) y (0, 0) y determina su expresién algebraica.
Solucion: m=4; y = 4x.
6. Representa las siguientes funciones lineales: )
a)y=2x+3 b)y=—x+5 c¢)y=3x-2 d)y=-2x-3.
Solucioén:

ay=2x+3 *
b)y=-x+5
c)y=3x-2
dy=-2x-3.

7. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, 4) y (2, 1) y determina su expresion algebraica.

Solucion: y = —3x + 7; Pendiente = 3.

8. Calcula la pendiente de las rectas que pasa por los puntos que se indican y determina su expresion algebraica.

a)(5,1),(3,-2) b) (-3, 4), (4, 1) c)(1,4), (0, 6) d) (-2, -4), (-1, 0)

Solucion: a) m= —7/2; y= —7/2+ 17/2; b)) m= -5/7; y= -5/T x+ 13/7; ¢c) m= -2, y = —2x + 6, d) m = 4; y = 4x +4.

9. Dos empresas de telefonia movil lanzan sus ofertas: la empresa StarTel ofrece por cada llamada pagar 50 céntimos mas

2 céntimos por minuto hablado; Tel-Hello ofrece 75 céntimos por llamada y minutos rev

ilimitados. ¢ Qué oferta es mas econémica? Para dar la respuesta, realiza los siguientes

pasos, expresando los resultados analitica y graficamente:

a) ¢Hay algiin momento en que las dos ofertas sean iguales?

b) Sihablo una media de 15 minutos al dia, ;qué oferta me conviene?

c) Sihablo una media de 35 minutos al dia, ¢qué oferta me conviene? 80 -

d) Sihago una media de 10 llamadas al dia de 3 minutos de duracién, ¢ qué oferta me
conviene?

e) Sihago una media de 2 llamadas al dia de 30 minutos de duracién, ¢;,qué oferta es 60
la mejor?

f)  ¢Qué oferta es mas econdémica?

Solucion: StarTel: y = 50 + 2x; Tel-Hello: y = 75.

a) Las dos ofertas se igualas en x = 25/2 = 12,5 minutos.

b) Depende del nimero de llamadas. Si cada llamada es de media 15 minutos,
Tel-Hello

¢) Depende del nimero de llamadas. Si cada llamada es de media 35 minutos,
Tel-Hello 0 , y

d) Star Tel ° % 40

1004

20 1

e) Tel Hello
f) Depende. Si las llamadas son de menos de 12 minutos, Star Tel, si son de mas de 13 minutos, Tel Hello.
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10. El escritor Jaime Joyce tiene distintas ofertas editoriales para publicar su ultima novela. La editorial Dole le ofrece 100 €,
ademas del 20 % de cada libro que venda; la editorial Letrarte le ofrece 350 €; y la editorial Paco le ofrece segun la venta
de libros: 50 € si vende hasta 250 libros, 100 € si vende hasta 500 libros, 300 € si vende hasta 1000 libros y 500 € si
vende mas de 1000 libros. Entre todas las editoriales, ¢ cual crees que es mejor oferta para Jaime?

Solucion: Depende de la cantidad de libros que estime vender. Si estima que vende mas de 4500, la editorial Dole, si

mas de 1000 pero menos de 4500, la editorial Paco, y si menos de 1000 la editorial Letrarte.

Funciones cuadraticas

11. Apartir de la parabola y = x2, dibuja la grafica de las siguientes parabolas:
a)y=x2+3 b)y=—x2+5 c¢)y=(x—-2)? d)y=(—x-3)>2
Solucioén:
ay=x2+3
b)y=-x2+5
©)y=(x—2) —
d)y=(-x-3)¢
12. Apartir de la parabola y = x2, dibuja la grafica de las siguientes parabolas:
a) y=25x2 b)y=-12x2 c)y=(112)x2  d)y=-0.7x2

Solucién:
a)y=25x
b)y=-1.2x2
c) y = (1/2)x2
d) y=-0.7x2

13. Representa la grafica de las funciones parabolicas siguientes e indica el vértice:

a)y=x2+3x+2 b) y=—x2+5x-4 C)y=(x—2)2+4 dy=—x2+x-3.
Solucién:

a)y=x2+3x+ 2; V(-3/4, —1/4). )

d)y = —x2+x-3, V(1/2, ~11/4)

c)y=(x—2)2+4; V(2 4).
\/ "4 T’

b)y = —x2+ 5x — 4; V(5/2, 9/4). %/

— &

2] 14. Determina los elementos de las
parabolas siguientes
o /\. a)y=302+2x+5 b)y=-20+4x—1 ) y=4(x—22+9 d) y = —5x2 + 2x - 6.

ARE Solucion:
g a)y=3x2+ 2x + §; V(-0.33, 4.66); Eje: x= —0.33;
b)y=-2x2+4x-1;V(1,1); Eje: x=1;
c)y=4(x—2)2+9; V(2,9); x=2;
d)y=-5x2+ 2x - 6; V(0.2, -5.8); Eje: x=0.2.
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Funciones de proporcionalidad inversa .
15. Halla la expresién analitica y representa la grafica de las hipérbolas y = k/x que /

pasan por los puntos que se indican. Escribe los intervalos donde la funcion es
creciente o decreciente.
Solucién: 4 2

a) y = 5/x; Siempre decreciente; 3
b) y= —4/x; Siempre creciente; f
¢) y = 4/x; Siempre decreciente; ,

d) y = 8/x; Siempre decreciente.

16. Representa las siguientes funciones de proporcionalidad inversa:
a)y=2Ix b) y=—-1/x c)y=3Ix d) y=-2Ix. ]
Solucién:

a)y=2Ix ;

)
b)y=-1/x
)

c)y=3Ix 5
d) y=-2/x. -2

17. Determina el dominio, recorrido, continuidad, maximos y minimos y el crecimiento de las siguientes hipérbolas:
a)y=23Ix b) y=-1.7/x c)y=3.2/x d) y=-2.1/x.
Solucién:
a) Dominio = $7—{0}; Recorrido = $#—{0}; Continua en $#—{0}; Asintota vertical: x = 0; Asintota horizontal:
y = 0; No hay ni maximos ni minimos, es siempre decreciente.
b) Dominio = $7—{0}; Recorrido = %—{0}; Continua en $—{0}; Asintota vertical: x = 0; Asintota horizontal:
y = 0; No hay ni maximos ni minimos, es siempre creciente.
c) Dominio = %7—{0}; Recorrido = $7—{0}; Continua en $7—{0}; Asintota vertical: x = 0; Asintota horizontal:
y = 0; No hay ni maximos ni minimos, es siempre decreciente.
d) Dominio = $7—{0}; Recorrido = $7—{0}; Continua en $#—{0}; Asintota vertical: x = 0; Asintota horizontal:
y = 0; No hay ni maximos ni minimos, es siempre creciente.

o

Y/

AN

18. Representa las siguientes hipérbolas:
a)y=2/x+3 b)y=—1/x+5 ¢)y=3/x-2 d)y=-2/x-3.
Solucién:
a)y=2/x+3
b)y=-1/x+5
c)y=3/x-2
d)y=-2/x-3.
| 19. Representa las siguientes
2] hipérbolas:
a)y=2/(x+3) b)y=-1(x+5) c)y=3/(x—2) d)y=-2/(x-23).
=D — Solucién:
a)y=2/(x+3)
“ b) y=-1/(x +5)
c)y=3l(x-2)
- d) y = -2/(x - 3)
20. Representa las siguientes hipérbolas:
2x-3 —x-3 2x—-3 X+2
Vr="ra WV 9Ty Yo
Solucion: a); b); c); d).
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Funciones definidas a trozos

‘o s 2x+1 si -1
21. Representa graficamente la funcién f (x) = { ;H S? =T /
X“=1 six>-1

Solucién: 3 \ | ’
No es continua en x = —1, tiene un salto de longitud 1.
/

. . ol . - X+1 six<?2
22. Determina los puntos de interseccion con los ejes coordenados de la funcion f (x) = {

2x+1 six>2"

Solucion:
A (0, 1); B(1, 0). 6 /
/)
2 . - 0 2 4
23. Indica los intervalos donde la funcion f(x) :{ X 2+1 S! X<2 es creciente. /
—-X“+4 six>2
Solucioén: 5

Es creciente en el intervalo (0, 2).

24. Representa graficamente la funcion f(x) = {3 X-2 six<l1

1/x  six>1
Solucion:
0 N
L T T
-2 0 2 4
-2}
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AUTOEVALUACION
1. La recta y = 4x + 2 tiene de pendiente my ordenada en el origen b:
aym=4,b=0 bym=1/2,b=6 cym=2,b=4 dm=4,b=2
Solucion: d)
2. La recta que pasa por los puntos (1, 6) y (—2, 4) tiene de pendiente m y ordenada en el origen b:
aym=2,b=4 bym=3/2,b=6 c)m=2/3,b=16/3 dm=6,b=2/3
Solucién: c)
3. Indica cual de las siguientes funciones lineales es simétrica respecto del origen de coordenadas:
a)y=(-10/17)x b) y=3x+1 C)y=4x+2 dy=—x+3
Solucién: a)
4. Indica cuél de las siguientes funciones cuadraticas es simétrica respecto del eje de ordenadas:
a) y=(-10/17)x2 + 3x b) y=3x2+2x +1 C)y=4x2 d)y=—x2+3x+2
Solucion: c)
5. Indica el vértice de la funcién cuadratica y = 3x2 + 1:
a) (0, 1) b) (1,2) ¢)(0,2) d) (0, 3)
Solucién: a)
6. Sefiala cual de las siguientes funciones cuadraticas es mas estrecha que y = xZ
a)y=(-1017)x2+3x  b)y=3x2+2x+1 C)y=(-1/2)x2+3x+2 d)y=-x2+3
Solucion: b)
7. Indica cual de las siguientes hipérbolas es simétrica respecto del origen de coordenadas:
a) y=-15/(21x) b) y=3/x+1 C)y=4/x+2 dyy=-1/x+3
Solucién: a)
8. Sefala cual de las siguientes hipérbolas tiene como asintotas a las rectas x=2e y = 3:
a) y=-15/(x-3) -2 b)y=3/(x-2)+3 c)y=4/(x+2)-3 dyy=—12/(x + 3) +2
Solucién: b)
9. Si traslado la hipérbola y = 3/x mediante el vector de traslacion (1, 3) obtengo la hipérbola:
a)y=3/(x-1)+3 b) y=3/(x-3)+1 c)y=3l/(x+3)-1 dy=-3(x+1)-3
Solucion: a)
10. Sefiala cual de las siguientes funciones cuadraticas alcanza un minimo absoluto:
a)y=(-1017)x2+3x  b)y=3x2+2x+1 C)y=(-12)x+3x+2 d)y=—x2+3

Solucion: b)
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CAPITULO 12: FUNCIONES EXPONENCIALES, LOGARITMICAS Y
TRIGONOMETRICAS

1. FUNCIONES EXPONENCIALES
1. Prueba ahora a realizar en tu cuaderno una tabla de valores y la grafica para un caso similar, suponiendo que el nimero

de bacterias se multiplica cada hora por 3 en lugar de por 1.4.
Solucién: y = 3.

Horas NUmero de
transcurridas (x) bacterias (y)
0 1 2
1 3
2 9 /
3 27 2 T2 . 0
4 81

2. Entu cuaderno, representa conjuntamente las graficas de y = x? (funcion potencial) e y =2* (funcion exponencial), con

valores de “x” entre 0 y 6. Observa la diferencia cuantitativa entre el crecimiento potencial y el crecimiento exponencial.
Solucién:
y=x
y=¢e
El crecimiento exponencial es mucho mas rapido que el potencial.

L]

3. Utilizando la calculadora, en tu cuaderno haz una tabla de valores y representa en tu

cuaderno las funciones y =e*,y =™,

Solucién:

4. Una persona ha ingresado una cantidad de 5.000 euros a interés del 3 % en un banco, de modo que cada afio su capital
se multiplica por 1.03.
Escribe en tu cuaderno una tabla de valores con el dinero que tendra esta persona al cabo de 1, 2, 3, 4, 5y 10 afios.
Indica la formula de la funcidn que expresa el capital en funcién del nimero de afios.
Representa en tu cuaderno graficamente dicha funcion. Piensa bien qué unidades deberés utilizar en los ejes.
Solucién:

Afios 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Capital | 5000.00 | 5150.00 | 5304.50 | 5463.64 | 5627.54 | 5796.37 | 5970.26 | 6149.37 | 6333.85 | 6523.87 | 6719.58
b) y = 5000(1.03)%

5. Un determinado antibiotico hace que la cantidad de ciertas bacterias se multiplique por 2/3 cada hora. Si la cantidad a las

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO. www.apuntesmareaverde.org.es
oloce) z% -
1eX108 Marea Verd

BY NC 3SA



123

7 de la mafana es de 50 millones de bacterias, (a) haz una tabla calculando el nimero de bacterias que hay cada hora,
desde las 2 de la mafiana a las 12 de mediodia (observa que tienes que calcular también “hacia atras”), y (b) representa
graficamente estos datos.

Solucién: y = 50%(2/3)<".

X (hora) 3 4 5 6 7 |8 9 10 11 12
Y (millones de bacterias) | S0@2F | S0P | 50(32F | 50(28) | 50 | 50723) | 50(2B8F | 5028 | 50°(28F | S0728F

50

40

304

204

104

0

0 10 20

6. Representa en tu cuaderno las siguientes funciones y explica la relacion entre sus gréficas:

a) y =2¥ b) y =2**1 o y=2",

Solucién: 6]
ay=2;
b)y=2=1; 4]
c)y=2" ,

7. Conociendo la grafica de la funcién f(x) =25 que se ha visto més arriba, y sin calcular tabla de valores, dibuja en tu

cuaderno las graficas de las funciones g(x)=2% -3 y h(x)=2""3.
Solucioén:
a)y=2s
b)y =2
c)y=2-3
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2. FUNCIONES LOGARITMICAS
8. Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicion (sin calculadora):
a) log, 81 b) log,256  c) log10000 d) log, 125 e) log,025  f) log0.001

Solucién:
a)log,81=4;
b) log, 256 = 8;
c) log 10 000 = 4;
d) log,125= 3;
e) log, 0.25=-2;
f) log 0.001 = -3.
9. Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicion e igualando exponentes (sin calculadora):

a) log, 2 b) log, 27 c) logg, 27 d) log,0.125 e) log, 1/9 f) log, %

o) log,2  h)log,32 i) log, V2 ] log,v27 K log 3100
Solucion: a) log, 2= 1/2; b) log, 27 = 3/2; c) log,, 27 = 3/4; d) log,0.125=-3; e) log, 1/9=-2; ) log, % =-2;

g) log,,2=1/4; h) log,, 32= 5/6; i) log, Jé =1/4;]) log, \/2_7 = 3/2; k) log 3«/100 =2/3.
10. Halla el valor de x en las siguientes igualdades:
a) log, =§ b) log, 81=4 ¢) logq27=x d)log 05=-1 e)logx=—4.
3
Solucién: a) x =4; b) x=3; c)x=-3; d) x=2; e) x=0.0001.
11. Calcula los siguientes logaritmos con la calculadora utilizando la férmula del cambio de base, y compara los resultados
con los obtenidos en la actividad:

a) log, 2 b) log, 27 ¢) log,, 27 d) log,.2 e) log,0.125  f) log, 1/9.
Solucion: a) 0.5 b) 1.5 ¢)0.75 d) 0.25 e)-3 f)-2.
12. Sabiendo que log 2 =0.301y que log 3 = 0.477 calcula:
a) log 5 b) log 25 c) log 24 d) log 60
Solucién: a) 0.69897  b) 1.3979 c) 1.3802 d) 1.778
13. Sabiendo que log 8 = 0.903, y sin utilizar calculadora, halla los siguientes:
a) log 80 b) log 2 c) log64d) log 0.8 e) log 1.25 f) log i‘/ﬁ)

Solucion: a) log 80=1.903; b) log 2 =(0.903)/3 = 0.301; c) log 64 = 2*log 8 =1.806; d) log 0.8 = log 8 - 1= -0.097;
e) log 1.25=log(10/8) = 1- 0.903 = 0.097; f) log /800 = 0.067666...
2%y? Xy

. i ; A= B=
14. Toma logaritmos y desarrolla a) ™ b) 10

Solucion: a) log A= (log 2+ 3 log x + 2 log y) - (log 3 + log z); b) log B=(1/2)(3 log x + 2 log y) - (log 10 + log z)

15. Reduce a un Unico logaritmo cada expresion: a) log 2 -log 12+ 1+1log3 b)2log5+ %log 5-2 c)2log2a-loga

Solucién: a) log 2-log 12 + 1 + log 3 = log(2*10)/12 = log(5/3); b) 2 log 5+ %Iog 5-2= Iogg ;
¢) 2 log 2a - loga = log(4a).

16. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log(x+1)2 =6 b) log x +log 5 = log 20 c) log (7—3x)-log (1-x)=1log 5

Solucioén: a) 999; b) 4; c)-1.

17. Cuando nacié un nifio sus padres colocaron 1.000 euros en una libreta de ahorro al 2.5 % de interés compuesto anual.
¢, Cuanto dinero tendra la cuenta cuando el nifio cumpla 15 afios?

Solucion: 1448.3 euros.

18. La poblacion de ciertas bacterias se multiplica por 1.5 cada dia. Si al comienzo hay 18 millones de bacterias, ¢cuantas
habra al cabo de una semana?

Solucion: 307546875 bacterias.
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19. ;A qué tanto por ciento de interés compuesto hay que invertir un capital de 20.000 euros para ganar 1.000 euros en tres
afos?

Solucién: Aproximadamente a 1.64 %.

20. Si invertimos 7.000 euros al 1.35 % de interés compuesto anual, ¢ cuantos afios deben transcurrir para haber ganado al
menos 790 euros?

Solucién: Unos 8 afos.

21. Calcula en cuantos afios se duplica una poblacion que crece al ritmo del 10 % anual.

Solucion: Mas de 7 afios y en menos de 8.

22. Si una poblacién de 8 millones de habitantes se ha convertido en 15 millones en 7 afios, ¢cuanto ha crecido cada afio?
(Qjo: jno se trata de dividir entre 7).

Solucion: Un 0.09395, aproximadamente un 10 %.

23. Representa en tu cuaderno, mediante tablas de valores, las graficas de las siguientes funciones:

a) f(x)=log, x b) f(x)=logq, o X ¢) f(x)=logqsx
Comprueba que en todos los casos pasan por los puntos (1, 0), (b, 1) y (1/b, —1).
Solucioén:

X 1/2 1 2 4

logax -1 0 1 2
X 1/4 1/2 1 2

IOg1/2X 2 1 0 -1
X 2/3 1 3/2 9/4

log1.5x -1 0 1 2

24. |dentifica las férmulas de las siguientes funciones a partir de sus gréficas, sabiendo que son funciones logaritmicas:
a) | b) |

Solucién: a) y=10gsx; D)y=10g25X; ¢)y=1logozsx; d)y=Ioggsx.
25. Repite en tu cuaderno el dibujo de la funcién f(X)=10g2 X representada en el ejercicio 23. Después piensa qué
desplazamiento sufren respecto a ella las funciones siguientes y represéntalas en la misma grafica sin hacer tablas de
valores:
a) g(x)=logy x+3 b) h(x)=log, x—3
c) i(x)=loga(x+3) d) j(x)=logs(x—3)
Solucién: Traslaciones de vector: a) (3, 0); b) (-3, 0); ¢) (0, -3); d) (0, 3).
f(x) = loga(x)
a) g(x)=logy x+3 b) h(x)=log, x—3 4
c) i(x)=loga(x+3) d) j(x)=logs(x—3)
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26. Haz el mismo proceso del ejercicio anterior con las funciones siguientes:
a) g(x)=log, x+2 b) h(x)=log, x -2 c) i(x)=logy(x+2) d) j(x)=log,(x—-2)

Solucién:
fx) = loga(x)
Traslaciones de vector: a) (2, 0); b) (-2, 0); ¢) (0,-2); d) (0, 2).

27. Identifica las formulas de las siguientes funciones a partir de sus graficas,
sabiendo que son funciones logaritmicas:

a) ; b) .

Solucion: Hay que tener en cuenta que siempre es log, 1 = 0y log, & — s pur 1v vuar 1a yranva debe pasar por los
puntos (1, 0) y (a, 1). Si no es asi hay que ajustar la funcién y = log, xcon algin factor o algun
desplazamiento para que pase por ambos puntos manteniendo la asintota en el eje OX. En este caso las
soluciones serian:

a) Si estiramos la curva horizontalmente tres veces pasara por los puntos (1, 0) y (3, 1). Por tanto, la funcién
esy =log;3x.

b) Si desplazamos la curva una unidad hacia arriba pasara por los puntos (1, 0) y (3, 1). Por tanto, la funcion
esy =log;x — 1.

c) Si desplazamos la curva una unidad hacia la derecha pasara por los puntos (1, 0) y (3, 1). Por tanto, la
funcionesy = logz(x + 1).

d) Si desplazamos la curva una unidad hacia la izquierda pasara por los los puntos (1, 0) y (3, 1). Por tanto,

lafunciénesy = logz(x — 1).

28. Representa en tu cuaderno la funcion y = 3x usando una tabla de valores. A
continuacién, a partir de ella y sin calcular valores, representa las funciones
1 X
siguientes: y=(§) , y=Ilogsx, y=log3x.
Solucioén:
y=3
y= (13
y = logs(x); = 2
y = logs(x). %
4
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO. www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



127

3. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

- . 1 ,
29. Representa en tu cuaderno las graficas de las funciones y = cos x, y = cos (EXJ ey = %cos x comparandolas

después con la grafica de y = cos x.
Solucién:

T 0 \g\_/ 6

La funcion coseno tiene de amplitud 1 y de periodo 2z ~ 6. La funcion y = cos Gx} tiene la misma

amplitud, 1, pero su periodo es 4 ~ 12. La funcién y = %cos x tiene el mismo periodo, 27, que la funcién

coseno pero su amplitud es la mitad: 1/2.
30. Partiendo de la grafica de la funcidn y = sen x, representa en tu cuaderno, sin hacer tablas de valores, las graficas de:
y=1+senxydey=sen (x+T/6).
Solucion:
y =senx
y=1+senx
y =sen (x + 1/6)

i Jm:' " w2l B '-._nlz__.'. I _-'.11-u.'._ .érr
= el A :
a) :
b) E
Solucién: a) y = sen(x); b) y = sen(3x).
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Funcién exponencial

1. Representa mediante una tabla de valores las siguientes funciones:

2\’ 4\ /2 2
a) Y=(§J b) y=[§j ¢) y=2 d) y=3
Solucién:
X -1 0 1 2
V= (23) 32 1 23 49
V= (43) 3/4 1 43 16/9
y= (2" 1/2 1 2 2
V= (3% 9 1 179 1/81

4. Representa mediante una tabla de valores la funcion y=3x y a continuacion, sin tabla de valores, representa estas otras
sobre el mismo dibujo:
a) y=3X_1 b) y=3X+1 C) y=3X+1 d) y=3X—1
Solucién:
y=3x
a);
b);
C); .
d; -4 -2 0 2

5. Encuentra una funcién exponencial f(X)=b* sabiendo que f(2)=9.
Solucion: b = 3; f(x) = 3.
6. Encuentra una funcion f(x)=kb* sabiendo que f(4) =48 yque f(0)=3.
Solucion: f(x) = 3-2~.
7. Siun capital de 3.500 euros se multiplica cada afio por 1,02 representa en un grafico la evolucién de ese capital en los 10
primeros afios. Escoge unas proporciones adecuadas para los ejes.
Solucioén:

4000

C =3500(1.02)". ’ o

8. Cierto tipo de células se reproduce por biparticion, comprobandose que el nimero de ellas se duplica cada dia. Si en un dia

determinado el nimero de células era de 4 millones:
a) Expresa mediante una funcién el numero de células en funcion del nimero de dias.
b) Halla el nimero de células que habra dentro de 3 dias y el que habia hace 3 dias.
C) ¢En qué dia piensas que el nimero de células era de 31.2507?
Solucién:
a) y =4000000(2);
b) Habia 500000 células;
¢) Hace 7 dias.

9. La descomposicion de cierto is6topo radiactivo viene dada por la férmula y = yo-2.770-25t, donde yo representa la cantidad
inicial y ¢t el numero de milenios transcurrido. Si la cantidad actual es de 50 gramos, ¢ cual seré la cantidad que quede al cabo
de 8.000 afios? ¢ Cuél era la cantidad que habia hace 5.000 afios?

Solucién:
¥(8000) = 50 * 2.7-2000; y(5000) = 50 * 2.7-1250,
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Funcién logaritmica
10. Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicion y sin utilizar la calculadora:

a) log. 625  b) log, 128 c) log 1000 d) Iog3% e) log, 0.2 f) log 0.1

Solucién:
a)4; b)7; c)3; d)-3; e)-1; f)-1.
11. Calcula los siguientes logaritmos utilizando la definicion e igualando exponentes, sin calculadora:
a) log, 3 b) log, 32 c) log, 0.125 d) log, 27 e) log, NG f) log, 2
) log, 0.333... h) log, V2 1) log, 427 i) log +/1000
Solucién:
a) log,3=1/2; b) log, 32=5/2; c) log,0.125=-3; d) log, 27 = 3/2; ¢) log, V8=3/2; 1) log, 2= 1/3;

g) log,0.333...=-1; h) log, V2 = 1/6;i) log, /27 =3/4;  j) log 1000 = 3/2.

12. Calcula los siguientes logaritmos con la calculadora utilizando la formula del cambio de base:
a) log,7  b) logy 12 ¢) log,, 0.1 ) log,; ¥8 ) log,, ¥1000

Solucién:
a) 1.209; b) 1.1309; ¢) -0.7686; d) 0.405; e) 1.2457.
13. Utilizando los valores log 2 = 0.301 y que log 3 = 0.477 calcula, aplicando las propiedades de los logaritmos y sin calculadora:
a) log27  b) log 12 ¢) log 20 d) log 50 e)log V6 flog ¥25
Solucién:
a) 1.4313; b) 1.079; ¢) 1.301; d) 1.698; e) 0.389; f) 0.466
14. Llamando log 9 = x expresa en funcién de x los siguientes logaritmos:
a) log81  b) log 900 ¢) log0.1 d) log 0.9 e) log F900
Solucién:
a) log 81=2x; b) log 900= 2+ x; c) log0.1=-x; d) log 0.9=x-1;e) log 900 = (x + 2)/3.
15. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) 2log x =log (10 - 3x) b) log2 + log(11 —x2) = 2 log(5 - x)
c) log(x2+3x +2)—log (x2—1) =log 2 d) logx + log(x + 15) = 2
Solucién:
ajx=2x=-5; b) x2—10x+ 3=0; c)x=4,x=-1; d) x=5, x=-20.

16. ¢Qué relacion hay entre el logaritmo de un nimero x y el de su inverso 1/x?
Solucién:
log(1/x) = -log(x).

17. Si se multiplica por 36 el nimero x, su logaritmo en cierta base aumenta en dos unidades. ¢ Cuél es dicha base?
Solucién:
Base = 6.

18. La escala Richter, usada para medir la intensidad de los terremotos, es una escala logaritmica: un terremoto de magnitud 5 es
100 veces mas intenso que uno de magnitud 3, porque 5 = log 100.000 y 3 = log 1.000. Teniendo esto en cuenta, si el famoso
terremoto de San Francisco (en 1906) tuvo una magnitud de 8.2 y el de Haiti (en 2010) fue de 7.2 ;cuantas veces mas fuerte
fue uno que otro?
Solucién:
1082 = 158489319 y 1072 = 15848931.9, por lo que el de San Francisco tuvo una intensidad 10 veces mayor.
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Funciones trigonométricas

19. Determina todos los angulos que verifican que sen x = 1/2.
Solucion: x = 776 + 2k; x = 5776 + 2kr.

20. Determina todos los angulos que verifican que sen x = —1/2.
Solucion: x = 77/6 + 2kx; x = 11776 + 2k .

21. Determina todos los angulos que verifican que cos x = 1/2.
Solucion: x = /3 + 2k, x = 5773 + 2k,

22. Determina todos los angulos que verifican que cos x = —1/2.
Solucion: x = 2773 + 2k, x = 4773 + 2kr.

23. Determina todos los &ngulos que verifican que tg x = —1.
Solucion: x = 3774 + k.

24. Calcula sen xy cos x sitg x = 3.

3 1

Solucioén: sen x = E ;COSX= E

25. Calculasen xy tg x sicos x=04.
Solucion: sen x=0.91; tg x = 2.3.

26. Calcula tg x y cos x si sen x = —0.3.
Solucién: cos x = 0.316; tg x = —0.948.

27. Calcula las razones trigonométricas de los angulos siguientes; a) 171/3, b) —201/3, ¢) 131/2, d) —9m/2.
Solucion:

seno coseno tangente
a) 17n/3 WA 1/2 -3
2
b) —20m/3 J3 -1/2 -3
2
c) 13n/2 0 1 0
d) 9m/2 0 -1 0

28. Dibuja en tu cuaderno sobre unos mismos ejes las gréaficas de las funciones seno, coseno y tangente e indica lo siguiente: a)
Si el seno vale cero, ¢ cuanto vale el coseno, y la tangente? b) Si el coseno vale cero, ¢ cuanto vale el seno y la tangente? c)
Si la tangente vale cero, ¢ cuanto vale el seno y el coseno? d) Cuando la tangente tiende a infinito, ¢ cuanto vale el coseno?
Solucién:

a) El coseno vale 1 0 —1 y la tangente, 0; b) El seno vale 1 0 —1, y la tangente, infinito;

¢) El seno vale 0, y el coseno 10 —1; d) El coseno vale 0.
29. Dibuja la gréfica de la funcion y = sen(2x), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X x/2 /4 /2 3m/4 m
2X 0 T1/2 il 3n/2 2m
sen(2x) 0 1 0 —1 0
y 0 1 0 —1 0
a) La amplitud es la ordenada del maximo. ¢ Cual es la amplitud de esta funcién? b) ¢ Cual es su periodo? c) La
A lf\ /\
\J ’\/I N e
frecuencia es la inversa del periodo, ¢ cudl es su frecuencia?
Solucién: a) Amplitud = 1; b) Periodo = m; ¢) Frecuencia = 1/m.
30. Dibuja la gréfica de la funcion y = 3sen(mx), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:
| x | 0 | 1/2 | 1 | 2/3 | 2
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X 0 /2 T 3n/2 2m
sen(Tx) 0 1 0 —1 0
y 0 3 0 =3 0

a) ¢ Cual es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? c) ;Cual es su frecuencia?

Solucién: a) Amplitud = 3; b) Periodo = 2m; c¢) Frecuencia Viﬁr}
31. Dibuja la gréfica de la funcion y = 2sen((11/3)x) + Mompetando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:
X 0 3/2 3 9/2 6
(/3)x 0 /2 Ll 3n/2 2m
sen((tr/3)x) 0 1 0 —1 0
y m/2 1+ /2 m/2 m/2—1 m/2
a) ¢ Cual es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? c) ;Cual es su frecuencia?
Solucion: a) Amplitud = 2; b) Periodo = 6; c) Frecuencia = 1/6.
/
7 s 4 M o PR
32. Dibuja la gréfica de la funcion y = 3sen(mx + 2), cdmpletando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X —2/m 1/2 -2/m 1-2m 32 -2m 2-2m
X + 2 0 /2 il 3n/2 2m
sen(mx + 2) 0 1 0 —1 0
y 0 3 0 -3 0
a) ¢,Cuél es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? ¢) ¢ Cual es su frecuencia?

Solucion: a) Amplitud = 3; b) Periodo =; c) Frecuencia =.

A

A
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33. Dibuja la gréfica de la funcion y = cos(2x), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X 0 /4 m2 3 /4 m
2x 0 /2 i 3m/2 2m
cos(2x) 1 0 —1 0 1
y 1 0 —1 0 1
a) ¢,Cuél es la amplitud de esta funcién? b) ; Cuél es su periodo? ¢) ¢ Cual es su frecuencia?

Solucion: a) Amplitud = 1; b) Periodo = 2 r; ¢) Frecuencia = 1/(2 m).

g\/ B \y ° \/2 \/
34. Dibuja la gréfica de la funcién y = 3cos(mx), completa-ndo previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X 0 1/2 1 3/2 2
X 0 /2 T 3n/2 2m
cos(1mx) 1 0 -1 0 1
y 3 0 -3 0 3
a) ¢ Cual es la amplitud de esta funcién? b)  Cuél es su periodo? c) ;Cual es su frecuencia?

Solucién: a) Amplitud = 3; b) Periodo = 2; ¢) Frecuencia = 1/2.

-4
35. Dibuja la gréfica de la funcién y = 2cos(mx + 2), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno:

X -2r 12 — 2 1-2r 32-2rx 2-2r
X+ 2 0 /2 i 3m/2 2m
cos(Tx + 2) 1 0 —1 0 1
y 2 0 -2 0 2
a) ¢Cual es la amplitud de esta funcién? b) ¢ Cual es su periodo? c) ¢ Cual es su frecuencia?

Solucion: Amplitud = 2; Periodo = 2 - 2/7; Frecuencia = (27— 2).
X —2Im 1/2-2In 1-2In 32-2In 2-2In
X+ 2 0 T1/2 i 3m/2 21
cos(Trx + 2) 1 0 —1 0 1
y 2 0 -2 0 2

2-
, -6 -4 2 0 2 4 6 :
2
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36. Dibuja la gréfica de la funcion y = tg(2x), completando previamente la tabla siguiente en tu cuaderno.

X 0 /4 m/2 3n/4 m
2X 0 /2 m 3n/2 2T
tg(2x) 0 o0 0 o 0
y 0 o0 0 o0 0
¢, Cual es su periodo?
Solucioén:
4_
2_
0
6 2 0 4 6 8
-2
-4_
Problemas

37. Por efecto de un antibiético el nimero de bacterias de una colonia se reduce en un 7 % cada hora. Si en el momento de
administrarse el antibidtico habia 40 millones de bacterias, ¢ cuantas habra al cabo de 10 horas?

» 7 10
Solucién: 40 - 108 - (1 - m) — 19359292,

38. Una persona ingiere a las 8 de la mafiana una dosis de 10 mg de medicamento. Dicho medicamento se va eliminando a
través de la orina, y la cantidad que queda en el cuerpo al cabo de t horas viene dada por la formula M (t) = 10 - 0. 8¢. Para
que el medicamento haga efecto tiene que haber al menos una cantidad de 2 mg en el cuerpo. ¢Cuanto tiempo seguira
haciendo efecto después de su ingestion?

log 0.2

Solucion: 10 - 0.8t =2 =0.8:=0.2=>tlog0.8=10og0.2 >t = log 08— 7.21 horas

39. La medida de la presién atmosférica P (en milibares) a una altitud de x kilémetros sobre el nivel del mar esta dada por la
ecuacion P(x) = 1035 - e~012¥,
a) Si la presion en la cima de una montafa es de 449 milibares, ¢ cuél es la altura de la montafia?
b) ¢ Cual sera la presion en la cima del Everest (altitud 8.848 metros)?
Solucién: a) 6.96 km = 6959.4 m; b) 358 milibares.
40. ;A qué tanto por ciento hay que invertir un capital para duplicarlo en 10 afios?

10 10
Solucion: c- (1+ ) =2c= (1+2-) =2=1+2-="2Z=>x=100-(¥2-1) =7.18%

41. ;Cuantos afios debe estar invertido un capital para que al 5 % de interés se convierta en 1.25 veces el capital inicial?

X
Solucion: ¢ (1+—-) =1.250=>1.05":1.25:xlogl.05:log1.25:x=i23i'§§=4.57. Por

100
tanto haran falta 5 anos.
42. ;Conoces esas mufiecas rusas que llevan dentro otra mufieca igual, pero de menor tamafo, y asi sucesivamente?
Supongamos que cada mufieca tiene dentro otra que ocupa 2/3 de su volumen. Si la mufieca mayor tiene un volumen de 405
cm3y la mas pequefia es de 80 cm?, ;cuantas mufiecas hay en total en la serie? ;Podrias dar una férmula general para este
calculo?

L . - ~ 2\" 2\"
Solucion: Si hay n muiiecas, el volumen de la pequeria es 405 - (5) =80 = (5)

80
~ 405
nlogg = log%: n=4.
43. Indica, sin dibujar la grafica, el periodo, la amplitud y la frecuencia de las funciones siguientes:

a) y=2sen(x/2), b) y=0.4 cos (mx/2), c) y="5sen (mx/3), d) y =3 cos (mx).
Solucién: a) Amplitud = 2; Periodo = 47; Frecuencia = 1/4r.

b) Amplitud = 0.4; Periodo = 4; Frecuencia = 1/4.

¢) Amplitud = 5; Periodo = 6; Frecuencia = 1/6.

d) Amplitud = 3; Periodo = 2; Frecuencia = 1/2.

AUTOEVALUACION
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X+3

=64 es:

1. Elvalor de x que verifica la ecuacion exponencial =
=

a) 1 b) 2 c)3 d) -1
Solucién: d)

2. La funcion exponencial y = ex tiende a *** cuando x tiende a —oo y a *** cuando x tiende a +o0. Indica con qué valores ha-
bria que rellenar los asteriscos:

a) 0, +oo b) +o0, 0 c) 0, —oo d) —o0, 0
Solucioén: a)
3. Indica cudl es la funcion exponencial f(x) = b* que verifica que f(3) = 27:

a) f(x) = 2 b) f(x) = 3* c) fix) = 27* d) f(x) = 5
Solucién: b)
4. Elvalor de x que verifica x = log, 1024 es:

a)0 b)5 c) 10 d) Otro valor
Solucion: c)
5. La ecuacién logaritmica log x + log 6 = log 30 tiene como solucién:

a)2 b) 3 c)4 d)5
Solucién: d)
6. Indica la afirmacion verdadera:

a) La funcion exponencial de base mayor que 1 es decreciente

b) La funcion logaritmica de base mayor que 1 es decreciente

¢) La funcién exponencial siempre es creciente

d) La funcion exponencial de base mayor que 1 es creciente
Solucién: d)

7. La expresién general de todos los angulos cuya tangente vale 1, donde k es un numero entero, es:

a) Z+ 2km b) Z+ km c) T+ 2km d) Z+ km
2 4 4 2

Solucion: b)
8. Lafuncién f(x) = 3 sen(4x) tiene de amplitud, periodo y frecuencia, respectivamente:

a) 3, m2, 2/m b) 4, /3, 3/m c) 4, 3/m, /3 d) 3, 2/m, m/2
Solucién: a)

9. Elseno, el coseno y la tangente de —71/4 valen respectivamente:

a) _ﬁy _ﬁy 1 b) _ﬂ, _1, NE) 0) ﬂ 1 V3 d) ﬁ E 1
2 2 2 2 2 2 2 2
Solucién: d)
10. El seno, el coseno y la tangente de 13m/6 valen respectivamente:
gl B b) B s ) Bg d) 2o
20 27 3 2 2 2 2 2 2

Solucion: a)
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CAPITULO 5: DERIVADAS
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. CONCEPTO DE DERIVADA,

1. Hallala tasa de variacién media en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3] de las funciones siguientes:
a)y=3x-4 b)y=-2x-3 c)y=0.5x+2 dy=x-1
A la vista de lo que has obtenido, ¢crees que la tasa de variacion media de las funciones polindmicas de primer grado es
siempre constante e igual a la pendiente de la recta que la representa?
Solucion: a) TVM[-3, 2] = 3, TVM[1, 5] = 3, TVM[0, 3] = 3; b) TVM[-3, 2] = -2, TVM[1, 5] = -2, TVM|0, 3] = -2;
c) TVM[-3, 2] = 1, TVM[1, 5] = 1, TVM[0, 3] = 1. La tasa de variacién media de las funciones polinémicas de
primer grado es siempre igual a la pendiente de la recta.
2. Halla la tasa de variacion media de la funcion y = x2— 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3]. ¢ Es ahora constante?
Solucion: TVM[-3, 2] = -1, TVM[1, 5] = 6, TVM[0, 3] = 3. Ahora no es constante.
3. Halla la tasa de variacion media de la funcién y = x3 + 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3].
Habras comprobado que en los dos Ultimos ejercicios la tasa de variacion media no es constante.
Solucion: TVM[-3, 2] = 7, TVM[1, 5] = 31, TVM[0, 3] = 9.
4. Al hacer un estudio sobre el aterrizaje de aviones se graba una pelicula desde el momento en que el avion toca tierra
hasta que se para, y se miden los tiempos v las distancias recorridas:

Tiempo (f) en segundos 0 2 4 6 8 10 12 14

Distancia (d) en metros 0 100 175 230 270 300 325 340

a) Calcula la velocidad media del avién.

b) Calcula la velocidad media en los intervalos: [0, 6], [2, 10] y [6, 14].

¢) ¢ Es constante?

Solucién: a) v, = 24.3 m/s; b) v, [0, 6] = 38.3 m/s, v [2, 10] = 25 m/s; v, [6, 14] = 13.7 m/s. ¢) No es constante. La
velocidad va disminuyendo.

5. Se estudia la posicién de un coche respecto de la salida de un tinel y se obtienen los datos siguientes:

Tiempo (segundos) 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Distancia (metros) 0 100 200 290 370 430 510 610 720

a) Calcula la velocidad media del coche en el intervalo [0, 40].
b) Calcula la velocidad media en los intervalos [15, 25] y [20, 30]. ¢ Es contante?
c) Si la velocidad maxima permitida es de 120 km/h, ¢ consideras que ha podido sobrepasarla en algin momento? ;Y
si la velocidad maxima fuese de 80 km/h?

Solucién: a) vi [0, 40] = 18 m/s; b) vn [15, 25] = 14 m/s; vy, [20, 30] = 13 m/s. No es constante; c) 120 Km/h = 33 m/s.
Parece dificil que la haya sobrepasado. 80 K/h = 22,2 m/s. No es posible asegurar que no haya ido mas
deprisa pues en el primer intervalo su velocidad media es de 20 m/s.

6. Eltren AVE sale de la estacion y aumenta su velocidad hasta llegar a 250 km/h en 10 minutos, mantiene entonces esa

velocidad constante durante hora y media, y comienza a disminuirla hasta pararse en otros 10 minutos.

a) Representa en una gréfica la funcién tiempo - velocidad.

b) Ya sabes que la aceleracion nos indica la variacién de velocidad. Indica la aceleracion media en los primeros 10 minutos.

¢) Indica la aceleracion media entre el minuto 10 y el minuto 90.

d) Determina la aceleracion en los tltimos 10 minutos.

Solucion: a) Solucion grafica; b) am(0, 10) = 25 km/h?; c) am(10, 90) = 0 km/h?; d) am(90, 100) = —25 km/h?.

7. Lafuncion de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B(x) = x2 + 7x + Vx , donde B(x) indica el beneficio que
obtiene la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula la tasa de variacion media de los beneficios entre 0 y 100 unida-
des, y la tasa de variacion media de los beneficios entre 25 y 100 unidades.

Solucion: TVM[0, 100] = 107.1; TVM[25, 100] = 132,2..

8. Una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado son C(x) = x + Vx , ¥ que los ingresos
por ventas también por trabajador contratado vienen dados por /(x) = 2x + x2. Por tanto los beneficios B(x) por trabajador
contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas, no se pueden contratar 3.7 traba-
jadores, es una funcion escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas). Determina la tasa de va-
riacién media si se contratan entre 100 y 2500 trabajadores.

Solucion: a) TVM[100, 2500] = 2600.9.

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO. www.apuntesmareaverde.org.es




136

9. Halla la derivada de las funciones siguientes en los puntos x=1, x=3y x=5:
a)y=3x—-4 b)y=-2x-3 c)y=0.5x+2 dyy=x-1
A la vista de lo que has obtenido, jcrees que la derivada de las funciones polindmicas de primer grado es siempre
constante e igual a la pendiente de la recta que la representa?

Solucion: a) y'(1) = y'(3) = y'(3) = 3; b) y'(1) = y'(3) = y'(5) =-2 ¢) y'(1) = y'(3) = y'(5) = 0,5, d) y'(1) = y'(3) = y'(5) = 1. La

derivada es constante.

10. Halla la derivada de la funcién y = x2 - 1 en los puntos x = 1, x = 3y x = 5.  Es ahora constante?

Solucion: y’'(1) = 2; y’(3) = 6; y’(5) = 10. No es constante.

11. Halla la derivada de la funcién y = x3 + 1 en los puntos x=1,x=3yx=5.

Habras comprobado que en los dos Ultimos ejercicios la derivada no es constante.

Solucion: y'(1) = 3; y'(3) = 27; y’(5) = 75.

12. En el viaje de la actividad de introduccion el coche recorria entre la primera hora y la segunda una distancia y dada por la
ecuacion: y = 0.2x2 + 110x — 67.2. Determina la velocidad que llevaba el coche para x = 1.5.

Solucion: 110.6 m/s.

13. En dicho viaje la distancia recorrida para 2.5 < x < 3 viene dada por la ecuacion y = 110x - 121.4. Y para3 < x<5pory =
0.1x% + 118x — 146.3. Para x = 3 hay un cambio en la velocidad. Calcula la velocidad antes de x = 3, y la velocidad des-
pués de x = 3.

Solucion: Antes de x = 3 la velocidad es de 110 m/s, y después de 118.6 m/s.

14. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 50x — 0.2x* (x e y en km). La direccion del
vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la direccion del vehiculo cuando esta a 2 km de
distancia sobre el horizonte.

Solucion: y’(2) = m = 49.2.

15. Desde un avion nodriza se suelta un avién experimental cuyo impulsor se enciende a la maxima potencia y permanece
encendido 20 segundos. La distancia que separa al avion experimental del avion nodriza viene dada por d = 0.3t*. Calcu-
la la velocidad del avidn experimental a los 3, 4, 7'y 10 segundos de haber sido soltado.

Solucion: d’= 1.2 t3; v(3) = 32.4 m/s; v(4) = 76.8 m/s; v(7) = 411.6 m/s; v(10) = 1200 m/s.

16. Representa graficamente la funcion y = 2, y determina su derivada para x = 1, 2, 3... a. ; Cuanto vale? ;Es siempre la
misma? ;Ocurrira lo mismo para cualquier recta horizontal y = b?

Solucién gréfica: y = 2 es una recta horizontal y su derivada siempre vale 0. Igual le ocurreay = b.

17. Dibuja una funcién cualquiera y dos puntos sobre ella, f{x) y f(a), correspondientes a las abscisas X, a. Interpreta geomé-
tricamente la definicion de derivada a partir del dibujo.

Solucion manipulativa, gréfica y abierta:

Es la pendiente de la recta tangente en el punto (a, f(a)).

-\_\-\-\_\_‘—\—\_

d

18. Dibuja una funcion cualquiera y un punto cualquiera sobre la funcion
f(a). Dibuja también un segmento sobre el eje de abscisas con origen en
ay longitud h. Interpreta de nuevo la definicién de derivada en un punto basandote en dicha figura.

Solucién grafica:

tpae dyfdn

19. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los ingresos por ventas por trabajador contratado vienen
dados por /(x) = 2x + x2. (Observa que esta funcién no es continua, no se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una fun-
cion escalonada, pero vamos a trabajar como si lo fuera). Determina la derivada de la funcién ingresos respecto a las per-
sonas contratadas. ¢ Qué significado crees que tiene?

Solucion: I'(x) = 2 + 2x; Es la tasa de variacién instantanea de los ingresos por persona contratada.
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20. Caida libre de una pelota. En la figura se muestran, mediante fotografia estroboscopica, las posiciones de
la pelota a intervalos regulares de tiempo: parat=1, 2, 3, 4, 5, ..., el espacio recorrido es proporcional a 1,
4,9, 16, 25, ..., etc. Calcula la funcion de posicion y = f{t), y calcula la velocidad y la aceleracién derivando
la funcién de posicion.

Solucion: y=f(t) =t y’=v=2t;a=y"= 2.

21. Calcula la derivada mediante el limite de la funcién y = x2— x + 1 en el punto x = 1. Calcula la derivada
mediante el limite de la funcién y = x2— x + 1 en el punto x = a. Calcula mediante la expresidn resultante
f(1), f(2), f(12), f(5.43) y f(-T7).

Posiciones

Solucion: y’(1)=1;y'(a)=2a-1;f(1)=1,f(2) = 3, f(12) = 23, f(5.43)= 9.86 y '(—7) = -15. de la
pelota a
22. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla con las derivadas: intervalos
Funcion |f)=x2  [fx)=2 [fx)=x [fx)=x [fx)=k | f(x)=2x+3 |f(x)=2x2 + 3x ;:i‘:_,’;’:j
Derivada parat=1,
Solucién: 2,3,4,5..
Funcion |[f(x)=x3 |[f(x)=2 f)=x* [fx)=x |[fx)=k [f(x)=2x+3 |f(x)=2x2+3x
Derivada |f(x)=3x* |f(x)=0 f(x)=2x |f(x)=1 |f(x)=0 |F(x)=2 f'(x) =4x+3

23. Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.

Solucion: La funcién valor absoluto es continua en toda la recta real y no es derivable en el origen.

24. Piensa en un ejemplo de funcién con un minimo en un punto en el que no es derivable.

Solucién abierta: La funcion valor absoluto es continua en toda la recta real y no es derivable en el origen, pero tiene
un minimo en dicho origen.

2. REGLAS DE DERIVACION
25. Escribe las funciones derivadas de las funciones siguientes:

a)fix)=x**  b)g(x)=6x"% c)h(x)=6/7x"3%; d)j(x)=3x*-5+7; e)p(x)=5x-x
Solucioén: a) f'(x) = 24x%; b) g’(x) = 60x°; c) h’(x) = 78/7x"; d)j’(x)=12x3-10 x; e) p’(x)=15x2-1.
26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones polinémicas:

a)y=6+x-5x b) y=6x*-7x + 3x5, c) y = 2/3x7 + 8/5x° — 9/4x*, dy=x2-x
Solucion: a) y’=1-10 x; b)y’=12x-7+15x%;  c)y’ = 14/3x5 + 8x* - 9x3; dy=8x-1.

1
27. Ya hemos obtenido la derivada de y = v/x = xz. Utilizala para obtener la derivada en x = 1, 4, 5... ; Puedes obtener la

derivada en x = 0? Razona la respuesta.
Solucion: y'(x) = 5= y'(1) = 12, y'(4) = 14; y'(5) = 5 ;=

28. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = (*+3) - (6x°-5); b)y = (70— 1) - (Bx* +4); o) y=+/x-(x* =5x)

1
Solucion: a) y’=48x" + 101 x5- 10 x; b) y’'= 245 x¢ - 20 x3 + 84 x?; cy'= F”XB_ 15 x)
X

29. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

3 a2 3

a)yzx_l; b)y=x*+(5/3) x* - 2x + 7, c)y=%; d))/=£

X+3 6x* —2x X+2
—6x° +30x =5

d) y= Jx(x/2+3)

b)y’=2x+ 5x2-2;
)Y (x+2)

c)y

, 4
Solucioén: a) Y =7 ; = ;
) (x + 3)2 18x* —12x3 + 2x°

1 Una lampara estroboscépica es un instrumento que ilumina una escena durante intervalos regulares de tiempo. Si utilizamos este tipo de luz sobre un movimiento
repetitivo, como la rotacion de una rueda, y el intervalo coincide con un periodo completo de movimiento, el objeto parecera estatico al observador.
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30. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

4 _oy. 6/ ,11
a) y=3x"; \/_\/_ c)y:—(x 2)\/;; d) y="2_.
x*+5 Axt X+2

—11x% +35x S, g5
= O y=shd-—; s T3
6\/_(x +5)> A (x+2)

31. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado eran
C(x) = x+ Jx, y que los ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por /(x) = 2x + x2. Por tanto
los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas,
no se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una funcién escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran con-
tinuas). Determina la derivada de la funcidn costes C(x) y de la funcién beneficios B(x) respecto del nimero de trabajado-
res contratados. ¢ Qué significado tienen?

Solucion: a) y'= %‘r%/x_z ;b); b)y

1 1
Solucion: C’(x) =1+ : B’(x) =1+ 2x ——. Son la tasa de variacion instantanea.
2%’ 24x

32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=(x>—7x)1 b) y = (3x® — 5x2)” c) y= w’(4x5 —8x3)5 d)y= 3[(2)(2 + 4x7)4

Solucion: a) y’= 12(x5 - 7 x3)"-(5x* - 21x?); b) y’= 7(3x3 - 5x2)5 - (9x2 - 10x);

¢) y= 4\/m-(20x4_24x2); d) y'=%m'(‘“‘+28x6)

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 2
a :\/3x3 (et g 0 +302-7) SR 5x +3x
2x7 47

—33+ x——

3(x—6)x%(14x° —80x* +80x3 + 70x% — 441x + 490)|x|

B x6+4x —20x3 +63x2 +40x .
] y=

Solucion: a) y'= (3x5) ;
3 2 | X(ox— 2 _
2|X—6|(2X +7) JZX3+7 2"X2+3(X3—5)2\/x3 7
x° =5

¢) yi= 3(5x+3)2(20x% + 24x—3) d) y'= X
3 2

4gx—1)t [SUEX+3)" 3 I R

x"(4x-1) \/x3(4x_1)3 63| 3+ |x 3 x 3

3. APLICACIONES DE LA DERIVADA

34. Determina la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion y = 7x% + 5x =3 en el punto x = 2

Solucion: y = 33x - 31.

35. El perfil de una cierta montafia tiene la forma de una parabola: y = 0.05x — 0.01x2, donde x e y se miden en km. Escribe la
ecuacion de la recta tangente para x =0, x=1, x =2, x= 3 km.

Solucion: Enx=0,y=0.05x; Enx=1,y=0.03x+ 0.01; En x=2,y=0.01x- 0.04: En x= 3, y =-0.01x + 0.09.

36. El departamento de “marketing” de una empresa estima que los ingresos mensuales que va a producir el lanzamiento de
un nuevo producto vienen dados por: y = 30 + 5 - 0.4f%, donde t es el tiempo expresado en meses desde que el producto
salga al mercado, e y son los ingresos en cientos de euros. a) Calcula si los ingresos estan creciendo o decreciendo a los
3 meses de lanzamiento del producto. b) ;Durante qué periodo de tiempo aumentan los ingresos? c) ¢ Durante qué perio-
do de tiempo disminuyen?

Solucion: a) y’= 10t - 1.2 t2 y’(3) = 30 - 10.8 > 0. Creciente. b) 10t - 1.2t*=0 — t(10-1.2{)=0— t=0,10=1.2t > t=

8.333. Aproximadamente a poco mas de los 8 meses empiezan a descender los ingresos.

37. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x* + 3x. Determina los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcion: y = x* — 3x. ;Comoesenx=0? ;Yenx=2? ;Y enx=-2?

Solucién: y = x*+ 3x es siempre creciente; y = x* — 3x: (—oo, —1) creciente, (—1, 1) decreciente, (1, + o) creciente.

En x = 0 es creciente, y en x = 2 y x = -2 es decreciente.
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38. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado eran
C(x)=x+ /x ,y que los ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por /(x) = 2x + x2. Por tan-
to los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. La funcién beneficios B(x) respecto del nime-
ro de trabajadores contratados, ¢ es creciente o decreciente?

Solucion: Es creciente.

39. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:

a)y=4x*+3; b)y=5x*-2; c)y=3x+1; d)y=4x*-2x*+5; e)y=T7x*-3x.
Solucion: a) (0, 3) méximo; b) (0, —2) minimo; ¢) creciente siempre;

d) (0, 5) maximo; (1/2, 19/4) y (~1/2, 19/4) minimos;  e) [—%%} Maximo, (%‘772} Minimo.

40. Se desea fabricar envases con forma de prisma recto cuadrangular de base cuadrada de forma que el volumen sea de un
litro y la superficie empleada sea minima.
Solucién: Es un cubo de un dm de lado.
41. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
Q) y=6x>-2x>+5x+7; b)y=x*-3x+5; c)y=Ix—-4l dy=Ix+11+Ix-2l
Solucion: a) Siempre creciente; b) (1, 3) minimo, (-1, 9) maximo; c) (4, 0) minimo; d) No tiene méaximos ni relativos ni
absolutos, y hay infinitos minimos (x, 3) para —1 <x <2.

42. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: f(x) = 2x® — 3x2 + 72x, en el intervalo [-4, 3] y en el
intervalo [0, 5].

Solucién: La funcion es creciente. En [-4, 3] tiene un minimo en x = —4 y un maximo en x = 3. En [0, 5] la funcion tiene

un minimo para x = 0, y un maximo en x = 5. Son relativos y absolutos

43. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = |x + 2| en el intervalo [-3, 5].

Solucién: Minimo relativo y absoluto: (-2, 0). Maximo relativo: (-3, 1); Maximo relativo y absoluto: (5, 7).

44, Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de radio R = 5 cm. (Ayuda: La altura del
cono es igual a R + x, y el radio de la base r2 = R - x2).

Solucién: x = 5/3 cm; Altura = 20/3 cm; r = # cm.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Definicion de derivada

1. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = x* en el punto x = 2.

Solucién: y’(2) = 12

2. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = </x enx=1.

Solucion: y’'(1) = 1/2

3. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = 1/x*en x = 4.

Solucion: y’'(4) = -1/32.

4. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = 3x2 — 5x + 2 en el punto de abscisa x = 1.
Solucion: y'(1) =1

5. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = x —3 en x = 2.

Solucién: y’(2) = 1.

Célculo de derivadas
6. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

AYy=42+2Xx-3 b)y=2x*-3+7x+5 C)y=x2-5x+2 d) y=8x" - 9x® - 5%
Solucion: a) y’= 8x + 2; b)y’'=6x2-6x+7; c)y’=2x-5; d) y’= 56x°- 54 x5- 15 x2
7. Calcula:

a) D(5x2 + 7x* = 3x)  b) D(6X> — 4x2 + 7x + 5x°) ) DOC-7xt+2x%)  d) % (3x% — 9x& — 2x*)
Solucién: a) 10 x + 28 x3 - 3; b) 30 x4-16x+7+ 15 x% c) 5x4- 28 x3 + 6 x?; d) 9x2-54 x5-16 x 7.
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8. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

JIx d X (x+5)

AY=T2+3x-1/X b)y=5x3-2x2+ Jx c) y= -
)Y )Y " )y (x+3)»(x2—5x+2) (XZ—S)

Solucion: a) 14x + 3 + 1/x%; b) 15x2- 4 x + 1/(24/x );

¢) yre —5x3 +6x% +13x+6 : d) y=—x3—15x2—15x—25

ZJ;Q+3Y-G2—SX+ZY ZJ;&2—5Y

9. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=T7x¥3 +3x/5-8/(3x) b)y=75x2-2x3+6x/5 ) 7y = 4x3/3 — 5x%/7 + 7/x
Solucién: a) 14x/3 +3/5 + 8/3x2; b) (15/2) x2 - (4 /3)x + 6/(10«/;(); c)(4/7)x2-10/49-1/ (2x«/;()

10. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
(x=1)-(2x-3) b) y=!3x2+4!-(4x—2) 0 y=(8x+5x2).(2x5—7) d) y- (x+9)-(2x-3)

Y= -1 I+ 6 TSR]
2
Solucion: a) y'= % ; b) y'= (2 (84x3 - 39x2 + bx + 20))/(7x - 1)2
X+
¢) y’ = (60x7 + 185x + 144x5 — 35x2 - 105x — 84)/(2x + 3)?; d) y'= (5x2 - 78x — 225)/((x + 2)2 (x + 3)?)

11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y= Vx> +5 b) y=v2x% +4x* -1 c)y=(5x+2)° d) y = (2% + 5x)°

2
Solucién: a) y=—*__; b) y’= (2x(3x+4))/(3(2x3+4x? - 1) (23);
2Vx3+5
c) y’'= 75x¥(5x° + 2)%; d) y’= 9(2x2 + 5x)%(4x + 5)

12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

35,3 2
a)y= V45 - (4335 b) y=YX L o) y= (5042 (0 - 6x7) g, x-5¢]

X+l (7X4—5X3)2

Solucién: a) i{ﬂ £33 45607 + 3 (10 +6%) : b) y'= (2x2+ 8x + 3)/(3 (x + 1)2(2x*+ dx2 - 1) (29);
2x +5
c) y’'= 5(5x% + 2)*-(15x2)(x5 - 6x8) + (5x° + 2)* (5x* - 48X"); d) y’= (2x™(2x — 5)8(133x% - 280x + 150))/(7x - 5) 3;
13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=ecte b) y = (€2¢- 7y C) y = el +507 d y= 3 (3(6X5—9X8)z
Solucion: a) y’ = e+ 4(5x* + 12x?); b) y’ = 7(e2’~7x)"(6x2 — 14x);

x5 —9x

3 |6 8
c) y’ = el 5 5(3x5 + 5 x3)4(15x* + 15 x2); d) y'= e( ) -2(6x° —9x)(30x* —72x7 )

14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
4
a) y=cos(xs — 7x)-sen(x* — 7x%)  b) y=cos’(3x® — 5x2)- sen5(3x* — 5x3) ¢) y = cos(4xs — 8%} d) y= cos(2x2 +4x7)

Solucion: a)) y’ = (5x* — 21x?) cos(2(x*> — 7x%);
b) y’=—x(9x - 10)-cos(x?-(3x — 5)) 6-sen(x?-(3x - §))*-(7sen(x? (3x - 5)) 2 - Scos(x? (3x - 5)) 3);
c) y’ = —sen(4x® —8x%)°-5-(4x* — 8x%)°-(20x* - 24 x?);
d) y’=—(128x" (2x5 + 1) 3(7x5 + 1)-sen(16x3-(2x5 + 1)*))/(3cos(16x3(2x5 + 1)*)(23));
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Aplicaciones de la derivada

15. Calcula las rectas tangentes de la grafica de la funcién y = x*-3xenx=0,x=1yx=2.

Solucion: x=0:y=-3x;x=1:y=-2; x=2:y=9x - 16.

16. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
ay=xenx=2. b)y=2x2+4x-5enx=1.c)y=x*-7x2+3enx=0.

Solucion: a) y=12x-16;b) y=8x-7;¢c)y=3.

17. Indica la pendiente de la recta tangente de:
ay=x>+3x enx=3. b)y+2x-5=0. c)y=4x*-5x2+2enx=1.

Solucion: a) m=30; b) m=-2;c) m= 2.

18. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x* — 3x + 2 en los que su tangente sea paralela:
a)alarectay=0; b) alarecta y = 6x.

Solucién: a) (1, 0), (-1, 4); b) (V3,2), (~V3, 2.
19. Determina la recta tangente de la grafica de la funcion y =%/x_3 enx=0.
Solucién: y = 0.

20. Sif(x) = x(3 - x), ¢,cudl de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?
\ ]

Solucioén: d)

21. Determina las rectas tangentes a la funcion f(x) = 4x® — 12x en los puntos en los que la pendiente es 12. ; Cual es el me-
nor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ; En qué puntos se alcanza?

Solucién: y = 12x- 162 ; y = 12x +16/2 . La pendiente minima es m = -12 que se alcanza en (0, 0).

22. Determina la recta tangente a la funcién f(x) = x3 — 3x en el punto A(-1, 2). ¢ En qué otro punto corta la recta tangente a la
funcién?

Solucion: y = 2. Corta en (2, 2).

23. Determina los coeficientes a, by ¢ de la funcion f(x) = ax3 + bx + ¢, que pasa por el punto A(1, 2) y es tangente a la recta y
=xen el punto O(0, 0).

Solucién: a=1,b=1,¢c=0.

24. Determina los coeficientes a, by ¢ para que las funciones f(x) = x3 + bx + ¢ y g(x) = ax — x2 tengan la misma recta tangen-
te en el punto A(1, 0).

Solucién: a=3,b=-4,c=1.

25. Determina el coeficiente a, para que la funcion f{(x) = x2 + a, sea tangente a la recta y = x.

Solucién: a= 1/4.

26. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x2.

Solucion: (—oo, 0) creciente; (0, +o0) decreciente.

27. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{(x) = 1/x.

Solucion: La funcién es decreciente en toda la recta real.

28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x® — 3x2 + 4. Calcula sus maximos y minimos y haz un
esbozo de su gréfica.

Solucion: (—oo, -1) creciente; (—1, +1) decreciente; (1, +oo) creciente.

29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 6x2 + 9x + 6. Calcula sus maximos y minimos. ¢ En
qué punto corta al eje de ordenadas? Haz un esbozo de su gréfica.

Solucioén grafica: (—oo, 1) creciente; (1, 3) decreciente; (3, +oo) creciente. (1, 10) maximo; (3, 6) minimo.

30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 2x3 — 3x2 + 3. Calcula sus maximos y minimos. Haz un
esbozo de su gréafica.

Solucion gréfica: (—eo, 0) creciente; (0, +1) decreciente; (1, +oo) creciente. (0, 3) méaximo, (1, 2) minimo.

31. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = x3 — 9x. Calcula sus maximos y minimos. Haz un esbozo
de su gréfica.

Solucion grafica: (—oo, - /3 ) creciente; (- v/3 ,+/3 ) decreciente; (/3 , +co) creciente.

(- /3, 6+/3) maximo, (/3 ,-64/3 ) minimo.
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32. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x2 + 72x en el intervalo [-7, 2] y en el
intervalo [0, 8].

Solucion: La funcion es siempre creciente, por tanto tiene en [—7, 2] un minimo relativo en (-7, —1 162) y un maximo
relativo en (2, 152), y en [0, 8] tiene un minimo relativo y absoluto en (0, 0), y un maximo relativo y absoluto
en (8, 2 240).

33. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = | x + 3| en el intervalo [-3, 3].

Solucion: Nunca se anula la derivada. La funcion no es derivable en x = -3, f(=3) = 0. Tiene un minimo absoluto en

(-3, 0). No tiene maximos.

Problemas

34. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar, viene dado por; y = 15t
+0.8£2 ; Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ;Y alos 5 segundos? Si continla asi, ;en qué momento pasara
de los 120 km/h?

Solucion: v(0) = 15 m/s; v(8) = 23 m/s; t=11.25 s.

35. Latemperatura, T, en grados, de una bola de hierro que se esta calentando viene dada por T = 200 — 500/t, donde t es el
tiempo en segundos. El radio, r, en mm, de la bola cuando la temperatura es de T grados viene dado por r=40 + 0.001T.
¢A qué velocidad varia el radio cuando la temperatura es de 50°, 75°, 100°? ;A qué velocidad varia la temperatura a los
30 segundos? ¢ Y para t = 90 segundos? ;A qué velocidad varia el radio a los 10 segundos, a los 30 segundos y a los 90
segundos?

Solucioén: r'= 0.001 mm/grado. Es constante; T'(30) = 0.5555...; T°(90) = 0.062;

r’(10) = 0.005 mm/s; r’(30) = 0.000555...mm/s; r’(90) = 0.000062 mm/s.

36. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos, viene dada aproximada-
mente por d = 52 Si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la Torre Eiffel, (que esta a 57 m de altura), ;a qué
velocidad llegaria al suelo? ;Y si cayera desde la segunda plataforma (que esta a 115m)? ;Y desde la tercera plataforma
(que esta a 274 m)?

Solucion: t= 3,4 s; d’(3.4) = 34 m/s; d’(4.8) = 48 m/s; d’(7.4) = 74 m/s.

37. La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, e, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en segundos). Determina en
cada caso la funcion velocidad y la funcién aceleracion:

a)e=#-4t+3 b)e =26 -5 +4t-3 c)e=-tt+41t+3 d) e = (3t-4)?

Solucion: a) v=2t-4;a=2m/s%; b)v=6t2-10t+4;a=12t-10;,c)v=-2t+4;a=-2;,d) v=6(3t-4); a= 18 m/s2.

38. Un deposito cilindrico de 10 metros de didmetro se llena de agua a 0.3 m? por minuto. ¢ A qué velocidad varia la altura de
agua a los 2 minutos? ;Y a los 5 minutos?

Solucion: v/2) = 0.012 m/min; v(5) = 0.012 m/min.

39. Ladistancia, d, en metros, recorrida por un trineo que se desliza por una pendiente helada, a los t segundos, viene dada
por d = 0.22 + 0.01£. Determina la velocidad del trineo a los 2, 4, 7'y 15 segundos. Se sabe que si la velocidad del trineo
alcanza los 60 km/h le pueden fallar los frenos, ¢ cuando deberia comenzar a aplicar los frenos para no perder el control?

Solucion: v(2) = 0.92 m/s; v(4) = 2.08 m/s; v(7) = 4.27 m/s; v(15) = 12.75 m/s; A los 31 segundos pueden fallarle los

frenos, luego deberia de comenzar a frenar antes.

40. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 ¢cm por 25 cm. Para ello se corta en cada esquina un
cuadrado de lado x, y se dobla. ; Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x, recortado para que las
cajas contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen de las cajas en funcién
de x.

Solucion: x ~ 3.7 cm.

41. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 150 litros. Si se desea construirlos de for-
ma que su superficie total sea minima, ¢cuanto debe medir su altura y el radio de su base?

75 15
Solucién: r= 3‘{— ; h= .
T 27:%

42. Al hacer las pruebas de un nuevo medicamento se comprueba que segun la dosis, x, en miligramos, que se administre, el
porcentaje de curaciones, y, viene dado por: y = 100 — 80/(x + 5). Sin embargo el medicamento tiene efectos secundarios
ya que perjudica al rifién. El numero de enfermos a los que el tratamiento produce efectos secundarios aumenta un 2 %
por cada miligramo que se aumenta la dosis. ;,Podrias ayudar a determinar la dosis de medicamento adecuada? Razona
la respuesta.

Solucion: y = 100 — 80/(x + §) — 2x; y’= 80/(x?+ 10x + 25) — 2.

43. En una industria la funcion u = f{) indica el nimero de personas que constituyen la fuerza del trabajo en el instante £, y la
funcion v = g(t) indica la produccién media por persona incorporada a la fuerza de trabajo en el instante ¢. (Vamos a con-
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siderar que ambas funciones son derivables, aunque en realidad el niumero de personas es siempre un nimero natural, y
por tanto son funciones escalonadas). La produccion total es igual a y = u-v. Si la fuerza de trabajo aumenta un 3 %
anual, (u”=0.03u) y la produccion por trabajador aumenta un 2 % anual (v’ = 0.02v) total, determina la tasa de crecimien-
to instantanea de la produccién total.

Solucion: Aumenta un 5 % anual.

44, En el ejercicio anterior considera que la funcién que indica el nimero de personas que constituyen la fuerza del trabajo en
el instante fes u = f{f) = 3ty que la funcién v = g(f) = 2+ 3t, indica la produccién media por persona incorporada a la fuer-
za de trabajo en el instante {. La produccion total es igual a y = u-v. Determina la tasa de crecimiento instantanea de la
produccion total.

Solucion: y ‘= 9t2 + 18 t.

45. Sien el ejercicio anterior consideras que la fuerza de trabajo ha disminuido un 5 % anual, y la produccién por trabajador
ha aumentado un 3 % anual total, determina entonces la tasa de crecimiento instantanea de la produccion total. ;Crece o
decrece la produccién total?

Solucion: Disminuye un 2 % anual.

AUTOEVALUACION
1. Indica cuél de las siguientes expresiones es la definicién de derivada de una funcién en x = a:
2) lim f(b)—f(x) b) lim f(x)—f(@) o lim f(a+h)—f(a) 8 lim f(b+h)—f(b)
box b—X X0 X—a h—0 h h—0 h
Solucion: c)
2. Laderivadadey= yx ‘(x—1)enx=1es:
a)0 b) 1/2 c)1 d)2
Solucién: ¢)
2
3. La derivada de y = X3 *1 enx=2es:
X" +3
a) 15/11 b) -10/25 c)-16/121 d) 1/3
Solucién: ¢)
4, La derivadadey =¢e“"? es:
a) y'=2x-e b)y'=2(e)? e c)y=3+e2x d)y'=2e¢

Solucién: a)

5. La derivada y = cos(x®) es:

a)y’ =3(cos(x))* - (-sen(x®)  b)y’=-sen(x®) - 3x> ¢)y’ =-sen(x?) - cos(3x?) d) y’ = 3(cos(x))? - (—sen(x)
Solucion: b)

6. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funciony = 5 + 2x + 3x - 2x>*en X = 1 €s:
a)y=-2x—6 b)y=x+8 C)y=2x+6 dy=8+2x
Solucion: c)
7. La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién y = 3x2 —2x3 en x = 0 es:
a)y=2x+3 b)y=x+28 C)y = 6X dy=0
Solucién: d)
8. Lafuncibny = 3x* - 5x*+2x2—x+ lenx=1es:
a) creciente b) decreciente ¢) alcanza un minimo d) alcanza un maximo

Solucién: ¢)
9. Si la derivada de una cierta funcién es: y’ = (x — 4) x entonces los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
dicha funcion son:
a) x <0, decreciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
b) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
c) x <0, creciente; 0 < x < 4, creciente; X > 4, decreciente
d) x <0, creciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
Solucion: d)

10. La funcidn y = 3x> — 2x® alcanza los siguientes maximos y minimos:
a) (0, 0) maximo y (1, 1) minimo b) (—1, 5) maximo y (1, 1) minimo
C) (6, —324) minimo y (1, 1) maximo d) (0, 0) minimo y (1, 1) maximo

Solucién: d)
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CAPITULO 14: ESTADISTICA
, ACTIVIDADES POPUESTAS
2. POBLACION Y MUESTRA. VARIABLES ESTADISTICAS

65. Sefialar en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacién o una muestra:
a) Eldiametro de los tornillos que fabrica una maquina diariamente.
b) La altura de un grupo de seis amigos.

Solucion: Muestra: a) Poblacién: b)

2. Se puede leer el siguiente titular en el periodico que publica tu instituto: “La nota media de los alumnos de 4° ESO de la
Comunidad de Madrid es de 7.9”. ;Cémo se ha llegado a esta conclusién? ;Se ha estudiado a toda la poblacion? Si
hubieran seleccionado para su célculo solo a las mujeres, 4 seria representativo su valor?

Solucion: Se ha podido estudiar la nota de media de todo el alumnado, pero es mas probable que se haya

seleccionado una muestra representativa. Si Unicamente se estudia a las alumnas, no seria un valor
representativo.

3. Indicar el tipo de variable estadistica que estudiamos y razona, en cada caso, si seria mejor analizar una muestra o la
poblacion:

66. a) El sexo de los habitantes de un pais. b) El dinero gastado a la semana por tu hermano.

67. c) El color de pelo de tus compafieros de clase. d) La temperatura de tu provincia.

68. e) Latalla de pie de los alumnos del instituto.

Solucién: Cualitativa: a), c¢) Cuantitativa continua: b) d) e). Muestra: a) e). Poblacion: b) c¢) d)

4. Para realizar un estudio hacemos una encuesta entre los jovenes de un barrio y les preguntamos por el niumero de veces
que van al cine al mes. Indica qué caracteristicas deberia tener la muestra elegida y si deberian ser todos los jovenes de
la muestra de la misma edad.

Solucion: Elegir una muestra de forma adecuada es dificil. No deberian ser todos de la misma edad, ni todos amigos.

Hay muchos tipos de muestreo que nos proporcionarian una muestra aleatoria.

3. TABLAS DE FRECUENCIAS

5. Obtener la tabla de frecuencias absolutas de las notas en inglés de 24 alumnos:

6 6 7 8 4 9 8 7 6 5 3 5
7 6 6 6 5 4 3 9 8 8 4 5
Solucioén:
Notas 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9]10

Frecuencias absolutas 0(0|0|2|3|4]6|3[4]21|0

6. Construir una tabla de frecuencias relativas con el color de pelo de 24 personas elegidas al azar:
M=moreno; R=rubio; P=pelirrojo

M R P R R R R P P M M M M R R
R R R M M M M M P
Solucion:
M R P
0.42 0.42 0.17

7. El'nimero de horas diarias de estudio de 14 alumnos es el siguiente:
3 4 2 5 3 4 3 2 3 4 5 4 3 2
a) Efectia un recuento y organiza los resultados obtenidos en una tabla de frecuencias absolutas acumuladas.
b) ¢ Qué significan las frecuencias acumuladas que has calculado?

Solucién:

2 3 4 5

3 8 12 14
b) Por ejemplo, 8 significa que hay 8 alumnos que estudian 3 o0 menos que 3 horas a la semana.

BY NC 3SA
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8. En una evaluacion, de los 30 alumnos de una clase, el 30 % aprobd todo, el 10 % suspendioé una asignatura, el 40 %
suspendi6 dos asignaturas y el resto mas de dos asignaturas.
a) Realiza la tabla de frecuencias completa correspondiente (frecuencias absolutas, frecuencias relativas,
frecuencias absolutas acumuladas y frecuencias relativas acumuladas).

b) ¢ Hay algun tipo de frecuencia que corresponda a la pregunta de cuantos alumnos suspendieron menos de dos asignaturas?
Razona la respuesta.

Solucién: b) La frecuencia absoluta acumulada, que nos dice que 12 alumnos suspenden menos de 2 asignaturas.
Porcentaje | Fr. Abs. Fr. Rel. Fr. Ab. Ac. | Fr. Rel. Ac.
Aprueban todo 30 9 0.3 9 0.3
Suspenden 1 10 3 0.1 12 0.4
Suspenden 2 40 12 0.4 24 0.8
Suspenden mas de 2 20 6 0.2 30 1

4. GRAFICOS ESTADISTICOS

9. Si queremos representar conjuntamente valores de la variable
correspondientes a diferentes periodos de tiempo, o a distintas cualidades, “
para comparar situaciones podemos construir un diagrama de barras
apiladas. ¢Podrias interpretar este grafico correspondiente al nimero de )
temas que los alumnos de una asignatura de 4° ESO llevan estudiados? — -
Se toma informacion en dos clases de un instituto (azul y rosa). B

Solucién: Los alumnos de la clase azul han estudiado mas temas,

muchos 3 o 4, mientras que los alumnos de la clase rosa han estudiado 2, sobre todo.
10. El sexo de 18 bebés nacidos en un hospital de Madrid ha sido:

H{M|H|H|[M|H
HIM|M|H|M|H
M{M|H|H[M|H
Construye la tabla asociada a estos datos y represéntalos.
Solucioén:
H M
10| 8

11. Representa los valores de la variable de la tabla adjunta con el grafico adecuado correspondientes a una encuesta
realizada sobre el sector al que pertenecen un grupo de trabajadores madrilefios.

SECTOR INDUSTRIAL AGRARIO SERVICIOS OTROS
% TRABAJADORES | 20 16 45 19
Solucién:
B INDUSTRIAL
B AGRARIO
SERVICIOS
B OTROS

12. Completa la tabla de frecuencias para poder representar la informacién mediante el histograma de frecuencias
acumuladas:

EDAD [15,25) | [25, 35) | [35, 45) | [45, 55)
NUMERO DE PERSONAS 25 45 55 65
Solucion:
EDAD [15, 25) |[25,35) [[35,45) |[45, 55)
NUMERO DE PERSONAS 25 45 55 65
Fr. Ab. Acumuladas 25 70 125 190
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13. ¢A qué representacion grafica corresponden el siguiente gréfico correspondiente a la
informacién recogida sobre la edad de 100 personas? ;Por qué crees que se ha utilizado este y
no otro?

Solucién: Un diagrama de rectangulos de frecuencias absolutas o un histograma de
frecuencias absolutas. En una simple ojeada obtenemos mucha informacion.

Edad del encuestado

14. De los 100 asistentes a una boda, el 34 % comi6 ternera de segundo plato, 25 % pato, 24 % cordero y el resto pescado.
Organiza la informacion anterior en una tabla de frecuencias y representa los datos en un gréafico de sectores. Realiza un
diagrama de barras y explica cémo lo haces. ;Cual de los dos graficos prefieres? ;Por qué?

Solucion: Es mas visual el grafico de sectores.

Ternera 34 20
Pato 25 M Ternera
20
Cordero 24 | Pato o
Pescado 17 Cordero £ P L
B Pescado ,\q}{\ < (9& Qéo"

15. Se ha recogido informacién sobre el contenido de sales minerales de 24 botellas de agua de un grupo de escolares en
una excursion tal que:

45 45 65 56 33 65 23 23
34 23 43 67 22 43 34 23
12 34 45 34 19 34 23 43
a) Clasifica la variable estadistica estudiada
b) ¢ Seria conveniente tomar o no intervalos al hacer una tabla de frecuencias? 8
c) Realiza el grafico que consideres mas oportuno. 6
Solucion abierta: a) Parece una variable cuantitativa discreta, aunque el . / \
contenido en sales podria ser continuo; b) Parece conveniente; c) , / \
A\l
5. MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL o e W wen w0
16. Una persona ingresa 10.000 euros en un fondo de inversion el 1 de enero de
2009. Las rentabilidades anuales del fondo durante los afios siguientes fueron las siguientes:
Afio 2009 2010 2011 2012
5 3 -1 4

Si no ha retirado el capital, ¢ cual ha sido la rentabilidad media de dicho fondo durante estos afios?

Solucion: 2.75

17. Interpreta los valores de la variable de esta tabla que representa el peso de 100.000 bombonas de butano de una fabrica,
en kilogramos. ¢ Qué grafico utilizarias? Calcula la media e interprétala.

Peso [) fi % ni N
14.5-15 0.3 300 300
15-15.5 1.6 1600 1900
15.5-16 74 7400 9300
16-16.5 21.5 21500 30800
16.5-17 30.5 30500 61300
17-17.5 24.5 24500 85800
17.5-18 10.7 10700 96500
18-18.5 21.5 21500 118000

Solucién gréfica: La tabla indica el peso de la muestra de bombonas. La primera columna indica el peso que oscila
entre 14.5 kg a 18.5 kg. La segunda columna el porcentaje de bombonas con dicho peso. La tercera la
frecuencia absoluta, es decir, el nimero de bombonas con dicho peso. La cuarta, la frecuencia acumulada
absoluta. Pero hay datos mal calculados. La frecuencia acumulada total debe coincidir con las bombonas de

la muestra. Se han muestreado 118000 bombonas. Utilizaria un histograma. La media es: 17.04 kg.
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18. Obtener la media y la moda de los siguientes valores de la variable referidos al resultado de lanzar un dado 50 veces.
Solucién: Media = 4, Mediana = 4; Moda = 5.

19. Realizar la actividad anterior pero agrupando en intervalos de amplitud 2, empezando en 0. ;Obtienes los mismos
resultados? ¢ Por qué?

Solucién:
Intervalos (0, 2] (2, 4] (4, 6]
Marcas de clase 1 3 5
Frecuencias Absolutas 8 20 22

No. Ahora la media obtenida es 3,56, aunque la moda sigue siendo 5.

20. Dibujar un diagrama de caja conociendo los siguientes datos.
Minimo valor = 2; cuartil 1 = 3; mediana = 6; cuartil 3 = 7; maximo valor = 12.
Solucion gréfica:

Max=12=Ls Max s
a3 :
Q3 =7 " Intervalo
Me=6 ¢ intercuartil Intervalo intercuartil = 4.
Q1=3 at ;
E Li
Min = 2= Li Min L

21. Un corredor de maraton entrena, de lunes a viernes recorriendo las siguientes distancias: 2, 3, 3, 6 y 4, respectivamente.
Si el sabado también entrena:
a) ¢ Cuantos kildmetros debe recorrer para que la media sea la misma?
b) Y para que la mediana no varie?
c) Y paraque la moda no varie?
Solucion: La media actual es: 3.6; la mediana es 3, y la moda es 3. El sabado debe correr para que la media no le
cambie una distancia de 3.6. Para que no cambie la mediana, de 3, y lo mismo para la moda.

22. El salario mensual en euros de los 6 trabajadores de una empresa textil es el que se presenta. Cual de los tres tipos de
medidas de tendencia central describe mejor los sueldos de la empresa?
| 1700 | 1400 | 1700 | 1155 | 1340 | 4565 |
Solucion: Media: 1976.66; Mediana: 1550; Moda: 1700. La media y la mediana lo describen bien, la moda, no. El que
mejor, la mediana.

23. ¢Qué valor o valores podriamos afiadir a este conjunto de valores de la variable para que la mediana siga siendo la
misma?

[12[19]24]23[23[15]21]32]12]6[32][12]12]21
Solucién abierta: La mediana vale 20. Por ejemplo: Si ahado 20 y 20, queda igual, pero si ahado 19, y 21 también.

24. Salen 25 plazas para un puesto de auxiliar de enfermeria y se presentan 200 personas con las siguientes notas.
notas | 3|4 |5 |6 |7 [8 |9 [10

613412556 2910|3010

;Con qué nota se obtiene una de las plazas mediante el examen? ;Qué percentil es la nota 5?

Solucién: Sélo es seguro si ha sacado un 10. Hay 40 personas con 9 o 10, luego si sélo hay 25 plazas no todas ellas
tienen plaza. La nota 5 es el percentil 32.5.
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6. MEDIDAS DE DISPERSION

25. Un grupo de perros pastor aleman tiene una media de 70 kg y desviacion tipica 2 kg. Un conjunto de perros caniche tiene
una media de 15 kg y desviacidn tipica 2 kg. Compara ambos grupos.
Solucion: calculamos el coeficiente de variacion, que para los pastores alemanes es de 0.03, y para los caniches de
0.13, luego la variabilidad es menor para los pastores alemanes.

26. El tiempo, en minutos, que un conjunto de estudiantes de 4° ESO dedica a preparar un examen de Matematicas es:

234 345 345 123 234 234 556
234 234 345 223 167 199 490
Las calificaciones de ese conjunto de estudiantes son las siguientes:
4 5 6 7 6 5 8
9 8 7 8 7 6 8

a) ¢Qué tendremos que hacer para comparar su variabilidad? b) ¢En qué conjunto los valores de la variable estan mas

dispersos? c) ¢Es la media siempre mayor que la desviacién tipica?

Solucién: Calculamos las medias y las desviaciones tipicas: Los estudiantes han dedicado 283 minutos a preparar el
examen con una desviacion tipica de 121 minutos. Han obtenido una calificacion media de 6.7, con una
desviacion tipica de 1.44. Como las unidades son tan diferentes no nos dan informacién sobre la

S

X
los tiempos 0.43, y para las calificaciones, 0.2. Luego la variabilidad de las calificaciones es menor que la de
los tiempos dedicados al estudio.

variabilidad. Por eso calculamos el coeficiente de variacion, que es adimensional : 9 , que vale para

27. Se ha recogido una muestra de 20 recipientes cuyos diametros son:

091 1.04 101 1 077 078 1 1.3 1.02 1 1 088 126 0.92
098 078 082 12 116 1.14

a) Calcula todas las medidas de dispersién que conozcas.

b) ¢ A partir de qué valor de didmetro de los recipientes se consideran el 20 % con mayor diametro?

Solucién: a) Rango = 0.53; Intervalo intercuartil = 0.16; Varianza = 0.02; Desviacién tipica = 0.15.

7. CONSTRUCCION E INTERPRETACION DE DIAGRAMAS DE DISPERSION. INTRODUCCION
A LA CORRELACION

28. Se han medido los pesos y alturas de 6 personas, como muestra de las personas que estan en una fila o cola de espera,
obteniéndose los siguientes resultados:

Pesos (kg) 65 60 65 63 68 68

Alturas (cm) 170 150 168 170 175 180

Se pide:

a) Calcular las medias y las varianzas de esos dos conjuntos de 185
datos unidimensionales.

b) ¢Qué medidas estdn méas dispersas, los pesos o las alturas? 180 ¢

c) Representar graficamente ese conjunto de datos 175 *
bidimensional. Calcular la covarianza e interpretar su valor. 170 O—t

d) Dar una medida de la correlacion entre ambas variables. 165
Interpretar su valor. 160

Solucién: a) Pesos: Media: 64.8 kg; Varianza: 9.4; Coeficiente de

variacion: 0.047; Alturas: Media: 168.8 cm; Varianza: 155
104.2; Coeficiente de variacion: 0.06; b) Las alturas estan 150 L 4
mas dispersas; c¢) Covarianza = 23.97; d) Coeficiente de 145 . . :
correlacion = 0.92. En general las alturas mayores se 55 60 65 70
corresponden con pesos mayores. Es una correlacion

positiva y alta.
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1. Selanza una moneda 700 veces y se obtiene cara 355 veces. Expresa en una tabla las frecuencias absolutas, relativas y

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Poblacion y muestra. Variables estadisticas. Tablas de frecuencias

calcula también las frecuencias acumuladas absolutas y acumuladas relativas de caras y cruces en este experimento.

Solucién:
Frecuencias Frecuencias
Frecuencias Frecuencias acumuladas acumuladas
absolutas relativas absolutas relativas
Cara 355 0.51 355 0.51
Criz 345 0.49 700 1
2. Se lanzar un dado 500 veces y se obtienen los siguientes resultados:
Resultado 1 2 3 4 5 6
NUmero de veces 70 81 92 85 81
a) ¢Cuantas veces ha salido el 57
b) Construir tabla con las frecuencias absolutas y las frecuencias absolutas acumuladas
c) Construir una tabla con las frecuencias relativas y las frecuencias relativas acumuladas
Solucién: a) 91;
Resultado 1 2 3 4 5 6
Fr. Abs. 70 81 92 85 91 81
Fr. Ab. Ac. 70 151 243 328 419 500
Fr. Rel. 0.14 0.162 0.184 0.17 0.18 0.16
Fr. Rel. Ac. 0.14 0.302 0.486 0.656 0.84 1

3. Una urna que contiene 10 bolas numeradas del 0 al 9, sacamos una bola, anotamos el nimero y devolvemos la bola a la
urna. Repetimos el experimento 1000 veces y se han obtenido los resultados indicados en la tabla:
Resultado 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Frecuencia absoluta 79 102 93 98 104 |77
Frecuencia relativa 012 1013 0.1
Frecuencia absoluta acumulada 79 181

Frecuencia relativa acumulada 1

a) ¢Cual es la frecuencia absoluta de 97

b) ¢ Cuél es la frecuencia absoluta acumulada de 27

c) ¢Cual es la frecuencia relativa acumulada de 1?

d) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.
Solucién: a) 97; b) 301; ¢) 0.181.
Resultado 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Frecuencia absoluta 79 102 (120 [130 |93 98 104 |77 100 |97
Frecuencia relativa 0.079 10.102 {0.120 10.130 [0.093 |0.098 |0.104 |0.077 10.100 |0.097
Frecuencia absoluta acumulada 79 181 (301 [431 |524 622 726 803 [903 [1000
Frecuencia relativa acumulada 0.079 10.181 [0.301 [0.431 ]0.524 | 0.622 |0.726 |0.803 |0.903 |1.000
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4. Pepa ha tirado un dado 25 veces y ha obtenido los siguientes resultados:
1,2,56,3,1,4,56,1,3,1,2,2,1,6,2,2,4,3,4,6,6,1,4
a) Construir una tabla de frecuencias absolutas.
b) Construir una tabla de frecuencias relativas.
c) Dibuja un diagrama de barras.
d) Dibuja un poligono de frecuencias y una representacién por sectores.

Solucioén:
1 2 3 4 5 6
Frecuencias Absolutas 6 5 3 4 2 5
Frecuencias Relativas 024 0.2 0.12 0.16 0.08 0.2
7 7
6 - 6 ml
> > N m2
4 4 \ /
3. 5 NN\ / w3
21 2 m4
11 1
0 - 0 m5
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

5. Enuna clase se ha medido el tamafio de las manos de cada uno de los alumnos y alumnas, y el resultado en centimetros
ha sido el siguiente:
9 18 20 19 18 21 19 17 16 20 16 19 20 21 18 17 20 1922
22 23 21 17 18 17 19 21 20 16 19
a) ¢ Qué tamafio ha sido el valor minimo? ¢Y el méximo? ;Cual es el rango total de la variable?
b) Construir una tabla de frecuencias absolutas y otra de frecuencias relativas.
c) Construir una tabla de frecuencias absolutas acumuladas y otra de frecuencias relativas acumuladas.
Solucién: a) Minimo: 16 cm. Maximo: 23 cm; rango =7: b)

Tamafio manos (cm) 16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23
Frecuencias absolutas 3 14 |4 |7 |5 |5 |1 |1
Frecuencias relativas 01101]01102]10.2{0 |0 |0
Frecuencias acumuladas absolutas |3 |7 |11 |18 |23 |28 |29 |30
Frecuencias acumuladas relativas 011020406081 |1 |1
6. Calcula la frecuencia absoluta de los datos de una encuesta en la que se ha elegido entre ver la television, t, o leer un
libro, I:
AR ARSARARARSAARRARARAR,
Solucién:
television Leer libro
Frecuencias Absolutas 15 10

7. Laduracién en minutos de unas llamadas telefénicas ha sido:

7,3,6,3,7,54,3,57,10,1,9,12,2
Construir una tabla de frecuencias absolutas y una tabla de frecuencias relativas.
Solucién:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Frecuencias Absolutas | 1 1 3 1 2 1 3 0 1 1 0 1
Frecuencias Relativas | 0.07 | 0.07 | 0.20 | 0.07 | 0.13 | 0.07 | 0.20 | 0.00 | 0.07 | 0.07 | 0.00 | 0.07
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Graficos estadisticos

8. Se ha preguntado en un pueblo de la provincia de Madrid el nimero de hermanos que tenian y se ha obtenido la
siguiente tabla de frecuencias absolutas sobre el nimero de hijos de cada familia:

Numero de hijos 1 2 3 4 5 6 8 0 mas
NUmero de familias 46 249 205 106 46 21 15 6
a) Escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias relativas.
b) Haz un diagrama de barras de frecuencias absolutas y otro de frecuencias relativas.
c) Haz un poligono de frecuencias absolutas y otro de frecuencias absolutas acumuladas.
Solucién:
Nimero de hijos 1 2 3 4 5 6 7 8 0 mas
Nimero de familias 46 249 205 | 106 46 21 15 6
Frecuencias relativas 0.066 |0.359 (0.295|0.153 |(0.066 |0.030 |0.022 |0.009
Frecuencias acumuladas absolutas | 46 295 500 |606 652 673 688 694
Diagrama de barras de frecuencias absolutas Frecuencias relativas
300 0,400
250
200 0,300 -
150 I 0,200 -
100
I 0,100 -
50 -+
1 2 3 2 5 6 1 2 3 4 5 6 7 8omiés
Poligono de frecuencias absolutas Frecuencias acumuladas absolutas
300 800
/SN 600 p—
200
100 / \ 400 //
/ gﬁ 200
r2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8o
mas mas

9. Haz una encuesta similar con tus compafieros y comparfieras de curso preguntando el nimero de hermanos y
confeccionando una tabla sobre el nimero de hijos y el nimero de familias.

a) Construye una tabla de frecuencias relativas

b) Haz un diagrama de barras de frecuencias absolutas y relativas. Completa con un poligono de frecuencias
c) Compara la tabla de frecuencias relativas y el diagrama de barras de frecuencias relativas que obtengas con el

obtenido en el gjercicio anterior.
Solucién abierta:

10. Un batido de frutas contiene 25 % de naranja, 15 % de platano; 50 % de manzana y, el resto de leche. Representa en un

diagrama de sectores la composicion del batido.

Solucioén:

B Naranja
M Platano
® Manzana

M Leche
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11. En un campamento de verano se han gastado diez mil euros. El grafico muestra la distribucion del gasto:

& Corrida Comida:40%
Limpieza y mantenimiento: 30 %
o Agua, gas, electricidad y teléfono: 25 %
= Limpieza y Vestuario:
antenimiento D ' ’ '
a) ¢Qué porcentaje se gast6 en vestuario?
¥ Agua, gas, b) ¢Cuantos euros se gastaron en comida?
if::;'rffad Y c) ¢Cuanto mide el angulo del sector correspondiente a actividades?
 Vestuario Solucion: a) 5%; b) 4000 €; c) Angulos de 144 ° para comida, 108° para
limpieza, 90° para agua... y 18° para vestuario.

12. Busca en revistas o periddicos dos graficas estadisticas, recortalas y pégalas en tu cuaderno. En muchas ocasiones
estas graficas tienen errores. Obsérvalas detenidamente y comenta las siguientes cuestiones:
a) ¢Esta clara la variable a la que se refiere? ;Y las frecuencias?
b) ¢Son correctas las unidades? ;Pueden mejorarse?
c) Comenta las graficas.
Solucién manipulativa y abierta:
13. Se hace una encuesta sobre el nimero de veces que van al cine unos jovenes al mes. Los valores de la variable estan en

la tabla:
Veces que van al cine 0 1 2 3 4
Frecuencia absoluta 1 7 9 5 2 1

a) Representa un diagrama de barras de frecuencias absolutas.
b) Representa un poligono de frecuencias relativas.
c) Representa los valores de la variable en un diagrama de sectores.

Solucion:
Frecuencia absoluta Frecuencias relativas Veces que van al cine
10 0,4 ml
8 0,3 AN\ m2
6 / \
0,2 m3
4 4 / \
5 01 m4
/ \ =5
0 - 0 T T T T T )
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 w6
I

14. Se hace un estudio sobre lo que se recicla en una ciudad y se hace una tabla con el peso en porcentaje de los distintos
tipos de residuos:

Tipo de residuo Porcentaje
Organico 15

Papel y cartén 1

Vidrio 15
Plastico 1

Pilas 15

a) Construye un diagrama de barras
b) Representa un poligono de frecuencias.
c) Representa los valores de la variable en un diagrama de sectores.

Solucion:
Diagrama de barras Poligono de frecuencias Diagrama de sectores
20 20 M Orgénico
15 15 W Papel y
\ A / cartén
10 10 \ / \ / m Vidrio
5 5 V V M Plastico
0 0 Organi ' panel ' Vidri ' Plasti ' il m Pilas
Orgédnico  Papel y Vidrio  Plastico Pilas ganico ape} v lario astico 1as
cartén cartén
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15. En un ejercicio anterior se ha tenido el resultado de medir en una clase el tamafio de las manos de cada uno de los

alumnos y alumnas, y el resultado en centimetros ha sido el siguiente:

19, 18, 20, 19, 18, 21, 19, 17, 16, 20, 16, 19, 20, 21, 18, 17, 20, 19, 22, 21, 23, 21, 17, 18, 17, 19, 21, 20, 16, 19

Representa los valores de la variable en un diagrama de barras y en un poligono de frecuencias.

Solucién: a) Minimo: 16 cm. Maximo: 23 cm; rango = 7: b)

16. EI 35 % de las cigiiefias no ha emigrado este afio a Africa y el 6 % murié por el camino. Dibuja un diagrama por sector

Tamario manos (cm) 16 |17 (18 |19 |20 |21 |22 |23
Frecuencias absolutas 3 14 |4 |7 |5 |5 |1 |1
Frecuencias relativas 01(01(01(02(02|0 |0 |0
Frecuencias acumuladas absolutas |3 |7 |11 |18 |23 |28 |29 |30
Frecuencias acumuladas relativas 01/02|04)06(08|1 (1 |1

que describa esta situacion.

Solucioén:

H No han
emigrado

B Emigran

M Mueren por el
camino

17. En una clase se ha preguntado por las preferencias deportivas y se ha obtenido:

Futbol Baloncesto Natacion Karate Ciclismo
8 9 7 6 10
a) Copia la tabla en tu cuaderno y construye una tabla de frecuencias relativas.
b) Representa estos valores de la variable en un diagrama de sectores.
Solucién:
Futbol | Baloncesto | Natacion | Karate | Ciclismo
Frecuencias absolutas 8 9 7 6 10
Frecuencias relativas 0.2 0.225 0.175 0.15 0.25
M Futbol

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO.
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Medidas de centralizacién y dispersion
18. Pepa ha tirado un dado 25 veces de un ejercicio anterior y ha obtenido los siguientes resultados:
125 6 3 1 4 5 6 1 3 1 2 2 1 6 2 2 4 3 4 6 6 14
a) Calcula la media aritmética
b) Calcula la mediana
c) ¢Cualeslamoda? ;Es unica?
d) Calcula la varianza y desviacién tipica interpretando su resultado

Solucién: Media = 3.24; Mediana = 3; Moda = 1; es unica; Varianza = 3.52; Desviacion tipica = 1.88. También se podria
haber calculado los cuartiles: Q1 = 2; Q3 = 5; Intervalo intercuartil = 3;

19. Sara ha tenido las siguientes notas en sus examenes de Matematicas: 9, 7, 8, 6, 9, 10, 9
a) Calcula la media aritmética
b) Calcula la mediana

) ¢ Cudl es la moda? ¢ Es Unica?

d) Calcula el percentil 45 interpretando su resultado

) Calcula el percentil 75 interpretando su resultado. ¢qué otro nombre recibe?
f) Calcula la varianza y desviacion tipica interpretando su resultado
g) Calcula el coeficiente de variacion interpretando su resultado

Solucion: Media = 8.29; Mediana = 9; Moda = 9, es tnica; Percentil 75 = Cuartil 3 = 9; Varianza = 1.9; Desviacion tipica
= 1.38; Coeficiente de variacion = 0.17, permite comparar distintas muestras.

20. En un ejercicio anterior se ha tenido el resultado de medir en una clase el tamafio de las manos de cada uno de los
alumnos y alumnas, y el resultado en centimetros ha sido el siguiente:

19, 18, 20, 19, 18, 21, 19, 17, 16, 20, 16, 19, 20, 21, 18, 17, 20, 19, 22, 21, 23, 21, 17, 18, 17, 19, 21, 20, 16, 19

Calcula la media aritmética

QO
- =

b) Calcula la mediana

c) ¢Cualeslamoda? ;Es unica?

d) Calcula el percentil 45 interpretando su resultado

e) Calcula el percentil 75 interpretando su resultado. ;qué otro nombre recibe?

f)  Calcula la varianza y desviacién tipica interpretando su resultado
g) Calcula el coeficiente de variacion interpretando su resultado

Solucién: a) Media = 19; b) Mediana = 19; ¢c) Moda = 19, es unica; d) Percentil 45 = 19, El 45 por ciento de las manos
miden 19 o menos de 19 cm; e) Percentil 75 = 20; EI 75 por ciento de las manos miden 20 o menos de 20 cm;
f) Varianza = 3.34; Desviacion tipica = 1.83; g) Coeficiente de variacion = 0.096.

BY NC 3SA
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21. Nos

Q>0 O 0 o
= = —_—=

)

interesa conocer la distribucién de notas obtenidas por 40 estudiantes. Las notas son:
4,1,7,10,3,2,8,9,0,0,5,8,2,7,1,2,8,10, 2,10, 3,4,8,9,3,6,3,7,2,4,9,4,9,51,3,3,9,7,8,10

Escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas.

Haz un poligono de frecuencias absolutas.

Calcula la media

Calcula la mediana

Calcula la moda

Calcula el percentil 45 interpretando su resultado

Calcula el percentil 75 interpretando su resultado. ;qué otro nombre recibe?

Calcula la varianza y desviacion tipica interpretando su resultado

Calcula el coeficiente de variacién interpretando su resultado

Solucioén:

a)

c)
d)

e)

9)

h)

Frecuenciaabsoluta |, |3 |5 |6 |4 2 1 14 5 |4 4

Media = 5.18:
Mediana = 4;
Moda = 3;

Percentil 45 = 3.5. El 45 % del alumnado 7
ha obtenido una calificacion inferior o 6
igual a 3.5;

_ : N\
Percentil 75= 7.5. EI 75 % del alumnado | | / \ "\

ha obtenido una calificacion menor o
igual a 7.5. También es el cuartil 3. 3

Varianza = 9.89; Desviacion Tipica = 2 / \ /
3.15; Entre un 2 a un 8.3 hay mas del 50
% del alumnado.

Coeficiente de variacion = 0.61.

Frecuencia absoluta

22. Silas notas de los mismos alumnos respecto a otra asignatura tienen una media de 5.3 y desviacion tipica de 2, ¢ cual de
las dos asignaturas tiene una media mas homogénea?
Solucion: Ambos con media de 5.3, el primero con desviacion tipica 3.15, y ahora con 2, es mucho mas homogéneo el

segundo.

23. Los jugadores de un equipo de balonmano tienen las siguientes edades:

Lo

= @

9)

12,14,13,12,15,11,12,12, 13, 14, 11,12, 12.
Calcula la media
Calcula la mediana
Calcula la moda
Calcula el percentil 45 interpretando su resultado
Calcula el percentil 75 interpretando su resultado. ;qué otro nombre recibe?
Calcula la varianza y desviacién tipica interpretando su resultado
Calcula el coeficiente de variacién interpretando su resultado

Solucion: a) Media = 12.6; b) Mediana = 12; ¢) Moda = 12, es Unica; d) Percentil 45 = 12. El 45 por ciento de las edades

es menor o igual a 12 ahos; e) Percentil 75 = 13.3; El 75 por ciento de las edades es menor o igual a 13.3
anos; f) Varianza = 1.54; Desviacion tipica = 1.24; g) Coeficiente de variacion = 0.098.
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Problemas
24. El Director Comercial de una empresa va a ser evaluado. Para ello debe dar cuenta de los resultados obtenidos. Quiere
quedar bien, pues eso le puede suponer un aumento de sueldo. Se han vendido las siguientes cantidades:

Meses Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre
Ventas | 83451 | 83962 84238 | 84401 | 84693 | 84889 | 85032 | 85378 | 85524 85751 859967 86316
El Ventas Nole ha Ventas
estadistico gustado nada, y 87000
de la 100000 1450000000000 para la

50000 L 85000
empresa le presentacion él
ha O ' ! ! ! ! ! ! ! I' ' ' ! Se ha 83000 T T T T T T T T T T T 1

O 0 O © Y@ i

ent(eggdo & @ &\@é‘ éé confec_clonado © @ L © &
la §|gU|ente < R @ el §|gU|ente SRR KL
gréfica: X© gréfico:

Ambos gréaficos son correctos. Escribe un informe sobre cémo pueden los distintos graficos dar impresiones tan diferentes.

Solucion: Aunque ambos graficos son correctos el segundo parece indicar mejor un aumento de las ventas.

25. Tira una moneda 15 veces y anota las veces que cae cara y las que no. Construye luego dos tablas: una de frecuencias
absolutas y otra de frecuencias relativas. Representa el resultado en un diagrama de frecuencias y en un poligono de
frecuencias.

Solucion abierta y manipulativa:

26. La media de seis nimeros es 5. Se afiaden dos nlimeros mas pero la media sigue siendo 5. ; Cuanto suman estos dos

numeros?
Solucion: 10. La suma de los 6 primeros debe ser 30. Ahadimos X7 y Xs, y ahora (30 + x7 + x3)/8 = 5, por lo que x7 + xg =
40-30=10.
27. La siguiente tabla expresa las estaturas, en metros, de 1000 soldados:
Talla 1.50 — 1.56 1.56—1.62 1.62—1.68 1.68-1.74 1.74-1.80 1.80-1.92
N2 de soldados 20 150 200 330 200 100
Calcula:

a) La media y la desviacion tipica. b) Los intervalos donde se encuentran la mediana y los cuartiles.

c) Elintervalo (X — o, X + &)y el porcentaje de individuos en dicho intervalo. d) Representa los datos en un histograma.
Solucion: a) Media = 1.7; Desviacion tipica = 0.08; b) Q1 en 1.62 - 1.68; Me en 1.68 - 1.74 y Q3 en 1.74 - 1.80;
c) (1.62, 1.78), 68 %; Grafica
28. Una compaiiia aérea sospecha que existe una relacién entre las variables X, tiempo de un vuelo, en horas; e Y, consumo
de combustible (gasdleo) para dicho vuelo, en litros. Por esta razon, se han obtenido los siguientes datos, dentro del
rango de niveles de interés para X en esta compaiiia.
Xi 074 0’5 06 0°65 07 0’8 1 115 12
Y; | 1.350 | 2.220 | 2.900 | 3.150 | 3.350 | 3.550 | 3.900 | 4.330 | 4.500

Xi | 14 1’5 16 18 2°2 3
Y; | 5.050 | 5.320 | 5.650 | 6.400 | 7.500 | 10.250

Se pide:

a) Mediante la representacién del diagrama de dispersion
razonar el interés de relacionar dichas variables. 12:000

b) Obtener la covarianza y el coeficiente de correlacion 10.000 *
entre ambas variables. Interpretar los resultados. 8.000

Solucion: a) Parece que existe una fuerte relacion; b)

Covarianza = 1476; 6.000 ’_’

Coeficiente de correlacion = 0.993. 4.000 +®2
Como se apreciaba en el grafico al aumentar la variable x 5000 "
aumenta la variable y con una fuerte correlacion ' *
positiva. 0 -
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
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AUTOEVALUACION

1. Un diagrama de caja informa sobre:
a) Los cuartiles y curtosis. b) Asimetria y varianza.  c) Datos atipicos y simetria.
Solucion: a)

2. Sea la variable aleatoria numero de personas que es capaz de levantar un ascensor. Para calcular el n® de personas a
partir del cual se recoge el 30 % de los valores de la variable necesitamos obtener

a) El percentil 30 b) El percentil 3 c) El percentil 70
Solucién: a)

3. EI 25 % de los madrilefios gastan en la factura del mévil por encima de 100 euros, mientras que el 25 % gastan por debajo
de 20 euros. Entonces conocemos:

a) 100 y 20 son valores que corresponden al cuartil 1y 3, respectivamente.

b) 100 y 20 son valores que corresponden al cuartil 3 y 1, respectivamente.

c) 100 y 20 son valores que no corresponden a ningdn cuartil.

Solucion: b)

4. En un diagrama de barras de frecuencias absolutas, la suma de sus alturas es proporcional a:

a) 100 b) 1 c) Total de valores de la variable d) Suma de sus bases
Solucién: ¢)

5. La media de los siguientes valores de la variable 3, 4, 6, 7, 5, 8, es: a)6 b) 7 c)48 d)55
Solucién: d)

6. La mediana de los siguientes valores de la variable 3, 4, 6, 7, 8, es: a)6 b) 7 c)4 d)5
Solucion: a)

7. La moda de los siguientes valores de la variable 3, 4,6,7,5,8,7, 7, es: a)6 b) 7 c)4 d)5
Solucioén: b)

8. La media de 7 numeros es 8. Se afiaden dos nimeros mas, pero la media sigue siendo 8. ;Cuanto suman estos dos
numeros? a) 10 b) 16 c) 20 d) 14

Solucioén: b)

9. Dos revistas especializadas en empleo, A y B, han publicado una media de ofertas de trabajo, de ma =10 y mg = 20 con
varianzas, respectivamente de s% =4y s% = 9.

a) La revista B presenta mayor coeficiente de variacion que la revista A.
b) La revista A presenta mayor coeficiente de variacion que la revista B.
c) La revista B presenta igual coeficiente de variacion que la A

Solucion: b)

10. EI 70 % de los madrilefios gastan en regalos navidefios por encima de 100 euros, mientras que el 5 % gastan por encima
de 500 euros. Entonces conocemos:

A) El valor correspondiente al percentil 30. B) El valor correspondiente al percentil 70. C) Al percentil 5.

Solucion: B)
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CAPITULO 15: COMBINATORIA
ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. PERMUTACIONES B

1. Haz diagramas en arbol y calcula: A <

a) Cuantas palabras de 2 letras distintas (con significado o sin él) puedes escribir con las letras A, B c

yC. A

b) Cuantas palabras de 3 letras distintas que empiecen por vocal y terminen por consonante. &

Recuerda hay 5 vocales y 22 consonantes. &

Solucioén grafica: a) 6; b) Palabras de 3 letras: 5-25-22 = 2750.

2. Ana tiene 5 camisetas, 3 pantalones y 4 pares de zapatillas. ¢Puede llevar un modelo diferente 2 < B
durante dos meses (61 dias)? ;Cuantos dias deberd repetir modelo? Ayuda: Seguro que un

diagrama en éarbol te resuelve el problema c
Solucioén grafica: 5-3-4 = 60 modelos diferentes. Sélo repetira modelo un dia.
3. En un tablero cuadrado con 25 casillas, ¢de cuantas formas diferentes podemos colocar 2 fichas idénticas de modo que

estén en distinta fila y en distinta columna? Sugerencia: Confecciona un diagrama de arbol. ;Cuéntas casillas hay para

colocar la primera ficha? Si eliminamos su fila y su columna, ¢ en cuantas casillas podemos colocar la segunda ficha?
Solucién gréfica: 25-16/2 = 200
4. :De cuantas formas pueden repartirse 4 personas, 4 pasteles distintos comiendo cada persona un pastel?
Solucion: P;,=4-3-2-1=24
5. En una carrera de caballos participan 5 caballos con los nimeros 1, 2, 3, 4 y 5. ;Cual de ellos puede llegar el primero? Si
la carrera esta amafiada para que el numero 4 llegue el primero, ¢cuél de ellos puede llegar el segundo? Si la carrera no
estd amanada, ; de cuantas formas distintas pueden llegar a la meta? Haz un diagrama en arbol para responder.
Solucion grafica: Cada uno de los 5 puede llegar el primero. Si el n° 4 llega el primero, en sequndo lugar pueden
llegar los nimeros 1, 2, 3, y 5. Si la carrera no esta amanada hay Ps=5-4 -3 -2 - 1= 120 formas distintas de
llegar a la meta.
6. ¢De cuantas maneras puedes meter 4 objetos distintos en 4 cajas, si sélo puedes poner un objeto en cada caja?
Solucion: P;=4-3-2-1=24
7. ¢Cuantos paises forman actualmente la Unién Europea? Puedes ordenarlos siguiendo diferentes criterios, por ejemplo
por su poblacion, o con respecto a su produccion de acero, o por la superficie que ocupan. ¢De cuéntas maneras
distintas es posible ordenarlos?
Solucion: Desde 2007 (hasta 2015) hay 28 paises que forman la Unién Europea.
Se pueden ordenar de Py = 304 888 344 611 714 000 000 000 000 000 formas diferentes.
8. Enelafio 1973 habia 6 paises en el Mercado Comun Europeo. ¢De cuantas formas puedes ordenarlos?
Solucion: Ps=6-5-4-3-2-1=720.
9. El desempleo aumenta y en una oficina de colocacion hay 7 personas. ;De cuantas formas distintas pueden haber

llegado?
Solucion: P;=7-6-5-4-3-2-1=5040.
10. Calcula: a) ﬁ; b) l; c) i; d) 8. e) E; f) Sally
4! 3! 51.3! 5 11! 346!
Solucién: a) 30; b) 5040; c) 56; d) 6; e) 12; f) 347.
11. Caleula; ) (M1 by (nt4) . g (nta). gyl
n! (n+3)! (n+2)! (n—1)!
Solucion: a) n+1; b) n+4; c)n?+7n+12; d)n.
12. Expresa utilizando factoriales: a) 5-4-3; b) 10-11-12-13; ¢) 8:7-6; d) 10-9.
Solucion: a) 5!/ 2!; b) 13!/9!; c) 8!/5!; d) 10!/ 8!.
13. Expresa utilizando factoriales: a) (n+3):(n+2):(n+1); b) n-(n+1)-(n+2)-(n+3); ) n:(n+1):(n+2)-... -(n+k).
Solucion: a) (n+3)! / n!; b) (n+3)! / (n-1)!; c) (n+k)! / (n-1)!

14. Escribe en forma de factorial las distintas formas que tienen de sentarse en una clase los 30 alumnos en los 30 puestos
que hay. No lo calcules. Es un nimero muy grande.

Solucién: Py = 30!

15. Nueve amigos van en bicicleta por una carretera en fila india. ; De cuantas formas distintas pueden ir ordenados?

Solucién: Py= 9! = 362 880
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2. VARIACIONES

16. Con los 10 digitos, ¢,cuantos numeros distintos pueden formarse de 6 cifras?
Solucién: 9 - VR1o5 = 900 000.

17. Con los 10 digitos y 27 letras del alfabeto, ¢ cuantas matriculas de coche pueden formarse tomando 4 digitos y 3 letras?

Solucién: Suponemos que los niimeros pueden empezar por 0: VR4 VR27; = 196 830 000

18. Un byte u octeto es una secuencia de 0 y 1 tomados de 8 en 8. ; Cuantos bytes distintos pueden formarse?
Solucion: VR;s = 256

19. Calcula: a) VR4p; b) VR44; ¢) VR 2; d) VR211.

Solucién: a) 16; b) 256; c)121; d) 2048

20. Expresa con una férmula:

Las variaciones con repeticion de 3 elementos tomadas de 5 en 5.

Las variaciones con repeticion de 7 elementos tomadas de 2 en 2.

Las variaciones con repeticion de 5 elementos tomadas de 4 en 4.

Solucién: a) VR 5 = 35; b) VR;, =72 ¢) VRs4 = 5¢

21. Disparamos al plato 4 veces. En cada disparo puede que des en el blanco (B) o que no des en el blanco (NB). ¢ Cuantos
resultados distintos hay?

Solucion: VR4 = 16

22. Escribe cuantas palabras de tres letras (con significado o no) puedes formar que empiecen por consonante y terminen
con la letra R.

Solucién: 22 - 27 = 594

23. Tres personas van a una pasteleria en la que sélo quedan 4 pasteles distintos. ;,De cuantas formas distintas pueden
elegir su pastel si cada una compra uno?

Solucion: V4,3 =24

24. Con los 10 digitos se desean escribir numeros de 4 cifras, todas ellas distintas. ;Cuantas posibilidades hay para escribir
la 12 cifra? Una vez elegida la primera, s cuantas hay para elegir la 22? Una vez elegidas las dos primeras, ;cuéantas hay
para la 3%? ; Cuantas posibilidades hay en total?

Solucién: Para escribir la primera cifra tenemos 9 posibilidades porque si el nimero empieza por 0 no es de cuatro
cifras. Para la segunda cifra también tenemos 9 porque ahora podemos poner el cero pero no la colocada en
primer lugar. Para la tercera 8 y para la cuarta 7, En total 9 -9 -8 -7 = 4 536 posibilidades.

25. Sitienes 9 elementos diferentes y los tienes que ordenar de 5 en 5 de todas las formas posibles, ;cuantas hay?
Solucion; Vo5=9-8-7-6-5=15120

26. Con las letras A, By C, jcuantas palabras de 2 letras no repetidas podrias escribir?

Solucion: V;;=3-2=6.

27. Con los digitos 3, 5, 7, 8, 9, ¢ cudntos niimeros de 3 cifras distintas puedes formar?

Solucion: Vs3=5-4-3=60

28. Calcula:  a) Vig; b) V7, c) Vs
Solucion: a) V1,6 = 11¥10*9*8*7*6 = 332640, b) V75 = 7%6*5*4*3 = 2520, c) Vs = 8*7*6*5 = 1680.
29. Calcula:  a) 7—!; b) ﬂ; c) 104
3! 41 8!
Solucion: a) 840; b) 30; c) 90
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3. COMBINACIONES

30. Tenemos 5 bombones (iguales) y hay 7 amigos, ¢de cuantas formas se pueden repartir los bombones si a ninguno le
vamos a dar mas de un bombon?

Solucion: C75= 21

31. Juan quiere regalar 3 DVDs a Pedro de los 10 que tiene, ¢ de cuantas formas distintas puede organizar el regalo?

Solucion: Cy3=120

32. En el juego del poker se dan 5 cartas a cada jugador de las 52 que tiene la baraja, ;de cudntas maneras diferentes se
pueden recibir?

Solucion: Csys = 1497 000 960

33. Afade al triangulo de Tartaglia del margen 3 filas mas.

Solucién:
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

34. Suma los nimeros de cada fila y comprueba que la suma de la fila m da siempre 2.
Solucion: 2=21;4=22;8= 23, 16= 24, 32= 25,64 = 26,
35. Sin calcularlo, mirando al triangulo, ¢ cuanto vale Cs3; Cs4; Cs2; Css.
Solucion: 10; 5; 10; 1.
36. Desarrolla (a + b)®
Solucion: (a+ b)f = af + 6a’b + 15ab? + 20a’h? + 15a2b* + 6ab® + bb
37. Desarrolla a) (a — b); b) (x — 3)%; ¢) (x + 2)7; d) (—x + 3)5.
Solucion: a) (a - b)¢ = ab - 6a’h + 15a‘h? - 20a°h’ + 15a2b* - 6ab® + bE; b) x4 — 12x% + 54x2 - 108x + 81;
c) X7 +14x5 + 84x° + 280x* + 560x3 + 672x2 + 448x + 128; d) 243 — 405x + 270x2 - 90x° + 15x* — x°.

2 5
X
38. Calcula el coeficiente de x” del polinomio que se obtiene al desarrollar (3X —?j

Solucién: 10 (3x)*(x¥/2)? = (270/4) x'. El coeficiente es 270/4 = 135/2.

5
39. Expresa con radicales simplificados el polinomio que se obtiene al desarrollar (—% +~/2 )

Solucion: (v2 )5 - 5(v2 J(x/2) + 10(x2 )3(x/2)2 = 10(~Z 2(x/2)° + 5(<'2 )(x/2)* - (x/2)5 =
42 -10x + 5.2 x2 - 5/2x% + (52 /16)x* - x5/32.

4. OTROS PROBLEMAS DE COMBINATORIA

40. Tres amigos A, B y C estan jugando a las cartas. Cada uno pasa una carta al que esta a su derecha. Uno es espafiol, otro
italiano y el otro portugués. A le pasa una carta al italiano. B se la ha pasado al amigo que se la ha pasado al espafiol.
¢ Cual de los amigos es espafiol, cual italiano y cudl portugués? Ayuda: Haz un diagrama circular como el anterior.

Solucion: El espariol (A) tiene al italiano (B) a su derecha y al portugués (C) a su izquierda

41. Anay Alejandro invitan a cenar a 3 amigos y 3 amigas, ¢ cuantas formas tienen de colocarse en una mesa redonda? ¢ En
cuantas estan juntos Ana y Alejandro? ;En cuantas no hay dos chicos ni dos chicas juntos?

Solucién: Hay P; = 5 040 formas de sentarse en la mesa. Hay 2-Ps = 1 440 formas en las que estan juntos Ana y

Alejandro. Y tenemos P; - P;= 36 formas en las que no hay dos chicas n dos chicos juntos.

42. ;Cuantas poligonales cerradas se pueden dibujar con los 8 vértices de un octégono?

Solucién: Hay P; = 5 040 poligonales cerradas contando con el propio octégono.

43. Con los digitos 1, 2, y 3 cuantos niimeros distintos de 7 cifras puedes formar con tres veces la cifra
1, dos veces la cifra 2 y dos veces la cifra 3.

Solucion: PRy;322=17!/(3! - 2! - 2]) = 210 numeros distintos.

44, Con las letras de la palabra CARCAJADA, ;cuantas palabras con estas 9 letras, con sentido o sin
él, se pueden formar?

Solucién: PRy, = 9!/ (4! - 21) = 7 560 palabras distintas.
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45. Tenemos dos bolas blancas, tres negras y cuatro rojas, ¢de cuantas formas distintas podemos ordenarlas? ;Cuantas no
tienen las dos blancas juntas?

Solucién: Podemos ordenarlas de PRy 43.= 9!/ (4! - 3! - 2]) = 1 260 formas distintas.
Tienen dos blancas juntas PRs 43 = 8! /(4! - 3]) = 280 formas. No tienen dos blancas juntas 1 260 - 280 = 980.

46. El candado de mi maleta tiene 7 posiciones en las que podemos poner cualquiera de los 10 digitos del 0 al 9. ; Cuantas
contrasefias diferentes podria poner?, ;cuantas tienen todos sus nimeros distintos? ;Cuantas tienen algin numero
repetido? ;Cuantas tienen un nimero repetido dos veces? Ayuda: Observa que para calcular las que tienen algun
numero repetido lo mas facil es restar del total las que tienen todos sus numeros distintos.

Solucién: El nimero de contrasenias posibles es VR, 7 = 10 000 000. Tienen todos sus nimeros distintos Vio7= 604
800 contrasenas. Tienen algun numero repetido 10 000 000 - 604 800 = 9 395 200 contraserias. Tienen el
numero 0 repetido solo dos veces Cy5 - PR7, = 317 520 contrasenas, Tienen un nimero repetido sélo dos
veces: 3 175 200 contrasenas.

47. iDe cuantas maneras se pueden introducir 7 bolas idénticas en 5 cajas diferentes colocandolas todas si ninguna caja
puede quedar vacia? ;Y si podemos dejar alguna caja vacia? Ayuda: Ordena las bolas en una fila separadas por 4
puntos asi quedan divididas en 5 partes, que indican las que se colocan en cada caja.

Solucion: Hay Cs4=15 maneras de colocar 7 bolas idénticas en 5 cajas diferentes. Si podemos dejar alguna caja vacia,
tomamos las 7 bolas y 4 puntos que las dividen en 5 partes, en total 11 elementos, la solucién es Cy1,4 = 330.
Observa que cada punto indica que las bolas que estan a su izquierda estan en una determinada caja,y que
cuando hay dos puntos juntos es que hay una caja vacia.

48. ;Cuantas pulseras diferentes podemos formar con 4 bolas blancas y 6 rojas? Ayuda: Este problema es equivalente a
introducir 6 bolas iguales en 4 cajas idénticas pudiendo dejar cajas vacias.

Solucién: Supongamos que las pulseras no se pueden voltear: Si no fueran cerradas tendriamos C104=210 pulseras
diferentes. Al ser cerradas tenemos 210/10 = 21 pulseras distintas.

Si las pulseras se pueden voltear: Vamos a estudiar los casos a partir de la distancia entre las bolas blancas.
Si las 6 bolas rojas estan unidas: Sélo hay 1 caso: 0-0-0-6

Si hay 5 bolas rojas unidas: Hay 2 casos posibles: 1-0-0-5 y 0-1-0-5.

Si hay 4 bolas rojas unidas: Hay 4 casos posibles: 1-1-0-4, 1-0-1-4, 0-0-2-4, 0-2-0-4

Si hay 3 bolas rojas unidas: Hay 6 casos posibles: 0-3-0-3, 3-0-0-3, 0-2-1-3, 0-1-2-3, 2-0-1-3, 1-1-1-3

Si hay 2 bolas rojas unidas: Hay 3 casos posibles: 2-1-1-2, 1-2-1-2, 0-2-2-2.

En total 16 casos.

49. ; Cuantas formas hay de colocar al rey blanco y al rey negro en un tablero de ajedrez de forma que no se ataquen
mutuamente? ;Y dos alfiles? ;Y dos reinas?

Solucién: El rey blanco lo podemos colocar en cualquiera de las 64 casillas. EI nimero de casillas que amenaza
depende de su posicion. 1°) Si el rey blanco esta en una esquina amenaza a 3 y excluyendo su posiciéon hay
60 casillas para colocar al rey negro y como hay 4 esquinas en total hay 240 formas. 2°) Si el rey blanco esta
en una de las 24 casillas del borde amenaza 5 casillas y excluyendo la suya tenemos 58, en total 58-24 = 1392
formas. 3°) Si el rey blanco esta en una posicion central, hay 36 casillas de este tipo, amenaza 8 casillas que
incluyendo la suya no amenaza a 55, en total 55-36 = 1980. Por tltimo 240 + 1392 + 1980 = 3612.
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CURIOSIDADES. REVISTA

En el afio 1494 aparece la primera obra impresa que tiene cuestiones sobre Combinatoria. Es “Summa’ escrita por
Luca Pacioli. (¢, Te acuerdas del Numero de Oro?). Uno de los problemas que plantea es el de calcular el nimero de
formas distintas en que n personas pueden sentarse en una mesa redonda. Problema que ya hemos resuelto en el

apartado 4.2.

Solucion: PC, = Py.1=(n-1)!

libros que tratan sobre Combinatoria. En este libro aparece el siguiente problema: Un cerrajero fabrica candados
formados por 7 discos, y en cada disco hay 6 letras. ¢ Cuantos candados es posible fabricar de forma que cada

uno tenga una combinacién diferente para abrir?

Solucién: Se pueden hacer 67 combinaciones distintas, es decir, 279 936 formas diferentes.

Un gato se encuentra en A y un raton en B. El gato avanza de
centro de casilla en centro de casilla moviéndose hacia la derecha
o hacia abajo, nunca retrocede. ¢ Cuantos caminos distintos puede
recorrer el gato para cazar al raton?

Solucion: 15 caminos.
J

\_
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Permutaciones

1. Tres nadadores echan una carrera. ¢ De cuantas formas pueden llegar a la meta si no hay empates? ;Y si son 8 nadadores?
Solucion: P; = 6; Ps= 8!/ =40 320
2. Loli, Paco, Ana y Jorge quieren fotografiarse juntos, ;de cuantas maneras pueden hacerse la fotografia? Quieren situarse de manera
que alternen chicos con chicas, ¢de cuantas maneras pueden ahora hacerse la fotografia?
Solucion: Hay 24 maneras de hacerse la fotografia. Y hay 2 - P, - P, = 8 maneras de hacerse la fotografia alternando
chicos y chicas
3. ¢De cuantas maneras se pueden introducir 6 objetos distintos en 6 cajas diferentes si solo se puede poner un objeto en cada caja?
Solucién: Ps = 720 maneras de introducir 6 objetos distintos en 6 cajas diferentes.
4. En una parada de autobus hay 5 personas, ;en cuantos érdenes distintos pueden haber llegado a la parada? Al llegar una nueva
persona se apuesta con otra a que adivina el orden de llegada, ;qué probabilidad tiene de ganar?
Solucion: Ps = 120 ordenes distintos de llegar a la parada. La probabilidad de acertar el orden de llegada es 1/120.
5. Siete chicas participan en una carrera, ;de cuantas formas pueden llegar a la meta? No hay empates. ;Cuél es la probabilidad de
acertar el orden de llegada a la meta?
Solucion: P; = 5040 formas de llegar a la meta. La probabilidad de acertar el orden de llegada es 1/5040
6. ¢Cuantos numeros distintos y de cinco cifras distintas pueden formarse con los digitos 3, 4, 5, 6, y 7? ;Cuantos pueden formarse si
todos empiezan por 5? ;Y si deben empezar por 5 y terminar en 77
Solucién: Hay Ps= 120 numeros distintos de 5 cifras diferentes. Si empiezan por 5 hay Ps+= 24 nimeros. Si empiezan
por 5 y terminan por 7 hay P; = 6 numeros.

Variaciones

7. ¢ Cuantos numeros de 4 cifras distintas se pueden escribir con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5y 6? ;Cuantos de ellos son impares? ; Cuantos
son multiplos de 4? Recuerda: Un nimero es mdltiplo de 4 si el nimero formado por sus dos Ultimas cifras es multiplo de 4.

Solucion: Hay Vs4 = 360 nimeros de 4 cifras distintas. Son impares 180. Para calcular los multiplos de 4 analizamos

las dos ultimas cifras que pueden ser: 12, 16, 24, 36, 52, 56 y 64. En total tenemos 7 - V4, = 84 mdltiplos de 4.

8. ;Cuantos nimeros de 4 cifras, distintas 0 no, se pueden escribir con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5 y 67 Calcula la suma de todos ellos.
Sugerencia: Ordénalos de menor a mayor y suma el primero con el Ultimo, el segundo con el pendltimo, el tercero con el antepenultimo
y asi sucesivamente

Solucién: Hay VR 4= 1296 nimeros de 4 cifras. Ordenados de menor a mayor el primero es 1 111 y el dltimo 6 666 su

suma es 7777, como esta suma coincide entre el seqgundo 1 112 y el penultimo 6 665 y asi sucesivamente su
sumaes: 7777 -1296 /2= 5039 496

9. ;Cuantas banderas de 3 franjas horizontales de colores distintos se pueden formar con los colores rojo, amarillo y morado? ;Y si se
dispone de 5 colores? ;Y si se dispone de 5 colores y no es preciso que las tres franjas tengan colores distintos?

Solucion: Se pueden formar P; = 6 banderas distintas con 3 franjas y 3 colores. Con 5 colores se pueden formar Vs; =

60 banderas distintas con tres franjas. Y si no es preciso que las franjas tengan colores distintos tenemos
VRs3;= 125 banderas diferentes.

10. A Mario le encanta el cine y va a todos los estrenos. Esta semana hay 6, y decide ir cada dia a uno. ;De cuantas formas distintas
puede ordenar las peliculas? Mala suerte. Le anuncian un examen y decide ir al cine solamente el martes, el jueves y el sabado.
¢ Entre cuantas peliculas puede elegir el primer dia? ;Y el segundo? ;Y el tercero?

Solucion: Mario tiene V5 = 5 040 para ordenar las peliculas entre los 7 dias de la semana. Si sélo va 3 dias al cine el

primer dia elige entre 6, el segundo entre 5 y el tercero entre 4.

11. Con los digitos {0, 1, 2, 3, 4, 5}, ;,cuantos numeros de cuatro cifras diferentes se pueden formar? (Observa: Si comienza por 0 no es un
numero de cuatro cifras). ; Cuantos son menores de 30007

Solucion: Tenemos Vs4 = 360 numeros con 4 digitos formados por las 6 cifras, como hay 60 que empiezan por 0

tenemos 300 numeros de cuatro cifras. Menores de 3 000 son los que empiezan por 1y por 2, es decir 120
numeros.

12. ¢ Cuantos numeros de tres cifras, diferentes o no, se pueden formar? De éstos, ¢ cuantos son mayores que 123?

Solucién: El menor numero de tres cifras es 100, el mayor 999, en total hay 900. Mayores que 123 hay 900 - 24 = 876.

13. Con las letras de la palabra “arquetipo” ;Cuantas palabras de 6 letras se pueden formar que no tengan dos vocales ni dos
consonantes juntas? a) Si todas las letras son distintas. b) Si se pueden repetir letras.

Solucién: a) Empieza por vocal: Vs3- V3= 1440 palabras y por consonante las mismas. En total 2 880 palabras.

b) Si las letras se pueden repetir tenemos 2 - VRs 3+ VR, 3 = 54 000 palabras.

14. El lenguaje del ordenador esta escrito en secuencias de ceros y unos. Un byte es una de estas secuencias y esta formada, en general,
por 8 digitos. ¢Cuantos bytes diferentes se pueden formar? Si se fabricara un ordenador cuyos bytes tuvieran 16 digitos, ;cuantos
bytes diferentes se podrian formar ahora? Si se fabricara un ordenador cuyos bytes tuvieran 4 digitos, ¢ se podria escribir con ellos las
letras del alfabeto?

Solucién: Con una secuencia de 8 digitos se pueden formar VR,s = 256 bytes. Con una secuencia de 16 digitos se

pueden formar VR, = 65 536 bytes. Y con solo 4 digitos sélo podriamos formar 16 bytes, no podemos
escribir las letras del alfabeto.
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Combinaciones
15. Escribe dos numeros combinatorios con elementos diferentes que sean iguales y otros dos que sean distintos.

o0, @
Solucion abierta: Por ejemplo: 3) =1 y 5 Z 4

16. Tienes siete bolas de igual tamafio, cuatro blancas y tres negras, si las colocas en fila. ;De cuantas formas puede ordenarlas?

7
Solucioén: = 35.

17. Con 5 latas de pintura de distintos colores, ¢ cuantas mezclas de 3 colores podras hacer?
Solucién: Se pueden hacer Cs 3 = 10 mezclas diferentes.

O 6L L6,
18. Calcula: a) 3 b) 5 ; c) 1 ;d) 0 ;€e) 47.

Solucién: a) 20; b) 42; c) 20; d1; e)1.
19. Calcula: a) Ce3; b) Cios; c) Cs4; d) Cz0,19; €) Car,1.
Solucién: a) 84; b) 219; c) 105; d) 20; e) 47.

20. ;De cuantas maneras se puede elegir una delegacion de 4 estudiantes de un grupo de 307 ;Y en tu propio grupo?

Solucion: Hay Cso4 = 27 405 maneras de elegir una delegacion de 4 estudiantes de un grupo de 30. Solucién abierta.

21. ; Cuéntos productos diferentes se pueden formar con los niimeros: 2, 1/3, 7, 5 y  tomandolos de 3 en 3? ; Cuantos de esos productos
daran como resultado un niimero entero? ; Cuantos un niimero racional no entero? ; Cuantos un ndmero irracional?

Solucién: Hay Cs3 = 10 productos. S6lo uno es entero. Hay Cs, = 3 productos cuyo resultado es un nimero racional y

C42 = 6 productos cuyo resultado es un numero irracional.
22. ;Cuéntas aleaciones de 3 metales pueden hacerse con 7 tipos distintos de metales?
Solucién: Cy; = 35.

s 9000100060, GLG) GG

Solucioén: a) 2* = 16, b) 2°= 32

o, ()L 6L, () 6L6) )
24. ;Cual es la forma mas facil de calcular 0),\1) 2,8, W, 5,8 ,\7), 8 sin calcular cada uno de los

numeros combinatorios?

Solucion: Utilizar el binomio de Newton: la formula anterior coincide con (1+ 1)8 = 28,

25. ¢ De cuantas formas puedes separar un grupo de 10 estudiantes en dos grupos de 3 y 7 estudiantes respectivamente?

Solucién: Hay C13 = 120 formas.

26. Vas a examinarte de una asignatura en la que hay 20 temas, y en el examen van a poner 2. ;Cuantas posibilidades hay? Te sabes
so6lo 16 temas. ¢ Cuéntas posibilidades hay de que te toquen dos temas que no te sepas? ;Cuél es la probabilidad de que te toquen
dos temas que no te sepas? ;Y la de que te toque sélo un tema que no te sepas?

Solucién: Hay Cy, 2 = 190 posibilidades. Hay C4; = 6 posibilidades de que no te sepas ninguno de los dos temas y la

probabilidad de que te toquen dos temas que no te sepas es 6/190 = 3/95. La probabilidad de que te toque
s6lo un tema que no te sepas 128/380 = 32/95.

27. Un grupo de 10 alumnos de 4° de ESO van a visitar un museo en el que pueden elegir entre dos actividades diferentes. ;Cuantas
formas distintas puede haber de formar los grupos de alumnos?
Solucion: Si una actividad se puede quedar sin alumnos hay 2'° = 1024 formas de formar los grupos. Si ninguna
actividad se puede quedar sin alumnos hay dos menos, es decir 1022 formas.

X _\ox )2
28. Desarrolla el binomio  a) (4 - x)5; b) (3 —2x)*; C) (2ab — 3c)E; d)(2
Solucion: a) 256 — 640x + 640x2 — 160x3 + 20x4 — x5;
b) 81— 216x + 216x2 - 96x3 +16x*;
¢) 64ah’ — 576a°b5c + 2160a*b*c? - 4320a3b3c® + 4860a%b?c* — 2916abcs + 729cf;

d) X3/8 - (3/4)x% J2x * 3x% - 2x\2x
° (XJFBJ ) (q ! [7] I (mjz( . J
X 4 X X X+2

29. Calcula x en las siguientes expresiones:
Solucion: a) x = 5; b)2x+2=10=>x=4;, c)x=35; d)x=5.

9(17)=[e)+ ) o ()5
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30. Escribe el valor de x en las igualdades siguientes:

Sl T T N
0 B O M A L U )

Solucion: a) x=1; b) x=4; c) x=3; dx=4; e) x=6; flx=2
31. Calcula en funcién de n la suma de los siguientes nimeros combinatorios:

9 I TH R TS Y
3 4 2 2 3
By [n+lj (n+1j (n+2)
Solucion: a) ;b ; c)
4 2 3

[ a \/E JIO

JE— + —_—

32. Halla el término sexto en el desarrollo de: X

Solucion: (63/2) \2a%x.

33. Halla el coeficiente de x2 en el desarrollo de: (—1 — 5x)°.

Solucién: —1800.

34. ; Cuantas opciones hay para elegir cuatro asignaturas entre siete optativas?

Solucioén: C;4= 35 opciones

35. Se juega una partida de tiro al plato y se disparan sucesivamente 12 platos. ¢ Cuél es el nimero de sucesos en los que se obtienen 4
éxitos, es decir se acierta 4 veces en el blanco? En el mismo caso anterior, jcual es la probabilidad de tener éxito en el ltimo tiro?

Solucion: Hay Cq,4 = 495 sucesos en los que se obtienen 4 éxitos y de estos en Cy3 = 165 se tiene éxito en el ultimo

tiro.

Problemas

36. En “Curiosidades y Revista” tienes el problema de Buteo. Con 7 discos y 6 letras en cada disco, ¢cuéntas combinaciones distintas se
pueden hacer? Ayuda: En el primer disco podemos poner cualquiera de las 6 letras. Lo mismo en el segundo. ;Y en el tercero? jPero
si es facilisimo! Si ya sabemos resolverlo.

Solucion: Se pueden hacer 67 combinaciones distintas.

37. En un restaurante hay 5 primeros platos, 4 segundos y 6 postres, ¢de cuantas formas diferentes se puede combinar el mend?

Solucién: El menu se puede combinar de 120 formas diferentes.

38. Lanzamos una moneda y luego un dado, ¢ Cuantos resultados distintos puedes obtener? ;Y si lanzamos dos monedas y un dado? ;Y
si fuesen 3 monedas y 2 dados?

Solucion: Al lanzar una moneda y un dado se pueden obtener 12 resultados. Si lanzamos dos monedas y un dado

tenemos 24 resultados. Y si lanzamos 3 monedas y 2 dados obtenemos 288 resultados.

39. Se estan eligiendo los actores y actrices para hacer de protagonistas en una teleserie. Se han presentado 6 chicos y 8 chicas.
¢ Cuéntas parejas distintas podrian formar?

Solucion: Se pueden formar 48 parejas distintas.

40. Una caja de un conocido juego educativo tiene figuras rojas, amarillas y azules, que pueden ser triangulos, circulo o cuadrados, y de
dos tamafios, grandes y pequefias. ¢ De cuantas piezas consta la caja?

Solucién: La caja consta de 18 piezas.

41. En un restaurante hay 8 primeros platos y 5 segundos, ¢ cuantos tipos de postres debe elaborar el restaurante para poder asegurar un
menu diferente los 365 dias del afio?

Solucion: Para que 40x > 365 el nimero de postres x debe ser mayor que 9,125. Con 10 postres seria suficiente.

42. En una reunién todas las personas se estrechan la mano. Hubo 91 apretones. ;Cuantas personas habia? Y si hubo 45 apretones,
Jcuantas personas habia?

Solucion: Si hubo 91 apretones Cy =91 y habia 14 personas. Si hubo 45 apretones habia 10 personas.

43. ; De cuantas maneras se pueden introducir 5 objetos distintos en 5 cajas diferentes si sélo se puede poner un objeto en cada caja? ;Y
si se pueden poner varios objetos en cada caja colocando todos? ;,Cual es la probabilidad de que en la primera caja no haya ningln
objeto?

Solucién: Hay Ps = 120 maneras de introducir 5 objetos distintos en 5 cajas diferentes. Si se pueden poner varios
objetos en cada caja colocando todos distribuimos las § cajas en § lugares ordenados simbolizados por los
objetos, asi C1-C1-C1-C1-C2 indica que los 4 primeros objetos estan en la caja 1, el quinto en la caja 2 y el
resto de las cajas estan vacias, por lo tanto hay VRss = 3 125 formas diferentes de colocarlos. La
probabilidad de que en la primera caja no haya ningin objeto es 1024/3125.
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44, La mayor parte de las contrasefias de las tarjetas de crédito son nimeros de 4 cifras. jCuantas posibles contrasefias podemos
formar? ; Cuantas tienen algin nimero repetido? ; Cuantas tienen un nimero repetido dos veces?
Solucién: Con 4 cifras podemos formar VR4 = 10 000 contrasenas. No tienen ningin nimero repetido Vio4 =5 040,
por lo tanto tienen algun numero repetido 4 960 contrasefias. Tienen el nimero 0 repetido dos veces Cy -
PR, = 432 contrasenas y cualquier nimero repetido dos veces 4 320 contrasenas.
45. Tenemos 10 rectas en el plano que se cortan 2 a 2, es decir, no hay rectas paralelas. s Cuantos son los puntos de interseccién?, iy si
tienes 15 rectas?, ¢y si tienes n rectas?
Solucion: EI nimero de puntos de interseccion entre 10 rectas es Cy2 = 45. Con 15 rectas se tienen Cys, = 105 puntos
y con n rectas tenemos n-(n —1) /2 puntos.
46. ;Cuantas diagonales tiene un octégono regular?, 4y un poligono regular de 20 lados?
Solucién: Un octégono regular tiene Cs; - 8 = 28 diagonales. Un poligono de 20 lados tiene 190 diagonales.
47 .Utiliza una hoja de calculo (o una calculadora) para comprobar los resultados de:
a) Pyp=101=10-9-8-...-3-2-1=23628800.
6

b) VRps=2¢ ¢)Ves=6-5-4=3=120 d) Cs3 =20

48. ;Cuantas diagonales tiene un icosaedro regular?, ;y un dodecaedro regular? Ayuda: Recuerda que el icosaedro y el dodecaedro son
poliedros duales, es decir, el nimero de caras de uno coincide con el nimero de vértices del otro. Para saber el nimero de aristas
puedes utilizar la Relacién de Euler: C+V =A+2

Solucién: Un icosaedro regular tiene 12 vértices y 30 aristas por lo tanto tiene Ci,, - 30 = 36 diagonales.

Un dodecaedro tiene 20 vértices, 30 aristas y cada una de las 12 caras pentagonales tienen 5 diagonales, por
lo tanto un dodecaedro tiene Cz,2 — 30— 60 = 100 diagonales.

49. ;Cuantos numeros diferentes de 5 cifras distintas puedes formar con los digitos 1, 2, 3, 5y 7? ;Cuantos que sean multiplos de 57
¢, Cuantos que empiecen por 2? ; Cuantos que ademas de empezar por 2 terminen en 77

Solucion: Hay Ps = 120 numeros diferentes de 5 cifras distintas. Hay 24 que terminan en 5, por lo tanto, son multiplos

de 5. También hay 24 que empiezan por 2. Y hay 6 que empiezan por 2 y terminan en 7.

50. Con 5 bolas de 3 colores distintos, a) ¢ Cuantas filas diferentes puedes formar de 5 bolas? b) ;Cuantas pulseras distintas puedes
formar de 5 bolas?

Solucion: Si hay 5 bolas tenemos 2 bolas de un color, 2 bolas de otro y 1 bola del tercer color. EI numero de filas que

se puede formar con estas bolas es PRs;, = 30. Y pulseras hay 3.
51. Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, ; cuantos nimeros de cinco cifras distintas se pueden formar? Calcula la suma de todos estos numeros.
Solucion: Con estos digitos hay Vs = 120 nimeros de cinco cifras distintas Ordenados de menor a mayor se observa
que el primero mas el ultimo suman 66 666 lo mismo que el segundo mas el pendultimo y asi sucesivamente
por lo que la suma de estos 120 numeros es 66 666 - 60 = 399 996.

Cxitra 7

52. Calcula x en los siguientes casos: a) Vx3 = Cx2 b) Vs =6 Vx3 C) Cx2 3

Solucion: a) x = 5/2; b) 6, (la solucion 1 no tiene sentido); c) (x+1)(x-2)(x-3)...(x-12) = 1/3*13!.

53. Hace muchos afios las placas de matricula eran como esta: M 123456; luego fueron como ésta: M1234 A; y actualmente como ésta:
1234 ABC. Investiga qué ventajas tiene cada uno de estos cambios respecto al anterior.

Solucion: Con M 123456 habia 1 000 000 matriculas diferentes, con M 1234 A habia VR104*28 = 280 000 distintas, y con

1234 ABC hay VR10.4*VR2s2 = 18 000 000.

54. lker y Maria juegan al tenis y deciden que gana aquel que primero gane 3 sets. ;,Cual es el nimero maximo de sets que tendran que
disputar? ; Cuantos desarrollos posibles puede tener el encuentro?

Solucioén: 5; 16.

55. Pedro conocié ayer a una chica. Lo pasaron muy bien y ella le dio su nimero de movil, pero él no llevaba su mévil ni boligrafo. Pensé
que se acordaria, pero... s6lo recuerda que empezaba por 656, que habia otras cuatro que eran todas distintas entre si y menores que
5. Calcula cuéntas posibilidades tiene de acertar si marca un nimero. Demasiadas. Hace memoria y recuerda que las dos Ultimas son
77. ¢ Cuantas posibilidades hay ahora de acertar haciendo una llamada?

Solucion: El nimero del teléfono esta entre V54 = 120 nimeros diferentes.

56. Un club de alpinistas ha organizado una expedicion al Kilimanjaro formada por 11 personas, 7 expertos y 4 que estan en formacion. En
un determinado tramo solo pueden ir 3 expertos y 2 que no lo sean, ¢de cuantas formas puede estar compuesto ese equipo de 5
personas? TU eres un experto, y vas a ir en ese tramo, ¢ cuantas formas hay ahora de componerlo?

Solucion: El equipo puede estar formado de C73-C42 = 210 formas diferentes. Si un experto esta fijo hay Ce2-Cs2= 90

formas distintas.

57. En los billetes de una linea de autobuses va impreso la estacion de partida y la de llegada. Hay en total 8 posibles estaciones.
¢ Cuantos billetes diferentes tendria que imprimir la empresa de autobuses? Ahora quieren cambiar el formato y sélo imprimir el precio,
que es proporcional a la distancia. Las distancias entre las estaciones son todas distintas. Cuéntos billetes diferentes tendria que
imprimir en este caso?

Solucion: a) Va,z = 56,’ b) Ca,z = 28.
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58. Una pareja tiene un hijo de 3 afios que entra en la guarderia a las 9 de la mafiana. El padre trabaja en una fabrica que tiene 3 turnos
mensuales rotativos: de 0 a 8, de 8 a 16 y de 16 a 24 horas. La madre trabaja en un supermercado que tiene dos turnos rotativos
mensuales, de 8 a 14 y de 14 a 20 horas. Cuantos dias al afio, por término medio, no podra ninguno de los dos llevar a su hijo a la
guarderia?

Solucién: De cada 6 dias 1 no podra ninguno de los dos padres ir a la guarderia. Suponiendo que trabajan los

sabados, pero no los domingos habra aproximadamente 52 dias.

59. Un tiro al blanco tiene 10 caballitos numerados que giran. Si se acierta a uno de ellos se enciende una luz con el nimero del caballito.
Tiras 3 veces, ¢de cuantas maneras se pueden encender las luces? ;Y si el primer tiro no da a ningun caballito?

Solucién: Las luces se pueden encender de Vi3 + V12 + Vig2 +1 = 821 formas diferentes. Si el primer tiro falla hay 101

formas distintas.

60. En una fiesta hay 7 chicas y 7 chicos. Juan baila siempre con Ana. Antonio es el mas decidido y siempre sale a bailar el primero, ¢de
cuantas formas puede elegir pareja en los proximos 4 bailes?

Solucién: Antonio tiene Cs4 = 15 formas de elegir pareja en cuatro bailes.

61. Con los digitos {0, 1, 2, 3, 4, 5}. ; Cuantos nimeros de cinco cifras se pueden formar? ; Cuéntos hay con dos veces la cifra 1y tres la
cifra 2? Calcula la suma de todos estos Ultimos nameros.

Solucién: Hay VRss = 7 776 formas de formar niimeros de 5 digitos. Hay 1 296 que empiezan por 0 por lo que hay 6

480 nameros de cinco cifras. Hay PRs;3 = 10 nimeros con dos veces la cifra 1y tres la cifra 2. La suma de
estos 10 numeros es 167 165.

62. ;Cuantas palabras, con o sin sentido, se pueden formar con las letras de la palabra “puerta” que no tengan dos vocales ni dos
consonantes juntas?

Solucion: Hay P; - P; = 36 palabras que empiezan por vocal y otras 36 que empiezan por consonante. En total 72

palabras.

63. En una compafiia militar hay 10 soldados, ;cuantas guardias de 3 soldados pueden hacerse? Uno de los soldados es Alejandro, jen
cuantas de estas guardias estara? ¢ Y en cuantas no estara?

Solucién: Se pueden realizar C1o3 = 120 guardias diferentes. Alejandro estara en Cy, = 36 guardias y no estara en Cqy

=84,

64. ;Cuantos nimeros capiclas de dos cifras existen? ;Y de tres cifras? ¢ Y de cuatro cifras?

Solucién: Hay 9 numeros capictas de dos cifras. Hay 90 numeros capicuas de tres cifras. Y de cuatro cifras también
90 capicuas.

65. Con las letras de la palabra “argumento” ;Cuantas palabras de 5 letras se pueden formar que no tengan dos vocales ni dos

consonantes juntas? a) Si todas las letras son distintas. b) Se pueden repetir letras.

Solucién: a) Comienzan y terminan por vocal Vs - V43 = 480. Comienzan y terminan por consonante: Vs; - V4, = 720.
En total 1200 palabras. b) Comienzan y terminan por vocal VRs; - VRs3 = 1 600. Comienzan y terminan por
consonante: VRs3 - VR4 2= 2000. En total 3 600 palabras.

66. ¢ Cuantos niimeros hay entre el 6 000 y el 9 000 que tengan todas sus cifras distintas?

Solucion: Hay 3 - Vo3 =1 296 numeros con todas sus cifras distintas.

67. Una fabrica de juguetes tiene a la venta 8 modelos distintos. ;Cuantos muestrarios distintos puede hacer de 4 juguetes cada uno?
¢ Cudl es la probabilidad de que el ultimo modelo de avion fabricado llegue a un determinado cliente? Si se quiere que en esos
muestrarios siempre esté el Ultimo modelo de juguete fabricado, ¢ cuantos muestrarios distintos puede hacer ahora?

Solucién: Hay Css = 70 muestrarios distintos de cuatro juguetes y en C;3 =35 de ellos esta el ultimo modelo de

juguete.

68. La encargada de un guardarropa se ha distraido, y sabe que de los cinco ultimos bolsos que ha recogido a tres bolsos les ha puesto el
resguardo equivocado y a dos no. jDe cuantas formas se puede haber producido el error? ;Y si fuesen dos los equivocados?

Solucién: Si hay tres resguardos equivocados se tienen Cs; = 10 formas distintas de elegir tres resguardos
equivocados, para cada una de estas elecciones hay 2 en las que ninguno de los tres resguardos coincide
con el bolso respectivo. En total 20 formas diferentes. Si son dos los resguardos equivocados se tienen
también Cs; = 10 formas distintas de elegir dos resguardos equivocados pero ahora sélo hay una forma en la
que los dos resguardos no coincide con el bolso respectivo. En total 10 formas diferentes.

69. La primera obra impresa con resultados de Combinatoria es “Summa” de Luca Pacioli, de 1494. En esta obra se propone el siguiente

problema: ;De cuantas formas distintas pueden sentarse cuatro personas en una mesa circular?

Solucién: Hay P; = 6 formas de colocar a cuatro personas en una mesa circular.

70. ¢ Cuantos nimeros de cuatro cifras tienen al menos un 5?

Solucién: Hay 9 000 numeros de cuatro cifras de estos no tienen ningtn cinco VRy 4 — VRs 3 = 6 049, por lo tanto tienen
algun cinco: 2 951 nimeros.

71. Con las letras de la palabra “saber”, jcuantas palabras, con o sin sentido, de letras diferentes, se pueden formar que no tengan dos

vocales ni dos consonantes juntas. Lo mismo para las palabras “corte”, “puerta” y “Alberto”.

Solucion: Con las letras de la palabra “saber” se pueden formar P;- P, = 12 palabras, las mismas que con las letras de
la palabra “corte”. Con las de la palabra “puerta” hay P; - P; = 36 que comienzan por vocal y otras 36 que
empiezan por consonante, en total 72. Con las de la palabra “Alberto” hay P4 P; = 144 palabras.
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72. Considera la sucesion de nimeros naturales 1, 3, 6, 10, 15, ... jcual es el siguiente término de esta sucesion? ; Qué ley de recurrencia
permite calcular el siguiente término de la sucesién? ¢ Cual es su término general?

L . P n+1
Solucién: Ley de recurrencia: a;= 1; an = an.1 + n. Su término general a, = ( * )

_ n n n+1
=1y () + (1) =("3")
73. Con los digitos 1, 3 y 5, ;cuantos nimeros menores de 6 000 se pueden formar? ; Cuantos hay con 4 cifras que tengan dos veces la
cifra 57
Solucién: Con una cifra hay 3. Con dos cifras hay VR3, = 9. Con tres cifras hay VR ;= 27 y con cuatro cifras hay VR4
= 81. En total 120 nimeros.
74. Con las letras de la palabra GRUPO, ¢cuantas palabras de 5 letras con o sin sentido se pueden formar que tengan alguna letra
repetida?
Solucién: En total se tienen VRs5 = 3 125 palabras con letras repetidas o no. Entre estas hay Ps = 120 con las cinco
letras distintas por lo tanto hay 3 005 palabras con alguna letra repetida.
75. En una baraja espafiola hacemos 5 extracciones con reemplazo, jcual es la probabilidad de obtener mas de 3 ases? .y la
probabilidad de obtener menos de 4 ases?
Solucién: El nimero de casos posibles es VR40, 5= 102 400 000. Obtenemos 4 ases en 36 - VR4,4 = 9 216 casos y
tenemos 5 ases en VR4,5 = 1024 casos en total tenemos 10 240 casos favorables.
La probabilidad de obtener mas de 3 ases es 10 240/102 400 000 = 1/10 000 y la probabilidad de obtener
menos de cuatro ases 9999/10 000.
76. Caminos en una cuadricula: a) ;Cuantos caminos hay para ir de A hasta B si sélo podemos ir hacia la derecha y hacia arriba?
b) Si no podemos atravesar el cuadrado verde, ni caminar por sus lados, ¢cuantas formas tenemos ahora para ir desde A
hacia B?
¢) Si no podemos atravesar el rectangulo verde, ni caminar por sus lados, ¢cuantas formas tenemos ahora para ir desde A
hacia B?

, se verifica la ley de recurrencia a;

d) ¢ Cuantos caminos hay en una cuadricula cuadrada con n caminos en cada lado?
e) ¢ Cuantos caminos hay en una cuadricula rectangular con m caminos verticales y n horizontales?

Solucion: a) Hay (Z) = 189 caminos diferentes. b) En este caso tenemos 6 caminos. c) En este caso tenemos 7

caminos
d) En una cuadricula con n caminos en cada lado hay n - 1 cuadrados en cada lado y el numero de caminos es
(Zn - 2)
n—1
, . . . n+m-—2 .
e) En una cuadricula rectangular con m caminos verticales y n horizontales hay n—1 caminos.
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AUTOEVALUACION
1) Tienes nueve monedas de euro que colocas en fila. Si cuatro muestran la cara y cinco la cruz ¢De
cuantas formas distintas puedes ordenarlas?: a) Vo4 b) Po c) Coss d) VRos

Solucién: c)

2) En una compafiia aérea hay 10 azafatas, y un avion necesita a 4 en su tripulacién, ¢de cuantas formas se
puede elegir esa tripulacion?: a) Vios b) P1o ¢) Cio4 d) VR104

Solucién: ¢)

3) ¢Cuantos productos distintos pueden obtenerse con tres factores diferentes elegidos entre los digitos: 2,
3,5y7?

a) V4,3 b) P4 C) C4,3 d) VR4,3
Solucion: c)

4) Tenemos 5 objetos y los queremos guardar en 5 cajas, un objeto en cada caja, ¢de cuantas formas podemos
hacerlo?: a) Vs b) Ps c) Css d) VRs1

Solucién: b)

5) Permutaciones de n+4 elementos dividido por permutaciones de n+1 elementos es igual a:

a) (n+4)-(n+3)-(n+2) = (14 1) Vousnea o) (M4 ) Vossmeal Covie
(n+1)! n!
Solucién: a)
6) Las variaciones de 10 elementos tomados de 6 en 6 es igual a
a) VRs 10 b)V1o,s=10-9-8-7=1§—," c)v1o,6=1o-9-8-7-6-5=1f_,’ d)v6,3=6-5-4=g
Solucion: b)
7) Indica qué afirmacion es falsa;a) 0! = 1; b) Vipn=m - (m-1) - (m=2) -... - (m —n); €) VRmn = m" ; d)

Pn=n!

Solucion: b)
8) Elvalor de los siguientes nimeros combinatorios [gj , [zj , (jj es: a)0,1,y1;b)0,9y4; c)1,1y4;d) 59y
4

Solucién: ¢)
9) Elvalor de x, distinto de 4, en UJ = [H es:a)3 b)7 ¢)1 d)o
Solucién: a)
10) El coeficiente del término cuarto del desarrollo del Binomio de Newton de (a + b)” es: a) (;J ;b) 1;¢) (Zj ; d) Vg

Solucion: a)
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CAPITULO 16: PROBABILIDAD
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. EXPERIENCIA Y PROBABILIDAD

1. En una caja tenemos mezclados 25 clavos de 2 cm de largo, 15 clavos de 3 cm, 20 clavos de 2.5 cm y 40 clavos de 3.5
cm. Sacamos al azar un clavo de la caja (se asume que todos los clavos tienen la misma probabilidad de ser elegidos).
¢ Qué probabilidad hay de que el clavo extraido tenga la menor longitud?

Solucién: Hay 100 clavos y 25 de 2 cm, los de menor longitud: 7.

2. a) La ruleta francesa consta de los nimeros que van del 0 al 36. Si sale 0 gana la banca. Decidimos apostar a “par”
(ganaremos si sale un nimero par no nulo). ;Qué probabilidad tenemos de ganar la apuesta? b) La ruleta americana
consta de un 0, un 00 y de los numeros que van del 1 al 36. Si sale 0 0 00 gana la banca. Decidimos apostar a “par’
(ganaremos si sale un numero par no nulo). ¢ Qué probabilidad tenemos de ganar la apuesta?

Solucién: a) 18/37; b) 18/38.

3. Enun instituto de 800 alumnos hay 400 estudiantes que hablan inglés, 300 que hablan francés, 100 que hablan aleman,
100 que hablan inglés y francés, 80 que hablan inglés y aleman, 50 que hablan francés y aleman y 30 que hablan los tres
idiomas. Se elige un estudiante al azar. 4 Cual es la probabilidad de que hable solamente una lengua extranjera?

Solucion: Sdlo hablan inglés 250; sélo francés 180 y s6lo aleman 0: P = 43/80.

4. Vuelve a hacer todos los apartados del ejemplo anterior, pero sustituyendo en cada caso “bola blanca” por “bola roja”. Es
decir, la bolsa tiene ahora 6 bolas rojas y una bola negra:

a) Se extraen dos bolas al mismo tiempo. ¢ Cual es la probabilidad de que sean una roja y una negra?

b) Se extrae una bola de la bolsa. Después se saca una segunda bola, sin volver a meter en la bolsa la primera. 4 Cual
es la probabilidad de que tras la segunda extraccidn tengamos una bola roja y una bola negra?

c) Se extrae una bola de la bolsa. Después se saca una segunda bola, sin volver a meter en la bolsa la primera. ;Cual
es la probabilidad de que la primera bola sea roja y la segunda negra?

d) Se extrae una bola de la bolsa. Tras mirar de qué color se introduce en la bolsa de nuevo. Se saca una segunda
bola. ¢ Cuél es la probabilidad de que la primera bola sea roja y la segunda negra?

e) Se extrae una bola de la bolsa. Tras mirar de qué color se introduce en la bolsa de nuevo. Se saca una segunda
bola. ;,Cuél es la probabilidad de que las dos veces haya salido la bola negra?

f) Se extrae una bola de la bolsa. Tras mirar de qué color se introduce en la bolsa de nuevo. Se saca una segunda
bola. ;,Cuél es la probabilidad de que las dos veces haya salido una bola roja?

Solucion: 2/7; b) 2/7; c¢) 1/7; d) 6/49; e) 1/49; f) 36/49.

5. Enlaloteria primitiva una apuesta consiste en marcar 6 casillas de entre 49 posibles. El dia del sorteo se extraen 6 bolas
(de entre 49). ;Cual es la probabilidad de que tu apuesta coincida con la combinaciéon ganadora? ;Cuél es la
probabilidad de que aciertes Unicamente 5 nimeros? ;Y la de que aciertes tnicamente 4 nimeros?

Solucion: 1/C49,6 = 1/13983816,' C5,5-C43,1/C49/6 = 6-43/13983816 = 43/2330636,‘ C6,4 C43,2/C49,5 = 15-43-21/13983816.

6. a) Se llama trio a la jugada que consiste en 3 cartas del mismo valor y otras dos de diferente valor al de esas 3 y ademas
con diferentes valores entre si. a) Calcula la probabilidad de obtener un trio de ases en una jugada de 5 cartas.

b) Calcula la probabilidad de obtener un frio cualquiera.

Solucion: a) (C43-Cag2)/Csa5 = 4512/2598960 = 94/54145; b) (13-C43-C4s,2)/Cs25 = 58656/2598960 = 1222/54145.

7. a) Se llama escalera de color a una jugada compuesta por 5 cartas del mismo palo ordenadas consecutivamente. Calcula

la probabilidad de obtener esta escalera de color. ] mmymp
b) Calcula la probabilidad de obtener una escalera de color cualquiera. La escalera de color LAl AR 2K 2l

puede ser As, 2, 3, 4, 5, que es la escalera de color minima, o, 10, J, Q, K, As que es la escalera
de color maxima o escalera real.
Solucioén: a) 1/ Csy5 = 1/2598960; b) Para cada palo hay 10 escaleras posibles y hay 4 palos.
8. Se llama color a una jugada compuesta por 5 cartas del mismo palo que no son consecutivas. Calcula la probabilidad de
obtener color en una jugada.
Solucion: 4-C135/Cs; 5 = 5148/2598960.
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2. PROFUNDIZANDO EN LA TEOQRIA

9. Se consideran los siguientes experimentos aleatorios: 1) Se tienen 5 fichas de Scrabble formando la palabra CASAS. Se
meten en una bolsa y se extraen 3 fichas. 2) Se mezcla una baraja de poker, se corta y se mira el valor de la carta
superior. 3) Un monedero contiene 4 monedas de 5 céntimos, 2 monedas de 10 céntimos y 1 moneda de 20 cm. Se
extraen al azar dos monedas de él. 4) De los 30 alumnos de una clase se elige uno al azar. Se le pregunta en qué mes ha
nacido. Describe los espacios muestrales de cada uno de los 4 experimentos aleatorios anteriores.

Solucion: 1) {(CAS), (CAA),, (CSS), (ASA), (SSA)}

2) {As trébol, ...., Rey trébol, As corazones, ... Rey corazones; ...., ....}
3) {(5, 5), (5, 10), (5, 20),, (10, 10), (10, 20),}
4) {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio, julio, agosto, septiembre, octubre, noviembre, diciembre}

10. Indica los sucesos contrarios a: 1) {AAC}; 2) {A, 2, 3, 5}; 3) Sacar una cantidad par de céntimos; 4) Haber nacido en un
mes en el que seguro que es verano.

Solucion: 1) {(CAS), (CSS), (AAS), (SAS)}

2){4,6,7,80910,S, C, R}
3) {(5, 10), (5, 20)}
4) {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio, septiembre, octubre, noviembre, diciembre}

11. ;Son independientes estos pares de sucesos?: 1) {AAC} y {{ASA}, {CAS}}; 2) “Obtener un 6” y “obtener un nimero par’;
3) “Obtener una cantidad par de céntimos” y “sacar dos monedas de 5 céntimos”; 4) “Haber nacido en un mes que seguro
es de verano” y “haber nacido en junio”

Solucion: 1) Si, 2) No, 3) No, 4) Si.

12. Elabora un arbol de probabilidades para calcular la probabilidad de obtener doble pareja en una jugada de 5 cartas de
poker. (Doble pareja consiste en 2 pares de cartas del mismo valor, diferentes entre si, y una carta indiferente, de valor
distinto a los dos anteriores. Por ejemplo, AA 33 Q).

Solucion gréfica:

13. En el monedero tengo 3 monedas de un céntimo, 2 de 5 céntimos, 3 de 10 céntimos, 1 de 20 y 1 de 50 céntimos. Saco 3
monedas al azar. ; Cual es la probabilidad de que obtenga un numero par de céntimos?

Solucién: 51/106.

14. Un analista deportivo, que se equivoca el 20 % de las veces, ha dicho que nuestro equipo favorito va a ganar la liga. El
analista de la competencia, que se equivoca el 25 % de las veces, ha dicho que nuestro equipo favorito no va a ganar la
liga. A tenor de dichos analisis. ¢ Qué probabilidad hay de que nuestro equipo gane la liga?

Solucioén:

15. Una compafiia de productos avicolas empaqueta docenas de huevos en tres lugares diferentes. EI 40 % de la produccion
tiene lugar en la planta A, el 25 % en B y el resto en C. Un control de calidad nos dice que un 5 % de los paquetes
elaborados en A, un 10 % de los de By un 8 % de los de C contienen algin huevo roto. ; Qué probabilidad hay de que
nos toque una docena de huevos con algun huevo roto?

Solucion: P(Roto) = (40*5 + 25*10 + 35*8)/(100%100) = 0.073.

16. En un instituto con 300 alumnos se esta estudiando si la calificacion obtenida en Lengua Espafiola tiene que ver con la
calificacion obtenida en Mateméticas. Tras hacer una encuesta, se obtienen los siguientes resultados:

Matematicas

Sobresaliente Notable Otro
© Sobresaliente 110 25 18
§» Notable 420 70 40
9 Otro 10 5 2

Se elige un alumno al azar. ;Cual es la probabilidad de que haya tenido un sobresaliente en Lengua, si lo ha tenido en
Matematicas? ¢ Cual es la probabilidad de que haya tenido un sobresaliente en Matematicas, si lo ha tenido en Lengua?

Solucién: 110/ 140; 110/153.

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas: 4° B de ESO.

www.apuntesmareaverde.org.es




172

3. CALCULO DE PROBABILIDADES

17. Una bolsa contiene 9 bolas rojas y 6 bolas negras. Se extrae al azar una de ellas y se sustituye por dos del otro color.
Tras ello se extrae una segunda bola. ;Qué probabilidad hay de que la segunda bola sea roja?  Qué probabilidad hay de
que la segunda bola sea del mismo color que la primera?

Solucion: 23/40; 17/40.

18. En el comedor escolar la probabilidad de que no haya pasta una semana es 1/3; la probabilidad de que haya pollo es 3/5
y la probabilidad de que haya pasta y pollo es 4/7. Calcula la probabilidad de que no haya ni pasta ni pollo. Calcula la
probabilidad de que no haya pollo sabiendo que ha habido pasta.

Solucién: P(pollo o pasta) = 2/3 + 3/5 - 4/7 = 73/105; P(ni pollo ni pasta) = 1-73/105 = 32/105.

P(no pollo/pasta) = [P(pasta) -P(pasta y pollo)]/P(pasta) = [2/3 -4/7] /2/3 = 1/7; Son dependientes 4/7 #2/3 -3/5

19. Tenemos en el bolsillo monedas procedentes de 3 paises: espafiolas (60 %), francesas (30 %) y alemanas (el resto). El
30 % de las monedas espafiolas y el 20 % de las francesas son de 50 céntimos. También sabemos que del total de
monedas, el 30 % son de 50 céntimos. Se extrae una moneda al azar. ;Qué probabilidad hay de que sea una moneda
francesa de 50 céntimos? ¢ Qué probabilidad hay de que sea una moneda de 50 céntimos, sabiendo que es alemana?

Solucién: P(francesa y 50) = (30/100)-(20/100) = 6/100. P(50/alemana) = P(50 y alemana)/P(alemana) = 0.6.

20. En una clase hay 24 alumnos y 16 alumnas. Se forman equipos de trabajo de 5 personas. Calcula la probabilidad de
formar un equipo en las siguientes condiciones:

a) Todos los participantes son del mismo sexo.

b) En el equipo hay al menos 3 chicas.

c) En el equipo hay exactamente 3 chicas.

d) En el equipo hay 3 estudiantes de un sexo y 2 de otro.

Solucion: a) P= (C24,5+ C16,5) / C4o,5 ~0.07

P= P(3 chicas) + P(4 chicas) + P(50hicas) = (C1s,3 -C 42t C16,4 -C 4,11 C16,5)/C40,5R"0.01

P(3 chicas) = C13 - C 242/ Cao5 = 154560/658008 = 6440/27417.

P = P(3 chicas y 2 chicos) + P(2 chicas y 3 chicos) = (Ci3 - C 242 + C162* C 243)/ Cao5 = = (154560 +
242880)/658008 = 5520/9139.

21. Supon que se sortea ser delegado de tu clase por el método descrito antes. ¢Quién tendria mas probabilidad de salir?
¢ Hay alguien que no tendria ninguna posibilidad? Hazlo con una lista de tu clase.

Solucioén abierta: No tienen posibilidad de salir todos los que no sean los primeros en cada letra.

22. Toma 2 cartulinas de colores, cada una de un color distinto (por ejemplo, roja y azul) y recorta en cada una de ellas 3
rectangulos del mismo tamario. Pega esos rectangulos entre si de modo que uno sea rojo-rojo, otro azul-azul y otro rojo-
azul. Mete las 3 cartulinas asi preparadas en un sobre y saca una al azar, con cuidado de no mostrar nada mas que un
lado. Pregunta a un comparfiero que “adivine” el color de la cara que esta oculta. Repite el proceso con todos los
comparieros. Escribe los resultados del experimento en una tabla como esta que copies en tu cuaderno:

112 13 14 15 16 |7 |89 101112 13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29 |30

Oculto

Apuesta

Sale

;acierta?

¢ Qué observas? ; Es mejor decir que el color oculto es el mismo que el visible? ;O es peor?
Solucion experimental y abierta: La probabilidad de que el color oculto sea igual al visible es 2/3, y de que sea el otro:
1/3.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. En una clase hay 15 chicos y 18 chicas. Como no se presenta nadie para ser delegado se hace un sorteo. ;Cual es la
probabilidad de que en la clase haya delegada?

Solucion: 18/33.

2. En el monedero tenemos 8 monedas de 1 céntimo, 3 monedas de 5 céntimos, 8 monedas de 10 céntimos y 5 monedas
de 50 céntimos. Sacamos una moneda al azar, ¢cual es la probabilidad de que la cantidad obtenida sea un niimero par
de céntimos?

Solucion: 13/24.

3. En una caja tenemos mezclados 50 clavos de 2 cm de largo, 30 clavos de 3 cm, 35 clavos de 2,5 cm y 60 clavos de 3,5
cm. Sacamos al azar un clavo de la caja (se asume que todos los clavos tienen la misma probabilidad de ser elegidos).
¢ Qué probabilidad hay de que el clavo extraido tenga la menor longitud?

Solucioén: 50/175.

4. En un instituto de mil estudiantes hay 700 que hablan inglés, 3 =
400 que hablan francés, 50 que hablan aleman, 200 que hablan / B(fﬁﬂ
inglés y francés, 30 que hablan inglés y aleman, 10 que hablan / \
francés y aleman y 5 que hablan los tres idiomas. Se elige un / \"-. \
estudiante al azar. ;Cual es la probabilidad de que hable ( o [ '| "

solamente una lengua extranjera? |
Solucién: (495 + 175 + 15)/1000 = 0.685. \ v
5. Laruleta francesa consta de los nimeros que van del 0 al 36. Si é( \/
sale 0 gana la banca. Decidimos apostar a “par’ (ganaremos si \ / i

sale un nimero par no nulo). ;Qué probabilidad tenemos de
ganar la apuesta? ;Y si apostamos a 7? ;Y si apostamos a un

numero impar? \ /
Solucion: P(par) = 18/37. P(7) = 1/37; P(impar) = 18/37: i

6. Una bolsa contiene 7 bolas blancas, 5 bolas rojas y 3 bolas
negras. Se extraen dos bolas al mismo tiempo. ¢ Cual es la probabilidad de que sean una blanca y una negra?

Solucién: 1/5.

7. Una bolsa contiene 10 bolas blancas, 9 bolas rojas y una bola negra. Se extrae una bola de la bolsa. Después se saca
una segunda bola, sin volver a meter en la bolsa la primera. Cual es la probabilidad de que tras la segunda extraccién
tengamos una bola blanca y una bola negra?

Solucion: 1/19.

8. Una bolsa contiene 15 bolas blancas, 4 bolas rojas y una bola negra. Se extrae una bola de la bolsa. Después se saca
una segunda bola, sin volver a meter en la bolsa la primera. ¢Cual es la probabilidad de que la primera bola sea blanca y
la segunda negra?

Solucioén: 15/380 = 3/76.

9. Una bolsa contiene 15 bolas blancas, 4 bolas rojas y una bola negra. Se extrae una bola de la bolsa. Tras mirar de qué
color se introduce en la bolsa de nuevo. Se saca una segunda bola. ;Cuél es la probabilidad de que la primera bola sea
blanca y la segunda negra?

Solucion: 15/400 =3/80.

10. Una bolsa contiene 15 bolas blancas, 4 bolas rojas y una bola negra. Se extrae una bola de la bolsa. Tras mirar de qué
color se introduce en la bolsa de nuevo. Se saca una segunda bola. Cual es la probabilidad de que las dos veces haya
salido la bola negra?

Solucién: 1/400.

11. Una bolsa contiene 15 bolas blancas, 4 bolas rojas y una bola negra. Se extrae una bola de la bolsa. Tras mirar de qué
color se introduce en la bolsa de nuevo. Se saca una segunda bola. ; Cual es la probabilidad de que las dos veces haya
salido una bola blanca?

Solucion: 225/400.

12. En la loteria primitiva una apuesta consiste en marcar 6 casillas de entre 49 posibles. El dia del sorteo se extraen 6 bolas
(de entre 49). ;Cual es la probabilidad de que tu apuesta coincida con la combinaciéon ganadora? ;Cudl es la
probabilidad de que aciertes un nimero? ;Y la de que aciertes 2 nimeros?

Solucion: P= 1/Cy6= 1/ 13983816; P(1) = Ce,1 - Cu355/ Ca96 = 5775588/13983816 = 68757/166474; P(2) = Cs2 - Cs34/ Cso =

1851150/13983816 = 44075/332948.
13. Se reparten al azar 5 cartas de una baraja espafiola.  Cual es la probabilidad de que tengas 4 cartas del mismo nimero?
Solucion: P = 0.0024
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14. En una jugada se reparten 5 cartas. A) ;Cual es la probabilidad de conseguir tres ases y dos reyes? B) ;Cual es la
probabilidad de tener tres cartas iguales? C) ;Y una pareja? D) ;Y de tener tres cartas iguales y las otras dos también
iguales entre si?

Solucion: A) (C4,3'C4,2)/C52,5; B) (13C4,3-C43,2)/C52,5; C) (1304,2-050,3)/(:52,5,'- D) (13C4,3-12C4,2)/C52,5,'

15. En una jugada se reparten 5 cartas. Se llama escalera de color a una jugada compuesta por 5 cartas del mismo palo
ordenadas consecutivamente. Calcula la probabilidad de obtener una escalera de color de tréboles.

Solucién: Hay 10 casos favorables: As, 2, 3. 4,5; 2, 3,4,5,6; 3,4,5,6,7;...9,10,J, Q, K; 10, J, Q, K, As;

P =10/Cs;5 = 10/2598960 = 0.0000038.-

16. En una jugada se reparten 5 cartas. Se llama color a una jugada compuesta por 5 cartas del mismo palo que no son
consecutivas. Calcula la probabilidad de obtener color de tréboles.

Solucion: C135/Cs2s.

17. Considera el experimento aleatorio “mezclar una baraja, cortar y mirar el color de las dos cartas que han quedado arriba”.
¢ Cual es la probabilidad de que ambas tengan el mismo color?

Solucién: 25/51.

18. Tenemos una caja con 12 bolas rojas y 8 bolas blancas. Se saca una bola al azar. Si es blanca se vuelve a meter en la
caja. Si es roja se deja fuera. En estas condiciones se saca otra bola de la caja. ;Qué probabilidad hay de que esta bola
sea roja?

Solucion: (12/20)-(11/19) + (8/20) (12/20) = 0.59.

19. En un cajén tenemos 10 calcetines: 6 negros y 4 blancos. Sacamos, sin mirar, dos calcetines del cajon. ;,Qué es mas
probable, que sean ambos del mismo color o que sean de colores distintos?

Solucion: Es mas probable que sean de distinto color, P = 48/90, mientras que la probabilidad de que sean del mismo

es P =42/90.

20. Elabora un arbol de probabilidades para calcular la probabilidad de obtener doble pareja de ases y treses en una jugada
de 5 cartas de poker. (Doble pareja consiste en 2 pares de cartas del mismo valor, diferentes entre si, y una carta
indiferente, de valor distinto a los dos anteriores. Por ejemplo, AA 33 Q).

Solucién grafica:

21. En el monedero tengo 7 monedas de un céntimo, 4 de 5 céntimos, 6 de 10 céntimos, 5 de 20 y 7 de 50 céntimos. Saco 3
monedas al azar. ; Cuél es la probabilidad de que obtenga un numero impar de céntimos?

Solucién: Hay muchos casos posibles: algunos de ellos son {1, 1, 5}, {5, 5, 1} con tres impares, con dos pares y un

impar: {1, 10, 20}, {1, 20, 50}, {1, 10, 50}, {1, 10, 10}, {1, 20, 20}, {1, 50, 50}, {5, 10, 20}, {5, 20, 50}, {5, 10, 50},
{5, 10, 10}, {5, 20, 20}, {5, 50, 50}.

Calculamos sus probabilidades: (7/29)-(6/28)(4/27)-3; (4/29)(3/28)(7/27)-3; (7/29) (6/28)(5/27)-6;
(7/29)(5/28)(7/27)-6;1764/21924; 630/21924; 420/21924; 882/21924....; (7/29)(7/28)-(6/27)-3;
(4/29)-(6/28)(5/27)-6; ...; (4/29)-(7/28) (6/27)-3 y las sumamos todas:

P =10854/21924 = 201/406.

22. El 60 % de una determinada poblacion fuma, el 30 % es hipertenso, y el 12 % fuma y es hipertenso. Utiliza estas
frecuencias para obtener probabilidades y determina si ser hipertenso es dependiente o independiente de fumar. ;Cual es
la probabilidad condicionada de que una persona fumadora sea hipertensa?

Solucion: P(H/F) = 1/5. P(H) = 3/10. Son sucesos dependientes.

23. Un analista deportivo, que se equivoca el 10 % de las veces, ha dicho que nuestro equipo favorito va a ganar la liga. El
analista de la competencia, que se equivoca el 20 % de las veces, ha dicho que nuestro equipo favorito no va a ganar la
liga. A tenor de dichos analisis. ¢ Qué probabilidad hay de que nuestro equipo gane la liga?

Solucioén:

24. Una compaiiia de productos avicolas empaqueta docenas de huevos en tres lugares diferentes. EI 60 % de la produccién
tiene lugar en la planta A, el 30 % en B y el resto en C. Un control de calidad nos dice que un 5 % de los paquetes
elaborados en A, un 7 % de los de B y un 10 % de los de C contienen algin huevo roto. ; Qué probabilidad hay de que
nos toque una docena de huevos con algun huevo roto?

Solucién: P(algin huevo roto) = (60*5 + 30*7 +10*10)/100000 = 0,061.

25. En un cajon tengo un par de calcetines rojos, un par de calcetines negros y un par de calcetines blancos. Al hacer la
maleta, con las prisas, cojo 3 calcetines sin mirar. ;Qué probabilidad tengo de haber cogido 2 del mismo color?

Solucion: P= 12/30 = 2/5.
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26. Se hace un estudio de consumo en una poblacion. Se descubre que al 70 % de las personas a las que les gusta la
mermelada de naranja también les gusta la de grosella y que al 80 % de las personas a las que les gusta la mermelada
de grosella también les gusta la de naranja. Al 40 % de esa poblacion no le gustan ni la mermelada de naranja ni la de
grosella. Se elige al azar una persona de esa poblacién. ¢Cual es la probabilidad de que le guste tanto ambas
mermeladas?

Datos: P(G/N) = 0.7; P(N/G) = 0.8; P(noG y noN) = 0.4

P(GoN)=0.6; P(N)=(P(Ny G))/0.7;, P(G) =(P(Ny G)) / 0.8.
Sustituyendo en la formula P(N o G) = P(N) + P(G) - P(N y G), obtenemos:
P(GoN)=0.6=(P(NyG))/0.7+(P(Ny G))/0.8-P(Ny G), de donde P(N y G) = 84/235

27. En la loteria primitiva se apuestan 6 nimeros de entre 49. Jugando a dos apuestas, jcual es la probabilidad de que te
toque un premio de 5 aciertos mas complementario?

Solucioén:

28. En un instituto hay Bachillerato y Formacion Profesional. En Bachillerato estudian 1/3 de los estudiantes y el resto lo
hace en Formacion Profesional. La cuarta parte de los estudiantes de Bachillerato y la sexta parte de los Formacién
Profesional utiliza un medio de transporte para ir al instituto. El resto llega caminando. Se elige al azar un estudiante de
ese instituto. ; Qué probabilidad hay de que vaya a clase utilizando un medio de transporte?

Solucion: P = 7/36.

29. Un tahur juega con una baraja trucada de 40 cartas. Saca una carta, la mira, la vuelve a meter en la baraja y mezcla.
Repite este procedimiento otras 2 veces mas. La baraja esta preparada de tal modo que el hecho de una de las tres
cartas vistas sea una figura tiene una probabilidad de 19/27 ; Cuantas figuras tiene su baraja?

Solucién: No sale un niumero entero de figuras??? Cambiar por 297/400. Sol 19 Figuras

30. Una bolsa contiene 10 bolas rojas y 5 bolas negras. Se extrae al azar una de ellas y se sustituye por dos del otro color.
Tras ello se extrae una segunda bola. ;Qué probabilidad hay de que la segunda bola sea negra? ;Qué probabilidad hay
de que la segunda bola sea del mismo color que la primera?

Solucion: P(negra) = (10/15) - (7/16) + (5/15) - (4/16) = 3/8. P(igual color) = (10/15) - (9/16) + (5/15) - (4/16) = 11/24..

31. En el comedor escolar la probabilidad de que no haya patatas una semana es 2/5; la probabilidad de que haya pescado
es 2/5 y la probabilidad de que haya patatas y pescado es 1/10. Calcula la probabilidad de que no haya ni patatas ni
pescado. Calcula la probabilidad de que no haya pescado sabiendo que ha habido patatas.

Solucion:
Patatas No patatas
Pescado 1/10 3/10 2/5
No pescado 5/10 1/10 3/5
3/5 2/5 1

P(no Pat y no Pes) = 1/10; P(no Pes/Pat) = P(no Pes y Pat)/P(Pat) = 5/6.

32. En una clase hay 20 alumnos y 10 alumnas. Se forman equipos de trabajo de 6 personas. Calcula la probabilidad de
formar un equipo: a) con solo chicas, b) con 3 chicas, c) con todo chicos, d) con al menos 3 chicas.

Solucioén: a) C10,6/Cso,6; b) C10,3-C20,5/C0,6; €) C206/Cs0,6; d) (C20,6 + 10-C20,5 + C19,2-C20,4 + C10,3-C30,3)/Cao,6;

33. Aunque parezca una casualidad, por tener el afio 365 dias, es muy probable que en una clase de 35 alumnos haya dos
que celebren su cumpleafios el mismo dia. Calcula dicha probabilidad. Lo mismo si la clase tiene 20 estudiantes.

Solucién:

34. Utiliza la tabla para obtener una tabla de contingencia sobre los accidentes de tréfico:

En carretera (C) En zona urbana (U) Total
Con victimas (V) 34092 32295 66387
Sélo dafios materiales (D) 11712 20791 32503
Total 45804 53086 98890

Calcula P(V); P(D); P(C); P(U); P(V n C); P(D n U); P(UN); P(VIU); P(VIC); P(C/V); P(CID). Se sabe que ha habido un
accidente en carretera, ¢ cual es la probabilidad de que haya tenido victimas? ; Son independientes los sucesos de accidente
con victimas y accidente en carretera?
Solucion: P(V) = 66387/98890 ~0.67; P(D) = 32503/98890; P(C) = 45804/98890; P(U) = 53086/98890;

P(V ~n C) = 34092/98890 ~ 0.34; P(D » U) = 20791/98890; P[U/V] = 32295/66387; P(V/U) = 32295/53086;

P(V/C) = 34092/45805; P(C/V) = 34092/66387; P(C/D) = 11712/32503.

P(V/C) = 34092/45805 ~0.74 = P(V) ~0.67. Son sucesos dependientes.
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35. Se realizan estudios sobre una determinada enfermedad y se conoce que la probabilidad de que una persona la tenga es
de 0.04. Una determinada prueba detecta si una persona esta enferma con una probabilidad de 0.97, pero también
califica como enferma, en ocasiones, a una persona sana con una probabilidad de 0.01. Representa esta situacién en un
diagrama en arbol. Construye la tabla de contingencia asociada. Calcula la probabilidad de que una persona sana sea
detectada como enferma.

Solucién gréfica:

P(E) = 0.04, P(DE/E) = 0.97; P(DE/S) = 0.01;

Enfermo (E) Sano (S) Total
Detectado enfermo (DE) 0.0388 0.0096 0.0484
Detectado como sano (DS) 0.0012 0.9504 0.9516
Total 0.04 0.96 1

P(S/DE) = 0.0096/0.0484 = 0.1983...

36. En el control de calidad de un proceso de fabricacion se sabe que la probabilidad de que un circuito sea defectuoso es
0.02. Un dispositivo para detectar los defectuosos tiene una probabilidad de detectarlos de 0.9, pero también califica
como defectuosos a 0.03 de los correctos. Representa esta situacién en un diagrama en arbol. Construye la tabla de
contingencia asociada. Calcula la probabilidad de que un circuito defectuoso sea calificado como correcto.

Solucién gréfica:

Defectuosos (D) Buenos (B) Total
Detectado defectuoso (DD) 0.018 0.0294 0.0474
Detectado como bueno (DB) 0.002 0.9506 0.9526
Total 0.02 0.98 1

P(DB/D) = 0.002/0.02 = 0.1.
37. En una clase hay 25 alumnas y 15 alumnos, y se sabe que el 80 % de las alumnas aprueban las matematicas mientras
que las aprueban el 60 % de los alumnos. Utiliza estos porcentajes para asignar probabilidades y calcula la probabilidad
que hay al elegir una persona de la clase al azar de que:

a) Sea alumna y apruebe las mateméticas; b) Sea alumna o apruebe las matematicas;
c) Sea alumno y suspenda matematicas; d) Haya aprobado las matematicas.
Solucioén:
Chicas Chicos
Aprueban Matematicas 0.5 0.225 0.725
No aprueban 0.125 0.15 0.275
0.625 0.375 1

a) P(Sea alumna y apruebe las matematicas) = 0.5;
b) P(Sea alumna o apruebe las matematicas) = P(alumna) + P(apr. Mat) — P(alumna y apr. Mat) =
0.625+ 0.725- 0.5 = 0.85;
¢) P(Sea alumno y suspenda matematicas) = 0.15; d) P(Haya aprobado las matematicas) = 0.725.
38. Se estudian las familias de tres hijos. Para simplificar hacemos la hipétesis de que la probabilidad de chico sea igual a la
de chica. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:
a) A = El primer hijo es chica.  b) B = Al menos hay un varon. c)AUB, d)AnB.
Solucion: a) P(A) = 1/2; b) P(B) = 1- P(ningun varén) = 1-1/8 = 7/8;
c) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=1/2+1/8- 3/4=5/8; d) P(A N B)=3/4.
39. En una bolsa hay 3 bolas verdes, 4 bolas rojas y una bola blanca. Sacamos dos bolas de la bolsa. Calcula la probabilidad
de los sucesos: A = “alguna de las bolas es verde”, B = “ha salido la bola blanca”. Calcula también: P(Ac), P(B¢), P(A L B)
y P(Ac "~ B). Son Ay B sucesos incompatibles? ;Son sucesos independientes?
Solucion: P(A) = 9/14; P(B) = 1/4; P(A¢) = 5/14,  P(Bc) = 3/4, P(A N B) = 3/28;
P(AUB)=9/14 + 1/4 - 3/28 = 11/14; P(Ac N B)=1/7.
Ay B no son incompatibles.
P(A) -P(B) = 9/56 =P(A n B) = 3/28 Son dependientes.
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40. Dados los sucesos A y B de probabilidades: P(Ac) = 3/5; P(A n B) = 1/8; P(B L A) = 3/4; calcula las siguientes
probabilidades: P(A); P(B); P(B°); P(B/Ac); P(Ac m Be); P(A/B). ¢ Son Ay B sucesos independientes?

Solucién: P(A)= 2/5:  P(B) = 19/40; P(B*) = 21/40:  P(B/A%)=7/12; P(A° 1 Br) = 1/4; P(A/B) = 5/16.

A Ac
B 1/8 7/20 19/40
Be 11/40 1/4 21/40
2/5 3/5 1

41. Determina si son compatibles o incompatibles los sucesos Ay B tales que:

a)P(A)=1/7; P(B) =3/7; P(B U A) =4/7; b)P(A)=1/5P(B)=0;

Solucién: a) P(A uB) = P(A) + P(B) - P(AnB) = P(A n B) = 1/7 + 3/7T — 4/T = 0. Son incompatibles; b) Incompatibles.

42. Dados los sucesos A y B de probabilidades: P(Ac) = 2/5; P(B) = 3/5; P(Ac n B¢) = 1/5; calcula las siguientes
probabilidades: P(A); P(Be); P(B w A); P(B/Ac); P(A n B); P(A/B). ;,Son Ay B sucesos independientes?

Solucion: P(A) = 3/5; P(B°) = 2/5;

P(B/A°) = P(BHA%)/P(A°) = 1/2 P(A N B) = 2/5;

P(B UA) = P(A) + P(B) - P(A ~ B) = 3/5+ 3/5 - 2/5 = 4/5;
P(A/B) = P(AB)/P(B) = 2/3.

A Ac
B 2/5 1/5 3/5
Be 1/5 1/5 2/5
3/5 2/5 1

43. Dos tiradores al plato tienen unas marcas ya conocidas. El primero acierta con una probabilidad de 0.8 y el segundo de
0.6. Se lanza un plato y ambos disparan. Expresa mediante un diagrama de arbol y la tabla de contingencia asociada las
distintas posibilidades. Calcula: a) ;,Qué probabilidad hay de que al menos uno de los tiradores dé en el plato? b)
¢ Probabilidad de que ninguno acierte? ¢) Sabemos que el disparo ha acertado en el blanco, ¢cual es la probabilidad de

que lo haya hecho el primer tirador?

Solucién grafica: a) 1-0.08 = 0.92; b) 0.08; c) 80/92 = 20/23.

A Ac
B 0.48 0.12 0.6
Be 0.32 0.08 0.4
0.8 0.2 1

44, Se dispone de dos urnas Ay B. La urna A tiene 7 bolas verdes y 3 amarillas. La urna B tiene 5 bolas verdes y 7 amarillas.
Se saca una bola al azar de una de las dos urnas, también al azar, y resulta ser amarilla. Calcula la probabilidad de que
sea de la urna B. (Ayuda: Representa las posibilidades mediante un diagrama en arbol, escribe la tabla de contingencia

asociada y el otro diagrama en arbol).
Solucioén grafica: P(B/Amarilla) = 35/53.

45. Se sabe que en cierta poblacion, la probabilidad de ser hombre y daltonico es un décimo y la probabilidad de ser mujer y
daltonica es 1/20. La proporcion de personas de ambos sexos es la misma. Se elige una persona al azar.
Hallar la probabilidad de que no sea dalténico.

Si la persona elegida es muijer, hallar la probabilidad de que sea daltonica.

¢, Cual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?

Solucién:
H M
D 1/10 1/20 3/20
D¢ 2/5 9/20 17/20
1/2 1/2 1

a) P(D°) = 17/20; b) P(D/M) = 1/10: ) P(D) = 3/20.
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46. En cierto instituto se ofrece informatica y teatro como asignaturas optativas. El grupo A consta de 35 estudiantes y el B
tiene 30 estudiantes. EI 60 % del grupo A ha elegido teatro, asi como el 40 % del grupo B y el ha elegido informatica.
a) Sise pregunta a un estudiante elegido al azar, hallar la probabilidad de que haya elegido informatica.
b) Siun estudiante ha elegido teatro, calcula la probabilidad de que pertenezca al grupo B.

Solucién:
A B
Informatica 14 18 32
Teatro 21 12 33
35 30 65

a) P(Informatica) = 32/65; b) P(B/teatro) = 12/33.
47. En una baraja espafiola de cuarenta cartas se han eliminado varias cartas. Se sabe que la probabilidad de extraer un as
entre las que quedan es 0.1, la probabilidad de que salga una copa es 0.3 y la probabilidad de que no sea ni as ni copa
es 0.6.
a) Hallar la probabilidad de que la carta extraida sea as o copa.
b) Calcular la probabilidad de que la carta sea el as de copas. ;Se puede afirmar que entre las cartas que no
se han eliminado esta el as de copas?

Solucién:
As No As
Copa 0 0.3 0.3
No copa 0.1 0.6 0.7
0.1 0.9 1

a) P(as o copa) = 0.4; b) P(as copas) = 0; Se ha eliminado el as de copas.

48. En una ciudad en la que hay doble nimero de hombres que de mujeres, hay una epidemia. El 10 % de los hombres vy el
5 % de las mujeres estan enfermos. Se elige al azar un individuo. Calcular la probabilidad de:

A) que sea hombre. B) que esté enfermo. C) que sea hombre, sabiendo que esta enfermo.

Solucion: A) P(H) = 2/3; B) P(enfermo) = 1/12; C) P(H/enfermo) = 4/5.
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AUTOEVALUACION
1. En una bolsa hay 6 bolas negras y 3 bolas blancas, la probabilidad de sacar una bola negra es:
a)1/2 b) 2/3 c) 113 d) 5/9
Solucion: b)
2. Indica cuél de los siguientes experimentos no es un experimento aleatorio:

a) Tirar una tiza y anotar el nimero de trozos en que se rompe
b) Tirar un dado trucado y anotar el nimero de la cara superior
¢) Cruzar una calle y estudiar si hay un atropello
d) Calcular el consumo de gasolina de un coche

Solucioén: d)

3. El espacio muestral de tirar 3 monedas al aire y anotar si caen en cara (C) o en cruz (X) con sucesos elementales
equiprobables es:
a) {CCC, CCX, CXX, XXX} b) {3C, 2C, 1C, 0C}
c) {CCC, CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC, XXX} d) {CCC, CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC}
Solucién: ¢)
4, El suceso contrario a sacar al menos una cara en el experimento anterior es:
a) {XXX} b) {CCC, CCX, CXX} c) {CXX, XCX, XXC} d) {CCC, CCX, CXC, XCC}

Solucién: a)
5. Indica cual de los siguientes sucesos no son independientes:
a) Sacar un oro y sacar un rey con reemplazamiento; b) Tirar una moneda y sacar cara y volver a tirarla y volver a sacar cara
c) Tirar un dado y sacar 6 y volver a tirarlo y volver a sacar 6; d) Tirar un dado y sacar un multiplo de 2, y sacar un 6
Solucién: d)
6. La probabilidad de no sacar un as en una baraja de poker es:

a) 4/52 b) 48/52 c) 36/40 d) 1-36/40
Solucion: b)
7. La probabilidad de que la suma de las caras superiores sea 7 del experimento tirar dos dados es:

a) 1/6 b) 7/36 c) 5/36 d) 2/3

Solucion: a)

8. En una bolsa hay 7 bolas rojas y 4 blancas. Se saca una bola al azar y si es blanca se vuelve a meter en la bolsa,
mientras que si es roja se deja fuera. Se saca otra bola de la bolsa, la probabilidad de que sea roja es:

a) 421110 b) 28/121 c) 371/605 d) 411/605
Solucién: ¢)

9. En una bolsa hay 4 bolas rojas y 3 blancas. Sacamos sin mirar dos bolas. La probabilidad de que sean del mismo
color es: a) 1/7 b) 2/7 c) 37 d) 4/7

Solucién: c)
10. Al lanzar un dado ha salido un nimero par, La probabilidad de que sea un 6 es P(sacar 6/ a par):
a) 113 b) 1/6 c) 2/5 d) 3/6

Solucion: a)
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