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“ Derivadas

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. Halla la tasa de variacion media en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3] de las funciones siguientes:

a)y=3x—4

Tym . L@ _ 2415 _ 5 139
b—a 243

Tym L@ 14 _ 5 g5

b—a 5-1
TVM:M _ 544 _ 3 [0,3]

b—a 3-0
b)y=-2x-3

Tym: LD @D _ 75 5 37]
b—a 2+3

Tym: LD @ _ 2155 50 1q5]

b—a 5—-1

TyM Q@ _ S48 g
b—a 3-0

c)y=0.5x+2

Tym: L@ _ 3705 _ 55 3]
b—a 2+3

Tym: L@ _ 45725 _ 5 11 5]
b—a 5-1

Tym. L@ _ 352 _ 55 193]

b—a 3-0
dy=x-1
TVM:M =1 _q [3,2]
b—a 2+3
TVM:M =40_1 [1,5]
b—a 5-1
TVM:M =21 _q [0,3]
b—a 3-0

2.Halla la tasa de variacion media de la funcién y = x> — 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3]. ¢éEs
ahora constante?

[—3,2]=>TVM —

- -1

f@-r3) | @22-1)-(=3)%-1) | -5
2-3 2+3 5
[E&-f@) | (2-1)-(1*-1) 24

[1,5]=>TVM - -6
5-1 5-1 4

[0,3]=>TVM - (@@ | (F-1)-(00-1) 9, 3
3-0 3-0 3

Ahora no es cte.

3. Halla la tasa de variacion media de la funcién y = x3 + 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3].

49B ESO. Capitulo 13: Derivadas. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Rea
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

S
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ Derivadas

-7

[-3,2] =>TVM — L&D, @) (Car) |, 35
2—(-3) 2+3 5

- 31

[1;5]=>TVM—) f(5)—f(—1)_) (53+1)—(13+1)_) ]_2_4.
5-1 5-1 4

[0,3]=>TVM - 59

HOIONN (33+1)—(03+1) Lz
3-0 3-0 3

4. Al hacer un estudio sobre el aterrizaje de aviones se graba una pelicula desde el momento en el
avion toca tierra hasta que se para, y se miden los tiempos y las distancias recorridas

Tiempo (t) en segundos| O 2 4 6 8 10 12 14
Distancia (d) en
metros 0 100 175 230 270 300 325 340

a) Calcula la velocidad media del avién.

340 m
Vmedia = —— — 24.26 —
14 S

b) Calcula la velocidad media en los intervalos: [0, 6], [2, 10] y [6, 14].

230 m
Vmedia [0,6] — < = 38.33 "

200 m
Vmedia [2,10] > — =25 —
8 S

40 m

Vmedia [6,14] il ? =5 ?

c) éEs constante?

No es cte. La velocidad va disminuyendo.

5. Se estudia la posicion de un coche respecto de la salida de un tinel y se obtienen los datos

siguientes:
Tiempo (segundos)| 0O 5 10 15 20 25 30 35 35
Distancia
(metros) 0 100 | 200 | 290 | 370 | 430 | 510 | 610 | 720

a) Calcula la velocidad media del coche en el intervalo [0, 40].

TVM (a,b) = L2212 Ty (0,40) = 20 = 18m/s

b) Calcula la velocidad media en los intervalos [15, 25] y [20, 30]. ¢Es contante?

f() —f(a) 430 — 290
TVM (a,b) = — ———— TVM (1525) = ———=— = 14m/s
f(b) — f(a) 510 — 370
TVM (a,b) = ————= - TVM (0,40) = —— = 14
(a,b) b—a (040) = =550 m/s
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Derivadas

Cdédmo la velocidad no varia se puede decir que son constantes.

c) Si la velocidad maxima permitida es de 120 km/h, éconsideras que ha podido sobrepasarla en algun
momento? ¢Y si la velocidad maxima fuese de 80 km/h?

120 km/h = 33 m/s. Parece dificil que la haya sobrepasado. 80 K/h = 22.2 m/s. No es posible asegurar
gue no haya ido mas deprisa pues en el primer intervalo su velocidad media es de 20 m/s.

6. El tren AVE sale de la estacion y aumenta su velocidad hasta llegar a 250 km/h en 10 minutos,
mantiene entonces esa velocidad constante durante hora y media, y comienza a disminuirla hasta
pararse en otros 10 minutos.

a) Representa en una grafica la funcion tiempo - velocidad.

b) Ya sabes que la aceleracion nos indica la variacion de velocidad. Indica la aceleracién media en los
primeros 10 minutos.

250 -0
10-0
c) Indica la aceleracion media entre el minuto 10 y el minuto 90.

am [0,10] = = 25 km/h?

250-250

am [10,90] = 5010

= 0, velocidad constante

d) Determina la aceleracidn en los ultimos 10 minutos.
0— 250

am [100,110] = m

= —25 km/h?

7. La funcién de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B (x) = x? + 7x + v/x donde B(x)
indica el beneficio que obtiene la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula la tasa de variacion
media de los beneficios entre 0 y 100 unidades, y la tasa de variacion media de los beneficios entre 25
y 100 unidades.

B(100) — B(0)
100 — 0
B(0) = (0)2+7(0) +vV0 =0
B(100) = (100)2 + 7(100) + v100 = 10710

TVM(0 —100) =
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TVM(0 — 100) = 1071070 _ 1474
100 — 0
B(100) — B(25)
TVM(25 — 100) = ———r——
B(25) = (25)% + 7(25) + V25 = 805
TVM(25 — 100) = 10710 805 _ 155 67
100 — 25

8. Una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado son

C(x) = x + Vx y que los ingresos por ventas también contratado vienen dados por [(x) = 2x + x2.
Por tanto, los beneficios B (x) por trabajador contratado son ingresos menos costes (Observa que
estas funciones no son continuas, no se pueden contar 3.7 trabajadores, es una funcién escalonada,
pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas). Determina las tasas de variacion media si
se contratan entre 100 y 2500 trabajadores.

B(x) =x%?+x—+x
B(2500) — B(100)
2500 — 100
B(2500) = 25002 + 2500 — v2500 = 6252450

B(100) = 1002 4+ 100 — /100 = 10090

— 6252450 — 10090 _ 2601.63
N 2500 — 100 '

TVM =

9. Halla la derivada de las funciones siguientes en los puntos x=1,x=3yx =5:

a)y=3x—4
y=3x—4 - y =3
x=1y(1)=3
x=3;y(3)=3
x=5y(5)=3
b)y=-2x-3
y=-2x—-3-y =-2
x=1y(1)=-2
x=3;y(3)=-2
x=5;y(5) =-2
c)y=0.5x+2
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y=05x+2 - y' =05
x=1,y'(1) =05
x=3;y(3)=05
x=25 y(5) =05

dy=x-1
y=x—-1-y"=1
x=1y(@)=1
x=3y13)=1
x=5y(05)=1

La derivada es constante.

10. Halla la derivada de la funciéon y = x> — 1 en los puntos x = 1, x = 3 y x = 5. ¢Es ahora constante?
y=x*—-1-y =2x
x=1y1)=2-1=2
x=3;y(3)=2-3=6
x=59y(5)=2-5=10

No, no es constante.

11. Halla la derivada de la funciony = x>+ 1 en los puntos x=1,x=3 yx =5.
y=x3-1- y = 3x?
x=1y(1)=3-(1)>=3
x=3;y(3)=3-(3)2=27
x=5v9(5)=3-(5)?2=75

12. En el viaje de la actividad de introduccidn el coche recorria entre la primera hora y la segunda una
distancia “y” dada por la ecuacidon: y = 0.2x + 110x — 67.2. Determina la velocidad que llevaba el
coche para x = 1.5.

y =0.2x? +110x — 67.2 > y" = 0.4x + 110

m
0.4+ (1.5) +110 - 1106 —

13. En dicho viaje la distancia recorrida para 2.5 < x < 3 viene dada por la ecuaciéon y = 110x —
121.4.Ypara3 <x <5 pory = 0,1x% + 118x — 143.3. Para x = 3 hay un cambio en la velocidad.
Calcula la velocidad antes de x = 3, y la velocidad después de x = 3.
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Para2,5<x<3

y=110x —121,4 - y"= 110 = 110

Para3<x<5

y=0,1x%+118x —146,3 » y'=0,2x+ 118 -» y'(3) =0,2-3+ 118 =0,6 + 118 = 118,6
Antes de x= 3 la velocidad es 110 m/s y después 118,6 m/s

14. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 50x — 0.2x% (x ey
en km). La direccion del vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 2 km de distancia sobre el horizonte.

y =50x —0.2x%> > y =50 — 0.4x
Xx=2- 50— 0.4(2) - 50 — 0.8 — 49.2

Solucion=49.2m

15. Desde un avion nodriza se suelta un avion experimental cuyo impulsor se enciende a la maxima
potencia y permanece encendido 20 segundos. La distancia que separa al avion experimental del
avion nodriza viene dada por d = 0.3t*. Calcula la velocidad del avién experimental a los 3, 4, 7 y 10
segundos de haber sido soltado.

d=03t*"> d =1.2t3
t=4- v(4)=12-4)3=768
t=7- v(7)=12-(7)% =411.6
t =10 - v(10) = 1.2-(10)3 = 1200

16. Representa graficamente la funcidon y = 2, y determina su derivada para x = 1, 2, 3.... a. ¢Cuanto
vale? ¢Es siempre la misma? ¢Ocurrira lo mismo para cualquier recta horizontal y=b?

y = 2 es una recta horizontal y su derivada siempre vale 0.

Ocurrira lo mismo para cualquier recta horizontal.

17. Dibuja una funcién cualquiera y dos puntos sobre ella, f(x) y f(a), correspondientes a las
ordenadas x, a. Interpreta geométricamente la definicion de derivada a partir del dibujo.

Es la pendiente de la recta tangente en el punto (a, f(a)).
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18.Caida libre de una pelota. En la figura se muestran, mediante fotografia estroboscépical, las
posiciones de la pelota a intervalos regulares de tiempo: parat=1, 2, 3, 4, 5, ..., el espacio recorrido
es proporcional a 1, 4, 9, 16, 25, ..., etc. Calcula la funcidn de posicidn y = f(t), y calcula la velocidad y
la aceleracion derivando la funcion de posicion.

y:f(t):tz; y':v:Zt; a:y":Z_

19. Dibuja una funciéon cualquiera y un punto cualquiera sobre la funcion f(a). Dibuja también un
segmento sobre el eje de abscisas con origen en a y longitud h. Interpreta de nuevo la definiciéon de
derivada en un punto basandote en dicha figura.

20. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los ingresos por ventas por
trabajador contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2. (Observa que esta funcion no es continua, no
se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una funcion escalonada, pero vamos a trabajar como si lo
fuera). Determina la derivada de la funcién ingresos respecto a las personas contratadas. ¢{Qué
significado crees que tiene?

y=f@t)=t4y =v=2ta=y"=2.

21. Calcula la derivada mediante el limite de la funcion y = x> — x + 1 en el punto x = 1. Calcula la
derivada mediante el limite de la funciéon y = x> — x + 1 en el punto x = a. Calcula mediante la
expresion resultante f’(1), f' (2), ' (12), f (5.43) y ' (-7).

(1+h)2-(1+h)+1-1

2
— 2 _ 1 (1), = Jim LWL @ _ s li (1+n2+2R)-(A+R)+1-1 _
y=x"—x+1-y(1) ) h Hoo h ~ RS0 h
- lim 1+h?+2h-1-h-1+1 > lim h’+h _ 0 S lim h(h+1) _ 0+1=1
h—0 h h-0 h 0 h—0 h

y=x*—-x+1-
fla+h)—f(a) _l_m(a+h)2—(a+h)+1—(a2—a+1)_

'(a).= lim i

y'(a).= lim h 100 Tk
2 2 _ A2 _ 2 _ —

—lim (a?+h?+2ah)—(a+h)+1-a?+a—1 _ hmh +2ah-h _ 0 lim h(h+2a-1) _ 20— 1

h—0 h h>0 h 0  h-oo h
f'(1)=21-1=1; f(2)=22-1=3; f(12) =212 -1=23; f' (5.43) =2:5.43 -1 =9.86;
f(-7)=2(-7)-1=-15
22. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla con las derivadas:
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f(x) = 2x Hf(x) = 2x2 +
Funcion [f[(x)=x3 [f[xX)=2 [fx)=x2 [f[xX)=x [f[xX)=k |3 3X
Derivada [f'(x) = 3x? f(x) =0 ['(x) =2x_[F(x) =1 ['(x)=0 [F(x)=2 [f'(X) =4x+3

23. Piensa en un ejemplo de funcidn no derivable y que si sea continua.

La funcion valor absoluto es continua en toda la recta real y no es derivable en el origen.

24.Piensa en un ejemplo de funcion con un minimo en un punto en el que no es derivable.

La funcién valor absoluto es continua en toda la recta real y no es derivable en el origen, pero tiene un
minimo en dicho origen.

25. Escribe las funciones derivadas de las funciones siguientes:
a) f(x) = x** > f(x) = 24x*°

b) g(x) = 6x1° > g'(x) = 60x°

¢) h(x) = =

d)j(x) =3x*—5x2+7 > j(x) =12x3 — 10x

e)p(x) =5x3—x - p'(x) =15x%2 -1

6
7x13

- h'(x) =

26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones polinémicas:
a)y=6+x—5x% >y =—10x+1

b)y =6x2—7x+3x> > y =15x* +12x - 7
y y
8 9 , 14 40 36

y=—+ -
y_3x7 5x5  4x* y = 3x6  5x*  4x3

dy=x2—x->y =7x"-1

1
27. Ya hemos obtenido la derivada y = Vx = x2 de Utilizala para obtener la derivadaenx =1, 4, 5...
é¢Puedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

1 1
, _1
=—Xx 2
y ) 1
1 —= 1
Enx=12y' =--12=-
2 . 2
1 -1 1
Enx =42y =--4"2=-
2 Lt
1 =
Enx=5->y' =E-5 2 =0.2236
, 1 -1 1 1 1 .
Enx=0 >y = . 0:z2= S IT I - No existe, puesto que cuando el 0 se encuentra en el
0z 202
denominador no es un valor real.
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28. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=(x?>+3)(6x¢—5) - y= 6x%—5x2+18x% - y = 48x7 + 108x> — 10x
b)y = (7x3 - 1)(5x* +4) - y = 35x7 +28x3 —5x* —4 - y = 245x° + 84x% — 20x3

Ay =VE" (* = 5x) >y =533 (6 = 5x) +VE (3% = 5)

29. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_x-1 ,_ x(x=3)-x(x-1) _ 4
a)y = x+3 B (x+3)2 T (x+3)2

b)y=x2+(§)x3—2x+7 >y =2x+5x2—2;y' =2x+5x%—2

0y = 2x3-5x2 . (6x%-10x)(6x*—2x3)—(24x3—6x2)(2x3-5x2)  —6x2+30x-5
y= 6x%—2x3 - (6x%—2x3)2 T 18x%—12x3+2x2
3 1 3 1
Vi xz , %xz(x+2)—x2-1 x2(§+3)
d) y=—=—> = =
x+2 x+2 (x+2)2 (x+2)2

30. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1 4 2
aly =27 = (/)5 > y = (N)E(7x%) = {5

1 1
b _ 2 Jx _ x%x% L — (gx_g'\/;+ %/x_zéx_f>(x3+5)—(3;/x_2- \/})(3)(2) | iirteass
VY= S T Y= (x3+5)2 T (a3+5)2
1 1
)y GE |1 et -2) 3] (V) -2) )
c = —0 - =
AT~ =y
d) v = ValT _ (X)% . %(X)%OHZ)— (x)%
)y = x+2  x+2 B (x+2)2

31. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccién por
trabajador contratado eran C (x) = x ++/x , y que los ingresos por ventas también por trabajador
contratado vienen dados por, I (x) = 2x + x? Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador
contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas, no se pueden
contratar 3.7 trabajadores, es una funcion escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran
continuas). Determina la derivada de la funcidn costes C(x) y de la funcién beneficios B(x) respecto
del nadmero de trabajadores contratados. ¢ Qué significado tienen?

1 1
Cx)=14— ;B (x)=142x———
2+/x 2+/x
Estas derivadas nos dan informacion sobre cdmo los costes y los beneficios cambian con respecto al
nuimero de trabajadores contratados, lo que puede ser util para la toma de decisiones empresariales.
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32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = (x°>—7x3)1% - y = 12(x> — 7x3)11(5x* — 21x?)
b)y = (3x3 —5x2)” - y" = 7(3x3 — 5x2)%(9x% — 10x)

5 3
C) y = /(4x5 _ 8x3)5 - y= (4x5 — 8x3)5 - _’y' = 2(4‘3(,'5 — 8x3)5(20x4 — 24‘x2)
4 1
d) y=3YQ2x2+4x7)* > y= 2x*+4x7)s -y = %(sz + 4x7)3(4x — 28x°)

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
aly = (2% (xt — 6 =y= (2 =S (xh—6x%)?):
2(2x3+7 (x*—6x3)2 ) (2x3+7)2 ) (x*—6x°)"+ (2 3+7)2(x —6x°)(4x°—18x*)
44,2 2
(2 43)(x2-7) _ [x*=7x243x2-21 _  [x*-4x2-21 _ (x*—4x*-21\2
b)y - \/ x3-5 - \/ x3-5 - \/ x3-5 - ( x3-5 )
1
|t x*—4x2-21\2 ((4x3-8x)(x3-5)-3x2(x*—4x2-21)
y = |-y (el g oo
3
5x2+3x \3 5x%+3x \2
c)y— (8x3—2x2) - (8x3—2x2)
1
5 1
y = E (;;3_*23;)2 (10x + 3)(8x3 — 2x2) — (5x2 + 3x)(24x2% — 4x)l

1
3 3 2
dy= [3+ /x—xz—sy'=<3+ x—xz—3> =(3+(x—xz—3)z>

, 1 2,122 1 2. 2 _
y=53+(x—-3)2)3 s (x—3)2(1—-6x7%)

34. Determina la ecuacidn de la recta tangente ay = 7x + 5x — 3 en el punto x = 2.
y=7x*+5x—3 > y =14x+5
y'(2)=14(2)+5=28+5 =33
y(2) =7(2)? +5(2) -3 =29 - P(2,29)
y=—yi=m(x—x;) > y—29=33(x—-2) > y=33x—66+29 - y =33x —37

35. El perfil de una cierta montada tiene la forma de una parabola: y = 0.05x — 0.01x*donde x e y
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se miden en km. Escribe la ecuacion de la recta tangente parax=0,x=1,x=2,x=3 km.
y= flxg) + f(xg) - (x—%x); f(0)=005-0—0.01-02=0  f'(x) = 0.05 —%x
f/(0) = 0.05—=-0=0.05

y=0+0.05-(x—0), y=0,05x
PARAx=1->x,=1

f(1)=005-1-0.01-12 =004  f(1) = 0.05——-1=0.03;y=0.03x+0.01
PARA X=2-> x, = 2
f(2)=005-2-0.01-22=006  f(2) =0.05—=-2=001y=0.06+001-(x—2)

y = 0.06 4+ 0.01x — 0.02;y = 0.01x + 0.04
PARA X=3->x, = 3

£(3) = 0.05-3 —0.01-32 = —0.04 f(3) =0.05—-=-3=-0.0Ly = —0.04 + (~0.01) -
(x—3);y =-0.04 —0.01x + 0,03; y =-0,01x- 0,01

36. El departamento de “marketing” de una empresa estima que los ingresos mensuales que va a
producir el lanzamiento de un nuevo producto vienen dados por: y = 30 + 5t — 0.4t3 donde t es el
tiempo expresado en meses desde que el producto salga al mercado, e y son los ingresos en cientos
de euros. a) Calcula si los ingresos estan creciendo o decreciendo a los 3 meses de lanzamiento del
producto. b) ¢Durante qué periodo de tiempo aumentan los ingresos? c) ¢Durante qué periodo de
tiempo disminuyen?

a)> = 10-(3) — 1.2 (3)? = 19.2. Creciente
b)10t — 1.2t2 > 0
t(10—1.2t) >0
t>0y10—12t>0
10
t>0yt<—

25
t>0 y t<?

10t —1.2t> =0->t(10—1.2t) =0 > t = 0,10 = 1.2t > t = 8.333.
Los ingresos estan aumentando para 0 < t < 23—5
c)10t — 1.2t2 < 0
t(10-1.2t) <0
t<0010—-12t<0

t<O0 t>10
°t-12

25
t<00t>?
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37. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x> + 3x. Determina
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion: y = x3 - 3x. éCmo esen x=0? ¢Y en x =
2?¢éYenx=-2?

y = x3 4+ 3x ->y" = 3x% + 3, ahora igualo la derivada a 0 (y'=0)->

3x24+3=0->x=+-1

y=x3—3x->y =3x%2—-3,(y=0)->3x2 -3 =0->x =V/1>x = +1

y’(0) = —3 < 0/ Decreciente

y’(2) =1 > 0/ Creciente

y'(=2) =1 > 0/ Creciente

Creciente (—o0,—1) U (1, )

Decreciente (—1,1)

38. En un ejercicio anterior vimos que una empresa determina que los costes de produccién por
trabajador contratado eran C (x) = x +/x y que los ingresos por ventas también por trabajador
contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2. Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador
contratado son ingresos menos costes. La funcion beneficios B(x) respecto del numero de
trabajadores contratados, ées creciente o decreciente?

B(x)=I(x)—C(x) » B(x) = 2x+x*) —(x+x) > x?
B(x) = x? ; B'(x) = 2x

Es creciente

39. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=4x>+3;y ' =8x;8x =0 x =0;y" =8 >0 Enx = 0hayunminimo
b)y =5x*—2;y =20x3; 20x3 =0; x=0;

(—0,0) decreciente, (0,) creciente, en x =0 hay un minimo
c)y =3x3+1; y=9x% como siempre es positiva, no hay maximos ni minimos

d y=4x*-2x2+5; y’:16x3—4x—>y’=4x-(4x2—1)—>x1=%, xz=—%}’x=0?3’”=
48
y” G) = 8 > 0 Es un minimo relativo

y’ (— %) = —16 < 0 Es un maximo relativo

y”(0) =-4< 0 Es un maximo relativo

e)y=7x3—3x;y'=21x2—3—>y'=i\/%;y"=42x

y <\/§> =42 \/g = 6 -7 > 0 Es un minimo relativo

3 3
V| = |=|=42x > 42| — |—= | =—-6X V7 < 0 Es un maximo relativo
21 21
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40. Se desea fabricar envases con forma de prisma recto cuadrangular de base cuadrada de forma
que el volumen sea de un litro y la superficie empleada sea minima.

R

Funcidn para optimizar, superficie: S(X, y) = 2:x-x + 4-x-y = 2x* + 4xy
Condicion: x-xy=1 ,xy=1

. 1 . ., 1 4
Despejamosy, y =— sustituimos en la funcién, S(x) = 2x?* + 4x— = 2x% + -
. 4
Derivamos S'(x) = 4x — =
4 4
Igualamos a Oy resolvemos, 4x ——= =0, 4x=—= , x> =1, x=1
X X

Calculamos la segunda derivada, S''(x) =4+ % y S"(1) =4+ % =12>0
Luego en x = 1 hay un minimo, y = 1% =1
La minima superficie se obtiene con un cubo de 1dm de arista.
41. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=6x3—2x2+5x+7 > y = 18x2—4x+5 - 18x%2 —4x +5 = 0; sinraicesreales
y(0) =5 > 0 por tanto, siempre creciente, no hay maximos ni minimos
b)y=x3-3x+5 >y =3x2-3=0->x=1;, x=-1
y' =6x - y'(-1) = -6 < 0; maximo - y'(1) =6>0

Ay=|x—4]-> x—4=0 - x =4, minimoenx =4

—x—-1 x<-1 —x+2 x<2

dly=le+il+l=2] 5 b1l = {570 200 -2 = {700 S
—x—-1—x4+2 x< -1 —2x+1 x < -1
[x+1]+[x—-2]|={x+1—-x+2 —-1<x<2 =4 3 -1<x<2
x+14+x—-2 x=2 2x—1 x=2

No tiene maximos ni minimos

42. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: f(x) = 2x3 — 3x? + 72X, en el
intervalo [-4, 3] y en el intervalo [0, 5].

f'(x) = 6x% —6x+72 - 6x% —6x+ 72 = 0no tiene soluciénreal No hay maximos ni minimos
relativos
Intervalo [-4, 3]:
f(=4) = 2(—4)3 — 3(—4)% + 72(—4) = —128 — 48 — 288 = —464
£(3) =2(3)3—3(3)2+ 72(3) = 54 — 27 + 216 = 243
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En x = -4, hay un minimo absoluto y en x = 3, hay un maximo absoluto.

Intervalo [0, 5]
£(0) =2(0)—3(0)2+72(0)=0

F(5) = 2(5)% — 3(5)2 + 72(5) = 250 — 75 + 360 = 535

En x =0, hay un minimo absoluto y en x = 5, hay un maximo absoluto.

43. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = | x + 2| en el
intervalo [-3, 5].

x+2=0;x=-2 ;f(-3)=-34+2=—-1;f(-2)=-2+2=0 ; f(5)=5+2=7

En x =-2 hay un minimo absoluto y en x =5 hay un maximo absoluto.

44. Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de R=5 cm. (La
altura del cono es igual a R+x, y el radio de la base r’= R2-x?

_ (nr?n) _ wr?(R+x) _ w(R?-x?)(R+x) _ m(25-x2)(5+x) _
3 3 3 3

v'=§(—3x2—10x+25) - v'=§(—3x2—10x+25) =0 >x=166 > v"=§(—6x—10)

Z(125 + 25x — 5x2 — x3)
3

v”(1,66) < 0, por tanto, es un maximo.
r2=R%* —x?=5%—-1,66%r=4,83cm

h=R+x=5-1,66; h=6,66cm
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Derivadas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = x3 en el punto x = 2.

' o (eth)3—xd L (x3+3x%h43xh2 +h%)—x
f’(x) = lim (M) = lim (x+h)° —x — lim (x3+3x2h+3xh?+h3)-x _
h=0 h-0 h h-0 h
2 2 3 2 2
_ i ZCRABIRS g BGXSXERT) (352 4 3xh + h2) = 3x2
h—0 h h=0 h pm

F(2) =3-22 =12

2. Utiliza la definicién de derivada para calcular la derivada de la funciény =vx en x = 1.

. fO-f@  WVx-1 1-1 0 N

y'(1) = }CI_T)I}T = }Cl_r)r% ~—1 1-1- 0" indeterminacién =
WX -DEX+D _ . (X212

T GeDOEAD | 2ol G-DOE D) xo1vE+L 2

3. Utiliza la definicién de derivada para calcular la derivada de la funcién y= — enx= 4

FO-f@) e o 16-x2 16 - x?
’ . X)— . Y2 16 . 2 . —-X . - X
y'(4) = lim——— =lim ¥ = [im 1 = ]im =lim————
x—4 Xx—4 x—4 X—4 x—4 X—4 x—4 16x2(x—4) x4 16x3—64x2
16 — 42 16 — 16 0 . , .y . —(x—4)(4+x
= = = —,indeterminacion .= lim ) [ R
16(43) — 64(4%2)  1024-1024 O x—4 16x2%(x—4)
. 4+x 4+4 8 1
lim — =— =——=—=
x—>4 16x2 16(42) 256 32

4. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = 3x2 — 5x + 2 en el punto

de abscisa x = 1.
. 3(1+h)%2-5(1+h)+2-0 . 3h%24+6h43-5-5h+2 . 3h%+h
f'(1) = lim (L+h) —5(+h) = lim = lim
h—-0 h h—0 h h—=0

=}11_r)r(1)(3h+1)=1

5. Utiliza la definicidn de derivada para calcular la derivada de la funciony = X —3 en x = 2.

f'(2) =lim

6. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=4x>+2x—-3 - y =8x+2
b)y=2x3-3x2+7x+5 > y =6x>—6x+7
y=x?-5x+2 >y =2x-5

d)y =8x7 —9x® —5x3 - y" = (56x° — 54x> — 15x?)
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7. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = (5x% + 7x* + 3x) > y = (10x + 28x% + 3)

b)y = (6x° + 4x? + 7x + 5x3) - y" = (30x* + 8x + 7 + 15x2)
)y = x5+ 7x*+2x3) - y = (5x* + 28x3 + 6x?)

d)y = (3x3 + 9x° + 2x8) - y" = (9x% + 54x° + 16x7)

8. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=(7x2+3x+%)=(7x2+3x+x"1) —>y’=14x+3—x‘2=14x+3—xi2

1 1
1 1 1 1
b)y = (5x% 4+ 2x% +Vx) = (Sx3 + 2x2 +x2) -y’ =15x% + 4x + 2x"2 = 15x? +4x + 5=
1 1
— Vx _ x2 _ x2
c)y _( 2 - Yy= 3 2 2 43 2
x+3)(x2-5x+2) x3-5x2+42x+3x%2-15x+6 x3-2x2-13x+6
1 1
. %(x)_f(x3—2x2—13x+6)—(x)f(3x2—4x—13) _ —5x3+6x2+13x+6
- (x3-2x2-13x+6)2 T Vx(x+3)2(x2-5x+2)2
1 l(x)_%(x+5)+\/§~1 (x2=5)—2xvx-(x+5)
d)y = VE-(x+5) _ x2-(x+5) Ly L2 _ —x3-15x2-15x-25
Y=oy T s Y T (x2-5)2 T T 2Vrae-5)?
9. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
7x2  3x , 8 _ 7x*  3x 8 _q ; _l4x 3 8 _,  14x 3 8
a = — —_ _—= — —_ -X - = — -— =X = — - —
)y 3+5+3x 3+5+3 Y 3+5 3 3+5 3x2
5x3  2x2 vx  s5x3  2x2 6 1 15x2  4x 61 1 15x2  ax 3
b = 4 4=t bz Yy == 4+ =4 -Z(x) 2= -
)y 2+3+5 2+3+5 Y 2+3+52() 2 3 5Vx
4x3  5x2 7 1 (4x3 = 5x2 1
7y=—+—+—=- =—(— —+7x 2)
c)7y 3+7+\/;y73+7+
, 1 (12x2 10x 1\ -2 1(12x% = 10x 7
= - _— 7 —— )X 2) =- —_—
y 7\ 3 + 7 + 2 7\ 3 + 7 2Vx3
10. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
(x—1)(2x-3) 2x%-3x—-2x+3 2x%-5x+3
aly =T o y = EEE =B
x+2 x+2 x+2
. (4x-5)(x+2)—(2x2—5x+3)
- (x+2)2
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b)y = (3x2+4)(4x-2) y= 12x3-6x2+16x—8
7x-1 7x-1
. (36x%2-12x+16)(7x—1)-7(12x3-12x2+16x—8)
- (7x-1)2
0y = (8x+5x2)(2x5-7) ooy 16x6-56x2+10x7 —35x2 ooy 16x%+10x7-91x?2
4x+6 4x+6 4x+6

,_ (96x5+70x6-182x)(4x+6)—4(16x°-91x%+10x7)

(4x+6)2
(x+9)(2x-3) 2x%2-3x418x-27 2x2415x-27
d) y=—-—"—0= - = > Yy ==
(x+3)(x+2) x2+4+5x+6 x2+4+5x+6
. (4x+15)(x%+5x+6)—(2x2+15x—27)(2x+5)
- (x2+5x+6)2

11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1 1
a)y = VA F5 - y= (455 - ¥ = 2 +5)3(3x?)

1 2
b)y = V2x® +4x7 — 1> y = (2% +4x? — 1)1 > y" = —=(22° + 4x? — 1)3(6x7 + 8x)
c)y = (5x3+2)°> > y = 5(15x2 + 2)*(15x2)
d)y = (2x% +5x)° > y' = 9(2x% + 5x)%4x

12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1
a)y=Vx3+5- (x7 +3x2)¢ > y= (x3+5)2- (x7 + 3x2)°
1 1
y = E (3 +5)72(3x2) (x7 + 3x2)6 + (x3 + 5)2 - 6(x7 + 3x2)S - (7x6 + 6x)]

1
Vax3+ax?-1 (2x3+4x2-1)3
—_ S y - 7

x+1 x+1

b)y =

_2 1
. 3(2x3+4x%-1) 3 (6x7+8x) (x+1)— (263 +4x2 -1)3
o (x+1)2

y

)y =(5x3+2)> (x> +6x8) - y =5(x3+2)*(15x2) (x> + 6x8) + (5x3 + 2)°(5x* + 48x7)

. (2x3—5x2)9
T (7x%-5x3)2

dy

. 9(2x3—5x2)8(6x2—10x)(7x4—5x3)2—(2x3—5x2)9—2(7x4—5x3)(28x3—15x2) _
o (7x*—5x3)4 o

_ 9(2x3-5x2)° (6x2—10x)(7x*—-5x3) - (2x3-5x2) —2(28x3~15x2)
- (7x*-5x3)3
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13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = X tax® y = (ex5+4x3) (5x* + 12x2)
7 6
b)y = (92x3+7x2) Sy = 7(62x3+7x2) . (62x3+7x2) - (6x2 + 14%)

o)y = e(x5+5x?)’ , yr = (e(3x5+5x3)5) (5(3x° + 5x3)*) (15x* + 15x2)
2
d) y = 3\13(6x5—9x8)2 = e(6x5_9x8)§
2 1
y = [<3(6x5—9x8)3> (§ (6x° — 9x8)_§) (30x* — 72x7)l

14. La derivada de y = cos(X) es y’ = —sen(x). Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = cos(x®> — 7x3) - y = —sen(x® — 7x3) (5x* — 21x?)

b) y = (cos(3x% — 5x%))7 - y = 7(cos (3x% — 5x2))6 - (—sen(3x3 —5x2))(9x2 — 10x)
)y = cos®(4x5 — 8x3) - y = 5(cos(4x5 —8x3))*- (—sen (4x° — 8x3)) - (20x* — 24x2)

4
d)y = {cos*(2x2 + 4x7) = (cos (2x? + 4x7))3

4 1
y = §(cos (2x% +4x7))3 - (—sen (2x% + 4x7))(4x + 28x°)

15. Calcula las rectas tangentes de la grafica de la funciony = x®-3xenx=0,X=1yXx=2.
y'= 3x?-3

Parax=0 y’(0)= 3(0)2-3=-3

Punto: (0,0) Pendiente: -3

Ecuacion recta tangente:y — 0 = —3(x — 0) - y = —3x

Parax=1 y'(1)=3(1)%*-3=0
Punto: (1,-2) Pendiente: 0

Ecuacion recta tangente: y +2 =0 - y = -2

Parax=2 y'(2)=32)?%*-3=6
Punto: (2,2) Pendiente: 6
Ecuacidn recta tangente:y —2=6(x—2) » y=6x—12+2 - y=6x—10
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“ Derivadas

16. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
a)y =x3 enx=2
y =3x* > y'(2) =3(2)* =12
Pendiente: 2
Ecuacion recta tangente:y —y(2) = 12(x —2) » y=12x—-24—-8 - y=12x— 16
b)y =2x?+4x—5 enx=1
y=4x+4->y(1)=4(1)+4=8
Pendiente: 8
Ecuacion recta tangente: y —y(1) =8(x—1) » y=8x—-8+(2+4—-5) > y=8x—7
c)y=x3—7x*+3xenx=0
y =3x%—14x - y’(0) = 3(0)2-14(0)=0
Pendiente: 0

Ecuacion recta tangente: y —y(0) = 0(x—0) > y—3=0 - y=3

17. Indica la pendiente de la recta tangente de:
a)y =x3+3xenx=3
Yy =3x*+3 - y'(3) = 3(3)2+3 =30
Pendiente: 30
b)y+2x—-5=0
y=-2x+5->y =-2
Pendiente: -2
)y =4x3—-5x2+2enx=1
y =12x2-10x - y' (1) =12(1)?-10(1) = 2

Pendiente: 2

18. Determina las coordenadas de los puntos de la graficay = x® — 3X + 2 en los que su tangente sea
paralela:

a)alarectay=0;
y=x3-3x+2->y =3x?-3
Para que la tangente sea paralela a la recta y = 0, su pendiente debe ser cero, es decir— y" = 0
3x2-3=0 »x =+1
y(-D)=(-13-3(-1)+2=-1+3+2=4
y(H)=(1)3-3(1)+2=1-3+2=0
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Solucién: (1, 0), (-1, 4);
b) alarectay = 6x.
y=x3-3x+2-> y =3x*-3
3x2-3=6 - x =+V3
y(—V3) = (—V3)’ —=3(—V3) +2=7-3V3
solucion(+/3,2), (—v3,2)

19. Determina la recta tangente de la grafica de la funcién Vx3en x = 0.

3 1 3 1
y:,/x3 = x2 —)y’z x2 y,(0)=§0§=0

N W

Solucién:y =0.

20. Si f’(x) = x (3 —X), écual de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?

1] )

i) 9

o " T T 2
) L P "B R e W 0 1

1 ! )

.1_
2 R R [ R R R I
.. \

fx)=x3—-x)=0->x=0x=3

Tiene extremos relativos en los puntos x= 0 y x=3, por lo que la Unica grafica que cumple los requisitos
es la siguiente:

21. Determina las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x3 — 12x en los puntos en los que la pendiente
es 12. ¢{Cudl es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos se alcanza?

Para saber en qué puntos de x la pendiente es 12, igualamos f'(x) a 12
y =12x%2—12 - 12x?2 =12 =12 - 12x?> =24 — xZ:% S x =42

Utilizamos la formulay = f(a) + f'(a)(x — a) para calcular las rectas. Después calculamos f(\/?)

a=1V2 - y=f(£V2) + f(2V2)(x - £V2) -
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3
f(V2) = 4(V2)" - 12(V2) = -4V2

Reemplazamos en la férmula para calcular la recta tangente
y=—42+12(x—V2) > y=—4V/2+12x —12V2 5 y = 12x — 16V2

Y repetimos el proceso con a = —/2

f(—V2) = 4(—2)" - 12(—2) = 42

Reemplazamos en la férmula para calcular la recta tangente

y=4V24+12(x +V2) > y=4V2+ 12x + 12V2 5> y = 12x + 1612

Calculamos el minimodey” = 12x2 —12; y" =24x ; 24x=0 , x =0 ; y"" = 24 > 0, minimo.
y'(0)=12-02-12=-12 ; f(0) =4(0)3—-12(0)=0

El menor valor de la pendiente es -12 y se alcanza en (0, 0).

22. Determina la recta tangente a la funcion f(x) = X3 — 3x en el punto A (-1, 2). ¢En qué otro punto
corta la recta tangente a la funcion?

flx)=x3-3x - f(-1) = (-1)}-3(-1) =2

f(x)=3x2-3 > f(-1)=3(-1)?-3=0
y=f@+f(@x—-—a) > y=2+0x-0)->y=2
x3-3x=2->x3-3x-2=0-x=-1,x=2

Por ende, x= 2 es el otro punto por donde pasa la recta en la funcidn. Llamaremos a este punto B (2,2)

23. Determina los coeficientes a, b y ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto A (1, 2)
y es tangente a larectay = X en el punto O (0, 0).

Tenemos que utilizar la informacion a nuestra disposicidn para calcular las tres incégnitas.
Primero, sabiendo que f(x) es tangente a la recta en (0,0), sabemos que cuando x=0; y=0
Por ende, sabemos que c=0
También sabemos que porque la pendiente de la recta y=x es 1
f(x)=3ax?+b - f(0)=3a-0+bhb=1-> f(0)=b=1
Luego, para encontrar el valor de a podemos utilizar mas informacion: f(x) pasa por el punto A (1,2)

f)=2->a-134+1-1+0=2->a=1,b=1,¢c=0

24. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f(x) = x3 + bx + ¢ y g(x)= ax — x* tengan
la misma recta tangente en el punto A (1, 0).

fl(x)=3x*+b > f'(1)=3-1+b=3+b
gx)=a-2x » g(1)=a—-2-1=a-2
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3+b=a—-2 »a=b+5

f)=0-1+b+c=0

g1)=0-a—-1=0-a=1
1=5+b->b=-5+1>b=-4;1-44+c=0->c=3
a=1, b=—-4, c=3

25. Determina el coeficiente a, para que la funcién f(x) = x? + a, sea tangente a la recta y = X

, 1 - 1
y=2x > 2x=1 > X = sustituimos en la recta, y=3
1 12 1 101
r0)- @ vant - i-te
2 2 2 4 2

26. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x2.
Dom f(x) = R—{0}

Q
Il
(e}
l
R
I
N

+a=0->a=-
4

_Ox*-1-2x _-2x 2
(x2)2 T oxs x3
re_ ___2 ' —__2
y'(=10) = 108 >0, y'(10) 10)3 <0

Creciente: (—o0,0) y Decreciente (0, o)

27. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x.
Dom f(x) = R — {0}

, _O0x—-1-x _i
Y =Ty T e

’ ___ 2 ’ ___2
y'(—-10) = C10° <0, y'(10) = 10)2 <0

Decreciente: (—,0) U (0, o)

28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x> — 3x? + 4. Calcula sus
maximos y minimos y haz un esbozo de su grafica.

y =3x2—6x >y =3x>?—-6x=0>3x(x—2)=0;x=0, x=2

y'(=10) = 3(=10)(=10—-2) >0 ; y'(1) =3(1)(1—2)<0 ; y'(10) = 3(10)(10 —2) >0
Creciente: (—,0) U (2, ) Decreciente: (0,2)

y(0) = 03 —3(0)2+4 =4 > Maximo:(0,4) ; y(2) = 22-3(2)2+4=0 - Minimo: (2,0)
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29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 6x? + 9x + 6. Calcula sus
maximos y minimos. ¢En qué punto corta al eje de ordenadas? Haz un esbozo de su grafica.

f(0) = 03—-6(0)2 +9(0) + 6 = 0; Punto corte con el eje de ordenadas (0,6)
y =3x>—12x+9 - 3x2-12x+9 =0;x=1x =3

F1(=10) = 3(=10)2 = 12(=10) +9>0  f'(2) =3(2)2=12(2) +9 < 0
£1(10) = 3(10)2 — 12(10) + 9 > 0

Creciente: (—o0,1) U (3,) Decreciente: (1,3)

Existe un maximo relativo cuando x= 1 pues la funcién deja de crecer y comienza a decrecer y existe un
minimo cuando x= 3 pues la funcién deja de decrecer y comienza a crecer.

L5}
1"

10

-

30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x3 — 3x? + 3. Calcula sus
maximos y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

y =6x?—6x >y =6x>—6x=0->x=0 x=1
£'(=10) = 6(=10)% — 6(=10) > 0; £'(0,5) = 6(0,5)2 — 6(0,5) < 0; f'(10) = 6(10)% — 6(10) > 0
Creciente: (—,0) U (1, ) Decreciente: (0,1)

Existe un maximo relativo cuando x= 0 pues la funcidn deja de crecer y comienza a decrecer y existe un
minimo cuando x= 1 pues la funcidén deja de decrecer y comienza a crecer.
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31. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x® — 9x. Calcula sus maximos y
minimos. Haz un esbozo de su grafica.

y =3x2-9 5y =3x2-9=0->x=-3x=3
f(=10) =3(=10)2=9>0 ; f'(0)=3(002=9<0 ; f'(10)=3(10)2=9>0
Creciente: (—oo — 3) U (3, ) Decreciente: (—3,3)

Existe un maximo relativo cuando x= -3 pues la funcidn deja de crecer y comienza a decrecer y existe un
minimo cuando x= 3 pues la funcién deja de decrecer y comienza a crecer.

32. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x? + 72X en el
intervalo [-7, 2] y en el intervalo [0, 8].

y =12x*—-12x+72 » y =12(x* —x + 6)

No tiene soluciones reales, no existen maximos o minimos relativos

49B ESO. Capitulo 13: Derivadas. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

=1
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ Derivadas

En[-7, 2] :

F(=7) = 4(=7)% = 6(7)2 + 72(-=7) = —1372 — 294 — 504 = —2170 ;
Minimo absoluto (—7,—2170)

f(2) = 4(2)° —6(2)% +72(2) = 32 — 24 + 144 = 152 ; Maximo absoluto (2,152)

En [O, 8]:
f£(0) = 4(0)3 —6(0)? + 72(0) = 0 Minimo absoluto (0, 0)
f(8) = 4(8)3 —6(8)% + 72(8) = 2048 — 384 + 576 = 2240 ; Maximo absoluto (8, 2240)

33. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 3| en el
intervalo [-3, 3].

Maximos y minimos absolutos:
f(3) =x+3 =6 - Maximo absoluto: (3,6)
f(=3)=—(-3+3) =0 - Minimo absoluto: (—3,0)

34. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar,
viene dado por: y = 15t + 0.8t%. ¢{Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 5 segundos? Si
continua asi, éen qué momento pasara de los 120 km/h?

y(t) = 15t + 0,8 t2 ;0 v(t) = 15+ 1,6t
Parat=0

v(0) = 15+ 1,6 (0) = 15m/s

Parat=5

v(5) = 154+ 1,6 (5) = 154+ 8 =23 m/s

km 1000m 1h 100 m
120 == - : = ==
h 1km 3600s 3 s

100 100—-45

15+ 1,6t = = 45+ 48t =100 ; t= = 11,46 seg

35. La temperatura, T, en grados, de una bola de hierro que se esta calentando vienedadapor T =
200 - 500/t, donde t es el tiempo en segundos. El radio, r, en mm, de la bola cuando la temperatura es
de T grados viene dado por r =40 + 0.001T. é¢A qué velocidad varia el radio cuando la temperatura es
de 50°, 75°, 100°? ¢A qué velocidad varia la temperatura a los 30 segundos? ¢Y para t = 90 segundos?
¢A qué velocidad varia el radio a los 10 segundos, a los 30 segundos y a los 90 segundos?

dr
r =40+ 0.001T - v(t) = T = 0,001

Por lo tanto, la velocidad a la que varia el radio cuando la temperatura es de 50°, 75° y 100° es
constante y es de 0,001mm/°.
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500 500
T—ZOO—T g 'U(T)— =

Para t=30 segundos:
500 _ 500

v(30) = 307 = 500 = 0,556 °/s
Para t=90 segundos:

v(90) = 22 =2 =0,061°/s

r =40+ 0.001T ; T =200 - 22
r(t)= = - == 0001 - 22
Para t=10 segundos:

r(10) = 0,001 - 23 = 0,05 mm/s
Para t=30 segundos:

r(10) = 0,001 - % = 0,001 mm/s
Para t=90 segundos:

r(10) = 0,001 - 2 = 0 mm/s

36. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos,
viene dada aproximadamente por d = 5t2. Si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la Torre
Eiffel, (que esta a 57 m de altura), éa qué velocidad llegaria al suelo? ¢Y si cayera desde la segunda
plataforma (que esta a 115 m)? ¢Y desde la tercera plataforma (que estda a 274 m)?

d=%gt2; v=g-t
Para la primera plataforma (57 m):
57

d =§ 9.8t? > 57 =49t? > t2 === > t =JT1,63 = 3,415
v =(9,8)(3,41) = 33,38 m/s

Para la segunda plataforma (115 m):

d =§ 9.8t2 - 115 = 4,9t > t2 = 1—195 ~ t=+2347 = 4,85s

v =1(98)(4,85) = 47,63 m/s

Para la tercera plataforma (274 m):

d =§ 9.8t2 — 274 =49t > t? = ii: ~ t=./5592 = 7,485

v=1(9,8)(7,48) = 73.30 m/s
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37. La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, €, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en
segundos). Determina en cada caso la funciéon velocidad y la funcion aceleracion:

a)e=t*—4t+3

v(t)=%= v=2t—4

dv
a(t)—E - a=2
b)e=2t3 -5t +4t—-3
v(t)z% > v=6t2—10t + 4

a(t)=% S a=36t—10

cJe=—t>*+4t+3

v(t)=% - v=-2t+4

a(t)=% - a=-2

d) e = (3t —4)2

v(t)=% S v =9t2 416 — 24t
a(t)=% - a=18t—24

38. Un depésito cilindrico de 10 metros de diametro se llena de agua a 0.3 m3 por minuto. ¢A qué
velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

V=03tm?® - V=n-r?-h didmetro=10 ; radio=5

7T'7‘2'h:0,3t - h:O'—BZ N h':v: O—BZZE
T nr 25m

Para t=2

(2) = 22 = 0,0038m/

v = 257 m/s

Para t=5

v(5) = % = 0,0038 m/s

La velocidad es 0,0038 m/s

39. La distancia, d, en metros, recorrida por un trineo que se desliza por una pendiente helada, a los t
segundos, viene dada por d = 0.2t> + 0.01t3. Determina la velocidad del trineo a los 2, 4, 7 y 15
segundos. Se sabe que si la velocidad del trineo alcanza los 60 km/h le pueden fallar los frenos,
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écuando deberia comenzar a aplicar los frenos para no perder el control?

d(t) = 0.2t + 0.01t3 > v(t) = % — 0.4t + 0.03¢2

Parat=2
v(2) = 0.4(2) + 0.03(2)?

0.8+ 0.12 = 0,92 m/s

Parat=4
v(4) = 0.4(4) + 0.03(4)?

1.6 +0.48 = 2,08 m/s

Parat=7
v(7) = 0.4(7) + 0.03(7)?

28+ 147 = 427 m/s

Parat=15
v(15) = 0.4(15) + 0.03(15)2 =6+6.75 =12,75m/s

km 1000m 1h

60 k™ = 16,67 m/s
h 1km 3600s
p— 2_ -
0,4t +0,03t*> = 16,67 — 0,4t +0,03t* — 16,67 =0 — t = 0,41\/(0,4)2(040(;)),03)( e
_ —0,4+/2,1604 _ 04+1469 St = 1068 _ 17,8 s
0,06 0,06 0,06

40. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta
en cada esquina un cuadrado de lado X, y se dobla. ¢Qué valor debe tener el lado del cuadrado, X,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo? Tendras que escribir el volumen de las
cajas en funcion de Xx.

V(x) =x(25—-2x)(20 — 2x) - V'(x) = (25 —2x)(20 — 2x) — 2x(20 — 2x) — 2x(25 — 2x) =
(25—-2x)(20 — 2x) — 2x(20 — 2x) — 2x(25—-2x) =0

(500 — 90x + 4x2) — (40 — 4x?) — (50 — 4x?) = 500 — 90x + 4x? — 40x + 4x%2 — 50x + 4x> =0
500 — 180x + 12x%> =0 — 12x%2 —180x + 500 =0 - 3x%2 —45x +125=0

x = —-btVb2—4ac _ 45%/(45)2-4(3)(125) _ 45+v525 _ 45%5v21

2a 2(3) 6 6
45+5v21 , 7 45-5v21
X, = S = 11,31 cm novalido; x, = =~ 3,7cm
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41. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 150 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie total sea minima, é¢cuanto debe medir su altura y el
radio de su base?

V=mn-1r?h=150 > w-r?>-h - h_15To

A=2n-r-h+2m‘2=2n-r-1—50+2 s’rﬂ+2nr2

A=—-22+4mr=0 > 22 =dmr

300 = 4nr3 - ——r - r= FOO =3\/E
41T T
A”—%+4n ; A”<3\/Z:>=LO3+4T[>O, minimo
()

1

150 150
h—n.3—ﬁ—m 137 46m

A

42. Al hacer las pruebas de un nuevo medicamento se comprueba que, segun la dosis, X, en
miligramos, que se administre, el porcentaje de curaciones, Y, viene dado por:

y = 100 — 80/ (x + 5). Sin embargo, el medicamento tiene efectos secundarios ya que perjudica al
rifion. El nimero de enfermos a los que el tratamiento produce efectos secundarios aumenta un 2 %
por cada miligramo que se aumenta la dosis. ¢Podrias ayudar a determinar la dosis de medicamento
adecuada? Razona la respuesta.

80 80
— 2x

y =100 - = ; Y =Gz "% a2

-2=0
2(x+5)2=80; 2x*+20x—30=0 ; x*4+10x—15=0 , x = -5F2V10

i —160

= e15 dueses negativa para x = =5+

Solucioén vélida, x = =5 + 2V 10, la otra es negativa; y
2v10

Por tanto, es un maximo.

43. En una industria la funcion u = f(t) indica el nimero de personas que constituyen la fuerza del
trabajo en el instante t, y la funcién v = ¢(t) indica la produccién media por persona incorporada a la
fuerza de trabajo en el instante t. (Vamos a considerar que ambas funciones son derivables, aunque
en realidad el niumero de personas es siempre un nimero natural, y por tanto son funciones
escalonadas). La produccion total es igual a y = u-v. Si la fuerza de trabajo aumenta un 3 % anual, (U’
= 0.03u) y la produccion por trabajador aumenta un 2 % anual (v’ = 0.02v) total, determina la tasa de
crecimiento instantanea de la produccion total.

f&)=003-f1) ; g =002-g(t)
003 - f(t)- g(t)+ f(t)- 0,02 - g(t) » 0,03u-v+0,02u-v - 0,05u-v

Aumenta un 5%
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44. En el ejercicio anterior considera que la funcidn que indica el nGmero de personas que constituyen
la fuerza del trabajo en el instante t es U = f(t) = 3t y que la funcién v = ¢(t) = t> + 3t, indica la
produccidn media por persona incorporada a la fuerza de trabajo en el instante t. La produccion total
es igual ay = u-v. Determina la tasa de crecimiento instantanea de la produccion total.

y=u-v= 3t): (t?+3t) > y=3t(t?+3t) =3t3+9t? > y' =9t? + 18t

45. Si en el ejercicio anterior consideras que la fuerza de trabajo ha disminuido un 5 % anual, y la
produccion por trabajador ha aumentado un 3 % anual total, determina entonces la tasa de
crecimiento instantanea de la produccidn total. ¢Crece o decrece la produccion total?

ap _ . AT ey
prl P(x) - 0,03 ; pri T(x)- (—0,05)
apPT) _ AP dCT) _ p 4T g dP
dt dt dt dt dt
LD = P(x) - (T(@) - (~0.05)) + T(x) - (P(x) - 0.03) » L0 =

= —0.05-P(x) - T(x) + 0.03 - P(x) - T(x)

2D = —0.02 P(x) - T(x)

Disminuye un 2% anual.
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AUTOEVALUACION
1. Indica cual de las siguientes expresiones es la definicion de derivada de una funcibnen x=a:
box b—x x—0 x—a h—0 h h—0 h
2. Laderivadadey = vx (x — 1) enx=1es:
a)0 b) 5 01 d) 2
_ Vith(1+h-1)—-(vV1(1-1)
y'(1) = lim L&D lim( ( ))=lim Lt T+ 0 =1
h—0 h h—0 h h—0 h

. x2+1
3. Laderivadadey = en x= es:
x3+43
15 10 16 1
a)— b) —— c)—— d)-
11 25 121 3
(+m)%+1 2241 (4+4h+h2+1)+1 441 4h+h2+5 5
lim (@+m)3+3 2343 _ lim (8+12h+6h2+h3)+3 8+3 _ lim (11+12h+6hZ+h3) 11 _
h-0 h h—0 h h—0 h
11(4h+h?+5)-5(11+12h+6h2+h3)
. 11(11+12h+6h2+h3) . 11h%+44h+55-5h3—30h%2—60h—55
= lim = lim
h—0 h h—0 h-11(11+12h+6hZ+h3)

—-5h3-19n?16h— . h(-5h%-19h—16)
lim = =
h—0 h'11(11+12h+6h2+h3) h—0 h'11(11+12h+6h2+h3)

(-5h%-19n-16) 16 16

= liIm = — =
h—0 11(11+12h+6h2+h3) 11-11 121

4. La derivada de y= e¥* 3 es:
Iy' = 2x - X3 b)y =2(e*)?- e* ¢y =3+e* 2 d)y =2e*
y = ex2+3 -y = (ex2+3)(2x)

5. La derivaday = sen(x®) es:

a)y’ = 3(sen (x))2 - (cos (x)?) .y’ = cos (x3) - 3x?
c)y = cos (x®) - sen(3x?) d)y” = 3(sen(x))? - (cos (x))

y =senx® - y = 3x? - cosx?

6. La ecuacidn de la recta tangente de la grafica de la funciony =5 + 2x + 3x? - 2x3en x = 1 es:
a)y=-2x—-6 b)y=x+8 cJy=2x+6 dy=2x+8

y=—6x?+6x+2 >yl =—-6(1?>+6(1)+2=2; y1)=5+2-1+3-12-2.13=8

y=8+4+2x—-1)->y=8+2x—2 > y=2x+6
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“ Derivadas

7. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = 3x2 - 2x3en X = 0 es:
a)y=2x+3 b)y=x+8 c)y = 6x dy=0

y =—6x?2+6x - y'(0)=-6(0%2+6(0)=0 ; y0)=3-02-2:03=0
y=0+0x—-0)->y=0

8.Lafunciony =3x*-5x3+2x2—-x+lenx=1es:
a) creciente b) decreciente c) alcanza un minimo d) alcanza un maximo

y =12x3 —15x2 +4x—1 > y (1) =12(1)3 =15 (12 +4 (1) -1=0
¥’ (0)=12(0)3—15(0)2+4(0)—1<0 ; y(2)=12(2)3-12(2)2+4(2)—1<0

Decrecimiento: (—o,1)  Crecimiento: (1, o)

9. Si la derivada de una cierta funcion es: y° = (X — 4) X entonces los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de dicha funcién son:

a) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
b)x < 0, decreciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
c)x <0, creciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente

d) x < 0, creciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, decreciente
fx)=x(x—4)-> x(x—4)=0->x=0x=4
f(-10) = (-10)(-10—-4)>0 ; f(OH=1A-4) <0 ; f(10) = (10)(10—4) >0

La funcién es creciente en (—o0,0) U (4, x) La funcidn es decreciente en (0,4)

10. La funcién y = 3x? — 2x2 alcanza los siguientes maximos y minimos:

a)(0,0) maximo y (1,1) minimo b) (—1,5) maximo y (1,1) minimo
c) (6,—324) minimo y (1,1) maximo d) (0,0) minimo y (1,1) maximo
y=3x2-2x3 5y =6x—6x2=0;x=1 x=0
y'(—=10) = 6(—10) — 6(—10)2 < 0 ;0 v'(0,5) =6(0,5) —6(0,5)2 >0 ; y'(10) = 6(10) —
6(10)2 <0
Decreciente: (—o,0) U (1, ) Creciente: (0,1)
x=0 minimo f (0) =0 , (0,0) ; x=1maximof(1)=1 , (1,1)
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