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Problema

Suma finita

Determinar el numero natural 7 tal que:

1

1

L =
142 2+

..... ar
Vr+yn+l

=10

En primer lugar, se racionalizan los primeros sumandos (la calculadora lo hace de forma automatica):

Sumando 1 Sumando 2 Sumando 3 Sumando 4
1 T H P 1 T H P 1 T H P 1 T H P
1442 12+{3 13+{4 {4+4{5
-1+42 {3-42 2-{3 -2+4{5
Se pueden ahora anotar las sumas de los primeros 7z sumandos:
-1+v2 -1+V3 1 -1+5

Se observa que S, = — 1 + /7 + 1. Para determinar el nimero natural para el que la suma alcanza el valor 10, hay
que resolver la siguiente ecuacion:

10=-1+vn+1

Esta ecuacion puede resolverse con la funcién SOLVE, a la que se accede mediante la combinacion de teclas (SHFT) [CALC).

POEEEE
Do mEm DO ) ) &
—1+'jx+1 =10 ’ —]+'jx+1 =10 ’
120
L-R= 0

Luego, el numero natural pedido es el 120.

Otra manera de resolver el problema consiste en utilizar el menu Tabla, para determinar la antiimagen de 10

segun la funcion:

I o
fix = Zlﬂ+\/x+—1

Para ello se procede de la siguiente manera:
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imagen de 10:
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100| 9. 0453
1 110)9. 5355
11) I 10
1 1300110, 445

120

Como se observa, el numero buscado es el 120.
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Regularidades numericas

Recurrencia en una tabla de multiplicar

03

La tabla de multiplicar presenta interesantes relaciones entre los numeros que contiene. Si te fijas, por
ejemplo, en la diagonal principal de la tabla, observaras que esta formada por la sucesion de cuadrados
perfectos:
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1, 4,9 16, 25, ..
La generalizacion matematica de dicha sucesion es a, =n% conn=1,2,3, ...

Observa la siguiente tabla de multiplicar, en la que los niumeros aparecen dispuestos formando una
escuadra de carpintero:

T2 26 |36 |48 | 0| 72 | or |56 108|120 132 | 104
12
Tis | 28 | 42 | 5 | 70| a4 | o0 | 112 | 126 | a0 | 150 s6n 162 190

Halla la suma de los numeros contenidos en cada escuadra:

1

2+4+2

3+6+9+6+3
4+8+12+16+12+8+4

B ¢Se observa alguna regularidad en dichas sumas?
B Calcula la suma de todos los numeros que forman la escuadra numero 16.

n Calcula la suma de toda la tabla 15 x 15.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
« Esta actividad plantea la busqueda de patrones en problemas aritméticos y la
generalizacion de los resultados obtenidos.

» Para desarrollar la actividad se hara uso de la funcion Sumas finitas, que permite
resolver sumas finitas de progresiones aritmeéticas y geomeétricas. Se accede a
dicha funcién mediante x].

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

El resultado de la suma de los numeros contenidos en las primeras escuadras puede calcularse directamente:
1,2+44+2=83+6+9+6+3=274+8+12+16+12+8+4=64

Para calcular las siguientes sumas se recurre a la funcion Sumas finitas:

T & o ] &
iitsxni‘l(ﬁx} fi(ﬁx}+§i(5x} ﬁ{?xnﬁiﬁx}
iw ¥= = #= iw =

12 216 343

Como se observa, la suma de los numeros contenidos en las escuadras coincide con la sucesion de los cubos
perfectos:

13=1,25=8,3=274°=64,5=1256°=216 .. n®

La suma de los numeros contenidos en la escuadra 16 es:

L ] r L ] r
g{l&z}+g(lﬁx) 16°
- * Se comprueba que dicha
40 suma es 16%. 40

Se puede demostrar de forma analitica que el resultado de la 7-ésima suma es 7°;

n-l+n-2+..+n-n-+n-n+n-n-+n-n-2)+..+n-2+n-1=
l+n l+n-1

=n-1+2+..+m+n-1+2+..+n-1)=n- 5 >

l+m n-1
- 2.
n ( 2 T2

)=n2~n=n3

15
La suma de todos los numeros de la tabla 15 x 15 es Z ns:

gtx;i

r n=1

14400

En consecuencia, la suma de todos los numeros de la tabla 15 x 15 es 14 400.
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O 4 Operaciones
¢Cuanto cobran los deportistas y cémo
tributan a Hacienda?
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Forbes es una revista especializada en el mundo de los negocios y las finanzas que se publica en los
Estados Unidos. Fue fundada en 1917 y cada ario publica una serie de listas que despiertan gran interés
entre los lectores; una de ellas es la lista de los deportistas mejor pagados.

En el afio 2016, un futbolista encabezd la lista de los deportistas mejor pagados, por primera vez desde
que empezara a publicarse esta lista. Se trataba de Cristiano Ronaldo, con unos ingresos de 88 millones
de ddlares anuales, de los cuales 56 millones correspondian al salario y 32 millones a los derechos de
imagen.

La primera mujer aparecia en el puesto numero 40. Se trataba de la tenista Serena Williams, quien
acreditaba unas ganancias de 28,9 millones de dolares, de los cuales 8,9 millones correspondian a
premios y 20 millones a patrocinios.

En Esparia, los futbolistas deben declarar el 85 % de sus ingresos en el IRPF; el 15 % restante pueden cobrarlo
como derechos de imagen a través de sociedades (siempre y cuando dichas sociedades tengan actividad). A
partir del ejercicio 2016, el tipo impositivo aplicable a los contribuyentes que declaran mas de 60 000 € anuales
es del 45 %, y el impuesto de sociedades, del 25 %. ¢Cuanto pago Cristiano Ronaldo en concepto de IRPF?
(Expresa el resultado en euros, para ello debes averiguar como esta el cambio con la moneda americana).

B Los docentes de secundaria cobran una media de 24 000 € al ario, con un tipo aplicable de IRPF del 30 %.
¢Cuanto debe pagar a Hacienda un docente de secundaria?

B Analiza los resultados obtenidos en las dos actividades anteriores y comparalos. (Te parece justo el tipo
aplicable de IRPF para estos dos trabajadores?

n En los Estados Unidos los impuestos que se deben tributar varian segun el Estado, si bien, en general las
grandes fortunas aportan a las arcas publicas alrededor del 39,6 % de sus ingresos. Segun este dato,
écuanto aporta Serena Williams a las arcas publicas?

B Si un deportista espariol ha abonado 3 825 000 € en concepto de IRPF (correspondiente al 45 % de su salario)
y 375 000 € en concepto de sociedades (correspondiente al 25 % de sus ingresos por derechos de imagen),
écuanto gana anualmente de media?

o casio fp =
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia o superior

NIVEL EDUCATIVO
32y 42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

« Esta actividad se plantea con el fin de trabajar la proporcionalidad y los

- porcentajes, asi como las aplicaciones de estos contenidos a problemas del ambito
cotidiano.

o » Conviene prestar especial atencion al modo de configurar la calculadora en los
| diferentes formatos de entrada y salida de datos, accediendo mediante las teclas el

. menu (siFT) (MEND) (3] (2 (3].

P  Para una mejor visualizacion de las cifras obtenidas conviene activar la opcion

Separar digitos: e @® @ 2] 3.

EJEMPLO DE SOLUCION
.............................................................................. .
Cristiano Ronaldo pago el 45 % de 56 000 000 $ en Un US dollar equivalia durante la fecha de publicacion
concepto de IRPF. Es decir: de la lista Forbes a 0,94 €, en consecuencia, la cifra
anterior se expresa en euros Como:
15%¥56000000 AnsX0. 94 *
25 200 000 23 688 000

Un docente ha de pagar el 30 % de 24 000 €. Es decir:
30%%X21000

Los alumnos han de analizar los resultados de las dos actividades anteriores y comparar los resultados valorando
el concepto de impuesto progresivo.

Serena Williams ha de abonar a las arcas publicas el 39,6 % de sus ingresos, que ascienden a 28,9 millones de dolares.

39. 6%X28900000"

11 444 400

El salario del deportista y sus ingresos por derechos de imagen se muestran a continuacion:

3825000+45% 375000+25%

8 500 000 1 500 000
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Regularidades numericas

Torre de numeros impares

04

El triangulo de Pascal o de Tartaglia es una disposicion de numeros en forma triangular en la que cada
numero de la fila inferior es la suma de los dos numeros superiores contiguos.

ALGEBRA

\|

Algunas propiedades numeéricas del tridangulo de Pascal son las siguientes:

¢ La segunda diagonal esta formada por los numeros naturales. 1 1
12345, .. 1 2 1
¢ La tercera diagonal esta formada por los numeros triangulares. 1 3 3 1
1, 3,610, ..
¢ La suma de las filas corresponden a las potencias de 2: 1 4 6 4 1
2,4,8,16,32, .. 1 5 10 | 10 5

Observa la siguiente piramide de numeros:

¢Los elementos de qué fila suman 29 791?

B ¢Qué numero ocupa la posicion 6 en la diagonal (1, 3, 7, 13, 21, ...)? ¢{Y la posicion 1007
Generaliza el resultado.

B ¢Qué numero ocupa la posicion 6 en la diagonal (1, 5, 11, 19, 29,...)? Y la posicion 1007
Generaliza el resultado.

n ¢Qué numero ocupa la posicion central en la fila 7? Generaliza el resultado.

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

" NIVEL EDUCATIVO
i 42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
« Esta actividad se plantea con la intencion de buscar patrones en problemas
. aritméticos y de generalizar los resultados obtenidos.

\|

<
ac
/M
1
O
-
<

» Enla actividad se estudian sucesiones aritméticas de segundo orden y sucesiones
de numeros cubicos perfectos.

« Conviene hacer uso del menu de Estadistica bidimensional, concretamente de la
opcion Regresion cuadrdtica, para calcular el término general de la sucesion.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

La sucesion correspondiente a las sumas de las filas es:
1,3+45=87+9+11=2713+15+17+19=64...
Es decir, se trata de la sucesion de las potencias cubicas de los numeros naturales: 13, 23, 33, 43... #°.

En consecuencia, la fila cuyos elementos suman 29 791 es:
] r

29791

Para calcular el término general de la sucesion formada por los elementos de la primera diagonal (1, 3, 7, 13, 21, 31,...)
se entra en el menu Estadistica y se selecciona la opcion correspondiente a la regresion cuadratica.

Seguidamente, basta con introducir los tres primeros términos que forman la sucesion:

(e (2 @ (ad oy (3)
xe 1:1-Variable ® v yagetn
*= 2EJM 2:y=a+bx I ﬂ:fr

3:y=at+bx+cx= — T o=l
2:Estadistica d:y=a+b+1ln(x)

En consecuencia, el término general de la sucesion es 4, = 72 — 1 + 1, y el término 100 es:

]
100°=100+1

Se puede comprobar que se trata de una sucesion aritmeética de orden 2:

3
= -
" ¥ vk
1 é é g:?d El té‘rmino gene-ral de la l DDZ"']. DD_]_
e « sucesion es ¢, = 72 + 7 — 1
y el término 100 es: 100
Fila 1 3 = Z r—

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



O 6 | Aproximaciones y errores
El numero e. Aproximacion numeérica

”

Uno de los problemas actuales que mas preocupan a la sociedad es la sobreexplotacion de los recursos
y las terribles consecuencias que se derivan de esta practica, como por ejemplo, la escasez de alimentos
en un futuro proximo. Para analizar este problema, hay que tener en cuenta la tasa de crecimiento de la
poblacion mundial.
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Para estudiar la tasa de crecimiento de una poblacién se utiliza una expresion algebraica en la que
intervienen los logaritmos naturales, que son aquellos que tienen como base el numero e.

En esta actividad vamos a acercarnos a este numero tan presente en la naturaleza y a su vez tan poco
conocido.

Calcula el valor numérico de la expresion algebraica (1 + %) donde 7 es un numero natural, para valores de 7
muy grandes. Organiza los resultados que obtengas en una tabla y pon en comun los resultados que obtengas
con los de tus comparieros.

E Aunqgue habitualmente se recomienda trabajar con dos cifras decimales, deberas tomar mas cifras decimales
para diferenciar los resultados que corresponden a diferentes valores de 7. Vuelve a realizar los calculos del
apartado anterior asegurandote que obtienes resultados distintos para diferentes valores de 7. (Coincide
alguno de los resultados que has hallado con los de algun compariero? ¢Qué resultados se repiten? (Qué
valores de 7 se han introducido en la calculadora?

B ¢Cual es valor de 7 mas grande que admite la calculadora tal que el valor numérico de la expresion algebraica
1+ %)” es diferente de 1?

" .
¢ Nota: Cuanto mayor sea 7 mas se aproximara el valor numeérico de la expresion algebraica (1 + %) aun

« numero fijo: el numero e. Puedes obtener un valor muy aproximado a e (tanto como tu calculadora te :
. permite) mediante la combinacion de teclas (x109). .

- . 1Y .
n Vuelve a elaborar una tabla con los valores numeéricos de la expresion (1 + 7) para los valores mas altos
posibles de 7z. Pon en comun tus resultados con los de tus comparieros.

B En algunos casos habras obtenido resultados expresados en notacion cientifica. Expresa dichos resultados en
notacion decimal. ¢Para que valor de 7z has obtenido el menor resultado en el apartado anterior? ¢En cuantas
cifras decimales coincide el valor de la expresion algebraica con el valor real del numero ¢?

Nota: Como bien sabes, el numero Tt es un numero irracional, es decir, un numero decimal con infinitas
cifras no periddicas que no puede expresarse como cociente de dos numeros enteros. Son numeros
irracionales T, raiz de 2, raiz de 5... y también el numero e. Solo falta por conocer el niumero imaginario 7
de la famosa identidad de Euler ¢™ + 1 = 0.

@ CASIO fp ©
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EJEMPLO DE SOLUCION

MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» En estas actividades se trabaja el calculo del valor numérico de una expresion
algebraica y se justifica la importancia del numero ¢ en la vida cotidiana, a la vez
que se calcula una aproximacion de su valor numerico.

e La actividad 1 puede suscitar una discusion sobre qué se considera un numero
grande, en funcion del nivel en el que se esté trabajando.

e Enla actividad 4 se puede analizar qué parte de la expresion algebraica es la
que da como resultado 1, en lugar de una correcta aproximacion del numero e.
Se puede aprovechar la actividad para analizar los casos en los que no resulta
adecuado el uso de la notacion cientifica.

» Enla actividad 6 se pueden estudiar, a modo de ampliacion, los conceptos de
crecimiento y limite de una sucesion.

En la columna A se introducen valores altos de 7, y en la celda B1, la formula (1 + 1:A1)AA1, que se extiende en el
rango deseado de la columna B. Se obtiene, asi, una tabla como la siguiente:

ERECIY
=(1+1=-A1)" (A1)

Como se observa, los resultados se presentan con solo 4 cifras decimales y parecen tender al valor 2,7182.

Al colocar el cursor en las celdas de la columna B aparece la formula que proporciona los resultados contenidos
en estas celdas, pero no los propios resultados. Para que se visualicen, con mas cifras decimales de las que se
muestran en la tabla, hay que modificar la configuracion de la calculadora:

(suFr) (WENY @

(@] (2) 2]

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
3:Formato numero
4:5imb ingenieria

1:Auto calculo
2:Mostrar celda

1:Formula

1:Result fraccidn
L 2:Valor

2:Complejos
J:Estadistica

4:Hoja de calculo

Ahora se muestran los valores numeéricos contenidos en las celdas:

Se observa que el ultimo valor de 7 para el que se obtiene un resultado distinto al de las celdas precedentes es
n =1-10%, al que le corresponde el valor 2,718281828.
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A partir de z = 1 - 10" el valor numérico de la expresion algebraica (1 + i)n es 1l

n
(1+15e17)

T
1=m14

En esta ocasion, hay que introducir en la casilla Bl la formula e-(1+1:A1)AAl y extenderla al rango de la columna B
que se considere apropiado:

0]
1:Rellen formula | |Rellen fdrmula
2:Rellenar valor Formul=e—(1+1+A1)" (A1)
3:Editar celda Rango :Bl:Bl14l
4:Espacio libre

Se obtiene, asi, una lista de valores como la siguiente:

El menor resultado se obtiene para 7z = 1 - 10%, alcanzando el valor 1 - 107*2, es decir, 0,0000000000012
(para n =1 - 10% se obtiene 0).

Esto significa que cuando # = 1 - 10* el valor numérico de la expresién algebraica (1 + %) coincide en 11 cifras con
el valor de e.

s o
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Regularidades numericas

Piramides de cubos

07

Las figuras geométricas en el espacio pueden seguir interesantes patrones numéricos. Trata de encontrar
dichos patrones en la siguiente figura:
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Se observan dos especies de piramides formadas
por cubos. La primera de ellas, la mas pequenia,
esta formada por 4 cubos y tiene 2 cubos de
altura.

La segunda piramide, situada tras la primera,
tiene una altura dos cubos superior a la piramide
que le precede.

Cada capa tiene una altura dos cubos superior a
la capa anterior, hasta alcanzar los 10 cubos de
altura. A partir de esa capa, las siguientes tienen,
sucesivamente, alturas inferiores en dos cubos a
las capas anteriores.

¢Cuantos cubos hay que utilizar para completar la figura que se ha descrito?

B ¢Cuantos cubos habria que usar en total para construir una figura como la descrita pero de 50 cubos de altura?

Federacidn

Expaiiala de

A I Sociedadiy do

: o . Profesoies de
o EdUctiva ]I. Matemticas



MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

n ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
 Esta actividad se plantea para buscar patrones en problemas geomeétricos y
generalizar resultados.

\|

<
(a4
[a8)
(48]
@)
—
<

" o Para realizar la actividad se hara uso de la funcion Sumas finitas de la calculadora.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

La primera capa, de 2 cubos de altura, estd compuesta por 4 cubos (4 = 22)

La segunda capa, de 4 cubos de altura, estd compuesta por 16 cubos (16 = 4?)

Como se observa, cada capa tiene tantos cubos como el cuadrado de su altura. En consecuencia, para una
construccion de 10 cubos de altura, el total de cubos utilizados coincide con la suma de los cuadrados de
los 5 primeros numeros pares consecutivos mas la suma de los 4 primeros numeros pares consecutivos, que
corresponde a las caras posteriores. Es decir:

i (2x)? + 24: (2x)?

x=1 x=1

] &
2
giuzx:: ]+:):i((zx)?>
340

Por tanto, hacen falta 340 cubos.

En el caso de una construccion de 50 cubos de altura, el numero de cubos requeridos es:

25 24
Z(Zx)2+ Z(Zx)2
x=1 x=1

] &
2
gum: ]+§_'i((zx)?>
41700

En consecuencia, hacen falta 41 700 cubos.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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1262383049660586222684174870651169998454847760535761095005091
6182626818413620269880155156801376138071753405453485116413864
8904527031605516052768809525956360593996436471601951598338820
9962459578542172100149933776393858121960407273342250718005600
9672540900795541095168165737795933263322883148732515590778530

Logaritmos

Numero de cifras de un numero “muy grande”

V4
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6844497786480339196258080068276001784958928193764231021494476
2837569186221071720202524163030311855918867830431407694380169
2528246980959705901641444238894928620825482303431806955690226
3087734268295039009305293951812087395919671958415360531431457
75307050594328881077553168201547775

En ocasiones, puede resultar interesante conocer el numero de cifras que tiene el resultado de una
operacion, sin necesidad de conocer cudl es ese resultado. Una manera de hacerlo, es utilizar los
logaritmos, como veras a continuacion.

Utiliza la calculadora para dar respuesta a las siguientes preguntas:

¢Cuantas cifras tiene el numero 23%?
E ¢{Cuantas cifras tiene el numero 2347
B {Cuantas cifras tienen los numeros 239 y 23%2?

n ¢Cuantas cifras tiene el numero 23%%? ¢Qué sucede cuando intentas responder a esta pregunta usando la
calculadora?

B Para responder a la cuestion anterior, calcula los logaritmos decimales de los siguientes numeros:
2,3, 31,485,405, 607, 1234, 5 678, 12 345, 67 890, 12 3456, 789 012

Observa la parte entera de cada logaritmo. (Qué puedes deducir?

B Aplica tus deducciones y resuelve nuevamente la actividad 3 pero de distinta forma.
Intenta resolver la actividad 4 por el mismo método. (Qué observas?

B ¢Conoces alguna propiedad de los logaritmos que pueda solventar el error que indica la calculadora en la
actividad 7?

g A partir de las conclusiones que extraigas en la actividad 7, deduce cuantas cifras tiene el numero 23%.
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» El alumnado debera conocer, previamente a la realizacion de esta practica,
conceptos basicos de notacion cientifica.

 El alumno debe conocer el concepto de logaritmo y sus propiedades basicas.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Se realiza la operacion y se cuentan las cifras:
o | r

2%

858903459

El numero tiene 10 cifras.

Se procede de manera analoga a la actividad anterior:

El numero tiene 11 cifras. Se cuenta la cifra entera (de un solo digito, ya que el resultado se muestra en notacion
cientifica) mas las 10 posiciones que indican el exponente 10.

Se procede como en los casos anteriores:

Los numeros tienen 91 y 100 cifras, respectivamente.

Se procede como en los casos anteriores:
=l

% ERROR Calculo

[AC] :Cancelar
[«41[»]1:Volver

La calculadora ve superada su capacidad y no es capaz de hallar el resultado, por lo que no se puede contar el
numero de cifras de un numero tan grande. Habra, por tanto, que buscar otra estrategia.
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Para resolver estas cuestiones se accede al modo Hoja de calculo:
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s678 | 12 345

Se selecciona la celda Bl y se introduce la formula log(Al). Seguidamente se extiende dicha formula al rango B1:B12.

0PN @ oo () () (=) (D OJ (epi) o) (] (et (1=9) (a) 62+ (D) (2
1] 1]

1:Rellen férmula | |[Rellen férmula Rellen férmula

Z2:Rellenar valor Formul=log(Al> Formul=log (Al

3:Editar celda Rango :Bl:Bll Rango :Bl:EBl2

4:Espacio libre

En la columna B aparecen los correspondientes logaritmos:

e d, o a
10 BCSEFD] EPERE
11 T i,

{1, M
asfi.exaz] 3.7l

5678

Se observa que la parte entera de cada logaritmo es una unidad inferior al numero de cifras del numero
correspondiente. Es facil deducir que si un numero tiene 7 cifras su logaritmo decimal consta de una parte entera
con 7 - 1 cifras. Este resultado se puede utilizar para resolver la actividad 3.

Se calcula, en cada caso, el logaritmo decimal y se considera su parte entera:

1031.:?.23‘”} ’ 1031T2m}

90. 3089987 99, 94195856

Sumando una unidad a la parte entera de cada logaritmo se obtiene el numero de cifras correspondiente:

" .............................................................................. .

Al intentar resolver la actividad 4 utilizando logaritmos, la calculadora devuelve un mensaje de error.

log, (2%) ’ ERROR Calculo

[AC] :Cancelar
[41[w]:Volver

Sin embargo, para calcular el numero de cifras de 23%, se puede hacer uso de las propiedades de los logaritmos.

En concreto de logyo %7 = p - logyo

3331 08,y(2)

100. 2429886

Por tanto, se concluye que el numero 23 tiene 101 cifras.




Notacion cientifica
12 Un viaje numérico al CERN: entre lo infinito
y lo infimo (I)
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El CERN es el centro de investigacion mas importante de Europa. Se han necesitado mas de 30 afios y
una inversion de 6 500 millones € para finalizar su construccion. Decenas de premios nobel han usado y
siguen usando sus instalaciones.

Los paises miembros del CERN (entre los que se encuentra Espafia) financian con dinero publico su
presupuesto anual, que asciende a mil millones de francos suizos (CHF).

Expresa en notacion cientifica el presupuesto del CERN. Expresa dicho presupuesto en euros (€) y en dolares
US ($) de acuerdo con el tipo de cambio vigente.

[1€=114479US $, 1 CHF = 0,90767 € ]

E Compara el presupuesto anual del CERN con los presupuestos generales del estado esparfiol para el afio 2016,
que ascendian a 274 731,84 M €.

B Durante el funcionamiento de sus instalaciones, el CERN genera una factura eléctrica de doscientos cincuenta
millones de euros anuales. {Qué porcentaje representa esta cifra sobre el total de su presupuesto?

n El LHC (Large Hadron Collider) es la joya de la corona del CERN. Se trata de un acelerador de particulas que
puede acelerar protones hasta alcanzar 0,999999991 veces la velocidad de la luz. (Cuantos kilometros recorre
durante un minuto un proton que se mueve a esa velocidad en uno de los anillos de aceleracion del LHC?

B Compara el valor que has obtenido en el apartado anterior con la distancia media estimada entre la Tierra y el
Sol, de aproximadamente 1,5 x 10 m).

B El LHC es un anillo casi circular de 27 km de longitud. (Cual es el radio de ese anillo? (Qué superficie interior
alberga dicho anillo? Compara esa cantidad con la superficie de un campo de futbol (~ 1 ha) y con la superficie
de una ciudad cosmopolita como Barcelona (~100 km2 ).

Federacidn
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

EJEMPLO DE SOLUCION

..........................................................................

Se introduce el presupuesto expresado en francos suizos y se expresa en notacion cientifica:

([E) aJ U000 MOE B

- » Previamente a la realizacion de la actividad, se recomienda contextualizarla con
- una breve explicacion de qué es el CERN y que investigaciones se llevan a cabo.

"= 100 0000 100 0000
_J_Jl 060 ] 060
I J [-::]

1 000 000 00O

1 %102

Seguidamente se expresa el presupuesto en euros, aplicando el tipo de cambio vigente 1 CHF = 0,90767 €:

XOOEBO@EEHE B
AnsX0. 90767 AnsX0. 90767
907 670 000 907, B7 xw®
A continuacion, se expresa el resultado en doélares US ($):
XOOMNEEEOME=EE B
AnsX1.14479 AnsX1. 14479
1038 091 539 1. 039091539 %1®

Se dividen ambos presupuestos:

274751 . 84 x16
907670000

302, 6781099

En consecuencia, los presupuestos generales del estado espariol son mas de 300 veces el presupuesto del CERN.
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Para calcular el porcentaje, se divide la factura eléctrica entre el presupuesto total:

2)E) 0] 6] E @ E) =)
250X %106+1 x109 250% x106+1 x109
1
4 0, 25

Por tanto, el CERN dedica el 25% de su presupuesto al gasto eléctrico.

Se introduce la velocidad de la luz, ¢y:

5D E) =
- ] & ] &
1:Universal th h : Co Co
2:Electromagnétic 45? 5 r EEE
3:Atomica&Nuclear
4:Fisicoquimicas 299 792 458

Seguidamente se multiplica por 0, 999999991, para obtener la velocidad del proton:

XD EEEOEEEEEAE
Ansx0. 999999991

299 792 455. 3

El resultado se expresa en m/s. Para obtener la velocidad en km/h se procede a realizar la conversion entre las unidades:

() (8) O) @ 2 B

El ]
1:Longitud | 1:Velocidad 1:k/hend's 2:m/srmh ﬁnsrﬁs-klihl
2:Area 2:Presidn |
J:Volumen J:Energia
4:Masa 4:Potencia

Se obtiene, asi:

ﬁnsuﬂ-klih

1079 252 839
Dividiendo entre 60 se obtiene la distancia que recorre en un minuto:
B2EQEm
Ans-<60 *

En primer lugar se expresa la distancia recorrida por el proton en metros.

DUEMEOXODOOO0E

1. 8x10Xx1000

1.8x,10

casio gp




A continuacion, se divide la distancia recorrida por el proton por la distancia entre la Tierra y el Sol:

) EFOOEMOIOE MXOOOE
Ans<1.5x0ll Ans<1.5x0ll AnsX100 :
3
25 0,12 12

Por tanto, el proton podria completar el viaje de ida y vuelta de la Tierra al Sol 6 veces en un minuto.

Se considera que la longitud de una circunferencia es L = 27tr, por lo que el radio se calcula como r = L : 2T.
GE@OEHGME =

=W
27+(210) :

4. 207183463

En consecuencia, el radio del anillo es aproximadamente de 4,297 km.

Para calcular el area, se considera que A = 7tr2, de manera que:

(5] (0] (X] (ang) (27 (E)
qu i
AXANS

58. 01197674

Es decir, aproximadamente 58 km?.

Para comparar esta area con la superficie de un campo de futbol, conviene expresar ambas superficies en la
misma unidad, en este caso, en m? 1 ha = 10 000 m?

] &
58%1000°+10000

5 800

En consecuencia, la superficie que encierra el anillo equivale a 5 800 campos de futbol.

Si se compara esta superficie con la de una ciudad como Barcelona, se tiene:
BEeEEH0O0O0OE 5%
58+100 : 58+100 :

29
50 0. 58

Luego, la superficie que ocupa el LHC es mas de la mitad de la superficie de Barcelona.

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Notacion cientifica
13 Un viaje numeérico al CERN: entre lo infinito
y lo infimo (II)
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El LHC, emplazado en el CERN, es el acelerador de particulas mas grande y energético del mundo. Se
trata de un tunel circular de 27 km de longitud por el interior del cual se aceleran haces de protones en
sentidos opuestos a velocidades proximas a la luz. Cuando las particulas colisionan, producen altisimas
energias a escala subatomica que permiten simular eventos que ocurrieron inmediatamente después del
Big Bang.

Los haces de protones recorren el anillo de 27 km de longitud a altas velocidades, de manera que completan
11 000 vueltas por segundo. ¢Cuantos metros recorren los protones en un minuto?

E En cada uno de estos haces hay 100 000 000 000 protones. A pesar de la enorme cantidad de protones que
hay en cada haz, unos pocos gramos de hidrogeno son suficientes para proporcionar protones que acelerar
durante el proximo millon de arios. Comprueba la validez de esta afirmacion.

B Para generar los campos magneéticos que mantienen confinados los haces de protones dentro del LHC se
utilizan bobinas formadas por hilos de 0,007 mm de grosor (diez veces mas finos que un pelo humano)
formados por una aleacion de niobio-titanio. Dichos hilos soportan intensidades de corriente de 12 000
amperios (mas de 400 veces la intensidad que soportan los cables que se usan con tensiones habituales).
Para hacernos una idea de la cantidad de cable instalado, si alinearamos todos los filamentos utilizados en los
imanes del LHC podriamos ir y volver al Sol mas de seis veces.

a) Compara la longitud de cable instalado con las distancias del Sol a los distintos planetas del sistema Solar
expresados en UA ( 1 UA = distancia Tierra-Sol ~150 x 106 km):

Sol — Mercurio: 0,39 UA
Sol — Venus: 0,72 UA

Sol —Tierra: 1,00 UA

Sol — Marte: 1,52 UA

Sol — Jupiter: 5,20 UA
Sol — Saturno: 9,54 UA
Sol — Urano: 19,19 UA
Sol — Neptuno: 30,06 UA

b) Teniendo en cuenta que un clip tiene un grosor del orden de 1 mm, {cuantos filamentos conductores de
niobio-titanio caben en un clip?

n Tras la colision de dos haces de protones, se alcanzan temperaturas que exceden en mas de 100 000 veces
la temperatura del centro del Sol; sin embargo, el interior del LHC es el lugar mas frio del universo conocido
(1,9 K), asi como uno de los mas vacios (con presiones de aproximadamente 10* atm). Se han de mantener
estas condiciones de presion y temperatura para que se mantenga la propiedad de superconductividad de los
imanes. Teniendo en cuenta que el cero absoluto de temperatura corresponde a los —273 °C, {qué tanto por
cilento del cero absoluto se alcanza en el interior del LHC?

@ CcAsio fp &
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NIVEL EDUCATIVO
42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
. » Previamente a la realizacion de la actividad, se recomienda contextualizarla con
una breve explicacion de qué es el CERN y qué investigaciones se llevan a cabo.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

La distancia que recorren los protones en un minuto, expresada en metros, es:

11 x103%27 x103X60

Cabe recordar que la masa, expresada en gramos, de 1 mol de hidrogeno coincide con el valor de su masa
atomica. Por tanto, la masa de 1 mol de H es 1 g. Por otra parte, un mol de cualquier sustancia contiene un
numero de particulas igual a el Numero de Avogadro: N = 6,022 X 10%. En consecuencia, el numero de paquetes
de 10 protones que hay en 1 g de hidrogeno es el cociente N : 101,

@ E3) H0xIO0EE
] O .

1:Universal i :f : N +16fl

2:Electromagnétic AEEI 5!: EE. .

J:Atomica&Nuclear

4:Fisicogquimicas

Si se lanzara un paquete de protones cada segundo, el tiempo que se tardaria en lanzar todos los protones seria
6,022 - 10% s. Este tiempo, expresado en afios es:

Ans<3600+24+365

190 960. 8476

Se puede calcular, ahora, cuantos gramos de hidrogeno se necesitan para enviar paguetes de protones durante
1 millon de anos:

1 méﬂns *

5. 236675541

Asi pues, con solo 5 g de hidréogeno se podrian enviar paquetes de 10 protones a un ritmo de un paquete cada
segundo durante 1 millon de arios, por lo que la afirmacion es consistente.
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a) Se introducen todos los valores en una hoja de calculo:

bew) (8)

A continuacion se introduce en la celda Bl la siguiente formula:

() (cacc) (6] (=) (ow) (@) (3]

B8

19] ]
el 1
1

Seguidamente, se copia esta formula en el resto de celdas de la columna B:

®BE

0PTN ™®

@

1:Rellen férmula |
2:Rellenar valor
3:Editar celda

1:Cortar y pegar
2:Copiar y pegar
3:Borrar todo

4:Recalcular

4:Espacio libre

®BE

1 IEGE] WPz 1 RG] WAz :
o0, e, - i P 4 W= ERET ]
2 & - — < MRS ] DR B
EPegar:[= =

b) Para determinar cuantos filamentos caben en el grosor de un clip hay que comparar las areas, no los diametros.

o W r
_wx(1+2)°
X (T x0-3)¢
5102, TA0B1632653»

Es decir, en el grosor de un clip caben mas de 5 000 cabezas de filamento conductor.

En primer lugar, se expresa la temperatura en grados Celsius:

(EVJEN

B o iuisa
1 g ik g A g B

1.9-273 :

-271.1

Seguidamente, se divide esta temperatura por la A continuacion, se multiplica por 100 para obtener el

correspondiente al 0 K, es decir —-273 °C: porcentaje:
() () (@) (2) @ (B ) () X) 3 (@ (@ E 6
Ansgfz?E ansﬁ?sﬂ *

0. 993040293 99, 3040293

casio fp =
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Back to the BigBang: el timeline del Universo (II)

15

Hagamos un viaje en el tiempo hacia el pasado desde el momento presente y veamos algunos de los
acontecimientos fisicos mas relevantes durante la evolucion del Universo:
 Actualidad (13 700 millones de afios desde el Big Bang). En el CERN, los fisicos han iniciado un viaje en el tiempo

para determinar el origen de la materia que conforma nuestro Universo. La temperatura césmica de fondo ha
descendido hasta casi los —270 °C. (Empieza nuestra muerte térmica?
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« Vida en la Tierra (10 000 millones de arios desde el Big Bang). Una sopa de moléculas organicas aparece en la Tierra,
un pequerio planeta azul situado en los confines de la Via Lactea, una galaxia espiral de tamario medio perdida en la
inmensidad del Universo.

« Sistema Solar (9 200 millones de arios desde el Big Bang). La fuerza de la gravedad ha agrupado los residuos
estelares en torno al Sol hasta formar un sistema planetario.

« Estrellas y galaxias (200 millones de afios después del Big Bang). La fuerza de la gravedad atrae el polvo césmico
material y los atomos ligeros se fusionan en el corazon de las estrellas, que paulatinamente se van agrupando en
cumulos y galaxias. Empiezan a producirse atomos pesados como resultado de las reacciones nucleares de fusion. La
temperatura césmica desciende hasta los 4 000 °C.

« Atomos ligeros (380 000 afios desde el Big Bang). Se forman los primeros atomos de hidrégeno y helio. Los fotones
escapan de la interaccion con los electrones y el Universo se ilumina por primera vez.

* Nucleos ligeros (3 minutos desde el Big Bang). Protones y neutrones se unen para formar los nucleos de los atomos
ligeros. Los fotones son continuamente emitidos y absorbidos por la materia. Todo esta a oscuras, el Universo es
opaco.

« Protones y neutrones (0,01 milisegundos después del Big Bang). Se forman los protones y los neutrones a partir de
los quarks y los gluones. Todo el Universo existente tiene el tamario del actual Sistema Solar. La temperatura césmica
de fondo supera el billon de grados Celsius.

» Plasma de quarks y gluones (una billonésima de segundo desde el Big Bang). Entran en accion la fuerza nuclear
débil y la fuerza electromagneética. El radio del Universo no alcanza los 300 millones de kildbmetros. La temperatura
cosmica de fondo es de 10 000 billones de grados Celsius.

» Zoo de particulas (10 s después del Big Bang). Una billonésima de billonésima de billonésima de segundo después
de la gran explosion, apenas un suspiro cosmico. Mesones, electrones, quarks, neutrinos y fotones interaccionan de
forma continua. La fuerza nuclear fuerte y la fuerza electrodébil dominan un Universo que cabe en una manzana. La
temperatura césmica de fondo es de 1 000 000 billones de billones de grados Celsius.

et =105, T = 103 °C. Albores del Big Bang: origen de nuestro horizonte de exploracion temporal. Todo el Universo,
concentrado en un punto, acaba de estallar.

Expresa las cantidades temporales del texto en notacion cientifica y con la unidad de medida indicada.

Expresa las cantidades anteriores en segundos.

Expresa en escala logaritmica decimal los valores temporales correspondientes a cada uno de los hitos anteriores.

Establece la proporcion correspondiente a la distancia temporal entre los hitos consecutivos.
¢Qué se puede deducir a partir de los resultados obtenidos?

Imagina que toda la historia del Universo pudiera concentrarse en el periodo de tiempo correspondiente a un
solo afio solar terrestre. (En qué punto temporal de ese arfio nos encontrariamos en la actualidad?

Discute y reflexiona con tus comparieros sobre los resultados obtenidos en las actividades anteriores.
¢Qué conclusiones se pueden extraer?

¢{Qué nuevas preguntas te plantearias a partir del modelo de evolucion temporal del Universo que se ha trabajado?

&l
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MATERIALES

Calculadora CASIO fx-82/85/350 SP X II Iberia

Hoja de calculo (Excel Microsoft Office o Calc LibreOffice)

GeoGebra

Recursos on-line y bibliografia complementaria:

 Origen y evolucion del Universo: http://www.iac.es/cosmoeduca/universo/charlal.html

e The Scale of the Universe: http://htwins.net/scale2/

« Nanoraisen, aventuras a través de los decimales:
http://www.nanoreisen.com/espanol/index.html

e Potencias de 10: https://mwww.youtube.com/watch?v=9JUpladncWg&feature=youtu.be

e The Scales of the Universe:
https://finance.yahoo.com/video/3-minute-animation-change-way-181643354.html

 Linea de tiempo sobre el Universo:
https://prezi.com/s3hdurrkrOlp/linea-del-tiempo-sobre-el-origen-del-universo/

e Is that a Big Number: http://www.isthatabignumber.com/home/
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NIVEL EDUCATIVO
32 de ESO y 4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» La actividad puede trabajarse individualmente o en pequefios grupos de estudio. Se recomienda trabajar
conjuntamente con la asignatura de Fisica y Quimica, puesto que los contenidos de aplicacion estan
directamente relacionados con esta materia. Asimismo, se aconseja acompanar alguna de las sesiones con
algunos de los breves videos propuestos en la bibliografia complementaria.

 Para la realizacion de los calculos propuestos en las actividades es necesario hacer uso del menu de configuracion
Formato de numero. Se accede a dicho menu mediante:

(upt) (ENY) @

l1:Entrada/Salida § |1:Fijar decimales
2:Unidad angular 2:Not cientifica
J:Formato nimero 3:Normal

4:Simb ingenieria

También deben utilizarse las teclas de las funciones exponencial y logaritmica de base 10, 10* y logyo x.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Se accede al menu Formato de numero, se selecciona la opcion Notacion cientificay se escogen dos cifras significativas.
([E) @] 2 @

1:Entrada/Salida & |1:Fijar decin?ales 1:Fijar decil‘ales
2:i:Unidad angular 2:Not cientifica 2:Not cientifica

J:Formato nimero JiNormal J:Normal
4:Simb_ingenieria Cientif:Selec 0~9
Seguidamente se introducen las cantidades:
13.700 millones de afios 10.000 millones de arios 9.200 millones de arios 200 millones de arios
P ] ] ]
13700%06 © 10000%06 = 9200 %106 : 200sm06
1, 4x1010 1. 0x4p10 9, 2x%109 2, 0x10®
380.000 arios 3 minutos 0,01 milisegundos billonésima de segundo
ol G T
380000 3 = ° 0.01xw0-3 " 1x0-12 =
3. Bxie" 3. 0x1? 1. 0w 1. Oxwi
t=10%s
o BC1 i
1x=n0-4
1, Dxw43

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Para expresar en segundos todos aquellos valores temporales que vienen dados en anos terrestres hay que
multiplicar por el siguiente factor:

365%24%60X60
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3. 2x107

Para realizar todas las conversiones de afios a segundos puede usarse una tabla de valores. Para ello, conviene
configurar la calculadora para que genere una tabla con una sola funcion:

(ALpe) (MENU) @ @ @ ER
1:Entrada/Salida | |1:Result fraccioén 1:Ecuacién/Func 1:f{x) .
2:Unidad angular 2:Complejos | [2:Tabla ( [2i1x), 8(x)
3:Formato numero 3:Estadistica 3:Dec periddico
4:Simb ingenieria 4:Hoja de calculo 4:Simplificar
Seguidamente, se accede al menu Tabla y se define la funcion flx) = 3,2 - 107x:
(&) BHAMMBDEE
i g ] o T g ]
f{x};g. 2x07x Rango tabla x| fixd
s g A g BB 4-2 22
. ST Final :5 F I -t
Paso :1 1. 0x.?

La eleccion de los valores inicial, final y de paso es irrelevante, ya que los valores de la variable x se cambiaran por
los que interesan realmente, que son los tiempos de los acontecimientos cosmicos expresados en anos:

L1 o L1
X T{xd X iz X T{xa
1R | daal” FE000| 1zl | IR
luwl O] Buwul? el L 1.8k I
FeZuw?] 2uwl? 1.a% 320 lagt 13, 2.4%
4l Zow®l Guwlf® R 3. 2.5 19015, Tant
1. 4%1010 l. Oxw'® 3. Oxw®

La conversion de minutos a segundos viene dada por el siguiente factor:

axllﬂ?& 0 -

-

1. 8x10®

El resto de valores ya estan expresados en segundos, por lo que se obtiene la siguiente tabla, en la que se han
expresado los resultados con 3 cifras significativas:

137 - 10y 4,32 107 s
1,00- 10y 3,15-10vs
920-10°y 2,90 -10vs
2,00-10%y 6,31-10% s
380 -10°y 1,20- 108 s
3,00 - 10° min 1,80- 102 s
1,00 - 102 ms 1,00-10°%s
1,00-10*%s 1,00-10%2s
1,00-10%s 1,00-10%s
1,00-10%s 1,00-10%s

@ CASIO
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Para realizar la conversion a la escala logaritmica se construye una tabla de valores para la funcion del logaritmo
decimal flx) = log «:

fix }=losiu{x}

<
o
-
(%)
2.
E
e
<

Analogamente a lo expuesto en el apartado anterior, se conservan los valores que la calculadora ofrece por
defecto para inicio, fin y paso. A continuacion, se introducen los diez valores de x correspondientes a los tiempos
expresados en segundos de la tabla anterior:

[
= LT 3]
1uwd # | 13. 073

180| 2. 2552
1ua% -3
meEE| -1z

=1

Con 3 cifras significativas, se obtendria la siguiente tabla:

3 t(s) log t
1,37 -10%y 4,32 -10Y s 18
1,00 - 10"y 3,15-10Ys 17
920 -10°y 2,90 - 10¥ s 17
2,00-10%y 6,31-10% s 16
380 105y 1,20- 108 s 13
3,00 - 10° min 1,80-10%s 2
1,00-102ms 1,00-10%s -5
1,00-10%s 1,00-10%s -12
1,00-10%s 1,00-10%s -35
1,00-10%s 1,00-10%s -43

Se pueden colocar, ahora, en una recta los valores calculados para logyg t:

A B C D o, E F  GHI
—0
-45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

La escala logaritmica proporciona una grafica que permite visualizar de forma razonable los hitos temporales,
considerando que el Big Bang, es decir, el origen del tiempo, se situa muy cerca de logy, t = -43.

log t Diferencia

Hoy J 18 61
[ 17 60
H 17 60
G 16 59
F 13 56
E 2 45
D -5 38
C -12 31
B -35
Big Bang A -43 0

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Los datos registrados en la tabla anterior pueden reordenarse en orden ascendente, tomando el origen del tiempo
en log t = -43. Asimismo, se pueden calcular las distancias entre los puntos consecutivos:

logt Diferencia Incremento sumativo (x) : Factor multiplicativo de crecimiento
A -43 0 0 1,00 - 10° 1
B -35 8 8 1,00 - 108 100 000 000
C -12 31 23 1,00 - 10% 10 000 000 000 0000 000 000 000
D -5 38 7 1,00 - 107 10 000 000
E 2 45 7 1,00 - 107 10 000 000
F 13 56 11 1,00 - 10% 100 000 000 000
G 16 59 3 1,00 - 10° 1000
H 17 60 1 1,00 - 10t 10
I 17 60 0 1,09 - 10° 1,09
J 18 1 18 1,00 - 10t 10

Puesto que los datos se proporcionan mediante una escala logaritmica decimal, el incremento sumativo (x) se
puede reinterpretar cdmo el factor de crecimiento entre un valor y otro, mediante las potencias de base 10 (10%).

Las posiciones de los distintos puntos en la escala logaritmica evidencia cudles son las distancias temporales entre
dichos puntos.

Como se observa, la distancia, en términos temporales, entre los puntos B y C es muy superior al resto. Asi mismo,
el intervalo temporal correspondiente a los puntos C y D es muy similar al que corresponde a los puntos D y E.

Se ha de definir una funcioén (escala) en la que la edad del Universo corresponda con 365 unidades
temporales, que llamaremos dias monstruocosmicos. Se divide, a su vez, los dias monstruocosmicos en horas
monstruocosmicas, minutos monstrucosmicos y segundos monstruocosmicos. Haciendo uso de esta escala,
y teniendo en cuenta que la edad del Universo es del orden de 13.700 millones de afios terrestres, se puede
determinar la duracion del dia monstruocosmico, asi como de la hora, el minuto y el sequndo:

Dia Hora Minuto Segundo
monstruocosmico monstruocosmica monstruocosmico monstruocosmico

137001062365 Ansi2d * ANS<60 * ADS<60 *

3. Bx1e” 1. Bx10® 2, Bxie? 4, 3xw®

En consecuencia:

« 1 dia monstruocosmico = 3,8 - 107 afios terrestres

* 1 hora monstruocoésmica = 1,6 - 10° afios terrestres

¢ 1 minuto monstruocésmico = 2,6 - 10* afios terrestres

» 1 segqundo monstruocosmico = 4,3 - 10? = 430 afios terrestres

De lo que se deduce que 1 centésima de segundo monstrucosmico equivale a unos 4,3 anos terrestres:

4, 3x10”
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En consecuencia, 1 afo terrestre equivale a 0,23 centésimas de segundo monstrucosmico, es decir, a 2,3 milésimas:

Se puede calcular, ahora, la equivalencia de 1 dia terrestre con las unidades monstruocosmicas, dividiendo el
resultado anterior entre 365:

B. 4xw

Se obtiene, asi, que un ario terrestre equivale a 0,00064 centésimas de segundo monstruocosmico.

En conclusion, si el origen del Universo se situa en el inicio del 1 de enero, en la actualidad estariamos viviendo en la
ultima milésima de segundo del ultimo minuto de la ultima hora del 31 de diciembre.

Actividad de debate dentro del aula.

.............................................................................. .

Actividad de debate dentro del aula.
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Funcion lineal

iHagamos la rotonda mas grande!

07

N
(48
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o
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El ayuntamiento de Valéncia desea ampliar una rotonda inicial de 3,5 m de radio, y volver a cercar
aprovechando la valla que inicialmente la rodea.

¢{Cuanto mide la longitud de la valla inicial que la rodea?

B Si aumentamos el radio 1,5 m, {cuanto aumenta la longitud de la valla nueva?

B Completa la siguiente tabla:
0 Ar(0)=0
1 A1) =21 =~ 6,2832 m
1,25
1,5
175

2,25
2,5
X ALlx) =

n Representa graficamente la funcién Az (x). éQué tipo de funcion es? Enumera sus caracteristicas.
B Sila longitud de la valla aumenta 1 m, {cuanto aumenta el radio? ¢Y si aumenta 15 m?

B Sireponer 1 metro de valla cuesta 253 €, halla la expresion de la funcidén que determina el coste del aumento
de la valla. ¢Cuanto costaria el aumento de valla si el radio aumenta 2 m?
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

B S ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» En esta actividad se quiere conseguir:
- Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
- Construir la tabla de los valores de una funcion.
- Representar graficamente funciones.

o s - Resolver ecuaciones con la funcion SOLVE de la calculadora.

2]
(48]
=z
O
O
Z
S
(118

@ cAsio g =

EJEMPLO DE SOLUCION

La longitud de una circunferencia de radio 3,5 m es:
L(35)=2mw-35=7T~2199m

Si se aumenta el radio 1,5 m, la nueva rotonda tiene radio 5 m y su longitud es:
L(5)=2m-5=101 ~31,415m
El aumento de la longitud de la rotonda es:
A(1,5) = A4;(1,5) = 10T - 77T = 31 =942 m

Si el aumento del radio es ¥, la longitud de la nueva circunferencia es:
L35+x)=2mw-(35+x)=7T+27T - «x
El aumento de la longitud de la rotonda es:
Arx)=L(35+x) - L35 =7n+2-x—-7T=27T"x

Para calcular los valores de la tabla se utiliza el menu Tabla (MEng) (9]):

BEMXE0EEE0MEEE

] & @ Vor O
f(x)=2rx Rango tabla || %o
0.25(1.5707
513.1415
0.75]4.7123
0
i Vi Ve [
x fix) x fixd x fix)
— | 12.566 13| m— | 12,349 1 1|25, 132
1j 2.25714,. 137 13 3.257 20,42 18] 4.25|26.703
11 2.59|15.707 1 3.59|21.931 1 528,274
1 2.75117.278 1 3.75]23.5861 21 4.75]29.845
2 3 4
Aumento del radio (m) Aumento de la valla (m)
0 0
1 6,28
1,25 7.85
1.5 942
1,75 11,00
2 12,57
2,25 14,14
2.5 15,71
X Ar(x) = 2ntx

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



Se utiliza el codigo QR ([ 0PTN) para representar graficamente la funcion:

n
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11

1

ST

0
0005 1015 20 25 30 35 40 45 50
— (0 X

Se observa que:
» La funcion es una recta.
¢ La pendiente o gradiente de la recta es m = 21 > 0. Entonces, la recta es creciente.

» La ordenada en el origen es 7 = 0, en consecuencia, la recta pasa por el origen de coordenadas.

Para calcular en qué valor de x (aumento del radio) el aumento de la valla de la rotonda es 1 m, se resuelve la
ecuacion 4;(x) = 1 mediante la funcién SOLVE:

2mw-x=1
(2] (suF) (xi0?) () (i) (cacc) (1 (sweT) (Catc) (=)
& o & o
2rx=1 2rx=1

x= 0. 159154943%J

Aumentando 1 m la longitud de la valla de la rotonda, el radio aumenta aproximadamente 16 cm.

Andlogamente, para calcular el aumento del radio x si la valla aumenta 15 m, se resuelve la ecuacion Ay (x) = 15,
obteniendo un aumento del radio aproximado de 2,39 m:

2w - x=15
= @ = @
2nx=15 2nx=15
x= 2.387324146
L—-R= 0

La expresion de la funcion coste del aumento de la valla es:
flo) = 253 - 270 - x = 5067 - x
Si el aumento del radio de la valla es 2 m, el coste de reponerla es:
f(2) =5067 - 2 =3179.29 €

A

0]
506x%ax2

3179. 291765
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Funcion lineal, funcion cuadratica y funcion cubica

Cuerda alrededor de la Tierra

09

Imagina una cuerda que rodee la Tierra por el Ecuador.

¢{Cuanto tendrias que alargar la cuerda para lograr que la distancia entre
la cuerda y la superficie de la Tierra fuera de 1 metro en todos sus puntos?

{Cuanto aumentaria el area del nuevo circulo?

Si envolviéramos la Tierra con una esfera a una distancia de 1 metro en
todos sus puntos, écuanto aumentaria el volumen de la esfera?

Nota: se adopta como radio de la Tierra el valor de 6 370 km.

A partir de una esfera de 1 m de radio, R = 1 m, se construye una nueva esfera concéntrica a la anterior de 2
metros de radio.

¢{Cuanto aumenta la longitud de la circunferencia maxima de la nueva esfera respecto a la longitud de la
esfera inicial?

B Rellena la siguiente tabla:

Aumento del radio Aumento de la longitud

RN~ |O

B ¢Qué tipo de funcion es A (x)? Represéntala graficamente.

n ¢{Cuanto aumenta el area del circulo maximo de la nueva esfera respecto al de la esfera inicial si aumentamos
el radio?

B Rellena la siguiente tabla:

Aumento del radio Aumento del area

R W[ |—|O

As(x) =

B {Qué tipo de funcion es As(x)? Represéntala graficamente.
¢{Cuanto aumenta el volumen de la nueva esfera respecto al volumen de la esfera inicial si aumentamos el radio?

B Rellena la siguiente tabla:

Aumento del radio Aumento del volumen

R WM |—|O

Aplx) =

B {Qué tipo de funcion es Ap(x)? Represéntala graficamente.
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

= ‘me—reme—e ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» En esta actividad se quiere conseguir:

[ - Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
T - Utilizar la notacion cientifica.

- Definir un valor constante con la memoria de la calculadora.

- Construir la tabla de valores de funciones.

- Representar graficamente funciones.

LN

@ cAsio g =

EJEMPLO DE SOLUCION

Como se van a efectuar diversas operaciones con el radio de la Tierra, es conveniente introducir su valor en la
variable A4 (4 = 6 370 - 10° m):

BlolulumslzE)
) =
6370 %1034

6370000

El aumento de longitud de la circunferencia, 27t - (4 + 1) — 27 - 4, es aproximadamente 6,28 m:
(2] (sur) (<109) (%) (A (el (=) () (D O (&) (2] (5] (109) (X) (el () (B
) T
27x (A+1)—27%A

6. 2831853

El aumento del area del circulo maximo, 7 - (A4 + 1) — 7 - 42 es aproximadamente 40 023 894 m?, es decir, 40,02 km?:

]
X (A+1 )2 —nxA®

40023894

El volumen de la esfera sufre un aumento aproximado de 5,1 - 10 m3, es decir, 5,1 - 10° km?:

?% CTC - (14 +1)3 - %% T AS
r=ao] 2
X7 (A+1 )0 - SxaxA

5. 0990445x014

Si x =1 m el aumento de longitud es:

Afl)=2mw-(1+1)-2mw-1=27
En general:

Ax)=2mw-(1+x)-2w-1=21W" x
Expresion de la que se deduce que es una funcion lineal.

Para rellenar la tabla de valores se utiliza el menu Tabla:

Vor @
%

1
2
3

Al
f(x)=2nx

6.2831
12.566
12.249

fixd
0

1
2)
3
4

ACTIVIDADES PARA EL AULA I
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Aumento del radio Aumento de la longitud

0 0

1 6,28

2 12,57

3 18,85

x Arlx) =21 - x

Para representar la funcion se utiliza el codigo QR:

11

Si x = 1 m el aumento del area es:

En general:

As(l)=m-(1+12-m-12=37

Aslx)=m-(x+1)? -7 12

Asx) =T (x+1)2-m- 2= x4+ 2T+ x

De esta expresion se deduce que la funcion es una parabola concava.

Para rellenar la tabla de valores se utiliza el menu Tabla:

Se genera el codigo QR para representar la funcion:

CASIO

Division Educativa

o]
f (x)=mx’+2nx 1| | "0
2 1]|9.4247
3 2|25.132
4 247,123
0l
Aumento del radio Aumento del area
0 0
1 942
2 25,13
3 4712
X

As(x) =T x>+ 27T - x

171
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Si x = 1 m el aumento del volumen es:

2]
(48]
=z
O
O
Z
S
(118

Al = 3m-(1+17 - Fn- 5= 2L
En general se obtiene:
Ay(x) = %n e+ 1) - %n - 13

Expresion que al simplificar se transforma en:
Aptx) = 2 - (65 + 352 + 3)
Se trata de una funcion cubica.

Para rellenar la tabla de valores se utiliza el menu Tabla:

= ?17[ 5 ] few
=37 2
f(x)=3 (x*+3x°+3x) 0
3 2| 108.9
4 3|263.89
0
Aumento del radio Aumento del volumen
0 0
1 29,32
2 108,9
3 263,89
x Al = 2 - (06 + 352+ 3%)
La funcion se representa con el codigo QR:
1200
1000
Vi
600
600 //
400 v
1/1 S
200 =
0 i
0 1 2 3 4 5
— 1 X

I Ampliacion

n ¢Cuanto hay que aumentar el radio de la esfera inicial para que la longitud de la circunferencia maxima
aumente en 1 km?

B ¢Y si se desea duplicar el area del circulo maximo?

B ¢{Cuanto hay que aumentar el radio de la esfera inicial para que se duplique su volumen?

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @



Funcion lineal, funcion afin y funcion cuadratica

Rectangulos isoperimeétricos

10

Se llaman rectangulos isoperimétricos a los rectangulos que tienen el mismo
perimetro.

Si el perimetro es P, icémo puedes averiguar la longitud de la base 4, en
funcion de la altura a?

¢Cudl es la formula que proporciona el area, A, de los rectangulos
isoperimétricos en funcion de la altura?

Antes de contestar a las preguntas analiza algunos casos particulares.

n
48]
Z
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Completa la siguiente tabla con algunos valores:

Area (cm?)

Perimetro (cm) Longitud de la altura (cm) @ Longitud de la base (cm)
40
40
40

40

40
40 a b= A=

B Elige otro valor para el perimetro y vuelve a completar una tabla como la anterior.

Representa graficamente la funcion de la longitud de la base para cada uno de los casos particulares que
has analizado.

¢Queé tipo de funciones son?

¢Qué propiedades tienen en comun ambas graficas? {Para qué valores de x tiene sentido dibujar la grafica en
cada caso?

n Representa graficamente la funcion f(x) = x. {Qué transformaciones algebraicas hay que realizar para pasar
de la funcion f(x) = x, a cada una de las graficas obtenidas en el apartado 3?

B De todos los rectangulos isoperimétricos de perimetro P, icudl es el que tiene area maxima?
Representa graficamente la funcion del area para cada uno de los dos casos particulares que has analizado.

¢Qué propiedades tienen en comun ambas graficas?

B Representa graficamente la funcion f(x) = x2. {Qué transformaciones algebraicas hay que realizar para pasar
de la funcion f(x) = x?, a cada una de las graficas obtenidas en el apartado 5?
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» Con esta actividad se pretende que los estudiantes se aproximen al estudio de
las familias de las funciones lineales y cuadraticas a partir del analisis de casos
particulares y de su generalizacion en un contexto geomeétrico.

» Se pretende que el alumnado investigue sobre el efecto que producen en las

g graficas de las funciones flx) = a - /(% c) + d los cambios en los parametros ¢y d.
B o s e y las dilataciones verticales de factor a = —1.
@ casio b
EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Respuesta abierta.

Area (cm?)

Perimetro (cm) Longitud de la altura (cm)

Longitud de la base (cm)

40 1 19 19
40 5 15 75
40 10 10 100
40 15 5 75
19 1 19
a b=20-a A=(20-4a)a=20a-a

Respuesta abierta. Ejemplo: P=16,6=8-ayA=(8-a)+-a=8a - a2

La longitud de la base se obtiene al despejar & en la expresion del perimetro de un rectangulo. Como la expresion
del perimetroes P=2a+ 25, b = g -a.

Las funciones f(x) =20 - xy g(x) = 8 — x son afines. Para obtener sus graficas se utiliza el menu Tabla ([N (9]) y
se genera el codigo QR ([sHFT) 0PTN):

vEr @
£ 9lxd

VB [ =] ]
f(x)=20-x 2 (x)=8—x Rango tabla
Inic. :0
Final:8

iz
20

AT
L

2=t

15

10

11 5 —

——

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8
— () —a0 X

Ambas funciones tienen la misma pendiente y por tanto sus graficas son rectas paralelas. Los valores de x para los
que tiene sentido dibujar las graficas son los que pertenecen al intervalo [O, %]

ACTIVIDADES PARA EL AULAII
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En ambos casos se produce una dilatacion vertical de factor —1. Hay una traslacion vertical hacia arriba de 20
unidades para f(x) =20 - x y de 8 unidades para g(x) = 8 - x:

25
20+
N 1
15 b at
N LA
i SN
AN
5 rd N
A N
: PS5 NN
0123456789 11 13 15 17 19
— 1) —g( X

10
i}
8 ~J
4
. <
0 1 2 3 E] 5 [ 7 -]
— 1) —g X

El area en los casos particulares analizados es 4 = (20 — a) - a = 20a — a? para un rectangulo de perimetro 40 cmy
A=(8-a)-a=8a- & siel perimetro es 16 cm. Generalizando, se obtiene que el area de un rectangulo de
perimetro Pes 4 = (g - a) ca= g a — a®. Todas las graficas son parabolas convexas.

El &rea maxima se obtiene analizando los valores a partir de la tabla y de la grafica o calculando el vértice de las
parabolas mediante el menu Ecuacion/Funcion (M ).

Para P =40 cm, (A = 20a — 4?), se obtiene el d&rea méaxima con la tabla y la grafica:

el & h r]
f (x)=20x—x*° Rango tabla - . : f(xég
Final :20 Lifm—r| 100
Paso :1 10
120
100
1 ™~
80 pd N
60 // \\
a1 N
1/1 %

— 1)

0
0123456789 11 13 15 17 19

X

Con el menu Ecuacion/Funcion ademas de las soluciones de la ecuacion, se calcula también el vértice:

1:Sist ec lineal
2:Polindémica

Polindmica
(Grado?

Seleccionar 2~4

V& @
axZ+hn+c

- 1x2+ 20%

0

20

=dr] 7 va
ax2+bx+c=0
Xa=

0

R VB [ 7 va
Max de yv=ax2+bx+c
x:

10

AL 7 2
Max de y=ax2+bx+c
y:

100

De las dos maneras, se obtiene que el area maxima se alcanza en x = 10 cm y su valor es 100 cm?2.

Aligual que antes, para P =16 cm, (4 = 8a — 4?), se utilizan los dos menus:

0]
f (x)=8x—x?

Final:8
Paso :1

)
Rango tabla
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20
15
10 // \\
L \
1/1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
— 1 X
V&r @ T VBF I T LD a] ] a
an2Has+C Max de y=ax2+bx+c Max de y=ax2+bx+c
- s By CEEEN x= y=
0 4 16

El drea maxima se alcanza en x = 4 cm y su valor es 16 cm?,

Generalizando, el area maxima se alcanza en x =

El dominio de definicién es (0, g

p

4

es decir, cuando el rectangulo es un cuadrado y su valor es (%)2.

En ambos casos hay que hacer una dilatacion vertical de factor -1, una traslacion horizontal de % unidades a la

derecha y otra vertical de (%)2 unidades hacia arriba.

Perimetro = 40 cm. Area: A = 20a -a? = —(a — 10)% + 100

Perimetro = 16 cm. Area: A =8a —-a% = —(a - 4)2 + 16

Traslacion horizontal: 10 unidades a la derecha. Traslacion vertical: 100 unidades hacia arriba.

]
g (x)=-(x—4)2+16

B
£

Traslacion horizontal: 4 unidades a la derecha. Traslacion vertical: 16 unidades hacia arriba.

fixd | stxd ’
1 400 -560
2 -138 324 -468
3 -16 256 -384
4 -14 196| -308
-20

80 y

60

40 \ /

20

) N
-20

1/1

-40
% ! \

-20 -14-10-6 -2 2468 12 16 20

— 100 —g00 X

Vo @ ] ]
f(x)=x 2 (x)=4x-10)%+100 Rango tabla 2| mmiinan| %20
Inic. :-20 e
Final :20 I I+
P -20
120
100 (
o A/ N
\ /
60 / \
40
11 N U
u -
=20
-20 -14-10-6 -2 2468 12 16 20
— 0 —g X

n
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1 2 Funcién cuadratica
Area de un rectangulo inscrito en un triangulo
equilatero

c

En un tridngulo equilatero AEC de lado 4B = 12 cm se ha inscrito un
rectangulo KILMN de lado KL = x cm.

n
48]
Z
o
3]
Z
S
(1

N
WV

12 cm

Calcula el area del rectangulo KLMN para x = 2 cm.

B Determina el area S(x) del rectangulo KLMN en funcion de x = KL.

B Rellena la siguiente tabla:

‘

Area KLMIN

RO |IN|O| | DR[|~

n Representa graficamente la funcién S(x) y describe sus propiedades.

B ¢Para qué valor de x el area del rectangulo KLMN es maxima? Calcula dicha area maxima.
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

. NIVEL EDUCATIVO
/. 4¢ de ESO

T ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
RS » En esta actividad se quiere conseguir:
e - Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
' - Construir la tabla de valores de una funcion.
- Calcular el valor maximo de una funcion
- Representar graficamente funciones.
- Visualizar la simetria de la parabola.
- Resolver ecuaciones de segundo grado.

2]
(48]
=z
O
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Z
S
(118

@ cAsio g =

EJEMPLO DE SOLUCION

De la figura se deduce que:
AK=BL=6 -7
MN =CM =CN =x
AK+ BL =12 - x= AN + BN

A
Por tanto, el area del rectangulo KLMN es igual al area del triangulo equilatero ABC menos la suma de las areas
de dos triangulos equilateros de lados x y 12 — x, respectivamente:

Vi Vi o, V3

SKLMN=T‘122— 73-x2+7-(12—x)2)

Simplificando la expresion se obtiene:

V3
S(x) = -5 (-x>+ 12x), x € [0, 12]
Se rellena la tabla de valores de esta funcion con el menu Tabla:
.mj: R ﬂt bl o] i o] i
3¢ o ango tabla o s | 7% s * 2| i7l%2
famg (i) | i, 10 oo 9 e
Final:12 a  1.sl13763 &l mmmomz | 25 764
Paso 0.9 | 0l 3.5
o] o] o] o]
= fix? = fixd = ($°5] = fixd
| 4127.712 13 6|21.176 17 g|27.712 21 10] 17.
10 4.5|29.228 14 6.5| 30.96 18 8.5|25.764 22 10.5)13.63%9
| 32 R 55 2552
5.5 7.5 9. 5 11. 5

Six=2cm, S(2) =10 - v3 = 1732 cm?.

La tabla queda de la siguiente manera:

1 9,53
2 1732
3 23,38
4 27,12
5 30,96
6 31,18
7 30,31
8 2771
X S(x) = g - (=2 + 12x)

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



Se utiliza el codigo QR:

n
ol
Z
O
O
Z
S
(18

11

)
30 s==
2% ’ J

20
y N

10
b

0
001.020304050607.08080 105 120
—{{(x X

La grafica de la funcion es una parabola convexa. El maximo se alcanza en el vértice, es decir, cuando x = 6 cm.

El menu Ecuacion/Funcion permite hallar los puntos de corte con el eje de abscisas resolviendo la ecuacion:
Sx)=0

V3,

2

Six) = (-x2+12x) =0

Al mismo tiempo la calculadora muestra las coordenadas del vértice de la parabola, que en este caso corresponde
al maximo de la funcion:

V& @ 7 =dr] 1 v o] 1 va
axz++C ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
- 0.866x2+ 10.392x% X1= Xa=
ol 1 ol
VB [ 1 ry Vo @ 1 va
Max de v=ax2+bx+c Max de v=ax2+bx+c
y= XN=
1843 6l

Los puntos de corte con el eje de abscisas son (0, 0) y (12, 0) .

El valor maximo se alcanza cuando x = 6 cm y el area maxima es:

S(6) = 18v3 cm?

Finalmente, se observa que, para el valor maximo MN es paralela media del triangulo equilatero. Entonces, KN es
igual a la mitad de la altura del tridngulo equilatero.

Federacion

Espaiiola de
. Sociedades de

o . Profesores de
Division Educativa Matemdticas



El test SHARP para cascos y el EURO NCAP para coches, ofrecen informacion del nivel de seguridad para
los usuarios. Ambos se han convertido en un estandar de referencia en su campo.

Las pruebas de EURO NCAP son cada vez mas exigentes. A dia de hoy, los coches exhiben un maximo

de cinco estrellas, no solo por la proteccion de los pasajeros y de los peatones ante una colision, sino
también por su capacidad de evitar accidentes. Las pruebas representan casos reales de accidentes que
podrian ocasionar lesiones personales o la muerte. Los fabricantes deben demostrar que sus coches estan
equipados, de serie, con la tecnologia necesaria para evitar o mitigar accidentes y que cuando estos se
produzcan, la proteccion sea la adecuada para los pasajeros y los demas usuarios de la carretera.

En las imagenes se observa la diferencia entre el mismo test para un coche de hace 20 afios y uno actual.
Aunque sea visible la mejora de los sistemas de seguridad pasiva, ;no debemos ser mas activos en pro de
nuestra propia seguridad?

En una caida libre, en el instante inicial, un objeto se encuentra a su maxima altura (4) y sin velocidad

inicial, de manera que su energia inicial es exclusivamente energia potencial Epo =m:- g ho). Amedida que
transcurre la caida, la energia potencial se va transformando en energia cinética (Ec = = L%m - 1?) de tal forma
que, en el momento de la colision contra el suelo, toda la energia potencial en el momento inicial ( Epo se ha
transformado en energia cinética final (Ecz), dandose la siguiente igualdad:

EPO = ECF

mg/yo C M U

En el caso del choque frontal entre dos vehiculos de igual masa y que circulan a la misma velocidad y
sentido contrario (v; = -, = Uchoque), la €NETrgia cinética total serd la suma de las energias cinéticas de ambos
vehiculos:

1
Ecchoque = Ecryl + ECWZ =5 m:- 7jczhoque +5m: ‘vc%hoque =m: ﬂghoque

1
2 2

Utilizando la informacion anterior y sabiendo que la altura media de una planta de un edificio es de 3 m,
realiza una tabla de equivalencia que relacione la velocidad en un choque frontal entre dos vehiculos de
igual masa que circulan a la misma velocidad (expresada en km/h), con el numero de plantas de caida libre
de uno de ellos, necesarias para que la energia cinética en el momento del choque frontal sea igual a la
energia cinética de la caida en el momento del impacto con el suelo.

CASIO
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Calculadora CASIO fx-570/991SP XII Iberia

4° de ESO

 Esta actividad esta disefiada para concienciar al alumnado, como usuario de
distintos medios de transporte, en el uso de medidas de seguridad pasiva y en la
conduccion responsable. Para resolverla hay que tener en cuenta que estamos
buscando la equivalencia energética entre dos situaciones distintas: un choque
frontal de dos vehiculos de igual masa a igual velocidad y el impacto contra el
suelo en una caida libre de uno de esos coches. Esta equivalencia la hacemos a
través de las energias cinéticas en el momento del impacto en ambas situaciones.

cAmID g

Si se iguala a la energia cinética de la caida libre en el momento del impacto contra el suelo quedaria:

Ecp

— 1 2 2
caida Efchoque =5 M * Véaida = M * 7}choque

2
Por lo que la equivalencia es:

2 — . 792 - .
Vaida = 2 vchoque = Ucaida = 2 7jchoque

Sin embargo, lo que se busca es la equivalencia entre velocidad de una situacion y la altura en la otra, por lo que
se tiene que:

EPO = Efca,'da = EPO = Ecchoque
77’l'g'/?0=771'7fghoque

2
b _ ‘vchoque
0= —%—

g

Se modifica la expresion para que la velocidad (que viene dada en km/h) se exprese en m/s:

Do = L (Vecnoaue - 1000}
g 3600

O lo que es lo mismo:

__25 2
bO_ 324g @choque

Para obtener el numero de plantas del edificio solo se divide la expresion anterior entre 3 y se realiza la tabla de
valores:

REeEGERE MG 20000
DoHOeHx 200

¥ g i f A\ g BB f(x)z;%g 22 g(x)zlgg 0+3 R?ngﬁmf?glﬂ

safp X¥ 4 33 4 A % % Final :120

Vor
x fixd alx) x fixd alx) x iz alx)
1| 0. 7368 |0, 2622 50| 19.67|6.5568 90|63.732|21.244
20(3.1472| 1.049 E0|28,325|9. 4418 i 100|78.681|26.227
30|7.0813|2.3604 70|38.554 (12,851 11 110]95,204131.734
40]12.589|4.1963 N | 50,356 16,785 12 | 113.3]|37.767
10 80 120




Se utiliza el codigo QR ((sHF]) 0PTN) para representar graficamente la funcion cuadratica:
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11

140

120
100 L/
80
&0 A
40
20 |
f—'
n.l-ﬂﬁ"""-'-
10 20 30 40 50 60 70 80 90100 120
— ) =g ¥

Se aprecia como la energia cinética en un choque frontal entre dos vehiculos (de igual masa) que circulen

ambos a una velocidad de 50 km/h, equivale a la energia que tiene cualquiera de ellos al impactar contra el

suelo si cae desde una altura de aproximadamente 20 metros o, lo que es 1o mismo, desde 1o alto de un edificio
de aproximadamente 7 plantas. Se comenta con el alumnado otros resultados que aparecen en las tablas y se
enfatiza el hecho de que, como el modelo es cuadratico, si la razon entre dos velocidades de choque es k, la razon
entre las alturas es %2 entonces, si en lugar de chocar a 10 km/h choca a 30 km/h el valor correspondiente para la
altura sera aproximadamente:

07868 m - 32 = 70813 m
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Funcion cuadratica

Area de un cuadrilatero

14

En el rectdngulo PQRS de lados PQ = 10 cmy PS = 6 cm se
inscribe el paralelogramo ABCD.

Los vértices 4, B, C, D pertenecen a los lados PO, OR, RS,
SP, respectivamente, de forma que:

Pi-0B-RC=3D =«

PQO=10cm e
PS=6cm

Calcula el area del cuadrilatero ABCD para x = 1 cm.
E ¢Qué valores puede tomar x?

B Rellena la siguiente tabla:

X Area ABCD

0
0,5
1
15
2
2,5
3
3.5
4
45
5

¢Qué tipo de funcion es S(x)? Enumera sus caracteristicas y represéntala graficamente.

{Para qué valor de x el area del paralelogramo ABCD es minima? (Cudl es dicha area minima?

Si el area del cuadrilatero ABCD es 40 cm?, jcuanto vale x?

&

{Para qué valores de x el area del cuadrilatero ABCD es menor o igual que 30 cm??
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

’ ' ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
T ———— « En esta actividad se quiere conseguir:
- Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
- Construir la tabla de valores de una funcion.
- Calcular el valor minimo de una funcion.
- Representar funciones graficamente.
- Resolver ecuaciones de seqgundo grado.
- Resolver inecuaciones de segundo grado.
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@ cAsio g =

EJEMPLO DE SOLUCION

BB ....................................................................... .

De la figura se deduce que el area del cuadrilatero ABCD es igual al area del rectangulo PORS menos la suma de
las areas de los tridangulos rectangulos P4D, QAB, RCB 'y SCD, por tanto, el area viene expresado por:

P X 4 10 - x 0
X
B
6-x
6-x
D
x
R
N 10 -« C x

Sicp=10-6-(2-2-x-(6-x)+2-1-x-(10-x))=

N

10.6_(2‘90'2(6—96)_'_Z‘x'élo—x))=

10:6-(x-(6—x) +x- (10 - x))
Simplificando la expresion se obtiene:
S(x) = 2x% — 16x + 60, x € [0, 6]

Para construir la tabla de valores se utiliza el menu Tabla:

] ]
f (x)=2x°—16x+60 Rango tabla
Inic. :0
Final:6
Paso :0.5
-4 Vo' @
% fixd ES fixd ES fixd
1 &0 5 2 36 | 4 28
2| 0.5 52.5 & 2.5 32.5 10 4.5 28.5
I P | 255 izl | 3205
0 3.5 5.5

En la tabla se observa que S(1) = 46 cm2

ACTIVIDADES PARA EL AULA I a



La tabla queda de la siguiente manera:

x Area ABCD

n
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0 60
05 52,5
1 46
15 40,5
2 36
2,5 32,5
3 30
3,5 28,5
4 28
4,5 28,5
5 30

x S(x) = 2x% - 16x + 60

La representacion de la funcidn se obtiene mediante el codigo QR:

70
60
N
50 \\
40
~
N A
141 30
20
00051015202530354.045505560
—_— 1 X

La gréfica de la funcion S(x) es una parabola céncava.

En la grafica se observa que el minimo se alcanza en el vértice: x = 4.
El menu Ecuacion/Funcion permite hallar los puntos de corte con el eje de abscisas resolviendo la ecuacién:
S(x) =0
2x2 - 16x+60=0

La calculadora muestra también las coordenadas del vértice de la parabola, que en este caso corresponde al
minimo de la funcion:

VB T ] VB 1 ] v VB 1 ] Va
anZ+Hhxec ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
2%2- 161 X1= Xa=
60| 1+414 @ 41-414 i
vEr @ i Y VB [ i A
Min de y=ax2+bx+c Min de y=ax2+bx+c
x= y=
4 28|

En consecuencia, el minimo se alcanza en x = 4 cm y el area minima del cuadrilatero ABCD es S§(4) = 28 cm?,
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Para determinar los valores de x para los que el area del cuadrilatero ABCD es 40 cm?, se resuelve la ecuacién:
S(x) = 40
2x% — 16x + 60 = 40
2x2 —16x+20=0

n
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Se utiliza el menu Ecuacion/ Funcion:

Vo @ T ] T v ] T va
anZ+Hhxec ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
2%2- 16% X1= Xa=
20 4+{6 4-{6
] 7 v ] T va
ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
X1= Xa=
6. 449489743 1. 550510257

La primera solucion no pertenece al dominio.

Asi pues, el drea del cuadrilatero es 40 cm? cuando x = 4 — v6 = 1,55 cm.

.............................................................................. .

Para determinar los valores para los que el area del cuadrilatero ABCD es menor o igual que 30 cm? se resuelve la
inecuacion:

S(x) <30
2x° — 16x + 60 < 30
2x°>—-16x+30<0

Se utiliza el menu Inecuacion:

Vor W
a2 CE0 asx<b
242~ 16x CEEEEERN < 0

30 3<x<

El area del cuadrilatero ABCD es menor o igual que 30 cm? cuando x € [3, 5.

Con el codigo QR se obtiene la representacion grafica de la solucion de la inecuacion:

11

N i

e .

2 2.8 3.6 4.4 5.2 6
b3
— range of solutions —out of range
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Funcion de proporcionalidad inversa

Rectangulos equivalentes

16

Se llaman rectangulos equivalentes a los rectangulos que tienen la misma area.

La féormula x - y = 36 expresa el area de todos los rectangulos de area 36 u? en la
que x representa la longitud de la base e y la longitud de la altura.

n
48]
Z
o
3]
Z
=)
(1

Completa la tabla siguiente con algunos valores:

Longitud de la base Longitud de la altura Perimetro

B ¢Cuantos rectangulos diferentes de dimensiones enteras se pueden construir? Explica como lo has averiguado.

B ¢Cuantos rectangulos diferentes se pueden construir?

Escribe la formula que permite obtener la longitud de la altura de un rectangulo de area 36 u? a partir de la
longitud de la base.

Representa graficamente la funcion anterior y analiza sus caracteristicas.

¢Cual es el rectangulo que tiene el perimetro mas pequefio?

n ¢Qué le ocurre a la altura de los rectangulos de area 36 u? a medida que la base toma valores muy proximos a
cero? {Y si la base toma valores cada vez mas grandes?

B Representa graficamente la funcion f(x) = % y compara sus caracteristicas con la funcion de la altura.

B Representa graficamente distintas funciones del tipo f(x) = % y comparalas con la grafica de la funcion f(x) = %

¢Qué cambios se producen en la grafica de la funcion al variar el valor del parametro a?
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO

: 4° de ESO
- ORIENTACIONES DIDACTICAS

« Esta actividad permite utilizar el modelo de la funcion de proporcionalidad inversa
e para explicar y representar la relacion entre la altura y la base de rectangulos
= : equivalentes.

¢ Este contexto sirve para analizar las caracteristicas de la funcion de
proporcionalidad inversa, y en particular, sus asintotas.

o Con las ultimas actividades se estudia las dilataciones en la familia de funciones de
proporcionalidad inversa.

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Respuesta abierta.

Se pueden construir 9 rectangulos. Las dimensiones de la base y la altura son los divisores de 36. Se utiliza la tabla
para recoger todas las posibilidades:

Longitud de la base Longitud de la altura Perimetro
1 36 74
2 18 40
3 12 30
4 9 26
6 6 24
9 4 26
12 3 30
18 2 40
36 1 74

Se pueden construir infinitos rectangulos. La formula de la altura es y = %, siendo x la longitud de la base.

Su representacion grafica se puede obtener utilizando el menu Tabla y el codigo QR:

%6 Rango tabla T )
flx=32 Inic. i1 =z i
Final : 30 1 3 =

3 1

11 10

X

-

M

=

vi 357 811131517192123252729
— (0 x

72
ol
Z
O
O
Z
S
(18
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La expresion del perimetro es P= 2 - ( + x)

Mediante la tabla de valores o su grafica se comprueba que el rectangulo de perimetro minimo es el cuadrado:
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ik fimd i fiud i fimd
3 = E3 x E3 =
1| I 74 5 5 24.4 9 9 26
f(x> 2x[ ] 2 2 40 & (3 24 10 10 27.2
3 3 g ; 7 2ﬁ.2§ }é 11 28.5;3
l — —
1 8 12
11
100
80
60
40 =
N LT
20
1]
123456788 11 13 15 17 19
—_—100 X

A medida que la longitud de la base se aproxima a cero, la altura tiende a infinito. Es decir, la grafica de la funcion
tiene una asintota vertical en x = 0. Cuando la base toma valores cada vez mas grandes, la altura tiende a 0. Es
decir, la funcion tiene una asintota horizontal en y = 0:

vEr @
% | fexm % | fex)
1 360 1 0.36
2| 0.01| 3800 2| 1000| 0.638
3| 1us| 36000 3| 10000|3.6xs?
4] 1xa* 360000 411000003, 6xa%
0.1 100

Si se comparan ambas funciones en un mismo grafico se observa que tienen las mismas propiedades: mismo
dominio, recorrido y asintotas. La funcion de la altura es una transformacion de la funcion de proporcionalidad
inversa. Se trata de una dilatacion vertical de factor 36:

il 1 il 36 2 e | e
3 = k=14 1
f(x}—z g(x)—-——x Um— 156
3 3(0.3333 12
4 4] 0.25 9 l

141

oL\

) N

e~

=

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
— 100 —g(0 X
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Los cambios en el parametro g producen dilataciones verticales en la grafica:
f=% g=2
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171

10 1.0

8 \\ 0.8

6 0.6

4 \\ 0.4

2 % e 0.2

no 2 4 6 8 10 “0 2 4 ] 8 10
— 0 —g X — 10 —9 X

I Ampliacion

n Parejas de divisores
Los numeros enteros positivos 4 y & satisfacen la relacién a + 4 = 2010.
Sia > b, icuél es el menor valor posible de a — 4?
{Cudl es el menor valor posible de a — & si a y 4 son numeros reales positivos?

{Cuél es el menor valor posible de @ — 4 si a y 4 son numeros reales cualesquiera?

Maurici Contreras
Calendario matematico 2014-15: 27 de abril
SEMCV
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El fisico y quimico anglo-irlandés Robert Boyle (1662) y el fisico y botanico francés Edme Mariotte (1676)
formularon, de forma independiente, una de las leyes de los gases, la ley de Boyle-Mariotte que relaciona
el volumen y la presion de una cierta cantidad de gas mantenida a temperatura constante.

En un recipiente cerrado, a temperatura constante, el volumen de una masa fija de gas es inversamente
proporcional a la presion que se le aplica.

En términos matematicos P - ¥ = k. Siendo % constante si la temperatura y la masa se mantienen constantes.

Al aumentar el volumen, las particulas (dtomos o moléculas) del gas tardan mas en llegar a las paredes

del recipiente y por lo tanto chocan menos veces por unidad de tiempo contra ellas. Esto significa que la
presion sera menor ya que ésta representa la frecuencia de choques del gas contra las paredes. Cuando
disminuye el volumen la distancia que tienen que recorrer las particulas es menor y por tanto se producen
mas choques en cada unidad de tiempo, es decir, aumenta la presion.

No es necesario conocer el valor exacto de la constante % para poder utilizar dicha ley. Supongamos que
tenemos un cierto volumen de gas V; que se encuentra a una presion P; al comienzo del experimento. Si
variamos el volumen de gas hasta un nuevo valor V., entonces la presion cambiara a P, y se cumplira que:

P -Vi=P,-V;

Para poder verificar su teoria, Boyle introdujo un gas en un cilindro con un émbolo y comprobd las
distintas presiones al bajar el émbolo.

60 05
30 10
20 15
15 2,0
12 2,5
10 3

Representa los datos del experimento, obtén la expresion de la funcion que relaciona la presion segun el
volumen y represéntala graficamente.

¢Qué presion se debe aplicar para que el gas ocupe 25 L? ¢Cudl sera el volumen si se aplica una presion de
2,25 atm?

Otro gas ocupa 8 L a una presion de 2,5 atm. Si la temperatura permanece constante, {cual es la constante
de proporcionalidad?

La presion también se puede expresar en mmHg: 1 atm equivale a 760 mmHg.

¢Cual es la presion en mmHg, si se pasa a un recipiente de 5 L? éQué volumen ocupa el gas si se le aplica una
presion de 950 mmHg?

Averigua la expresion de la funcion que relaciona la presion segun el volumen para este gas y represéntala
graficamente.

Compara las dos graficas que has obtenido. (Qué caracteristicas tienen en comun? (Qué diferencias observas?
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS

. ! « Esta actividad pretende utilizar el modelo de la funcion de proporcionalidad
AR inversa para explicar y representar la relacion entre el volumen y la presion de los

: - _ _ gases, en un recipiente cerrado a temperatura constante. Este contexto favorece
un analisis significativo de las caracteristicas de la funcion de proporcionalidad
inversa y propicia el estudio del efecto en la grafica de la variacion del parametro a
en la expresion analitica de una funcion cuya expresion general es:

omﬂ B ISR

» Ademas, los factores de conversion, permiten en un mismo contexto utilizar la
proporcionalidad directa y la proporcionalidad inversa.
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« Antes de iniciar el trabajo con la calculadora hay que elegir la configuracion con la que se realizaran los calculos.
En este caso, se elige el menu Estadistica opcion y = a + g (eny) (6] ® (@) sin frecuencias, que se desactivan

con la siguiente secuencia: [siF) M) ® (3] (2).

EJEMPLO DE SOLUCION

Se introducen los datos del experimento en la calculadora desde el menu Estadistica 'y se genera un codigo QR
pulsando las teclas [P :

10}
1:y=a-e” (bx) d el %us d % s
i ‘I -
3iy=a+x"b a 1S — 7
4:y=atb/x
La nube de puntos obtenida es:
1/1
iiii Grafico =5 § LA - = Tabla = L W - '
.':':E‘.-' .'—'.:i"__!".f' R 7

17 1 L] 08

55| B

ik 2 W 1

u| ® : » T

a . 4 15 2

18

135 [ ] s 12 25

" ] 10 3

039 L]

o

04 ]

2

5 15 5 L3 45 5 65

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



El servicio de visualizacion en linea permite obtener la grafica de la regresion y modificar la escala:
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e £ n Ll
iii Grifico == 8 o ' w %
11 4
9
28 33
23
2T
2
18
15
(1
or ar
04
0 0+
5 15 25 35 45 55 65 L] 20 40 80 2 100 120 140 160 180
== @ zoam]

La expresion se obtiene desde Calc regresion ([P (4)):

_30
P= Vv
y=a+l:u‘><ﬂ =
g:?ﬂ
rw

El valor de la constante de proporcionalidad, 4 = 30, se obtiene facilmente multiplicando los pares de valores de la
tabla de datos.

P(25) =32 =12 atm

V(225) =525 = 1331

La constante de proporcionalidad es:

k=8-25=20atm
Utilizando la expresion P, - V= P, - V,, se obtiene 8 - 2,5 = P, - 5. De donde se deduce que P, = % =4 atm.
Haciendo la conversion de atm a mmHg, se obtiene:

760 mmHg _

AeE@RONEE®REE

] ry
4atm*PaPar»mmHg

4 atm -

3039. 9992

De la misma manera, 950 mmHg * %(}r?l—thg =125 atm:

OeEO0xE®EARNE®REE
950mmHg>PaParatm

00029

A partir de la expresion Py - V= P, - V,, se obtiene V, = % =16 L.
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La expresion de la funcion presion-volumen se obtiene con el menu Estadistica:

Por consiguiente, P = R

-
* v yv=a+h/x
1 16| 1.25 A=l
2 ] 2.5 b=20
3 -] 4 r=1
4| |

Se obtiene la grafica generando un codigo QR desde la tabla de datos:

i Grafico

B

- 2

o R

Se introducen las dos funciones en el menu Tabla y se obtiene la representacion grafica generando un codigo QR:

30 =20 Rango tabl
Y g i g A A g |fx)=22 g (x)=<2 anEb tgola
x x Inic. :5
EPR 25 d X d g Final :60
9:Tabla
ViF [ VB [ B [
® fixd E16°] x fixd alxd) x fixd alxd
1) 4 S 25 I.2 0.8 9 45|0,6666 |0, 4444
10 2 3 30 10,6666 10 S0 0.6 0.4
15 1.3333 7 F53|0.8571|0.5714 11 55|0.5454 |0, 3636
20 1 =) 0.75 0.5 12| - 0.510.3333
5 40 60
1/1
7
6
T\
4
3
2
““‘n
1 e ——
" T——
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
— ) —g00 X

Se observa que se trata de sendas dilataciones verticales de factor positivo. Estas dilataciones no modifican las
asintotas, si el parametro a (constante de proporcionalidad) crece, la dilatacion es cada vez mayor, es decir, la
grafica es mas “estirada”.



n
ol
Z
O
O
Z
S
(18

Q

Funcion racional

Pisando fuerte

18

La empresa Adelante fabrica zapatillas deportivas y quiere lanzar un nuevo modelo llamado Pisa Fuerte.

Para la produccion de dichas zapatillas necesita una inversion inicial de 1 000 € y la fabricacion de cada
par de zapatillas le supone un gasto de 50 €.

n Sila empresa fabrica 100 pares de zapatillas (qué coste de fabricacion tiene cada par de zapatillas?

E Rellena la siguiente tabla:

Numero de pares Coste por par de
fabricados zapatillas (€)

10
25
50
100
150
200
250

x clx)

Representa graficamente la funcion c(x). (Qué tipo de funcion es ¢(x)? Describe sus caracteristicas.

Sila empresa Adelante quiere que un par de zapatillas tenga un coste de fabricacion de 75 €, (cuantos pares
tiene que fabricar?

_ 1000

% cuando x €0, + «[.

Haz una tabla de valores de las funciones ¢(x) y g(x)

Compara las caracteristicas de las funciones ¢(x) y g(x).

¥ @ d

Sila empresa quiere obtener un beneficio del 20% por la venta de las zapatillas Pisa Fuerte, {a qué precio
tiene que vender cada par de zapatillas?

¢{Cuantos pares debe vender como minimo para que el precio no supere los 95 €?

Federacion

Espaiiola de
. Sociedades de

o . Profesores de
Division Educativa Matemdticas



MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

Seom il ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

T » En esta actividad se quiere conseguir:

] - Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
- Construir la tabla de valores de una funcion.

2]
(48]
=z
O
O
Z
S
(118

o - Representar funciones graficamente.
v - Estudiar las caracteristicas de la funcion racional.
i - Resolver una ecuacion racional.
LB - Comparar dos funciones racionales.
© casio =
EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

Si se fabrican 100 pares de zapatillas el coste de fabricacion por unidad es:

1000 +50 - 100 _
00 =60 €

Si x es el numero de pares de zapatillas fabricadas, el coste por unidad es:

clx) = 1000;— 50x _ 1095)0 +50, x €10, + o]

Se completa la tabla de la funcion utilizando el menu Tabla:

w0 T Tn
f(x)= 1000+50x it | T30 o Eool s
x 2 25 20 = 250 54
- 2152
10 350
Numero de pares Coste por par de
fabricados zapatillas (€)
10 150
25 90
50 70
100 60
150 55
200 54
250 30
x S(x) - 1000; 50x

Para representar graficamente la funcion se utiliza el coédigo QR.

180
160
140

120
100}

141 &n e ——

10 60 1o 160 210

Es una funcion racional. La funcién es decreciente.

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @



Para calcular cuantos pares se tienen que fabricar para que el coste del par sea 75 € se resuelve la ecuacion con la
funcion SOLVE:
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1000 + 50x _ 75
X

Vor 1 Vor 1
1000+502 5 1000+502 .5

X=
L—-R=

Por consiguiente, se tienen que fabricar 40 pares de zapatillas.

Se construyen las tablas de las funciones c(x) y glx) = 1(),6& cuando x € ]0, + oo[:
- ]
Ed fixd alx) E fixd alx)
1 1 100 S| A | 56. 666 | 6. 6866
2| 25 S0 40 [ 200 55 ]
3 75|63.333|13.333 7l 250 54 4
4 100 &0 10 10 8 300|53,33313.3333

Con el codigo QR se obtienen las graficas de las dos funciones en los mismos ejes:

11

S
f\S

0
10 60 110 180 210
— ) —g00 X

Se observa que ¢(x) = 10,5)0 +50 =g(x) +50
La funcion ¢(x) es una traslacion vertical de 50 unidades hacia arriba de la funcion g(x) = %ﬂ, x €10, + oo[.
De la expresion c(x) = %ﬂ + 50 se deduce que el coste de fabricacion de un par de zapatillas siempre es mayor

de 50 €.

.............................................................................. .

La funcion que proporciona el precio de venta de cada par de zapatillas para ganar un 20% es:

_ 120 . 1000 + 50
P) =155 x

Simplificando se obtiene:

P(x) = 1200+60x _ 1200 g
X X
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Para obtener el nimero minimo de pares de zapatillas para que el precio no supere los 95 € se utiliza el menu Tabla:
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4200 Rango tabla " i
ICer==%—+60 Inic. :10 iy @ =
Final :60 | G

10

De los valores de la tabla se deduce que se deben vender mas de 30 y menos de 40 pares de zapatillas.

Por iteracion, se observa que hay que vender al menos 35 pares de zapatillas:

Vo [
E fixd
5 <0
6  35|94.285
7 34195.294
o m—
Mediante el codigo QR se puede visualizar la solucion:
200
180
160 \
140
120
100
) e
60
10 20 30 40 SO 80
— (0 X

Si se desea observar mejor la solucion, es posible ajustar la escala de los ejes desde el boton de herramientas:

%
9% \\
\\
9% \\
s N
) S
91 \
90

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
— 100 X

Se comprueba la solucion resolviendo la ecuacion %ﬂ + 60 = 95 con la funcion SOLVE.

]

=4
1290+60=95

= 34. 28571 428

Teniendo en cuenta que la funcion es decreciente y que el numero de pares de zapatillas es entero, se deduce
que como minimo se deben vender 35 pares para que el precio sea inferior a 95 €.

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



Funcion racional

¢Cuanto cuesta una camiseta?

19
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El alumnado de 42 de secundaria del instituto IES Veles e Vents de Torrent quieren hacer una camiseta
para celebrar su graduacion. Han pedido presupuesto a dos empresas distintas, Personaliza tu camiseta y
Diseria tu camiseta.

Ambas empresas les han comunicado que el precio de las camisetas depende de la cantidad final que pidan.
Para que los precios queden claros, cada empresa les ha enviado un correo con las siguientes tablas de precios:

Personaliza tu camiseta
Numero de camisetas
Precio unitario (€)

Disenia tu camiseta
Numero de camisetas
Precio unitario (€)

Representa graficamente el precio de una camiseta en funcion del numero de camisetas pedidas en cada
una de las empresas y escribe, para cada una de ellas, una funcion que se ajuste a los precios por unidad.

E En el instituto hay matriculados 150 alumnos en 4° de secundaria. Si todos quieren una camiseta, {cuanto les
costaria una camiseta en Personaliza tu camiseta? (Y en la empresa Diseria tu camiseta?

B Si solamente 120 alumnos desean comprar la camiseta, (cuanto debe pagar cada alumno por una camiseta en
la empresa Personaliza tu camiseta? (Y en Diseria tu camiseta? (Y si solo la quieren comprar 80 alumnos?

n Por muchas camisetas que encarguen, el precio de una camiseta nunca sera menor que una cierta cantidad,
écudl es esa cantidad en cada una de las empresas?

B Cada empresa cobra una cantidad fija por el disefio, {cuadl es esa cantidad en cada una de las empresas?

B Como el precio de cada camiseta depende del numero total de camisetas que se pidan, deciden
confeccionar una la lista con todos los comparieros que quieren comprarla y analizar en qué empresa les
conviene encargarlas.

Segun el numero de peticiones, {en qué empresa les conviene encargarlas?
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5 CTAmIO g

* En el ejemplo de solucion, para compartir y combinar diferentes graficos, se crea una clase en la aplicacion
CASIO EDU* desde donde poder gestionar los graficos obtenidos mediante el codigo QR de la calculadora.

Antes de empezar a resolver esta actividad, es aconsejable crear la clase accediendo a:

Se introducen los datos de los precios en el menu Estadistica y se genera un codigo QR pulsando las teclas (0P :

Personaliza tu camiseta

Diserfia tu camiseta

Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

Aplicacion CASIO EDU*

42 de ESO

» Antes de iniciar el trabajo con la calculadora es conveniente elegir la configuracion
con la que se realizaran los calculos. En este caso, se debe elegir la opcion y = 4 + %
(Eny) (6] ® (4)) del menu Estadistica: sin frecuencias. Las frecuencias se desactivan

Esta actividad pretende utilizar el modelo de la funcion de proporcionalidad inversa
para explicar y representar la relacion entre el precio unitario y el precio total de
una compra en la que el precio unitario varia segun el numero total de articulos
adquiridos. Este contexto favorece un analisis significativo de las caracteristicas de
la funcion de proporcionalidad inversa y propicia el estudio del efecto en la grafica
de la variacion de los parametros en la expresion analitica de la funcion.

con la siguiente secuencia: M) @ (3) (2],

*_d__é

l:y=a+e”(bx)

2iy=a*bh"x

X d 3 d8lag [3:v=a-x"b

8 Esta 1st1ca 4iy=ath/x
5] 5]

l-x.l ,(203 4 10 23

2 2 103 5 20 13

3 5 43 = S0 7
4 10 23 Gl |
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Diseria tu camiseta

110
100
80
80
70
60
50
40
30
20

Se puede obtener la funcion que mejor se ajusta directamente, o bien elegir alguna de las regresiones que ofrece
la aplicacion y que mejor se ajuste a la nube de puntos. Teniendo en cuenta que el precio unitario disminuye a
medida que aumenta el numero total de camisetas compradas, la funcion que mejor se ajusta, pertenece a la
familia de las funciones de proporcionalidad inversa.

Se pueden visualizar las dos regresiones en los mismos ejes representando simultaneamente las nubes de puntos
mediante la colocacion de multiples graficos estadisticos, unos encima de otros:

@ CASIO - Moxilla Firefox o)

| @7 wescasio.com/class/integration_confirm.php

0 Visuslizacié iante la i in de
gréficos estatisticos en uno | |

@ i la c3
miitiples grificos estatisticos unos encima de
otros |

La representacion grafica de las regresiones tras ajustar los ejes es:

1  Personaliza 2 Diseria r
i Grafico v 2 i J
x Ll
|
210 210 [
175 175 | |
140 140 ft
105 105 A
70 70 e =
35 | 35
0! o
PP PP LRSS PR ESLPPES

http://wes.casio.com/class/4Z23Q-Oiw2-y4pl-Sqle

La ecuacion de la regresion se obtiene desde el menu Estadistica. En primer lugar, se regresa a los datos
estadisticos pulsando y mediante la secuencia (4] se obtiene la regresion:

Personaliza tu camiseta Diseria tu camiseta

y=ath/x, y=athix,
ﬁ:%m ﬁ:{w
r= r=

+@ -|-10_O
x x

y=3 y=4
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El precio unitario se calcula desde el menu Estadistica:
Personaliza tu camiseta

EOHDmM®BEE @©HEHOE

< @
1:a 2:b 150%
3:r 4:% 4, 333333333
5:%

)7(150) =433 €

De la misma forma se obtiene el otro precio:
Disefia tu camiseta: J(150) = 4,66666666 ~ 4,67 €

Procediendo de la misma forma que en el

Personaliza tu camiseta: _)7(120) = 4,66666666 = 4,67 € }7(80) =550 €
$(120)

DiseAa tu camiseta: 120) = 4,83333333 =~ 4,83 € j1(80) =525¢€

De las ecuaciones obtenidas en el , se deduce que el precio de una camiseta nunca sera menor de 3 €
en la empresa Personaliza tu camiseta, ni de 4 € en Diseria tu camiseta.

De las ecuaciones obtenidas en el , se deduce que la empresa Personaliza tu camiseta cobra 200 € por
el disefio de las camisetas y la empresa Diseria tu camiseta, 100 €.

Se utiliza el menu Tabla para averiguar a partir de qué cantidad conviene elegir cada una de las empresas:

A B
= fixd alxd = fixd alx)
'S é |din d gj;d BH é 5 7 6 o "oo|s.2222|s. 1111
€ 60(6.3333|5. 6666 10) 5 5
Xy d Xy d Erdd 7 70(5.8571|5. 4285 11| 110|4.8181| 4.909
s_=0 >0 S I— 5.51 5.25 12l 120]4.6666]4.8333
9:Tabla 80 100

Generando un codigo QR se comprueba graficamente la solucion:
10
i\

o e ™

0
10 40 70 100 130 160 190 220 250 280
— 1 —g00 X

En cualquier caso, se observa que:
¢ Para un pedido de menos de 100 camisetas, la empresa Diseria tu camiseta ofrece mejor precio unitario.
» Para un pedido de 100 camisetas es indiferente qué empresa se elija.

¢ Y, para un pedido de mas de 100 camisetas, la empresa Personaliza tu camiseta ofrece un precio mas
economico por camiseta.



Funcion exponencial

Concentracion de anestesia en la sangre

20
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Al inicio de una intervencién quirurgica, se administra anestesia a un paciente.

Sabiendo que la concentracion de anestesia disminuye el 5% cada minuto, écuanto tiempo crees que
tendra que transcurrir para que la concentracion de anestesia en el paciente sea inferior al 0,5%?

Rellena la siguiente tabla:

Concentracion de
anestesia

C(1)=95% =095

Tiempo (min)

1
2
3
5

10
15
20
30
t Cl) =

E Representa graficamente la funcién C(#). (Qué tipo de funcidn es? Escribe sus caracteristicas.

B ¢En qué instante la concentracion de anestesia es del 50%? ¢Y del 25%7?

n ¢En qué instante la concentracion de anestesia es menor que el 0,5%?
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MATERIALES
g; Bl e Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia
" ‘ % NIVEL EDUCATIVO
. .. 42 de ESO (Matematicas Académicas)
.- ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
[~ ===

» En esta actividad se quiere conseguir:
- Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
- Construir la tabla de valores de una funcion.

PSS — - Representar funciones graficamente con el codigo QR.

- Calcular antiimagenes de la funcion resolviendo ecuaciones exponenciales con
la funcion SOLVE.

@ cAsio g =

EJEMPLO DE SOLUCION

Al cabo de 2 minutos la concentracion de anestesia sera:
C(2)=095-095 =0,9025
Al cabo de 3 minutos:
C(3)=095-095-095 =0,95°

Generalizando se obtiene:

C(t) = 095
Se utiliza el menu Tabla para calcular la tabla de valores de la funcion:
Vo @ Tor [
f (x)=0. 95% Rango tabla
Inic. :0
Final:3
] ] ]
* fixd * fimd * fixd fimd
1 0 1 1 410.8145 9 8|0.6624 13 1210.5403
2 5 & 5’“ 10 9|0.6302 14 13|0.5133
3 210.9025 T 6| 0.735 i1 10 15 14|0.4876
4 310.8573 g T10.6983 12 11|0.5688 16| 15
0.95 0. 7737809375 0. 5987369392 0. 1632912302
] ] ] ]
* %) * fimd * fixd * fim?
17 16|0.4401 21 20 | PEestsE! 25| 24|0.2919 28| 2710.2503
i85 17|0.4181 22 21]0.3405 286 25|0.2773 29 28|0.2378
i EEES T A e i
0. 5773536025 0. 3581859224 0. 2503440897 0. 2146387639

La tabla queda de la siguiente forma:

Concentracion de

Tiempo (min) anestesia

1 C(1) =95% = 0,95

2 C(2) =90,25% = 09025
3 C(3) = 85,74% = 0,8574

5 C(5) =7738% = 0,7738

10 C(10) = 59,87% = 0,5987
15 C(15) = 46,33% = 0,4633
20 C(20) = 35,85% = 0,3585
30 C(30) = 21,46% = 0,2146
t C(¢) =095

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



La representacion grafica se obtiene generando el cédigo QR:

1:2
1.0

0.8
0.6
0.4 N

0.24+—— ._:‘:--...,.__. i
[t

no ——
"0 5 10 1520 25 30 35 40 45 50 55 60
—_ 100 X

C(¢) es una funcién exponencial, sus caracteristicas son:
 El dominio de la funcion es [0, + oof.

 Elrecorrido de la funcion es ]0, 1].

« C(0)=1

¢ La funcion es estrictamente decreciente.

« La funcion se aproxima a O cuando la variable tiempo se aproxima a + o, es decir, tiene una asintota horizontal
eny =0

Para calcular en qué instante la concentracion de anestesia es del 50%, se resuelve la ecuacion C(£) = 0,50:
0,95 = 0,50
Se utiliza la funcion SOLVE para resolver la ecuacion:

@16 E &) & ke k) (0] (] (5] (@ i) B

A A
0.95%=0.5 0.95%=0.5
x= 13. 51340733
L-R= 0

Luego, la concentracion de anestesia es aproximadamente del 50% al cabo 13 minutos y 30 segundos.

Andlogamente, para saber el instante en el que la concentracion es del 25% se resuelve la ecuacion C(#) = 0,25:

095 =025
@) E &I () e kg (0] () (2) (5] ) o) (B
V- @ V- @
0.95"=0. 25 0. 95"=0. 25
= 27. 02681467
L-R= 0

En consecuencia, la concentracion es del 25% aproximadamente a los 27 minutos de la administracion de la
anestesia.

Se resuelve la ecuacion C(¢) = 0,005:

0,95 = 0,005
vor @ vor @
0. 95*=0. 005 0. 95*=0. 005
= _  103.2945423

Es decir, al cabo de 103,2945423 minutos (1h 43m 18s) desde que se administrd la anestesia la concentracion es
menor que 0,5%.
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Funcion exponencial

Bola de nieve
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Una bola de nieve pesa inicialmente 10 kildgramos. Mientras rueda, cada segundo que pasa, su peso
aumenta un 5%.

Completa la siguiente tabla:

Tiempo (s) Peso de la bola (kg)

1 P(1)=10- 1,05 = 10,50 kg
2
3
5
10
15
20
30
¢ P(¢) =

B ¢Cuanto tiempo tardara la bola de nieve en duplicar su peso?

B Dibuja la gréfica de la funcion P(#). (Qué tipo de funcidn es? Enumera sus caracteristicas.

n ¢En qué instante la bola pesara 25 kg? ¢Y 50 kg?
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EJEMPLO DE SOLUCION

MATERIALES

Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» En esta actividad se quiere conseguir:
- Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
- Construir la tabla de valores de una funcion.
- Representar funciones graficamente con el codigo QR.
- Calcular antiimagenes de la funcion, resolviendo ecuaciones exponenciales con

la funciéon SOLVE.

Al cabo de 2 y 3 sequndos la bola pesara:

Para ¢ segundos:

P(2)=10-1,05-1,05=10"-1,05%= 11,025 kg

P(3)=10-1,05-105-105=10"-1,05%= 11,576 kg

P(#) =10 - 1,05’ kg

Se utiliza el menu Tabla para completar la tabla de valores de la funcion:

[=a0]

f(x)=10%x(1.05)*

La tabla queda de la siguiente manera:

Tiempo (s) Peso de la bola (kg)

vEr @ vEr @ vEr @
E fix? E jis ] E fix %2
1 0 5 412,155 El 814.774 13 12|17.958
2| 1| 10.5 €| S | iy 10 9115.513 14 13|18.856
3 2|11.025 7 6| 13.4 11 1o, 25T 15 14|19.799
4 3111.576 8l Ti14,071 12 . 1g| 15 %
10| 12. 76281563 16. 28894627 . 78928179
vEr @ vEr @ vEr @ vEr @
= fixd = fix) = j{$2] = fixd
17 16|21.828 21 20 | elpmatp 25| 24| 32.25 29) 28|39.201
18 17| 22.92 22 21]27.859 26| 25|33.863 30 29|41.161
19 18|24.066 23 22|29.252 27 26135.556 31 30 |EEmSE
20 19 % 24 23130, 715 28 27 w! 32
. 269501 95| 26. 53297705 . 3345632 43. 21942375

1 10,500 kg
2 11,025 kg

3 11,576 kg

5 12,763 kg

10 16,289 kg

15 20,789 kg
20 26,533 kg
30 43,219 kg

¢ P(f)=10-105"

ACTIVIDADES PARA EL AULA I
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El menu Tabla permite introducir manualmente valores de la variable independiente. Se utiliza la iteracion para
obtener una aproximacion, hasta las centésimas, del tiempo que tardara la bola de nieve en duplicar su peso:

B B
% fex) % Cx)
7 13|18.856 7 13]138.856
8 13.5|19.322 8 13.5(19.322
9 14|19.799 9| 14.25 |ENMEER
10| EEERL | 20. 282 10| 14.5|20.282
14.5 20. 04229784
B
% fex) % fex) % fex)
7 13118.856 7 13]18.8 7 13 -
8 14.2 8 14.2]19.993 8114.205|19.9938
9| 14.25|20.042 9] 14.21 9] 14.21
10| 14.5|20.282 10| 14.5|20.2838 10| 14.5|20.288
19. 99346408 20. 00322131 20. 00322131
La bola de nieve duplicara su peso aproximadamente al cabo de 14,21 segundos.
Para representar graficamente la funcion se utiliza el codigo QR:
30
]
2%
LA
20
/
15
/’A
121 10
5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
— 100 X

P(£) es una funcién exponencial, sus caracteristicas son:

¢ El dominio de la funcion es [0, + of.

o Elrecorrido de la funcion es [10, + o[ .

 P(0) = 10.

* La funcion es estrictamente creciente.

« La funcion se aproxima a + « cuando la variable tiempo tiende a + .

Para calcular en qué momento la bola pesara 25 kg, se resuelve la ecuacion P(£) = 25:
10 - 1,05 = 25

Se resuelve utilizando la funcion SOLVE:

v |
10x1. 05*=25

v |
10x%1. 05*=25

18. 78023468

=
L—R=

La bola pesara 25 kg al cabo de, aproximadamente, 19 segundos.

Andlogamente, para saber el instante en el que la bola pesa 50 kg se resuelve la ecuacion P(£) = 50:

10-1,05" = 50

" 0
10x1. 05*=50

" 0
10x1. 05*=50

=

32. 98693378

Es decir, la bola pesara 25 kg aproximadamente a los 33 segundos.
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2.2,

El pH es un parametro muy usado en quimica para medir el grado de acidez o alcalinidad de las
sustancias, la mayoria liquidos.

Esta medida esta basada en la concentracion de iones de hidrégeno ([H*]) en un liquido y se mide en
mol/L (moles por litro).

La formula del pH es:
pH = —log [H*]

La escala de pH va de 0 hasta 14, siendo el 0 el punto maximo de acidez y el 14 la maxima alcalinidad, el 7
representa el punto medio de la tabla y es neutro, lo que quiere decir que las soluciones con un valor por
debajo del 7 son acidas y las que estan por encima son basicas o alcalinas.

LLUVIA LLUVIA AGUA
ACIDA NORMAL DE MAR
[ I |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

T I
Acido Vinagre Café Leche| Dicarbonato Amonio Lejia

de pila de Sodio
Jugo de Refresco Champu Agua Cloro
Limon (cola) destilada
MAS ACIDO MAS BASE

En una piscina, el valor optimo de pH del agua oscila entre 7.2 y 7,6.

Si el pH disminuye por debajo de 7,2 el agua se vuelve acida provocando problemas a las personas
(irritacion de la piel, ojos y mucosas) y a los materiales de la piscina (corrosién de escaleras, valvulas,
bombas o en el propio filtro de la piscina).

Si el pH aumenta por encima de 7,6 el agua se vuelve demasiado alcalina, el desinfectante pierde
efectividad, y en consecuencia, aumenta el riesgo de contagio de enfermedades. En este caso, la piel se
irrita y reseca, y se fomenta la aparicion de algas y calcio en la superficie del agua.

El pH del agua de las piscinas tiende a adquirir propiedades alcalinas, por ello es muy importante
controlar diariamente este valor. La accién del desinfectante (cloro) depende directamente de este valor,
pues si el pH del agua no se encuentra dentro del rango 6ptimo, el desinfectante perdera su efectividad.

Si una piscina tiene una concentracion de iones de hidrogeno de 3,16 - 10 mol/L, ¢es aconsejable bafiarse en ella?

¢Entre qué valores debe oscilar la concentracion de iones de hidrogeno [H*] para que el bario en la piscina no
comporte riesgo para la salud?

¢Cual es la funcion que proporciona la concentracion de iones de hidrégeno [H*] segun el pH?

¢Qué representa una diferencia de una unidad de pH entre dos sustancias?

1 Un mol es la cantidad de sustancia que contiene 6,022 - 10% particulas (atomos, iones o moléculas).
6,022 - 10% es el numero de Avogadro y se representa por Na.
dades de
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Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

4° de ESO

 Las funciones exponenciales y logaritmicas se utilizan para modelizar situaciones
del mundo real. Las funciones logaritmicas son muy utiles cuando se quieren
modelizar fendmenos que tienen un rango muy amplio de valores.

» Para contestar a la segunda cuestion, se configura la calculadora para que el
formato de numero sea en notacion cientifica:

() fend) (3

cAmIO g

l1:Entrada/Salida |
2:Unidad ansgular
3:Formato numero

1:Fijar decimﬁles
2:Not cientifica
3:Normal

4:5Simb ingenieria

En este caso, se ha elegido la notacién cientifica con tres cifras significativas:

1:Fijar decimales
2:Not cientifica
3:Normal

Cientif:Selec 0~9

Se calcula el siguiente logaritmo:
pH = -log (3,16 - 1079
@culsulCIBIBIBIBEI@IENS)

VB 1 a
-10€5¢(3. 16x10-9)

8. 500312917

Dado que el valor del pH del agua de la piscina es mayor que 7,6 el desinfectante pierde efectividad y el riesgo de
contagio de enfermedades es alto. No es aconsejable el baro en la piscina.

Para que el bafio sea aconsejable, el valor Optimo de pH del agua debe oscilar entre 72 y 76.

Para calcular el rango optimo de la concentracion de iones de hidrogeno, basta con resolver las siguientes
expresiones:

72=-logx y 76=-logy

Despejando el logaritmo en cada expresion y aplicando la definicion de logaritmos se obtiene que x = 1072 e
y=107*

5CI A [F] 5CI A

1072 107%

6. 31 %8 2. 51 xw®

Luego, la concentracion de iones de hidrogeno para que el bafio en la piscina no comporte riesgo para la salud
debe oscilar entre 2,51 - 108y 6,31 - 108 mol/L.



La funcion que permite conocer la concentracion de iones de hidrogeno segun su pH es la funcion exponencial
y =107 cuya grafica se obtiene generando un codigo QR desde la tabla de valores (menu Tabla) de la
mencionada funcion:

n
ol
Z
O
O
Z
S
(18

) ]
f(x)=107" Rango tabla
Inic. :0
Final:14
Paso :1
) ]
Ed fix? Ed fixd = fix?
1 1 S| I 17 12 11 1.ait
2| 1 0.1 | -] 1a® 13 12| 1.atl2
e ol | 152
4| = i i
0 7l 14
1.2 0.10
1-" 0.03
0.8
0.06
0.6
0.4 \ .0 \
0.02
0.2y \
0.0 0.00
012345678 981011121314 0123456788910 121314
— 1) X — ) X

La escala del pH es logaritmica, por tanto una diferencia de una unidad entre dos sustancias supone que una de
ellas es 10 veces mas basica o mas acida que la otra.

pH(A) —pH(B) = 1
—log[H*]; +log[H*z = 1

Hp _
H7, 1

log

[H*5

0, = 10
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La ionizacion, disolucion en iones, del agua pura se representa de forma simplificada como:
H.O = H* + OH~

El producto de la concentracion de iones hidronio o de hidrogeno [(H*)] por la concentracion de iones de
hidroxilo [(OH")] se denomina producto iénico del agua y se representa por K.

A una temperatura de 252 C el producto iénico tiene un valor constante de 104,
Ky = [H*] - [OH"] = 10~

De esta expresion se deduce que las concentraciones de iones de hidronio y de hidroxilos son inversamente
proporcionales, es decir, para que el valor de la constante se mantenga como tal, el aumento de una de las
concentraciones implica la disminucion de la otra en la misma proporcion.

En el agua pura por cada ion hidronio hay un ion hidroxilo, por tanto 107 - 107 = 1074,

n La cantidad de iones de hidroxilo viene dado por la formula pOH = —log [OH], siendo [OH"] la concentracion
de iones de hidroxilo. (Qué relacion hay entre el pH y el pOH?

E Completa la siguiente tabla:

PRODUCTOS COTIDIANOS

Vinagre 3

Bebidas carbonatadas 101

Pasta de dientes 4,1

Naranjas 35
Leche de vaca 3,98 -107

Agua de mar 6

EJEMPLO DE SOLUCION

Tomando logaritmos decimales en la expresion [H*] - [OH] = 10, se tiene:

log([H*] - [OH]) = log 10
Aplicando las propiedades de los logaritmos:

log([H*]) + log([OH"]) = -14
Cambiando el signo en la expresion, se obtiene:

~log([H*]) = log(IOH"]) = 14
Finalmente, sustituyendo —log([H*]) por pH y —log([OH"]) por pOH se obtiene:

pH + pOH =14

La tabla se rellena con facilidad utilizando la relacion del apartado anterior y las formulas de pH y pOH.

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @



Funciones definidas a trozos

Caudales domésticos de agua

2.3
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El consumo de agua en un edificio varia en funcién de la actividad que en él se desarrolla, horas del dia,
etc. Para determinar el didametro de las tuberias a instalar, se debe realizar un calculo hidraulico para
estimar el caudal simultaneo maximo en la instalacion de cada vivienda.

El célculo del caudal simultaneo maximo Q; viene dado por la expresion:

0.= (Z q,-) -k dm¥/s
1
donde la suma de todos los caudales g;, correspondientes a cada tuberia, estan multiplicados por un

coeficiente de simultaneidad £ menor que la unidad, ya que normalmente, no todos los grifos estan
abiertos a la vez. El valor de este coeficiente £ (norma francesa) viene dado por la expresion:

k=—=

x—-1

donde x es el numero de grifos instalados en la unidad de estudio y el valor minimo del coeficiente es % = 0,2

Cada uno de los aparatos domeésticos de uso comun debe recibir, con independencia del estado de
funcionamiento de los demas, una demanda unitaria de caudales instantaneos minimos de agua (¢;), de
acuerdo con la siguiente tabla:

Tipo de aparato Caudal instant'a’meo minimo Caudal instantaneo minimo
de agua fria (dm?®/s) de ACS (dm?/s)
Lavabo 0,10 0,065
Ducha 0,20 0,10
Bariera de 1,40 m o mas 0,30 0,20
Bidé 0,10 0,065
Inodoro con cisterna 0,10 -
Fregadero doméstico 0,20 0,10
Lavavajillas doméstico 0,15 0,10
Lavadero 0,20 0,10
Lavadora doméstica 0,20 0,15
Grifo aislado 0,15 0,10
Grifo garaje 0,20 -

*La demanda es menor en ACS (agua caliente sanitaria) porque al estar ésta a 60 2C, se mezcla con la fria para consumir a aproximadamente 40 °C
(A partir de qué numero de grifos instalados, el coeficiente toma el valor constante 4 = 0,2?
E Describe y representa la funcion que calcula el coeficiente de simultaneidad segun el numero de grifos.

B Calcula el caudal maximo para una instalacion como la de tu vivienda.
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia
Aplicacion CASIO EDU*

NIVEL EDUCATIVO
42 de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» Con esta actividad el alumnado podra desarrollar estandares de operaciones,
estimacion, ecuaciones y funciones definidas a trozos. La resolucion de un problema
con datos reales facilita la conexion de las matematicas con el mundo real.

D = » En el ejemplo de solucion, para compartir y combinar diferentes graficos, se crea
TR ; una clase en la aplicacion CASIO EDU* desde donde poder gestionar los graficos
obtenidos mediante el codigo QR de la calculadora.

Antes de empezar a resolver esta actividad, es aconsejable crear la clase
accediendo a http://wes.casio.com/es-es/class.

EJEMPLO DE SOLUCION

Para encontrar el numero de grifos a partir del cual el coeficiente de simultaneidad toma el valor minimo £ = 0,2
se resuelve la ecuacion con radicales:

1 _
x-1 0.2
1 = l e - = e =
Je1°5 vV 5—=x=26
Se puede también resolver con la funcion SOLVE [CaLg):
] Vo VEr |

1 9.2 L _—g.2 —L_=0.2

-1 -1 -1 o
—R= g

Para introducir el signo = se utiliza .

La funcion £(x) que expresa el valor del coeficiente de simultaneidad, en funcién del numero x de grifos instalados es:

sie<x<26
klx) =] Vx-1 x toma valores enteros
0,2 six>26

Se incorporan los dos trozos de la funcion a la clase que se ha creado en la aplicacion CASIO EDU*:

http://wes.casio.com/class/u7j6-9NrI-SsWs-nRju

€ G} wes.casio.com/es-es dsss/
CASIO WES Worldwide Education
wis canio.com

Class creation
Class name
Caudales de agua
Class description
Resolucién de un problema para la inscalacién ds las tuberias en

una edificacién

" Eancel Create
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ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



| Rango tabl
- ango tabla
f(x)_{izf Inic. :2
Final : 26
2
i d VB [
£ (x)=0. 2 Rango tabla
Inic. : 27
Final :35
27
171
1 | Trozo 1 M | Trozo2
i Grafico v ]Z] i Grafico - K|
" TTTITIIm . bt 7] i o
VO .| 0.30+4 | 4 t | -
\ Il I oo = S R S
0.6+ . . 0201 —
0.4t ,L I 0,5_%__|T_ =
0. 24+ ST 010+ =1 i
0.0 . . 0.05—
2345678 1012 14 B I8N 22 M W % 27 28 D X N 2N UDS
- {x) X — ) X

Se pueden visualizar los dos trozos de manera que las representaciones sean punto a punto, y combinarlos, si se
introducen los datos desde el menu Estadistica.

Se elige, por ejemplo, la opcidn 2 y se introducen los valores que se han obtenido en las tablas anteriores:

l:1-Variable
2:y=a+bx
3:y=atbx+cx?
4:y=atb-+1n{x)>
@ @ @ @
x b x ¥ x ¥ x b4

1 2 | - 9 6|0.4472 9 10|0.3333 13 14|0.2773

2 3|0.7071 € 7|0.4082 10) 11|0.3162 14, 15|0.2672

3 g [u] 577g z g 0.3779 }% {% 0.3015 }2 {2 0.2581

4 Q. (sl L. e | U,y

1 0. 3535 0. 2886 0. 25
@ @ @ @
x ¥ x » x L x ¥

17] 18|0.2425 21 22|0.2182 25 26 0.2 2 0 0.2

18 19|0.2357 22 23|0.2132 26 27 0.2 3 31 0.2

é‘B %? 0.2294 %i g 0.2085 %g g 0.2 31 g% 0.2

0l U, 223 L. 204 1] [ 0. | U.

0. 2236 0. 2041 0. 0.
Generando un codigo QR se visualiza la nube de puntos:

i Gréfico = I &% e 1P

1/2 s 1—
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A modo de ejemplo, se considera una vivienda con la siguiente instalacion:

Caudal instantaneo minimo

72
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UNIDADES Tipo de aparato de agua fria (dm3/s)

1 Lavadero 0,20

1 Lavadora doméstica 0,20

1 Fregadero doméstico 0,20

1 Lavavajillas domeéstico 015

2 Inodoro con cisterna 2010

2 Lavabo 2-010

1 Ducha 0,20

1 Bariera de 1,40 m o mas 0,30

1 Bidé 0,10

11 2.¢:= 1,75 dm/s

Se analiza el valor del coeficiente de simultaneidad para 11 unidades instaladas:

o @
fi{x)=
x—-1
k(x) = 0,3162

Se obtiene que el caudal maximo que pasara es:

0Q,=175-0,3162 = 0,55335 dm®/s

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @
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Funcion valor absoluto

Perimetro de un hexagono

Sea M un punto sobre el segmento AB=6cm.

Sobre el mismo segmento se dibujan los cuadrados A]\ﬂVP y
MBQR como se muestra en la figura adjunta siendo AM = x.

De esta manera se obtiene el hexagono ABORNP.

Calcula el perimetro del hexagono ABQRNP para x =1 cm.

B Rellena la siguiente tabla:

x (cm) Perimetro ABORNP (cm)

0

0,5

1

15

2

2,5

3

35

4

4,5

5

5,5

6

X P(x) =

B Representa graficamente la funciéon P(x).

n {Presenta alguna simetria la funcion P(x)? En caso afirmativo, determina el eje de simetria.

B ¢Para qué valor de x el perimetro del hexagono es 20,5 cm?

B Representa graficamente las funciones P(x) y g(x) = |2x| y compara sus caracteristicas.
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

B — ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
= » En esta actividad se quiere conseguir:
- Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
- Expresar una funcion utilizando el valor absoluto.
- Construir la tabla de valores de una funcion.
- Construir la tabla de valores de dos funciones.
- Representar graficas.
- Comparar dos funciones.
© caso o = - Resolver ecuaciones con la funcion SOLVE.
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EJEMPLO DE SOLUCION

E ........................................................................... .

De la figura se deduce que:
RM=6-x
RN =|RM - MN| = (6 - x) - x| = 6 - 2x| = [2x - 6|
En consecuencia, el perimetro del hexagono ABORNP es:
Px)=6+6-x)+6-x+]2x-6|+x+x=18+|2x - 6|
Pl)=18+2-1-6|=22cm

Para construir la tabla se utiliza el menu Tabia:

'] '] =0
f (x)=18+|2x—6| Rango tabla | | %24
ol 10 i 2
Paso :0.5 v 0
5 ’:?ZE ﬂx%ﬂ 9 x_d.m ﬂx%ﬂ 11 ’:?Sm f(x%2
= 2.5 19 10) 4.5 21 12 5.5 23
i 3 18 11 ] 22 13 6 24
clmmmemsz| 19 3. 5 12| 23 5 5 14—
0 24 cm
0.5 23 cm
1 22 cm
15 2lcm
2 20 cm
2.5 19 cm
3 18 cm
35 19 cm
4 20 cm
45 2lcm
5 22 cm
55 23 cm
6 24 cm
x P(x) = 18 + |2x — 6]

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @



Para representar la funcion se utiliza el codigo QR:

En la grafica se aprecia que la funcion es simeétrica respecto de la recta x = 3.

Para determinar el valor de x de manera que el perimetro del hexagono sea 20,5 cm, se resuelve la ecuacion:
P(x) =205
18 + |[2x — 6| = 20,5

Se utiliza la funcion SOLVE para resolverla:

v a0 v
18+|2x-61=20. 5 18+|2x—-61=20. 5 18+|2x-61=20. 5

x= 4.25
L—-R= 0

Una solucion es x = 4,25 cm.
Como la funcion es simétrica respecto de la recta x = 3, se deduce que la otra solucion es x = 1,75 cm.

Para obtener esta solucion con la calculadora se tiene que dar a la semilla un valor menor que 3. Por ejemplo x = 0:

a0 a0
18+|2x-61=20. 5 18+|2x—-61=20. 5

x= 1.75
L-R= 0

Por consiguiente, el perimetro del hexagono es 20,5 cm cuando x vale 1,75 cm 0 4,25 cm.

Para representar las funciones P(x) = 18 + [2x - 6] y g(x) = |[2x| se construye una tabla con las dos funciones en el
menu Tabla:

Vor 1 Vor W Vor 1
f (x)=18+|2x—-6| g (x)=|2x| Rango tabla
Inic. :-6
Final:6
Vor 1
£ iR ] (%) E j2] =D E iR ] 9lx)
1 26 12‘ 5 -2 28 4 9 2 20 4
2| -5 34 10 &) -1 26 2 10 3 18 6
3 -4 32 8 7 0 24 0 11 4 20 8
4 -3 30 [ 8 | - 22 2 1 12] I— 22 10 5
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Se utiliza el codigo QR para obtener las graficas de ambas funciones en los mismos ejes:

n
(48]
Z
o
3]
4
S
(4

11

40

\‘"\.

30 e

H""‘--. L1
20
L " -
. """--.\ //
6-5-4-3-2-101 2 3 45 6
— 10 —gl X

Se aprecia que la funcion P(x) = 18 + [2x — 6| es una traslacion de la funcion g(x) = [2x|, con un desplazamiento
horizontal de 3 unidades a la derecha y uno vertical de 18 unidades hacia arriba.

I Ampliacion

n Representa en los mismos ejes las funciones f(x) = |3x]y g(x) = [3x + 12| - 2.

¢Qué desplazamientos hay que hacer para pasar de la funcion f(x) a la funcion g(x)?

E Aplica una traslacion vertical de 2 unidades hacia arriba a la funcion f(x) = |4x|, iqué funcidn se obtiene?
Escribe su expresion analitica.

¢Qué funcion se obtiene si se aplica una traslacion vertical hacia abajo de 8 unidades?

Aplica una traslacion horizontal de 5 unidades hacia la derecha a la funcion f(x) = |4x|, équé funcidn se
obtiene? Escribe su expresion analitica.

¢Qué funcion se obtiene si se aplica una traslacion horizontal hacia la izquierda de 10 unidades?

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



En la siguiente tabla se relaciona la distancia media entre el Sol y cada uno de los planetas con el periodo
orbital (tiempo que tarda en efectuar una vuelta completa cada planeta alrededor del Sol).

1UA (unidad astronémica) es igual a la distancia media del Sol a la Tierra.

1 ario es el periodo orbital de la Tierra.

Mercurio 0,387 0,24
Venus 0,7239 0,62
Tierra 1 1
Marte 1,524 1,88
Jupiter 5,203 11,86

Saturno 9,537 2945
Urano 19,191
Neptuno 164,79

Dibuja una grafica que represente el periodo orbital en funcion de la distancia media.

Sabiendo que la relacion entre la distancia media x, y el periodo orbital 7"es potencial, es decir, 7'= 4 - &7,
determina la expresion de la funcion.

Tercera Ley de Kepler del movimiento de los planetas.

Para cualquier planeta, el cuadrado del periodo orbital (77) o tiempo que tarda en dar una vuelta

alrededor del Sol, es directamente proporcional al cubo de la distancia media al Sol (R).

Rellena los datos que faltan en la tabla.
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Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

4° de ESO

» En esta actividad se quiere conseguir:
- Calcular la regresion potencial.
- Representar la grafica de una nube de puntos.

« Se utiliza la funcion SOLVE para resolver una ecuacion irracional.

» casio g

Para dibujar la gréafica, se rellena la tabla desde el menu Estadistica (regresion potencial):

W (6] @ (3]

X% 28 oo l:y=a+e”(bx) I % ¥
FEgAg ik dElg |5:720 8 e g e
&d md 3iy=a*x"b 4l 1.524] 1.e8 7i—

. isti 4:y=at+b/x 0. 24
Se dibuja la nube de puntos con el cédigo QR:

L]
2
141
o ®

Se calcula la regresién con la calculadora (0PN (4]):

a=1.000457283
b=1.439758145
r=0. 9399384025

jyugs fam ]

Se observa que, aproximadamente, el coeficiente de correlacion es 1, y la regresion potencial es: y = x*2.

Funciéon que cumple la tercera ley de Kepler.

Se calcula el periodo orbital de Urano, aproximadamente 84,05 afios:

]
1.000457283%19, 1911-49978146

84. 04940357

Con la funcion SOLVE se obtiene que la distancia de Neptuno al Sol es, aproximadamente, 30,06 UA.

VB [
1. 000457283%x! 4978146 =1 64, 79

= 30. 06490613
L-R= 0




Funcion con radicales

Teorema de la altura

20
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48]
Z
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Z
S
(4

H C Enun tridangulo rectdngulo AﬁC siendo.4 = 90°y BC =10 cm
3 S se traza la altura AH.

s SeaBH =x.

N

10 cm

Teorema de la altura

Dado el triangulo rectangulo ABC siendo 4 = 90° y AH 1a altura . Se tiene que AH? = BH - CH.

Dados dos numeros a > 0, & > 0, definimos la media
geométrica de a y & como Mg =va - b.

Para construir, geométricamente, la media geométrica se
dibuja un arco capaz de 90° sobre un segmento
BC=a+b BH =a, CH = b.

Se dibuja la recta perpendicular por el punto / al
segmento BC que corta al arco capaz en el punto 4,
L BAC =90°, entonces: AH =+a- 5.

La media aritmética de dos numeros a > 0, & > 0 es

M,=42 ‘2” b, vadio del arco capaz.

Se observa en el grafico que M, > M. La igualdad se
alcanza cuando a = .

N
Y
N
Vv

n Calcula la longitud AH de la altura para x = 1 cm.

E Rellena la siguiente tabla:

x (cm) Altura (cm)

0

OO IN|O(N AW

=
o

X

Iy

]
I

B Representa graficamente la funcion L(x).
n {Tiene simetria la funcion? En caso afirmativo, determina el eje de simetria.

B ¢Para qué valores de x la altura del triangulo es 4 cm?
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» En esta actividad se quiere conseguir:
- Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.
- Aplicar el teorema de la altura en un triangulo rectangulo.
- Expresar una funcion utilizando radicales.
- Construir la tabla de valores de una funcion.

2]
(48]
=z
O
O
Z
S
(118

P : - Representar graficas.
S N R - Resolver ecuaciones con la funcion SOLVE.
© casio =
EJEMPLO DE SOLUCION

B ........................................................................... .

Se aplica el teorema de la altura al tridangulo rectangulo AﬁC:
AH?= BH - CH
AH? = x - (10 - x)

Entonces, L(x) = vix- (10 - x), x € [0, 10I.

Six=1cm AH = L(1)=v1-9 =3 cm.

Para construir la tabla se utiliza el menu Tabila:

Vo @ ]
f(x)={x(10-x) R?g%g 1.:81)13
Final:10
Paso :1

La tabla queda de la siguiente manera:

x (cm) Altura (cm)

0 0
3
4
4,583
4,899

4,899
4,583

O O |N([O(L| DWW |-
wn

[N
o
O | W

b
®

L(x) =Vvx-(10-x)

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @
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e

Para representar la funcion se utiliza el codigo QR:

11

N W & O O

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v X) X

Se observa que el vértice A recorre el arco capaz de 90° sobre BC, es decir, la semicircunferencia de diametro BC.

La funcion es simétrica respecto de la recta x = 5.

Para calcular los valores de x tales que la altura mide 4 cm se resuelve la ecuacion:

Lx)=4
Va-(10-x) =4
Para resolverla se utiliza la funcion SOLVE:
%10~ =4 %10~ =4 %10~ =4

=] b}

X=
L—-R=

_— A [E—
En consecuencia, la altura AH del triangulo ABC mide 4 cm cuando x = BH =2 cm.
Ahora bien, como la funcion es simétrica respecto de la recta x = 4, hay otra solucion que es x = 8 cm.

Para obtener esta solucion se tiene que dar a la semilla un valor mayor que 4. Por ejemplo, x = 9:

VEr @ VEr @
{2 (10—x) =4 yx(10-x) =4
x= 8
L-R= 0
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Funcion seno

Area de una cometa

2.7/

n
48]
Z
o
3]
Z
=)
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En Valencia es tradicion volar cometas en las fiestas de Pascua.

En la playa de la Malvarrosa de Valencia durante dichas fiestas se realiza un concurso
de cometas.

Para construir una cometa como la de la figura se dispone de dos cafas
de 20 cm de longitud, dos de 48 cm y dos transversales.

Se considera x el angulo £ BAD.

¢{Cuanto vale el area de la cometa si x = % rad?

B Rellena la siguiente tabla:

Angulo (rad) Area de la cometa (cm?)

O rad

% rad

T
3 rad

T
-5 rad

271
— rad

51T
5 rad

Tt rad
x S(x)

B ¢Qué tipo de funcion es S(x)? Enumera sus caracteristicas.

n {Para qué valor de x el area de la cometa es maxima? Calcula el area maxima y las longitudes de las
diagonales AC, BD para dicho valor.

B ¢Cuanto mide el angulo x, en grados sexagesimales, si queremos que la cometa tenga una superficie de 500 cm??
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» En esta actividad se quiere conseguir:
& i - Transformar el enunciado de un problema a lenguaje algebraico.

2]
(48]
=z
O
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Z
S
(118

s - Aplicar la formula trigonométrica del area de un triangulo.
- Construir la tabla de valores de una funcion.
- Representar graficas.
BRI : - Estudiar la funcién sinusoide.
B e - Resolver ecuaciones trigonomeétricas.

D casio & =

EJEMPLO DE SOLUCION
B ........................................................................... .
El area del triangulo AﬁD en funcion del angulo es:
SABD=% -AB - AD - sen x
El area de la cometa ABCD es el doble del area del triangulo ABD:
S(x) = 960 - sen x, x € [0, 7T}

Para construir la tabla de la funcion se utiliza el menu Tabla y las unidades angulares se expresan en radianes:

Blul8 =
(@) (6] (@ e (2] (5] (<107 () (6] B
= 1 = m ' '
f(x)=960sen(x) Rango tabla I e 1.
Inic.:0 2l0.5235| 480 §| 2. 6175 | RN
3| 1.0471 |EEIMEE 73. 1415 1]
ali.5707] _9en §
831. 3843876 480

El area del cometa para x = % rad es:

S (S—g") =480 cm?

La tabla queda de la siguiente manera:

Angulo (rad) Area de la cometa (cm?)

0 rad 0cm?
% rad 480 cm?
% rad 831,38 cm?
Zrad 960 crm?
% rad 831,38 cm?
X rad 480 cm?
Tt rad 0cm?
X S(x)

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @



Para representar graficamente la funcion se utiliza la funcion QR:

n
48]
Z
o
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Z
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(4

111

1200
1000

600 / \
400 // \

N
200 / A\
9
001z 0.3z 0.5z 0.7x .4
— X

La funcion es una sinusoide.
El area maxima de la cometa se alcanza en x = % rad:
J0) _ 2
S|%) = 960 cm
Para x = % rad el triangulo ABD es rectangulo. Aplicando el teorema de Pitagoras se obtiene:

BD =207+ 48 =52 cm

Vo m
{20%+48?

A

52
Dado que las diagonales de la cometa, BD y%, son perpendiculares siendo P su punto de interseccion, se
deduce que el area del triangulo ABD cuando x = % rad es:
o _90 _1.RBD. 4P B
S(Z)=%0-1.5D- 4P
90 _1.50. 4p
=3 52 - AP
En consecuencia:
qp = 960
AP = =

960 " %
2% 990 v
36, 923076

La diagonal AC de la cometa de area maxima es aproximadamente 36,92 cm.

Para calcular el valor de x que hace que el area de la cometa sea 500 cm? se resuelve la ecuacion:
S(x) = 500
960 - sen (x)=500
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La calculadora se configura con medidas angulares sexagesimales mediante la siguiente secuencia:

n
(48]
Z
o
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4
S
(4

(stFT) (vENy) (2] @
1:Entrada/Salida I (1:Grado sexag‘ (D>
2:Unidad angular 2:Radian
3:Formato namero 3:Grado cent (G)
4:Simb ingenieria

Para resolver la ecuacion se utiliza la funcion SOLVE:

el ) ]
960sen (x)=500 960sen (x)=500 960sen (x)=500
x= 31. 38816648 x=_ 148,61 18338

La primera solucion no forma una cometa. Por tanto, el angulo x que hace que la cometa tenga una superficie de
500 cm? es, aproximadamente, 148° 37":

(g (=) b2

&0 N
Ans

148°36°* 42, 6”

I Ampliacion

Silas longitudes de las cafias son 24 y 50 cm, respectivamente, ¢para qué valor del angulo el area de la
cometa es maxima?

Cambia los valores de las longitudes iniciales y calcula de nuevo el valor del angulo para que el area de la
cometa sea maxima.

¢{Qué observas? Redacta tus conclusiones.

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



Resolucion de triangulos. Valor de una expresion.

Teorema del coseno

01

Los problemas que se plantean en topografia y navegacion exigen la resolucion de triangulos, es decir, la
obtencion de sus elementos (lados y angulos) desconocidos a partir de los conocidos.

\|

<
c
/M
[
O
-
<

La resolucion de un tridangulo puede obtenerse mediante su construccion geométrica (con regla y
compas) o utilizando expresiones trigonomeétricas (como los teoremas del seno y el coseno). Estos
problemas pueden tener solucion unica, dos soluciones o bien pueden ser de imposible solucion.

A continuacion se utilizara el teorema del coseno para resolver un triangulo.

Dicho teorema es una generalizacion del teorema de Pitagoras. En francés lleva el nombre del matematico
y astronomo persa al-Kashi. Dicho teorema dice asi:

A _ _ _
Dado un triangulo 4BC de lados conocidos BC =a, AC = by AB =, ¢
se tiene:
o2 =24 2 — /- 2=
at=b*+¢ ZbccosA:A—arccos( — ) P ;
eb?=g?+c*-2accos B> B = arccos(%)
—cac
ec?=g%+b?-2abcos C= C = arccos(#) A B
oub c

A
Resuelve el triangulo ABC, de lados @ = 15, b =34y ¢ = 35.

A a
B Resuelve el triangulo ABC, conocidos =4, c=3y A = 60°.

A N
B Resuelve el triangulo ABC, conocidos a =3, c =4y A = 30°.

@ CASIO gp =
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MATERIALES
Calculadora CASIO fx-570/991 SP X 1I Iberia

NIVEL EDUCATIVO
4° de ESO

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» El alumnado debera saber como calcular el valor numérico de una expresion
algebraica previamente a la realizacion de esta actividad.

« El alumno tiene que conocer las razones trigonomeétricas.

« Para realizar la actividad se utilizara la funcion CALCy el modo Ecuacion/Funcion,
que permite la resolucion de ecuaciones de segundo grado.

» Se utilizaran razones trigonométricas para calcular &ngulos (modo angular
sexagesimal).

EJEMPLO DE SOLUCION

.............................................................................. .

De este triangulo se conocen los tres lados y se desconocen los angulos. Para determinar el angulo 4, se introduce
en la calculadora la expresion:

A= arccos(%)
SHT (=) [P) ) (7 (=) (aie
(A (1 @ (=) (2] (X) (ae) o9 (X) (et} (2 @ O
az-Bz-cz‘H
ﬁrccos[ —2XBXC

Seguidamente, se presiona y se substituye en la férmula los valores A —> a =15, B—> b =34, C—> ¢ = 35.

) DEE B@E BEE
Fa ] v ] va ] A
A’ —B*—C? [ A?—B?—C* [ A?—B*—C*
ﬁrccos[ —BXBXC Arccos —BXEXRC Arccos —BXBXC
A =15 B =3 C =35
Al presionar (Z] se obtiene el valor del angulo A
&
O W i i
A?=-B*—C? A?-B?—C?
Arccos{“axpxc ) | [Arecos|"axpxc
25. 05761542 25°3'27. 42"

En consecuencia, el angulo resulta 4 = 25° 3’ 2742"

Para determinar el valor del angulo B se procede como en el caso anterior, sustituyendo los valores
A—>b=34B—>a=15 C—>c=735

WREENEEEEEER

] i
A?—B?—C?
ﬁrccos[ —2XBXC

73°44°' 23. 26"
Es decir, B = 73° 44’ 23,26".

ALGEBRA

\|
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ALGEBRA

\|

El angulo C se calcula como en los casos anteriores. Ahora se sustituyen los valores 4 —> ¢ =35, B—> a =15,

C—b=34
WEEENEEREBEEE]

] i
A?=B*—C?
ﬁrccos[ —2XBXC

g1°12°9, 32"

En consecuencia, C =81°12'9,32".

Cc

A = 25,0576°
B =737398°
C = 81,2026°

A

El tridngulo resulta con las dimensiones que se muestran en la figura adjunta.

Para calcular el lado 4 se utiliza la férmula del coseno: g = / b2+ c2—2bccos A

E i
{42 432-2x4x3%cos (&
{13

Por tanto, a = +v/13. Se almacena este valor en la variable A.
&
ﬁns—iﬁ.

{13

Para calcular el angulo B se utiliza el teorema del coseno: B = arccos(

i
42 _AE _32
—-2XAXT

T3°53'52, 39"

]
ﬁrccos[

En consecuencia, B=73°5% 52,39".
Por tanto, C=180°- A+ B).

180° = (60° +73° 53° it}

46°6° 7. 61"

Es decir, C = 46°6' 761",

Si se resuelve graficamente el problema se observa que existen
dos soluciones.

Se utiliza la formula del coseno a2 = 42 + ¢ — 2b¢ cos A para
calcular el lado 4.

32=52+4>-2b-4- cos30°
Se observa que se trata de una ecuacion de segundo grado.

Para resolver la ecuacion utilizando la calculadora, se pasan
todos los términos, ordenados segun el grado, a uno de los
miembros de la ecuacion. Es decir, se iguala esta a cero:

DP+42-8-cos30°-h-9=0=42-8-cos30°-6+7=0

Federacidn
Expaiiala de
Sociedadis do
Profesares de
Matemitcas

casio gp
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_ az _ [2
—2ac )
C
a=36lcm
E =73,8979°
C =46,1021° a
A B

b=570cm b=1,
B=1082°
C=418°




Una vez se tiene dispuesta la expresion algebraica de esta manera, puede utilizarse el modo Ecuacion/Funcion
para calcular el lado 4, resolviendo la ecuacién de segundo grado.

(ENY) (=) @ @ =
i - O W [
1:8ist ec lineal Polindmica
Balhg NJBBg 5Tl Enica :Grado? —ce e+ O

" 38 g

Seleccionar 2~4

Se introducen los coeficientes correspondientes y se presiona (=], con lo que se obtienen las dos soluciones de la

ecuacion:
= = =
] [ ] [ ] [ i
ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
InE= 6. 9282y O K= Ko=

7

{5+24{3

-{5+24{3

Se analizan ahora separadamente los tridangulos que resultan de considerar cada una de las soluciones de la ecuacion:

a)b=+5+2/3=570

Se considera la primera solucién y se aplica el teorema del coseno para calcular el angulo B:

- & &
({5 +2{3)°~32—4? ]
Arccos —oxaxad
108. 189685

180°2(30°+108° 11°0)

41°48°'37.13"

b) b =-v/5+2v/3=123

El angulo C se calcula como C = 180° - (4 + B). Por tanto:

] r &
({5 +2(3 )*-37—42 ]
ﬁrccos[ “o%3%d

108°11'22.87

Se considera la segunda solucion y se aplica el teorema del coseno, con lo que se obtiene:

[ (={B+2(3) -32-42
—{5+2{3 )’ -3°—4 ]
Arccos —2x3%4

11.810314

Es decir, B = 11° 48 3713".

[ (={B+2{7 Pmzima?
—{5+2{3 —_—4]
Arccos —o%3Xd

11°48'37.13

En cuanto al angulo C, se obtiene a partir de C =180° - (4 + B). Por tanto:

180°2(30°+11° 48° :0)

138°11°'22. 87"
C=138°1122,87"

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Regresion: calculo e interpretacion

Esperanza de vida al nacer

15

¢Qué es la esperanza de vida al nacer? (Crees que es la misma para hombres y mujeres? éQué crees que es la
brecha de género?

La esperanza de vida al nacer es el numero medio de anos que esperaria vivir una persona en caso de
mantenerse el patron de mortalidad por edad (tasas de mortalidad a cada edad) actualmente observado. La
esperanza de vida es el indicador mas ampliamente utilizado para realizar comparaciones sobre la incidencia
de la mortalidad en distintas poblaciones y, en base a ello, sobre las condiciones de salud y el nivel de
desarrollo de una poblacion.

<
O
-
-
2
=
72
(48]

La brecha de género (mujeres-hombres) es la diferencia de afios entre la esperanza de vida de los hombres y
la de las mujeres.

Hemos obtenido los siguientes datos del INE respecto a la esperanza de vida al nacimiento en Espafia desde
el afio 1991 hasta el 2013.

Evolucion de la esperanza de vida al nacimiento. Brecha de género. Esparia

Hombres Mujeres  Brecha de género Hombres Mujeres  Brecha de género

Representa los datos referentes a los hombres y a las mujeres en un mismo diagrama de puntos. éQué
puedes decir sobre la evolucion de la esperanza de vida para cada género? éQueé puedes decir sobre la
evolucion de los datos de la brecha de género?

B Dibuja una recta que pase por la nube de puntos de la actividad 1, tanto para los hombres como para las
mujeres. Después introduce los datos en tu calculadora para y obtén las ecuaciones de las rectas que has
dibujado.

B Estas ecuaciones son un modelo algebraico de la relacion entre los afios de nacimiento y la esperanza de vida al
nacer. (Podrias utilizar las ecuaciones que has obtenido para predecir cual fue la esperanza de vida al nacer en
los aflos 1995 y 2009 para hombres y para mujeres? (Y para predecir la esperanza de vida al nacimiento en el afio
20297 ¢Y en el afno 2063? Justifica tu respuesta.

@® CASIO j_sf%
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ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS
» Con esta actividad se pretende que los alumnos de secundaria se inicien en el
concepto de regresion lineal, utilizando datos reales.

« El uso de la calculadora propicia que la tarea se centre en la interpretacion de los
resultados y en el estudio de las limitaciones de la regresion lineal, y no tanto en el
célculo de la ecuacion de la recta de regresion.

@ cisc g

« Para realizar la actividad, conviene configurar la calculadora para que la tabla estadistica no muestre la columna
de las frecuencias. Para ello se procede tecleando la secuencia men) ® (3] (2). Seguidamente, hay que
seleccionar, en el menu Estadistica, la opcion 2: regresion lineal ([N (6] (2)).

« Para visualizar la nube de puntos en la aplicacién CASIO EDU*, es necesario generar un codigo QR (st (0PTN)),
que se escaneara con dicha aplicacion. El grafico resultante se compartira con una clase previamente creada.
En esta ocasion, se tendra que generar un cédigo QR para los datos referentes a los hombres y otro para el
correspondiente a las mujeres.

EJEMPLO DE SOLUCION
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A continuacion se muestra un grafico proporcionado por el INE sobre la evolucion de la esperanza de vida al nacer:

Como se observa, en los paises occidentales la esperanza de vida ha Evbaaiin s o aserire o Vi B e
experimentado notables avances en el ultimo siglo, y se ha conseguido afios
con disminuciones en la probabilidad de morir debido a los avances P
meédicos y tecnologicos, a la reduccion en las tasas de mortalidad &
infantil, a cambios en los habitos nutricionales y estilos de vida y a 84 /
la mejora en las condiciones de vida y en la educacion, asi como al ol
acceso de la poblacion a los servicios sanitarios. :: ]
En las ultimas décadas ha aumentado significativamente la esperanza : ]
de vida al nacimiento en hombres y mujeres, y la diferencia entre e
hombres y mujeres en afios de esperanza de vida al nacer ha BRSO, O TOOF, 00 .01 S0 S 2N S
disminuido. R
Fusnile Table da sonslies NE

Segun indican las proyecciones, la esperanza de vida al nacimiento
alcanzaria los 84,0 afios en los hombres y los 88,7 en las mujeres en el
afio 2029, lo que supone un incremento de 4,0 y de 3,0 afios, respectivamente, respecto a los valores actuales. Ello
supone alcanzar los 90,9 afios de esperanza de vida al nacimiento para los hombres en el afio 2063 y los 94,3 arios
para las mujeres.

http://www.ine.es/jaxi/menu.do?type=pcaxis&path=%2Ft20%2Fp319a%2Fserie%2Fp01&file=pcaxis&N=&1L=0
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Para obtener las representaciones, se introducen los datos en la calculadora y se generan los correspondientes
codigos QR. Las nubes de puntos se visualizan escaneando dichos codigos con la aplicacion CASIO EDU™:
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Hembras O | Mujeras

i Grafico v A ki Grafico v (A

I L S

La creacion de una clase mediante la aplicacion CASIO EDU* y la incorporacion de ambos graficos en la misma,
permite combinar ambas nubes de puntos y representar graficamente las correspondientes rectas de regresion.

@ &  Grifice v 4;

2 Wil e LB nGrac e Je grafcas
SRNASEEE 40 WD

W WraiEaddr rbdidcts la (olsacida S
U IR RELETESOSS LRSS AL Se
shro

(0% ] [Canceiw |

Las expresiones analiticas de las rectas de regresion se obtienen presionando la secuencia @.

Hombres Mujeres

y=atn

b b

Las rectas de regresion correspondientes a la esperanza de vida al nacer para hombres y mujeres son,
respectivamente:

f(x) = 0,2855579869x — 495,1585183
glx) = 0,2125820569x — 342,4511827




El célculo de los valores estimados se puede hacer de dos formas distintas:

A) Desde el menu Estadistica, con la siguiente secuencia de teclas:
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0PI ® @ (5]
[C] ]
| l1:Seleccion tipo | 1:Sumatorios 1:a 2:b
2:Cal 2-variables 2:Parametros | 3:r 4:%
Estadistica [3:Calc regresion F:Minimo/Maximo 5:9
y=a+h 4:Datos 4:Regresion

La opcion 5:y permite estimar el valor de la variable y conocido el valor que toma la variable x. Asi, en el caso de
los hombres, se tiene:

19955

74.52966552 ;1995 - 74,53

Para calcular el resto de estimaciones, basta con editar esta expresion e introducir el resto de valores.

B) Desde el menu Tabla se introducen las expresiones de las regresiones en las funciones f y glx) y se elige el
rango de la tabla. La tabla permite introducir directamente valores para calcular las imagenes.

Si se introducen las ecuaciones de las regresiones con valores aproximados para los coeficientes, se obtienen los
siguientes resultados:

o W o W
f(x)=«6x-495.150 | |g(x)=0.213x-34R. » |[Rango tabla el S lo7 220
Inic. :1991 1932 | 74. 553 | 01 . 045
Final:2015 b H R e
Paso :1
o
] Tlxd alxl
1995|75.411 |82, 484
2003 79.415| 85, dE£
g—- "’jl“ﬁ:éa’? 25
2063

f(1995) 754  g(1995) = 82,5 (Los datos reales son, respectivamente, 74,5 y 81,7)
f(2009) 794  g(2009) = 85,5 (Los datos reales son, respectivamente, 78,6 y 84,7)
f(2029) =851 g(2029) =897

f(2063) =949 ¢(2063) = 97

Ahora bien, si se introducen las funciones con todos los decimales que nos proporciona la calculadora, las
estimaciones que se obtienen son:

| fixd
1995 74.529
zu-:r;'rsm
“93 94?

f(1995) =745 g(1995) = 83,7 (Los datos reales son, respectivamente, 74,5y 81,7)
ﬂ2009) =785 £(2009) = 86,6 (Los datos reales son, respectivamente, 78,6 y 84,7)
f12029) = 84,2 g(2029) = 90,9
f12063) =939  ¢(2063) = 98,1

izl
83,645
EE G-H

99, Ié-#

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Regresion: calculo e interpretacion

Atletismo: 1 500 metros lisos masculinos
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La carrera de los 1 500 m lisos es en la actualidad la prueba estrella del atletismo de medio fondo.

La modalidad masculina forma parte de los Juegos Olimpicos modernos desde su primera edicion, que
tuvo lugar en Atenas en 1896. En dicha edicion resultd vencedor el australiano Edwin Flack, quien obtuvo un
registro de 4' 33,2".

La modalidad femenina no fue reconocida hasta las Olimpiadas del afio 1972, en las que resulto vencedora la
soviética Lyudmila Bragina, con un tiempo de 4' 01,38".

El atleta que gano esta prueba en los Juegos Olimpicos, celebrados en Brasil, en el afio 2016, fue el
estadounidense Matthew Centrowitz, con un tiempo de 3’ 50"

Actualmente, el récord mundial lo ostenta el marroqui Hicham El Guerrouj, quien obtuvo en Roma, en junio
del afio 1988, la extraordinaria marca de 3' 26,17".

La tabla que te presentamos a continuacion recoge las marcas olimpicas de la carrera de 1 500 m
masculinos desde Atenas 1896 hasta Rio 2016:

MARCA (min.) N MARCA (min.) N MARCA (min.)

Dibuja un diagrama de puntos que represente la informacion.

¢Crees que los datos presentan una tendencia lineal? Justifica tu respuesta.

Dibuja una recta que represente la nube de puntos. (Sabes como se llama esta recta?
Obtén con la ayuda de la calculadora la expresion analitica de la recta anterior.

¢En qué anos no se celebraron olimpiadas? ¢Sabes por que?

¢Podrias predecir las marcas de los arios olimpicos que faltan? Explica como lo harias.

daagaaaa

¢Crees que es razonable utilizar la recta de regresion para estimar la marca en los juegos olimpicos de 20487
¢Por qué?

¢Y para los del 22007 ¢Por qué?

CASIO ﬁﬁ?
y Educativa jI rofesares de

Matemitcas
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ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» El uso de la calculadora favorece la anticipacion de conocimientos, anteponiendo,
en la resolucion de problemas, la experimentacion, la interpretacion y la
formulacion de conjeturas al calculo algoritmico.

» Con esta actividad se persigue introducir el concepto de regresion lineal a los
estudiantes de cuarto curso de secundaria, para trabajar su interpretacion y
estudiar sus limitaciones, utilizando datos reales. Las actividades estan planteadas
para que los alumnos reflexionen sobre los datos que se les presenta, antes de
acudir a la calculadora.

o EsREEEm
£

» Antes de iniciar el trabajo con la calculadora, es conveniente elegir la configuracion con la que se realizaran los
céalculos. En este caso se configura la calculadora para que las tablas estadisticas no muestren las frecuencias:

(suFT) (ENY @ €l @

1:Entrada/Salida |
2:Unidad angular
3:Formato numero
4:5imb_ingenieria

1:Result fraccidn LFrecuencia?
2:Complejos | [1:0n
J:Estadistica 2:0f1
4:Hoja de calculo

* A continuacion se selecciona el menu Estadistica y la opcion 2: y=a+bx, que permite trabajar con regresiones
lineales. Seguidamente se introduce en la columna x los afios y en la columna y las marcas:

() (6] 2

imag it gleElg |Lilovariable || i)  fclomi
gy A g BBy [3:y=atbx+cx2 3 [

diy=at+b-lni{x)

 Para visualizar la nube de puntos en la aplicacion CASIO EDU, es necesario generar un coédigo QR (mediante la
secuencia de teclas ). Dicho codigo se tiene que escanear con la aplicacion y abrir o compartir en una
clase previamente creada.

« En esta ocasion, la calculadora genera dos codigos, de manera que deben ser escaneados en orden para visualizar la
nube de puntos

EJEMPLO DE SOLUCION

© © © 0 0 0 0 0000000 00000000000 0000000000000 000000000000 0000000000 0000000000 0000000000 O

La aplicacion CASIO EDU* muestra la siguiente nube de puntos:

<<
O
-
L
2
=
72
(48

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



<
O
-
-
2
=
72
(48]

La aplicacion permite cambiar la escala de los ejes. Para ello hay que presionar el icono de preferencias.

In Grifico & -FE i T Enhh o EE i .

"
I - 7
d 1 asmn
1R A

L
1 L] im
i L] sy
"l.I . 1 " iz
e A . ' = e

-
- L ping
T

¢ ' = T
' i Bitd
i i

Escogemos la escala de los ejes que mas nos convenga.

Setting
Hrrin 1650
Xeman 2050
Yimn 3
Y 5

TS EETER

Antes de obtener la ecuacion de la recta de regresion con la calculadora, se puede visualizar la grafica
correspondiente en la aplicacion CASIO EDU*. Basta con seleccionar el icono adecuado.

& Gnibes = [ O . .

Para hallar la expresion analitica con la calculadora, se presiona la tecla y se selecciona la opcion 4: Calc regresion.

OPTN (@)

= w 1:Seleccion tipo y=abn :

| foefuen 2iEdi tor ' e,

e P 3:Cal 2-variables r=-0. 4
4,553 |4:Calc regresion

¥ =-0,005244908x + 14,04527902
Para determinar las marcas estimadas para los afios que se piden, se pueden utilizar diversos procedimientos:

A) Desde la pantalla Estadistica ([Ag) se presiona y se selecciona la opcion 4: Regresion.

OPTN ® @ =)
0] ]
| 1:5eleccion tipo | 1:Sumatorios 1:a 2:b
2:Cal 2-variables 2:Parametros | 3:r 4:%
Estadisticg [3:Calc regresidn 3:Minimo/Maximo 5:¥%
v=a+b 4:Datos 4:Regresion




La opcion 5: j permite obtener el valor de la variable y conocido el valor que toma la variable x. Asi, por ejemplo,
para determinar la marca del afio 1946, hay que proceder de la siguiente manera:

3] @@EOE]

1:a 2:b & " 19169 19169

3:r 4% 3. 996033983
S5:9
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En consecuencia, se tiene que J(1916) = 3,996 min = 3" 59,76".

Para hallar las marcas que corresponden a otros afios, basta con reescribir la expresion anterior, introduciendo el

valor deseado de la variable x.

@@EEE0®E

19405
3. 87015617

Se obtiene, asi: )‘/(1940) = 3,870 min = 3' 52,22"

B) Desde el menu Tabla se introduce la expresion de la regresion en la funcion ﬂx) y se elige el rango de la tabla:

] ]
f{x)=0.00524490f» |[Ranego tabla
Inic. :1912
Final :1952
Paso :4]

L
] Tixa
1 1912] 4.017

al  1924] 3,954

3. 99603529

$(1916) = 3,996 minutos = 3' 59,76
J(1940) = 3,870 minutos = 3' 52,2"
3“1(1944) = 3,849 minutos = 3’ 50,94"

El menu Tabla permite introducir directamente un valor:

3. 303707436
(2048) = 3,304 minutos = 3' 18,242"

] Tixd

11 1952 3. 8072
1 2048 3. 2037
1‘ 200 | ERE

' 2.Jn54?991?

$(2200) = 2,506 minutos = 2" 30,36"

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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La ley de los grandes numeros se considera el primer teorema fundamental de la teoria de la probabilidad.
Establece que la frecuencia relativa de los resultados de un determinado experimento aleatorio, tiende

a estabilizarse en un numero que es justamente la probabilidad, cuando dicho experimento aleatorio se
realiza muchas veces.

Simula con la calculadora el lanzamiento de una moneda normal 20 veces. Observa si las frecuencias

relativas de los resultados salir cara o salir cruz tienden al valor tedrico %

¢CoOmMo procederias para simular los 20 lanzamientos de una moneda trucada?

ASI
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» Con esta actividad el alumnado podra realizar una simulacion trabajando
con tablas y formulas en la hoja de célculo. Podra realizar diversos graficos
transfiriendo sus datos desde una tabla CSV.

« Para realizar esta actividad se utiliza el menu Hoja de calculo (MEN) (1]) y el codigo

QR ([stFT) [OPTN) ).

cAmID g

En el menu Hoja de cadlculo, se introduce en la columna A el numero de lanzamiento de la moneda:
En la celda Al se introduce un 1 de primer lanzamiento.

En la celda A2 se pulsa (1], se escribe la formula =Al1+1 y se ajusta el rango para no realizar la introduccién
de datos celda a celda:

Illll[:]IlE][:NC)C)CD<:)C)<:)II[:]E]E]E]

1:Rellen féormula | Rellen formula
2:Rellenar valor Formul=A1+1
3:Editar celda N

4:Espacio libre

e Enla columna B se simula el lanzamiento con la instruccion Ranint#(0,1) que devuelve de manera aleatoria O
(cara) o 1 (cruz). Para escribir la instrucciéon directamente en las veinte celdas se procede de manera analoga:

En la celda B1 se teclea la formula anterior:

lﬂlE]III[:]E]IMHII[:JII(Z)(:>C)(:>C)CZHIIC]E][:]E]

1:Rellen féormula | Rellen formula
2:Rellenar valor Formul=RanInt#(0,
3:Editar celda N B1 B

4:Espacio libre

» Enla columna C se cuentan el numero de 1 (cruces) que se obtienen tras cada lanzamiento con la instruccion
(B$1 fija la fila, se utiliza para copiar una formula y no modificar las referencias):

=Sum(B$1:B1) en la celda C1

e (3] PN ® (4)
1:Rellen féormula § [1:Minimo Relleg formula
2:Rellenar valor 2:Maximo l Formul=Sum<
3:Editar celda 3:Media aritmét. Rango :C1:C1
4:Espacio libre 4 Suma
ﬂﬂﬂlﬂlﬂm[Z]E]Iﬂl!ﬂlllll[ZJIIE]CZNZDC)CZDC)CZDIIE][Z]C]E]
1:% | Rellen formula
2:Escoger celda Formul Sum(BSl Bl o] 0]

- ‘=Sum (B$1:B1)

¢ Enla columna D se calcula como va evolucionando la frecuencia relativa, segun se efectuan los lanzamientos,
empezando con y asi hasta el vigésimo lanzamiento:

Rellen formula
Formul=Cl+Al




 Enla columna E se calcula la frecuencia relativa del suceso salir cruz con =1-D1.:

Rellen formula
Formul=1-D1

Se observa como en ambas columnas las frecuencias relativas tienden a su valor tedrico.

La opcion 4:Recalcular (0PN (® [4]) permite la simulacién tantas veces como se considere oportuno para
corroborar la probabilidad teodrica:

1:Cortar ¥ pegar
2:Copiar y pegar |
3:Borrar todo
4:Recalcular

Con el codigo QR ((sHF) [PTN)) se obtiene la tabla que se puede exportar como archivo CSV de Excel para realizar los
graficos adecuados. Para ello se pulsa el icono ™ :

B Tabla 2% = w
A B < o E
1 1 o o o 1
2 2 1] (] ] 1
3 3 1 1 033333 | 055886
3 5 ==f=Fr Cruz
4 4 o 1 [+ o1 il FT C3r2
g £ 0 1 02 (F]
§ ] 1 2 |033335 | 0.6EG
3 6
v 7 1 3 [ 0A487 | 0s7142 G |
1 8
8 8 1 4 03 o3 4 12 3 45 6 7 8 9101112131415 1617 18 1920

El siguiente procedimiento permite simular el lanzamiento de una moneda trucada.
e Enla columna B se simula el lanzamiento con la instruccion Int{Ran# + 04):
Ran# devuelve un numero aleatorio entre O y 1.
-Si0 < Ran# <06 — 0 < Ran# + 04 <1 — Int(Ran# + 04) = 0 — Cara
-Si06<Rant#t <1 —1< Ran# + 04 <2 — Int(Ran# + 04) =1 — Cruz
De esta manera se truca la moneda al asignar al suceso salir cara un valor del 60% y al suceso salir cruz un valor del 40%.

En la celda Bl se teclea la formula anterior:

1:Rellen foéormula | Relleg formula

2:Rellenar valor Formul=Int (Ran#+0
3:Editar celda } 51 B
4:Espacio libre

an#+0. 4)

Para el resto de columnas se procede como en el

Con el codigo QR se obtiene la tabla que se puede exportar como archivo CSV:

B Tabla = I = b "®
1
A B I c D E 09 -
1 1 1 1 1 o 08
2 - L] | 1 05 05 0.7 4
i 3 1 - 06868 | 033333 06 e
& 3
05 + =f=FrCruz
4 4 o 2 os 0s 0‘4 . Frcara
L} -1 o 2 [LE S 4
0.3 -
[ 8 L] 2 033333 | 0.88858
3 # 02 4
T 7 0 2 |ozesme | o7vze 01
. 0 - - . - - =
: = 4 ¥ | | J 123 456 7 8 91011121314 15 1617 18 19 20
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La teoria de la Probabilidad es la herramienta matematica para trabajar con los fendmenos aleatorios,
y nacié gracias al interés que demostré un jugador empedernido, el Caballero De Meré€, que le propuso
a Blaise Pascal (1623-1662) 1a siguiente cuestion: éComo debe repartirse el dinero de las apuestas
depositado en la mesa si los jugadores se ven obligados (seguramente por la policia ya que el juego
estaba prohibido) a finalizar la partida sin que exista un ganador?

En la actualidad uno de los juegos de cartas mas

A K J 10

* * Q* * * Escalera Real extendido en sus diferentes variantes es el poker,
un juego en el que se mezclan las matematicas,

7 8 o0 10, Y la psicologia y la intuicién. En abril de 2010 el

Escalera Color .

’ ‘ ‘ ‘ ‘ poker fue aceptado como deporte mental por la

9 9 9 9 3 Asociacion Internacional de Deportes Mentales.

' Q * ‘ ‘ Poker Si conoces las reglas del poker sabras que hay una

s s 6 3 3 serie de combinaciones de cartas, llamadas manos,

‘ Q ' Q * Full con una determinada jerarquia. El objetivo del

juego consiste en conseguir una mano de cartas
con una jerarquia mayor que la que tengan el resto

2 7 J A 4
' V ' ' ' Sol de los jugadores.

3 4 g 6 7 . En la tabla de la izquierda tienes en orden
‘ * ‘ Q ' scalera decreciente de importancia las distintas manos del

8 8 8 2 10 poker.
Vaoasree Trio

Q‘ QQ 5' 2* j‘ Doble Pareja

K* K‘ 7* ZQ ]' Pareja

Averigua cual es la probabilidad de obtener cada una de ellas, asi como la de no obtener ninguna.

Federacion

Espaiiola de
) Sociedades de
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» En esta actividad se utiliza una baraja de 52 cartas (13 cartas por color y sin
comodines). Se considerard solamente el caso de que salgan las diferentes manos
la primera vez que se reparten las cartas.

» Para calcular con la calculadora las distintas combinaciones que aparecen, como
por ejemplo C2, = (52>, se utiliza la siguiente secuencia de teclas:

5
B2 EEGEE
i rdo] ry
52C5
2598960

Para calcular las probabilidades de las manos de poker se observa que hay C3, = (552) = 2 598 960 formas distintas
de elegir 5 cartas de una baraja de 52. El calculo de probabilidades se reduce a obtener las distintas formas en que
puede ocurrir cada una de las manos.

La escalera real es una mano formada por cartas consecutivas todas del mismo palo, en la que la de mas valor es
el as. Solo hay cuatro posibles escaleras reales, una por cada palo, por lo que su probabilidad es:

P(Escalera real) = m
Ve @ ]
4
52C5

0. 00000153907

La escalera de color es una mano formada por cartas consecutivas todas del mismo palo. Para averiguar el
numero de escaleras de color que se pueden formar es suficiente con pensar que en un conjunto ordenado de
trece elementos solo hay 9 que tengan 5 elementos menores o iguales que ellos, en nuestro caso a esto se tiene
que unir que hay cuatro palos distintos, por lo que el numero de escaleras de color seria 9 - 4 = 36. La probabilidad
de tener escalera de color al sacar cinco cartas de una baraja de poker es:

P(Escalera de color) = %
)] A
36
52C5

0. 00001385169

Esta mano esta formada por cuatro cartas de igual valor (aunque logicamente seran de distinto palo) y una quinta
carta distinta a las anteriores. El numero de formas distintas de sacar un poker es igual a 13 - 48 = 624 (13 grupos
de cuatro cartas del mismo valor y 48 cartas que se pueden utilizar para completar el quinteto):
c _ _13-48
P(PSken = 5555060

A

[T
13x48
52C5

0. 00024009603




Un full se forma con dos grupos de cartas de igual valor, uno de tres cartas y otro de dos. Las distintas formas de
sacar esta mano son:

13- G312+ C2 = 3744
i Y
13%4€3%1 2%X4C2

3744

Que corresponde a 13 grupos de cuatro cartas de igual valor que se tienen para elegir el trio, por las formas de
sacar tres cartas de cuatro, por 12 grupos de cartas de igual valor (ya se habria utilizado uno) que se tienen para
elegir las parejas, por las formas de sacar dos cartas de cuatro posibles. La probabilidad es:
_ 3744
P(Full) = 5555560

VT [ A

Ans
52C5

0.00144057623

Todas las cartas deben ser del mismo palo, pero sin ser escalera real o de color. Por lo que el numero de casos
posibles es:

4-C}—36-4=5108
Vir [
4%13€5-36-4

5108

La probabilidad de obtenerla es:

P(Color) = 3255 565

VT [ A

Ans
52C5

0.0019654015

Cinco cartas de valor consecutivo de distinto palo. El numero de casos favorables es:
10+ VR; -36 -4 =10200

i gir] =
10%4°—-36—4
10200
La probabilidad de obtenerla:
P(Escalera) = %
VB @ T
Ans
52C5

0. 003924646781 78'»
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Las distintas formas de sacar tres cartas del mismo valor junto con otras dos que no lo sean es:
13- C3+ (Ch - 12- C3) =54 912

o] A
13%4C3% (48C2-12X:>

5491

La probabilidad de obtenerla:

P(Trio) = % ~ 0,021

El numero de formas distintas de obtener esta mano es:
C:-C%- (C%-44 =123 552

Vi [ A
4€2x4C€2x13C2x44

123552

La probabilidad de obtenerla:

P(Doble Pareja) = 523532 ~ 0,048

Para calcular todas las formas posibles de obtener esta mano se procede como sigue:
13- G5+ C3, - VR? = 1098 240

VB @ Y
13%4C2%12C3%4°

1098240

La probabilidad de obtenerla:

P(Pareja) = $338243 ~ 0,423

El numero de casos favorables se obtiene restando al numero de casos posibles los casos de obtener alguna mano:
2598960 - (4 + 36 + 624 + 3744 + 5108 + 10 200 + 54 912 + 123 552 + 1 098 240) = 2 598 960 — 1 296 420 = 1 302 540

La probabilidad de no obtener mano alguna es:

_ 1302540 _ 50,

P(ninguna mano) = S&g53¢0

Una opcion para diversificar esta actividad puede ser comparar la probabilidad de ocurrencia de alguna de las
manos con la probabilidad de obtener el maximo premio en otros juegos de azar como puede ser el caso de la
Bonoloto o la loteria de Navidad. Resulta de especial interés utilizar ese tipo de actividades en clase para tratar
el consumo responsable y la ludopatia, aunque solo sea de manera tangencial. Existen datos, en el IX Informe
Percepcion Social sobre el juego de azar en Esparnia 2018 (realizado por la Fundacion Codere y la Universidad
Carlos 1l de Madrid), que afirman que solo en el ambito del juego online, hubo un incremento de 120 000
personas en 2017, estimandose en 1,5 millones — el equivalente a 4,8% de la poblacion entre 18 y 75 afios— el
numero total de jugadores activos a este tipo de juegos, a finales de 2017. Este dato hace mas importante que el
alumnado aprenda, a través del concepto de probabilidad, a analizar los riesgos que tienen los juegos de azar.



“En la vida, nada es seguro. En todas nuestras acciones, calculamos siempre las posibilidades
de un buen resultado. Tanto en el mundo de los negocios como en la medicina o el clima.
Sin embargo, en la historia de la humanidad, la probabilidad, el estudio formal de las leyes
del azar, se ha utilizado para una sola cosa: el juego”

Larry Gonick y Woollcott Smith, 1993

El juego se remonta a tiempos ancestrales, durante la Edad Media los juegos de dados se hicieron muy
populares. En el Renacimiento, el Caballero De Mére propuso el siguiente enigma matematico:

¢Qué es mas probable, sacar un seis en cuatro tiradas con un solo dado o sacar al menos un doble seis en 24
tiradas con dos dados?

Y tu, équé crees que es mas probable?

Repite 20 veces cada juego, lanzando los dados o simulando los lanzamientos con tu calculadora, y recoge
tus datos en una tabla.

Pon en comun tus resultados con el resto de la clase. (Qué crees ahora que es mas probable? Justifica tu
respuesta.

De Mére estaba hecho un lio, por una parte, justificd que la probabilidad de obtener una tirada ganadora era
la misma en ambos juegos:

P(Sale 6) = % P(Sale un 6 en 4 tiradas)= 4 - % = %

P(Sale doble 6) = % P(Sale doble 6 en 24 tiradas) = 24 - % = %

Por otra parte, habia observado que perdia mas a menudo con la segunda apuesta.

Para salir de su embrollo, De Mére acudio a Blaise Pascal y este a su vez escribié a su amigo Pierre de Fermat
y en el transcurso de la correspondencia que mantuvieron, ambos desarrollaron la teoria de la probabilidad.
Con esta teoria pudieron resolver el conflicto de De Mére calculando la probabilidad de cada juego y
demostrando que no tenian la misma probabilidad.

¢Cual es la probabilidad de cada juego? Justifica tu respuesta.
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Calculadora CASIO fx-570/991SP XII Iberia

42 de ESO

» Con esta actividad se puede iniciar la probabilidad condicionada y revisar
conceptos como sucesos equiprobables y sucesos independientes. El uso de
arboles puede facilitar la comprension de dichos conceptos.

» El uso de la calculadora favorece que la atencion se centre en la toma de
decisiones, en la formulacion de conjeturas y en su validacion.

cAmID g

Respuesta abierta.

Respuesta abierta.
La simulacion con la calculadora se puede hacer de varias maneras. En esta ocasion, se ha elegido el uso de las tablas.

Lanzamiento de un dado cubico:

@@ EE ONEENEECREBEEOOPOPOPOOOOOO®O®

a =] 0]
A thﬂil\_-d 2] f(x)gRanlnt#(l.B) R?ngm(; tEl.lb].E.l
nic. :
X3 g 33 4 A Final : 24
9:Tabla
i VB [
x® fixd ® fixd ® fixd
1| I 1 S 4 4
6 B 2 1 10 1
% 3 6 3 7 2 lj 11 1
a a —_— 6 12| m— 6
1 8 1
Lanzamiento de dos dados cubicos:
e @@ G DDA EE ORI ENE®RIAEEE
OICIGIOIVIGIOGIOIOIOIO)
a0 o @ Vo 1
f{x)=RanInt#{(1, 6> g{x)=RanInt#(1,6)> R?ngo tEl.lb].E.l
nic. :
Final:24
] VB [
x® fixd alx) ® fimd alx) ® fimd alx)
1| ) 4 2 5 3 4 3 2
2 4 2 B 4 b 1 10 1 4
% 3 1 3 3 7 3 2 lj 11 1 5
a 3 5 —_— a 5 12| m— 1 3
1 8 1




Se puede calcular la probabilidad de ganar en el primer juego utilizando un diagrama de arbol:

0
<
a
=
/M
<
M
(@)
o
A

<
<

e
<
m<
Yo i P
<
<

o e & D

<

No sale 6

En cada tirada se tiene:
DP(Sale 6) = é

P(No sale 6) =2
Lo mas facil es calcular la probabilidad de que no salga ningun 6 en cuatro tiradas:

P(No sale 6 en 4 tiradas) = (5)4

6
Por tanto,
P(Sale al menos un 6 en 4 tiradas) = 1 — (%)4 = % ~ (0,518

‘E_.Ed ry \J'E_-q ry
5 5

1=| = 1-] =

& @
1296 0. 5177469135802

Razonando de la misma forma en el segundo juego, se obtiene en cada tirada:

P(Sale 6) = ==
P(No sale doble 6) = 22

La probabilidad de que no salga ningun doble 6 en 24 tiradas:

P(No sale doble 6 en 24 tiradas) = @‘2)
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Por tanto, d
P(Sale al menos un doble 6 en 24 tiradas) = 1 — (%)24 =~ 0,491 g

=T T (2]

-(35 o (@)

36 o

0. 4914038761 (oS

Aungque la diferencia de las probabilidades sea pequenia, es mas probable que salga al menos un 6 en cuatro
tiradas que un doble seis en 24. Ahora bien, para darse cuenta de la diferencia a través de la experimentacion, se
tienen que jugar muchas partidas y registrar los resultados. Por ello, no es descabellado pensar que De Mére era
un gran jugador y, ademas, registraba los resultados de sus partidas.

I Ampliacion

Juego interrumpido.

Luisa y Antonio apuestan, respectivamente, a cara o cruz lanzando una moneda.
El primero que consigue cinco caras o cinco cruces gana la partida.

El juego se interrumpe cuando Luisa tiene 4 caras y Antonio 3 cruces.

Si cada uno ha apostado 5 €, icomo deben repartir la cantidad apostada para que el juego sea justo?

EJEMPLO DE SOLUCION

En un diagrama de arbol se analizan las diferentes opciones de ganar si no se hubiera interrumpido el juego:

Cara Fin. Gana Luisa
(5-3)

Cara Fin. Gana Luisa
(5-4)
Cruz Fin. Gana
Antonio (4-5)

P(Gana Luisa) = % i % . % -

P(Gana Antonio) = 5 - % =

En consecuencia, Luisa ganaria 3 de cada 4 partidas y Antonio, 1 de cada 4. El reparto mas justo es 3 a 1 a favor de
Luisa.

Como la cantidad total apostada es de 10 euros, a Luisa le corresponden % de 10 =750 € y a Antonio % de
10=2,50 €.

ACTIVIDADES PARA EL AULA I @



Calculo de probabilidades. Numeros combinatorios

La maquina de Galton o el Quincunx

11

(@]
<
-
=
/M
<
e
(@)
x
A

El aparato o maquina de Galton simula el siguiente experimento:

Soltamos por la maquina un gran numero de bolas (cuanto mayor sea, mas preciso es el experimento) de
manera que cada una de ellas choca con un tope, se desplaza a izquierda o derecha de manera aleatoria,
choca nuevamente y se desplaza de nuevo a izquierda o derecha. Asi sucesivamente hasta que cae en un
casillero situado al final del recorrido.

En cada choque, cada bola tiene la misma probabilidad de ir a izquierda o derecha.

n Busca informacion sobre Galton y haz una pequenia resefia de su biografia y de su contribucion a las

matematicas.
E Si soltamos 2000 bolas en una maquina de Galton de 4 filas de topes, . ° .
écuantas bolas crees que se depositaran en cada casillero? . . .
1 2 3 4 5

B ¢Cual es la probabilidad de que una bola se deposite en cada uno de los
casilleros? Representa en un diagrama de barras las probabilidades que has
obtenido.

n ¢Cuantos casilleros tiene una maquina de 2 filas? ¢Y una de 3? ¢Y una de 5? (Cual es la probabilidad de que
una bola se deposite en cada casillero segun el numero de filas?

Completa la siguiente tabla:

Filas 2 3 4 5 (3 Vi 8 9 n
Casilleros 5

P(1)

P2)
Probabilidad P(3)

P4)

P(5)

Haz un diagrama de barras para cada caso, ¢observas alguna regularidad?
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Calculadora CASIO fx-570/991SP XII Iberia
Aplicacion CASIO EDU*

42 de ESO

» Con esta actividad se analiza cémo se distribuyen tedricamente las bolas en una
maquina de Galton. Con el proceso de resolucion se pretende revisar o introducir
diversos conceptos como sucesos equiprobables, sucesos independientes,
probabilidad condicionada, numeros combinatorios y combinaciones.

» El uso de diagramas de arbol y del triangulo de Pascal facilita la comprension de
casio 4 dichos conceptos. Por otra parte, el uso de la calculadora favorece que la atencion se
centre en la toma de decisiones, en la formulacion de conjeturas y en su validacion.

* En el ejemplo de solucion, para compartir y combinar diferentes graficos, se crea una clase en la aplicacion
CASIO EDU* desde donde poder gestionar los graficos obtenidos mediante el codigo QR de la calculadora.

Antes de empezar a resolver esta actividad, es aconsejable crear la clase accediendo a:

Respuesta abierta.

Con el siguiente grafico se calcula el numero de bolas que se depositan en cada casillero y la probabilidad de que
una bola se deposite en cada uno de ellos:

X
AT

25 _ 1 500 _4 750 _6 500 _4 125 _ 1
2000 16 2000 16 2000 16 2000 16 2000 16
P =p6) =L
PR =p) =2
PI==

Para representar el diagrama de barras se utiliza el menu Estadistica y el codigo QR:

x
L.
0.375
4 0,25
0.0625
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El numero de casilleros segun el numero de filas y el calculo de las diferentes probabilidades se recogen en la

siguiente tabla:

Filas 2 3 4 5 6 7 8 ) n
Casilleros 3 4 5 6 7 8 9 10 n+1
1/512
1/256 /
1/128 9/512
1/64 8/256
1/32 7/128 36/512
1/16 6/64 28/256
1/8 5/32 21/128 84/512
1/4 4/16 15/64 56/256 . n 1y
N 3/8 10/32 35/128 126/512 | Pliy=(;" ) ()
Probabilidad 2/4 6/16 20/64 72/256 t
14 3/8 416 10/32 15/64 35/128 56/256 126/512 )
1/8 5/32 21/128 84/512 lsisnm+l
1/16 6/64 28/256
1/32 7/128 36/512
1/64 8/256
1/128 9/512
1/256
1/512
Para calcular las probabilidades se pueden utilizar diagramas de arbol, por ejemplo:
L ABL
1
A P =1
° . (1) 2
B C U AB2
o) e} 2
PR =2
A 4
U Ac2
1 2 3 2 .
P3) =%
c 4
L Acs
3
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Se agilizaran los calculos con la calculadora, por ejemplo:

G-
BnEHEE
VEe [ Y

8C6

28

Para evitar la introduccion de las combinaciones una a una se utiliza el menu Tabla:

e (B E e EHME0EEEE

‘a0 ) &
f(x)=8Cx Rango tabla | o R AL
Inic. :0 1 8 5| s6
lfinal:s 2 = ] -

Para visualizar conjuntamente los diferentes diagramas se utiliza el menu Estadistica, se genera el codigo QRy
se comparte en la clase de la aplicacion CASIO EDU* creada con antelacion. Los siguientes diagramas de barras
corresponden a distribuciones de 5, 6 y 7 casilleros respectivamente:

0.35

0.30 .

0.25

0.20

015

0.10

0.08

0.00-

La comparacion de los diagramas de barras permite introducir la distribucion binomial.

Se pueden comparar los resultados utilizando el menu Tabla:

ol & Rang%tabla o
1 x x
to=aBl—rx(1) Thic. 10 %—m ol
Final :6 210:312
0
0.5 0.4 0.35
- L~ 0.30 /f"\\
/--\ 0.3 /" L\ 0.25 zf &
0.3
7 X 0.20
=l 3 \ e N p1sl |/ A\
/ \ / \ 0.10
0.1 1 / \
Mu 1 2 3 4 Mu 1 2 3 4 s 0‘000 1 2 3 4 S5 B
- () X — () X o i ¢ ] X

En las graficas se observa que la distribucion binomial es una aproximacion a la distribucion normal.



Wihem Leibniz en su Dissertartio de Arte Combinatoria introdujo el término “‘combinatoria” (como lo
conocemos ahora) y J. Bernouilli con su trabajo Ars Conjectandi (el arte de conjeturar) establecio las
nociones basicas de probabilidad.

Con ambos trabajos se establecid la combinatoria como una rama de las matematicas. Esta rama se
encarga de contar sin enumerar directamente todos los casos. Para ello, es preciso conocer técnicas de
ordenacion, colocacion, seleccion, etc., de objetos.

Las permutaciones, variaciones y combinaciones constituyen instrumentos eficaces de recuento.

Una empresa desea abrir una nueva sucursal. Necesita personas para ocupar algunos de los puestos de mayor
responsabilidad. En el proceso de seleccion los candidatos tienen que resolver cuatro tareas entre quince
propuestas diferentes.

¢De cuantas formas un candidato puede elegir las cuatro tareas?

Side las tareas hay tres de las que el candidato desconoce su resolucion, ése reducen mucho las
posibilidades de eleccion?

La empresa ha decidido que las personas mas innovadoras en la resolucion de las tareas ocuparan los 3
puestos de mayor responsabilidad (encargado, subencargado y supervisor).

¢De cuantas formas se pueden cubrir estos 3 puestos si hay 7 personas seleccionadas?

Si el puesto de encargado ya esta asignado a uno de ellos, ¢de cuantas formas se pueden cubrir los otros
dos puestos?
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e Calculadora CASIO fx-82/85/350SP X II Iberia o superior

4° de ESO

» Con esta actividad se pretende utilizar diferentes técnicas de recuento.

» Con las funciones zPry n(Cr se pueden resolver combinaciones, variaciones o
permutaciones sin repeticion.

cAmID g

Se eligen la tareas teniendo en cuenta que no influye el orden, Cis4 = (15) = ﬁ =1365.
Se introducen los datos o se utiliza la funcion z#Cr:
Vo [ Y VB [ ry
151 15C4
41%X(15-4)!
1365 1365

Hay Cizs = (142) = % = 495 formas de elegir las tareas. Por tanto, las posibilidades de eleccion se reducen

casi al 64%:

[7] A

(1365-495) e
€1365-495) ) 0o

495 63. 736263

B
12C4

Para cubrir los 3 puestos con 7 candidatos hay que tener en cuenta el orden, V75 =7 -6 -5 = 210:

V& [ A

7P3

210

Hay 210 formas de cubrir los 3 puestos de mayor responsabilidad.

Quedan 6 candidatos para cubrir los dos puestos restantes, Vs, =6 - 5 = 30:

L ] A

6P2

30

Los dos puestos restantes se pueden cubrir de 30 formas.



Son muchos los juegos de azar en los que se puede ganar un premio
en metalico. Comprar un billete de loteria o tachar unos cuantos
numeros en un boleto, son algunas de las opciones de participar en
este tipo de juegos. La Sociedad Estatal de Loterias y Apuestas del

Loteri as y Apuest as Estado ofrece diferentes modalidades de juegos.
del Estado

Se estudiaran los siguientes juegos de azar: La Primitiva, el Gordo de la Primitiva, la Loteria Nacional y la Quiniela
de futbol.

Se formaran grupos de dos o tres personas. Al final realizaremos una comparativa entre todos ellos.

¢En qué consisten estos juegos? ¢Cual es el precio de las apuestas?

¢Cual es la probabilidad de ganar el mayor premio en cada uno de estos juegos?

La actividad finalizara con una puesta en comun con todos los grupos y posterior debate sobre las
probabilidades que tienen los diferentes juegos de azar.

|§| La Primitiva |%I B e Loteria[ )] Nacional Iigigil La Quiniela
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> Calculadora CASIO fx-82/85/350SP X II Iberia o superior

42 de ESO

» Con esta actividad se pretende hacer un estudio de los diferentes juegos de azar
que disponemos en nuestra sociedad y calcular su probabilidad. La actividad esta
planteada para que los alumnos realicen grupos de trabajo, cada uno dedicado
al estudio completo de un juego de azar determinado. Aqui solo se dan las
orientaciones para la el calculo de probabilidad del premio maximo. Seria muy
interesante generar un debate sobre estos juegos de azar desde el punto de vista
matematico y social.

cAmID g

La Primitiva

La categoria especial del juego consiste en acertar 6 nimeros mas el reintegro. Los 6 nimeros se marcan en una
matriz que contiene 49 numeros (del 1 al 49) y el reintegro, en una segunda matriz formada por 10 numeros (del O al 9).
El precio de una apuesta es de 1 €.

Dado que el orden en el que aparecen los 6 numeros no importa, los casos posibles se calculan multiplicando las
combinaciones de 49 elementos tomados de 6 en 6 por las 10 posibilidades de elegir el reintegro:

Ciss * Cuoa = (%) (*°) = 139 838 160

vor
49C6x10C1

139838160

La probabilidad de ganar el premio maximo es:

p = 0,000 000 007

-1
~ 139 838 160

VB O A
1+-Ans

0. 00000000715

El Gordo de la Primitiva

La primera categoria del juego consiste en acertar 5 nimeros de 54 ademas de un numero del 0 al 9, llamado numero
clave. El precio de una apuesta es de 1,50 €.

Los casos posibles son combinaciones de 54 numeros tomados de 5 en 5, ya que en este caso tampoco importa el
orden. Para cada uno de estos casos se tienen 10 posibilidades, una por cada valor del numero clave.

Por tanto, el numero de combinaciones posibles es:

Csss+ Cror = (554) : (110) =31625 100

vor 0l
54€5%10C1

31625100




La probabilidad del premio maximo es:

1
P= T E5100 © 0,000 000 032
VB O A VB O A
1+-Ans 1+-Ans
1
31625100 0. 0000000316

Loteria Nacional

Se juega comprando un décimo de Loteria Nacional. El premio de mayor cuantia consiste en acertar un numero
de cinco cifras que van de 00 000 a 99 999. Se realizan sorteos todos los jueves y sabados, el 22 de diciembre
(Sorteo de Navidad) y el 5 de enero (Sorteo del Nifio).

1
P = 155555 = 0.000 01

L ] A

1
100000

0. 00001

La Quiniela

Una apuesta consiste en seleccionar el ganador de 14 partidos de la jornada de futbol asociada, y el resultado
exacto del partido 15: “Pleno al 15". En los primeros 14 partidos se marca el signo “1" si se pronostica que gana el
equipo local, se marca con el signo “2” si se pronostica que gana el equipo visitante, y se marca el signo “X" si se
pronostica un empate. En el “Pleno al 15" se marca para cada equipo el numero de goles que se pronostica: “0” si
el equipo no marca goles; “1" si el equipo marca 1 gol; “2" si marca 2 goles o “M”" si se marca tres o mas goles.

El precio, en 2019, de una apuesta es de 0,75 €; pero se debe hacer un minimo de dos apuestas, 1,50 €.
Para calcular los casos posibles hay que considerar todas las formas de marcar los 14 partidos y el “Pleno al 15"

Para calcular todas las opciones de marcar los 14 partidos hay que tener en cuenta que son variaciones con
repeticion de 3 elementos tomados de 14 en 14:

VR34 = 3" = 4782 969

R ] A

314

4782969

El “Pleno al 15" se puede rellenar de 16 formas diferentes:
VR,, =4*=16

La cantidad de apuestas diferentes con las que se puede rellenar la quiniela se obtiene multiplicando los dos
resultados anteriores:

VRsu - VRy, = 31 - 42 = 76 527 504

[7] A

o
314 )(42

76527504

Teniendo en cuenta que hay que hacer como minimo 2 apuestas en la Quiniela, la probabilidad de obtener el
premio de mayor cuantia es:

= 2
P= 76527504 ~ 0,000 000 026

L ] A

76527504
0. 00000002613
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En resumen,
Juego |%I La Primitiva [ o I Loteria[([}] Macional La Quinieta
Probabilidad B 1 _ 1 _ 1 _ 2
del mayor P= 135838160 P= 15100 P= 150000 P=—esors0a
premio ~ 0,000 000 007 ~ 0,000 000 032 ~ 0,000 01 ~ 0,000 000 026
: Jueves: 3 €
sl 1€ 1,50 € Sabado: 6,12 0 15 € 1,50 € (0,75 € x 2)

una apuesta

Navidad y Nifio: 20 €

I Ampliacion

Tras la realizacion de esta actividad, ¢qué opinas sobre la loteria?

B Si tuvieras que jugar, ¢qué loteria elegirias? ¢Por qué?

B ¢Mejora mucho la probabilidad de obtener el premio mayor en El Gordo de la Primitiva si en lugar de realizar
una apuesta se realizan dos? (Y en La Primitiva? Y si se hacen 10 apuestas?

n ¢Cuanto dinero hay que apostar en la quiniela para tener una probabilidad del 25% de conseguir el "Pleno
al 1577

ACTIVIDADES PARA EL AULAII @



En 1973 Maurice Glaymann y Tamas Varga publicaron Les probabilités a I'école (Collection Formation des
maitres en mathematique, 9). En 1975 la editorial Teide publicé una traduccion de Ricardo Pons de dicho
libro: Las probabilidades en la escuela.

Uno de los ejemplos mas conocido del libro sobre simulacion con numeros aleatorios es:
La caza de patos

“Diez cazadores, todos ellos de élite, estan dispuestos a cazar patos delante de unas rocas sobre las que
se posan diez patos. Cada cazador sdlo puede hacer un disparo y no puede saber a qué patos disparan los
otros. Disparan todos al mismo tiempo, eligiendo cada uno a su victima al azar. Si se repite a menudo esta
experiencia, {cudntos patos sobrevivirdn por término medio?”

Seis cazadores, que no fallan nunca, disparan sobre seis patos.
¢Cuantos patos se espera por término medio que sobrevivan a los disparos de los cazadores?

Haz una simulacion para calcular el numero de patos que sobreviviran a los disparos de los cazadores.

Calcula, a partir de los datos de la simulacion del , la probabilidad de que:
No se salve ningun pato.
Se salve un pato.

Se salven dos, tres, cuatro o cinco patos.

Federacion

Espaiiola de
. Sociedades de
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Calculadora CASIO fx-570/991SP X II Iberia

4° de ESO

» En esta actividad se simula con la calculadora un experimento aleatorio. Se realiza
un recuento de los resultados obtenidos y con el menu Estadistica se calculan las
medidas de centralizacion de la simulacion.

» En la ampliacion de la actividad, se contrasta la probabilidad experimental con la
tedrica utilizando la regla de Laplace.

cAmID g

Se simula el experimento con la Hoja de cdlculo. Cada fila representa a un cazador y cada columna cada vez que
dispara. Por ejemplo, la celda 5B es el sequndo disparo del quinto cazador. Se simularan 20 tandas de disparos y se
hace el recuento del numero de patos que sobreviven en cada tanda.

Se empieza completando 4 columnas (ya que son las que se pueden ver en pantalla) con seis numeros aleatorios
entre 1y 6, que representan los patos a los que se ha disparado. Después se hace el recuento de los patos que
sobreviven y se repite 4 veces todo este proceso.

La celda Al de la Hoja de cdlculo se rellena con la férmula Ranint#(1, 6), que genera un numero aleatorio entre 1y 6:

e (&) o (D () D D e D EE O ®®mE (63

[F]
1:Rellen f6érmula | [Rellen féormula
2:Rellenar valor Formul=RanInt#(1,
| 3:Editar celda Rango :Al1:A6
4:Espacio libre

Para completar las columnas B, C y D se repite la forma descrita anteriormente o se escribe en el rango "A1:D6":

L[]
[

Se utiliza la opcion Recalcular para repetir el proceso 4 veces y obtener las 16 simulaciones restantes de los tiros
de cada cazador:

N ® (@)

l:Cortar y pegar
2:Copiar y pegar |
3:Borrar todo
4:Recalcular

“Simulaciones de 5 a 8" “Simulaciones de 9 a 12"

4 [ [} 3 4 2 = fr [} 3 1 2
fr B 3] 2 3 1 [ 3 ' 1] 3 4 4
E 2 3 1 5 &
3 =1 3 1 [= o
anIlnt#d{1, 6> =RanInt#¢(1,6)
“Simulaciones de 13 a 16" “Simulaciones de 17 a 20"
[F] [F] [F]
2 4 4 & 3 3 4 4
3] [} £ 4 1] 2 5 5




En la tabla se recoge el numero de patos que sobreviven en cada tanda de disparos:

N¢ de pato disparado

]
r: tanda/ 10 11 12 13 14
n? cazador

(@]
<
=
-
@
<
&
@)
-
A

4
5
()

n? de
patos vivos

En el menu Estadistica se introduce la frecuencia del numero de patos que sobreviven en cada tanda de disparos:

3 Frec Frec

o =]

1
2
3
4

L

-
l ﬁx 8563950753 max(xy =4

mincx)
Ll
:

Uz

&
Zx B
it

Se observa que la media, la mediana y la moda de patos que sobreviven es 2.

.5

Con el codigo QR se representa el diagrama de barras de las frecuencias:

10

11

Se asignan probabilidades a partir de los datos obtenidos en la simulacion, siendo x el numero de patos vivos:

a) P(no se salve ninguin pato) = P(x =0) =0

_ _ny_6 _3 _
b) Plsesalve unpato) = Plx =1) =55 =35=03
c) P(se salven dos patos) = P(x = 2) = % =045
P(se salven tres patos) = P(x = 3) = % = % =020

P(se salven cuatro patos) = P(x = 4) = % =0,05

P(se salven cinco patos) = P(x =5) =0

Federacion
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I Ampliacion

Calcula, tedricamente, las probabilidades del

Los casos posibles del experimento son:

] A
66

46656

Los casos favorables al numero de patos que sobreviven en cada tanda de disparos se recogen en la siguiente tabla,
en la que cada letra representa un pato distinto:

0 abcdef P;=6!

1 aabcde 6- Csq- P?

, aaabcd 6 Css- P
aabbcd Csz Cio - PE?
aaaabc 6-Cs,- P

3 aaabbc 6:5-Cy- P5?
aabbcc Cos - PE**
aaaaab 6-Csi- P

4 aaaabb 6-5- P
aaabbb Ces- P5*

5 aaaaaa 6

Los casos favorables para x = 0 son 720. La probabilidad de que no se salve ningun pato es:

6! 720 720

720 324 0.01543209877

Los casos favorables para x = 1 son 10 800. La probabilidad de que se salve un pato es:

siFT) () (B (2] () (@) () ®ExIE)E)
B " 10800 " " 10800 "
6X5C4X 5y = o
25
10800 108 0.2314814815




Los casos favorables para x = 2 son 23 400. La probabilidad de que se salven dos patos es:

6° 648
5x5€§:§{ ) 662;22;*§%¥§r‘ 7205E§6200 ) 7205§§6200
7200 16200 a1 0. 5015432099

Los casos favorables para x = 3 son 10 800. La probabilidad de que se salven tres patos es:

6° 108
ﬂﬁ | Y =0 81 I T | 61
B6X5C2X 5 BX5XAC1 Xz 35T BC3% %o 1%
1800 7200 1800
A0 Y 0 T
1 BUU+ ' 2UU+ 1 BUU 1800+7200+1800
6° 6°

25
108 0.2314814815

Los casos favorables para x = 4 son 930. La probabilidad de que se salven cuatro patos es:

6 ~ 7776
” 6! " ialll T " ialll T " 180+430+300
B6X5C1 x5—i 6% 5XW 6C mm"
180 450 300 930
] ry ] ry
930 930
6° 55| | €
776 0. 01993312757

Los casos favorables para x = 5 son 6. La probabilidad de que se salven cinco patos es:

1
TT76 0. 0001286008

Calcula el numero de patos que se espera que sobrevivan a los disparos de los cazadores en cada tanda.

La media se calcula en el menu Estadistica:

] -
3 Frec Frec % =2, 00938786
1 | I 720 4 3| 10200 2% =93750
2 1] 10300 5 4 930 oS =216630
3 2| 23400 6 5 & a2y =0, 6054931438
4 3| 10800 7 I a3 =0, 778134399
0l 5§24 =0, 605506121

CASIO

Division Educativa ']I




Con el codigo QR se representa el diagrama de barras del experimento:

141

30000

25000

20000

15000

10000 |—* —

5000 —

En general, se cumple que para 7 cazadores y p patos, la media de los patos que sobreviven es:

p— 1\
Pl 7 )
La media de patos que sobreviven para 6 cazadores y 6 patos es:
%=6-(5)
X=6 (6> :
Jv_aﬁ a J?IE Yy
5 5
6x(3) 6x( 8]
15625
7776 2. 00938786

La media de patos que sobreviven para 10 cazadores y 10 patos es:

10 ()" = 3487

I Nota

nl=n-n-1-n-2)... -3 -2 -1, factorial de un numero.
P, = n!, nimero de permutaciones.

5.t | . L .
P = (ﬁ) permutaciones con repeticion de 7z elementos en los que tres elementos se repiten 7, s, £, veces
respectivamente.

| . .
Cn = (’;) = S =7 Combinaciones de 7 elementos tomados de 7 en 7.

— —1)! . . C
CR,, = (m + : 1) = (%) combinaciones con repeticion de 7 elementos tomados de 7 en 7.



@ CASIO NEWS

Combinatoria y Probabilidad
con la Calculadora ClassWiz

Maria José Fuente Somavilla

Profesora de Matematicas del IES Augusto Gonzalez de Linares,

Periacastillo-Santander, Cantabria

En este trabajo exponemos una serie de actividades acerca de combinatoria y
probabilidad que hemos enmarcado dentro de cuarto curso de ESO, cuyo curriculo
recoge técnicas elementales de recuento y calculo basico de probabilidades.

Primitiva

ara la realizacion de los calculos necesarios
en la resolucion de estas actividades hemos

usado la calculadora ClassWiz. Todos los
procesos se han realizado con la calculadora

x-82SP X, siendo validos para los modelos
fx-350SP X, fx-570SP Xy fx-991SP X.

La combinatoria y la probabilidad son dos de

los temas matematicos que mejor se pueden
contextualizar, pues son multiples las situaciones
proximas al estudiante que estan relacionadas con los
mismos. En este caso, hemos elegido el ambito de La
Loteria Primitiva para plantear una serie de actividades
con los que tratar de captar la atencion y el interés de
los estudiantes por el estudio de los temas citados.

Para poder entender los enunciados propuestos, e
Interpretar las soluciones mostradas, vamos a indicar
las caracteristicas de ese juego de azar.

ACTIVIDADES
Curso: 42 de ESO.

Digamos que La Primitiva es un juego que
consiste en elegir seis numeros diferentes entre el
1y el 49, con el objetivo de acertar la combinacion
ganadora en el sorteo correspondiente. En dicho
sorteo se extraen los seis numeros que formaran
la combinacion ganadora y, adicionalmente,

se extrae un séptimo numero denominado
‘complementario’. Existen varias categorias de
premios dependiendo del numero de aciertos.
Algunas de estas categorias son las siguientes.

12 categoria: acertar los seis numeros de la
combinacion ganadora. 22 categoria: acertar
cinco numeros de la combinacion ganadora y el
numero complementario. 32 categoria: acertar
cinco numeros de la combinacion ganadora.

42 categoria: acertar cuatro numeros de la
combinacion ganadora. 52 categoria: acertar tres
numeros de la combinacion ganadora.

Contenidos curriculares: Técnicas de recuento y calculo de probabilidades.

_@

;Cuantas apuestas distintas se pueden hacer en La Primitiva?
¢Cual es la probabilidad de acertar los seis numeros de la combinacion ganadora?

GQeAEHEE
4%6"“ A

13983816
Ci06 = 13983 816 apuestas

DEGEH]EHEE

Vo @ Yy

_1
49C6

1
13983816

SeD)

Vor @ ry

_1
49C6

0. 00000007151

E3 SCI Y

_1
49C6

7.15112384 %52

[ — . -8
P Croe 13983816 7,15112384 - 10
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;Cuantas apuestas distintas tienen cinco numeros
de la combinacion ganadora y el numero
complementario? ;Cudl es la probabilidad de
acertar cinco numeros mas el complementario?

@GR X E e EGEE

0]
43X6CS

258
43:Cs5 = 43 -6 = 258 apuestas

BAEXEEE®
(@) (=6 E

Vo [ A
43X6C5
49C6

43
2330636

SHD

O [ SCI A
43%6C5
49C6
1. 844989955
p_43:Ces 258 43
" C49 13983816 2330636

= 1,84498995 - 105

ACTIVIDADES CIENTIFICAS

_@

;Cuantas apuestas distintas aciertan cinco
numeros de la combinacion ganadora y no
aciertan el numero complementario? ;Cual es
la probabilidad de acertar cinco numeros y no
acertar el complementario?

(el (HE X @23
6C5X42 *
252
Ces5 - 42 = 252 apuestas
EBEeENEEXERA®
@ e EEEE
6C5X42 *
49C6
3
166474
ED)
6C5XA2 *
49C6
1. 802083208x:55
Cos - 42 252
p=-82""2_ =1,802083208 - 10~5

Ces 13983816 166474

_@

;Cuantas apuestas distintas tienen cuatro
numeros de la combinacion ganadora? ;Cual es la
probabilidad de acertar cuatro numeros?

(6] () () (4) (X) (4] (3] (e () (2] (B

A
6C4x43C2

13545
Cs4 - Cy32 = 13 545 apuestas

BEEIEHEXEEHER®

@EwNEEEE
6C4AX43C2 *
19C6
645
665896
5o
Vo' [
6C4AX43C2
19C6
9. 68619724454
plos Gz 13545 645 _ 9 686197244 - 10-*

Csos 13983816 665896

_@

Ayudate de la calculadora para conseguir una
combinacion de La Primitiva.

Nota: En los modelos fx-570SP X y fx-991SP X
se debe escoger el modo tabla con @] B

3t o U JIEEIR 511,1
3:Tabla

e () De D@ EEE

=
f(x)=RanInt#(1, 49)

DEEE

Vo
Rango tabla
Inic. 1
Final :6
Paso :1

B OOOO®®

flx)
37

Vor @
=
4
E
&
—

36
49

Si sale algun numero repetido se debe proceder a
la repeticion de la tabla.




