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El Real Decreto 217/2022 del 29 de marzo establece la ordenación y las enseñanzas mínimas de la 
educación secundaria obligatoria 

https://www.boe.es/buscar/act.php?id=BOE-A-2022-4975 
La competencia matemática entraña la comprensión del mundo utilizando los métodos científicos, el 
pensamiento y representación matemáticos para transformar el entorno de forma comprometida, 
responsable y sostenible. La competencia matemática permite desarrollar y aplicar la perspectiva y el 
razonamiento matemáticos con el fin de resolver diversos problemas en diferentes contextos. 

MATEMÁTICAS APLICADAS 
Saberes básicos. 
A. Sentido numérico. 
1. Conteo. 
− Resolución de situaciones y problemas de la vida cotidiana: estrategias para el recuento sistemático. 
2. Cantidad. 
− Expresión de cantidades mediante números reales con la precisión requerida. Capítulo 1 
3. Sentido de las operaciones. 
− Algunos números irracionales en situaciones de la vida cotidiana. Capítulo 1 
4. Relaciones. 
− Orden en la recta numérica. Intervalos. Capítulo 1 
5. Razonamiento proporcional. 
− Situaciones de proporcionalidad directa e inversa en diferentes contextos: desarrollo y análisis de 
métodos para la resolución de problemas. Capítulo 2 
6. Educación financiera. 
− Métodos de resolución de problemas relacionados con aumentos y disminuciones porcentuales, 
intereses y tasas en contextos financieros. Capítulo 2 
B. Sentido de la medida. 
− Estudio gráfico del crecimiento y decrecimiento de funciones en contextos de la vida cotidiana con el 
apoyo de herramientas tecnológicas: tasas de variación absoluta, relativa y media. Capítulo 6 
C. Sentido espacial. 
1. Figuras geométricas de dos y tres dimensiones. 
− Propiedades geométricas de objetos de la vida cotidiana: investigación con programas de geometría 
dinámica. 
2. Movimientos y transformaciones. Capítulo 5 
− Transformaciones elementales en la vida cotidiana: investigación con herramientas tecnológicas como 
programas de geometría dinámica, realidad aumentada, etc. 
− Modelización de elementos geométricos de la vida cotidiana con herramientas tecnológicas como 
programas de geometría dinámica, realidad aumentada…. 
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https://www.boe.es/buscar/act.php?id=BOE-A-2022-4975


 
 

 

− Elaboración y comprobación de conjeturas sobre propiedades geométricas mediante programas de 
geometría dinámica u otras herramientas. 
D. Sentido algebraico. 
− Modelización y resolución de problemas de la vida cotidiana mediante representaciones matemáticas y 
lenguaje algebraico, haciendo uso de distintos tipos de funciones. Capítulo 3 
− Características del cambio en la representación gráfica de relaciones lineales y cuadráticas. Capítulo 
6 
− Relaciones lineales, cuadráticas y de proporcionalidad inversa en situaciones de la vida cotidiana o 
matemáticamente relevantes: expresión mediante álgebra simbólica. Capítulo 6 
− Formas equivalentes de expresiones algebraicas en la resolución de ecuaciones lineales y 
cuadráticas, y sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales. Capítulo 4 
− Ecuaciones, sistemas de ecuaciones e inecuaciones: resolución mediante el uso de la tecnología. 
Capítulo 4 
− Representación de funciones: interpretación de sus propiedades en situaciones de la vida cotidiana. 
6. Pensamiento computacional. 
E. Sentido estocástico. Capítulo 7 
− Estrategias de recogida y organización de datos de situaciones de la vida cotidiana que involucren 
una variable bidimensional. Tablas de contingencia. Capítulo 9 
− Análisis e interpretación de tablas y gráficos estadísticos de una y dos variables cualitativas, 
cuantitativas discretas y cuantitativas continuas en contextos reales. Capítulo 9 
− Medidas de localización y dispersión: interpretación y análisis de la variabilidad. Capítulo 7 
− Interpretación de la relación entre dos variables, valorando gráficamente con herramientas 
tecnológicas la pertinencia de realizar una regresión lineal. Ajuste lineal con herramientas 
tecnológicas. Capítulo 9 
2. Incertidumbre. 
− Probabilidad: cálculo aplicando la regla de Laplace y técnicas de recuento en experimentos simples y 
compuestos (mediante diagramas de árbol, tablas…) y aplicación a la toma de decisiones fundamentadas. 
Capítulo 7 
3. Inferencia. 
− Estrategias y herramientas de presentación e interpretación de datos relevantes en investigaciones 
estadísticas mediante herramientas digitales adecuadas. Capítulo 9 
− Análisis del alcance de las conclusiones de un estudio estadístico valorando la representatividad de la 
muestra. Capítulo 9 
F. Sentido socioafectivo. 
− Gestión emocional: emociones que intervienen en el aprendizaje de las matemáticas. Autoconciencia 
y autorregulación. Superación de bloqueos emocionales en el aprendizaje de las matemáticas. 
2. Trabajo en equipo y toma de decisiones. 
3. Inclusión, respeto y diversidad. 
− La contribución de las matemáticas al desarrollo de los distintos ámbitos del conocimiento humano 
desde una perspectiva de género. 
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BOCM:– Realización de estimaciones en diversos contextos 
analizando y acotando el error cometido. 
– Definición de logaritmo. Comprensión de la importancia, en ciertos 

contextos, del concepto de orden de magnitud. 
– Algunos números irracionales en situaciones de la vida cotidiana. 

La importancia del número π y de la proporción aurea.  
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6  Números reales. 4ºA de ESO
Índice 

1. DISTINTOS TIPOS DE NÚMEROS 
1.1. OPERACIONES CON NÚMEROS ENTEROS, FRACCIONES Y DECIMALES 
1.2. NÚMEROS RACIONALES. FRACCIONES Y EXPRESIONES DECIMALES 
1.3. NÚMEROS IRRACIONALES. EXPRESIÓN DECIMAL DE LOS NÚMEROS IRRACIONALES 
1.4. DISTINTOS TIPOS DE NÚMEROS 

2. POTENCIAS 
2.1. REPASO DE LAS POTENCIAS DE EXPONENTE NATURAL 
2.2. POTENCIAS DE EXPONENTE FRACCIONARIO 
2.3. OPERACIONES CON RADICALES 
2.4. NOTACIÓN CIENTÍFICA 

3. REPRESENTACIÓN EN LA RECTA REAL DE LOS NÚMEROS REALES 
3.1. REPRESENTACIÓN DE NÚMEROS ENTEROS Y NÚMEROS RACIONALES 
3.2. REPRESENTACIÓN EN LA RECTA REAL DE LOS NÚMEROS REALES 
3.3. HERRAMIENTA INFORMÁTICA PARA ESTUDIAR LA PROPORCIÓN ÁUREA 

4. APROXIMACIONES Y ERRORES 
  4.1. REDONDEO 
  4.2. CIFRAS SIGNIFICATIVAS 
  4.3. ERROR ABSOLUTO Y ERROR RELATIVO 

5. INTERVALOS, SEMIRRECTAS Y ENTORNOS 
5.1. INTERVALOS. TIPOS Y SIGNIFICADO 
5.2. SEMIRRECTAS 
5.3. ENTORNOS 

6. LOGARITMOS 
6.1. DEFINICIÓN 
6.2. PROPIEDADES 

Resumen 
Ya  conoces  los  números  naturales,  los  números  enteros  y  los  números  racionales.  En  este  capítulo 
vamos a  estudiar  los números  reales que están  formados por 
los números racionales y los irracionales. 
Con  algunos  números  reales  irracionales  ya  te  habías 

encontrado,  como  con  2 ,  o  con  π…  Pero  hay  muchos, 
muchos  más.  Hay  muchos  más  números  irracionales  que 
racionales. Y  te preguntarás, ¿cómo se puede decir eso si  son 
infinitos?  Resulta  que  hay  unos  infinitos  más  grandes  que 
otros.  Al  infinito  de  los  números  naturales  se  le  denomina 
“infinito numerable”. El infinito de los números enteros y de los 
números racionales también es “infinito numerable”, pero el de 
los números reales ya no es numerable, es mucho mayor, se le 
denomina “la potencia del continuo”.  

Una de  las propiedades más  importantes de  los números reales es su relación con  los puntos de una 
recta, por lo que aprenderemos a representarlos en la recta “real” en la que no dejan “agujeros”.

El  número  de  oro  en  la  Gioconda
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7  Números reales. 4ºA de ESO
En este primer capítulo vamos a repasar muchas cosas que ya conoces, como las operaciones con los 
números,  representar  los  números  en  una  recta,  las  potencias…  Si  todo  eso  lo  dominas 
suficientemente, lo mejor es que pases muy deprisa por él, y dediques tu tiempo a otros capítulos que 
te  resulten  más  nuevos.  Sin  embargo,  seguro  que  hay  pequeños  detalles  que  sí  pueden  resultarte 
nuevos, como por ejemplo que  los números  irracionales,  junto con  los números  racionales  forman el 
conjunto  de  los  números  reales,  y  que  a  cada  número  real  le  corresponde  un  punto  de  la  recta 
(propiedad que ya tenían los números racionales) y a cada punto de la recta le corresponde un número 
real. Por eso, a la recta numérica la vamos a llamar recta real. 

Empezamos con un problema para que midas lo que recuerdas sobre operaciones con fracciones: 

Actividades  propuestas 

1. Las perlas del rajá: Un rajá dejó a sus hijas cierto número de perlas y determinó que se hiciera del 
siguiente modo. La hija mayor tomaría una perla y un séptimo de lo que quedara. La segunda hija 
recibiría dos perlas y un séptimo de lo restante. La tercera joven recibiría tres perlas y un séptimo de 
lo que quedara. Y así sucesivamente. Hecha la división cada una de las hermanas recibió el mismo 
número de perlas. ¿Cuántas perlas había? ¿Cuántas hijas tenía el rajá? 

1. DISTINTOS TIPOS DE NÚMEROS 

1.1. Operaciones con números enteros, fracciones y decimales 

Operaciones con números enteros 

Recuerda que: 

Los números naturales son: N = {1, 2, 3 …}. 

Existen ocasiones de  la vida  cotidiana en  las que es preciso usar números diferentes de  los números 
naturales. Fíjate en estos ejemplos: 

Ejemplos: 

 Si se tienen 20 € y se gastan 30 euros, se tendrá una deuda de 10 euros, es decir –10 €.  

 Cuando hace mucho frío, por ejemplo 5 grados bajo cero, se indica diciendo que hace –5 C. 
 Al bajar en ascensor al sótano 3, has bajado al piso –3.  

Los números enteros son una ampliación de los números naturales (N). Los números enteros positivos 

son  los  números  naturales  y  se  escriben  precedidos  del  signo  +:  +1,  +2,  +3,  +4,  +5…  Los  enteros 
negativos  van  precedidos  del  signo  –:    –1,  –2,  –3…  El  cero  es  el  único  número  entero  que  no  es  ni 
negativo ni positivo y no lleva signo. 

El conjunto de los números enteros se representa por Z: Z = {…–3, –2, –1, 0, 1, 2, 3…}. 

Recuerda que: 

Para  sumar  (o  restar)  números  enteros  podemos  sumar  por  un  lado  todos  los  números  enteros 
positivos, y los negativos por otro, restando el resultado. 

Ejemplo: 

 Si a, b y c son números enteros entonces:  

8ab2c – 5ab2c + 2ab2c – 6ab2c = 10ab2c – 11ab2c = –ab2c 
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8  Números reales. 4ºA de ESO
Para multiplicar o dividir números enteros se tiene en cuenta la regla de los signos. 

Ejemplo: 

 (+5) ꞏ (+4) = +20  (–3) ꞏ (–5) = +15  (+5) ꞏ (–4) = –20  (–6) ꞏ (+5) = –30 
 

Actividades  propuestas 

2. Realiza las siguientes operaciones: 

a) +8 + (–1) ∙ (+6)      b) –6 + (–7) : (+7)        c) +28 – (–36) : (–9–9)  

d) +11ab + (+7) ∙ (+6ab – 8ab)    e) –7a2b – [+4a2b – (–6a2b) : (+6)]    f) +9 + [+5 + (–8) ∙ (–1)]  

3. Utiliza la jerarquía de operaciones para calcular en tu cuaderno: 
a. 6 ∙ (– 5) – 3 ∙ (–7) + 20       b. –8 ∙ (+5) + (–4) ∙ 9 + 50 

c. (–3) ∙ (+9) – (–6) ∙ (–7) + (–2) ∙ (+5)   d. –(–1) ∙ (+6) ∙ (–9) ∙ (+8) – (+5) ∙ (–7) 

 

Operaciones con fracciones 

Recuerda que: 

Una  fracción  es  una  expresión  de  la  forma 
n

m
  donde  tanto m  como  n  son  números  enteros.  Para 

referirnos a ella decimos "m partido por n"; m recibe el nombre de numerador y n el de denominador.  

 

Las  fracciones  cuyo  numerador  es  mayor  que  el  denominador,  reciben  el  nombre  de  fracciones 
impropias.  Las  fracciones  cuyo  numerador  es  menor  que  el  denominador,  reciben  el  nombre  de 
fracciones propias. 

Para sumar o restar fracciones que tienen el mismo denominador se realiza la suma, o la resta, de los 
numeradores y se mantiene el mismo denominador. 

Para sumar o restar fracciones con distinto denominador, se reducen a común denominador, buscando 
el mínimo común múltiplo de los denominadores. 

Ejemplos: 

 a) 
7

3

7

1

7

2
  

 b) 
4

1

3

1
  

Los  denominadores  son  diferentes,  3  y  4.  Su  mínimo 
común múltiplo es 12. Al dividir 12 entre 3 nos da 4 y al 
hacerlo entre 4 obtenemos 3. 

12
7

12
3

12
4

4
1

3
1

  
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9  Números reales. 4ºA de ESO
Actividades propuestas 

4. Efectúa las siguientes operaciones con fracciones: 

a) 
2

7

3

5
       b) 

9

7

7

4 )(
       c)

8

1

5

9 )()( 



     d)  







 
8

9

3

5

2

7
 

e) 
8

9

3

5

2

7








       f)  






 
8

9

3

5

2

7
     g) 

4

5

2

15
:      h) 

5

1

5

6
:    i) 

5

3
15 :  

5. Simplifica las siguientes fracciones: 

a) 
x

xx 9

3

2

2

1







 



     b) 

1

1
2 



x

x    c) 
2

3

3

962







x

x
:

x

xx
   d)  
















2

1

2

14
2

2

aaa

a
 

Operaciones con expresiones decimales 

Una expresión decimal consta de dos partes: su parte entera, el número que está a la izquierda de la 
coma y su parte decimal, lo que se encuentra a la derecha de la coma. 

Observa que: 

La coma se puede escribir arriba: 3’5  (aunque actualmente  la RAE  lo considera  falta de ortografía), o 
abajo: 3,5, o también se utiliza un punto: 3.5. En este capítulo vamos a utilizar el punto. 

Para  sumar  o  restar  expresiones  decimales,  basta  conseguir  que  tengan  el mismo  número  de  cifras 
decimales. 

Ejemplo: 

a) 24.7 + 83.15 – 0.05 = 24.70 + 83.15 – 0.05 = 107. 80   b) 53.39 – 56 + 0.06 = 53.45 – 56.00 = –2.55 

Para multiplicar dos expresiones decimales, se multiplican  ignorando la coma que posee cada una de 
ellas. Al resultado de ese producto se le pone una coma para que surja una expresión decimal con una 
parte  decimal  de  longitud  igual  a  la  suma  de  las  cantidades  de  cifras  decimales  que  tienen  las 
expresiones decimales multiplicadas. 

Ejemplo: 

 5.7a ∙ 3.2a ∙ 7.14a = 130.2336a3 

Para dividir expresiones decimales igualamos el número de cifras decimales de ambos números, y luego 
dividimos. 

Ejemplo: 

 
ଽ.ଷ

ସ.଼ଵ
ൌ ଽ.ଷ଴

ସ.଼ଵ
ൌ ଽଷ଴

ସ଼ଵ
ൌ 1.9 

Actividades propuestas 

6. Realiza las operaciones: 

a) 31.3 ൅ 5.97     b) 3.52 ⋅ 6.7      c) 11.51 െ 4.8   d) 19.1 െ 7.35 

e) 4.32 ൅ 32.8 ൅ 8.224  f) 46.77 െ 15.6 ൅ 2.3     g) 1.16 ⋅ 3.52    h) 3.2 ⋅ 5.1 ⋅ 1.4 

i) 2.3 ⋅ 4.11 ⋅ 3.5     j) 4 ⋅ ሺ3.01 ൅ 2.4ሻ     k) 5.3 ⋅ ሺ12 ൅ 3.14ሻ  l)3.9 ⋅ ሺ25.8 െ 21.97ሻ 
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1.2. Números racionales. Fracciones y expresiones decimales 

Toda expresión decimal exacta, o periódica, se puede poner como fracción. 

Una  expresión  decimal  exacta  se  convierte  en  la  fracción  cuyo  numerador  coincide  con  el  número 
decimal, tras eliminar  la coma, y el denominador es el número 1 seguido de tantos ceros como cifras 
tenía la parte decimal del número en cuestión.  

Ejemplo: 

 93.15 ൌ 93 ൅ ଵହ

ଵ଴଴
ൌ ଽଷଵହ

ଵ଴଴
 

Para  escribir  en  forma  de  fracción  una  expresión  decimal  periódica,  como  por  ejemplo, 
N = 1.725252525…, tenemos que conseguir dos números con la misma parte decimal para que al restar 
desaparezcan los decimales: 

𝑁 ൌ 1.7252525. . . 
1000𝑁 ൌ 1725.2525. . . 
10𝑁 ൌ 17.2525. . . 

𝑆𝑖 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎𝑚𝑜𝑠: 990𝑁 ൌ 1708 ⇒ 𝑁 ൌ ଵ଻଴଼

ଽଽ଴
ൌ ଼ହସ

ସଽହ
  

 

Para  ello multiplicamos  a N  de  forma  que  la  coma  quede  después  del  primer  periodo,  en  este  caso 
después  de  1725.  También multiplicamos  a N  de manera que  la  coma quede  al  principio  del  primer 
periodo, en este caso detrás de 17. Ahora 1000N y 10N tienen la misma parte decimal (infinita) que si 
restamos desaparece, y podemos despejar N. 

 

Actividades propuestas 

7. Escribe en  forma de  fracción  las  siguientes expresiones decimales  y  redúcelas. Comprueba  con  la 
calculadora que está bien:  

a) 7.92835;       b) 291.291835;   c) 0.23;   d) 2.353535…..  

e) 87.2365656565….;     f) 0.9999…..;     g) 26.5735735735….. 

Todas las fracciones tienen expresión decimal exacta, o periódica. 

Recuerda que: 

Si el denominador  (de  la  fracción  irreducible)  sólo  tiene como  factores primos potencias de 2 o 5  su 
expresión decimal es exacta.  

Ejemplo: 

 
3

2 3 2
3 3

1 105 ꞏ10 0,025; 5
2 ꞏ5 2 ꞏ5

ya que   ,  y esto es general ya que  siempre habrá una potencia 

de  10  que  sea  múltiplo  del  denominador  si  éste  sólo  contiene  doses  o  cincos.  Fíjate  que  el 
número de decimales es el mayor de los exponentes de 2 y 5. 

Si  el  denominador  (de  la  fracción  irreducible)  tiene  algún  factor  primo que  no  sea  2  ni  5  la  fracción 
tendrá una expresión decimal periódica.  
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Ejemplo: 

 Si dividimos 1 entre 23 obtenemos un primer resto que es 10, luego otro que es 8 y seguimos, 
pero, ¿se repetirá alguna vez el resto y por lo tanto las cifras del cociente? La respuesta es que 
sí, seguro que sí,  los restos son siempre menores que el divisor, en este caso del 1 al 22, si yo 
obtengo  22  restos  distintos  (como  es  el  caso)  al  sacar  uno  más  ¡tiene  que  repetirse!,  es  el 
llamado Principio del Palomar. Y a partir de ahí los valores del cociente se repiten. Por lo tanto, 
la expresión decimal es periódica y el número de cifras del periodo es como máximo una unidad 
inferior al denominador (no siempre ocurre esto, pero 1/23 tiene un periodo de 22 cifras, 1/97 
lo tiene de 96 cifras, sin embargo 1/37 tiene un periodo de sólo 3 cifras. 

Se  llaman  números  racionales  a  aquellos  cuya  expresión  decimal  es  finita  o  periódica,  y  se  les 

representa por Q. Acabamos de ver que se pueden escribir en forma de fracción por lo que se puede 

definir el conjunto de los números racionales como: 

Q = }0,,;{  bZbZa
b

a
. 

¿Por  qué  imponemos  que  el  denominador  sea  distinto  de  cero?  Observa  que  no  tiene  sentido  una 
fracción de denominador 0. 

Actividades propuestas 

8. Mentalmente decide cuáles de las siguientes fracciones tiene una expresión decimal exacta y cuáles 
la tienen periódica. 

a) 1/3   b) 7/5    c) 11/30   d) 3/25   e) 9/8    f) 7/11 

9. Calcula la expresión decimal de las fracciones del ejercicio anterior y comprueba si tu deducción era 
correcta. 

1.3. Números irracionales. Expresión decimal de los números irracionales 

Existen otros números  cuya expresión decimal  es  infinita no periódica.  Ya  conoces  algunos: π,  2 … 

Cuando los griegos demostraron que existían números como  2 , o como el número de oro, que no se 
podían poner en forma de fracción y que tenían, por tanto, infinitas cifras decimales no periódicas, les 
pareció  algo  insólito.  Por  eso  estos  números  recibieron  ese  extraño  nombre  de  “irracionales”. No  lo 
podían  entender  dentro  de  su  filosofía.  Lo  interesante  es  que  existe  una  longitud  que  mide 

exactamente  2 , que es  la diagonal de cuadrado de lado 1, o  la hipotenusa del triángulo rectángulo 
isósceles de catetos 1. 

El método para demostrar que  2  no se puede escribir en forma de fracción se denomina “reducción 
al  absurdo”  y  consiste  en  suponer que  sí  se puede,  y  llegar  a una  contradicción.  Este procedimiento 

sirve igual para todas las raíces no exactas, como con  3 ,  5 … 

Pero  no  vale  para  todos  los  irracionales.  Para  demostrar  que     es  un  número  irracional  hay  que 
estudiar  mucho.  Está  relacionado  con  el  interesante  problema  de  la  cuadratura  del  círculo.  Fue 

demostrado  a  finales  del  siglo  XVIII  por  Lambert.  Hasta  ese momento  todavía  se  seguían  calculando 

decimales para encontrar un periodo que no tiene. 

Estos números cuya expresión decimal es infinita y no periódica se denominan números irracionales. 

Se llaman números reales al conjunto formado por los números racionales y los números irracionales. 
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Con estos números tenemos resuelto el problema de poder medir cualquier longitud. Esta propiedad de 
los números reales se conoce con el nombre de completitud.  

A cada número real le corresponde un punto de la recta y a cada punto de la recta le corresponde un 
número real.  

Observa que también a cada número racional le corresponde un punto de la recta, pero no al contrario, 

pues  2  es un punto de la recta que no es racional. 

Actividades propuestas 

10. Dibuja un segmento de longitud  2 . El Teorema de Pitágoras puede ayudarte, es la hipotenusa de 
un  triángulo  rectángulo  isósceles de  catetos 1. Mídelo  con una  regla.  Su  longitud no es 1.4, pues 
(1.4)2 es distinto de 2; no 1.41 pues (1.41)2 es distinto de 2; ni 1.414, pues (1.414)2 es distinto de 2; y 

sin embargo ( 2 )2 = 2. 

11. Utiliza  la  calculadora para hallar  la expresión decimal aproximada de  2 . 
Hemos  visto  que  no  es  un  número  racional,  por  lo  que  no  puede  tener  una 
expresión  decimal  finita,  o  periódica,  de  modo  que  su  expresión  decimal  tiene 
infinitas  cifras  que  no  se  repiten  periódicamente.  Y  sin  embargo  has  podido 
dibujarlo exactamente  (bien como  la diagonal del  cuadrado de  lado 1, o  como  la 
hipotenusa del triángulo rectángulo isósceles de catetos 1).  

1.4. Distintos tipos de números 

Ya conoces distintos tipos de números: 

  Naturales  N = {1, 2, 3, …} 

Son  los números que se usan para contar y ordenar. El 0 no suele 
considerarse un número natural. 

  Enteros  Z = {…, 3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, …} 

Son los números naturales, sus opuestos y el cero. No tienen parte 
decimal, de ahí su nombre. Incluyen a los Naturales. 

A los números que se pueden expresar en forma de cociente de dos números enteros se les denomina 

números racionales y se les representa por la letra Q. Por tanto  

Racionales  Q = }0,,;{  bZbZa
b

a  

Los números racionales incluyen a los Enteros.  

También  contienen  a  los  números  que  tienen expresión decimal  exacta  (0.12345)  y  a  los  que  tienen 
expresión decimal periódica (7.01252525…) pues pueden escribirse en forma de fracción.  

Los números como  ,...3,2 π… son los números  irracionales, y tienen una expresión decimal  infinita 

no periódica. Junto con los números racionales forman el conjunto de los números reales. Por tanto 

  Irracionales  I =  Q.  

Son  números  irracionales  aquellos  números  que  no  pueden  ponerse  como  fracción  de  números 
enteros. Hay más de  lo que podría parecer (de hecho, hay más que racionales ¡!), son todos aquellos 

Notación:

 significa “pertenece a” 

 significa “unión” 

 significa “incluido en” 

 significa “intersección” 
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que tienen una expresión decimal que no es exacta ni periódica, es decir, infinitas cifras decimales y sin 
periodo.  Ejemplos:  17.6766766676…  que  me  lo  acabo  de  inventar  o  0.1234567891011…  que  se  lo 
inventó Carmichael. Invéntate uno, busca en Internet y si no lo encuentras, pues es tuyo (por ahora ) 

  Reales   = Q  I.  

Es la unión de los números racionales 
y de los irracionales. 

Tenemos por tanto que:  

N  Z  Q  . 

I    

¿Son estos todos los números?  

No,  los  reales  forman  parte  de  un 
conjunto más amplio que es el de los 

Números  Complejos  C  (en  1º  de 

bachillerato  se  estudian  en  la  opción 
de Ciencias). 

Actividades propuestas 

12. Copia en tu cuaderno la tabla adjunta y señala con una X a qué conjuntos pertenecen los siguientes 
números: 

Número  N  Z Q I   

7.63           

3 8            

0.121212…           

π           

1/2           

1.99999…           

 

13. Copia  en  tu  cuaderno  el  esquema 
siguiente  y  coloca  los  números  del 
ejercicio anterior en su lugar: 

14. ¿Puedes demostrar que 4.99999… = 5?, 
¿cuánto  vale  2.5999…?  Escríbelos  en 
forma de fracción.  

15. ¿Cuántas  cifras  puede  tener  como 

máximo el periodo de 
53
1
? 
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2. POTENCIAS 

2.1. Repaso de las potencias de exponente natural 

Recuerda que: 

Para  calcular  la  potencia  de  exponente  un  número  natural  y  de  base  un  número  cualquiera  se 
multiplica la base por sí misma tantas veces como indique el exponente. 

Ejemplos: 

 a) (+2)4 = (+2) ∙ (+2) ∙ (+2) ∙ (+2) = +16     b) (–3)3 = (–3) ∙ (–3) ∙ (–3) = – 27 

c) (1/2)3 = (1/2) ∙ (1/2) ∙ (1/2) = 1/8       d) ( 2 )4 =  2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2  = 2 ∙ 2 = 4 

 

Conviene tener en cuenta algunas particularidades que nos ayudan a abreviar el cálculo: 

Las potencias de base negativa y exponente par son números positivos. 

Las potencias de base negativa y exponente impar son números negativos 

Ejemplos: 

 (–5)2 = +25 
 (– 5)3 = –125 

Actividades propuestas 
16. Calcula: 

a) 1)7345     b) (–1)7345     c) (–4)2   d) (–4)3   e) (1/2)3    f) ( 2 )6 

 

2.2. Potencias de exponente fraccionario 

Si el exponente es, por ejemplo, –2, no sabemos multiplicar algo menos dos veces. Tampoco sabemos 
multiplicar algo por si mismo cero veces. Ahora la definición anterior no nos sirve. Las definiciones que 
se  van  a  dar  van  a mantener  las  propiedades  que  conocemos  de  las  operaciones  con  potencias  de 
exponente natural, que van a seguir siendo válidas. 

Se define: 
n

n

a
a

1
  y se define a0 = 1 

En  efecto,  1
3

3


a

a   y  033

3

3

aa
a

a
  .  Para  que  continúen 

verificándose  las  propiedades  de  las  operaciones  con 
potencias se define a0 = 1. 

También, 
25

3 1

aa

a
   y  253

5

3
  aa

a

a
.  Para  que  continúen  verificándose  las  propiedades  de  las 

operaciones con potencias se define 
n

n

a
a

1
 . 

 

(–2)2 = +4  

( 2)3 = 8

Recuerda
Siempre se verifica que: 

bm ∙ bn = bm+n 

cm : cn = cm‐n 

((d)m)n = dm∙n 
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Actividades propuestas 
17. Expresa como única potencia: 

a) (4/3)3 ∙ (4/3)2 ∙ (4/3)8    b) (1/9)5 ∙ (1/9)4 ∙ (1/9)2 

c) (5/4)8 ∙ (2/3)8∙ (3/5)8     d) (3/5)4 ∙ (8/3)4 ∙ (5/4)4 

18. Calcula:     a) (3/5)4   b) (4/7) 2   c) 
 

3222

3444

749

327

)(

)(




   d) 

5

5

5
2

42
9

4
3





)(
   e) 

64

32

8

3

8

3

6

9

3

2


























 








 


  

2.3. Operaciones con radicales 

La raíz enésima de un número a es un número x que, al elevarlo a n, da como resultado a. 

xan    xn = a. 

La raíz cuadrada de un número real no negativo a es un único número no negativo x que elevado al 
cuadrado nos da a:  

axxa  2
, a  0, x  0. 

Observa  que  1   no  existe  en  el  campo  real.  Ningún  número  real  al  elevarlo  al  cuadrado  da  un 
número negativo. Sólo podemos calcular raíces de exponente par de números positivos. Sin embargo 
3 1  = –1 sí existe, pues (–1) ∙ (–1) ∙ (–1) = –1. 

Observa que:  xxx n

nn

n 








 1

, por lo que se define: 

nx
1

 =  n x  

Ejemplo: 

 52/3 =  3 25  

Podemos  operar  con  radicales  utilizando  las  mismas  propiedades  de  las  potencias  de  exponente 
fraccionario.  

Ejemplo:  

 3 64278   =  333 64278  = 2 ∙ 3 ∙ 4 = 24 

 5

5

5

243

32

243

32
  = 

3
2
 

 22646464 6 66233 2    

 x2/3 ∙ y1/3 =  3 233 2 yxyx   

 
3 2

4 3

3 2

4 3

3 5

4 7

3

5

4

7

x

x

xx

xx

x

x

x

x





  

Recuerda 
Hay  operaciones  con  radicales  que NO 

están permitidas. 

10  =  100   =  3664   que  es  distinto 

de: 

64 + 36 = 8 + 6 = 14
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En ocasiones es posible extraer factores de un radical. 

Ejemplo: 

 3 233 5 xxx  = x ∙ 3 2x  

 532 34   =  53322 222  = 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 53  = 12 ∙ 15  

Actividades propuestas 

19. Simplifica los radicales  4 123 ,  10 159 usando potencias de exponente fraccionario. 

20. Calcula  484  y ට8 000
య

 factorizando previamente los radicandos 

21. Calcula y simplifica:  3 (12 3 – 7 3  + 6 3 ) 

22. Calcula 250,5 ;  5
3

64  y 
2

5

5

6

7 









 

23. Expresa en forma de radical:   a) (5)4/5     b) 271/3       c) 72/3 

 

2.4. Notación científica 

Un número expresado en notación científica está formado por un número decimal cuya parte entera 
está entre 1 y 9, multiplicado por 10n, siendo n un número entero positivo o negativo. 

a ∙ 10n      siendo      1  a  9  

Si el exponente n es positivo se utiliza para expresar números grandes y si el exponente n es negativo 
para expresar números pequeños 

Ejemplo:  

 7 810 000 000 000 = 7.81 ∙ 1012     0.000000000038 = 3.8 ∙ 1011 

 500 000 = 5 ∙ 105        0.00002 = 2 ∙ 105 

 Hay galaxias que están a 200 000 000 000 000 km de nosotros, y lo escribimos 2  ∙ 1014 

 La masa de un electrón es aproximadamente de 0.000000000000000000000000000911 gramos, 

que se escribe como 9.11  ∙ 1028 

Actividades resueltas 

 En la leyenda del ajedrez utilizamos números muy grandes. Si 
no  nos  interesa  tanta  aproximación  sino  hacernos  una  idea 
únicamente  de  lo  grande  que  es,  podemos  usar  la  notación 
científica.  

Una aproximación para el número de granos de trigo de la casilla 
64 es 9  ∙ 1018, con  lo que nos hacemos una  idea mejor de  lo enorme que es que con el número: 
9 223 372 036 854 775 808 que da un poco de mareo. 
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 Escribe en notación científica: 216, 232 y 264 

216 = 65 536  6.5 ∙ 104     232 = 4 294 967 296  4.29 ∙ 109    

264 = 18 446 744 073 709 551 616  1.8 ∙ 1019 

Actividades propuestas 
24. Escribe en notación científica: 

a) 400 000 000   b) 45 000 000    c) 34 500 000 000 000   d) 0.0000001  e) 0.00000046 

 
¿Cuántas veces puedes doblar una hoja de papel? Eduardo Sáenz de Cabezón:  

https://www.youtube.com/watch?v=nc5okMs_ss0 
 

Operaciones con notación científica 

Para  realizar  sumas  y  restas,  con  expresiones  en  notación  científica,  se  transforma  cada  expresión 
decimal de manera que se igualen los exponentes de 10 en cada uno de los términos 

Ejemplo:  

 Para  calcular  4  ∙  108  +  2.3  ∙  106    6.5  ∙  105  expresamos  todos  los  sumandos  con  la  misma 
potencia de 10, eligiendo la menor, en este caso 105: 4 000 ∙ 105 + 23 ∙ 105 – 6.5 ∙ 105. Sacamos 

factor común: 105 ∙ (4 000 + 23  6.5) = 4 016.5 ∙ 105 = 4.0165 ∙ 108 

El producto (o el cociente) de dos expresiones en notación científica es el resultado de multiplicar (o de 
dividir) los números decimales y sumar (o restar) los exponentes de base 10. 

Ejemplo:  

 2.5 ∙ 105 ∙ 1.36 ∙ 106 = (2.5 ∙ 1.36) ∙ 105+6 = 3.4 ∙ 1011 
 5.4 ∙ 109 : 4 ∙ 107 = (5.4 : 4) ∙ 1097 = 1.35 ∙ 102 
 Para hacer el cociente para calcular 263 dividiendo 264 entre 2 en notación científica: 

263 = 264 / 2 = 1.8 ∙ 1019 / 2 = 0.9 ∙ 1019 = 9 ∙ 1018. 

Usa la calculadora 

Las  calculadoras  utilizan  la  notación  científica.  Muchas  calculadoras  para  escribir  9  ∙  1018  escriben 
9e+18. 

25. Utiliza tu calculadora para obtener 216, 232 y 264 y observa cómo da el resultado. 

26. Utiliza la calculadora para obtener tu edad en segundos en notación científica. 

Actividades propuestas 
27. Efectúa las operaciones en notación científica: 

a) 0.000481 + 2,4 ∙ 105     b) 300 000 000 – 5.4 ∙ 106 + 7.2 ∙ 105 

c) (2.9 ∙ 105) ∙ (5.7 ∙ 103)    d) (3.8 ∙ 108) ∙ (3.5 ∙ 106) ∙ (8.1 ∙ 104) 

e) (4.8 ∙ 108) : (3.2 ∙ 103)   f) (6.28 ∙ 105) ∙ (2.9 ∙ 102) : (3.98 ∙ 107)   



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 1: Números reales  Autor: Paco Moya y Nieves Zuasti 
    Revisor: Javier Rodrigo y María Molero 
www.apuntesmareaverde.org.es    Ilustraciones: Paco Moya y Banco de Imágenes de INTEF 

18  Números reales. 4ºA de ESO
3. REPRESENTACIÓN EN LA RECTA REAL DE LOS NÚMEROS REALES 

3.1. Representación de números enteros y racionales 

Recuerda que: 

Para  representar  un  número  entero  en  la  recta  numérica  se  traza  una  recta  horizontal  en  la  que  se 
marca el  cero, que  se denomina origen,  y  se marca el 1.  Se divide  la  recta en  segmentos  iguales, de 
longitud 1. Se representan los números positivos a partir del cero a la derecha y los números negativos 
a partir del cero a la izquierda. 

–5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 

De  esta  forma  quedan  ordenados  los  números  enteros.  Cuanto  más  a  la  derecha  esté  un  número 
situado en la recta numérica es mayor, y cuanto más a la izquierda esté situado es menor. 

Ejemplo 6: 

 Representa en una recta numérica y ordena los números enteros siguientes:  

–2, 0, 4, –1, 8, –7, –3 y 1 

–8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

Orden de menor a mayor: –7 < –3 < –2 < –1 < 0 < 2 < 4 < 8. 

Orden de mayor a menor: 8 > 4 > 2 > 0 > –1 > –2 > –3 > –7. 

Actividades  propuestas 

28. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes números y ordénalos de menor a 
mayor: –9, 7, 6, –5, 9, –2, –1, 1 y 0. 

29. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes números y ordénalos de mayor a 
menor: +1, –4, –8, +9, +4, –6, –7 

30. Pitágoras vivió entre el 569 a. C. y el 475 a. C. y Gauss entre el 1777 y el 1855, ¿qué diferencia de 
siglos hay entre ambas fechas?  

31. Representa gráficamente y ordena en sentido creciente, calcula los opuestos y los valores absolutos 
de los siguientes números enteros: 10, −4, −7, 5, −8, 7, −6, 0, 8. 

Para representar una fracción en la recta numérica: 

Distinguimos entre fracciones propias e impropias.  

En cualquier caso, debemos recordar cómo se divide un segmento en partes iguales. 

Actividades resueltas 

 Si  la  fracción  es  propia  (numerador  menor  que  el  denominador,  valor  menor  que  1),  por 

ejemplo 
5
6
 bastará con dividir  la primera unidad en 6 partes iguales y tomar 5. En caso de ser 

negativa contaremos hacia la izquierda. (Ver figura) 
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 Si la fracción es impropia (numerador mayor que denominador y por tanto valor mayor que 1) 
haremos  la  división  entera  (sin  decimales)  quedándonos  con  el  cociente  y  el  resto.  Esto  nos 
permite ponerla  en  forma mixta  (suma de un entero  y una  fracción propia). Así  por  ejemplo: 

11
64

11
50

  ya que al dividir 50 entre 11 obtenemos 4 de cociente y 

6 de resto. El cociente es la parte entera y el resto el numerador de la 
fracción propia. 

Para representarla sólo nos tenemos que ir donde dice la parte entera (4) y 
la unidad siguiente (la que va del 4 al 5)  la dividimos en 11 partes iguales y 
tomamos 6. 

 Otro ejemplo: 
17 32
7 7
   , pues la división da 2 de cociente y 3 de resto. 

Nos vamos al 2, dividimos la unidad siguiente (del 2 al 3) en 7 partes iguales y tomamos 3. 

 En  caso  de  ser  negativa: 
11 3 32 2
4 4 4

        
 

  ,  se  hará  igual,  pero  contando  hacia  la 

izquierda. Nos vamos al 2,  la unidad que va del 2 al 3 se divide en 4 partes y  tomamos 3 

(pero contando del 2 al 3 ¡claro!). 

  

 

Dividir un segmento en parte iguales 

Para  dividir  el  segmento  AB  en  por 
ejemplo  6  partes  iguales,  trazamos  por A 
una  línea  auxiliar  oblicua  cualquiera, 
abrimos  el  compás  una  abertura 
cualquiera  y  marcamos  6  puntos  en  la 
recta anterior a distancia  igual. Unimos el 
último  punto  con  B  y  trazamos  paralelas 
que pasen por  los puntos  intermedios de 
la  recta oblicua. Por el Teorema de Tales, 
el segmento AB ha quedado dividido en 6 
partes  iguales.  Para  representar  5/6, 
tomamos 5 de esas partes. 

Normalmente  no  te  exigirán  que  lo  hagas  tan  exacto,  lo  harás  de  forma  aproximada,  pero  ten 
cuidado en que las partes parezcan iguales.
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Actividades propuestas 

32. Representa en la recta numérica los siguientes números: 
଻

଺
; ିଵ଻

ସ
; 2.375; െ3. 6

∩
  

33. Representa en la recta numérica 6.5; 6.2; 3.76; 8.43; 8.48; 8.51 y 8.38. 

34. Ordena los siguientes números de mayor a menor: +1.47; –4.32; –4.8; +1.5; +1.409; 1.4; –4.308. 

3.2. Representación en la recta real de los números reales: 

Elegido el origen de coordenadas y el tamaño de la unidad (o lo que es igual, si colocamos el 0 y el 1) 
todo número real ocupa una posición en la recta numérica y al revés, todo punto de la recta se puede 
hacer corresponder con un número real.  

Esta segunda parte, es la propiedad más importante de los números reales y la que los distingue de los 
números racionales. 

Veamos como representar de forma exacta algunos números reales: 

Representación en la recta de las raíces cuadradas: 

Para  representar  raíces  cuadradas  usamos  el Teorema de Pitágoras.  Si  en  un  triángulo  rectángulo  la 

hipotenusa es h y los catetos son a, b tenemos que  2 2 2 2 2h a b h a b     .  

Representación  raíces.  Utilizando  el  teorema  de  Pitágoras  podemos 
representar cualquier raíz entera en la recta real José Luis Lorente 

https://youtu.be/p5BvnOp5D_k 

 

Actividades resueltas 

 Representa en la recta  2  

Si  a  =  b  =  1  tenemos  que  2h  .  Sólo  tenemos  que 
construir  un  triángulo  rectángulo  de  catetos  1  y  1,  su 

hipotenusa mide  2 ,  (la  diagonal  del  cuadrado  de  lado  1 

mide  2 ).  Ahora  utilizando  el  compás,  llevamos  esa 
distancia al eje X (ver figura). 

 Representa en la recta  5  

Como  2 25 2 1   sólo hay que construir un triángulo rectángulo de catetos 2 y 1, y su hipotenusa 

mide  5 .  

¿Has  pillado  el  truco?,  el  radicando  hay  que  expresarlo  como  suma  de  2  cuadrados.  El  triángulo 
rectángulo tendrá como catetos esos dos números.  

 Así,  para  representar  13 ,  expresamos  13  como  suma  de  2  cuadrados: 
2 2 2 213 9 4 3 2 13 3 2         luego  en  un  triángulo  rectángulo  de  lados  3  y  2  la 

hipotenusa será  13 . 
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 ¿Pero,  y  si  el  número  no  puede  ponerse  como  suma  de  2  cuadrados?,  por  ejemplo  el  11 
(¡siempre complicando las cosas! ). 

Habrá  que  hacerlo  en  2  pasos.  11  =  2  +  9,  ¿hay  algún 

número cuyo cuadrado sea 2?, por supuesto que sí,  2 . 

Por  tanto   2 211 2 3  ,  tenemos  que  hacer  un 

triángulo  rectángulo  de  catetos  2   y  3.  Para  ello 

primero  se  construye  2   como  antes  y  se  traza  una 
perpendicular de longitud 3 (ver figura). 

¿Pueden  dibujarse  ya  así  todas  las  raíces?,  no.  Hay 

algunas para las que hay que hacer más pasos ( 7  por 

ejemplo requiere 3), pero mejor lo dejamos aquí, ¿no? 

 

Actividades resueltas 

 Representa  en  la  recta  numérica  de  forma 

exacta el número de oro 
1 5

2
 
  

¿Has oído hablar del número de oro? 

El  Número  de  Oro  (o  Razón  Áurea  o  Proporción 

Armónica o Divina Proporción) es igual a 
1 5

2
 
   

 ¿Cómo lo representamos en la recta? 

Sólo  hay  que  construir  5   como  arriba,  sumar  1 

(trasladamos 1 unidad con el compás) y dividir entre 2 
hallando el punto medio (con la mediatriz), hecho.  

 Otra forma distinta: 

Construimos un cuadrado de  lado 1 (¿un qué?, ¡un  lo que 
quieras!). Hallamos el punto medio del  lado  inferior  (M) y 
llevamos  la distancia MA  con  el  compás  al  eje  horizontal, 
OF es el número de oro. 

Veamos: 

2
21 1 5 51 1

2 4 4 2
MA        

 
 

1 1 5
2 2

OF MA


    
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Actividades propuestas 

35. Busca rectángulo áureo y espiral áurea en Internet. 

36. Ya de paso busca la relación entre el Número de Oro y la Sucesión de Fibonacci. 

37. Busca en youtube “algo pasa con phi” y me cuentas.  

38. Representa en la recta numérica de forma exacta: 

 
1 520; 8; 14;

2


   

Densidad de los números reales 

Los números reales son densos: entre cada dos números reales hay infinitos números reales en medio.  

Eso es fácil de deducir, si a, b son dos números con a < b sabemos que 
2

a b
a b


  , es decir, la media 

está  entre  los  dos  números.  Como  esto  podemos  hacerlo  las  veces  que  queramos,  pues  de  ahí  el 
resultado. 

Curiosamente los racionales son también densos en los números reales, así como los irracionales.  

Actividades propuestas 

39. Calcula 3 números reales que estén entre 
1 5

2


 y 1. 

40. Halla 5 números racionales que estén entre  2 1,5y   

41. Halla 5 números irracionales que estén entre 3.14 y    

3.3. Herramienta informática para estudiar la proporción 
áurea 

En  esta  actividad  se  va  a  utilizar  el  programa  Geogebra  para  realizar  un 
estudio de la proporción áurea. 

Un segmento está dividido en dos partes que están en proporción áurea si la 
razón entre la longitud del segmento y la longitud de la parte mayor coincide 
con la razón entre la longitud de la parte mayor y la de la parte menor. 

La sucesión de Fibonacci y la razón áurea. ¿Tiene alguna relación la sucesión de 
Fibonacci y la proporción áurea? ¿Sabes qué le ha hecho más famosa? .Eduardo 
Sáenz de Cabezón 

https://www.youtube.com/watch?v=yDyMSliKsxI 

Actividades resueltas 

 Utiliza Geogebra para dividir un segmento en dos partes que estén en proporció áurea. 

Abre una nueva ventana de Geogebra, en el menú Visualiza desactiva Ejes y Cuadricula  

 Determina con Nuevo punto los puntos A y B y dibuja el segmento, a, que los une. 
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  Traza un segmento BD perpendicular al segmento AB en el punto B, cuya longitud sea la mitad de 

AB, puedes seguir las siguientes instrucciones:  

 Calcula el Punto medio o centro del segmento AB y llámalo C. 

 Dibuja con Circunferencia con centro y punto que cruza la que tiene centro en B y pasa por C.  

 Traza la Recta Perpendicular al segmento AB que pase por B.  

 Define D  como  el Punto  de  Intersección  entre  esta  recta  y  la 
circunferencia.  

 Dibuja  el  segmento AD  y  una  circunferencia  con  centro D  que 
pase  por  B.  Sea  E  el  Punto  de  Intersección  de  esta 
circunferencia con el segmento AD.  

 Con  centro  en  A  traza  la  circunferencia  que  pasa  por  E  y 
determina el punto de Intersección, F, de esta circunferencia con el segmento AB. 

 Traza el segmento, g, que une los puntos A y F. 

 Comprueba que el punto F divide al segmento AB en dos partes que están en proporción áurea:  

 Elige en el menú Opciones, 5 Posiciones decimales. 

 Calcula en la línea de Entrada los cocientes a/g y g/(a‐g).  

Observa en la Ventana algebraica que estos valores coinciden, has calculado un valor aproximado del 
número de oro, Φ. 

 Con  la herramienta Desplaza, cambia  la posición de  los puntos  iniciales A o B y comprueba que el 
cociente entre las longitudes de los segmentos AF y FB permanece constante. 

 Para visualizar mejor la construcción puedes dibujar los elementos auxiliares con trazo discontinuo, 
eligiendo en el menú contextual, Propiedades y Estilo de trazo. 

Un rectángulo es áureo si sus lados están en proporción áurea.  

Si a un rectángulo áureo le quitamos (o le añadimos) un cuadrado obtenemos un rectángulo semejante 
al de partida y por lo tanto también áureo.  

 Utiliza Geogebra para dibujar un rectángulo áureo. 

Abre una nueva ventana de Geogebra, en el menú Visualiza desactiva Ejes y Cuadricula  

 Define  dos  puntos  A  y  B  que  van  a  ser  los  extremos  del  lado  menor  del  rectángulo  y  con  la 
herramienta polígono  regular dibuja,  a  partir  de  los  puntos A  y B,  el  cuadrado ABCD  y  oculta  los 
nombres de los lados con la herramienta Expone/Oculta rótulo. 

 Calcula  el  Punto  medio,  E,  del  lado  BC.  Con  centro  en  E 
dibuja la Circunferencia con centro en E que pasa por A.  

 Traza la recta, a, que pasa por BC y define como F el Punto 
de intersección entre esta recta y la circunferencia.  

 Dibuja la Recta perpendicular a la recta a que pasa por F, y 
la recta que pasa por los puntos A y D, llama G al Punto de 
intersección  de  estas  rectas  y  define  con  Polígono  el 
rectángulo ABFG.    
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 En la ventana algebraica aparecen las longitudes de los lados del rectángulo como f y g, introduce en 

la línea de Entrada g / f y observa en esta ventana que aparece el valor e que es una aproximación al 
número áureo. Elige en el menú Opciones, 5 Posiciones decimales. 

 Dibuja  el  segmento CF,  en  la  ventana  algebraica  aparece  su  longitud, h,  introduce  en  la  línea  de 
Entrada f / h, observa que este cociente coincide con g / f  y es una aproximación del número áureo. 

 Con  la  herramienta Desplaza,  cambia  la  posición  de  los  puntos  iniciales  A  o  B  y  observa  que  el 
cociente entre las longitudes de los lados de los rectángulos es constante. 

El rectángulo ABFG es áureo ya que el cociente entre la longitud de su lado mayor y la del menor es el 
número de oro, además el rectángulo DCFG, que se obtiene al quitar un cuadrado de lado el menor del 
rectángulo, es también áureo y por lo tanto semejante al primero. 

 Crea tus propias herramientas con Geogebra. Crea una que dibuje rectángulos áureos. 

Se va a crear una herramienta que a partir de dos puntos A y B dibuje el rectángulo áureo en el que el 
segmento AB es el lado menor. 

 En la figura anterior oculta el nombre de los puntos C, D, E, F y G con la herramienta Expone/Oculta 
rótulo haciendo clic con el ratón sobre ellos, en el área de trabajo o en la ventana algebraica. 

 Activa en el menú Herramientas , la opción Creación de nueva herramienta y define: 

Objetos de salida: el polígono cuadrado, el polígono rectángulo y los puntos C, D, F, y G. 

Objetos de entrada: los dos puntos iniciales A y B.  

Y  elige  como  nombre  de  la  herramienta  rectanguloaureo.  Observa  que  aparece  en  la  barra  de 
herramientas.  

En  la  opción  Manejo  de  útiles  del  menú  Herramientas  graba  la  herramienta  creada  como 
rectanguloaureo , que se guarda como rectanguloaureo.ggt 

Utiliza  la  herramienta Desplazamiento  de  la  zona  gráfica  para  ir  a  una  parte  vacía  de  la  pantalla  y 
comprobar que la herramienta rectanguloaureo funciona perfectamente. 

Actividades propuestas 

42. Comprueba  que  la  longitud  del  lado  del  pentágono  regular  y  la  de  su  diagonal 
están en proporción áurea.  

43. Calcula  con  Geogebra  una  aproximación  de  la  razón  de  semejanza  entre  un 
pentágono regular y el que se forma en su  interior al dibujar sus diagonales. Determina 
sin utilizar Geogebra el valor real de la razón de semejanza entre estos dos pentágonos. 

44. Comprueba  que  los  triángulos  ABD  y  ABF  de  la  figura  son 
semejantes  y  calcula  aproximadamente  con  Geogebra  su  razón  de 

semejanza. 

45. Calcula con Geogebra  el  valor aproximado de  la  razón de semejanza entre un 
decágono  regular  y  el  decágono  que  se  forma  al  trazar  las  diagonales  de  la  figura. 
Determina sin utilizar Geogebra el valor real de la razón de semejanza entre estos dos 
polígonos   
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4. APROXIMACIONES Y ERRORES 
En  la  vida  cotidiana  y  también  en  las  Ciencias  Aplicadas  es  necesario  trabajar  con  números 
aproximados.  

Unos ejemplos: 

 Queremos  comprar  un  tercio  de  metro  de  tela,  tenemos  que  decirle  al  dependiente  cuanto 
queremos y no vamos a ser tan idiotas como para decirle que nos dé 0.333… metros o 33.333… cm 
que es lo exacto. Lo normal es pedir 33 cm o 333 mm si somos muy finos. 

 Medimos un folio A4 con la regla y nos da 29.7 cm, la regla llega a los mm. Queremos dividirlo en 8 
partes iguales, ¿cuánto medirá cada parte?, si hacemos 29.7 : 8 nos da 3.7125 cm, pero la regla no 
llega a tanto, será mejor aproximar a 3.7 cm. 

 Hacemos un examen con 9 preguntas que valen todas igual. Tenemos 5 bien y las demás en blanco. 
¿Qué  nota  tenemos?,  10  ∙  5/9  =  5.555555556  según  la  calculadora,  ¿las  ponemos  todas?,  si  lo 
hacemos estamos suponiendo que somos capaces de distinguir 1 parte de entre 10000 millones de 
partes iguales del examen. Lo razonable es 5.6 o 5.56 si somos muy pero que muy precisos. 

 Resulta curioso y debería ser delito que en las gasolineras se anuncie: Precio del gasoil 1.399 €/litro. 
Si alguien va y pide un litro exacto, o 2 o 15 no se  lo pueden cobrar exactamente puesto que ¡no 
existen las milésimas de €!, deberían escribir 1.40 €/litro. Es cierto que de esa manera te ahorras 5 
céntimos si echas 50  litros, pero a ellos  les compensa el  tema psicológico,  la gente poco culta en 
números ve 1.3 en lugar de 1.4.  

 Exactamente lo mismo pasa en los supermercados: merluza 5.99 €/Kg. Son trucos baratos que una 
mente entrenada sabe detectar y actuar en consecuencia. La diferencia entre 6 €/Kg y 5.99 €/Kg es 
que  te  ahorras  ¡1  céntimo!  si  compras  1  Kg,  si  compras  medio,  ¿cuánto  te  ahorras?,  ¡nada!, 
5.99 : 2 = 2.995 que redondeado es 3, que es lo que cobran. Aunque bien mirada la oferta no está 
tan  mal,  sin  compras  5  Kg.  de  merluza  ahorras  para  comprarte  un  caramelo,  eso  sí,  tienes  que 
comprar más de medio Kg por vez. 

Utilizar  demasiadas  cifras  decimales  sin  estar  seguro  de  ellas  no  es  sinónimo  de  precisión  sino  de 
torpeza. 

 

4.1. Redondeo 

Te recordamos como se redondean correctamente los números.  

 Redondear    a  las diezmilésimas:   = 3.1415926535…,  la cifra de  las diezmilésimas es 5, como  la 
cifra siguiente es 9 que es   5, le sumamos 1 al 5 y pondremos 𝜋 ൎ 3.1416.  

Fíjate que   está más cerca de 3.1416 que de 3.1415 

 Redondear  2   a  las  centésimas:  2   =  1.41421356…,  ahora  la  cifra  siguiente  es  4  <  5  luego  la 

dejamos tal cual, √2 ൎ 1.41  

La  regla es: Localizamos  la cifra de redondeo, miramos  la siguiente cifra  (sólo  la  siguiente),  si ésta es 
menor que 5 dejamos la cifra de redondeo igual, si la cifra siguiente es 5 o mayor que 5 incrementamos 
en 1 la cifra de redondeo. 
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Más ejemplos: 

Redondea 

 1.995  a  las  centésimas    2.00  y  los  ceros  hay  que  escribirlos  para  indicar  dónde  hemos 
redondeado. 

 1 555 555 en los miles  1 556 000 donde hay que completar con ceros después de los miles. 

 6.94999 en las décimas  6.9 sólo hay que mirar el 4 

 

Nota importante: Si el resultado de un problema son € se redondeará siempre en los céntimos. 

 

Otra  nota  importante:  Si  queremos  dar  un  resultado  con  2  decimales  en  los  pasos  intermedios 
trabajaremos con más decimales, al menos 3 o 4, de lo contrario el resultado no tendrá la precisión que 
pretendemos, un ejemplo: 

 A = 9.65; B = 6.98 y C = 4.99. Queremos hacer (A ∙ B) ∙ C2, si hacemos A ∙ B y redondeamos en las 
centésimas nos queda 67.36 y si ahora multiplicamos por 4.992 = 24.90 nos sale 1 677.26. 

El resultado correcto es 1 677.20 donde sólo hemos redondeado al final. 

 

4.2. Cifras significativas. 

Es el número de cifras “con valor” que se utilizan para expresar un número aproximado. 

Unos cuantos ejemplos y lo entiendes: 

 2.25 tiene 3 cifras significativas;     28.049 tiene 5 cifras significativas. 

 5.00 tiene 3;         4 000.01 tiene 6;    

 10 000 no sabemos  las cifras significativas que tiene, puede ser 1 o 2 o 3 o 4 o 5, nos tienen que 
decir en qué cifra se ha aproximado. Para este último caso puede recurrirse a la notación científica 
para decir con precisión el número de cifras significativas, así: 

1∙104 tiene una cifra significativa, 1.0 ∙ 104 tiene 2 y así hasta 1.0000∙104 que tiene 5. 

 

Consideraciones: 

 Las cifras distintas de 0 siempre son significativas. 
 Los ceros a la izquierda nunca son cifras significativas: 0.0002 tiene una cifra significativa. 
 Los ceros en medio de otras cifras distintas de 0 siempre son significativos 2004 tiene 4 cifras 

significativas. 

 

Más que el número de decimales la precisión de una aproximación se mide por el número de cifras 
significativas.  

No deben utilizarse más cifras de las que requiera la situación.  
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Actividades propuestas 

1. Copia esta tabla en tu cuaderno y redondea con el número de cifras indicado 

  Cifras significativas 

Número  1  2  3  4 

10          

1/7         

95 549  100 000       

30 000  3∙104       

1.9995        2.000 

20.55         

4.3. Error absoluto y error relativo 

I.‐ Error absoluto 

Se define el error absoluto (EA) como EA =  valor real valor aproximado . 

Las barras verticales se leen “valor absoluto” y significan que el resultado se dará siempre positivo. 

Ejemplo:  

 Aproximamos 1/3 de litro por 0.33 litros. 

EA = ቚଵ

ଷ
െ 0.33ቚ ൌ 0.00333. . . ൎ 0.0033 litros 

Otro ejemplo:  

 Aproximamos 16/6 Kg. con 2 cifras significativas (2.7 Kg.) 

EA = ቚଵ଺

଺
െ 2.7ቚ ൌ |െ0.0333. . . | ൎ 0.033 Kg. 

 No deben ponerse demasiadas cifras significativas en el error absoluto, 2 o 3 es suficiente. 

 El error absoluto tiene las mismas unidades que la magnitud que se aproxima. 

¿Estos errores son grandes o pequeños?, la respuesta es, ¿comparados con qué? 

Para ello se define el error relativo que sí nos da una medida de lo grande o pequeño que es el error 
absoluto. 

II.‐ Error relativo 

Para comparar errores de distintas magnitudes o números se define el Error Relativo (ER) como: 

ER = 
EA

Valor real
 

que suele multiplicarse por 100 para hablar de % de error relativo.  
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Si  no  se  conoce  el  valor  real  se  sustituye  por  el  valor  aproximado  (la  diferencia  normalmente  es 
pequeña). 

Calculamos el error relativo para los ejemplos de arriba: 

1º) 𝐸𝑅 ൌ ଴.଴଴ଷଷ

ଵ/ଷ
ൌ 0.0099 ⇒ 0.99 % de ER    2ª) 𝐸𝑅 ൌ ଴.଴ଷଷ

଼/ଷ
ൎ 0.0124 ⇒ 1.2 % de ER 

Ahora sí podemos decir que la 1ª aproximación tiene menos error que la 2ª, puesto que el error relativo 
es menor. 

El error relativo (ER) no tiene unidades y por ello se pueden comparar errores de distintas magnitudes 
o con distintas unidades. 

¿Qué hacer si no se conoce el valor exacto? 

En este caso no se puede calcular el error absoluto, sin embargo todos los aparatos de medida tienen 
un error absoluto máximo.  

 Balanzas de baño que miden de 100 g en 100 g su error absoluto máximo es de 50 g. 

 Cronómetros que miden centésimas de segundo, su error absoluto máximo será de 0.005 s, media 
centésima. 

 Reglas normales que miden mm, su error absoluto máximo será de 0.5 mm = 0.05 cm = 0.0005 m 

A esto se le denomina cota de error absoluto. 

Actividades resueltas 

 Te pesas en una báscula de baño y te marca 65.3 Kg, el error absoluto máximo es de 0.05 Kg (50 g) 

Ahora pesamos un coche en una báscula especial y pesa 1 250 Kg con error absoluto máximo de 10 
Kg. ¿Qué medida es más precisa? 

Tú  𝐸𝑅 ൑ ଴,଴ହ

଺ହ,ଷ
ൌ 0.00077 ⇒ 𝐸𝑅 ൑ 0.077 %       

Coche  𝐸𝑅 ൑ ଵ଴

ଵଶହ଴
ൌ 0.008 ⇒ 𝐸𝑅 ൑ 0.8 %  

Es mucho más precisa la báscula de baño en este caso. Sin embargo, si en la misma báscula pesamos a 
un bebé y marca 3.1Kg, el error relativo sale menor o igual que 1.6 % (pruébalo) y ahora la medida de la 
báscula de baño es mucho menos precisa.  

Así que el error depende de la precisión de la máquina y de la medida que hagamos con ella. 

Actividades propuestas 

2. Prueba que 123.45 con EA = 0.005 y 0.12345 con EA = 0.000005 tienen el mismo ER. 

3. Contesta Verdadero o Falso y justifica tu respuesta: 
a) Para una misma máquina de medir el error cometido es menor cuanto más pequeña sea la medida. 
b) No se pueden comparar errores relativos de distintas magnitudes. 
c) Poner precios como 1.99 €/Kg es un intento de engaño. 
d) Comprar a 1.99 €/Kg frente a 2 €/Kg supone un ahorro. 
e) Poner muchas cifras en un resultado significa que uno es un gran matemático. 
f) La precisión se mide por el número de cifras decimales.   
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5. INTERVALOS, SEMIRRECTAS Y ENTORNOS 
Como  ya  sabemos  entre  dos  números  reales  hay  infinitos  números.  Hay  una  notación  especial  para 
referirse a esos infinitos números que deberás dominar para éste y futuros cursos. 

5.1. Intervalos. Tipos y significado 

(Del lat. intervallum): 2. m. Conjunto  de  los  valores  que  toma  una magnitud  entre  dos  límites  dados. 
RAE. 

Definición: 

Un subconjunto de  es un intervalo si para cualquier par de elementos, a y b, de ese subconjunto se 
verifica que si a < x < b entonces x debe pertenecer a dicho subconjunto. 

Vamos a  estudiar  en este  apartado  intervalos acotados de distintos  tipos:  los  intervalos  abiertos,  los 
intervalos cerrados y los intervalos semiabiertos (o semicerrados) 

Intervalos abiertos 

Si  nos  queremos  referir  al  conjunto  de  los  números  que  hay  entre  dos  valores  pero  sin  contar  los 
extremos, usamos un intervalo abierto 

Ejemplo: 

 Los números  superiores a 2 pero menores que 7  se  representan por  (2, 7)  y  se  lee  “intervalo 
abierto de extremos 2 y 7”. A él pertenecen infinitos números como 2.001; 3.5; 5; 6.999; … pero 
no  son  de  este  conjunto  ni  el  2  ni  el  7.  Eso  representan  los  paréntesis,  que  entran  todos  los 
números de en medio pero no los extremos.  

Ejemplo: 

 Los  números  positivos  menores  que  10,  se  representan  por  (0,  10),  el  intervalo  abierto  de 
extremos 0 y 10. Fíjate que 0 no es positivo, por lo que no entra y el 10 no es menor que 10, por 
lo que tampoco entra. 

Nota: No se admite poner (7, 2), ¡el menor siempre a la izquierda! 

También hay que dominar la expresión de estos conjuntos usando desigualdades, prepárate:  

(2, 7) = {x  / 2 < x < 7}. 

Traducimos: Las llaves se utilizan para dar los elementos de un conjunto, dentro de ellas se enumeran 
los elementos o se da la propiedad que cumplen todos ellos. Se utiliza la x para denotar a un número 

real,  la / significa “tal que” (en ocasiones se utiliza un punto y coma “;” o una raya vertical “”) y por 
último se dice la propiedad que cumplen mediante una doble desigualdad. Así que no te asustes, lo de 
arriba se lee: los números reales tal que son mayores que 2 y menores que 7.  

Usaremos indistintamente varias de estas nomenclaturas para que todas te resulten familiares. 

Es necesario dominar este lenguaje matemático puesto que la frase en castellano puede no entenderse 

en otros países pero te aseguramos que eso de las llaves y  la   lo entienden todos los estudiantes de 
matemáticas del mundo (bueno, casi todos).  

El otro ejemplo: (0, 10) = {x  / 0 < x < 10}. 
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Por último la representación gráfica: 

Se ponen puntos sin rellenar en los extremos y se resalta 
la zona intermedia.  

En ocasiones también se pueden poner en el 2 y en el 7 paréntesis: “( )”, o  corchetes al revés: “] [“. 

Pregunta: ¿Cuál es número que está más cerca de 7, sin ser 7? 

Piensa que 6.999… = 7 y que entre 6.999 y 7 hay “muchos, muchísimos …” números. 

Nota:  

En algunos textos los intervalos abiertos se representan así: ]2, 7[ lo cual tiene algunas ventajas como 
que los estudiantes no confundan el intervalo (3, 4) con el punto del plano (3, 4), que aseguramos que 
ha ocurrido (pero tú no serás uno de ellos ¿no?), o la fastidiosa necesidad de poner (2,3 ; 3,4) porque 
(2,3, 3,4) no lo entendería ni Gauss. 

Intervalos cerrados 

Igual que  los abiertos pero ahora sí pertenecen los extremos. 

Ejemplo: 

 El intervalo de los números mayores o iguales que 2 pero menores o iguales que 5. Ahora el 2 
y el 5 sí entran. Se hace igual pero poniendo corchetes: [2, 5]. 

En forma de conjunto se escribe:  

[2, 5] = {x  ; 2  x  5}. 

Fíjate que ahora ponemos    que significa “menor o igual”.  

Ejemplo: 

 El  intervalo de los números cuyo cuadrado no es superior a 4. Si  lo piensas un poco verás que 

son los números entre el 2 y el 2, ambos incluidos (no superior   menor o igual). Por tanto:  

[2, 2] = {x  ; 2  x  2}. 

La  representación  gráfica  es  igual  pero  poniendo 
puntos  rellenos.  En  ocasiones  también  se  puede 
representar gráficamente con corchetes: “[ ]”. 

Intervalos semiabiertos (o semicerrados, a elegir) 

Por  supuesto  que  un  intervalo  puede  tener  un 
extremo abierto y otro cerrado. La notación será 
la misma.  

Ejemplo: 

 Temperatura negativa pero no por debajo de 8 C: 
[8, 0) = {x  ; 8  x < 0}. 

Es el intervalo cerrado a la izquierda de extremos 8 y 0. 
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 Números superiores a 600 pero que no 
excedan de 1000.  

(600, 1000] = {x  ; 600 < x  1000}. 

Es el intervalo cerrado a la derecha de extremos 600 y 1000. 

5.2. Semirrectas 

Muchas veces el conjunto de interés no está limitado por uno de sus extremos.  

Ejemplo: 

 Los  números  reales  positivos:  No  hay  ningún  número  positivo  que  sea  el  mayor.  Se  recurre 
entonces al símbolo  y se escribe: 

(0, +) = {x   x > 0}. 

Nótese que es equivalente poner x > 0 que poner 0 < x, se puede poner de ambas formas.  

Ejemplo: 

 Números no mayores que 5: (, 5] = {x   x  5}. 

Aquí el 5 sí entra y por eso lo ponemos cerrado (“no mayor” equivale a “menor o igual”) 

Ejemplo: 

 Solución de x > 7: (7, +) = {x   x > 7}. 
Nota: El extremo no acotado siempre se pone abierto. No queremos ver esto: (7, +] 

 

 

 

Las semirrectas también son intervalos. Son intervalos no acotados.  

Incluso la recta real es un intervalo:  

(, +) = {x    < x < +} = . 

Es el único intervalo no acotado ni superiormente ni inferiormente. 

Observa que con esta nomenclatura estamos diciendo que  y que + no son números reales. 

5.3. Entornos 

Es una forma especial de representar los intervalos abiertos.  

Se  define  el  entorno  de  centro  a  y  radio  r  y  se  denota  E(a,  r)  (otra  forma  usual  es  ( )rE a )  como  el 

conjunto de números que están a una distancia de a menor que r.  

E(a, r) = (a  r, a + r) 

Observa que un entorno es siempre un intervalo abierto y acotado. 

Con un ejemplo lo entiendes mejor:  

Ejemplo: 
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 El entorno de centro 5 y radio 2 son los números que están de 5 a una distancia menor que 2. Si 
lo  pensamos  un  poco,  serán  los 

números entre 5  2 y 5 + 2, es 
decir, el intervalo (3, 7). Es como 
coger el compás y con centro en 
5 marcar con abertura 2. 

Fíjate que el 5 está en el centro y la distancia del 5 al 7 y al 3 es 2. 

Ejemplo: 

 E(2, 4) = (2  4, 2 + 4) = (2, 6) 

Es muy fácil pasar de un entorno a un intervalo. Vamos a hacerlo al revés.  

Ejemplo: 

 Si tengo el intervalo abierto (3, 10), ¿cómo se pone en forma de entorno? 

Hallamos el punto medio 
3 10 13

2 2


  = 6.5 que será el centro del entorno. Nos falta hallar el radio:  

(10  3) : 2 = 3.5 es el radio (la mitad del ancho).  

Por tanto (3, 10) = E(6.5 ; 3.5) 

En general: 

El intervalo (b, c) es el entorno  ,
2 2

b c c b
E

  
 
 

. 

Ejemplo: 

 El intervalo (8, 1) = 𝐸ሺି଼ାଵ

ଶ
, ଵିሺି଼ሻ

ଶ
ሻ ൌ 𝐸ሺെ3.5; 4.5ሻ.  

Actividades propuestas 

46. Expresa  como  intervalo  o  semirrecta,  en  forma  de  conjunto  (usando  desigualdades)  y  representa 
gráficamente: 

a) Porcentaje superior al 15 %.     b) Edad inferior o igual a 21 años. 

c) Números cuyo cubo sea superior a 27.   d) Números positivos cuya parte entera tiene 2 cifras. 

e) Temperatura inferior a 24 C.     f) Números que estén de 2 a una distancia inferior a 3. 

g) Números para los que existe su raíz cuadrada (es un número real). 

47. Expresa en forma de intervalo los siguientes entornos: 

a) E(2, 7)     b) E(3, 
8
3
)     c) E(1; 0.001) 

48. Expresa en forma de entorno los siguientes intervalos: 

a) (1, 7)     b) (5, 1)     c) (4, 2) 

49. ¿Los  sueldos  superiores  a  500  €  pero  inferiores  a  1000  €  se  pueden  poner  como  intervalo  de 
números reales?      *Pista: 600.222333€ ¿puede ser un sueldo? 
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6. LOGARITMOS 

6.1. Definición 

La  palabra  logaritmo  viene  del  griego,  une  los  sustantivos  logos  (relación)  y  aritmos  (número),  refiriendo  la 

relación entre dos números que se comparan. Uno de ellos hace de base o referencia, y el otro es el número que 

se somete a comparación. 

¿Cuántas veces es más grande un elefante que una pulga?  

Si  fuéramos  pulgas  y  avistáramos  un  elefante,  ¿cuántas  veces 

mayor que nosotros pensaríamos que es? ¿De qué magnitud es 

su masa respecto de una base numérica fijada? ¿Es del orden del 

picogramo  (un  picógramo  es  10‐12  gramos),  del  orden  del 

nanogramo (son 10‐9 gramos), del orden del kilogramo, del orden 

del miriagramo? 

Puedes  entrar  en  la  página  The  Scale  of  the  Universe  2  (htwins.net)  y  analizar  diferentes  órdenes  de 

magnitud. ¿Cuánto mide una molécula de agua?  (2.8x10‐10 m) ¿Cuánto mide el diámetro de  la Luna? 

(3.5x106 m) ¿Y un cromosoma? (4x10‐6m) 

El logaritmo de un número m, positivo, en base a, positiva y distinta de uno, es el exponente al que hay 
que elevar la base para obtener dicho número. 

  

 

Ejemplo: 

Así,  teniendo  en  cuenta  que  nosotros  pensamos  en  base  10  y  que  el  peso  de  una  elefanta  asiática 
hembra  adulta  es  de  2 700  kilogramos,  podríamos  afirmar  que  el  orden  de  su  peso  es 
aproximadamente  3.43,  es  decir  que,  log10  2 700  =  3.43  ⇔  103.43  =  2 700.  Como  quiera  que, 
normalmente,  trabajamos  en  base  10,  por  comodidad,  nos  permitimos  el  lujo  de  omitir  este  dato  y 
escribimos:  

log 2 700 = 3.43 ⇔ 103.43 = 2 700. 

Ejemplo: 

Mientras que si trabajamos en cualquier otra base numérica lo especificamos. Siguiendo con el mismo 
ejemplo, ahora en base 2, el orden de la misma elefanta es  

log2 2 700 = 11.3 ⇔ 211.3 = 2 700. 

Si  estamos  preparando  una  base  de  datos  para  grabar  las  masas  de  una  manada  de  elefantes  en 
estudio, en el  lugar del peso, habremos de guardar 11.3 dígitos,  redondeando al alza para no perder 
información, habremos de reservar 12 posiciones de memoria.  

Los  logaritmos más utilizados  son  los  logaritmos decimales o  logaritmos de base 10 y  los  logaritmos 
neperianos  (llamados así en honor a Neper) o  logaritmos en base e  (e es un número  irracional cuyas 
primeras cifras son: e = 2.71828182…).  

Ambos tienen una notación especial: 

log10 m = log m     loge m = ln m 

Si a > 0, loga m = z  m = az 
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Pasemos a calcular algunos logaritmos: 

Ejemplos: 

 Si queremos conocer el  logaritmo en base dos de dieciséis,  log2 16,  tendremos que pensar en 

qué exponente convierte un dos en dieciséis. Dado que 24 = 16, tenemos que log2 16 = log2 24 = 

4. Formulado de otra forma, pensaremos en a qué número tengo que elevar la base, 2 en este 

caso, para obtener el valor en estudio, 16. 

 ¿A qué número tengo que elevar tres, para obtener veintisiete?  

log3 27 = 3 ⇔ 33 = 27. 

Actividades resueltas: 

 log3 9 = 2  9 = 32  

 log2 32= 5  32 = 25 

 log1 000 = 3  1 000 = 103  

 ln e = 1  e = e1  

 

Como consecuencias inmediatas de la definición se deduce que: 

 El logaritmo de 1 es cero (en cualquier base)  

Demostración:  

Como a0 = 1, por definición de logaritmo, tenemos que loga 1 = 0 

Ejemplos: 

 loga 1 = 0  
 log2 1 = 0 
 log3 1 = 0 

 

 El logaritmo de la base es 1. 

Demostración:  

Como a1 = a, por definición de logaritmo, tenemos que loga a = 1 

Ejemplos: 

 loga a = 1 
 log3 3 = 1  
 log5 5 = 1 
 log3 35 = 5 

 

 Solo  tienen  logaritmos  los  números  positivos,  pero  puede  haber  logaritmos  negativos.  Un 
logaritmo puede ser un número natural, entero, fraccionario e incluso un número irracional 

Al ser la base un número positivo, la potencia nunca nos puede dar un número negativo ni cero. 

 log2 (4) No existe  
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 log2 0  No existe. 
 log 100 = 2  100 = 102. 

 log 0.1 = 1  0.1 = 101. 

 log  10  = 1/2   10  = 101/2. 

 log 2 = 0.301030… 

 

Actividades resueltas 

 log3 81 = x  3x= 81  3x = 34   x = 4 

 log2 128 = x  2x = 128  2x = 27  x = 7 

 log3(√243) = x  3x = (243)1/2  3x = (35)1/2  x = 5/2 

 

Actividades propuestas 

50. Copia la tabla adjunta en tu cuaderno y empareja cada logaritmo con su potencia: 

25 = 32  log5 1 = 0  20 = 1  52 = 25 

51 = 5  log2 2 = 1  50 = 1  log2 32 = 5 

21 = 2  log2 1 = 0  log5 5 = 1  log5 25 = 2 

24 = 16  log3 81 = 4  log2 16 = 4  34 = 81 

 

51. Calcula utilizando la definición de logaritmo: 

a) log225      b) log5 25      c) log2241      d) log5530 

52. Calcula utilizando la definición de logaritmo: 

a) log327      b) log10 100      c) log1/2(1/4)      d) log100.0001 

53. Calcula x utilizando la definición de logaritmo: 

a) log264 = x   b) log1/2 x = 4     c) logx 25 = 2 

54. Calcula utilizando la definición de logaritmo: 

a) log2 64 + log2 1/4 – log3 9 – log2(√2ሻ 

b) log2 1/32 + log3 1/27 – log2 1 

55. Utiliza la calculadora para obtener a) log 0.000142; b) log 142; c) log 9 + log 64.  
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6.2. Propiedades de los logaritmos 

Las propiedades de los logaritmos se heredan de las propiedades de las potencias. Ya hemos visto que: 

 Si cualquier número elevado a cero es uno, entonces el logaritmo en cualquier base de uno es 

cero. log3 1 = 0 ⇔ a0 = 1. 

 Si  cualquier  número  elevado  a  uno  es  él mismo,  entonces  el  logaritmo de  cualquier  número, 

tomado él mismo como base es uno. loga a = 1 ⇔ a1 = a. 

 

 

 

 

 

1. El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de sus factores: 

loga (x∙y) = loga x + loga y 

Si  cuando multiplicamos números  con una misma base elevada a distintos exponentes  los  sumamos, 
entonces la suma de logaritmos de dos factores será el logaritmo del producto. Si loga b = x, loga c = y. 
Entonces loga b + loga c = loga b∙c ⇔ ax ∙ ay = ax+y. El logaritmo de un producto es igual a la suma de los 
logaritmos. 

Demostración: 

Llamamos A = logax y B = logay. Por definición de logaritmos sabemos que: 

A = logax  aA = x 

B = logay  aB = y 

Multiplicamos:  

xy = aA  aB = aA+B  logaxy = A + B = logax + logay. 

Ejemplo:   

 loga(2∙7) = loga2 + loga7 

 

2. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor: 

loga (x/y) = loga x  logay 

Si  cuando  Dividimos  números  con  una  misma  base  elevada  a  distintos  exponentes  los  restamos, 
entonces la resta de logaritmos de dos factores será el logaritmo del cociente. Si loga b = x, loga c = y. 

Entonces  loga b ‐ loga c = loga 
𝑏
𝑐
 ⇔ 

𝑎𝑥

𝑎𝑦 
 = ax‐y. El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los 

logaritmos. 

Demostración: 

Llamamos A = logax y B = logay. Por definición de logaritmos sabemos que: 

A = logax  aA = x 

 El logaritmo de 1 es cero (en cualquier base)  
 El logaritmo de la base es 1. 
 Solo tienen logaritmos los números positivos. 
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B = logay  aB = y 

Dividimos:  

x / y = aA / aB = aA‐B  loga(x / y) = A  B = logax  logay. 

Ejemplo:   

 loga (75/25 ) = loga 75  loga 25  
3. El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de la base de la 

potencia: 

loga xy = y.loga x 

Si cuando elevamos una potencia a un exponente, multiplicamos los exponentes, entonces, el logaritmo 
de una potencia, será el producto del exponente por el logaritmo del número.  

Demostración: 

Por definición de logaritmos sabemos que: 

A = logax  aA = x  (aA)y = xy = aAy  Ay = logaxy = y logax 

Ejemplo:   

 loga 25 = 5∙loga 2 
4. El logaritmo de una raíz es igual al logaritmo del radicando dividido por el índice de la raíz: 

loga x
n

x a
n log1

  

Si cuando hacemos la raíz de orden n de un número lo podemos expresar como el número elevado a 
uno partido del orden de  la  raíz,  entonces el  logaritmo de  la  raíz  es  igual  al  logaritmo del  radicando 
dividido por el orden.  

Demostración: 

Teniendo en cuenta que una raíz es una potencia de exponente fraccionario. 

Ejemplo:  

 loga  







3
27log273 a  

 

5. Cambio de base: El logaritmo en base a de un número x es igual al cociente de dividir el 
logaritmo en base b de x por el logaritmo en base b de a: 

a

x
x

b

b
a log

loglog 
 

Esta expresión se conoce con el nombre de “fórmula del cambio de base”. Antaño, cuando no existían 
las calculadoras, se calculaban los logaritmos utilizando los valores recogidos en las tablas logarítmicas. 
Las  calculadoras  sólo  permiten  el  cálculo  de  logaritmos  decimales  o  neperianos,  por  lo  que,  cuando 
queremos utilizar la calculadora para calcular logaritmos en otras bases, necesitamos hacer uso de ésta 
fórmula. 
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Ejemplo:    

 𝑙𝑜𝑔ଶ 1 1 ൌ ௟௢௚ ଵଵ

௟௢௚ ଶ
ൌ ଵ.଴ସଵଷଽଶ଺ଽ

଴.ଷ଴ଵ଴ଷ
ൌ 3.45943162 

 

Actividades resueltas 
 Desarrollar las expresiones que se indican: 

  cbacbacba
c

ba
555

4
5

2
5

3
5

4
5

23
54

23

5 log4log2log3loglogloglogꞏlogꞏlog 







 

  zyxzyxzyx
zy

x

zy

x log3log15log6)loglog5log2(3)ꞏlog(log3
ꞏ

log3
ꞏ

log 52
5

23

5

2


















 

 Escribe con un único logaritmo: 

3log2a +   4
2

3 2
2

2
22

3
2222 2logloglogloglog4log2log

3
2log

2
1

bcxacbx  










 


43 2

23

2
43 2

2
23

2
4

2
3 2

2
2

22
3

2
2ꞏ

ꞏlog)2.(log)ꞏꞏ(log)2log(log)loglog(log
b

cxa
bcxabcxa  

 Expresa los logaritmos de los siguientes números en función de log2 = 0.301030: 

a) 4  log4 = log 22 = 2∙log2 = 20.301030 = 0.602060 
b) 1 024  log1024 = log 210 = 10∙log2 = 10  0.301030 = 3.01030 

Actividades propuestas 

56. Desarrolla las expresiones que se indican: 

a) ln 5
3

24
e

x
     b)  








dc

ba

.
ꞏlog 4

23

 

57. Expresa los logaritmos de los números siguientes en función de log3 = 0.4771212 

a) 81     b) 27     c) 59 049 
58. Simplifica la siguiente expresión:  

 
hptm log

2
5loglog2log

2
1


 

   
Utiliza la calculadora o el ordenador para calcular 26378. 

¡Da error! No sale. ¡Es necesario usar logaritmos! Aplicamos logaritmos decimales a la expresión:  

x = 26378  log(x) = 378*log(26) 
Eso sí sabe calcularlo la calculadora o el ordenador. Da: 

log(x) = 534.86  x = 10 534.86 = 10534  100.86 = 10 534  7.24. 
Solución:  

26378 = 7.24  10534. 
Es  un  número  tan  grande  que  ni  el  ordenador  ni  la  calculadora  es  capaz  de  calcularlo 
directamente y es necesario usar logaritmos. Repite el proceso con 50200 y comprueba que te sale 

6.3  10339. 
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Escala sismológica de Richter 

La  escala  sismológica  de Richter  es  una  escala  logarítmica  que  asigna  un  número  para  cuantificar  la 
energía que libera un terremoto. Debe su nombre a Charles Francis Richter.  

La escala de magnitudes Richter está basada 
en  una  escala  logarítmica  decimal  (de  base 
10). Por cada incremento de una unidad en la 
escala  Richter  la  amplitud  de  la  onda  del 
terremoto  se  incrementa  10  veces  (se 
multiplica por 10).  

Los  valores  asignados  aumentan  de  forma 
logarítmica, no de forma lineal. Por lo que un 
terremoto de intensidad 4 no libera el doble 
de energía que uno de intensidad 2, sino 100 
veces más. Llega hasta los 12. 

Los  terremotos  de  menos  de  4  apenas  se 
perciben. Los de magnitud entre 4 y 5 se perciben pero en general no producen daños. Los de entre 5 y 
6 causan daños menores, en, por ejemplo,  los edificios antiguos. Los de entre 6 y 7 si causan daños a 
varios kilómetros alrededor. Los de entre 7 y 8 es un terremoto mayor y sí causa daños. Suele haber 18 
al año. Los de entre 8 y 9 causan graves daños. Puede haber de 1 a 3 por año. Los de entre 9 y 10 son 
devastadores y puede haber 1 o 2 cada 20 años. De más de 10 aún no se ha registrado ninguno.  

Se utiliza una fórmula para calcular la magnitud, que usa logaritmos decimales, la amplitud de las ondas 
medida  en milímetros,  tomada  del  sismograma,  y  el  tiempo  en  segundos  desde  las  ondas  primarias 
hasta las secundarias. Hay un desplazamiento para que las medidas no salgan negativas.  

La relación entre E, la energía liberada, y M a la magnitud del terremoto, es:  
log E = 11.8 + 1.5∙M, 

por lo que: 
E = 10 11.8 + 1.5 M 

La energía crece de forma exponencial. 

Escala de pH 

El pH mide la acidez o alcalinidad de una solución.  

Es el  logaritmo negativo en base 10 de  la concentración de 
iones hidrógeno:  

pH = ‐ log10[H+] 

Sorensen diseñó  la escala para medir  la acidez o alcalinidad 
de una substancia: las soluciones que recibían valores de pH 
de 0 eran las más ácidas, las de 14 las más alcalinas 

Un pH 7 es neutro. Las disoluciones ácidas tienen una alta cantidad de iones hidrógeno, por lo que su 
pH es menor que 7. Las disoluciones alcalinas tienen un pH mayor que 7. El agua tiene un pH neutro (7). 
Por debajo de 7 tenemos los ácidos: la naranja, el café, el tomate, el vinagre y el limón. Por encima de 
7, las bases: la sangre, el bicarbonato, el amoníaco, el jabón y la lejía.   

 

Localización de epicentros de terremotos 
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CURIOSIDADES. REVISTA 

 

 

 

 

 

 

   

Folios y  2

Ya  sabemos  que  un  cuadrado  de  lado  L  tiene  una  diagonal  que 

vale  2 L, veamos algo más: 
La imagen representa un folio con la norma DIN 476 que es la más 
utilizada a nivel mundial. 
Esta norma especifica que un folio DIN A0 tiene una superficie de 
1 m2  y que al  partirlo por  la mitad obtendremos un DIN A1 que 
debe ser un rectángulo semejante al anterior. Partiendo el A1 en 2 
iguales obtenemos el DIN A2, después el DIN A3 y el DIN A4 que 
es el más usado. Todos son semejantes a los anteriores. 
¿Qué significa ser semejante? 

Pues que 
AD AB

AB AM
  , pero AM = AD/2 luego 

2 21 2
2 2

AD
AB AD AB AD AB       

Por lo tanto, en los folios DIN 476:  

la razón entre el largo y ancho es  2 . 
No  queda  aquí  la  cosa,  fíjate  que  al  partir  el  folio  en  2  partes 
iguales el nuevo folio tiene el lado mayor que coincide con el lado 
menor  del  original:  AB  es  ahora  el  lado  mayor  y  antes  era  el 

menor, como AB = AD/ 2   resulta que  la razón de semejanza es 

2   . Es decir, para pasar de un  folio A0 a otro A1 dividimos sus 

lados entre  2  . Lo mismo para los siguientes. 
Calculemos las dimensiones: 
Para el A0 tenemos que el área es AD ∙ AB = 1m2 

2 4ꞏ 1 2 2 2
2

AD AD
AD AD         1.189 m;   

AB = 
2
24

  0.841 m. Para obtener las medidas del A4  

dividimos 4 veces entre  2 : 

Largo = 

 
4

4
2

2
  0.297 m = 29.7 cm 

Ancho= Largo/ 2   0.210 m = 21.0 cm 

 

 Largo (cm) Ancho (cm) Área (cm2)

A0 118.92 84.09 10000 
A1 84.09 59.46 5000 
A2 59.46 44.04 2500 
A3 42.04 29.83 1250 
A4 29.73 21.02 625 

A5 21.02 14.87 415.2 

Una tabla

 

1) Comprueba los valores de la tabla anterior (hay al menos tres valores equivocados ) 
2) ¿Cuántos folios A4 caben en un folio A0? 
3) ¿Cuáles son las dimensiones del A6?, ¿y del A7? 

Cuestiones: 
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π

Es el cociente entre la longitud de la circunferencia 
y su diámetro. 

Ya  sabes  que  vale  3,141592…  con 
infinitas cifras decimales no periódicas 

En la Biblia se le daba el valor de 3.  En el antiguo Egipto, 256/81 = 3,16049 

Loa árabes obtuvieron hasta 17 cifras decimales 

En Babilonia, 3 + 1/8 = 3,125.  Con  los  ordenadores  cada  vez 
conocemos  más  cifras,  en  1949  se 
conocían 2037, y en 2011, más de 10 
billones (¡un 1 y 13 ceros!) 

e

Otro número irracional. Euler calculó 23 de sus cifras decimales 

Vale 2,718281828459… 
con infinitas cifras 

decimales no periódicas

Es la base de los logaritmos neperianos  y = ln(x)  x = ey 

Una de las numerosas aplicaciones del número e en Biología es el crecimiento 
exponencial de poblaciones. Este tipo de crecimiento surge cuando no hay 
factores que lo limiten. En esos casos se aplica la fórmula: P = P0 ꞏ e t que 
permite averiguar cuál será la población P en un tiempo t a partir de la 
población inicial P0. 

 
¡El número de oro! ¡La divina proporción! 

Se define como 
2

51
. 

Vale 1,61803398874989… con 
infinitas cifras decimales no 

periódicas 

Se obtiene como una proporción, al 
dividir un segmento de longitud a + b, 
en dos partes de forma que:  

b

a

a

ba



 

Observa  que  se  define  con  un  radical  5 .  Es  un  número 

irracional  algebraico,  mientras  que  los  otros  dos,  π  y  e,  son 
transcendentes 
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¿Qué  tienen  en  común  un  campo  de  fútbol,  un  billete  de  10  euros  y  una  revista  de 
actualidad?  Solo  una  cosa:  su  forma.  Todos  son  rectángulos.  En este  capítulo 
veremos,  entre  otros  temas,  el  procedimiento  para  construir  rectángulos 
áureos y  cuáles  son  las propiedades de éstos,  como  la espiral de Durero y  su 
correspondencia con la realidad. Más por menos. La aventura del saber. Antonio Pérez. 

Más por menos: El número áureo | RTVE Play 

 

   

El número de oro

El  número  de  Oro  (o  Razón  Aúrea)  llamado     (fi)  es  precisamente  el  valor  de  esa 
proporción, así:   

Ya tenemos dos curiosidades: 
 

 
 
 
 
 
 
Donde Fn es el n‐ésimo Número de Fibonacci. Estos números son 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34 
… donde cada término a partir del tercero se obtiene sumando los dos anteriores. 
Más relaciones entre el Número de Oro y la Sucesión de Fibonacci: 
a) Si vamos dividiendo un número de la sucesión entre su anterior obtenemos: 1/1 =1; 2/1 
=2; 3/2 =1.5; 5/3 =1.666…; 8/5 = 1.6; 13/8 = 1.625 
 
Como puede verse, nos acercamos rápidamente al valor del número de Oro, primero por 
debajo, después por arriba, por debajo, … alternativamente. 
 

 

21; 1 1 0

1 5 1,618034
2

a a b a

b a b


           




   

 

  2 1
1 1

   

  


2

3

4

1

1
2 1
3 2

... n
n nF F 

   

  

  

  

 

1  2 

Dividimos un segmento en dos partes de forma que si 
dividimos la longitud del segmento total entre la parte 
mayor  debe  de  dar  lo  mismo  que  al  dividir  la  parte 
mayor entre la parte menor.   
Tenemos que (a+b)/a = a/b. 
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El pentágono regular y el Número de Oro. 

En  un  pentágono  regular  la  razón  entre  una 
diagonal  y  el  lado  es   .  Como  sabemos 
construir  , la construcción de un pentágono 
regular es muy sencilla: 

Si AB va a ser un lado de nuestro pentágono, 
construimos  el  punto  F  alineado  con  A  y  B 
que cumpla AF/AB igual a   (se indica cómo 
hacerlo en el texto). 

Entonces, AB será el lado y AF la medida de la 
diagonal. 

Trazamos  la  mediatriz  de  AB  y  una 
circunferencia  de  centro  A  y  radio  AF.  Se 
cortan en D que es un vértice del pentágono.  

Trazamos  ahora  una  circunferencia  con 
centro B y  radio AB,  se  corta  con  la anterior 
en C que es otro vértice del pentágono.  Sólo 
queda hallar E que es muy fácil. 

El  pentágono  regular  con  sus  diagonales  se 
conoce como “Pentagrama Místico” y parece 
ser que volvía loquitos a los pitagóricos, en él 
el  número  de  Oro  aparece  de  forma 
desmesurada. 

Del Pentagrama hemos sacado este triángulo, 
llamado  Triángulo  Áureo  que  permite 
obtener  más  triángulos  áureos  haciendo  la 
bisectriz  en  uno  de  los  ángulos  iguales  y 
formar esta espiral. Esta espiral es parecida a 
la  Espiral  Áurea,  a  la  de  Fibonacci  y  a  la 
espiral  logarítmica que es  la que aparece en: 
galaxias, huracanes, conchas, girasoles … 
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El ajedrez 

Cuenta  la  leyenda  que  cuando  el  inventor  del  ajedrez  le 
mostró  este  juego  al  rey  Shirham  de  la  India,  éste  se 
entusiasmó  tanto  que  le  ofreció  regalarle  todo  lo  que 
quisiera.  

El inventor pidió un grano de trigo para la primera casilla del 
juego,  dos  para  la  segunda,  4  para  la  tercera,  y  así 
duplicando la cantidad en cada casilla.  

Al  rey  le  pareció  una  petición  modesta,  pero…  como  se 
puede comprobar ese número de granos dan poco más de 
15  billones  de  toneladas métricas  lo  que  corresponde  a  la 
producción mundial de trigo de 21 685 años.  

¡Imposible que el rey tuviera tanto trigo! 

¡Te gusta hacer magia!

Puedes  hacer  este  juego  con  tus  amigos.  Para 
hacerlo  necesitas  papel  y  lápiz,  o  mejor,  una 
calculadora,  o  todavía  mejor,  una  hoja  de 
cálculo. 

Escribe en una columna los números del 1 al 20. 
Al  lado  del  1  escribe  el  número  que  te  diga  tu 
amigo o amiga, de una, dos o tres cifras (376). Al 
lado  del  2  escribe  también  otro  número 
inventado de 1, 2 o 3 cifras (712). Al lado del 3, la 
suma  de  los  dos  números  anteriores  (1088).  Al 
lado del 4, lo mismo, la suma de los dos números 
anteriores (ahora  los de al  lado del 2 y del 4), y 
así hasta llegar a la casilla 20. 

Ahora  divide  el  número  de  al  lado  del  20 
(3 948 456)  entre  el  número  de  al  lado  del  19 
(2 440 280),  y  ¡magia!,  puedes  adivinar  el 
resultado. ¡Se aproxima al número de oro! 

1.618… 

¿Por  qué?  ¿Sabes  algo  de  la  sucesión  de 
Fibonacci? Búscalo en Internet. 

Haz una hoja de cálculo como la del margen. 
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RESUMEN 

Conjuntos de 

números 

Naturales  N = {1, 2, 3, …}; Enteros  Z = {…, 3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, …} 

Racionales  Q = }0,,;{  bZbZa
b

a
; Irracionales  I =   Q; = QI 

Fracciones y 

expresión decimal 

Todas  las  fracciones tienen expresión decimal exacta 
o  periódica.  Toda  expresión  decimal  exacta  o 
periódica se puede poner como fracción. 

0.175 ൌ
175

1000
ൌ

7
40

 

x = 1.7252525… = 854/495 

Números 

racionales 

Su expresión decimal es exacta o periódica.  2/3; 1.5; 0.333333333….

Representación 

en la recta real 

Fijado  un  origen  y  una  unidad,  existe  una  biyección 
entre  los números  reales  y  los puntos de  la  recta. A 
cada punto de la recta le corresponde un número real 
y viceversa. 

N. Reales  Toda expresión decimal finita o infinita es un número 
real y recíprocamente. 

0.333333; π;  2  

Intervalo abierto  Intervalo  abierto  en  el  que  los  extremos  no
pertenecen al intervalo 

(2, 7) = {x / 2 < x < 7}. 

Intervalo cerrado 

 

Los extremos SI pertenecen al intervalo  [2, 2] =  {x ; 2  x  2} 

Intervalos 

Semiabiertos ( o 

semicerrados) 

Intervalo con un extremo abierto y otro cerrado  ሾെ8,0ሻ ൌ ሼ𝑥 ∈ ℝ/െ8 ൑ 𝑥 ൏ 0ሽ

Entornos  Forma especial de expresar un intervalo abierto:  

E(a , r) = (a  r , a + r) 
 

Logaritmos 

Si a > 0, loga m = z  m = az

loga (x∙y) = loga x + loga y 
loga (x/y) = loga x  logay 

loga xy = y.loga x 

 

loga (75/25 ) = loga 75  loga 
25 loga 25= 5∙loga 2 

loga 







3
27log273 a  
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

Números 

1. Efectúa las siguientes operaciones con fracciones: 

a) 
2
5

7
4
       b) 

9
)7(

5
3 
       c)

8
)1(

3
)2( 



   d)  






 

2
9

3
5

3
5

 

e) 
2
5

3
7

2
3







    f)  






 

2
9

3
5

2
9

    g) 
9
5:

3
25

     h) 
9

14:
3
7

   i) 
5
3:15  

2. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas: 

a) 
a

aa 6

2

1

3

1






 




    b) 
4

2
2 


x

x    c) 
3

9

3

96 22







x

x
:

x

xx
   d)  















2

1

2

14
2

2

aaa

a
 

 

3. Realiza las operaciones: 

a) (24.67 + 6.91)3.2     b) 2(3.91 + 98.1)    c) 3.2(4.009 + 5.9)4.8  

4. Halla el valor exacto de 
଴.ସ

∩

଴.ସ
 sin calculadora. 

5. Di cuáles de estas fracciones tienen expresión decimal exacta y cuáles periódica:  

9 30 37 21; ; ;
40 21 250 15

 

6. Halla 3 fracciones a, b, c tal que 
3 19
4 25

a b c      

7. ¿Cuántos decimales tiene 
7 4

1
2 ꞏ5

?, ¿te atreves a explicar el motivo? 

8. Haz la división 999 999:7 y después haz 1:7. ¿Será casualidad? 

9. Ahora divide 999 entre 37 y después haz 1:37, ¿es casualidad? 

10. Haz en tu cuaderno una tabla y di a qué conjuntos pertenecen los siguientes números:  

2.73535…;   2  ;    5 32  ;   10100;    
102
34

 ;   2.5;     0.1223334444… 

11. Contesta verdadero o falso, justificando la respuesta. 

a) Q  ( ‐ Q) = {0}  

b) Z  Q 

c) La raíz cuadrada de un número natural es irracional. 

d)  7  Q  

e) 1/47 tiene expresión decimal periódica. 
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12. Pon ejemplos que justifiquen: 

  a) La suma y la resta de números irracionales puede ser racional. 

  b) El producto o división de números irracionales puede ser racional. 

13. ¿Qué será la suma de número racional con otro irracional? (Piensa en su expresión decimal) 

14. La suma de 2 números con expresión decimal periódica ¿puede ser un entero? 

15. Halla el área y el perímetro de un rectángulo de lados  2 8y  m. 

16. Halla el área y el perímetro de un cuadrado cuya diagonal mide 2 m. 

17. Halla el área y el perímetro de un hexágono regular de lado  3  m. 

18. Halla el área y el perímetro de un círculo de radio  10  m. 

19. Halla el área total y el volumen de un cubo de lado  3 7  m. 

20. ¿Por  qué  número  hemos  de multiplicar  los  lados  de  un  rectángulo  para  que  su  área  se  haga  el 
triple? 

21. ¿Cuánto debe valer el radio de un círculo para que su área sea 1 m2? 

22. Tenemos  una  circunferencia  y  un  hexágono  regular  inscrito  en  ella.  ¿Cuál  es  la  razón  entre  sus 
perímetros? (Razón es división o cociente) 

Potencias 

23. Calcula: 

a) (+2)7     b) (–1)9345     c) (–5)2   d) (–5)3   e) (1/3)3    f) ( 2 )8 

24. Expresa como única potencia: 

a) (5/3)4 ∙ (5/3)3 ∙ (5/3)8    b) (1/9)5 : (1/9)4 ∙ (1/9)2 

c) (2/3)8 ∙ (3/2)8 : (3/5)8     d) (3/5)4 ∙ (8/3)4 : (5/4)4 

25. Calcula:      

a) (2/3)4   b) (1/5)2   c)   
3222

3444

11425

5211

)(

)(


    d) 

52

5

5
2

45

9

25
3





)(
  e) 

64

32

8

5

8

5

6

25

5

2






















 






 

   

26. Extrae los factores posibles en cada radical: 

a)  4 67 ba       b)  3 645 5315    c)  33 16725   

27. Expresa en forma de única raíz: 

a)  3 50      b)  4 3 9  

28. Expresa en forma de potencia:     a)  54 3 55      b) 
3

4 23

3

33 
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29. Simplifica la expresión: 

a) 

3

3

2

















x

x
     b) 

3

5 113

x

xx 
 

30. Se estima que el volumen del agua de los océanos es de 1 285 600 000 km3 y el volumen de agua 
dulce es de 35 000 000 km3. Escribe esas cantidades en notación científica y calcula la proporción de 
agua dulce. 

31. Se sabe que en un átomo de hidrógeno el núcleo constituye el 99 % de la masa, y que la masa de un 
electrón  es  aproximadamente  de  9.109  ∙  10‐31  kg.  ¿Qué  masa  tiene  el  núcleo  de  un  átomo  de 
hidrógeno? (Recuerda: Un átomo de hidrógeno está formado por el núcleo, con un protón, y por un 
único electrón) 

32. A Juan le han hecho un análisis de sangre y tiene 5 millones de glóbulos rojos en cada mm3. Escribe 
en notación científica el número aproximado de glóbulos rojos que tiene Juan estimando que tiene 
5 litros de sangre. 

 

Representación en la recta real 

33. Pitágoras vivió entre el 569 y el 475 años a. C. y Gauss entre el 1777 y el 1855, ¿qué diferencia de 
años hay entre ambas fechas?  

34. Representa de forma exacta en la recta numérica: 2.45; 3.666… 

35. Sitúa en la recta real los números 0.5; 0.48; 0.51 y 0.505. 

36. Ordena los siguientes números de mayor a menor: 2.4; –3.62; –3.6; 2.5; 2.409; –3.9999… 

37. Representa en la recta numérica de forma exacta los siguientes números: 

ଶ

ଷ
; ିଷ

ହ
; ହ

ଶ
;  1.256;  3. 5෠  

38. La imagen es la representación de un número irracional, ¿cuál? 

39. Representa de forma exacta en la recta numérica: 
108; 2 5;
2

   

40. Halla 5 números racionales que estén entre 3.14 y π. 

 

Intervalos 

41. Expresa con palabras los siguientes intervalos o semirrectas: 

a. (5, 5]           b. {x   2 < x  7}. 

c. {x   x > 7}          d. (3, + ) 

42. Halla: 

a. (2, 4] U (3, 5]       b. (2, 4]  (3, 5]       c. ( ,1] (1,   ) 
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43. ¿Puede expresarse como entorno una semirrecta? Razona la respuesta. 

44.  Expresa como entornos abiertos, si es posible, los siguientes intervalos: 

a. (0, 8)       b. (6, 2)     c. (2,  )   

45. Expresa como intervalos abiertos los siguientes entornos: 

a. E2/3(4)     b. E1/2(7)      c. E(1, 2)     d. E(0, 1) 

46. ¿Qué números al cuadrado dan 7? 

47. ¿Qué números reales al cuadrado dan menos de 7? 

48. ¿Qué números reales al cuadrado dan más de 7? 

 

Varios 

49. Un  numero  irracional  tan  importante  como  Pi  es  el  número  “e”.  𝑒 ൎ
2.718281828. ..  que  parece  periódico,  pero  no,  no  lo  es.  Es  un  número 

irracional. Se define como el número al que se acerca 
11

n

n
  
 

 cuando n se hace 

muy,  pero  que muy  grande.  Coge  la  calculadora  y  dale  a  n  valores  cada  vez 
mayores, por ejemplo: 10, 100, 1000, … 

Apunta los resultados en una tabla. 

50. Ordena de menor a mayor las siguientes masas:  

Masa de un electrón             9.11 ∙ 1031 kilogramos 

Masa de la Tierra              5.983 ∙ 1024 kilogramos 

Masa del Sol               1.99 ∙ 1030 kilogramos 

Masa de la Luna               7.3 ∙ 1022 kilogramos. 

51. Otra forma de definir e es 
1 1 1 11 ...
1! 2! 3! 4!

e         

Que dirás  tú  ¡qué son esos números  tan admirados!,  se  llama  factorial y es muy sencillo: 4! = 
4∙3∙2∙1  =  24,  se  multiplica  desde  el  número  hasta  llegar  a  1.  Por 
ejemplo: 6! = 6∙5∙4∙3∙2∙1= 720. No te preocupes, que la tecla “!” está 
en  la  calculadora.  ¿Puedes  calcular  e  con  6  cifras  decimales 
correctas? *Nota:  Fíjate  que  ahora  la  convergencia  es mucho más 
rápida, sólo has tenido que llegar hasta n = ¿? 

52. Tomando 1.67 ∙ 1024 gramos como masa de un protón y 1.2 

∙  1015 metros  como  radio,  y  suponiéndolo  esférico,  calcula:  a)  su 
volumen en cm3 (Recuerda el volumen de una esfera es (4/3)πr3. b) 
Encuentra el peso de un centímetro cúbico de un material formado 
exclusivamente por protones.  c) Compara el  resultado con el peso 
de  un  centímetro  cúbico  de  agua  (un  gramo)  y  de  un  centímetro 
cúbico de plomo (11.34 gramos). 

 

EXPERIMENTA, JUEGA CON EL 
PROBLEMA 
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AUTOEVALUACIÓN 

1. Indica qué afirmación es falsa. El número 0.3333333… es un número 

a) real    b) racional   c) irracional   d) negativo 

2. Operando y simplificando la fracción 
3

2

2

442







a

a
:

a

aa
 se obtiene: 

a) a + 3   b) 1/( a + 3)     c) a – 2   d) 1/( a – 2) 

3. La expresión decimal 0.63636363…. Se escribe en forma de fracción como 

a) 63/701     b) 7/11   c) 5/7     d) 70/111 

4. Al simplificar  2 (7 2 – 5 2  + 4 2 ) obtienes: 

a) 6 2     b)  2 (5 2 )     c) 12     d) 8 

5. Contesta sin hacer operaciones. Las fracciones 4/7; 9/150; 7/50 tienen una expresión decimal: 

a) periódica, periódica, exacta   b) periódica, exacta, periódica  c) periódica, exacta, exacta 

6. El conjunto de los números reales menores o iguales a –2 se escribe: 

a) (, 2)     b) (, 2]    c) (2, +)    d) (, 2[ 

7. El entorno de centro 2 y radio 0.7 es el intervalo: 

a) (3.7, 2.7)     b) (2.7, 1.3)   c) (3.3, 2.7)   d) (2.7, 1.3] 

8. El intervalo (3, 2) es el entorno: 

a) E(2.5; 1/2)     b) E(3.5; 0,5)    c) (3.5, 1/2)    d) (2.5; 0,5) 

9. Al efectuar la operación 
3

1

6

7

2

1

2

5

2

5

2

5






















se obtiene: 

a) 
2

7

2

5








    b) 25/4  c) 
6

5

2

5








    d) 
2

5

2

5








 

10. Al efectuar la operación 0.000078 + 2.4 ∙ 105 se obtiene: 

a) 3.6  ∙ 1010    b) 1.8912  ∙ 1010    c) 10.2  ∙ 105    d) 18.72  ∙ 105 
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Resumen 

En  la  vida  cotidiana  es  interesante  saber  manejar  la 
proporcionalidad,  por  ejemplo,  para  calcular  el  descuento  de 
unas rebajas, o el interés que se debe pagar por un préstamo. En 
multitud  de  ocasiones  debemos  efectuar  repartos 
proporcionales, directos o inversos: premios de lotería, herencias, 
mezclas, aleaciones… 

El  tanto  por  ciento  y  el  interés  es  un  concepto  que  aparece 
constantemente  en  los  medios  de  comunicación  y  en  nuestra 
propia  economía.  En  este  capítulo  haremos  una  primera 
aproximación a la denominada “economía financiera”. 

La proporcionalidad es una  realidad con  la que convivimos a nuestro alrededor. Para  comprenderla y 
utilizarla correctamente, necesitamos conocer sus reglas. Reconoceremos la proporcionalidad directa o 
inversa, simple y compuesta, y realizaremos ejercicios y problemas de aplicación.   
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INTRODUCCIÓN 
 A Esther le gusta ir en bicicleta a la escuela y ha comprobado que en hacer ese recorrido tarda 
andando cuatro veces más. Tenemos aquí tres magnitudes: tiempo, 
distancia y velocidad.  

 

Recuerda que: 

Una magnitud es una propiedad física que se puede medir. 

A más velocidad se recorre más distancia.  

Son magnitudes directamente proporcionales. 

A más velocidad se tarda menos tiempo.  

Son magnitudes inversamente proporcionales. 

Pero,  cuidado,  no  todas  las  magnitudes  son  proporcionales.  Esto  es  una  confusión  muy  frecuente. 
Porque  al  crecer  una  magnitud,  la  otra  también  crezca,  aún  no  se  puede  asegurar  que  sean 
directamente  proporcionales.  Por  ejemplo,  Esther  recuerda  que  hace  unos  años  tardaba  más  en 
recorrer el mismo camino, pero la edad no es directamente proporcional al tiempo que se tarda. Vamos 
a estudiarlo con detalle para aprender a reconocerlo bien. 

 

1. PROPORCIONALIDAD DIRECTA 

1.1. Magnitudes directamente proporcionales 

Recuerda que: 

Dos  magnitudes  son  directamente  proporcionales  cuando  al  multiplicar  o  dividir  la  primera  por  un 
número, la segunda queda multiplicada o dividida por el mismo número. 

Ejemplo: 

 Si  tres  bolsas  contienen  15  caramelos,  siete  bolsas  (iguales  a  las  primeras)  contendrán  35 
caramelos, porque:  

3 ∙ 5 = 15       7 ∙ 5 = 35 

La razón de proporcionalidad directa k es el cociente de cualquiera de los valores de una variable y los 
correspondientes de la otra: 

k
d

d

c

c

b

b

a

a

''''

 

Ejemplo: 

 En el ejemplo anterior la razón de proporcionalidad es 5, porque:  5
7
35

3
15

  
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Ejemplo:  

 Copia  en  tu  cuaderno  la  siguiente  tabla,  calcula  la  razón  de  proporcionalidad  y  completa  los 
huecos que faltan sabiendo que es una tabla de proporcionalidad directa: 

Magnitud A  18  1.5  60  2.7  0.21 

Magnitud B  6  0.5  20  0.9  0.07 

La razón de proporcionalidad es k =   3
6

18
 . Por tanto, todos los valores de la magnitud B son tres veces 

menores que los de la magnitud A: 
𝟏𝟖

𝟔
ൌ 𝟏.𝟓

𝟎.𝟓
ൌ 𝟔𝟎

𝟐𝟎
ൌ 𝟐.𝟕

𝟎.𝟗
ൌ 𝟎.𝟐𝟏

𝟎.𝟎𝟕
ൌ 𝟑. 

Observa que: 

Si se representan gráficamente los puntos de una proporcionalidad directa, 
todos ellos están sobre una recta que pasa por el origen de coordenadas. 
La razón de proporcionalidad es la pendiente de la recta. La función lineal 
y = kx se denomina también función de proporcionalidad directa. 

Ejemplo:  

 Ecuación de la recta del ejemplo anterior 

La ecuación de  la  recta es y = 3x. Comprobamos que todos  los puntos  la 
verifican:  

18 = 3∙6;   1.5 = 3∙0.5;   60 = 3∙20;   2.7 = 3∙0.9;   0.21 = 3∙0.07. 

Reducción a la unidad 

Si debemos usar  la misma ecuación de  la recta en distintas ocasiones el problema puede simplificarse 
con la reducción a la unidad. Si x = 1 entonces y = k.  

Ejemplo:  

 Para celebrar su cumpleaños José ha comprado 3 botellas de refresco que le han costado 4.5 €. 
Piensa que no van a ser suficientes y decide comprar 2 más. Calcula el precio de  las 2 botellas 
utilizando la reducción a la unidad. 

𝑦 ൌ ସ.ହ

ଷ
𝑥  𝑦 ൌ ସ.ହ

ଷ
⋅ 1   k  =  1.5   y  =  1.5x.  Ahora  podemos  calcular  el  precio  de  cualquier 

número de botellas. En nuestro caso x = 2, luego y = 1.5∙2 = 3 €. 

Actividades propuestas 

1. Copia  en  tu  cuaderno  y  completa  la  tabla  de  proporción  directa.  Calcula  la  razón  de 
proporcionalidad. Representa gráficamente los puntos. Determina la ecuación de la recta. 

Litros  12  7.82    1    50 

Euros   36    9.27    10   

2. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones: 

a) 
100

24
 = 

x

30
               b)  

80

x
 = 

12

46
           c)    

ଷ.଺

ଵଶ.଼
 = 

60

x
 

3. Si el AVE tarda una hora y treinta y cinco minutos en llegar desde Madrid a Valencia, que distan 350 
kilómetros, ¿cuánto tardará en recorrer 420 km? 

Recta y = 3x
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1.2. Proporcionalidad simple directa 

Acabamos de ver que la proporcionalidad simple directa consiste en encontrar la ecuación de una recta 
que pasa por el origen: y = kx.  

Ejemplo: 

 Veinte cajas pesan 400 kg, ¿cuántos kg pesan 7 cajas? 

Buscamos la ecuación de la recta: y = kx  400 = k20  k = 400/20 = 20  y = 20x Ecuación de la recta 

Si x = 7 entonces y = 20 ∙ 7 = 140 kg. 

Actividades propuestas 

4. En una receta nos dicen que para hacer una mermelada de frutas del 
bosque necesitamos un kilogramo de azúcar por cada dos kilogramos 
de  fruta.  Queremos  hacer  7  kilogramos  de  mermelada,  ¿cuántos 
kilogramos de azúcar y cuántos de fruta debemos poner? 

5. La altura de una torre es proporcional a su sombra (a una misma hora). Una torre que mide 12 m 
tiene una sombra de 25 m. ¿Qué altura tendrá otra torre cuya sombra mida 43 m?  

6. Una fuente llena una garrafa de 12 litros en 8 minutos. ¿Cuánto tiempo tardará en llenar un bidón de 
135 litros? 

7. Hemos gastado 12 litros de gasolina para recorrer 100 km. ¿Cuántos 
litros necesitaremos para una distancia de 1 374 km? 

8. Mi  coche  ha  gasta  67  litros  de  gasolina  en 
recorrer  1 250  km,  ¿cuántos  litros  gastará en un  viaje 
de 5 823 km? 

9. Un  libro  de  300  páginas  pesa  127  g.  ¿Cuánto 
pesará un libro de la misma colección de 420 páginas? 

10. Dos pantalones nos costaron 28 €, ¿cuánto pagaremos por 7 pantalones? 

Repartos  proporcionales,  proporcionalidad,  repartos  directamente 
proporcionales.  En  este  vídeo  realizamos  un  ejercicio  sobre  reparto 
directamente proporcional. shurprofe 

https://www.youtube.com/watch?v=tqtZ9NUk1IM 

1.3. Porcentajes 

El porcentaje o tanto por ciento es la razón de proporcionalidad de mayor uso en la vida cotidiana.  

El tanto por ciento es una razón con denominador 100. 

Ejemplo: 

 37 % = 
100
37

. La ecuación de la recta es: y = 
100
37

x. 

Los porcentajes son proporciones directas. 
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Ejemplo: 

 La población de Zarzalejo era en 2013 de 7 380 habitantes. En 2014 se ha  incrementado en un 
5 %. ¿Cuál es su población a final de 2014? 

y = 
଻ ଷ଼଴

ଵ଴଴
x, por lo que el 5 % de 7 392 es y = 

଻ ଷ଼଴

ଵ଴଴
∙ 5 = 369 habitantes. La población se ha incrementado 

en 369 habitantes, luego al final de 2014 la población será de: 7 380 + 369 = 7 749 habitantes. 

 

Actividades propuestas 

11. Expresa en tanto por ciento las siguientes proporciones: 

a) 
100
27

                           b) “1 de cada 2”    c) 
90
52

 

12. Si  sabemos  que  los  alumnos  rubios  de  una  clase  son  el  16  %  y  hay  4  alumnos  rubios,  ¿cuántos 
alumnos hay en total? 

13. Un  depósito  de  2 000  litros  de  capacidad  contiene  en  este momento  1036  litros.  ¿Qué  tanto  por 
ciento representa? 

14. La proporción de  los  alumnos de una  clase de  4º de ESO que han  aprobado Matemáticas  fue del 
70 %. Sabiendo que en la clase hay 30 alumnos, ¿cuántos han suspendido? 

 

 

1.4. Incremento porcentual. Descuento porcentual. Porcentajes encadenados 

Incremento porcentual  

Ejemplo: 

 El ejemplo anterior puede resolverse mediante incremento porcentual: 100 + 5 = 105 %  

y = 
଻ ଷ଼଴

ଵ଴଴
x, por lo que el 105 % de 7 392 es y = 

଻ ଷ଼଴

ଵ଴଴
∙ 105 = 7 749 habitantes. 

 

Descuento porcentual 

 En las rebajas a todos los artículos a la venta les aplican un 30 % de descuento. Calcula el precio 
de los que aparecen en la tabla: 

Precio sin descuento  75 €  159 €  96 €  53 € 

Precio en rebajas  52.50 €  111.3 €  67.2 €  37.1 € 

Ya  que nos  descuentan el  30 %,  pagaremos  el  70 %.  Por  tanto: k  = 
100
70

  =  0.7  es  la  razón directa  de 

proporcionalidad que aplicaremos a los precios sin descuento para calcular el precio rebajado. Por tanto: 
y = 0.7 x.  
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Porcentajes encadenados 
Muchas veces hay que calcular varios  incrementos porcentuales y descuentos porcentuales. Podemos 
encadenarlos.  En  estos  casos  lo  más  sencillo  es  calcular,  para  cada  caso,  el  tanto  por  uno,  e  irlos 
multiplicando. 
Ejemplo: 

 En  unas  rebajas  se  aplica  un  descuento  del  30 %,  y  el  IVA  del  21 %.  ¿Cuánto  nos  costará  un 
artículo  que  sin  rebajar  y  sin  aplicarle  el  IVA  costaba  159  euros?  ¿Cuál  es  el  verdadero 
descuento? 

En un descuento del 30 % debemos pagar un 70 % ((100 – 30) %), por lo que el tanto por uno es de 0.7. 
Por el incremento del precio por el IVA del 21 % ((100 + 21) %) el tanto por uno es de 1.21. Encadenando 
el  descuento  con  el  incremento  tendremos  un  índice  o  tanto  por  uno  de  0.7  ∙  1.21  =  0.847,  que 

aplicamos  al  precio  del  artículo,  159  €,  0.847  ∙  159  =  134.673  €    134.67  €.  Por  tanto,  nos  han 
descontado 24.33 euros. 
Si estamos pagando el 84.7 % el verdadero descuento es el 15.3 %. 
Ejemplo: 

 Calcula el precio inicial de un televisor, que después de subirlo un 20 % y rebajarlo un 20 % nos 
ha costado 432 €. ¿Cuál ha sido el porcentaje de variación? 

Al subir el precio un 20 % estamos pagando el 120 % y el tanto por uno es 1.2. En el descuento del 20 % 
estamos pagando el 80 % y el tanto por uno es 0.8. En total con las dos variaciones sucesivas el tanto 
por uno es de 0.8 ·1.2 = 0.96, y el precio inicial es 432 : 0.96 = 450 €. Precio inicial = 450 €.  
El tanto por uno 0.96 es menor que 1 por lo tanto ha habido un descuento porque hemos pagado el 96 
% del valor inicial y este descuento ha sido del 4 %. 

Actividades propuestas 
15. Una fábrica ha pasado de tener 130 obreros a tener 90. Expresa la disminución 

en porcentaje. 
16. Calcula el precio final de un lavavajillas que costaba 520 € más un 21 % de IVA, 

al que se le ha aplicado un descuento sobre el coste total del 18 %. 
17. Copia en tu cuaderno y completa: 

a) De una factura de 1 340 € he pagado 1 200 €. Me han aplicado un ……… % 
de descuento 

b) Me han descontado el 9 % de una factura de …………….. € y he pagado 280 
€.  

c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 20 % y me he ahorrado 100 €. ¿Cuál era el 
precio del mueble sin descuento? 

18. El precio inicial de un electrodoméstico era 500 euros. Primero subió un 10 % y después bajó un 30 
%. ¿Cuál es su precio actual? ¿Cuál es el porcentaje de incremento o descuento? 

19. Una persona ha comprado acciones de bolsa en el mes de enero por un valor de 10 000 €. De enero 
a febrero estas acciones han aumentado un 8 %, pero en el mes de febrero han disminuido un 16 % 
¿Cuál es su valor a finales de febrero? ¿En qué porcentaje han aumentado o disminuido? 

20. El precio inicial de una enciclopedia era de 300 € y a lo largo del tiempo ha sufrido variaciones. Subió 
un  10 %,  luego  un  25 %  y  después  bajó  un  30 %.  ¿Cuál  es  su  precio  actual?  Calcula  la  variación 
porcentual. 

21. En una tienda de venta por Internet se anuncian rebajas del 25 %, pero luego cargan en la factura un 
20 % de gastos de envío. ¿Cuál es el porcentaje de incremento o descuento? ¿Cuánto tendremos que 
pagar por un artículo que costaba 30 euros? ¿Cuánto costaba un artículo por el que hemos pagado 
36 euros? 
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1.7. Escalas 

En planos y mapas encontramos anotadas en su parte inferior la 
escala a la que están dibujados. 

 

La  escala  es  la  proporción  entre  las  medidas  del  dibujo  y  las 
medidas en la realidad. 

Ejemplo: 

 Se expresa de  la  forma 1  :  2 000 que  significa que 1  cm del 
plano corresponde a 2 000 cm = 20 m en la realidad. 

Por tanto, si “y” son las medidas en la realidad, y “x” lo son en el 
plano, esta escala se puede escribir con la ecuación de la recta:  

y = 2 000x. 

 

Las escalas también se representan en forma gráfica, mediante una barra 
dividida en segmentos de 1 cm de longitud 

Ejemplo: 

         

                0        20        40       60       80       100 m 

Esta escala identifica cada centímetro del mapa con 20 m en la realidad es decir 1 : 2000, y = 2000x. 

 

Al estudiar la semejanza volveremos a insistir en las escalas. 

Un instrumento sencillo para realizar trabajos a escala es el pantógrafo que facilita copiar una imagen o 
reproducirla a escala. 

El  pantógrafo  es  un  paralelogramo  articulado  que,  al  variar  la  distancia 
entre  los  puntos  de  articulación,  permite  obtener  diferentes  tamaños  de 
dibujo sobre un modelo dado. 

 

Actividades propuestas  

22. La distancia real entre dos pueblos es 28,6 km. Si en el mapa están a 
7 cm de distancia. ¿A qué escala está dibujado? 

23. ¿Qué altura tiene un edificio si su maqueta construida a escala 1  : 
200 presenta una altura de 8 cm? 

24. Dibuja la escala gráfica correspondiente a la escala 1 : 60000. 

25. Las dimensiones de una superficie rectangular en el plano son 7 cm y 23 cm. Si está dibujado a escala 
1 : 50, calcula sus medidas reales. 

Principales calzadas romanas 

 

Escalímetro 
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2. PROPORCIONALIDAD INVERSA 
2.1. Magnitudes inversamente proporcionales 
Recuerda que: 
Dos  magnitudes  son  inversamente  proporcionales  cuando  al  multiplicar  o  dividir  la  primera  por  un 
número, la segunda queda dividida o multiplicada por el mismo número. 

Ejemplo: 

 Cuando un automóvil va a 90 km/h, tarda cuatro horas en llegar a su destino. Si fuera a 120 km/h 
tardaría 3 horas en hacer el mismo recorrido. 

90 ∙ 4 = 120 ∙ 3 

La velocidad y el tiempo son magnitudes inversamente proporcionales. 

La razón de proporcionalidad inversa k´ es el producto de cada par de magnitudes: k’ = a ∙ b = a´∙ b´ 

Ejemplo: 

 Copia la tabla en tu cuaderno, calcula la razón de proporcionalidad inversa y completa la tabla de 
proporcionalidad inversa: 

a  18  150  1.5  3600  100 

b  50  6  600  0.25  9 

k´ = 18 ∙ 50 = 900. Comprueba que todas las columnas dan este resultado. 

Observa que: 
Si se representan gráficamente los puntos de una proporcionalidad 
inversa,  todos  ellos  están  sobre  la  gráfica  de  una  hipérbola  de 

ecuación 
x

k
y

'
 .  La  razón  de  proporcionalidad  inversa  es  la 

constante  k’.  A  esta  hipérbola 
x

k
y

'
   también  se  la  denomina 

función de proporcionalidad inversa. 
Ejemplo:  

 Ecuación de la hipérbola del ejemplo anterior 

La  hipérbola  es 
x

y
900

 .  Comprobamos  que  todos  los  puntos 

verifican la ecuación de dicha hipérbola:  

18
900

y = 50;  
150
900

y  = 6;   𝑦 ൌ ଽ଴଴

ଵ.ହ
 = 600;  

3600
900

y  = 0.25;  
100
900

y  = 9. 

Actividades propuestas  

26. Para embaldosar un recinto, 7 obreros han dedicado 80 horas de trabajo. Completa en tu cuaderno 
la siguiente tabla y determina la constante de proporcionalidad. Escribe la ecuación de la hipérbola. 

Número de obreros  1 5 7 12   60 

Horas de trabajo    80  28 10  

Hipérbolas: y = 3/x; y = 2/x; y 
= 1/x 
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2.2. Proporcionalidad simple inversa 

Para  calcular  el  cuarto  término  entre  dos  magnitudes  inversamente  proporcionales  calculamos  la 
constante de proporcionalidad y escribimos la ecuación de la hipérbola. 

 

Repartos  INVERSAMENTE  Proporcionales.  Proporcionalidad.  Aprende  a 
resolver  problemas  en  los  que  hay  que  hacer  repartos  inversamente 
proporcionales. 

https://www.youtube.com/watch?v=INZdFHEvSSE 

 

Ejemplo: 

 Cuatro personas realizan un trabajo en 18 días, ¿cuántas personas necesitaremos para realizar el 
mismo trabajo en 8 días? 

k´= 4 ∙ 18 = 8 ∙ y  y =  4
8
18

  = 9 personas. 

Actividades propuestas  

27.  Al  cortar  una  cantidad  de  madera  hemos  conseguido  5  paneles  de  1.25  m  de  largo.  ¿Cuántos 
paneles conseguiremos si ahora tienen 3 m de largo? 

28. En un huerto ecológico  se utilizan 5 000 kg de un  tipo de abono de 
origen animal que se sabe que tiene un 12 % de nitratos. Se cambia el 
tipo  de  abono,  que  ahora  tiene  un  15  %  de  nitratos,  ¿cuántos 
kilogramos  se  necesitarán  del  nuevo  abono  para  que  las  plantas 
reciban la misma cantidad de nitratos? 

29. Ese mismo huerto necesita 200 cajas para envasar sus berenjenas en 
cajas de un kilogramo. ¿Cuántas cajas necesitaría para envasarlas en cajas de 1.7 kilogramos? ¿Y para 

envasarlas en cajas de 2.3 kilogramos?  

30. Para envasar cierta cantidad de leche se necesitan 8 recipientes 
de  100  litros  de  capacidad  cada  uno.  Queremos  envasar  la  misma 
cantidad  de  leche  empleando  20  recipientes.  ¿Cuál  deberá  ser  la 
capacidad de esos recipientes? 

31. Copia  en  tu  cuaderno  la  tabla  siguiente,  calcula  la  razón  de 
proporcionalidad  y  completa  la  tabla  de  proporcionalidad  inversa. 
Escribe la ecuación de la hipérbola. 

Magnitud A  40  0.07    8   

Magnitud B  0.25    5    6.4 
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2.3. Proporcionalidad compuesta 

Una  proporción  en  la  que  intervienen  más  de  dos  magnitudes  ligadas  entre  sí  por  relaciones  de 
proporcionalidad directa o inversa se denomina proporción compuesta. 

Ejemplo: 
 En el instituto 30 alumnos de 4º A de ESO han ido a esquiar y han pagado 2 700 € por 4 noches 
de hotel;  25 alumnos de 4º B de ESO han ganado en  la  lotería 3 375 €  y deciden  ir  al mismo 
hotel. ¿Cuántas noches de alojamiento pueden pagar?  

Tenemos tres magnitudes: el número de alumnos, la cantidad en € que pagan por el hotel y el número 
de  noches  de  hotel.  Observa  que  a  más  alumnos  se  paga  más  dinero,  luego  estas  magnitudes  son 
directamente  proporcionales.  A  más  noches  de  hotel  se  paga  más  dinero,  luego  estas  otras  dos 
magnitudes  son  también  directamente  proporcionales.  Pero  para  una  cantidad  de  dinero  fija,  a más 
alumnos pueden ir menos noches, luego el número de alumnos es inversamente proporcional al número 
de noches de hotel. 

El mejor método es reducirlo a un problema de proporcionalidad simple, para ello obtenemos el precio 
del viaje por alumno. 

Cada alumno de 4º A ha pagado 2 700 : 30 = 90 € por 4 noches de hotel. Luego ha pagado por una noche 
90/4  =  22.5  €.  La  ecuación de proporcionalidad directa  es: y  =  22.5x,  donde  “y”  es  lo  que paga  cada 
alumno y “x” el número de noches. 

Cada alumno de 4º B cuenta con 3 375 : 25 = 135 € para pasar x noches de hotel, por lo que 135 = 22.5x, 
luego pueden estar 6 noches. 

Actividades propuestas 

32. Seis personas realizan un viaje de 12 días y pagan en total 40 800 €. 
¿Cuánto pagarán 15 personas si su viaje dura 4 días? 

33. Si  16  bombillas  originan  un  gasto  de  4 500  €,  estando  encendidas 
durante 30 días, 5 horas diarias, ¿qué gasto originarían 38 bombillas 
en 45 días, encendidas durante 8 horas diarias? 

34. Para  alimentar  6  vacas  durante  17  días  se  necesitan  240  kilos  de 
alimento. ¿Cuántos kilos de alimento se necesitan para mantener 29 
vacas durante 53 días? 

35. Si 12 hombres construyen 40 m de tapia en 4 días trabajando 8 horas diarias, ¿cuántas horas diarias 
deben trabajar 20 hombres para construir 180 m en 15 días? 

36. Con una cantidad de pienso podemos dar de comer a 24 animales durante 50 días con una ración de 
1 kg para cada uno. ¿Cuántos días podremos alimentar a 100 animales si la ración es de 800 g? 

37. Para llenar un depósito se abren 5 grifos que lanzan 8 litros por minuto y tardan 
10 horas. ¿Cuánto tiempo tardarán 7 grifos similares que 
lanzan 10 litros por minuto? 

38. Si 4 máquinas fabrican 2 400 piezas funcionando 8 
horas  diarias.  ¿Cuántas  máquinas  se  deben  poner  a 
funcionar  para  conseguir  7 000  piezas  durante  10  horas 
diarias?   
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3. REPARTOS PROPORCIONALES 
Cuando  se  realiza  un  reparto  en  partes  desiguales  se  debe  establecer  previamente  si  se  trata  de  un 
reparto proporcional directo o inverso. 

3.1. Reparto proporcional directo 
En un reparto proporcional directo le corresponderá más a quien tiene más partes. 

Actividad resuelta 

 Tres amigos deben  repartirse  los 400 € que han ganado en una  competición de acuerdo a  los 
puntos  que  cada  uno  ha  obtenido.  El  primero  obtuvo  10  puntos,  el  segundo  7  y  el  tercero  3 
puntos.  

El reparto directamente proporcional se inicia sumando los puntos: 10 + 7 + 3 = 20 puntos. 

Calculamos el premio por punto: 400 : 20 = 20 €. 

El primero obtendrá 20 ∙ 10 = 200 €. 
  El segundo:               20 ∙ 7 = 140 €. 
  El tercero:                20 ∙ 3 = 60 €. 

La suma de las tres cantidades es 200 + 140 + 60 = 400 €, la cantidad total a repartir. 

Como se trata de una proporción, se debe establecer la siguiente regla: 

Sea  N  (en  el  ejemplo  anterior  400)  la  cantidad  a  repartir  entre  cuatro  personas,  a  las  que  les 
corresponderá A, B, C, D de manera que   N = A + B + C + D. Estas cantidades son proporcionales a su 
participación en el reparto: a, b, c, d. 

a + b + c + d = n es el número total de partes en las que ha de distribuirse N. 

N : n = k que es la cantidad que corresponde a cada parte. En el ejemplo anterior: k = 400 : 20 = 20. 

El reparto finaliza multiplicando k por a, b, c y d, obteniéndose así las cantidades correspondientes A, B, 
C y D. 

Es decir, ahora la ecuación de la recta es:  x
n

N
x

dcba

DCBA
y 




  

Actividades propuestas 
39. Cinco  personas  comparten  lotería,  con  10,  6,  12,  7  y  5  participaciones  respectivamente.  Si  han 

obtenido un premio de 18 000 € ¿Cuánto corresponde a cada uno?  
40. Tres socios han invertido 20 000 €, 34 000 € y 51 000 € este año 
en  su  empresa.  Si  los  beneficios  a  repartir  a  final  de  año  ascienden  a 
31 500€, ¿cuánto corresponde a cada uno? 
41. La Unión Europea ha concedido una subvención de 48 000 000 € 
para  tres  Estados  de  60,  46  y  10 millones  de  habitantes,  ¿cómo  debe 
repartirse  el  dinero,  sabiendo  que  es  directamente  proporcional  al 
número de habitantes? 
42. Se  reparte  una  cantidad  de  dinero,  entre  tres  personas, 
directamente  proporcional  a  2,  5  y  8.  Sabiendo  que  a  la  segunda  le 

corresponde 675 €. Hallar lo que le corresponde a la primera y tercera. 
43. Una abuela reparte 100 € entre sus tres nietos de 12, 14 y 16 años de edad; proporcionalmente a sus 

edades. ¿Cuánto corresponde a cada uno?  
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3.2. Reparto proporcional inverso 

En un reparto proporcional inverso recibe más quien menos partes tiene. 

Sea N la cantidad a repartir y a, b y c las partes. Al ser una proporción inversa, el reparto se realiza a sus 
inversos 1/a, 1/b, 1/c. 

Para calcular  las partes  totales,  reducimos  las  fracciones a  común denominador, para  tener un patrón 

común, y tomamos los numeradores que son las partes que corresponden a cada uno. 

 

Actividad resuelta 

 Repartir 4000 € de forma inversamente proporcional a 12 y 20. 

Calculamos el total de las partes: 1/12 + 1/20 = 5/60 + 3/60 = 8/60. 

4000 : 8 = 500 € cada parte. 

500 ∙ 5 =  2 500 €. 

500 ∙ 3 =  1 500 €. 

En efecto, 2 500 + 1 500 = 4 000. 

 

Actividades propuestas 

44. En un concurso se acumula puntuación de forma inversamente proporcional al número de errores. 
Los  cuatro  finalistas,  con  10,  5,  2  y  1  error,  deben  repartirse  los  2 500  puntos.  ¿Cuántos  puntos 
recibirá cada uno? 

45. En  el  testamento,  el  abuelo  establece  que  quiere  repartir  entre  sus  nietos  4 500  €,  de  manera 
proporcional  a  sus  edades,  12,  15  y  18  años,  cuidando que  la mayor  cantidad  sea para  los  nietos 
menores, ¿cuánto recibirá cada uno? 

46. Se  reparte  dinero  inversamente  proporcional  a  5,  10  y  15;  al  menor  le  corresponden  3 000  €. 
¿Cuánto corresponde a los otros dos?  

47. Tres  hermanos  ayudan  al  mantenimiento  familiar  entregando 
anualmente 6 000 €. Si sus edades son de 18, 20 y 25 años y las 
aportaciones son inversamente proporcionales a la edad, ¿cuánto 
aporta cada uno?  

48. Un padre va  con  sus dos hijos a una  feria y en  la  tómbola gana 
50 €  que  los  reparte  de  forma  inversamente  proporcional  a  sus 
edades, que  son 15 y 10 años.  ¿Cuántos euros debe dar a  cada 
uno? 
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3.3. Mezcla y aleaciones 
Las  mezclas  que  vamos  a  estudiar  son  el  resultado  final  de  combinar  distintas 
cantidades de productos, de distintos precios.  

Problema de MEZCLA. ¿Cuántos  litros de una solución de alcohol al 30% 
deben mezclarse  con 90  litros de otra  solución al 70% para obtener una 
solución al 60%? Julio profe 

https://www.youtube.com/watch?v=5o_2GatWoos&list=PLvHvxfvBPyAmbrB1NAU9IX3VFUikhGxjS 

Actividad resuelta 
 Calcula el precio final del litro de aceite si mezclamos 13 litros a 3.5 € el litro, 6 litros a 3.02 €/l y 
1 litro a 3.9 €/l. 
Calculamos el coste total de los distintos aceites:  

13 ∙ 3.5 + 6 ∙ 3.02 + 1 ∙ 3.9 = 67.52 €. 
Y el número total de litros: 13 + 6 + 1 = 20 l. 

El precio del litro de mezcla valdrá 67.52 : 20 = 3.376 €/l, que redondeando a céntimos son 3.38 €/l. 

Actividades propuestas 
49. Calcula el precio del kilo de mezcla de dos  tipos de café: 
3.5 kg a 4.8 €/kg y 5.20 kg a 6 €/kg. 
50. ¿Cuántos  litros  de  zumo  de  pomelo  de  2.40  €/l  deben 
mezclarse con 4 litros de zumo de naranja a 1.80 €/l para obtener 
una mezcla a 2.13 €/l? 
Una  aleación  es  una  mezcla  de  metales  para  conseguir  un 

determinado producto final con mejores propiedades o aspecto.  
Las aleaciones se realizan en joyería mezclando metales preciosos, oro, plata, platino, con cobre o rodio. 
Según la proporción de metal precioso, se dice que una joya tiene más o menos ley. 
La ley de una aleación es la relación entre el peso del metal más valioso y el peso total. 

Ejemplo: 
 Una  joya  de  plata  de  50  g  de  peso  contiene  36  g  de  plata 

pura. ¿Cuál es su ley? 

Ley = 
totalpeso

purometalpeso
 = 

50
36

 = 0.72 

Otra forma de medir el grado de pureza de una joya es el quilate.  
Un  quilate  de  un metal  precioso  es  1/24  de  la masa  total  de  la 
aleación.  

Para que una joya sea de oro puro ha de tener 24 quilates. 
Ejemplo: 
Una  joya de oro de 18 quilates pesa 62 
g.  ¿Qué  cantidad  de  su  peso  es  de  oro 
puro? 

Peso en oro = 
24
1862 

 = 46.5 g. 

Actividades propuestas 
51. Calcula la ley de una joya sabiendo que pesa 87 g y contiene 69 g de oro puro. 
52. ¿Cuántos quilates tiene, aproximadamente, la joya anterior? 

   

 

Granos de café 

 

El  término  quilate  viene  de  la  palabra 
griega  “keration”  (algarroba).  Esta 
planta,  de  semillas  muy  uniformes,  se 
utilizaba para pesar joyas y gemas en la 
antigüedad. 
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4. INTERÉS 

4.1. Cálculo de interés simple 

El  interés  es  el  beneficio  que  se  obtiene  al  depositar  un  capital  en  una  entidad  financiera  a  un 
determinado tanto por ciento durante un tiempo. 

En el interés simple, al capital C depositado se le aplica un tanto por ciento o rédito r anualmente. 

El cálculo del interés obtenido al cabo de varios años se realiza mediante la fórmula: 

I =
100

trC 
  

Si  el  tiempo que  se deposita el  capital  son meses o días,  el  interés  se  calcula dividiendo  la expresión 
anterior entre 12 meses o 360 días (año comercial). 

I = 
1200

trC 
     tiempo en meses     I = 

36000
trC 
    tiempo en días 

Actividades resueltas 

 Depositamos 4 000 € al 2 % anual. ¿Cuánto dinero tendremos al cabo de 30 meses? 

 Calculamos el interés simple:    

I = 
ସ ଴଴଴⋅ଶ⋅ଷ଴

ଵ ଶ଴଴
 = 200 € 

Sumamos capital e intereses:  

4 000 + 200 = 4 200 € 

Actividades propuestas 

53. Calcula el interés simple que producen 10 000 € al 3 %  durante 750 días. 

54. ¿Qué capital hay que depositar al 1.80 % durante 6 años para obtener un interés simple de 777.6 €? 

4.2. Interés compuesto 
Desde otro punto de vista, el interés es el porcentaje que se aplica a un préstamo a 
lo largo de un tiempo, incrementando su cuantía a la hora de devolverlo. 
Este tipo de interés no se calcula como el interés simple sino que se establece lo que 
se llama “capitalización”. 

El  interés compuesto se aplica tanto para calcular el capital final de una inversión, como la cantidad a 
devolver para amortizar un préstamo.  

¿Qué  es  el  interés  compuesto?  En  el  interés  compuesto  se  capitalizan  los  intereses 
devengados.  Es  un  cálculo  que  implica  que  al  finalizar  cada  periodo  los 
intereses  no  se  retiren,  sino  que  se  añadan  al  capital  principal.  Es  decir  los 
intereses se reinvierten. 

https://www.youtube.com/watch?v=vPNuEKIMiig 

Normalmente los préstamos se devuelven mediante cuotas mensuales que se han calculado a partir de 
los intereses generados por el préstamo al tipo de interés convenido. 
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La  capitalización  compuesta  plantea  que,  a medida  que  se  van  generando  intereses,  pasen  a  formar 
parte del capital inicial, y ese nuevo capital producirá intereses en los períodos sucesivos. 

Si se trata de un depósito bancario, el capital final se calculará siguiendo el siguiente procedimiento: 

Ci (capital inicial)  1 año  i (tanto por uno)  Cf = Ci∙(1 + i) 

Ci ∙ (1 + i)  2 años  Ci ∙ (1 + i) ∙ (1 + i)  Cf = Ci ∙ (1 + i)2

Ci ∙ (1 + i)2  3 años  Ci ∙ (1 + i)2 ∙ (1 + i)  Cf = Ci ∙ (1 + i)3 

   …………..  ………..  ……………  ……………. 

  n años    Cf = Ci ∙ (1 + i)n 

Al cabo de n años, el capital final será Cf = Ci ∙ (1 + i)n. 

Para hacer  los cálculos puedes utilizar una “Hoja de cálculo”. Basta que en  la hoja de cálculo adjunta 
modifiques los datos de las casillas B5 donde está el “Capital inicial”, casilla B6 donde está el “Tanto por 
uno” y de  la casilla B7 donde aparece el número de “Años”, y arrastres en  la columna B hasta que el 
número final de años coincida con dicha casilla. 

 

Actividades resueltas 

 El  capital  inicial  de  un  depósito  asciende  a  82 000  €.  El  tanto  por  ciento  aplicado  es  el  3 %  a 
interés compuesto durante 5 años. Calcula el capital final. 

Cf = Ci ∙ (1 + i)n =  82 000 ∙ (1 + 0.03)5 = 82 000 ∙ 1.159… = 95 060 € 

Actividades propuestas 

55. Al  5  %  de  interés  compuesto  durante  12  años,  ¿cuál  será  el  capital  final  que  obtendremos  al 
depositar 39 500 €?  
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5. TASAS Y NÚMEROS ÍNDICE 
La palabra “tasa”, según el diccionario, puede tener dos significados: 

1: Relación entre dos magnitudes 

2: Tributo que se impone al disfrute de ciertos servicios o al ejercicio de ciertas actividades. 

 

5.1. Tasas 

En toda tasa se da la cantidad que interesa en relación a una cantidad de referencia. 

 Tasa de natalidad 
La tasa de natalidad es un indicador social. Es el número de nacimientos vivos de una población por cada 
mil habitantes en un año. 

Ejemplos: 

 Tasa de natalidad: 21.64 0/00 ⇒ Nacen 21.64 bebés por cada 1 000 habitantes. 

 La tasa de natalidad en España en el año 2020 fue de 7.19 0/00. Ese mismo año en Francia fue de 
10.90 0/00, en Afganistán de 31.15 0/00. 

 

 Tasa de paro o desempleo 

Mide  el  nivel  de  desocupación  en  relación  con  la  población  activa.  Es  la  parte  de  la  población  que 
estando en edad, condiciones y disposición de trabajar (población activa), no tiene puesto de trabajo. Es 
decir, mide el nivel de población que quiere trabajar y no encuentra trabajo.  

Se calcula dividiendo el número de desempleados entre la población activa, y multiplicando por 100. 

Se puede desagregar por franjas de edad, por sexos, por área de residencia… 

Ejemplos: 

 Tasa de paro: 12 % ⇒ 12 parados por cada 100 personas de la población activa. 

 Si un país tiene una población activa de 10 000 000 de los que hay 1 000 000 de desempleados su 
tasa de paro es de: 10 %. 

 En un cierto año la tasa de paro de Mauritania era del 31 %, la de España del 26.6 %, la de 
Portugal del 16.5 %, la de la Unión Europea del 10.9 %, la de Cuba del 3.2 %, la de Suiza del 4.4 % 

 Tasa de alcoholemia 

La  tasa  de  alcoholemia  indica  el  volumen  de  alcohol  que  hay  en  la  sangre  y  se mide  en  gramos  de 
alcohol por cada litro de sangre (g/l) o su equivalente en aire espirado. 

Según la Dirección General de Tráfico la tasa de alcoholemia permitida en España es de 0.25 mg/l. Esto 
significa que el límite permitido es de 0.5 gramos por litro de sangre (o 0.25 miligramos por litro en aire 
espirado),  y  0.3  gramos  por  litro  en  sangre  (o  0.15  miligramos  por  litro  de  aire  espirado)  para 
conductores noveles y profesionales. Aunque la ley de tráfico de marzo de 2022 no está permitido nada 
de alcohol. 
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Tasas administrativas 

Son  las  que  se  pagan  por  realizar  trámites  y  gestiones  personales  con  organismos  del  Estado,  de  los 
ayuntamientos y de las comunidades autónomas  

Algunos ejemplos:  

 Tasas académicas 

Cada año, al formalizar tu matrícula, pagas las tasas académicas que convierten tus estudios en oficiales, 
te  posibilitan  registrarte  en  pruebas  de  evaluación  o  solicitar  documentos  académicos  oficiales  como 
títulos o certificados 

 Tasas 790 sobre extranjería 
Tasa 790‐052 que pagan  las personas extranjeras al  trabajar en nuestro país y que corresponden a  la 
solicitud temporal de residencia y trabajo por cuenta ajena 

Tasa 790‐062  

Impuesto  que  paga  el  empleador  cuando  se  tramita  la  autorización  o  renovación  de  la  residencia 
temporal y de trabajo por cuenta ajena de un trabajador extranjero 

Tasa 790‐012 

Se paga por la solicitud del NIE físico, documento de identificación personal de personas extranjeras 

 De  igual  manera,  la  renovación  de  nuestros  pasaportes  o  DNI  también  están  sujetos  a  tasas 
administrativas. 
 

En general, las Administraciones Públicas aplican las llamadas Tasas Administrativas que se pagan por  la 
utilización para beneficio particular de un bien público. Se diferencian de los impuestos en el hecho de 
que cada Administración fija una cuantía que se aplica por igual a toda persona solicitante.  

 

Tasa de interés 

Son el precio que se paga o se obtiene por el dinero al solicitar un préstamo o al depositar una cantidad 
en el banco durante un plazo de tiempo 

Cuando se solicita un préstamo las tasas suponen un coste adicional a las condiciones del préstamo. 

Cuando se deposita un dinero en el banco,  se acuerdan unas condiciones para obtener  rentabilidad y 
aparecen de nuevos las tasas a modo de recargos de gestión. 

 

Ya sabes que el capital final puede calcularse a partir de esta fórmula: 

CF = C (1 + r∙n) 

Donde  r  es  el  tipo  de  interés  nominal  fijo, n  la modalidad  de  plazos  de  pago  pactados  y C  el  capital 
prestado 

 

Y hay que tener en cuenta que: 
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Al devolver un préstamo pagamos, además de la cantidad solicitada y los intereses al tipo aplicable por 
el banco, una serie de gastos que se añaden a la base para el cálculo de los intereses.  

 

Hay toda una gama de tipos de interés a aplicar en distintas operaciones financieras: nominal, efectiva, 
real, variable, fija… 

Las tasas de interés son el precio que se paga o se obtiene por el dinero, bien al solicitar un préstamo o 
al depositar una cantidad en un depósito. 

 

Nosotros vamos a fijarnos en dos tasas que aparecen relacionadas con la financiación en la compra de 
un producto: TIN y TAE. 

 

Tipo de interés nominal (TIN) 

TIN es el tipo de interés nominal, un porcentaje fijo que se paga por el dinero prestado o depositado. Es 
un tipo orientativo pero no nos da una información real 

Ejemplo:  

 TIN= euríbor (0.042) + diferencial (1.14)=  1,182 % 

A este porcentaje aplicado hay que añadir los gastos de gestión, comisiones, etc. Por lo que es sólo un 
indicador, pero no será el resultado real de los intereses a pagar. 

El TIN se aplica generalmente de modo mensual y es obligatorio que aparezca en el contrato. 

Es un porcentaje fijo y el cálculo del capital final de la operación responde a esta fórmula sencilla: 

Cf = C (1 + rꞏn) 

Donde Cf  es el capital final, C el capital inicial r el tipo de interés y n el periodo (anual, trimestral...) de 
amortización. 

 

Actividad resuelta 

 Calcula  el  capital  final  de  un  depósito  de  24 000 €  que  se  ha  depositado  al  1.25 %  de  interés 
nominal  anual durante 5 años 

Cf  =  24 000 (1 + 0.0125 ∙ 5) = 25 500 € 

Tasa anual equivalente (T.A.E.) 

TAE  es  la  Tasa  Anual  Equivalente  que  se  aplica  a  un  préstamo  o  depósito  bancario.  Es  la  que 
proporciona una información más fiel que la TIN para calcular el precio real del dinero en ese momento. 

El  cálculo  de  la  TAE  a  aplicar  será  el  resultado  final  de  tener  en  cuenta  la  cuantía  del  préstamo  o 
depósito,  los gastos, el plazo de la operación, el riesgo de impago, el precio del dinero en el mercado, 
etc. 

Se  expresa  en  forma  de  porcentaje  y  se  calcula  por  aproximación  con  una  fórmula  matemática 
normalizada que toma como base el tipo de interés nominal (TIN)  
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TAE = ሺ 1 ൅  ௥

௡
ሻ௡ െ 1 

Esta fórmula es, de nuevo, una aproximación a la realidad. 

Esta  tasa  está  sujeta  a  variaciones  en  el  mercado  y  se  adapta  a  las  condiciones  de  la  persona  que 
contrata: plazos, forma de amortización de la deuda, etc. 

Actividad resuelta 

 Calcula  la  TAE  a  aplicar  a  un  préstamo  de  8 000 €  al  5.4 %  de  interés  nominal  amortizado 
mensualmente en 18 meses. 

ሺ 1 ൅  ௥

௡
ሻ௡ െ 1 =  ሺ1 ൅ ଴.଴ହସ

ଵଶ
ሻଵଶ െ 1 = 0.055 

TAE =  5.5 % 

 

Pago mensual de intereses: 

1 ൅
𝐶

100
ൌ ቆ1 ൅

𝑟

1 200
ቇ

௡

 

siendo C el capital y n el número de meses. 

 

Actividades resueltas 

 Si colocamos 600 € al 2 % anual con capitalización trimestral, en un año genera un montante de: 

𝑀 ൌ  600 ൬1 ൅  
0.02

4
൰

ସ

ൌ 612.090 

Si  ahora  nos  preguntamos,  ¿a  qué  tanto  por  ciento  anual  hemos  de  colocar  el  mismo  capital  para 
generar el mismo montante con capitalización anual? 

612.090 ൌ  600 ൬1 ൅ 
𝑇. 𝐴. 𝐸.

100
൰

ଵ

 

Operando, obtenemos el T.A.E. = 2.015 

Esto  indica  que  el  T.A.E.  es  el  tanto  por  ciento  anual,  que  genera  el  mismo  montante  que  una 
capitalización en n periodos de tiempo al año al r % anual. 

El Banco de España en su PORTAL DEL CLIENTE BANCARIO ofrece unos simuladores en los que se pueden 
introducir los datos para obtener la TAE de, por ejemplo, un préstamo personal. 

 

   



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 2: Proporcionalidad  Autores: Nieves Zuasti y Álvaro Garmendia 

     Revisor: Javier Rodrigo y María Molero 

www.apuntesmareaverde.org.es    Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

71  Proporcionalidad. 4ºA de ESO

5.2. Números índice 

Un número índice, NI, es una herramienta o parámetro creada para estudiar la variación en el tiempo de 
una determinada magnitud económica. 

magnitudladeantiguaMedida

magnitudladeactualMedida
NI   

Los números índices son útiles para comparar variables o magnitudes medidas en unidades distintas.  

 Por ejemplo, en Economía, con los números índices se puede analizar la variación de los costes 
de  la  luz,  o  de  la  alimentación  en  un  país,  o  en  una  ciudad,  durante  un  año  con  los  del  año 
anterior. 

 Por  ejemplo,  en  Educación,  se  pueden usar  los  números  índices  para  comparar  la  inteligencia 
relativa  de  estudiantes  en  sitios  diferentes  o  en  años  diferentes.  O  la  evolución  de  las 
calificaciones en Selectividad, entre este año y un año de referencia. O el abandono escolar en 
un cierto intervalo de tiempo. 

Destacamos: 

Índice de las bolsas: 

El índice de las bolsas refleja el valor global de las empresas que se cotizan en ellas. El valor del Índice 
en cada momento se obtiene mediante cálculos muy complejos en los que se valoran las cotizaciones de 
las acciones y la cantidad que se comercializa de cada una. Más que su valor concreto, se puede prestar 
atención a su variación porcentual respecto a una fecha anterior:  

 El IBEX 35 ha subido un 0.80 % durante esta semana. 

 

Índice de precios al consumo (IPC) 

Especialmente  importante  es  el  índice  de  precios  al  consumo  (IPC): No  tiene,  en  cada momento,  un 
valor determinado, sino que se evalúa en referencia al año (o al mes) anterior:  

 El IPC ha subido en mayo un 0.28 %, con lo que acumula un crecimiento anual del 3.56 %. 

Para calcular la variación mensual del IPC, se tiene en cuenta la variación del precio de cada uno de los 
bienes de consumo y la cantidad invertida en el mismo durante ese mes.  

El índice de precios al consumo es un número índice que se utiliza para medir la variación de la inflación.  

Se calcula tomando el precio de una serie de artículos representativos de consumo habitual (cesta de la 
compra), p1, p2, p3, … Y multiplicando dichos precios por su correspondiente peso o ponderación, q1, q2, 
q3, … según la importancia asignada en el momento 

𝐼𝑃𝐶 ൌ
𝑀𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑔𝑛𝑖𝑡𝑢𝑑

𝑀𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑔𝑛𝑖𝑡𝑢𝑑
ൌ

𝑝ଵଵ𝑞ଵଵ ൅ 𝑝ଶଵ𝑞ଶଵ ൅ 𝑝ଷଵ𝑞ଷଵ൅. . .
𝑝ଵ଴𝑞ଵ଴ ൅ 𝑝ଶ଴𝑞ଶ଴ ൅ 𝑝ଷ଴𝑞ଷ଴൅. . .

 

Luego se expresa como un porcentaje. 
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CURIOSIDADES. REVISTA 
Confecciona tu propia hoja de cálculo 

Vamos a resolver el problema “El capital inicial de un depósito asciende a 82000 
€. El tanto aplicado es el 3 % a interés compuesto durante 5 años. Calcula el capital 
final” confeccionando una hoja de cálculo. 

Abre Excel o cualquier otra hoja de cálculo. Verás que  las hojas están  formadas 
por  cuadrículas,  con  letras  en  la  horizontal  y  números  en  la  vertical.  Así  cada 
cuadrícula de la hoja se puede designar por una letra y un número: A1, B7, … 

Vamos a dejar las primeras 9 filas para poner títulos, anotaciones… 
En  la  fila 10 vamos a escribir  los títulos de  las casillas. En  la casilla A10 escribe: Capital  inicial. En  la 

B10: Años. En la C10: Tanto por uno. En la D10: (1 + r)n. En la E10: capital final. En la F10: Interés total. 
En la fila 11 comenzamos los cálculos. En A11 anotamos 82000, que es el capital inicial.  
En  B11,  escribimos  1,  pues  estamos  en  el  año  primero;  en  B12,  escribimos  2,  y  seleccionando  las 

casillas B11 y B12 arrastramos hasta B15, pues nos piden 5 años. 
Como  se  ha  puesto  el  capital  al  3  %,  el  tanto  por  uno  es  0,03,  cantidad  que  copiamos  en  C11  y 

arrastramos hasta C15. 
Para calcular (1 + r)n, podemos hacerlo usando la función POTENCIA. Para ello escribimos un signo = 

en la casilla D11 y buscamos la función POTENCIA, en número escribiremos 1+C11 y en exponente B11. 
Te habrá quedado: =POTENCIA(1+C11;B11). Ahora, lo señalas y lo arrastras hasta D15. 



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 2: Proporcionalidad  Autores: Nieves Zuasti y Álvaro Garmendia 

     Revisor: Javier Rodrigo y María Molero 

www.apuntesmareaverde.org.es    Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

73  Proporcionalidad. 4ºA de ESO
Para calcular C  ∙  (1 +  r)n,  en  la  columna E,  sólo  tenemos que multiplicar A11*D11. Queremos dejar 

invariante  el  capital  inicial,  para  decírselo  a  Excel,  que  no  nos  lo  cambie,  escribimos:  =$A$11*D11  y 
arrastramos  hasta  la  fila  E15. 
    Proporcionalidad en áreas y volúmenes 

Al  aumentar  el  lado  de  un  cuadrado  al  doble,  su 
superficie  queda  multiplicada  por  4.  Al  multiplicar 
por 3 el lado, el área se multiplica por 9.  

     

     

     

Al aumentar el lado de un cubo al 
doble,  su  volumen  queda 
multiplicado  por  8.  Al multiplicar 
por  3  el  lado,  el  volumen  se 
multiplica por 27.  

En  general,  si  hacemos  un  cambio  de  escala  de 
factor  de  proporcionalidad  k,  el  área  tiene  un 
factor de proporcionalidad k2, y el volumen k3. 

Utiliza esta observación para resolver los siguientes problemas: 

La torre Eiffel de París mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de 
kilos. Está construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha 
torre,  también  de  hierro,  que  pese  sólo  un  kilo,  ¿qué  altura  tendrá?  ¿Será 
mayor o menor que un lápiz? 

Antes de empezar a calcular, da tu opinión.

Ayuda: k3 = 8 000 000/1  luego k = 200. Si  la Torre Eiffel mide 300 metros de altura, nuestra 
torre medirá 300/200 = 1.5 m. ¡Metro y medio! ¡Mucho más que un lápiz! 

1. En una pizzería la pizza de 20 cm de diámetro vale 3 euros y la de 
40 cm vale 6 euros. ¿Cuál tiene mejor precio? 

2. Vemos  en  el mercado  una merluza  de  40  cm  que  pesa  un  kilo. 
Nos parece un poco pequeña y pedimos otra un poco mayor, que 
resulta pesar 2 kilos. ¿Cuánto medirá? 

3. En un día frío un padre y un hijo pequeño van exactamente igual 
abrigados, ¿Cuál de los dos tendrá más frío?  
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RESUMEN 

CONCEPTO  DEFINICIÓN EJEMPLOS

Proporcionalidad 

directa 

Dos  magnitudes  son  directamente  proporcionales 
cuando  al  multiplicar  o  dividir  a  la  primera  por  un 
número, la segunda queda multiplicada o dividida por 
el mismo número. 

La  función  de  proporcionalidad  directa  es  una  recta 
que  pasa  por  el  origen:  y  =  kx.  La  pendiente  de  la 
recta, k, es la razón de proporcionalidad directa. 

Para empapelar 300 m2

hemos utilizado 24 rollos de 

papel, si ahora la superficie es 

de 104 m2, necesitaremos  

8.32 rollos, pues k = 300/24 = 

12.5, y = 12.5x, por lo que x = 

104/12.5 = 8.32 rollos. 

Proporcionalidad 

inversa 

Dos  magnitudes  son  inversamente  proporcionales 
cuando  al  multiplicar  o  dividir  a  la  primera  por  un 
número, la segunda queda dividida o multiplicada por 
el mismo número. 

La función de proporcionalidad inversa es la hipérbola 
y  =  k’/x.    Por  tanto  la  razón  de  proporcionalidad 
inversa k´ es el producto de cada par de magnitudes: 
k’ = a ∙ b = a´∙ b´. 

Dos  personas pintan una 

vivienda en 4 días. Para pintar 

la misma vivienda, 4 personas 

tardarán: k’ = 8, y = 8/x, por lo 

que tardarán 2 días. 

Porcentajes   Razón con denominador 100.  El 87 % de 2 400 es  
଼଻൉ଶ ସ଴଴

ଵ଴଴
= 2 088 

Escalas  La  escala  es  la  proporción  entre  las  medidas  del 
dibujo y las medidas en la realidad. 

A escala 1:50000, 35 cm son 

17.5 km en la realidad. 

Reparto proporcional directo

Repartir directamente a 6, 10 y 14, 105 000 € 

6 + 10 + 14 = 30 

105 000 : 30 = 3 500 

6 ∙ 3 500 = 21 000 € 

10 ∙3 500 = 35 000 € 

14 ∙ 3 500 = 49 000 € 

Reparto proporcional inverso 

Repartir 5670 inversamente a 3, 5 y 6 

1/3 + 1/5 + 1/6 = 
30

5610   = 
30
21  

5 670 : 21 = 270      

270 ∙ 10 = 2 700 

270 ∙ 6 = 1 620       

270 ∙ 5 = 1 350 

Mezclas y 

aleaciones 

Mezclar  distintas  cantidades  de  productos,  de 
distintos precios.  

La ley de una aleación es la relación entre el peso del 
metal más valioso y el peso total. 

Una joya que pesa 245 g y 

contiene 195 g de plata, su 

ley es:  
245
195

 = 0.795 

Interés simple y 

compuesto 

El interés es el beneficio que se obtiene al depositar 
un  capital  en  una  entidad  financiera  a  un 
determinado tanto por ciento durante un tiempo 

C = 3 600; r = 4.3 %; t = 8 años

I = 
ଷ ଺଴଴⋅ସ.ଷ⋅଼

ଵ଴଴
= 1 238.4 € 
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 
1. Copia en tu cuaderno, calcula la razón de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad 

directa: 

litros  8.35    0.75  1.5   

euros    14  2.25    8 

 
2. Estima cuántas personas caben de pie en un metro cuadrado. Ha habido una fiesta y se ha llenado 

completamente un local de 400 m2, ¿cuántas personas estimas que han ido a esa fiesta? 

3. Cada  semana  pagamos  48  €  en  transporte.  ¿Cuánto  gastaremos  durante  el 
mes de febrero? 

4. Con 85 € hemos pagado 15 m de tela, ¿cuánto nos costarán 23 m de la misma 
tela? 

5. Para tapizar cinco sillas he utilizado 0.6 m de tela, ¿cuántas sillas podré tapizar 
con la pieza completa de 10 m? 

6. Un  camión  ha  transportado  en  2  viajes  300  sacos  de  patatas  de  25  kg  cada 
uno.  ¿Cuántos  viajes  serán  necesarios  para  transportar  950  sacos  de  30  kg 
cada uno? 

7. Una edición de 400  libros de 300 páginas cada uno alcanza un peso total de 
100 kg. ¿Cuántos kg pesará otra edición de 700 libros de 140 páginas cada uno? 

8. Sabiendo que  la  razón de proporcionalidad directa es k = 1.8,  copia en  tu  cuaderno y  completa  la 
siguiente tabla: 

Magnitud A  15.9      0.01   

Magnitud B    6  0.1    10 

9. El modelo de teléfono móvil  que costaba 285 € + IVA está ahora con un 15 % de descuento. ¿Cuál es 
su precio rebajado? (IVA 21 %) 

10. Por retrasarse en el pago de una deuda de 1 500 €, una persona debe pagar un recargo del 12 %. 
¿Cuánto tiene que devolver en total? 

11. Si un litro de leche de 0.85 € aumenta su precio en un 12 %, ¿cuánto vale ahora? 

12. ¿Qué tanto por ciento de descuento se ha aplicado en una factura de 
1 900 € si finalmente se pagaron 1 200 €? 

13. Si unas zapatillas de 60 € se rebajan un 15 %, ¿cuál es el valor final? 

14. Al comprar un televisor he obtenido un 22 % de descuento, por lo que 
al  final  he  pagado  483.60  €,  ¿cuál  era  el  precio  del  televisor  sin 
descuento? 

15. Luis  compró una  camiseta que estaba  rebajada un 20 % y pagó por ella 20 €.  ¿Cuál  era  su precio 
original? 

16. Por liquidar una deuda de 35 000 € antes de lo previsto, una persona paga finalmente 30 800 €, ¿qué 
porcentaje de su deuda se ha ahorrado? 
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17. El precio de un viaje se anuncia a 500 € IVA incluido. ¿Cuál era el precio sin IVA? (IVA 21 %) 

18. ¿Qué incremento porcentual se ha efectuado sobre un artículo que antes valía 25 € y ahora se paga a 
29 €? 

19. Un balneario  recibió 10 mil  clientes en el mes de  julio y 12 mil en agosto. ¿Cuál es el  incremento 
porcentual de clientes de julio a agosto? 

20. Un  mapa  está  dibujado  a  escala  1  :  800000.  La  distancia  real  entre  dos 
ciudades es 200 km. ¿Cuál es su distancia en el mapa? 

21. La distancia entre Oviedo y Coruña es de 340 km. Si en el mapa están a 12 cm, 
¿cuál es la escala a la que está dibujado? 

22. Interpreta la siguiente escala gráfica y calcula la distancia en la realidad para 21 cm.  

       

            0        3            6             9         12 km 
 

23. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla: 

Tamaño en el dibujo  Tamaño real  Escala 

20 cm largo y 5 cm de ancho    1 : 25000 

10 cm  15 km   

  450 m  1 : 30000 

24. Copia en tu cuaderno, calcula la razón de proporcionalidad inversa y completa la tabla: 

Magnitud A  8  7.5    3.5   

Magnitud B    12  0.15    10 

25. Determina si las siguientes magnitudes se encuentran en proporción directa, inversa o en ninguna de 
ellas: 

a) Velocidad a la que circula un coche y espacio que recorre. 

b) Dinero que tienes para gastar y bolsas de almendras que puedes comprar. 

c) Talla de zapatos y precio de los mismos. 

d) Número de miembros de una familia y litros de leche que consumen. 

e) Número de entradas vendidas para un concierto y dinero recaudado. 

f) Números de grifos que llenan una piscina y tiempo que esta tarda en llenarse. 

g) Edad de una persona y estatura que tiene. 

h) Número  de  trabajadores  y  tiempo  que  tardan  en  hacer 
una valla. 

i) Edad de una persona y número de amigos que tiene. 

26. ¿Qué  velocidad  debería  llevar  un  automóvil  para  recorrer  en  4 
horas  cierta  distancia,  si  a  80  km/h  ha  tardado  5  horas  y  15 
minutos? 
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27. La  razón  de  proporcionalidad  inversa  entre  A  y  B  es  5.  Copia  en  tu  cuaderno  y  completa  la  tabla 

siguiente: 

A  20    7    10.8 

B    0.05    0.3   

 

28. En la granja se hace el pedido de forraje para alimentar a 240 cerdos durante 9 semanas. Si vende 60 
cerdos,  ¿cuántas  semanas  le  durará  el  forraje?  ¿Y  si  en  lugar  de 
vender, compra  treinta cerdos? ¿Y si decide  rebajar  la  ración una 
cuarta parte con los 240 cerdos? 

29. Un granjero con 65 gallinas tiene maíz para alimentarlas 25 días. Si 
vende 20 gallinas, ¿Cuántos días podrá alimentar a las restantes? 

30. Con  15  paquetes  de  4  kg  cada  uno  pueden  comer  150  gallinas 
diariamente.  Si  los  paquetes  fueran  de  2.7  kg,  ¿cuántos 
necesitaríamos para dar de comer a las mismas gallinas? 

31. Determina si las dos magnitudes son directa o inversamente proporcionales y completa la tabla en tu 
cuaderno: 

A  24  8  0.4  6    50 

B  3  9  180    20   

 

32. Si la jornada laboral es de 8 horas necesitamos a 20 operarios para realizar un trabajo. Si rebajamos 
la jornada en media hora diaria, ¿cuántos operarios serán necesarios para realizar el mismo trabajo?  

33. En  un  almacén  se  guardan  reservas  de  comida  para  100 
personas  durante  20  días  con  3  raciones  diarias,  ¿cuántos  días 
duraría la misma comida para 75 personas con 2 raciones diarias? 

34. Si 15 operarios instalan 2 500 m de valla en 7 días. ¿Cuántos 
días tardarán 12 operarios en instalar 5 250 m de valla? 

35. En un concurso el premio de 168 000 € se reparte de forma 
directamente  proporcional  a  los  puntos  conseguidos.  Los  tres 
finalistas  consiguieron  120,  78  y  42  puntos.  ¿Cuántos  euros 
recibirán cada uno? 

36. Repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160, 
140, 120. 

37. Un trabajo se paga a 3 120 €. Tres operarios lo realizan  aportando 
el  primero  22  jornadas,  el  segundo  16  jornadas  y  el  tercero  14 
jornadas. ¿Cuánto recibirá cada uno? 

38. Repartir 4350 en partes inversamente proporcionales a 18, 30, 45. 

39. Mezclamos 3 kg de almendras a 14 €/kg, 1.5 kg de nueces a 6 €/kg, 
1.75  kg  de  castañas  8  €/kg.  Calcula  el  precio  final  del  paquete de 
250 g de mezcla de frutos secos.  

 

 

 

 

ESCOGE UNA BUENA 
NOTACIÓN 
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40. Calcula el precio del litro de zumo que se consigue mezclando 8 litros de zumo de piña a 2.5 €/l, 15 

litros de zumo de naranja a 1.6 €/l y 5 litros de zumo de uva a 1.2 €/l. ¿A cuánto debe venderse una 
botella de litro y medio si se le aplica un aumento del 40 % sobre el precio de coste? 

41. Para conseguir un tipo de pintura se mezclan tres productos 5 kg del producto X a 18 €/kg, 19 kg del 
producto Y a 4.2 €/kg y 12 kg del producto Z a 8 €/kg. Calcula el precio del kg de mezcla. 

42. Cinco personas comparten un microbús para realizar distintos trayectos. El coste total es de 157.5 € 
más 20 € de suplemento por servicio nocturno. Los kilómetros recorridos por cada pasajero fueron 3, 
5,  7,  8  y  12  respectivamente.  ¿Cuánto  debe  abonar  cada 
uno? 

43. Se  ha  decidido  penalizar  a  las  empresas  que  más 
contaminan.  Para  ello  se  reparten  2 350 000  €  para 
subvencionar a tres empresas que presentan un 12 %, 9 % y 
15  %  de  grado  de  contaminación.  ¿Cuánto  recibirá  cada 
una? 

44. Un  lingote  de  oro  pesa  340  g  y  contiene  280.5  g  de  oro 
puro. ¿Cuál es su ley? 

45. ¿Cuántos gramos de oro contiene una joya de 0.900 de ley, 
que se ha formado con una aleación de 60 g de 0.950 de ley y 20 g de 0.750 de ley? 

46. ¿Qué capital hay que depositar al 3.5 % de rédito en 5 años para obtener un interés simple de 810 €? 

47. ¿Cuál es el capital final que se recibirá por depositar 25 400 € al 1.4 % en 10 años? 

48. ¿Cuántos meses debe depositarse un capital de 74 500 € al 
3 % para obtener un interés de 2 980 €? 

49. Al 3 % de interés compuesto, un capital se ha convertido en 
63 338.5 €. ¿De qué capital se trata? 

50. En la construcción de un puente de 850 m se han utilizado 
150  vigas,  pero  el  ingeniero  no  está muy  seguro  y  decide 
reforzar  la  obra  añadiendo  50  vigas  más.  Si  las  vigas  se 
colocan  uniformemente  a  lo  largo  de  todo  el  puente,  ¿a 
qué distancia se colocarán las vigas? 

51. En  un  colegio  de  primaria  se  convoca  un  concurso  de 
ortografía en el que se dan varios premios. El total que se reparte entre los premiados es 500 €. Los 
alumnos  que  no  han  cometido  ninguna  falta  reciben  150  €,  y  el  resto  se  distribuye  de  manera 
inversamente proporcional al número de faltas. Hay dos alumnos que no han tenido ninguna falta, 
uno ha tenido una falta, otro dos faltas y el último ha tenido cuatro faltas, ¿cuánto recibirá cada uno? 
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AUTOEVALUACIÓN 
1. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad directa son: 

A  10  0.25    0.1  100 

B    50  5     

a) 2 000; 0.025; 20; 20 000    b) 2 000; 0.25; 2; 20 000   c) 1 000; 0.025; 10; 10 000 

2.  Con 500 € pagamos los gastos de gas durante 10 meses. En 36 meses pagaremos: 

a) 2 000 €     b) 1 900 €     c) 1 800 €   d) 1 500 €. 

3. Un artículo que costaba 2 000 € se ha rebajado a 1 750 €. El porcentaje de rebaja aplicado es: 

a) 10 %     b) 12.5 %     c) 15.625 %     d) 11.75 % 

4.  Para envasar 510 litros de agua utilizamos botellas de litro y medio. ¿Cuántas botellas necesitaremos 
si queremos utilizar envases de tres cuartos de litro? 

a) 590 botellas     b) 700 botellas     c) 650 botellas     d) 680 botellas 

5.  Los valores que completan la tabla de proporcionalidad inversa son: 

 

 

 

a) 40; 200; 11.5; 1000   b) 11; 200; 20; 300   c) 11; 220; 10; 1100     d) 40; 220; 10; 500   

6. Tres agricultores  se  reparten  los  kilogramos de  la  cosecha de  forma proporcional  al  tamaño de  sus 
parcelas. La mayor, que mide 15 ha recibido 30 toneladas, la segunda es de 12 ha y la tercera de 10 ha 
recibirán: 

    a) 24 t y 20 t     b) 20 t y 24 t     c) 24 t y 18 t     d) 25 t y 20 t 
 
7.  La escala a la que se ha dibujado un mapa en el que 2.7 cm equivalen a 0.81 km es: 
 

a) 1 : 34000     b) 1 : 3000     c) 1 : 30000     d) 1 : 300 
 
8.  Con 4 rollos de papel de 5 m de  largo, puedo forrar 32  libros. ¿Cuántos rollos necesitaremos para 

forrar 16 libros si ahora los rollos de papel son de 2 m de largo? 

a) 3 rollos     b) 5 rollos     c) 4 rollos     d) 2 rollos 

9.  El precio final del kg de mezcla de 5 kg de harina clase A, a 1.2 €/kg, 2.8 kg clase B a 0.85 €/kg y 4 kg 
clase C a 1 €/kg es: 

a) 1.12 €    b) 0.98 €    c) 1.03 €     d) 1.05 € 

10. La ley de una aleación es 0.855. Si el peso de la joya es 304 g, la cantidad de metal precioso es: 

a) 259.92 g     b) 255.4 g     c) 248.9 g     d) 306 g 

A  5.5  10    11   

B  20    0.5    0.1 
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4.1. FACTORIZACIÓN DE UN POLINOMIO  

4.2. RAÍCES DE UN POLINOMIO 

4.3. REGLA DE RUFFINI. TEOREMA DEL RESTO 
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4.6. PRODUCTOS NOTABLES DE POLINOMIOS  

 

Resumen 
En Babilonia ya utilizaban el Álgebra, pero los egipcios y los griegos la trataban utilizando la Geometría. 
Los árabes recogieron el saber antiguo de Oriente y Occidente y trajeron el Álgebra a Europa. La palabra 
“álgebra” en árabe significa “restaurar” y en el Quijote aparecen algebristas que restauraban los huesos 
rotos. En el siglo XIII, Fibonacci, (Leonardo de Pisa) viajó y contactó con matemáticos árabes e hindúes. 
Su libro, Liber abaci, puede ser considerado el primer libro de Álgebra europeo. En el Renacimiento 
italiano ya hubo grandes algebristas que se ocupaban, principalmente, de la resolución de ecuaciones. 

Luego, el punto de vista cambió. El Álgebra Moderna se ocupa de las estructuras algebraicas, que viene 
a ser el encontrar las propiedades comunes que puedan tener distintos conjuntos, como por ejemplo, 
encontrar similitudes entre los números enteros, que ya conoces, y los polinomios que vamos a trabajar 
en este capítulo. 

Hoy los ordenadores son capaces de trabajar con expresiones algebraicas.  
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1. INTRODUCCIÓN. EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
1.1. Introducción 
No hace falta imaginar situaciones rebuscadas para que, a la hora de realizar un razonamiento, nos 
topemos con alguna de las cuatro operaciones matemáticas básicas: suma, resta, multiplicación o 
división.  

 

Ejemplos: 

 Ana, Antonio y Eduardo han realizado un viaje, y a la vuelta han sumado 
los gastos efectuados que ascienden a 522 €. El gasto realizado por cada 

uno ha sido de 
3

522  €, es decir, 174 €.  

 Si vamos a comprar manzanas a una frutería en la que el precio 
de un kilogramo es de 1.3 €, resulta habitual que, según vamos 
colocando la fruta en la balanza, vaya indicando el importe final. Para 
ello realiza la operación: 1.3 ∙ x, donde x  es la cantidad de kilogramos 
que nos ha indicado la balanza. Después de cada pesada, el resultado 
de esa multiplicación refleja el importe de las manzanas que, en ese 
momento, contiene la bolsa.  

 Recuerdas la fórmula del Interés: I = 
100
Crt

, donde I es el interés que se recibe al colocar un capital 

C, con un rédito r, durante un número de años t.  
 Supongamos que tenemos un contrato con una compañía de telefonía móvil por el que 

pagamos 5 céntimos de euro por minuto, así como 12 céntimos por establecimiento de llamada. 
Con esa tarifa, una llamada de 3 minutos nos costará: 

(0.05 ⋅ 3) + 0.12 = 0.15 + 0.12 = 0.27  € 

Pero ¿cuál es el precio de una llamada cualquiera? Como 
desconocemos su duración, nos encontramos con una cantidad no 
determinada, o indeterminada, por lo que en cualquier respuesta 
que demos a la pregunta anterior se apreciará la ausencia de ese 
dato concreto. Podemos decir que el coste de una llamada 
cualquiera es 

(0.05 ⋅ 𝑥𝑥) + 0.12 = 0.05 ⋅ 𝑥𝑥 + 0.12  euros 

donde x  señala su duración, en minutos. 
 Para calcular el valor del perímetro de un rectángulo de lados a y b se utiliza la expresión:  

2 ⋅ a + 2 ⋅ b 

 La expresión algebraica que nos representa el producto de los cuadrados de dos números 
cualesquiera x e y se simboliza por x2 ⋅ y2. 
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Actividades propuestas 
1. A finales de cada mes la empresa de telefonía móvil nos proporciona la 

factura mensual. En ella aparece mucha información, en particular, el 
número total de llamadas realizadas (N) así como la cantidad total de 
minutos de conversación (M). Con los datos del anterior ejemplo, 
justifica que el importe de las llamadas efectuadas durante ese mes es:  

(0.05 ⋅ 𝑀𝑀) + (0.12 ⋅ 𝑁𝑁) = 0.05 ⋅ 𝑀𝑀 + 0.12 ⋅ 𝑁𝑁  € 

Ejemplo: 

 Es bien conocida la fórmula del área de un triángulo de base b y altura 
asociada h: 

2
hbA ⋅

=  

En todos estos ejemplos han surgido expresiones algebraicas.   

1.2. Expresiones algebraicas 
Llamaremos expresión algebraica a cualquier expresión matemática que se construya con números 
reales, letras y las operaciones matemáticas básicas: suma, resta, multiplicación y/o división.  

En una expresión algebraica puede haber datos no concretados; unas veces deberemos obtener los 
valores que “resuelven” la expresión, y en otras, como la fórmula del área del triángulo, se verifican 
para cualquier valor. Según el contexto, recibirán el nombre de variable, indeterminada, parámetro, 
incógnita, entre otros.  

Si en una expresión algebraica no hay variables, dicha expresión no es más que un número real. 

Al fijar un valor concreto para cada indeterminada de una expresión algebraica aparece un número real: 
el valor numérico de esa expresión algebraica para tales valores de las indeterminadas. 

El valor numérico de una expresión algebraica es el que se obtiene al sustituir las letras de esa 
expresión por determinados valores. 

Ejemplo: 

 El volumen de un cilindro viene dado por la expresión algebraica 
hr ⋅⋅ 2π  

en la que r es el radio del círculo base y h es su altura. De este modo, 
el volumen de un cilindro cuya base tiene un radio de 10 cm y de 
altura 15 cm es igual a:  𝜋𝜋 ⋅ 102 ⋅ 15 = 1 500 ⋅ 𝜋𝜋 𝑐𝑐𝑚𝑚3 

 El valor de la expresión 2a + 5 para el caso concreto de a igual a 3 lo 
calculamos sustituyendo a por 3. Así resulta 2 ⋅ 3 + 5 = 11, y se dice que el valor numérico de 
2a + 5 para a = 3 es 11. 

 Si en la expresión  
z

yxx 6
2

7 3 −⋅++  particularizamos las tres variables con los valores  4=x , 

1−=y , 
2
1

=z   surge el número real  

712427
2/1

6)1(4
2
47 3 −=−−+=−−⋅++
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En una expresión algebraica puede no tener sentido otorgar algún valor a cierta indeterminada. En 
efecto, en el último ejemplo no es posible hacer 0=z . 

 

Actividades propuestas 
2. Escribe la expresión algebraica que nos proporciona el área de un círculo. 

3. Escribe en lenguaje algebraico los siguientes enunciados, referidos a dos 
números cualesquiera: x e y:  

a) La mitad del opuesto de su suma. 

b) La suma de sus cubos. 

c) El cubo de su suma. 

d) El inverso de su suma. 

e) La suma de sus inversos. 

4.  Traduce a un enunciado en lenguaje natural las siguientes expresiones algebraicas: 

a) 3x + 4   b) x/3 − x3    c) (x3 + y3 + z3)/3   d) (x2 − y2) / (x − y)2 

5. Una tienda de ropa anuncia en sus escaparates que está de rebajas y que todos sus artículos están 
rebajados un 15 % sobre el precio impreso en cada etiqueta. Escribe lo que pagaremos por una 
prenda en función de lo que aparece en su etiqueta.  

6. El anterior comercio, en los últimos días del periodo de rebajas, 
desea deshacerse de sus existencias y para ello ha decidido aumentar el 
descuento. Mantiene el 15 % para la compra de una única prenda y, a 
partir de la segunda, el descuento total aumenta un 5 % por cada nueva 
pieza de ropa, hasta un máximo de 10 artículos. Analiza cuánto pagaremos 
al realizar una compra en función de la suma total de las cantidades que 
figuran en las etiquetas y del número de artículos que se adquieran.  

7. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para el valor o los valores que se 
indican: 

a) x2 + 7x − 12 para x = 0. 

b) (a + b)2 − (a2 + b2) para a = −3 y b = 4. 

c) a2 − 5a + 2 para a = −1. 

8. Indica en cada caso el valor numérico de la siguiente expresión: 10x + 20y + 30z 

a) x = 1, y = 2, z = 1. 

b) x = 2, y = 0, z = 5. 

c) x = 0, y = 1, z = 0. 
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2. POLINOMIOS. SUMA Y PRODUCTO 
2.1. Monomios. Polinomios 
Unas expresiones algebraicas de gran utilidad son los polinomios, cuya versión más simple y, a la vez, 
generadora de ellos son los monomios.  

Un monomio viene dado por el producto de números reales y variables (o indeterminadas). 
Llamaremos coeficiente de un monomio al número real que multiplica a la parte literal, indeterminada 
o indeterminadas.  

Ejemplos: 

 La expresión que nos proporciona el doble de una cantidad, 2∙x, es un monomio con una única 
variable, x, y coeficiente 2. 

 El volumen de un cilindro, hr ⋅⋅ 2π , es un monomio con dos indeterminadas, r  y h , y 
coeficiente .π  Su parte literal es hr ⋅2 . 

 Otros monomios: 32

7
4 yx ⋅⋅ , zyx ⋅⋅⋅⋅ 225   

 La expresión 7xy2 + 3xy + 2x está formada por tres términos, tres monomios, cada uno tiene un 
coeficiente y una parte literal: 

En el primero, 7xy2, el coeficiente es 7 y la parte literal x y2. 

El segundo, 3xy, tiene por coeficiente 3 y parte literal x∙y.  

Y en el tercero, 2x, el coeficiente es 2 y la parte literal x. 

Dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal. 

Por ejemplo: 

 Son monomios semejantes: 7xy3 y 3xy3. 

Atendiendo al exponente de la variable, o variables, adjudicaremos un grado a cada monomio con 
arreglo al siguiente criterio: 

 Cuando haya una única indeterminada, el grado del monomio será el exponente de su 
indeterminada. 

 Si aparecen varias indeterminadas, el grado del monomio será la suma de los exponentes de 
esas indeterminadas. 

Ejemplos: 

 3∙x es un monomio de grado 1 en la variable x. 

 hr ⋅⋅ 2π  es un monomio de grado 3 en las indeterminadas r  y h . 

 32

7
4 yx ⋅⋅   es un monomio de grado 5 en x  e y . 

 zyx ⋅⋅⋅⋅ 225   es un monomio de grado 4 en x , y  y z . 

Un número real puede ser considerado como un monomio de grado 0.   
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Actividades propuestas 
9. Indica el coeficiente y la parte literal de los siguientes monomios: 

a) (3/2)x2y3   b) (1/2)a27b4c   c) (2x5z9c)/2 

 

Un polinomio es una expresión construida a partir de la suma de monomios.  

El grado de un polinomio vendrá dado por el mayor grado de sus monomios.  
Ejemplos: 

 27
5
1 32 +⋅−⋅ xx  es un polinomio de grado 3 en la variable x . 

 xxy ⋅+⋅+⋅− 283 24  es un polinomio de grado 4 en las indeterminadas x  e y . 

 232 374 yyx ⋅+−⋅⋅  es un polinomio de grado 5 en x  e y . 

 zyx ⋅+⋅− 62  es un polinomio de grado 1 en x , y  y z . 

El aspecto genérico de un polinomio en la variable x  es 

01
2

2
1

1 ...... axaxaxaxa n
n

n
n +++++ −

−  
donde los coeficientes ka  son números reales. 

Diremos que un polinomio es mónico cuando el coeficiente de su término de mayor grado es igual a 1. 

Un polinomio está ordenado si sus monomios están escritos de menor a mayor grado o viceversa. 

Un polinomio es completo si están los monomios de todos los grados, sin coeficientes nulos. 

Ejemplos: 

 23
4
18 24 ++− xx  es un polinomio de grado 4 en la variable x . Está ordenado y no es completo. 

 947 3 −+ yy  es un polinomio de grado 3 en la indeterminada y . Está ordenado y no es 
completo. 

 862 +− zz  es un polinomio de grado 2 en z . Además, es un polinomio mónico, ordenado y 
completo. 

 25 +x  es un polinomio de grado 1 en x . Además, es un polinomio ordenado y completo. 

Como ocurre con cualquier expresión algebraica, si fijamos, o escogemos, un valor concreto para la 
variable de un polinomio aparece un número real: el valor numérico del polinomio para ese valor 
determinado de la variable. Si hemos llamado p  a un polinomio, a la evaluación de p  en, por ejemplo, 
el número 3−  la denotamos por )3(−p , y leemos “p de menos tres” o “p en menos tres”. Con este 
criterio, si p  es un polinomio cuya indeterminada es la variable x , podemos referirnos a él como p  o 

)(xp  indistintamente. De esta forma apreciamos que un polinomio puede ser entendido como una 
manera concreta de asignar a cada número real otro número real. En ese caso a y = )(xp  decimos que 
es una función polinómica. 
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Ejemplos: 

 Si evaluamos el polinomio 2
5
13 24 ++−≡ xxp  en 5=x  nos encontramos con el número  

𝑝𝑝(5) = −3 ⋅ 54 +
1
5
⋅ 52 + 2 = −3 ⋅ 625 + 5 + 2 = −1 875 + 7 = −1 868 

 El valor del polinomio 734)( 3 −+= yyyq  para 1−=y  es 

1410473)1(47)1(3)1(4)1( 3 −=−−=−−−⋅=−−⋅+−⋅=−q  

 Al particularizar el polinomio 1232 +−≡ zzr  en 0=z  resulta el número 12)0( =r . 

 

2.2. Suma de polinomios 
Como un polinomio es una suma de monomios, la suma de dos polinomios es otro polinomio. A la hora 
de sumar dos polinomios, con la misma indeterminada, procederemos a sumar los monomios de igual 
parte literal. 

 

Ejemplos: 

 La suma de los polinomios 2
5
13 24 ++− xx  y 654 24 −−+− xxx  es el polinomio 

45
5
214)62(54

5
1)13(

)62(54
5
1)3()654(2

5
13

2424

22442424

)(

)()(

−−+−=−+−⋅++⋅−−=

=−+−++−−=−−+−+++−

xxxxxx

xxxxxxxxxx
 

 66)71()43()5()74()135( 22222 −+=−++−++=−+++− xxxxxxxxxx  

 142)4()12( 3443 +++−=+−++ xxxxxx  

 11)2()9( 33 =+−++ xx  

 3xy + 5xy + 2x = 8xy + 2x 

 5abx2 + 3abx – 2abx2 – 4abx + 3abx2 = (5abx2 – 2abx2 + 3abx2) + (3abx – 4abx) = 6 abx2 – abx 

 

En el siguiente ejemplo sumaremos dos polinomios disponiéndolos, adecuadamente, uno sobre otro. 

Ejemplo: 

22523

63547
4524

345

235

2345

−−++−

−−++−+

++−++

xxxx

xxxx
xxxxx
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Propiedades de la suma de polinomios  
Propiedad conmutativa. Si p y q son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la 
hora de sumarlos: 

pqqp +≡+
 

Ejemplo: 

855)17()32()4()13()724( 23223232 +−+−=++−−+++−=+−+−++− xxxxxxxxxxxxx  

855)71()23()4()724()13( 23223223 +−+−=++−−+++−=+−++−+− xxxxxxxxxxxxx  

 

Propiedad asociativa. Nos señala cómo se pueden sumar tres o más polinomios. Basta hacerlo 
agrupándolos de dos en dos: 

)()( rqprqp ++≡++  

 

Ejemplo: 

245)6()855(
)6()13724()6()13()724(

2323

232232

+−+−=−++−+−=

=−++−+−+−=−++−+−++−

xxxxxxx
xxxxxxxxxxxx  

También: 

245)52()724(
)613()724()6()13()724(

23232

232232

+−+−=−−+−++−=

=−++−+−++−=−++−+−++−

xxxxxxxx
xxxxxxxxxxxx  

 

Actividades propuestas 
10. Realiza las siguientes sumas de polinomios: 

• )3233()243()22( 2322 −+−++−−+− xxxxxxx  

• )623()564()432(2 3234 +−++−−+−++− xxxxxxx  

11. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas: 

a) 3x −4 − (3x + 2) + 4x    b) 3(x2 −4x + 6) − (x2 − 6x + 5) 

c) (−3)(2a + 4b) − (2b − 3a)   d) 4(2a2 − 2ab + 2b2) − (3a2 −4ab) 

 

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: el resultado de sumarlo con 
cualquier otro siempre es este último. Se trata del polinomio dado por el número 0, el polinomio cero. 

 

Ejemplo: 

7370)737()737(0 333 ++−=+++−=++−+ xxxxxx  
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Elemento opuesto. Cada polinomio tiene asociado otro, al que llamaremos su polinomio opuesto, tal 
que la suma de ambos es igual al polinomio cero. Alcanzamos el polinomio opuesto de uno dado, 
simplemente, cambiando el signo de cada monomio. 

 

Ejemplo: 

 El polinomio opuesto de 722 34 −++−≡ xxxp  es 722 34 +−− xxx , al que denotaremos como 
"" p− . Ratifiquemos que su suma es el polinomio cero: 

0)77()22()()22()722()722( 33443434 =+−+−+−++−=+−−+−++− xxxxxxxxxxxx  

 

Actividades propuestas 
12. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:  

a) 25264 234 −+++ xxxx  

b) x9  

c) 24 42 xx +−   

13. Considera los polinomios 362 3 +−−≡ xxp , 922 2 ++≡ xxq , así como el polinomio suma qps +≡ . 
Halla los valores que adopta cada uno de ellos para 2−=x , es decir, calcula )2(−p , )2(−q  y )2(−s . 
Estudia si existe alguna relación entre esos tres valores.    

14. Obtén el valor del polinomio 362 3 +−−≡ xxp en 3=x . ¿Qué valor toma el polinomio opuesto de 
p  en 3=x ?  

 

2.3. Producto de polinomios

 

Otra operación que podemos realizar con polinomios es la multiplicación.  

El resultado del producto de polinomios siempre será otro polinomio. Aunque en un polinomio 
tenemos una indeterminada, o variable, como ella toma valores en los números reales, a la hora de 
multiplicar polinomios utilizaremos las propiedades de la suma y el producto de los números reales, en 
particular la propiedad distributiva del producto respecto de la suma; así, todo queda en función del 
producto de monomios, cuestión que resolvemos con facilidad: 

mnmn abxbxax +=⋅  
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Ejemplos: 

 64242 102)5(2)5( xxxx −=⋅⋅−=⋅− +  

 333 20)4(5)4(5 xxx −=⋅−⋅=−⋅  

 234222222 18126)63()43()23()642(3 xxxxxxxxxxx +−=⋅+⋅−⋅=+−⋅  

 xxxxxxxxxxx 262)2()1()2()3()2()()2()13( 2433 +−=−⋅−+−⋅+−⋅−=−⋅−+−  

 =++−+−−=−−⋅−+−−⋅=−−⋅− )1082()15123()54()2()54()3()54()23( 223222 xxxxxxxxxxxxx
 10714310)815()212(3 23223 +−−=++−+−−+= xxxxxxxx  

 xxxxxxxxxxxxxxx 1226)122()6()2()6()6()2()6( 23423433 +−−=+−+−=−⋅−+⋅−=−⋅−  

 

También podemos materializar el producto de polinomios tal y como multiplicamos números enteros: 

Ejemplo: 

41162

42
1236

42

13
42

2345

235

24

3

2

3

+−+−+−

++−

−−

++−

+−×

++−

xxxxx

xxx
xxx

xx

xx
xx

 

 

Recordemos que el polinomio opuesto de otro se obtiene simplemente cambiando el signo de cada 
monomio. Esta acción se corresponde con multiplicar por el número “ 1− ” el polinomio original. De esta 
forma el polinomio opuesto de p  es 

pp ⋅−≡− )1(  
En este momento aparece de manera natural la operación diferencia, o resta, de polinomios. La 
definimos con la ayuda del polinomio opuesto de uno dado: 

qpqpqp ⋅−+≡−+≡− )1()(  
Ejemplo: 

4382)62(3)35(2
)632()235()632()235(

2342234

23422342

−−−−=−+−−−+−=

=−−−++−−=+++−−+−−

xxxxxxxxx
xxxxxxxxxx
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Actividades propuestas 
15. Efectúa los siguientes productos de polinomios:  

a) )4()35( 23 xxx −⋅+−  

b) )54()23( 4 −−⋅+ xxx  

c) )4()223( 223 xxxxx −⋅−+   

d) )3236()1( 23 +−−⋅− xxx  

16. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:  

a) )2()3( 23 xxx −−+−  

b) )54()23( 4 −−−+ xxx  

c) )22()24( 232 xxxxx −+−−   

17. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un número de tal forma que surjan polinomios 
mónicos:  

a) xxx +− 23 23  

b) 524 4 −+− xx  

c) 622 −+− xx   

18. Calcula y simplifica los siguientes productos:   

a) 3x ⋅ (2x2 + 4x − 6)   b) (3x − 4) ⋅ (4x + 6) 

c) (2a2 − 5b) ⋅ (4b − 3a3)               d) (3a − 6) ⋅ (8 − 2a) ⋅ (9a − 2) 

 

Propiedades del producto de polinomios  
Propiedad conmutativa. Si p y q son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la 
hora de multiplicarlos: 

pqqp ⋅≡⋅
 

 

Ejemplo: 

2342334232323 7927722)(7)(2)()72( xxxxxxxxxxxxxxx −+−=−++−=+−⋅−+−⋅=+−⋅−  

23423342323 7927272)72()72()72()( xxxxxxxxxxxxxx −+−=−++−=−⋅+−⋅−=−⋅+−  
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Propiedad asociativa. Nos señala cómo se pueden multiplicar tres o más polinomios. Basta hacerlo 
agrupándolos de dos en dos:   )()( rqprqp ⋅⋅≡⋅⋅  

Ejemplo:  
( )

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxx

266184122266441212
)()26412()()13()24(

234563243546

32332

−++−−=−++−+−−=

=+−⋅−++−=+−⋅+−⋅−  

También:  
( )

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxx

266184122266441212
)33()24()()13()24(

234563243546

324232

−++−−=−++−+−−=

=+−−⋅−=+−⋅+−⋅−
 

Actividades propuestas 
19. Realiza los siguientes productos de polinomios: 

• 322 3)243( xxxx ⋅+−−⋅  

• )2()564()43( 2 xxxx −⋅+−−⋅−  

 Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: al multiplicarlo por cualquier otro 
siempre nos da éste último. Se trata del polinomio dado por el número 1, el polinomio unidad. 

Ejemplo:  3251)325()325(1 333 +−−=⋅+−−=+−−⋅ xxxxxx  

 Propiedad distributiva de la multiplicación respecto de la suma. Cuando en una multiplicación de 
polinomios uno de los factores viene dado como la suma de dos polinomios como, por ejemplo, 

( ))4()72()3( 32 xxxxx −++−⋅−  

tenemos dos opciones para conocer el resultado: 

a) realizar la suma y, después, multiplicar 

( ) ( )
xxxxxxxxxxx

xxxxxxxxx
7271837621183

76)3()4()72()3(
234524235

3232

−+−−=−+−+−=

=+−⋅−=−++−⋅−
 

b) distribuir, aplicar, la multiplicación a cada uno de los sumandos y, después, sumar: 

( )
xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx
727183)4123()72216(

)4()3()72()3()4()72()3(
23452435223

32232

−+−−=+−−+−++−=

=−⋅−++−⋅−=−++−⋅−
 

Comprobamos que obtenemos el mismo resultado. 

En general, la propiedad distributiva de la multiplicación respecto de la suma nos dice que 

( ) ( ) ( )rpqprqp ⋅+⋅≡+⋅
 Conviene comentar que la anterior propiedad distributiva leída en sentido contrario, de derecha a 

izquierda, es lo que comúnmente se denomina sacar factor común. 

Ejemplo:  2232345 2)1923(21846 xxxxxxxx ⋅+−−=+−−  

Actividades propuestas 
20. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algún factor que sea común a sus monomios: 

a) xxx 104020 23 +−−    b) 24 3060 xx −  
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3. DIVISIÓN DE POLINOMIOS 
3.1. Introducción a las fracciones polinómicas

 

Hasta este momento hemos estudiado la suma y el producto de polinomios. En cualquiera de los casos 
el resultado siempre es otro polinomio. Cuando establecemos una fracción polinómica como, por 
ejemplo, 

32
3

2

3

−+
−
xx

xx
 

lo que tenemos es una fracción algebraica, que en general, no es un polinomio. Sí aparece un 
polinomio en el caso particular en el que el denominador es un número real diferente de cero, esto es, 
un polinomio de grado 0.  

Es sencillo constatar que la expresión anterior no es un polinomio: cualquier polinomio puede ser 
evaluado en cualquier número real. Sin embargo, esa expresión no puede ser evaluada para 1=x , ya 
que nos quedaría el número 0 en el denominador. 

Podríamos creer que la siguiente fracción polinómica sí es un polinomio: 

352352352 2
2323

−+−=
−

++
−

=
−+− xx

x
x

x
x

x
x

x
xxx

 

La expresión de la derecha sí es un polinomio, pues se trata de una suma de monomios, pero la de la 
izquierda no lo es ya que no puede ser evaluada en 0=x . No obstante, esa fracción algebraica y el 
polinomio, cuando son evaluados en cualquier número diferente de cero, ofrecen el mismo valor. Son 
expresiones equivalentes cuando ambas tienen sentido. 

 

3.2. División de polinomios

 

Aunque, como hemos visto en el apartado anterior, una fracción polinómica, en general, no es un 
polinomio, vamos a adentrarnos en la división de polinomios pues es una cuestión importante y útil.  

Analicemos con detenimiento la división de dos números enteros positivos. Cuando dividimos dos 
números, D (dividendo) entre d (divisor, distinto de 0), surgen otros dos, el cociente (c) y el resto (r). 
Ellos se encuentran ligados por la llamada prueba de la división: 

rcdD +⋅=  

Alternativamente: 

d
rc

d
D

+=  

Además, decimos que la división es exacta cuando 0=r . 
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El conocido algoritmo de la división persigue encontrar un número entero, el cociente c, tal que el resto 
r sea un número menor que el divisor d, y mayor o igual que cero. Fijémonos en que, sin esta exigencia 
para el resto r, podemos escoger arbitrariamente un valor para el cociente c el cual nos suministra su 
valor asociado como resto r. En efecto, si tenemos como dividendo D = 673 y como divisor d = 12, “si 
queremos” que el cociente sea c = 48 su resto asociado es 

975766734812673 =−=⋅−=⋅−= cdDr  

y la conexión entre estos cuatro números es 

974812673 +⋅=  

Esta última “lectura” de la división de números enteros va a guiarnos a la hora de dividir dos 
polinomios.  

Dados dos polinomios )(xp  y )(xq , la división de )(xp , polinomio dividendo, entre )(xq , polinomio 
divisor, nos proporcionará otros dos polinomios, el polinomio cociente )(xc  y el polinomio resto )(xr . 
También aquí pesará una exigencia sobre el polinomio resto: su grado deberá ser menor que el grado 
del polinomio divisor. La relación entre los cuatro será, naturalmente, 

)()()()( xrxcxqxp +⋅=  

También escribiremos 

)(
)()(

)(
)(

xq
xrxc

xq
xp

+=  

aunque, en tal caso, seremos conscientes de las cautelas señaladas en el apartado anterior en cuanto a 
las equivalencias entre polinomios y otras expresiones algebraicas.  

Al igual que ocurre con el algoritmo de la división entera, el algoritmo de la división de polinomios 
consta de varias etapas, de carácter repetitivo, en cada una de las cuales aparecen unos polinomios 
cociente y resto “provisionales” de forma que el grado de esos polinomios resto va descendiendo hasta 
que nos topamos con uno cuyo grado es inferior al grado del polinomio divisor, lo que indica que hemos 
concluido. Veamos este procedimiento con un ejemplo concreto. 

 

División de polinomios SECUNDARIA matemáticas. Dividiremos un polinomio 
de quinto grado entre un polinomio de segundo grado. Al terminar 
obtendremos el resto y el cociente de la división. 

https://www.youtube.com/watch?v=inuImtZHQjo 
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Ejemplo: 

 Vamos a dividir el polinomio 2356)( 234 −+++= xxxxxp  entre el polinomio 32)( 2 +−= xxxq . 
Como el polinomio divisor, )(xq , es de grado 2, debemos encontrar dos polinomios, un 
polinomio cociente )(xc , y un polinomio resto )(xr  de grado 1 o 0, tales que  

)()()()( xrxcxqxp +⋅=  

o, como igualdad entre expresiones algebraicas,  

)(
)()(

)(
)(

xq
xrxc

xq
xp

+=  

A la vista de los polinomios )(xp  y )(xq , y de lo dicho sobre )(xr , es evidente que el grado del 
polinomio cociente, )(xc , ha de ser igual a 2. Vamos a obtenerlo monomio a monomio.  

 Primera aproximación a los polinomios cociente y resto: 

Para poder lograr la igualdad rcqp +⋅≡ , como el grado de )(xr será 1 o 0, el término de mayor grado 
de )(xp , 46x , surgirá del producto )()( xcxq ⋅ . Así obtenemos la primera aproximación de )(xc , su 
monomio de mayor grado: 

2
1 3)( xxc =  

y, de manera automática, también un primer resto )(1 xr : 

2388)936()2356(
3)32()2356()()()()(

23234234

22234
11

−+−=+−−−+++=

=⋅+−−−+++=⋅−=

xxxxxxxxxx
xxxxxxxxcxqxpxr

 

Como este polinomio )(1 xr  es de grado 3, mayor que 2, el grado del polinomio divisor )(xq , ese 
polinomio resto no es el definitivo; debemos continuar. 

 

 Segunda aproximación a los polinomios cociente y resto: 

Si particularizamos la igualdad entre expresiones algebraicas )(
)()(

)(
)(

xq
xrxc

xq
xp

+=  a lo que tenemos 

hasta ahora resulta  

32
23883

32
2356

2

23
2

2

234

+−
−+−

+=
+−

−+++
xx

xxxx
xx

xxxx
 

Esta segunda etapa consiste en dividir el polinomio 2388)( 23
1 −+−= xxxxr , surgido como resto de la 

etapa anterior, entre el polinomio 32)( 2 +−= xxxq , el divisor inicial. Es decir, repetimos lo hecho 
antes, pero considerando un nuevo polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.  
El nuevo objetivo es alcanzar la igualdad rcqr +⋅≡ 21 . Al igual que antes, el grado de )(xr debería ser 1 
o 0. Como el término de mayor grado de )(1 xr , 38x , sale del producto )()( 2 xcxq ⋅ , es necesario que el 
polinomio cociente contenga el monomio 

xxc 4)(2 =  
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Ello nos lleva a un segundo resto )(2 xr : 

294)1248()2388(
4)32()2388()()()()(

22323

223
212

−−−=+−−−+−=

=⋅+−−−+−=⋅−=

xxxxxxxx
xxxxxxxcxqxrxr

 

Como este polinomio )(2 xr  es de grado 2, igual que el grado del polinomio divisor )(xq , ese polinomio 
resto no es el definitivo; debemos continuar. 

 

 Tercera aproximación a los polinomios cociente y resto: 

Lo realizado en la etapa segunda nos permite avanzar en la adecuada descomposición de la expresión 
algebraica que nos ocupa:  

32
29443

32
23883

32
2356

2

2
2

2

23
2

2

234

+−
−−−

++=
+−

−+−
+=

+−
−+++

xx
xxxx

xx
xxxx

xx
xxxx

 

Esta tercera etapa consiste en dividir el polinomio 294)( 2
2 −−−= xxxr , el resto de la etapa anterior, 

entre el polinomio 32)( 2 +−= xxxq , el divisor inicial. De nuevo repetimos el algoritmo, pero con otro 
polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.  

Perseguimos que rcqr +⋅≡ 32 . Como en cada paso, el grado de )(xr debería ser 1 o 0. El término de 

mayor grado de )(2 xr , 24x− , surge del producto )()( 3 xcxq ⋅ , por lo que  

2)(3 −=xc  

y el tercer resto )(3 xr es 

411)624()294(
)2()32()294()()()()(

22

22
323

+−=−+−−−−−=

=−⋅+−−−−−=⋅−=

xxxxx
xxxxxcxqxrxr

 

Como este polinomio )(3 xr  es de grado 1, menor que 2, grado del polinomio divisor )(xq , ese 
polinomio resto sí es el definitivo. Hemos concluido: 

32
411243

32
29443

32
23883

32
2356

2
2

2

2
2

2

23
2

2

234

+−
+−

+−+=
+−
−−−

++=
+−

−+−
+=

+−
−+++

xx
xxx

xx
xxxx

xx
xxxx

xx
xxxx

 

Si lo expresamos mediante polinomios: 

)411()243()32(2356 22234 +−+−+⋅+−=−+++ xxxxxxxxx  

Conclusión: al dividir el polinomio 2356)( 234 −+++= xxxxxp  entre el polinomio 32)( 2 +−= xxxq  

obtenemos como polinomio cociente 243)( 2 −+= xxxc  y como polinomio resto 411)( +−= xxr . 

 

Seguidamente vamos a agilizar la división de polinomios:  
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Actividades propuestas 
21. Comprueba que los cálculos que tienes a continuación reflejan lo que se hizo en el ejemplo anterior 

para dividir el polinomio 2356)( 234 −+++= xxxxxp  entre el polinomio 32)( 2 +−= xxxq .  

 Primera etapa:  

2388
3936

32|2356

23

2234

2234

−+−

−+−

+−−+++

xxx
xxxx

xxxxxx

 

 Primera y segunda etapas:  

294
1248

2388
43936

32|2356

2

23

23

2234

2234

−−−

−+−

−+−

+−+−

+−−+++

xx
xxx

xxx
xxxxx

xxxxxx

 

 Las tres etapas:  

411
624
294

1248
2388

243936

32|2356

2

2

23

23

2234

2234

+−
+−

−−−

−+−

−+−

−+−+−

+−−+++

x
xx
xx
xxx

xxx
xxxxx

xxxxxx

 

  

22. Divide los siguientes polinomios:    

a) 6223 23 +−− xxx  entre 532 +− xx  

b) 54315 23 ++−− xxx  entre 4225 23 +−− xxx  

c) 84776 234 −−+− xxxx  entre 522 2 ++− xx   

d) 6437316 2345 ++++−− xxxxx  entre 224 23 −++ xxx   

e) 237 25 ++− xx  entre 42 +x   

23. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca 12)( 2 −+= xxxq  como polinomio 

cociente y 32)( 2 +−= xxr  como resto.  
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3.3. Operaciones con fracciones algebraicas

 

Puesto que tanto los polinomios como las fracciones algebraicas obtenidas a partir de dos polinomios 
son, en potencia, números reales, operaremos con tales expresiones siguiendo las propiedades de los 
números reales. 

 Suma o resta. Para sumar o restar dos fracciones algebraicas debemos conseguir que tengan 
igual denominador. Una manera segura de lograrlo, aunque puede no ser la más adecuada, es 
ésta: 

21

1221

12

12

21

21

2

2

1

1

qq
qpqp

qq
qp

qq
qp

q
p

q
p

⋅
⋅+⋅

≡
⋅
⋅

+
⋅
⋅

≡+  

 Producto. Basta multiplicar los numeradores y denominadores entre sí: 

21

21

2

2

1

1

qq
pp

q
p

q
p

⋅
⋅

≡⋅  

 División. Sigue la conocida regla de la división de fracciones: 

21

21

2

2

1

1

pq
qp

q
p
q
p

⋅
⋅

≡  

 

Actividades propuestas 
24. Efectúa los siguientes cálculos:  

a) 
xx

x
2
5

1
23

2 +
+
+

   b) 
2

3
3

1
+

−
− xx

  c) 
23

5
45

2
2 −

⋅
+

−
xxx

x
   d) 

5
4:

5
4

2 +
−

+
−

x
x

xx
x

 

25. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, solo uno de los denominadores, y su 
respectivo numerador:  

a) 23

2 14123
x
x

x
xx −

+
−+−

 

b) 
5

6
5
1

2 +
−

+
−

xxx
x
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26. Comprueba, simplificando, las siguientes igualdades: 

a) ba
ba

ba 2
2

24

4
2
8

=  

b) yyx
xy

xyyx
2
32

2
34 2

223

−=
−

 

c) 
4
3

126
93 22

+
−

=
+
−

x
xx

x
xx

 

d) 
4
23

82
46 2

2

23

−
+

=
−
+

y
yy

yy
yy

 

e) 
ab

aab
baab

abbaba
4

23
82

426 22

22

332

+
−+

=
+

−+
 

27. Calcula los siguientes cocientes: 

a) (3x3 − 9x2 − 6x) : 3x 

b) (7a3 − 70a2 −21) : 7 

c) (25x4 − 10x2) : 5x2 

d) (3x2y3 − 8xy2) : xy2 

28.  Simplifica las siguientes fracciones algebraicas: 

a) 
159
63

2

2

+
−

x
xx

   b) 23

23

47
5

aa
aa

+
−

   c) 
xy

xyyx
4

3 22 +
   d)

abba
abba

−
+

3

22 32
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4. DESCOMPOSICIÓN FACTORIAL DE UN POLINOMIO 
4.1. Factorización de un polinomio 
Tal y como ocurre con la división entera, la división de polinomios también 
puede ser exacta, es decir, el resto puede ser el polinomio cero. 

Ejemplo: 

0
81212
81212

466
816186

42233

233|81618433

2

2

23

23

3345

22345

−+−

+−

+−

+−+−

−+−−+−

−+−+−+−−

xx
xx

xxx
xxx

xxxxx

xxxxxxx

 

En este caso escribimos 42
233

81618433 3
2

2345

−+−=
−+−

+−+−− xx
xx

xxxxx
 

y diremos que 233)( 2 −+−= xxxq  divide a 81618433)( 2345 +−+−−= xxxxxxp . Si optamos por una 
igualdad polinómica: 

)42()233(81618433 322345 −+−⋅−+−=+−+−− xxxxxxxxx  

Observamos que el haber obtenido como resto el polinomio 0 nos permite expresar el polinomio 
dividendo, )(xp , como producto de otros dos polinomios, los polinomios divisor y cociente, )()( xcxq ⋅ . 
Hemos alcanzado una factorización del polinomio )(xp , o una descomposición en factores de )(xp .  

En general, un polinomio concreto puede ser factorizado, o descompuesto, por medio de diferentes 
grupos de factores. Si continuamos con el polinomio )(xp  anterior, una manera de obtener una 
descomposición alternativa consiste en, a su vez, alcanzar una factorización de alguno de los polinomios 

)(xq  o )(xc . Constatemos que el polinomio 222 −+− xx  divide a 42)( 3 −+−= xxxc : 

0
442
442

222

22|42

2

2

23

23

+−

−+−

++−

−+−−+−

xx
xx

xxxx

xxxx

 

En efecto, la división es exacta y ello nos lleva a la siguiente igualdad:  

)2()22(42 23 +⋅−+−=−+− xxxxx  

Si la trasladamos a la descomposición que teníamos de )(xp : 

)2()22()233(81618433 222345 +⋅−+−⋅−+−=+−+−− xxxxxxxxxx  
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Actividades propuestas 
29. Completa, cuando sea posible, las siguientes factorizaciones:  

a) )(333 3 ⋅−=+− xxx  

b) )()32(656 2 ⋅−=++− xxx  

c) )()12(6336 234 ⋅+−=+−+− xxxxx  

d) )()22(6336 234 ⋅+−=+−+− xxxxx  

30. Determina un polinomio de grado 4 que admita una descomposición factorial en la que participe el 
polinomio 136 23 −+− xxx .  

 

Diremos que un polinomio es reducible si admite una factorización mediante polinomios de grado 
inferior al suyo. En caso contrario el polinomio será irreducible. 

 

Es claro que los polinomios de grado 1 no pueden ser descompuestos como producto de otros dos 
polinomios de menor grado. Son polinomios irreducibles. En el siguiente apartado constataremos que 
hay polinomios de grado 2 que también son irreducibles. 

De las diferentes factorizaciones que puede admitir un polinomio la que más información nos 
proporciona es aquella en la que todos los factores que intervienen son polinomios irreducibles, puesto 
que no es mejorable. Conviene advertir que, en general, no es fácil alcanzar ese tipo de 
descomposiciones. Seguidamente vamos a ahondar en esta cuestión. 

 

4.2. Raíces de un polinomio

 

Dado un polinomio )(xp  diremos que un número real concreto α  es una raíz, o un cero, del polinomio 
p , si al evaluar p  en α=x  obtenemos el número 0, esto es, si  

0)( =αp  

Ejemplo: 

 Consideremos el polinomio 8822)( 23 −−+= xxxxs .  

El número 2 es una raíz de )(xs , puesto que  

081681681642828282222)2( 23 =−−+=−−⋅+⋅=−⋅−⋅+⋅=s  
Otra raíz de )(xs  es el número 1− : 

0882288)1(2)1(28)1(8)1(2)1(2)1( 23 =−++−=−++⋅+−⋅=−−⋅−−⋅+−⋅=−s  
En cambio, el número 1 no es una raíz de )(xs : 

01216488228181212)1( 23 ≠−=−=−−+=−⋅−⋅+⋅=s  
Tampoco es raíz de )(xs  el número 0: 

0880008080202)0( 23 ≠−=−−+=−⋅−⋅+⋅=s  
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Actividades propuestas 
31.  Estudia si los siguientes números son o no raíz de los polinomios indicados: 

a) 3=x  de 13 23 +− xx   

b) 2−=x  de 233 23 +++ xxx   

c) 1=x  de 13 23 ++− xxx   

d) 0=x  de 13 23 +− xx   

e) 1−=x  de 33 23 +−− xxx   

 

En el siguiente ejercicio vamos a recoger algunas conexiones entre las raíces de un polinomio y las 
operaciones de suma y producto de polinomios. 

 

Actividades propuestas 
32.  Supongamos que tenemos dos polinomios, )(1 xp  y )(2 xp , y un número real α .  

a) Si α  es una raíz de )(1 xp , ¿también es raíz del polinomio suma )()( 21 xpxp + ?  

b) Si α  es una raíz de )(1 xp , ¿también es raíz del polinomio producto )()( 21 xpxp ⋅ ?  

c) ¿Hay alguna relación entre las raíces del polinomio )(1 xp  y las del polinomio )(4 1 xp⋅ ? 

 

El que un número real sea raíz de un polinomio está fuertemente conectado con la factorización de 
dicho polinomio: 

 

Si un número real concreto α  es una raíz del polinomio )(xp , entonces el polinomio α−x  divide a 
)(xp . Dicho de otro modo, el polinomio )(xp  admite una descomposición factorial de la siguiente 

forma: 

)()()( xcxxp ⋅−= α  

para cierto polinomio )(xc , el cual puede ser conocido al dividir )(xp  entre α−x .  

 

Vamos a demostrar la anterior aseveración.  

Si dividimos )(xp  entre α−x , obtendremos 

)()()()( xrxcxxp +⋅−= α  
Como el polinomio divisor, α−x , es de grado 1, y el polinomio resto ha de ser de inferior grado, 
deducimos que el resto anterior es un número real β . Escribamos β≡)(xr : 

βα +⋅−= )()()( xcxxp  
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El polinomio de la izquierda, )(xp , es idéntico al de la derecha, βα +⋅− )()( xcx . Por esa razón, al 
evaluarlos en cierto número real obtendremos el mismo valor. Procedamos a particularizarlos para 

α=x . Al ser α  raíz de )(xp , 0)( =αp . Esto nos lleva a 

βββαβαααα =+=+⋅=+⋅−== 0)(0)()()(0 ccp  
y, así, el resto es 0, y 

)()()( xcxxp ⋅−= α  
Es natural que nos preguntemos si es cierto el recíproco del resultado anterior. La respuesta es 
afirmativa: 

 

Si un polinomio )(xp  admite una descomposición factorial de la forma 

)()()( xcxxp ⋅−= α  
para cierto polinomio )(xc  y cierto número real α , entonces el número α  es una raíz del polinomio 

)(xp , esto es, 0)( =αp .  
 

Su demostración es sencilla. Basta que evaluemos p  en α=x : 
0)(0)()()( =⋅=⋅−= ααααα ccp  

Si fundimos estos dos últimos resultados en uno solo nos encontramos ante el denominado teorema del 
factor:  

Teorema del factor. Un número real concreto α  es raíz de un polinomio )(xp  si y solo si el polinomio 
α−x  divide a )(xp , es decir, si y solo si el polinomio )(xp  admite una descomposición factorial de la 

forma 

)()()( xcxxp ⋅−= α  

Ejemplo: 

 Volvamos con el polinomio 8822)( 23 −−+= xxxxs .  

Sabemos que el número 2 es una raíz de )(xs . Ratifiquemos que 2−x  divide a )(xs :  

0
84
84

126
886

46242

2|8822

2

2

223

23

+−
−

+−

−−

+++−

−−−+

x
x
xx

xx
xxxx

xxxx

 

Podemos descomponer )(xs  de la siguiente forma: 
)462()2(8822 223 ++⋅−=−−+ xxxxxx  
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 Vimos que otra raíz de )(xs  es el número 1− . Si observamos la precedente factorización de 

)(xs , es evidente que este número 1−  no es raíz del factor 2−x , por lo que necesariamente 

debe serlo del otro factor 462)( 2 ++= xxxc : 
046)1(24)1(6)1(2)1( 2 =+−+⋅=+−⋅+−⋅=−c  

Al haber constatado que 1−  es raíz del polinomio )(xc , deducimos que 1)1( +=−− xx  nos va a 
ayudar a descomponer )(xc : 

0
44
44

4222

1|462
2

2

−−
+

+−−

+++

x
x

xxx

xxx

 

Luego: 
)42()1(462 2 +⋅+=++ xxxx  

 Si reunimos lo hecho en los apartados precedentes de este ejemplo: 

)2()1()2(2)2(2)1()2(
)42()1()2()462()2(8822)( 223

+⋅+⋅−⋅=+⋅⋅+⋅−=
=+⋅+⋅−=++⋅−=−−+=

xxxxxx
xxxxxxxxxxs

 

Se ha descompuesto )(xs  como producto de tres polinomios irreducibles de grado 1. A la vista 
de ellos conocemos todas las raíces de )(xs , los números 2 , 1−  y 2− . 

 

Los resultados teóricos que hemos establecido nos conducen a este otro: 

Todo polinomio de grado n  tiene a lo sumo n  raíces reales, alguna de las cuales puede aparecer 
repetida entre esos no más de n  números reales. 

 

Hay polinomios que no admiten raíces, es decir, que no se anulan nunca: 

Ejemplos: 

 El polinomio 1)( 2 += xxt  no tiene raíces puesto que al evaluarlo en cualquier número real α  
siempre nos da un valor positivo y, por lo tanto, distinto de 0: 

01)( 2 >+=ααt  

Además, este polinomio de grado dos, 1)( 2 += xxt , es un polinomio irreducible porque, al 
carecer de raíces, no podemos expresarlo como producto de polinomios de menor grado. 
 

 Otro polinomio sin raíces es 
12)1()1()1()( 242222 ++=+⋅+=+= xxxxxxu  

Sin embargo, 12)( 24 ++= xxxu  es un polinomio reducible puesto que, obviamente, puede ser 
expresado como producto de dos polinomios de inferior grado.  

Aunque no sea posible demostrarlo, por su dificultad, sí se puede anunciar que todo polinomio de 
grado impar posee, al menos, una raíz real. 
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Actividades propuestas 
33.  Construye un polinomio de grado 3 tal que posea tres raíces distintas. 
34.  Determina un polinomio de grado 3 tal que tenga, al menos, una raíz repetida. 
35.  Construye un polinomio de grado 3 de forma que tenga una única raíz. 
36. Conjetura, y luego demuestra, una ley que nos permita saber cuándo un polinomio cualquiera 

01
1

1 ...... axaxaxa n
n

n
n ++++ −

−  
admite al número 0 como raíz. 

37. Demuestra una norma que señale cuándo un polinomio cualquiera 

01
1

1 ...... axaxaxa n
n

n
n ++++ −

−  
admite al número 1 como raíz. 

38.  Obtén todas las raíces de cada uno de los siguientes polinomios: 
a) 6+x    b) 4+− x    c) 72 −x    d) 54 −− x  
e) x3−    f) xx 52 −    g) 34 2 −− xx    h) xx 43 −   i) xx 43 +  
 

4.3. Regla de Ruffini

 

En el apartado anterior se probó la equivalencia entre que un número real α  sea raíz de un polinomio 
)(xp  y el hecho de que el polinomio mónico de grado uno α−x  divida a )(xp , esto es, que exista otro 

polinomio )(xc  tal que sea posible una factorización de )(xp  del tipo:  
)()()( xcxxp ⋅−= α  

Debido a la importancia que tiene la división de polinomios cuando el polinomio divisor es de la forma 
α−x , es conveniente agilizar tales divisiones.  

 
REGLA DE RUFFINI. En este vídeo aprenderás cómo se dividen polinomios 
aplicando la regla de Ruffini y también podrás practicar. Gominol Tree 
Matemáticas.  

https://www.youtube.com/watch?v=vzi21Dcf_lI 

Ejemplo: 

 Consideremos el polinomio 343)( 23 ++−= xxxxp . Vamos a dividirlo entre 2+x . Si el resto es 
0 el número 2−  será una raíz de )(xp ; en el caso contrario, si no es 0 el resto, entonces 2−  no 
será raíz de )(xp .  

39
4221
321

2010
310

2110363

2|343

2

2

223

23

−
−−
+

+

++−

+−−−

+++−

x
x
xx

xx
xxxx

xxxx

 

Puesto que el resto no es cero, 2−  no es una raíz de )(xp .  

Veamos cómo han surgido tanto el polinomio cociente como el resto. El que el grado del dividendo sea 
tres y que el divisor sea de grado uno impone que el cociente tenga grado dos y que el resto sea un 

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/
https://www.youtube.com/watch?v=vzi21Dcf_lI


 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibáñez 
  Revisora: María Molero 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

106 Polinomios. Fracciones algebraicas. 4ºA ESO 
número real. El cociente consta de los monomios 23x , x10−  y 21 , los cuales coinciden con los 
monomios de mayor grado de cada uno de los dividendos después de disminuir sus grados en una 
unidad: 23x  procede de 343 23 ++− xxx  (el dividendo inicial), x10−  viene de 310 2 ++− xx  y, por 
último, 21  de 321 +x . Este hecho, coincidencia en el coeficiente y disminución del grado en una 
unidad, se debe a que el divisor, 2+x , es mónico y de grado uno.  

Seguidamente, vamos a tener en cuenta únicamente los coeficientes del dividendo, por orden de grado, 
3, −4, 1 y 3; en cuanto al divisor, como es mónico y de grado uno, basta considerar su término 
independiente, +2, pero como el resultado de multiplicar los monomios que van conformando el 
cociente por el divisor hemos de restárselo a cada uno de los dividendos, atendiendo a este cambio de 
signo, en lugar del término independiente, +2, operaremos con su opuesto, −2, número que, a la vez, es 
la raíz del divisor 2+x  y sobre el que pesa la pregunta de si es o no raíz de )(xp .  

 Primer paso de la división: 

310
363

2|343

2

223

23

++−

−−

+++−

xx
xxx

xxxx

                

|103

62

3143

|
−

−−

−

 

Aparece en el cociente el monomio 23x  (coeficiente 3 ), el cual provoca la “desaparición” de 33x  en el 
dividendo y la aparición del monomio 26x−  (coeficiente 3)2(6 ⋅−=− ). Después de operar (sumar) nos 
encontramos con 210x−  (coeficiente )6()4(10 −+−=− ) y, en el cociente, x10− . 

 Segundo paso. El dividendo pasa a ser 310 2 ++− xx . 

321
2010

310
10363

2|343

2

2

223

23

+
+

++−

−−−

+++−

x
xx

xx
xxxx

xxxx

                 

|21103

2062

3143

|
−

−−

−

 

La irrupción en el cociente del monomio x10−  (coeficiente 10− ) provoca la “desaparición” de 210x−  
en el dividendo y la aparición del monomio x20  (coeficiente )10()2(20 −⋅−= ). Después de operar 
(sumar) nos encontramos con x21  (coeficiente 20121 += ) y, en el cociente, 21 . 

 Tercer paso. El dividendo pasa a ser 321 +x . 

39
4221
321

2010
310

2110363

2|343

2

2

223

23

−
−−
+

+

++−

+−−−

+++−

x
x
xx

xx
xxxx

xxxx

                     

3921103

422062

3143

|
|

−−

−−−

−

 

Tenemos en el cociente el término independiente 21 . Éste provoca la eliminación de x21  en el 
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dividendo y la aparición del término 21)2(42 ⋅−=− . Después de operar (sumar) nos encontramos con 
el resto 42339 −=− . 

En cada uno de los pasos figura, en la parte derecha, lo mismo que se ha realizado en la división 
convencional, pero con la ventaja de que todo es más ágil debido a que solo se manejan números 
reales: los coeficientes de los distintos polinomios intervinientes.  

 

Estamos ante la llamada regla de Ruffini, un algoritmo que nos proporciona tanto el cociente como el 
resto que resultan de dividir un polinomio cualquiera entre otro de la forma α−x . 

Ejemplo: 

 Dividamos el polinomio 452 34 +++−= xxx)x(p  entre 3−x : 

84311

129333

45021

|
|

−−−−−

−−−−

−

 

El cociente es 4323 −−−− xxx  y el resto 8− . Como el resto no es 0 deducimos que el número 3 no es 

raíz de 452 34 +++−= xxx)x(p . La relación entre dividendo, divisor, cociente y resto es, como 
siempre: 

)()xxx()x(xxx)x(p 8433452 2334 −+−−−−⋅−=+++−=

       

 

Si evaluamos )(xp  en 3=x  no puede dar cero, pero ¿qué valor resulta? 

8)8(0)8()43333()33()3( 23 −=−+=−+−⋅−−−⋅−=p  

Naturalmente hemos obtenido el resto anterior. Este hecho viene recogido en el denominado teorema 
del resto. 

 

Teorema del resto. El valor numérico que adopta un polinomio )(xp  al particularizarlo en α=x  
coincide con el resto que aparece al dividir )(xp  entre α−x .  

 

Actividades propuestas 
39.  Usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios: 

a) 223 2 ++− xx  entre 1+x   

b) 633 23 +−+ xxx  entre 2+x   

c) 245 23 −− xx  entre 1−x   

d) 283 +− xx  entre 3−x   
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40.  Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes números son o no raíces de los 

polinomios citados:  

a) 3=α  de 54 23 +− xx   

b) 2−=β  de 22 23 ++−− xxx   

c) 1=γ  de 12 4 ++− xx   

d) 1−=σ  de 23 22 xx +   

41.  Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del polinomio 3232 23 +++− xxx  en 3=x . 

42.  Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de alguna forma, para dividir 233 23 +++ xxx  entre 
62 +x .   

 

Para facilitar la comprensión de los conceptos y resultados de este tema la mayoría de los números que 
han aparecido hasta ahora, coeficientes, raíces, etc., han sido números enteros. Por supuesto que 
podemos encontrarnos con polinomios con coeficientes racionales, o irracionales, o con polinomios con 
raíces dadas por una fracción o un número irracional. También existen polinomios que carecen de raíces. 

Ejemplos:  

 Comprobemos, mediante la regla de Ruffini, que 
2
1

=α  es raíz del polinomio 132 2 +− xx : 

022

112/1

132

|
|

−

−

−

 

 Para conocer las raíces del polinomio 22 −x  debemos estudiar si hay algún número real α  tal 
que lo anule, es decir, para el que se tenga 

2

2
02

2

2

±=

=

=−

α

α

α

 

Así, el polinomio de grado dos 22 −x  tiene dos raíces distintas, las cuales son números 
irracionales. 

 Ya sabemos que hay polinomios que carecen de raíces, como por ejemplo 42 +x . 

 

Apreciamos que la regla de Ruffini nos informa sobre si un número concreto es o no raíz de un 
polinomio. Naturalmente, cuando estamos ante un polinomio, y nos interesa conocer sus raíces, no es 
posible efectuar una prueba con cada número real para determinar cuáles son raíz del polinomio. En el 
próximo apartado destacaremos ciertos “números candidatos” a ser raíz de un polinomio. 
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4.4. Cálculo de las raíces de un polinomio 
A la hora de buscar las raíces enteras de un polinomio disponemos del siguiente resultado:  

Dado un polinomio cualquiera 

01
2

2
1

1 ...... axaxaxaxa n
n

n
n +++++ −

−  

cuyos coeficientes son todos números enteros, sus raíces enteras, si las tuviera, se encuentran 
necesariamente entre los divisores enteros de su término independiente 0a . 

Procedamos a su demostración. Supongamos que cierto número entero α  es una raíz de ese 
polinomio. Tal número debe anularlo: 

α
ααα

αααα

αααα

αααα

0
12

2
1

1

012
2

1
1

01
2

2
1

1

01
2

2
1

1

......

)......(
......

0......

aaaaa

aaaaa
aaaaa

aaaaa

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

−
=++++

−=++++⋅

−=++++

=+++++

−
−

−

−
−

−

−
−

−
−

 

En la última igualdad, el número del lado izquierdo es entero, porque está expresado como una suma 

de productos de números enteros. Por ello, el número del lado derecho, 
α

0a−
, también es entero. Al 

ser también enteros tanto 0a−  como α , alcanzamos que α  es un divisor de 0a . 

Ejemplos:  

 Determinemos, con arreglo al anterior resultado, qué números enteros son candidatos a ser 
raíces del polinomio 61132 23 −−+ xxx :   
Tales números enteros candidatos deben ser divisores de 6− , el término independiente del 
polinomio. Por ello, los únicos números enteros que pueden ser raíz de ese polinomio son: 

6,3,2,1 ±±±±
 Puede comprobarse que los números enteros 2  y 3−  son raíces; los demás no lo son. 

 Las únicas posibles raíces enteras del polinomio 6122 23 +++ xxx  también son: 
6,3,2,1 ±±±±

 En este caso ninguno de esos números es una raíz del polinomio. 

Actividades propuestas 
43.  Para cada uno de los siguientes polinomios señala, en primer lugar, qué números enteros son 

candidatos a ser raíces suyas y, después, determina cuáles lo son:    

a) 2223 −+− xxx     

b) 3444 234 ++++ xxxx     

c) 9182 23 −−+ xxx   

d) xxxx 632 234 +++     

Algo más general podemos afirmar sobre clases de números y raíces de un polinomio: 
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Dado un polinomio cualquiera 

01
2

2
1

1 ...... axaxaxaxa n
n

n
n +++++ −

−  

cuyos coeficientes son todos números enteros, sus raíces racionales, si las tuviera, necesariamente 
tienen por numerador algún divisor del término independiente, 0a , y por denominador algún divisor 

del coeficiente del término de mayor grado, na .  

 

Ejemplos:  

 Volviendo a uno de los polinomios del ejemplo anterior, 61132 23 −−+ xxx , los números 
racionales candidatos a ser raíces suyas tienen por numerador a un divisor de 6−

 
y por 

denominador a un divisor de 2 . Por lo tanto, los únicos números racionales que pueden ser raíz 
de ese polinomio son: 

3
2
6,

2
3,1

2
2,

2
1,6,3,2,1 ±=

±±
±=

±±
±±±±

 

Además de 2  y 3− , también es raíz 
2
1−

; los demás no lo son.   

 
 Las únicas posibles raíces racionales del polinomio 3322 234 −−−+ xxxx  son: 

2
3,

2
1,3,1 ±±

±±
 

En este caso ninguno de esos números es raíz del polinomio. 
 

Actividades propuestas 

44.  Completa el ejemplo precedente comprobando que, en efecto, 
2
1−

 es raíz del polinomio

61132 23 −−+ xxx .   

45.  Para cada uno de los siguientes polinomios indica qué números racionales son candidatos a ser 
raíces suyas y, después, determina cuáles lo son:    

a) 143 2 ++ xx     

b) 41292 23 −+− xxx  

 

En el capítulo próximo, dedicado a las ecuaciones, seremos capaces de obtener las raíces de todo 
polinomio de grado dos, si las tuviere. 
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4.5. Factorización de polinomios y fracciones algebraicas 
La factorización de polinomios puede ser utilizada para simplificar algunas expresiones en las que 
intervienen fracciones algebraicas. Veámoslo a través de un par de ejemplos: 

Ejemplo: 

 Una fracción algebraica como: 

6766
98

235

24

−−−−
−−

xxxx
xx

 

puede ser simplificada gracias a que el numerador y el denominador admiten factorizaciones en las que 
algún polinomio está presente en ambas.   

)1()2(
3

)3()1()2()1(
)3()3()1(

6766
98

2

2

235

24

+⋅+
+

=
−⋅+⋅+⋅+

−⋅+⋅+
=

−−−−
−−

xx
x

xxxx
xxx

xxxx
xx

 

Como ya hemos apuntado en otras ocasiones, las expresiones final e inicial no son idénticas pero sí son 
equivalentes en todos aquellos valores para los que ambas tienen sentido, es decir, para aquellos en los 
que no se anula el denominador.  

Ejemplo: 

 En una suma de fracciones polinómicas como ésta  

2
423

22 −−
+

+
−

xxxx
x

 

podemos alcanzar un común denominador en los cocientes a partir de la descomposición de cada 
denominador:   

)2()1(
443

)2()1(
4)2()23(

)2()1(
4

)2()1(
)2()23(

)2()1(
4

)1(
23

2
423

2

22

−⋅+⋅
+−

=
−⋅+⋅
+−⋅−

=

=
⋅−⋅+

⋅
+

−⋅+⋅
−⋅−

=
−⋅+

+
+⋅
−

=
−−

+
+
−

xxx
xx

xxx
xxx

xxx
x

xxx
xx

xxxx
x

xxxx
x

 

Conviene destacar que en el resultado final se ha optado por dejar el denominador factorizado. De esa 
forma, entre otras cuestiones, se aprecia rápidamente para qué valores de la indeterminada esa 
fracción algebraica no admite ser evaluada. 

Actividades propuestas 
46.  Simplifica, si es posible, las siguientes expresiones:  

a) 
863

4
23

2

−−+

+

xxx
xx    b) 

863
1

23

2

−−+

−

xxx
x    c) 

xxx
x

6
1

23

2

−+

−   

47.  Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores: 

a) 
xx

x
x 4

2
123

5
2 −
+

+
+−

   b) 
1
13

12 22 −
−

−
+−

−
x
x

xx
x

 

  

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/


 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibáñez 
  Revisora: María Molero 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

112 Polinomios. Fracciones algebraicas. 4ºA ESO 
4.6. Productos notables de polinomios

 

En este apartado vamos a destacar una serie de productos concretos de polinomios que surgen 
frecuentemente. Podemos exponerlos de muy diversas formas. Tal y como lo haremos, aparecerá más 
de una indeterminada; hemos de ser capaces de apreciar que si, en un algún caso concreto, alguna 
indeterminada pasa a ser un número concreto esto no hará nada más que particularizar una situación 
más general. 

 

Potencias de un binomio  
Las siguientes igualdades se obtienen, simplemente, tras efectuar los 
oportunos cálculos: 

• 222 2)( bababa ++=+  

Observa los cuadrados de la ilustración y comprueba cómo se verifica. 

El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero, más el doble producto del primero por el 
segundo, más el cuadrado del segundo. 

 

• 222 2)( bababa +−=−  

El cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del primero menos el 
doble producto del primero por el segundo más el cuadrado del segundo. 

Observa los cuadrados y rectángulos de la ilustración. 

 

• 32233 33)( babbaaba +++=+  

• 32233 33)( babbaaba −+−=−  

Podemos observar que, en cada uno de los desarrollos, el exponente del 
binomio coincide con el grado de cada uno de los monomios. 

 

Ejemplos:   

 96332)3( 2222 ++=+⋅⋅+=+ aaaaa     

 168442)4( 2222 +−=+⋅⋅−=− xxxxx  

 25309)5(532)3()53( 2222 ++=+⋅⋅+=+ xxxxx  

 22222 3612)6(62)6( yxyxyyxxyx +−=+⋅⋅−=−  

 12515030855)2(35)2(3)2()52( 2332233 −+−=−⋅⋅+⋅⋅−=− xxxxxxx  
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Actividades propuestas 
48.  Realiza los cálculos: 

a) 2)41( a+    

b) 2)5( +−x    

c) 2)32( −− x    

d) 32 )1( −x    

e) 3)35( +x  

49.  Obtén las fórmulas de los cuadrados de los siguientes trinomios: 

a)  2)( cba ++  

b) 2)( cba −+   

50. Desarrolla las siguientes potencias: 

a) (2x + 3y)2          b) (3x + y/3)2            c) (5x − 5/x)2 

d) (3a − 5)2             e) (a2 − b2)2               f) (3/5y − 2/y)2 

51. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas: 

a) a2 + 6a + 9             b) 4x2 − 4x + 1      c) b2 − 10b + 25 

d) 4y2 + 12y + 9         e) a4 − 2a2 +1        f) y4 + 6y2 + 9 

 

Suma por diferencia. De nuevo la siguiente igualdad se 
obtiene tras efectuar el producto señalado:  

22)()( bababa −=−⋅+  

Observa la ilustración. 

Suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados. 

 

Ejemplos:  

 497)7()7( 222 −=−=−⋅+ aaaa     

 11)1()1( 222 −=−=−⋅+ xxxx  

 943)2()32()32( 222 −=−=−⋅+ xxxx  

 =−⋅+⋅−=+−⋅+⋅−=+−⋅−− )35()35()1()53()53()1()53()53( xxxxxx  

222 925))3(5()1( xx +−=−⋅−=  
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Actividades propuestas 
52.  Efectúa estos productos: 

a) )23()23( yxyx −⋅+   

b) )15()15( 22 −⋅+ xx  

c) )2()2( 22 xxxx +⋅+−  

 

Conviene darse cuenta de que sus fórmulas, leídas al revés, constituyen una factorización de un 
polinomio. 

 

Ejemplos:  

 2222 )6(6623612 +=+⋅⋅+=++ xxxxx     

 222223 )3(2)332(2)96(218122 −⋅=+⋅⋅−⋅=+−⋅=+− xxxxxxxxxxx  

 )5()5(52 −⋅+=− xxx  

 )2()2()4()4()4(16 2224 −⋅+⋅+=−⋅+=− xxxxxx  

 

Actividades propuestas 
53.  De acuerdo con lo expuesto, factoriza los siguientes polinomios: 

a) 442 +− xx   

b) 27183 2 ++ xx  

c) 35 93 xx −  

54. Calcula los siguientes productos: 

a) (3x + 1) ⋅ (3x − 1)   b) (2a − 3b) ⋅ (2a + 3b) 

c) (x2 − 5) ⋅ (x2 + 5)   d) (3a2 + 5) ⋅ (3a2 − 5)  

55. Expresa como suma por diferencia las siguientes expresiones 

a) 9x2 − 25  b) 4a4 − 81b2   c) 49 − 25 x2   d) 100 a2 − 64 

56. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas 

a) 
33
12

+
−

x
x

   b)
9

18122
2

2

−
++

x
xx

   c) 
4

36
2 −
−

a
a
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CURIOSIDADES. REVISTA 

 

 

 

 

 

 

 

  

Haz magia 
• Piensa un número 
• Multiplícalo por 2 
• Suma 4 
• Multiplica por 5 
• Divide por 10 
• Resta el número 
• Magia, magia, magia… 

• ¡El resultado es 2! 

Analiza cómo tú, el mago, has 
podido conocer el resultado. 

 

Pasatiempo 

A B A 

A B A 

A B A 

B C B 
      

Emmy Noether (1882-1935) 
Emmy Noether fue una matemática alemana de origen judío  que realizó sus investigaciones 
en las primeras décadas del siglo  XX. Demostró dos teoremas esenciales para la teoría de la 
relatividad que permitieron resolver el problema de la conservación de la energía.  

Trabajó en estructuras algebraicas y en la actualidad el calificativo noetheriano se utiliza 
para designar muchos conceptos en álgebra: anillos noetherianos, grupos noetherianos, 
módulos noetherianos, espacios topológicos noetherianos, etc. 

Cuando intentó dar clases en la Universidad de Göttingen el reglamento indicaba 
explícitamente que los candidatos debían ser hombres por lo que Noether no pudo acceder 
a la docencia universitaria. Se cuenta, como anécdota, que Hilbert dijo en un Consejo de 
dicha Universidad: 

"no veo por qué el sexo de la candidata es un argumento contra su 
nombramiento como docente. Después de todo no somos un establecimiento de 
baños" 

De ella dijo Albert Einstein: 

"En el reino de Álgebra en el que los mejores matemáticos han 
trabajado durante siglos, ella descubrió métodos que se ha 
demostrado que tienen una importancia enorme... La matemática 
pura es, a su manera, la poesía de las ideas lógicas. ... En este 
esfuerzo hacia la belleza lógica se descubren fórmulas espirituales 
para conseguir una penetración más profunda en las leyes de 
naturaleza"  
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RESUMEN 

 

NOCIÓN DESCRIPCIÓN EJEMPLOS 

Expresión 
algebraica 

Expresión matemática que se construye con 
números reales y letras sometidos a las operaciones 
matemáticas básicas de suma, resta, multiplicación 
y/o división 

zyx
yx
x

⋅⋅−
+

− 2
32

3  

Valor numérico 
de una expresión 
algebraica 

Al fijar un valor concreto para cada indeterminada, 
o variable, de una expresión algebraica aparece un 
número real: el valor numérico de esa expresión 
algebraica para tales valores de las indeterminadas 

Si, en la expresión precedente, 
hacemos x=3, y=-2, z=1/2 
obtenemos 

2
3

2
1)2(3

)2(32
33 2

3
−

=⋅−⋅−
−+⋅
⋅−  

Monomio Expresión dada por el producto de números reales e 
indeterminadas 

235 zyx ⋅⋅⋅−  de grado 6 y 

coeficiente −5 
27 x⋅ de grado 2 y coeficiente 7 

Polinomio Expresión construida a partir de la suma de 
monomios 

684 23 +++− xxx  

Grado de un 
polinomio 

El mayor grado de sus monomios El anterior polinomio es de grado 3 

Suma y producto 
de polinomios 

El resultado siempre es otro polinomio 2ax – ax = ax 
2ax ∙ ax = 2a2x2 

División de dos 
polinomios 

Al dividir el polinomio p(x) entre q(x) se obtienen 
otros dos polinomios, los polinomios cociente, c(x), 
y resto, r(x), tales que )()()()( xrxcxqxp +⋅=   

)()()()( xrxcxqxp +⋅=  

Factorización de 
un polinomio 

Consiste en expresarlo como producto de otros 
polinomios de menor grado 

=+−− 33 235 xxx
)1()3( 32 −⋅−= xx  

Raíces y 
factorización 

Si α  es una raíz del polinomio )(xp  es equivalente 
a que el polinomio )(xp  admita una 
descomposición factorial de la forma 

)()()( xcxxp ⋅−= α  para cierto polinomio )(xc  

2−  es una raíz de 22 23 −−+ xxx  
)1()2(22 223 −⋅+=−−+ xxxxx  

 

Regla de Ruffini Nos puede ayudar a la hora de factorizar un 
polinomio y conocer sus raíces 
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

1. En este ejercicio se va a presentar un truco mediante el cual vamos a adivinar el número que 
resulta tras manipular repetidamente un número desconocido. Convierte en una expresión 
algebraica las sucesivas alteraciones del número desconocido y justifica lo 
que ocurre.   

i. Dile a un compañero que escriba en un papel un número natural y que no 
lo muestre. 

ii. Que lo multiplique por 3. 
iii. Que al resultado anterior le sume 18. 
iv. Que multiplique por 2 lo obtenido. 
v. Que divida entre 6 la última cantidad. 

vi. Que al resultado precedente le reste el número que escribió. 
vii. Independientemente del número desconocido original, ¿qué número ha surgido?  

2. En este otro ejercicio vamos a adivinar dos números que ha pensado un compañero. 
Construye una expresión algebraica que recoja todos los pasos y, 
finalmente, descubre el truco.     

i. Solicita a un compañero que escriba en un papel, y no 
muestre, dos números naturales: uno de una cifra 
(entre 1 y 9) y otro de dos cifras (entre 10 y 99). 

ii. Que multiplique por 4 el número escogido 
de una cifra. 

iii. Que multiplique por 5 lo obtenido. 
iv. Que multiplique el resultado precedente 

por 5. 
v. Que le sume a lo anterior el número de dos 

cifras que eligió. 
vi. Si tu compañero te dice el resultado de estas operaciones, tu descubres sus dos números. Si te 

dice, por ejemplo, 467, entonces sabes que el número de una cifra es 4 y el de dos cifras es 67, 
¿por qué?  

3. Estudia si hay números reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas: 

a) 
)322()5(

97
−⋅+

−
xx

x    b) 
962 +−

−
xx
x

 

c) 432
3

24

3

−−−
−
xx
xx

    d) 22
15

yx
yx
+
+−  

4. Una persona tiene ahorrados 2 500 euros y decide depositarlos 
en un producto bancario con un tipo de interés anual del 2 %. Si 
decide recuperar sus ahorros al cabo de dos años, ¿cuál será la 
cantidad total de la que dispondrá? 

5. Generalicemos el ejercicio anterior: Si ingresamos X  euros en un depósito bancario cuyo 
tipo de interés es del i  % anual, ¿cuál será la cantidad que recuperaremos al cabo de n  
años? 

6. Construye un polinomio de grado 2, )(xp , tal que 2)5( −=p . 

 
ESCOGE UNA BUENA 

NOTACIÓN 
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7. Consideremos los polinomios 3423)( 23 −−+−= xxxxp , 8234)( 234 ++−+= xxxxxq  y 

265)( 2 −+= xxxr  . Realiza las siguientes operaciones:   

a) rqp ++  

b) qp −  

c) rp ⋅  

d) qrp −⋅  

8. Calcula los productos: 

a) 





 −⋅






 −

623
xybyax

  b) (0.3x – 0.2y + 0.1z) ∙ (0.1x + 0.2y – 0.3z)  c) (x – 1) (x – a) (x – b) 

9. Efectúa las divisiones de polinomios:  

a) 2943 234 −+−− xxxx  entre 443 2 −+ xx  
b) 73765 2345 −−++− xxxxx  entre 433 ++ xx  

10. Calcula los cocientes: 

a. a) (5x4):(x2)   b) (3x2y4z6) : ((1/2)xy3z5)   c) (x4 + 2x2y + y2) : (x2 + y) 

11. Realiza las operaciones entre las siguientes fracciones algebraicas: 

a) 
96

3
3
32

22 +−
+

−
−

xx
x

xx
x  

b) 
96

3
3
32

22 +−
−

−

−

xx
x

xx
x  

c) 
96

3
3
32

22 +−
⋅

−

−

xx
x

xx
x  

d) 
96

3
3
32

22 +−−
−

xx
x:

xx
x  

12. Construye un polinomio de grado 2 tal que el número 5−  sea raíz suya. 
13. Determina un polinomio de grado 3 tal que sus raíces sean 6 , 3−  y 0 . 
14. Determina un polinomio de grado 4 tal que sus raíces sean 6 , 3− , 2 y 0 . 
15. Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga únicamente dos raíces reales. 
16. Determina un polinomio de grado 5 tal que sus raíces sean 6 , 3− , 2, 4 y 5. 
17. Encuentra un polinomio )(xq  tal que al dividir 332)( 234 ++++= xxxxxp  entre )(xq  se 

obtenga como polinomio resto 1)( 2 ++= xxxr .   
18. Halla las raíces enteras de los siguientes polinomios:    

a) 35113 23 −++ xxx     b) 3823 23 −++ xxx  

c 153 23 −++ xxx     d) 362 23 −−+ xxx  

19. Obtén las raíces racionales de los polinomios del ejercicio anterior. 
20. Descompón los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:  

a) 35113 23 −++ xxx     b) 153 23 −++ xxx  

c) 362 23 −−+ xxx     d) 263 23 −+− xxx  
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21. Calcula las potencias: 

a) (x – 2y + z)2   b) (3x – y)3   c) ((1/2)a + b2)2    d) (x3 – y2)2 

22. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o 
trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.    

362 −x      15 2 +x  
115 2 −x     

22 3yx −  
962 +− xx    168 24 +− xx  

22 520 yxyx ++   122 234 ++++ xxxx  
122 234 +++− xxxx  

23. Descompón en factores: 

a) x4 − 1  b) x2 − y2   c) x2y2 – z2   d) x4 – 2x2y + y2  

24. Con este ejercicio se pretende mostrar la conveniencia a la hora de no operar una expresión 
polinómica que tenemos factorizada total o parcialmente.     

a) Comprueba la igualdad )3()2(65 2224 −⋅−=+− xxxx . 

b) Determina todas las raíces del polinomio 65 24 +− xx . 

25. Factoriza numerador y denominador y simplifica: 

a) 
1

12
2

2

−
+−

x
xx    b) 22

4224 2
yx

yyxx
+

++
   c) 

14

3

−
−

x
xx  

26. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible: 

a) 
)5(2

3
)5(

2
xxx −

−
−

   b) 22

22

yx
yx

yx
yx

−
+

⋅
+
−

   c) 
14
12

2 −
+

x
x

 

27. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible: 

a) 8

2

7

4 1:1
x

x
x

x +−
   b) 

ba
yx

ba
yx

22
4332

−
+

−
−
+

   c) 







+
−

−
−
+

−+−
x
x

x
xxx

1
1

1
1)1(4 4  

28. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible: 

a) 





 +






 −

x
x

x
x 1:1 2

2
4   b) 

ax
ax

ax
axaaxx

+
−

+
−+− :33 3223

 c) 
ba

ab
ba
ba

ba
ba

+








+
−

−
−
+ :  

29. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible: 

a) 

yax

yax

yxa

yxa

+
+

+
−

+
+

+
−

11

11

:11

11

  b) 





 −−






 ++− 3232

231:2311
xxxxxx

        c) 

yx

yx

yx

yx
53

12

31

23

+

−
⋅

−

+
 

30. Confecciona una hoja de cálculo que te permita dividir un polinomio 
usando la Regla de Ruffini.  
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1. Señala los coeficientes que aparecen en las siguientes expresiones algebraicas:   

a) 
z

xy
y

x 76
43

85 3
2 −+

−
−

   b) 5423 345 −+−+− xxxx     c) zyx ⋅⋅⋅⋅ 227  

2. El valor numérico de la expresión 
z

xy
y

x 65
32

73 3
2 −+

−
−

 en 1,1,2 −=−== zyx  es:   

a) 17     b) 15    c) 3−   d) 5−  

3. Completa adecuadamente las siguientes frases: 

a) La suma de dos polinomios de grado tres suele ser otro polinomio de grado ……….   

b) La suma de tres polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado ……….   

c) El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ………. 

d) La diferencia de dos polinomios de grado cuatro suele ser otro polinomio de grado ………. 

4. Al dividir el polinomio 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥5 + 6𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥3 + 2  entre 𝑞𝑞(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 + 8  el polinomio resto 
resultante:  

a) debe ser de grado 2.   b) puede ser de grado 2.  

c) debe ser de grado 1.   d) debe ser de grado menor que 2. 

5. Considera el polinomio 26485 234 +−+− xxxx . ¿Cuáles de los siguientes números enteros son 
razonables candidatos para ser una raíz suya?    

a) 3     b) 2     c) 4    d) 7  

6. Considera el polinomio 3772 234 −−++ xxxx . ¿Cuáles de los siguientes números racionales son 
razonables candidatos para ser una de sus raíces?    

a) 3−    b) 2 y 
2
1−

    c) −3 y 
3
1

   d) −3 y 
2
3

   

7. Todo polinomio con coeficientes enteros de grado tres   

a) tiene tres raíces reales; b) tiene, a lo sumo, tres raíces reales. c) tiene, al menos, tres raíces.    

8. ¿Es posible que un polinomio, con coeficientes enteros, de grado cuatro tenga exactamente tres 
raíces, ya sean diferentes o con alguna múltiple?    

9. Justifica la veracidad o falsedad de cada una de las siguientes frases:   

a) La regla de Ruffini sirve para dividir dos polinomios cualesquiera.    

b) La regla de Ruffini permite dictaminar si un número es raíz o no de un polinomio. 

c) La regla de Ruffini solo es válida para polinomios con coeficientes enteros.   

d) La regla de Ruffini es un algoritmo que nos proporciona todas las raíces de un polinomio. 

10. Analiza si puede haber algún polinomio de grado diez que no tenga ninguna raíz real. 
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Resumen 

Ya sabes resolver muchas ecuaciones y sistemas de ecuaciones, y utilizarlo para resolver gran número 
de problemas de lo más variado. En este capítulo vamos a repasar la resolución de ecuaciones que ya 
conoces,  de  primer  grado,  de  segundo…  y  aprenderemos  a  resolver  algunas  nuevas  ecuaciones  y  a 
utilizar lo aprendido para resolver problemas de la vida cotidiana por medio de las ecuaciones. 

Repasaremos también los sistemas de ecuaciones lineales, cómo se resuelven por diferentes métodos y 
su aplicación para  resolver problemas que nos  rodean, pero utilizaremos esos métodos para  resolver 
algunos sistemas nuevos que no sean lineales. 

Los  matemáticos  han  tardado  cerca  de  tres  mil  años  en  comprender  y 
resolver ecuaciones tan sencillas y que tan bien conoces cómo ax + b = 0. 
Ya  los  egipcios  resolvían  problemas  que  se  pueden  considerar  de 
ecuaciones aunque no existía la notación algebraica. El matemático griego 
Diofanto en el siglo III resolvió ecuaciones de primer y segundo grado. En 
el siglo XV hubo un desafío para premiar a quien resolviera una ecuación 
de  tercer  grado.  En  el  siglo  XIX  se  demostró  que  no  existe  una  fórmula  general  que  resuelva  las 
ecuaciones de quinto grado. 
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ECUACIONES 

1.1. Concepto de ecuación 

Una  ecuación  es  una  igualdad  algebraica  que  únicamente  es  cierta  para  algunos  valores  de  las 
incógnitas. Los valores de las incógnitas que hacen cierta la igualdad son las soluciones de la ecuación. 

Resolver  una  ecuación  es  encontrar  sus  soluciones,  es  decir,  los  valores  que  al  sustituirlos  en  la 
ecuación la convierten en una identidad numérica. 

Comprobar  la  solución  consiste  en  sustituirla  en  la  ecuación  y  ver  si  la  igualdad  obtenida  es  una 
identidad. 

Hay que diferenciar una ecuación de una identidad algebraica como x(x + 2) = x2 + 2x que es cierta para 
todo valor de x. 

Las ecuaciones pueden tener una única incógnita, o más de una. Pueden ser polinómicas o de otro tipo 
(exponencial, racional, irracional…). En las ecuaciones polinómicas los exponentes de las incógnitas son 
números naturales. Pueden  ser de primer grado,  si  el exponente más alto de  la  incógnita es uno, de 
segundo grado si es dos… 

Ejemplo: 

 La ecuación (x + 3)2 = 4x3 es una ecuación polinómica de tercer grado con una incógnita. 

 La ecuación  x
x

 

1

7 0
2

 es una ecuación racional. No es polinómica. 

 La ecuación 7x + sen2x = 0 no es una ecuación polinómica. 
 La ecuación 4xy + 8x = 0 es polinómica de dos variables. 

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solución. 

Para  resolver  ecuaciones  vamos  sustituyéndola  por  otra  equivalente  hasta  llegar  a  la  solución.  Para 
obtener ecuaciones equivalentes podemos: 

1) Sumar o restar un mismo término a ambos miembros de la ecuación. 
2) Multiplicar ambos miembros por un mismo número. 
3) Dividir ambos miembros por un mismo número cuidando que ese valor no sea cero. 

Ejemplo: 

 Para resolver 5x + 3 = 9 la vamos sustituyendo por otras equivalentes: 

5x + 3 = 9  (restamos 3 a ambos miembros de la ecuación) 

5x + 3 – 3 = 9 – 3  5x = 6  (dividimos ambos miembros por 5 que es distinto de cero) 

5x/5 = 6/5  x = 6/5. Ya conocemos la solución, x = 6/5. 

Comprobamos si x = 6/5 es la solución sustituyendo en la ecuación:  

5x + 3 = 9  5(6/5) + 3 = 9  6 + 3 = 9. En efecto, 6/5 es solución. 
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El procedimiento para resolver ecuaciones de primer grado con una incógnita, recuerda que es: 

1) Eliminar los denominadores  
2) Eliminar los paréntesis 
3) Agrupar los términos con la incógnita en un miembro y los términos independientes en el otro. 
4) Efectuar operaciones 
5) Despejar la incógnita. 

Ejemplo: 

 Resolver:     
5

37
43

5

4
329

x
xxx


  

1) Eliminar los denominadores 

   
5
37

43
5
4

329
x

xxx


        )x(xxx 3745343295    

2) Eliminar los paréntesis 

90 – 135x + 4x – 12 = 20x – 7 + 3x    

3) Agrupar los términos con la incógnita en un miembro y los términos independientes en el otro. 

– 135x + 4x – 20x – 3x = – 7 – 90 + 12  

4) Efectuar operaciones:   – 154x = –85  
5) Despejar la incógnita:   x = –85/–154 = 85/154 

Actividades propuestas 

1. Escribe tres ecuaciones equivalentes a 4x – 5xy + 7 – 2yx = 8x. 

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:  

a) 5(7x + 6) = 21     b) 2x + 7 = 7(3x  2)  8x     c) 2x  6(9 + 5x) = 4(x + 6) + 7 

3. Resuelve las siguientes ecuaciones:  

a)     
5
37

43
5
4

329
x

xxx


   b) 
7

95
2

7

3
3486

x
xx

















    c)     xx 967538   

4. Comprueba que la solución de 
6
1

3
1

2
1





 xx

 es x = 6.  

5. Escribe tres ecuaciones de primer grado que tengan como solución 3, otras tres que tengan infinitas 
soluciones y tres que no tengan solución. 

6. Calcula  las  dimensiones  de  un  rectángulo  sabiendo que  su  perímetro  es  30  cm  y  que  su  base  es 
doble que su altura. 

7. Resuelve las siguientes ecuaciones:  

a) 2(3x + 4) = 7   b) 4x + 6 = 9(5x  1)  5x     c) 4x  7(11 + 2x) = 6(x + 8) + 9  

d)     
7
45

22
7
4

432
x

xxx


    e) 
3

26
4

3

1
2572

x
xx

















    f)     xx 239173   
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1.2. Ecuaciones de 2º grado 

Hay  ecuaciones  de  segundo  grado  que  ya  sabes  resolver.  En  este  capítulo  vamos  a  profundizar  y  a 
aprender a resolver este tipo de ecuaciones. Por ejemplo, el siguiente problema ya sabes resolverlo: 

Actividades resueltas 

 Se aumenta el lado de una baldosa cuadrada en 3 cm y su área ha quedado multiplicada por 4, 
¿Qué lado tenía la baldosa? 

Planteamos la ecuación: 

(x + 3)2 = 4x2 

¡Esta ecuación si sabes resolverla! x + 3 = 2x, luego el lado es de 3 cm. 

Hay otra solución, x = 1, que no tiene sentido como lado de un cuadrado. 

Vamos a repasar de forma ordenada el estudio de estas ecuaciones. 

Una  ecuación  de  segundo  grado  es  una  ecuación  polinómica  en  la  que  la  mayor  potencia  de  la 
incógnita es 2. Las ecuaciones de segundo grado se pueden escribir de la forma: 

ax2 + bx + c = 0 

donde a, b y c son números reales, con a  0. 

Ejemplo: 

 Son ecuaciones de 2º grado por ejemplo  

5x2  8x + 3= 0;   3x2 + 9x + 6 = 0;   x2  (3/4)x  2,8 = 0 

Ejemplo: 

 Los  coeficientes  de  las  ecuaciones  de  2º  grado  son  números  reales,  por  lo  tanto  pueden  ser 
fracciones o raíces. Por ejemplo: 

0
2
1

4
5
3 2  xx ;  0

4
3

5
2

3
1 2  xx ;  5,8x2 + 1,7x + 0,02 = 0;   x x  22 3 5 0  

Actividades propuestas 

8. Indica si son ecuaciones de segundo grado las siguientes ecuaciones: 

a)  x x  25 2 8 0      c) 3.2x2  1.25 = 0     e)  032 2 
x

x   

b) 5xy2  8 = 0     d) 28  6.3x = 0     f) 2𝑥ଶ െ 3√𝑥 ൅ 4 ൌ 0 

9. En las siguientes ecuaciones de segundo grado, indica quiénes son a, b y c. 

a) 3 8x2 + 10x = 0   b) 3.4x2 + 7.8x = 0   c) 6x2  1 = 0     d) 1.25x2  3.47x + 2.75 = 0. 

10. En las siguientes ecuaciones de segundo grado, indica quiénes son a, b y c. 

a) 2 7x2 + 11x = 0   b) 2.3x2 + 6.7x = 0 

c) 5x2  9 = 0     d) 9.1x2  2.3x + 1.6= 0 
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1.3. Resolución de ecuaciones de 2º grado completas 

Se llama ecuación de segundo grado completa a aquella que tiene valores distintos de cero para a, 
b y c. 

Para resolver las ecuaciones de segundo grado completas se utiliza la fórmula: 

a

acbb
x

2

42 
  

Esta fórmula nos permite calcular las dos soluciones de la ecuación.  

Llamamos discriminante a la parte de la fórmula que está en el interior de la raíz:  

 = b2 – 4ac 

 

Actividades resueltas 

 Resuelve la ecuación de segundo grado x2  5x + 6 = 0 

Primero debemos saber quiénes son a, b y c: 

a = 1; b = 5; c = 6 

Sustituyendo estos valores en la fórmula, obtenemos: 

2
15

2
24255

12
614)5()5(

2
4 22 













a

acbb
x  

Por lo tanto, las dos soluciones son: 

3
2

15
1 


x ;   2

2
15

2 


x  

En efecto, 32  5∙3 + 6 = 9  15 + 6 = 0, y 22  5∙2 + 6 = 4  10 + 6 = 0, luego 3 y 2 son soluciones de la 
ecuación. 

Actividades propuestas 

11. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2º grado completas: 

a) x2  7x + 12 = 0   b) 3x2 + 2x  24 = 0 

c) 2x2  9x + 6 = 0    d) x2  3x  10 = 0 

12. Resuelve las siguientes ecuaciones: 

a) 
5

810
5

1
25 2 





x

x
x
ꞏx   b)  8

47
5

3
4 





x

xx
ꞏ   c)       1111732 2  xxx  

d)       239276 22  xx   e)  
6

52

3

1

2

63 2 


 x

x

x
   f) 

15

24

5

2

3

21 2 


 x

x

x
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1.4. Número de soluciones de una ecuación de 2º grado completa 

Antes hemos definido lo que era el discriminante, ¿te acuerdas?  

 = b2 – 4ac 

 

Para  saber  cuántas  soluciones  tiene  una  ecuación  de  2º  grado,  nos  vamos  a  fijar  en  el  signo  del 
discriminante. 

Si  = b2 – 4ac > 0, la ecuación tiene dos soluciones reales y distintas. 

Si  = b2 – 4ac = 0, la ecuación tiene dos soluciones reales iguales (una solución doble). 

Si  = b2 – 4ac < 0, la ecuación no tiene solución. 

 

Ejemplo: 

 La ecuación x2  4x  12 = 0 tiene como discriminante: 

 = b2 – 4ac = (4)2  4∙1∙(12) = 16 + 48 = 64 > 0 

Por lo tanto, la ecuación dada tiene 2 soluciones reales y distintas, 6 y 2. (Comprobación: 62  4∙6  12 
= 36 – 24 12 = 0 y (2)2  4(2)  12 = 4 + 8  12 = 0). 

 

 La ecuación x2  4x + 4 = 0 tiene como discriminante: 

 = b2 – 4ac = (4)2  4∙1∙4 = 16  16 = 0 

Por lo tanto, la ecuación tiene dos soluciones reales iguales. Se puede escribir como:  

x2  4x + 4 = 0  (x – 2)2 = 0, que tiene la solución doble x = 2.  

 

 La ecuación x2 + 5x + 9 = 0 tiene como discriminante 

 = b2 – 4ac = (5)2  4∙1∙(9) = 25  36 = 11 < 0 

Por lo tanto, la ecuación no tiene solución real. Ningún número real verifica la ecuación. 

 

Actividades propuestas 

13. Averigua cuántas soluciones tienen las siguientes ecuaciones de 2º grado: 

a) 5x2 + 2x + 4 = 0    b) 2x2  7x + 8 = 0 

c) x2  5x  11 = 0   d) 3x2  8x + 6 = 0 
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1.5. Resolución de ecuaciones de 2º grado incompletas 

Llamamos  ecuación  de  2º  grado  incompleta  a  aquella  ecuación  de  segundo  grado  en  la  que  el 
coeficiente b vale 0 (falta b), o el coeficiente c vale 0 (falta c). 

 

Observa: Si el coeficiente a vale cero no es una ecuación de segundo grado. 

 

Ejemplo: 

 La ecuación de 2º grado 2x2  18 = 0 es incompleta porque el coeficiente b = 0, es decir, falta b. 

 La ecuación de 2º grado 3x2  15x = 0 es incompleta porque no tiene c, es decir, c = 0. 

 

Una  ecuación  de  segundo  grado  incompleta  también  se  puede  resolver  utilizando  la  fórmula  de  las 
completas pero es un proceso más lento y es más fácil equivocarse. 

 

Si  el  coeficiente b  =  0: Despejamos  la  incógnita  normalmente,  como hacíamos  en  las  ecuaciones  de 
primer grado:  

ax2 + c = 0  ax2 = c  
a

c
x


2

  

a

c
x


2   

a

c
x


 . Si 

a

c
 > 0 tiene dos 

soluciones distintas, si 
a

c
< 0 no existe solución. 

 

Si el coeficiente c = 0: Sacamos factor común: 

ax2 + bx = 0  x(ax + b) = 0. 

Para que el producto de dos factores valga cero, uno de los factores debe valer cero. 

Por tanto x = 0, o ax + b = 0  ax = b  
a

b
x


  

Ejemplo: 

 En la ecuación 2x2  50 = 0 falta la b. Para resolverla despejamos la incógnita, es decir, x2: 

2x2  50 = 0  2x2 = 50  x2 = 50/2 = 25 

Una  vez  que  llegamos  aquí,  nos  falta  quitar  ese  cuadrado  que  lleva  nuestra  incógnita.  Para  ello, 
hacemos la raíz cuadrada en los 2 miembros de la ecuación: 

 

Así hemos obtenido las dos soluciones de nuestra ecuación, 5 y 5. En efecto, 2∙52  50 = 2∙25 – 50 = 0, 
y 2∙(5)2  50 = 2∙25 – 50 = 0 

Resumen 

Si b = 0, ax2 + c = 0, despejamos la incógnita:  

a

c
x


 , si c  0.  

Si c = 0, ax2 + bx = 0, sacamos factor común:  

x = 0 y 
a

b
x


 . 

525 x
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Ejemplo: 

 En la ecuación 4x2  24x = 0 falta la c. Para resolverla, sacamos factor común: 

4x2  24x = 0  4x(x – 6) = 0 

Una vez que llegamos aquí, tenemos dos opciones 

1) 4x = 0  x = 0. 

2) x – 6 = 0  x = 6. 

Así hemos obtenido las dos soluciones de la ecuación x = 0 y x = 6.  

En efecto, 4∙02  24∙0 = 0, y 4∙(6)2  24∙6 = 4∙36 – 24∙6 = 144 – 144 = 0. 

 

Actividades resueltas  
 Resuelve la ecuación de 2º grado 3x2  27 = 0: 

Solución: Se trata de una ecuación de 2º grado incompleta donde falta la b. Por lo tanto, despejamos la 
incógnita 

3x2  27 = 0  3x2 = 27  x2 = 27/3 = 9   39 x . Las soluciones son 3 y 3.  

 

 Resuelve la ecuación de 2º grado x2 + 8x = 0: 

Solución: Se trata de una ecuación de 2º grado incompleta donde falta la c.  

Por lo tanto, sacamos factor común:   x2 + 8x = 0  x(x + 8) = 0 

Obtenemos las dos soluciones:   x = 0 y x + 8 = 0  x = 8. Las soluciones son 0 y 8. 

 

Actividades propuestas 
14. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2º grado incompletas: 

a) 3x2 + 18x = 0   b) 5x2  180 = 0   c) x2  49 = 0      

d) 2x2 + x = 0     e) 4x2  25 = 0   f) 5x2  10x = 0 
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1.6. Suma y producto de las soluciones en una ecuación de segundo grado 

Si  en una  ecuación de  segundo  grado:  x2  + bx  +  c = 0,  con a  =  1,  conocemos  sus  soluciones:  x1  y x2 
sabemos que podemos escribir la ecuación de forma factorizada:  

(x – x1) ∙ (x – x2) = 0 

Hacemos operaciones: 

x2 – x1∙x – x2∙x + x1∙x2 = 0  x2 – (x1 + x2)∙x + x1∙x2 = 0, 

por lo que el coeficiente c es igual al producto de las soluciones y la suma de las soluciones es igual al 
opuesto del coeficiente b, es decir, –b.  

x1∙x2 = c;   x1 + x2 = –b. 

Si la ecuación es ax2 + bx + c = 0, dividiendo por a, ya tenemos una de coeficiente a = 1, y obtenemos 
que: 

x1 x2 = 
a

c
;   x1 + x2 = 

a

b
 

Esta  propiedad  nos  permite,  en  ocasiones,  resolver  mentalmente  algunas  ecuaciones  de  segundo 
grado. 

Actividades resueltas  
 Resuelve mentalmente la ecuación x2  5x + 6 = 0. 

Buscamos, mentalmente dos números cuyo producto sea 6 y cuya suma sea 5. En efecto, 2 ∙ 3 = 6, y 2 + 
3 = 5, luego las soluciones de la ecuación son 2 y 3. 

 Resuelve mentalmente la ecuación x2  6x + 9 = 0. 

El producto debe ser 9. Probamos con 3 como solución, y en efecto 3 + 3 = 6. Las soluciones son la raíz 3 
doble. 

 Resuelve mentalmente la ecuación x2  x  2 = 0. 

Las soluciones son 1 y 2, pues su producto es 2 y su suma 1. 

 Resuelve mentalmente la ecuación x2 + x  2 = 0. 
Las soluciones son 1 y 2, pues su producto es 2 y su suma 1. 

Actividades propuestas 
15. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 2º grado: 

a) x2 + 6x = 0       b) x2 + 2x  8 = 0 
c) x2  25 = 0       d) x2  9x + 20 = 0 
e) x2  3x  4 = 0     f) x2  4x  21= 0 

16. Escribe una ecuación de segundo grado cuyas soluciones sean 3 y 7. 

17. El perímetro de un rectángulo mide 16 cm y su área 15 cm2. Calcula sus dimensiones. 

18. Si 3 es una solución de x2  5x + a = 0, ¿cuánto vale a? 
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1.7. Otras ecuaciones. Ecuaciones bicuadradas, exponenciales, logarítmicas 

Durante siglos los algebristas han buscado fórmulas, como la que ya conoces de la ecuación de segundo 
grado, que resolviera las ecuaciones de tercer grado, de cuarto, de quinto… sin éxito a partir del quinto 
grado.  Las  fórmulas  para  resolver  las  ecuaciones  de  tercer  y  cuarto  grado  son  complicadas.  Sólo 
sabemos resolver de forma sencilla algunas de estas ecuaciones. 

Ejemplo: 

 Resuelve: (x – 2) ∙ (x – 6) ∙ (x + 1) ∙ (x – 3) ∙ (x – 7) = 0. 

Es una ecuación polinómica de grado cinco, pero al estar factorizada sabemos resolverla pues para que 
el  producto  de  varios  factores  de  cero,  uno  de  ellos  debe  valer  cero.  Igualando  a  cero  cada  factor 
tenemos que las soluciones son 2, 6, –1, 3 y 7. 

Ejemplo: 

 La ecuación x4 – 5x2 + 4 = 0 es una ecuación polinómica de cuarto grado, pero con una forma 
muy especial. Se llama ecuación bicuadrada, porque podemos transformarla en una ecuación de 
segundo grado llamando a x2 por ejemplo, z. 

x4 – 5x2 + 4 = 0  z2 – 5z + 4 = 0  z = 
2

35
2

95
2

16255 






 

Una solución de la ecuación de segundo grado es z = 4, y la otra es z = 1.  

Por tanto si z = x2 = 4, entonces x = 2 y x = –2.  

Y si z = x2 = 1, entonces x = 1 y x = –1. 

Nuestra ecuación de cuarto grado tiene cuatro soluciones: 2, –2, 1 y –1. 

Ejemplo: 

Si hay incógnitas en el denominador, la ecuación se denomina racional, y se resuelve de forma similar, 
quitando denominadores. 

 Resuelve  4
2

983



x

xx
 

Quitamos denominadores:  4
2

983



x

xx
  3x – 8 + 9x = 8x   3x + 9x – 8x = 8   4x = 8   x = 2. 

Ejemplo: 

Si  hay  incógnitas  dentro  de  un  radical,  la  ecuación  se  denomina  irracional,  y  se  resuelve  aislando  el 
radical y elevando al cuadrado (o al índice del radical). Ahora es preciso tener una precaución, al elevar 
al cuadrado, la ecuación obtenida no es equivalente, se pueden haber añadido soluciones. 

 Resuelve  132  xx  

Se aísla el radical:  132  xx     213  xx   33  xx  

Elevamos al cuadrado:  22 33 )x()x(   x – 3 = x2 – 6x + 9  x2 – 7x + 12 = 0. 

Resolvemos  la  ecuación  de  segundo  grado  que  tiene  por  soluciones  4  y  3,  y  comprobando  en  la 
ecuación inicial, ambas son soluciones de esta ecuación. 
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Ejemplo: 

Si la incógnita está en un exponente la ecuación se denomina exponencial. Si podemos expresar los dos 
miembros de la ecuación como potencias de la misma base, se igualan los exponentes. 

 Resuelve: 
81
132 x  

Expresamos la ecuación como potencias de una misma base: 
81
132 x    42 33 x  

Igualamos los exponentes: 2x = –4   x = –2.  

Ejemplo: 

Si aparecen logaritmos, la ecuación la llamamos logarítmica. Para resolverlas se aplican propiedades de 
los logaritmos, o su definición.  

 Resuelve: log(x + 1) + log(2) = log(x +4) 

Aplicamos la propiedad del logaritmo de un producto: log((x+1)2) = log(x + 4). 

Quitamos logaritmos: (x + 1)2 = x + 4  2x + 2 = x + 4 

Resolvemos la ecuación de primer grado: x = 2 

MÉTODO PARA RESOLVER TODOS LOS TIPOS DE ECUACIONES   Te muestro de 
una  forma  práctica  cómo  se  resuelven  varios  tipos  de  ecuaciones  usando  el 
método  de  la  igualdad  que  se  reduce  a  hacer  esto:  "lo  que  hacemos  en  un 
miembro lo hacemos en el otro miembro" 

https://www.youtube.com/@matematicaconjuan 

Actividades propuestas 

19. Resuelve las ecuaciones siguientes: 

a) (x – 6) ∙ (x – 3) ∙ (x + 7) ∙ (x – 1) ∙ (x – 9) = 0    b) 3(x – 4) ∙ (x – 8) ∙ (x + 5) ∙ (x – 2) ∙ (x – 1) = 0 

20. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes: 

a) x4 – 13x2 + 36 = 0     b) x4 – 29x2 + 100 = 0  c) x4 – 10x2 + 9 = 0     d) x4 – 26x2 + 25 = 0 

21. Resuelve las ecuaciones racionales siguientes: 

a)  23
3

712



xx

xx
   b) 

3
1

2
111





xx

   c) 
3
4

1
1

1
1





 xx

     d)  1132



xx

x
 

22. Resuelve las ecuaciones irracionales siguientes: 

a)  215  xx      b)  1232  xxx    c)  14  xx    d)  947  xx  

23. Resuelve las ecuaciones exponenciales siguientes: 

a)  8222 345   xxx
  b) 

625
1

53 x
       c) 

16
1

422  xx
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1.8. Inecuaciones de primer grado 

Una inecuación de primer grado con una incógnita puede escribirse de la forma:   

ax > b, ax  b, ax < b   o  ax  b. 

Para resolver la inecuación en la mayoría de los casos conviene seguir el siguiente procedimiento: 

1º) Quitar denominadores, si  los hay.   Para ello, se multiplica los dos miembros de la ecuación por el 
m.c.m. de los denominadores. 

2º) Quitar los paréntesis, si los hay. 

3º) Transponer los términos con x a un miembro y los números al otro. 

4º) Reducir términos semejantes.  

5º) Despejar la x. 

Ejemplo:  

 
2

4
6

)7(
3

3 xxx 






  

6
)4(3

6
)7()3(2 xxx 



   )4(3)7()3(2 xxx    

  xxx 312762     1276  32  xxx    11  4 x   
4

11 x  

x   





 ,

4
11

       

 

 

Actividades propuestas 

24. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solución en la recta real: 

a) 2 + 3x < x + 1   b) 5 + 2x  7x + 4   c) 6 + 5x > 6x + 4   d) 4 + 8x  2x + 9 

25. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solución en la recta real: 

a) 3(2 + 3x) < (x + 1)    b) 5(1 + 2x)  2(7x + 4)   c) 2(6 + 5x) + 3(x – 1) > 2(6x + 4)  

26. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solución en la recta real: 

a) 3 + 4x < x/2 + 2   b) 4 + 4x/3  7x/2 + 5   c) (5 + 7x)/3 > 8x + 2   d) (4 + 8x)5 + 3  (2x + 9)/7 

27. Escribe una inecuación cuya solución sea el siguiente intervalo: 

a) [1, )     b) (, 5)     c) (2, )   d) (, 6) 

28. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raíces: 

a)  53 x     b)  12 x      c)  x53    d)  123  x  



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 4: Ecuaciones y sistemas lineales Autora: Raquel Hernández 
  Revisores: María Molero y Javier Rodrigo 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Raquel Hernández y Banco de Imágenes de INTEF 

134  Ecuaciones y sistemas lineales. 4ºA de ESO 

2. SISTEMAS DE ECUACIONES 

2.1. Concepto de sistema de ecuaciones lineales 

Una ecuación con varias incógnitas es una igualdad que las relaciona. 

Por ejemplo:  

 x2 + y2 = 36, es la ecuación de una circunferencia de centro el origen y radio 6. 

Un sistema de ecuaciones es, por tanto, un conjunto de ecuaciones con varias incógnitas. 

 Por ejemplo: 






 0  y3  x2

36 = y + x 22

 

La  primera  ecuación  es  la  de  una  circunferencia  de  centro  el  origen  y  radio  6,  y  la  segunda  es  la 
ecuación de una recta que pasa por el origen. Las soluciones del sistema son los puntos de intersección 
entre la circunferencia y la recta. 

Se  llama  solución  del  sistema  a  cada  uno  de  los  conjuntos  de  números  que  verifican  todas  las 
ecuaciones del sistema.  

Dos sistemas son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones. 

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas está formado por ecuaciones de primer grado y 
se puede expresar de la forma: 








'cy'bx'a

cbyax
 

donde a, b, a'  y b'  son números  reales que se denominan coeficientes  y c  y c'  también son números 
reales llamados términos independientes. 
La solución del sistema es un par de valores (x, y) que satisfacen las dos ecuaciones del sistema. 

Ejemplo: 
 Son sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo: 







497

235

yx

yx
;  








032

736

yx

yx
;    








548

432

yx

yx
;    








yx

xy

648

435
 

Ejemplo: 

 No es un sistema lineal 







375

164

xyx

yxy
 porque tiene términos en xy, aunque es un sistema de dos 

ecuaciones. 

 Tampoco  lo  es 








873

564 2

yx

yx
  porque  tiene  un  término  en  x2,  aunque  es  un  sistema  de  dos 

ecuaciones. 

Actividades propuestas 
29. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas: 

a) 







245

53

yx

yxy
   b) 








87

346

yx

xy
   c) 








364

235

yx

yx
   d) 










43

2
2

2

yx

yx
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2.2. Clasificación de sistemas de ecuaciones lineales 

En un  sistema de ecuaciones  lineales  con dos  incógnitas,  cada una de  las ecuaciones  representa una 
recta en el plano.  

Estas rectas pueden estar posicionadas entre sí de tres maneras distintas, lo que nos ayudará a clasificar 
nuestro sistema en:  

1) Compatible determinado: el sistema tiene una única solución, por lo que las rectas son SECANTES, se 
cortan en un único punto. 

2)  Compatible  indeterminado:  el  sistema  tiene  infinitas  soluciones,  por  lo  que  las  rectas  son 
COINCIDENTES. 

3) Incompatible: el sistema no tiene solución, por lo que las rectas son PARALELAS. 

     

Compatible determinado  Compatible indeterminado  Incompatible 

Rectas secantes  Rectas coincidentes  Rectas paralelas 

Actividades resueltas  
 Añade una ecuación a x – 2y = 2 para que el sistema resultante sea: 

a) Compatible determinado 

b) Incompatible 

c) Compatible indeterminado 
 

Solución:  

a) Para que el sistema sea compatible determinado, añadiremos una 
ecuación que no tenga los mismos coeficientes que la que nos dan. 
Por ejemplo, x + y = 1.  

b)  Para  que  sea  incompatible,  los  coeficientes  de  las  incógnitas 
tienen que  ser  los mismos  (o  proporcionales)  pero  tener  diferente 
término independiente. Por ejemplo, x – 2y = –3, (o 2x – 4y = 0). 
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c) Para que sea compatible  indeterminado, pondremos una ecuación proporcional a  la que  tenemos. 
Por ejemplo 2x – 4y = 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Una forma de resolver un sistema lineal de dos ecuaciones es el de resolución gráfica, representando, 
como hemos visto en el ejemplo anterior, las dos rectas definidas por las ecuaciones del sistema en los 
mismos ejes coordenados, clasificando el  sistema y si es compatible y determinado, determinando el 
punto de intersección. 

Actividades propuestas 
30. Resuelve gráficamente los siguientes sistemas y clasifícalos: 

a) 







13

62

yx

yx
       b) 








122

3

xy

yx
    c) 








664

332

yx

yx
 

31. Resuelve gráficamente los siguientes sistemas y clasifícalos: 

a) 







33

5

yx

yx
      b) 








12

3

xy

yx
    c) 








444

532

yx

yx
 

32. Dado el sistema de ecuaciones: 







5

523

yx

yx
 

Inventa un enunciado que resuelva dicho sistema 
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2.3. Resolución de sistemas lineales por el método de sustitución 

El método de  sustitución  consiste  en despejar una  incógnita de una de  las ecuaciones del  sistema y 
sustituir la expresión obtenida en la otra ecuación.  

 

Así, obtenemos una ecuación de primer grado en la que podemos calcular la incógnita despejada. Con 
el valor obtenido, obtenemos el valor de la otra incógnita. 

 

Ejemplo: 

 Vamos a resolver el sistema 






32

132

yx

yx
 por el método de sustitución: 

Despejamos x de la segunda ecuación: 








yxyx

yx

2332

132
 

y lo sustituimos en la primera:  

2(3 – 2y) – 3y = –1  6 – 4y – 3y = –1  –4y – 3y = –1 – 6  –7y = –7  y = (–7)/(–7) = 1 

Con el valor obtenido de y, calculamos la x:  

x = 3 – 2y  x = 3 – 2∙1 = 1. 

Solución: 








1

1

y

x
 

 

Actividades propuestas 
33. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitución: 

a) 







22

2643

yx

yx
    b) 







243

2642

yx

yx
     c) 







1432

823

yx

yx
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2.4. Resolución de sistemas lineales por el método de igualación 

El método de igualación consiste en despejar la misma incógnita de las dos ecuaciones que forman el 
sistema e igualar los resultados obtenidos.  

 

Así, obtenemos una ecuación de primer grado en la que podremos calcular la incógnita despejada. Con 
el valor obtenido, calculamos el valor de la otra incógnita.  

 

Ejemplo: 

 Vamos a resolver el sistema 






32

132

yx

yx
 por el método de igualación: 

Despejamos la misma incógnita de las dos ecuaciones que forman el sistema: 












yxyx

y
xyx

2332
2

13
132  

Igualamos ahora los resultados obtenidos y resolvemos la ecuación resultante: 

1
7
7

771643462321323
2

13



yyyyy)y(yy

y
 

Con el valor obtenido de y, calculamos la x:  

x = 3 – 2y  x = 3 – 2∙(1) = 1 

Solución: 








1

1

y

x
 

 

Actividades propuestas 
34. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualación: 

a) 







132

183

yx

yx
    b) 







2624

132

yx

yx
    c) 








823

1047

yx

yx
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2.5. Resolución de sistemas lineales por el método de reducción 

El método de reducción consiste en eliminar una de  las  incógnitas sumando  las dos ecuaciones. Para 
ello se multiplican una o ambas ecuaciones por un número de modo que los coeficientes de x o y sean 
iguales pero de signo contrario. 

 

Ejemplo: 

 Vamos a resolver el sistema 






32

132

yx

yx
 por el método de reducción: 

Multiplicamos la segunda ecuación por ‐2 para que los coeficientes de la x sean iguales pero de signo 
contrario y sumamos las ecuaciones obtenidas: 








32

132

yx

yx

 )2(






642

132

yx

yx
 sumamos  







770

132

y

yx
   y = (–7)/(–7) = 1 

Con el valor obtenido de y, calculamos la x:  

2x – 3∙1 = –1  2x = – 1 + 3 = 2  x = 2/2 = 1 

Solución: 








1

1

y

x
 

 

Actividades propuestas 
35. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reducción: 

a) 







2352

83

yx

yx
     b) 







114

1935

yx

yx
     c) 







1323

032

yx

yx
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2.6. Sistemas de ecuaciones no lineales 

Si alguna de las ecuaciones del sistema no es lineal, el sistema ya no es lineal. 

 

Se  resuelve por cualquiera de  los métodos anteriores, por ejemplo por  sustitución, despejando,  si es 
posible una incógnita de exponente uno. 

 

Ejemplo: 

 Para resolver 







15

14

xy

yx
 despejamos “y” de la primera ecuación: y = 14 – x, y lo sustituimos en 

la segunda: xy = x(14 – x) = –15  14x – x2 = –15  x2 – 14x – 15 = 0. 

Resolvemos la ecuación de segundo grado, y las soluciones son: 15 y –1.  

Como y = 14 – x, si x = 15 entonces y = –1, y si x = –1 entonces y = 15. 

Las soluciones son los puntos (15, –1) y (–1, 15), puntos de intersección entre la hipérbola xy = 15, y la 
recta x + y = 14. 

 

Actividades propuestas 
36. Resuelve los siguientes sistemas: 

a) 










132

253
22

22

yx

yx       b)  










525

33
22

22

yx

yx    Ayuda: Utiliza el método de reducción: 

c)  














2

3
2

1

yx

xy
      d)  









1

342

xy

yx
    e)  











2

1

yx
x

y
yx

 

37. La trayectoria de un proyectil es una parábola de ecuación: y = –x2 + 5x, y la trayectoria de un avión 
es  una  recta  de  ecuación:  y  =  3x.  ¿En  qué  puntos  coinciden  ambas  trayectorias?  Representa 
gráficamente la recta y la parábola para comprobar el resultado. 

38. Resuelve los siguientes sistemas y comprueba gráficamente las soluciones: 

a)  









3

322

yx

yx
    b)  








2

1

xy

yx
      c)  










4

1722

xy

yx
 

d)  









5

172 22

yx

yx
    e)  










6

522

xy

yx
    f)  










xy

yx 1822
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2.7. Sistemas de ecuaciones lineales de más de dos incógnitas 

La mejor forma de resolver sistemas lineales de más de dos incógnitas es ir sustituyendo el sistema por 
otro equivalente de forma que cada vez se consiga que sean ceros los coeficientes de más incógnitas. 

 

Ejemplo: 

 Para resolver el sistema: 












324

42

032

zyx

zyx

zyx
, dejamos la primera ecuación sin modificar. Queremos 

que la segunda ecuación tenga un cero como coeficiente de la “x”, para ello la multiplicamos por 
2 y  le restamos  la primera. Para que  la tercera ecuación tenga un cero como coeficiente de  la 
“x”, la multiplicamos por 2 y le restamos la primera: 













324

42

032

zyx

zyx

zyx
   













670

8530

032

zy

zy

zyx
 

Ahora  podemos  resolver  el  sistema de  dos  ecuaciones  y  dos  incógnitas  formado  por  las  dos  últimas 
ecuaciones,  o  continuar  con  nuestro  procedimiento.  Para  conseguir  que  en  la  tercera  ecuación  el 
coeficiente  de  la  “y”  sea  un  cero  multiplicamos  la  tercera  ecuación  por  3  y  la  segunda  por  7  y  las 
restamos:  













670

8530

032

zy

zy

zyx
  













323200

8530

032

z

zy

zyx
 

y ahora ya podemos despejar cada una de las incógnitas de forma ordenada:  

 
 












0132

8153

1

yx

y

z
  













1
1
1

x

y

z
 

 

Actividades propuestas 

39. Resuelve los siguientes sistemas: 

  a) 












3243

02

232

zyx

zyx

zyx
   b) 













3323

422

622

zyx

zyx

zyx
     c) 














632

122

5223

zyx

zyx

zyx
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1.8. Sistemas de inecuaciones 

Un sistema de inecuaciones de primer grado con una incógnita es aquel en el que la única variable que 
interviene en todas las ecuaciones está elevada a un exponente igual a la unidad. 

Sistemas de dos ecuaciones, tienen por expresión general: 








22

11

bxa

bxa
, con cualesquiera de los signos <, >,    ó   . 

Para  resolverlos,  independientemente  del  número  de  inecuaciones  que  compongan  el  sistema,  se 
resuelve cada inecuación por separado, y al final se determina la solución como la intersección de todas 
ellas. 

Ejemplo:  

 







xx

x

25
42









5
2

x

x
, los intervalos solución son 

 








5,
,2

  ,2   5, =  52,  

Luego la solución común a ambas está en la intersección de ambos, es   52, .  

Gráficamente puede verse: 

 

Inecuaciones en valor absoluto 

Una inecuación en valor absoluto es aquella en la que parte de la inecuación, o toda ella, viene afectada 
por el valor absoluto de la misma. 

La  expresión  general  es  de  la  forma cbax  ,  empleando  cualquiera  de  los  cuatro  signos  de 

desigualdad. 

Para resolverla, aplicamos  la definición de valor absoluto de una cantidad y pasamos a un sistema de 
dos ecuaciones cuya solución es la solución de la inecuación. 

cbax  por definición 







cbax

cbax

 

Ejemplo:  
 









1242

1242
1242

x

x
x









4

8
x

x  
 







,4
8,  8,4     

 









1062

1062
1062

x

x
x









2

8

x

x
.  

No existe ningún x que a la vez sea menor que 2 y mayor que 8, pero la solución son los valores que o 

bien pertenecen a un intervalo o bien al otro: x  (, 2)  (8, +).  

Comprueba que, por ejemplo, x = 10 verifica que 2x – 6 = 20 – 6 = 14 > 10, y que x = –3, también ya que 
2x – 6 = –6 – 6 = –12 cuyo valor absoluto es mayor que 10. 
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3. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 

3.1. Resolución de problemas mediante ecuaciones de 2º grado 

Para  resolver  problemas  por  medio  de  ecuaciones  de  2º  grado,  primero  tendremos  que  pasar  a 
lenguaje algebraico el enunciado del problema y  luego resolverlo 
siguiendo los siguientes pasos: 

1.‐ Comprender el enunciado 

2.‐ Identificar la incógnita 

3.‐ Traducir el enunciado al lenguaje algebraico 

4.‐ Plantear la ecuación y resolverla 

5.‐ Comprobar la solución obtenida 

Actividades resueltas  
Vamos a resolver el siguiente problema: 

 ¿Cuál es el número natural cuyo quíntuplo aumentado en 6 unidades es igual a su cuadrado? 

Una  vez  comprendido  el  enunciado,  identificamos  la  incógnita  que,  en  este  caso,  es  el  número  que 
estamos buscando. 

2.‐ Número buscado = x 

3.‐ Traducimos ahora el problema al lenguaje algebraico:  

5x + 6 = x2 

4.‐ Resolvemos la ecuación:  

5x + 6 = x2  x2  5x  6 = 0 

2

75

2

495

2

24255

12

61455

2

4 22 















)()()(

a

acbb
x  

6
2

75
1 


x ;   1

2

75
2 


x  

Solución: Como el enunciado dice “número natural” el número buscado es el 6.  

5.‐ Comprobación: En efecto 5∙6 + 6 = 36 = 62. 

Actividades propuestas 
40. ¿Qué número multiplicado por 4 es 5 unidades menor que su cuadrado? 

41. En una clase deciden que todos van a enviar una carta al resto de compañeros. Uno dice: ¡Vamos a 
escribir 380 cartas! Calcula el número de alumnos que hay en la clase. 

42. Calcula tres números consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 365. 

43. Una  fotografía  rectangular mide  14  cm  de  base  y  10  cm  de  altura.  Alrededor  de  la  foto  hay  un 
margen de igual anchura para la base que para la altura. Halla el ancho del margen, sabiendo que el 
área total de la foto y el margen es de 252 cm2. 

 

FASES EN LA RESOLUCIÓN DE 
UN PROBLEMA 
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44. El triple del cuadrado de un número aumentado en su duplo es 85. ¿Cuál es el número? 

45. Un  triángulo  isósceles  tiene  un  perímetro  de  20  cm  y  la  base  mide  4  cm,  calcula  los  lados  del 
triángulo y su área. 

46. Una hoja de papel cuadrada se dobla por la mitad. El rectángulo resultante tiene un área de 8 cm2. 
¿Cuál es perímetro de dicho rectángulo? 

47. Un padre dice: “El producto de la edad de mi hijo hace 5 años por el de su edad hace 3 años es mi 
edad actual, que son 35 años”. Calcula la edad del hijo. 

48. Halla las dimensiones de rectángulo cuya área es 21 m2, sabiendo que sus lados se diferencian en 4 
metros. 

49. En un triángulo rectángulo el cateto mayor mide 4 cm menos que la hipotenusa y 4 cm más que el 
otro cateto. ¿Cuánto miden los lados del triángulo? 

50. Halla dos números pares consecutivos cuyo producto sea 224. 

51. Halla  tres  números  impares  consecutivos  tales  que  si  al  cuadrado  del  mayor  se  le  restan  los 
cuadrados de los otros dos se obtiene como resultado 15. 

3.2. Resolución de problemas mediante sistemas de ecuaciones  
Para  resolver  problemas  por  medio  de  sistemas  de  ecuaciones, 
primero tendremos que pasar a  lenguaje algebraico el enunciado 
del problema y luego resolverlo siguiendo los siguientes pasos: 

1.‐ Comprender el enunciado 

2.‐ Identificar las incógnitas 

3.‐ Traducir el enunciado al lenguaje algebraico 

4.‐ Plantear el sistema y resolverlo 

5.‐ Comprobar la solución obtenida 

Actividades resueltas  
Vamos a resolver el siguiente problema:  

 La suma de las edades de un padre y su hijo es 39 y su diferencia 25. ¿Cuál es la edad de cada uno? 

Una  vez  comprendido  el  enunciado,  identificamos  las  incógnitas  que,  en  este  caso,  son  la  edad  del 
padre y el hijo 

2.‐   Edad del padre = x 

Edad del hijo = y 

3.‐ Pasamos el enunciado a lenguaje algebraico: 

La suma de sus edades es 39:   

x + y = 39 

Y su diferencia 25: 

x – y = 25 

 

FASES EN LA RESOLUCIÓN DE 
UN PROBLEMA 
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4.‐ Planteamos el sistema y lo resolvemos por el método que nos resulte más sencillo. En este caso, lo 
hacemos por reducción: 








25
39

yx

yx
   sumamos  








6402
39

x

yx
  x = 64/2 = 32 

x + y = 39  32 + y = 39  y = 39 – 32 = 7. 
Solución: El padre tiene 32 años y el hijo tiene 7 años. 
5.‐ Comprobación: En efecto, la suma de las edades es 32 + 7 = 39  y la diferencia es 32 – 7 = 25. 

Actividades propuestas 
52. La suma de  las edades de María y Alfonso son 65 años. La edad de Alfonso menos  la mitad de  la 

edad de María es igual a 35. ¿Qué edad tienen cada uno? 

53. La suma de las edades de Mariló y Javier es 32 años. Dentro de 7 años, la edad de Javier será igual a 
la edad de Mariló más 20 años. ¿Qué edad tiene cada uno en la actualidad? 

54. Encuentra dos números cuya diferencia sea 24 y su suma sea 104. 
55. Un hotel  tiene 42 habitaciones  (individuales y dobles) y 62 camas, ¿cuántas habitaciones tiene de 

cada tipo? 
56. En un triángulo rectángulo la hipotenusa mide 10 cm y las longitudes de sus dos catetos suman 14 

cm. Calcula el área del triángulo. 
57. Nieves le pregunta a Miriam por sus calificaciones en Matemáticas y en Lengua. Miriam le dice “La 

suma de mis calificaciones es 19 y el producto 90”. Nieves le da la enhorabuena. ¿Qué calificaciones 
obtuvo? 

58. De un número de tres cifras se sabe que suman 12, que la suma de sus cuadrados es 61, y que la 
cifra de las decenas es igual a la de las centenas más 1. ¿Qué número es? 

59. Se tienen tres zumos compuestos del siguiente modo:  

El primero de 40 dl de naranja, 50 dl de limón y 90 dl de pomelo. 

El segundo de 30 dl de naranja, 30 dl de limón y 50 dl de pomelo. 

El tercero de 20 dl de naranja, 40 dl de limón y 40 dl de pomelo. 

Se pide qué  volumen habrá de  tomarse de  cada uno de  los  zumos  anteriores para  formar un nuevo 
zumo de 34 dl de naranja, 46 dl de limón y 67 dl de pomelo.  

60. Se venden tres especies de cereales: trigo, cebada y mijo. Cada kg de trigo se vende por 2 €, el de la 
cebada por 1 € y el de mijo por 0.5 €. Si se vende 200 kg en total y se obtiene por la venta 300 €, 
¿cuántos volúmenes de cada cereal se han vendido?  

61. Se  desea  mezclar  harina  de  2  €/kg  con  harina  de  1  €/kg  para  obtener  una  mezcla  de  1.2  €/kg. 
¿Cuántos kg deberemos poner de cada precio para obtener 300 kg de mezcla? 

62. En una tienda hay dos tipos de juguetes, los de tipo A que utilizan 2 pilas y los de tipo B que utilizan 
5 pilas. Si en total en la tienda hay 30 juguetes y 120 pilas, ¿cuántos juguetes hay de cada tipo? 

63. Un peatón  sale  de una  ciudad A  y  se  dirige  a  una  ciudad B que  está  a  15  km de distancia  a  una 
velocidad de 4 km/h, y en el mismo momento sale un ciclista de la ciudad B a una velocidad de 16 
km/h y se dirige hacia A, ¿cuánto tiempo lleva el peatón caminando en el momento del encuentro? 
¿A qué distancia de B se cruzan?  
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CURIOSIDADES. REVISTA 

 

 

 

 

 

 

 
   

Obtención  de  la  fórmula 
para  resolver  ecuaciones 
de segundo grado. 

 

ax2 + bx + c = 0, con a  0 

 

ax2 + bx = c 

 Multiplicamos por 4a 

4a2x2 + 4abx = 4ac 

              Sumamos b2 

4a2x2 + 4abx + b2= 4ac + b2 

 Completamos cuadrados 

(2ax + b)2 = b2  4ac 

 Hallamos la raíz cuadrada 

2ax + b =  acb 42   

Despejamos la x 

2ax = b  acb 42   

 

a

acbb
x

2

42 
  

Tres  ecuaciones  de  segundo  grado 
interesantes 

x2 = 2 

Esta  ecuación  nos  aparece  al  aplicar  el 
Teorema  de  Pitágoras  a  un  triángulo 
rectángulo  isósceles de  lados  iguales a 1, o al 
calcular la diagonal de un cuadrado de lado 1. 
Su  solución es  la  longitud de  la hipotenusa o 
de  la  diagonal.  Tiene  de  interesante  que  se 
demuestra  que  dicha  solución  NO  es  un 
número  racional,  un  número  que  pueda 
escribirse  como  cociente  de  dos  números 
enteros.  

x + 1 = x2 

También  se  puede  escribir  como: 
1

1 x

x

x



 

que es una proporción, donde x toma el valor 

2
51
    1.618…  que  es  el  número  de  oro, 

otro número irracional. 

 

x2 = 1 
La  tercera  ecuación  no  tiene  solución  real, 
ningún  número  real  al  elevarlo  al  cuadrado 
puede  dar  un  número  negativo,  pero  si 

ampliamos el campo real con su raíz,  1  = i, 
resulta  que  ya  todas  las  ecuaciones  de 
segundo  grado  tienen  solución,  y  a  los 
números  a + b∙i  se  les  llama  números 
complejos.

 

Emmy  Noether  fue  una  matemática  alemana  de  origen  judío  cuyos  trabajos  en  Álgebra 
permitieron resolver el problema de la conservación de la energía. 
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La solución al problema más importante de la historia de las matemáticas. En 
vídeos anteriores donde hablaba de duelos matemáticos, después de mostrar 
fórmulas para  resolver  ecuaciones de  grado 3,  dejamos  abierta una  cuestión 
¿Qué pasa  con  las  ecuaciones de grado 5 o 6 o  los demás grados  superiores? ¿Se  sabe 
algo?  ¡Pues  sí!  Niels  Henrick  Abel  y  Evariste  Galois  dieron  respuestas  a  esta  incógnita. 

¿Por qué sus teorías fueron la solución al problema más importante de las matemáticas? 

https://www.youtube.com/watch?v=MquM58MNzUs 

 

   

Los matemáticos  han  tardado  cerca  de  tres mil  años  en  comprender  y 
resolver ecuaciones tan sencillas y que tan bien conoces como ax + b = 0. 
Ya los egipcios en el papiro del Rhid (1650 aC) y en el de Moscú (1850 aC) 
resuelven  algunos problemas que  se  podrían  considerar  de  ecuaciones, 
como por ejemplo: “Un montón y un séptimo del mismo es igual a 24”. 

En  Mesopotamia  y  Babilonia  ya  se  sabían  resolver  sistemas  de  dos 
ecuaciones y dos incógnitas y ecuaciones de segundo grado. 
Un  problema  que  aparece  en  una  tablilla  es:  “La  cuarta  parte  de  la 
anchura más una longitud es igual a 7 manos. Y longitud más anchura es 
igual  a  10  manos”.  En  este  problema  “longitud”  y  “anchura”  son 
incógnitas no relacionadas con estas medidas. 

En China en el  siglo  III  a C  se editó “El arte matemático” donde utilizaban el 
ábaco y se resolvían ecuaciones de primer y segundo grado y sistemas. 
Uno de los problemas resueltos puede considerarse como la resolución de un 
sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas utilizando el método matricial. 

En  Grecia,  en  el  siglo  III  Diofanto  de  Alejandría  publicó  “Aritmética” 
trabajó  con  ecuaciones  y  utilizó  la  primera  letra  de  la  palabra  griega 
“arithmos” que significa número, para representar a la incógnita.  

En su tumba aparece este problema: 

"Transeúnte,  ésta  es  la  tumba  de  Diofanto.  Es  él  quien  con  esta 
sorprendente  distribución  te  dice  el  número  de  años  que  vivió.  Su 
juventud  ocupó  su  sexta  parte,  después  durante  la  doceava  parte  su 
mejilla se cubrió con el primer vello. Pasó aún una séptima parte de su 
vida antes de tomar esposa y, cinco años después, tuvo un precioso niño 
que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre, pereció de una 
muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorándole durante 
cuatro años”. 

En el siglo VII los 
hindúes conocían 
procedimientos 
algebraicos y 
trabajaban con 
eficacia los 
números. 
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RESUMEN 

NOCIÓN  DEFINICIÓN EJEMPLOS

Ecuación de 

primer grado 

Quitar denominadores 
Quitar paréntesis 
Transponer términos 
Simplificar y despejar 

5/3x + 3(x + 1) = 2    

5/3x + 3x + 3 = 2  

5x + 9x + 9 = 6  

14x = 3  x = 3/14.  

Ecuación de 

segundo grado 

Tiene la forma: ax2 + bx + c = 0 

Se usa la fórmula: 
a

acbb
x

2
42 

  

x2  5x + 6 = 0: 

2

15

12

614255 





x

x1 = 3, x2 = 2 

Número de 

soluciones de una 

ecuación de 2º 

grado 

Si    =  b2  –  4ac  >  0,  tiene  dos  soluciones  reales  y 
distintas 

Si  = b2 – 4ac = 0, tiene una solución doble. 
Si  = b2 – 4ac < 0, la ecuación no tiene solución 

x2  4x  5 = 0:  =36 > 0, 
tiene dos soluciones 5 y 1. 
x2  2x + 1 = 0:  = 0, tiene 
una raíz doble: x = 1. 

x2 + 3x + 8 = 0:  = 23. No 
tiene solución real 

Resolución de 

ecuaciones de 2º 

grado 

incompletas 

Si b = 0, ax2 + c = 0, despejamos la incógnita:  

a

c
x


 . 

Si c = 0, ax2 + bx = 0: x = 0 y 
a
b

x


  

2x2  18 = 0  

39 x  

3x2  15x = 0  3x(x – 5) = 0 

 x1 = 0; x2 = 5. 

Suma y producto 

de raíces 
x1 x2 = 

a

c
; x1 + x2 = 

a
b
 

x2  5x + 6 = 0  x1= 2; x2= 3

Sistema de ecuaciones 

lineales  






'cy'bx'a

cbyax
 








437

32

yx

yx
 

Clasificación  Compatible determinado: Una única solución, el punto de intersección. Las rectas 

son secantes: 







12

43

yx

yx
 

Compatible  indeterminado:  Infinitas  soluciones,  por  lo  que  las  rectas  son 

coincidentes: 







662

33

yx

yx
 

Incompatible: No tiene solución, las rectas son paralelas: 







262

33

yx

yx
 

Métodos de 
resolución 

Sustitución: despejar una incógnita y sustituir en la otra ecuación.  
Igualación: despejar la misma incógnita de las dos ecuaciones. 
Reducción: sumar las dos ecuaciones, multiplicándolas por números adecuados. 
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

Ecuaciones 

1. Resuelve estas ecuaciones: 

a)     
7
91

226
7
5

234
x

xxx


   b) 
3

54
3

6

1
2534

x
xx

















    c)     xx 496524   

2. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2º grado 

a) 3x2  5x  2 = 0     b) 2x( 3 + x) = 5        c) 3x2 = 27x 

d) 5(3x + 2)  4x(x + 6) = 3   e) 4(x  9) + 2x(2x  3) = 6      f) 10(2x2  2) – 5(3 + 2x) =  21 

g) 4(x + 5)∙(x  1) = 2x  4   h) 3x∙(5x + 1) = 99       i) 2(3x2  4x + 2)  2x(3x – 2) = –5 

3. Resuelve las siguientes ecuaciones de 2º grado con denominadores: 

a)  1
2

1

3

12





 xx      b)   2

5

14

5

3 22





 xxx      c)  2

6

5

3

32 2





 xx  

d) 
6

1

2

14

3

1 2





 xx    e)  52

4

73

2

32







x
xx      f)  2

10

74

5

23 2





 xxx  

4. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 2º grado: 

a) x2  3x  10 = 0     b) x2 + 3x  10 = 0        c) x2 + 7x + 10 = 0 

d) x2  7x + 10 = 0     e) x(1 + x) = 0        f) 2x2 = 50 

g) x2  5x + 6 = 0     h) x2  x  6 = 0         i) x2 + x  6 = 0 

5. Factoriza las ecuaciones del problema anterior. Así, si las soluciones son 2 y 5, escribe:  

2x2  50 = 0   2(x + 5)∙(x – 5) = 0. 

Observa que si el coeficiente de x2 fuese distinto de 1 los factores tienen que estar multiplicados 
por dicho coeficiente. 

6. Cuando el coeficiente b es par (b = 2B), puedes simplificar la fórmula:   

a

acBB

a

acBB

a

acBB

a

acbb
x













2222

2

22

2

442

2

4
 

Así para resolver x2  6x + 8 = 0 basta decir  13893 x , luego sus soluciones son 2 y 4. 

Utiliza esa expresión para resolver: 

a) x2  10x  + 24 = 0      b) x2  6x  7 = 0     c) x2 + 4x – 5= 0 

 


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7. Resuelve mentalmente las ecuaciones siguientes, luego desarrolla las expresiones y utiliza la 
fórmula general para volver a resolverlas. 

a) (x – 3)∙(x – 7) = 0     b) (x + 2)∙(x – 4) = 0      c) (x – 8)∙(x – 4) = 0 

d) (x – 2)∙(x + 5) = 0    e) (x + 6)∙(x – 3) = 0     f) (x – 5)∙(x + 3) = 0 

8. Determina el número de soluciones reales que tienen las siguientes ecuaciones de segundo 
grado calculando su discriminante, y luego resuélvelas. 

a) x2 + 5x  2 = 0     b) 5x2 + 2x  4 = 0      c) 2x2 + 4x + 11 = 0 

d) 2x2  3x + 8 = 0     e) 3x2  x  5 = 0       f) 4x2 + 2x  7 = 0 

9. Escribe  tres  ecuaciones  de  segundo  grado  que  no  tengan  ninguna  solución  real.  Ayuda: 
Utiliza el discriminante. 

10. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan una solución doble. 
11. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan dos soluciones reales y distintas. 
12. Resuelve las siguientes ecuaciones polinómicas: 

a) x
5  37x3 + 36x = 0    b) x3  2x2 – 8x = 0     c) 2x3 + 2x2 – 12x = 0  

d) x4 – 5x2 + 6 = 0     e) 2x4 = 32x2 – 96    f) x(x – 3)(2x + 3)(3x – 5) = 0 

13. Resuelve las siguientes ecuaciones aplicando un cambio de variable: 

a) x8+ 81 = 82x4  b) x4– 24x2+ 144 = 0    c) x6–7x3– 8 = 0  d) x4+ 8x2– 9 = 0 

14. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales: 

a)  5
3

2 
x

x       b)  x
xx


2
1

5
3

  c) 
3

5
2

3

1




 xx
  d)  15

23
2




x
x

x
 

e) 
 

3
1
123

1
2






 x

x
x

  f)  7
54

1
32








x
x

x
x

  g)  4
1

32
1
23









x
x

x
x

 

h)  2

25

1

3

xxxx 



   i) 

2

3

4

5

2

3
2

x

x

x

x

x






    j)  

x
x

43
5

2
1




  

15. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales: 

a)  2253 xx     b)  525  xx       c)  xxx 3237 2   

d)  12 xx      e)  0111  xx     f)  5
3


x

x  

g) 
1

2
423





x

x    h)  1
1

2
1 




x
x       i)  4

3

1
2 




x
x  

16. Resuelve las ecuaciones siguientes: a) 
81
1

33 x    b) 
625

1
52 x  
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Sistemas 

17. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitución: 

a) 






23
134

yx

yx
   b) 








952
64

yx

yx
   c) 







4
1032

yx

yx
 

18. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualación: 

a) 







23
123

yx

yx
   b) 







24
125

yx

yx
   c) 








1338
1047

yx

yx
 

19. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reducción: 

a) 







32
527

yx

yx
   b) 








146
1023

yx

yx
   c) 








957
063

yx

yx
 

20. Resuelve de forma gráfica los siguientes sistemas  

a) 







4
6

yx

yx
     b) 








17
535

yx

yx
   c) 








357
13

yx

yx
 

21. Resuelve los siguientes sistemas: 

a) 




















2
4

13
2

32

1
5

1
3

32

yx

yx

   b) 














1025

3
5

32
2

1

yx

yx
   c) 















17

2
3

23
2

32

yx

yx
 

22. Copia  en  tu  cuaderno  y  completa  los  siguientes  sistemas  incompletos  de  forma  que  se 
cumpla lo que se pide en cada uno: 

Compatible indeterminado     Incompatible       Su solución sea x = 2 e y = 1 

a) 
   







32
3
yx

yx
     b)   







6
25

yx

yx
       c) 

 
 






7
3

yx

yx
 

Incompatible     Su solución sea x = 1 e y = 1     Compatible indeterminado 

d)     






yx

yx

4
152
     e) 

 
 






53
13

yx

yx
       f) 

   







232
6
yx

yx
 

23. Resuelve  los  siguientes  sistemas  por  el  método  de  igualación  y  comprueba  la  solución 
gráficamente. ¿De qué tipo es cada sistema? 

a) 






83
1362

yx

yx
   b) 








1244
3

yx

yx
   c) 








53
4

yx

yx
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Problemas 

24. En  una  tienda  alquilan  bicicletas  y  triciclos.  Si  tienen  51 
vehículos con un total de 133 ruedas, ¿cuántas bicicletas 
y cuántos triciclos tienen? 

25. ¿Cuál es la edad de una persona si al multiplicarla por 15 
le faltan 100 unidades para completar su cuadrado? 

26. Descompón  8  en 
dos factores cuya suma sea 6. 

27. El triple del cuadrado de un número aumentado en 
su duplo es 85. ¿Qué número es? 

28. La suma de los cuadrados de dos números impares 
consecutivos  es  394.  Determina  dichos 
números.  

29. Van  cargados un  asno  y  un 
mulo.  El  asno  se  quejaba  del  peso  que 
llevaba encima. El mulo  le contestó: Si yo 
llevara uno de  tus  sacos,  llevaría el doble 

de carga que tú, pero si tú tomas uno de los míos, los dos llevaremos 
igual carga. ¿Cuántos sacos lleva cada uno? 

30. ¿Qué  número  multiplicado  por  3  es  40  unidades  menor  que  su 
cuadrado? 

31. Calcula tres números consecutivos cuya suma de cuadrados es 365. 

32. Dentro de 11 años, la edad de Mario será la mitad del cuadrado de la edad que tenía hace 13 
años. ¿Qué edad tiene Mario? 

33. Dos  números  naturales  se  diferencian  en  2  unidades  y  la  suma  de  sus  cuadrados  es  580. 
¿Cuáles son dichos números? 

34. La suma de dos números es 5 y su producto es 84. ¿De qué números se 
trata? 

35. María  quiere  formar  bandejas  de  un  kilogramo  con  mazapanes  y 
polvorones. Si los polvorones le cuestan a 5 euros el kilo y los mazapanes 
a 7 euros el kilo, y quiere que el precio de cada bandeja sea de 6 euros, 
¿qué  cantidad  deberá  poner  de  cada  producto?  Si  quiere  formar  25 
bandejas, ¿Qué cantidad de polvorones y de mazapanes va a necesitar? 

36. Determina  los  catetos  de  un  triángulo  rectángulo  cuya  suma  es  7  cm  y  la  hipotenusa  de 
dicho triángulo mide 5 cm. 

37. El producto de dos números es 4 y la suma de sus cuadrados 17. Calcula dichos números 

38. La suma de dos números es 20. El doble del primero más el triple del segundo es 45. ¿De qué 
números se trata? 

 

 

 

ESCOGE UNA BUENA 
NOTACIÓN 
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39. En un garaje hay 30 vehículos entre coches y motos. 
Si  en  total  hay  100  ruedas,  ¿cuántos  coches  y  motos  hay  en  el 
garaje? 

40. La edad actual de Pedro es el doble de la de Raquel. 
Dentro de 10 años,  sus  edades  sumarán 65.  ¿Cuántos años  tienen 
actualmente Pedro y Raquel? 

41. En mi  clase hay 35 personas. Nos han  regalado a  cada chica 2 bolígrafos  y  a  cada  chico 1 
cuaderno. Si en total había 55 regalos. ¿Cuántos chicos y chicas somos en clase? 

42. Entre  mi  abuelo  y  mi  hermano  tienen  56  años.  Si  mi  abuelo  tiene  50  años  más  que  mi 
hermano, ¿qué edad tiene cada uno? 

43. Dos bocadillos y un refresco cuestan 5 €. Tres bocadillos y 
dos refrescos cuestan 8 €. ¿Cuál es el precio del bocadillo y 
el refresco? 

44. En una granja hay pollos y vacas. Si se cuentan las cabezas, 
son 50. Si se cuentan las patas, son 134. ¿Cuántos pollos y 
vacas hay en la granja? 

45. Un  rectángulo  tiene  un  perímetro  de  172  metros.  Si  el 
largo  es  22 metros  mayor  que  el  ancho,  ¿cuáles  son  las 
dimensiones del rectángulo? 

46. En una bolsa hay monedas de 1 € y 2 €. Si en total 
hay 40 monedas y 53 €, ¿cuántas monedas de cada valor hay en 
la bolsa? 

47. En  una  pelea  entre  arañas  y  avispas,  hay  70 
cabezas y 488 patas. Sabiendo que una araña tiene 8 patas y una 
avispa 6, ¿cuántas avispas y arañas hay en la pelea? 

48. Una  clase  tiene  32  estudiantes,  y  el  número  de 
alumnos es triple al de alumnas, ¿cuántos chicos y chicas hay? 

49. Yolanda tiene 6 años más que su hermano Pablo, 
y su madre tiene 50 años. Dentro de 2 años la edad de la madre 
será doble de  la suma de  las edades de sus hijos, ¿Qué edades 
tienen? 

50. Se mezclan 15 kg de maíz de 2.1 € el kilogramo con 27 kg de maíz de precio desconocido, 
resultando el precio de la mezcla de 3 € el kg. ¿Qué precio tenía el segundo maíz? 

51. La  altura  de  un  trapecio  isósceles  es  de  4  cm,  el 
perímetro, 24 cm, y los lados inclinados son iguales a la 
base menor. Calcula el área del trapecio. 

52. Dos autobuses salen, uno desde Madrid y el otro desde 
Valencia  (que  está  a  350  km  de Madrid)  a  las  8  de  la 
mañana.  Uno  va  a  100  km/h  y  el  otro  a  120  km/h.  ¿A 
qué  hora  se  cruzan?  ¿Cuántos  km  han  recorrido  cada 
uno?  

53. En  un  concurso  se  ganan  50  euros  por  cada  respuesta 
acertada y se pierden 100 por cada fallo. Después de 20 preguntas, Pilar lleva ganados 250 
euros. ¿Cuántas preguntas ha acertado? 

54. Juan ha comprado 6 zumos y 4 batidos por 4.6 €, luego ha comprado 4 zumos y 7 batidos y le 
han costado 4.8 €. Calcula los precios de ambas cosas. 
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55. ¿Qué fracción es igual a 1 cuando se suma 1 al numerador y es igual a 1/2 cuando se suma 2 
al denominador? 

56. El cociente de una división es 3 y el resto es 2. Si el divisor disminuye en 1 unidad, el cociente 
aumenta en 2 y el resto nuevo es 1. Hallar el dividendo y el divisor. 

57. Dos  amigas  fueron  a  pescar.  Al  final  del  día  una  dijo:  “Si  tú  me  das  uno  de  tus  peces, 
entonces yo tendré el doble que tú”. La otra le respondió: “Si tú me das uno de tus peces, yo 
tendré el mismo número de peces que tú”. ¿Cuántos peces tenía cada una? 

58. Calcula las dimensiones de un rectángulo sabiendo que su área es 30 cm2, y cuyo perímetro 
mide 26 cm.  

59. Un peatón  sale  de  una  ciudad  “A”  a  una  velocidad  de  4  km/h,  y  se 
dirige a una ciudad “B” que está a 12 km de la ciudad “A”, 30 minutos 
después sale un ciclista de la ciudad “B” a una velocidad de 16 km/h y 
se dirige hacia “A”, ¿cuánto  tiempo  lleva el peatón caminando en el 
momento del encuentro? ¿A qué distancia de “B” se cruzan? 

60. Se desea mezclar aceite de 3 €/l con otro aceite de 4.2 €/l de modo 
que la mezcla resulte a 3.50 €/l. ¿Cuántos  litros de cada clase deben 
mezclarse para obtener 200 litros de la mezcla? 

61. Al intercambiar las cifras de un número de dos cifras se obtiene otro 
que es 27 unidades mayor. Halla el número inicial. 

62. La  diagonal  de  un  rectángulo  mide  30  cm,  y  el  perímetro  84  cm.  Halla  los  lados  del 
rectángulo. 

63. Una valla rodea un terreno rectangular de 1000 m2. Si  la valla mide 130 metros, calcula las 
dimensiones del terreno.  

64. Varios amigos van a hacer un regalo de bodas que cuesta 900 euros, que pagarán a partes 
iguales.  A  última  hora  se  apuntan  dos  amigos más,  con  lo  que  cada  uno  toca  a  15  euros 
menos. ¿Cuántos amigos eran inicialmente? ¿Cuánto pagará al final cada uno? 

65. Las diagonales de un rombo se diferencian en 3 cm 
y su área es de 20 cm2. Calcula su perímetro. 

66. Un tren sale de Bilbao hacia Alcázar de San Juan a 
una velocidad de 140 km/h. Una hora más tarde sale otro tren de 
Alcázar de San Juan hacia Bilbao a 100 km/h; la distancia entre las 
dos ciudades es de 500 km. ¿Al cabo de cuánto tiempo se cruzan 
los dos trenes? ¿A qué distancia de Alcázar de San Juan? 

67. Un  coche  sale  de  una  ciudad  “A”  a  una  velocidad 
de 70 km/h y 30 minutos más tarde otro coche sale de “A” en la 
misma dirección y sentido a una velocidad de 120 km/h, ¿cuánto 

tiempo  tardará  el  segundo  en  alcanzar  al  primero  y  a  qué  distancia  de  “A”  se  produce  el 
encuentro? 

68. Diseña  una  página  de  cálculo  que  resuelva  ecuaciones  de  segundo 
grado y sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incógnitas. 

69. Utiliza la Hoja de cálculo Ecuaciones y sistemas para comprobar las soluciones 
de los ejercicios de este capítulo.  
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AUTOEVALUACIÓN 
1. La solución de la ecuación 3(x – 1) – 2(x – 2) = 5 es: 
  a) x = 2     b) x = 4     c) x = –2/3     d) x = 3 

2. Las soluciones de la ecuación 156 = x(x – 1) son:  
a) x = 11 y x = –13   b) x = 13 y x = –12   c) x = 10 y x = 14   d) x = –12 y x = –11 

3. Las soluciones de la ecuación 
26

2

3

14 2xxx





  son:  

a) x = 2 y x = 2/3   b) x = 1/3 y x = 4   c) x = 1 y x = 4/3   d) x = 5/3 y x = 3 
4. Las soluciones de la ecuación x4 – 5x2 + 4 =0 son:  

a) 1, –1, 4, –4    b) 1, –1, 2, –2    c) 2, –2, 3, –3    d) 2, –2, 5, –5 

5. Las soluciones de la ecuación 2(x + 2) – x(2 – x) = 0 son:  
a) Infinitas     b) x = 9 y x = 5   c) no tiene solución   d) x = 1 y x = 4 

6. Las rectas que forman el sistema 







462

23

yx

yx
 son: 

a) Secantes     b) Paralelas     c) Coincidentes   d) Se cruzan 

7. La solución del sistema 







132

123

yx

yx
 es:  

a) x = 2 e y = 1   b) x = 1 e y = 1   c) x = 3 e y = 2   d) No tiene solución 

8. La solución del sistema 







1392

1723

yx

yxx
 es:  

a) x = 2 e y = –1   b) x = –2 e y = 1   c) x = 1 e y = 0   d) x = 3 e y = 1 

9. En una granja, entre pollos y cerdos hay 27 animales y 76 patas. ¿Cuántos pollos y cerdos hay en la 
granja? 

a) 16 pollos y 11 cerdos   b) 15 pollos y 12 cerdos   c) 13 pollos y 14 cerdos 

10. ¿Cuál es  la edad de una persona si al multiplicarla por 15,  le  faltan 100 unidades para  llegar a su 
cuadrado? 

a) 20 años     b) 7 años     c) 25 años     d) 8 años 
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4.2. RELACIONES FUNDAMENTALES 

5. MOVIMIENTOS Y TRANSFORMACIONES  
5.1. TRASLACIONES EN EL PLANO 
5.2. TRASLACIONES EN EL ESPACIO 
5.3. GIROS EN EL PLANO 
5.4. COMPOSICIÓN DE GIROS 
5.5. SIMETRÍA CENTRAL EN EL PLANO. CENTRO DE SIMETRÍA 
5.6. GIROS EN EL ESPACIO 
5.7. SIMETRÍA CENTRAL EN EL ESPACIO. CENTRO DE SIMETRÍA 
5.8. SIMETRÍA AXIALES. EJE DE SIMETRÍA 
5.9. SIMETRÍA ESPECULAR EN EL ESPACIO. PLANO DE SIMETRÍA 
5.10 USO DE GEOGEBRA PARA ANALIZAR LAS ISOMETRÍAS EN EL PLANO 

Resumen 
La Geometría es una de las ramas más antiguas de las Matemáticas y su estudio nos ayuda a interpretar 
mejor la realidad que percibimos. Su nombre significa “medida de la Tierra”. Medir es calcular 
longitudes, áreas y volúmenes. En este tema recordarás las fórmulas que estudiaste ya el año pasado y 
profundizarás sobre sus aplicaciones en la vida real.  
Nos movemos en el espacio de dimensión tres, caminamos sobre una esfera (que por ser grande, 
consideramos plana), las casas son casi siempre ortoedros. La información que percibimos por medio 
de nuestros sentidos la interpretamos en términos geométricos. Precisamos de las fórmulas de áreas y 
volúmenes de los cuerpos geométricos para calcular las medidas de los muebles que caben en nuestro 
salón, o para hacer un presupuesto de la reforma de nuestra vivienda. 
Muchas plantas distribuyen sus hojas buscando el máximo de iluminación. El átomo de hierro dispone 
sus electrones en forma de cubo, los panales de las abejas son prismas hexagonales. Éstos son algunos 
ejemplos de la presencia de cuerpos geométricos en la naturaleza.  
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158 Geometría. 4ºA de ESO 
1. TEOREMA DE PITÁGORAS Y TEOREMA DE TALES  
1.1. Teorema de Pitágoras 
Teorema de Pitágoras en el plano 
Ya sabes que: 

En un triángulo rectángulo llamamos catetos a los lados incidentes con el ángulo 
recto e hipotenusa al otro lado. 

En un triángulo rectángulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los 
cuadrados de los catetos. 

2
2

2
1

2 cch +=  
Demostración: 

 
Ejemplo: 

 Si los catetos de un triángulo rectángulo miden 6 cm y 8 cm, su hipotenusa vale 10 cm, ya que: 

1010086 22 ==+=h  cm. 

Actividades resueltas 
 Si la hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 13 dm y uno de sus catetos mide 12 dm, halla la 

medida del otro cateto: 

Solución: Por el teorema de Pitágoras: 

( ) ( ) dmc 525121312131213 22 ==+×−=−=  

Actividades propuestas 
1. ¿Es posible encontrar un triángulo rectángulo cuyos catetos midan 12 y 16 cm y su hipotenusa 

30 cm? Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un triángulo 
rectángulo cuyos catetos miden 12 y 16 cm.  

2. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes triángulos rectángulos de catetos: 
a) 4 cm y 3 cm   b) 1 m y 7 m 
c) 2 dm y 5 dm   d) 23.5 km y 47.2 km. 
Utiliza la calculadora si te resulta necesaria. 
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159 Geometría. 4ºA de ESO 
3. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes triángulos rectángulos de hipotenusa y 

cateto: 

a) 8 cm y 3 cm    b) 15 m y 9 m 

c) 35 dm y 10 dm   d) 21.2 km y 11.9 km 

4. Calcula el área de un triángulo equilátero de lado 5 m.  

5. Calcula el área de un hexágono regular de lado 7 cm.  

Teorema de Pitágoras en el espacio 
Ya sabes que: 

La diagonal de un ortoedro al cuadrado coincide con la suma de los cuadrados de sus aristas. 

Demostración: 

Sean a, b y c las aristas del ortoedro que suponemos apoyado en el 
rectángulo de dimensiones a , b.  

Si x es la diagonal de este rectángulo, verifica que: 222 bax +=  

El triángulo de lados D, x, a es rectángulo luego: 222 cxD +=  

Y teniendo en cuenta la relación que verifica x: 

2222 cbaD ++=  

Actividades resueltas 

 Calcula la longitud de la diagonal de un ortoedro de aristas 7, 9 y 12 cm. 

2222 cbaD ++=  = 72 + 92 + 122 = 274. D ≈ 16.55 cm. 

 Las aristas de la base de una caja con forma de ortoedro miden 7 cm y 9 cm y su altura 12 cm. 
Estudia si puedes guardar en ella tres barras de longitudes 11 cm, 16 cm y 18 cm.  

El rectángulo de la base tiene una diagonal d que mide: 𝑑𝑑 = √72 + 92 =  √130 ≈ 11.4cm 

Luego la barra más corta cabe apoyada en la base. 

La diagonal del ortoedro vimos en la actividad anterior que mide 16.55, luego la segunda barra si 
cabe, inclinada, pero la tercera, no. 

Actividades propuestas 
6. Una caja tiene forma cúbica de 3 cm de arista. ¿Cuánto mide su diagonal? 

7. Calcula la medida de la diagonal de una sala que tiene 8 metros de largo, 5 metros de ancho y 
3 metros de altura. 
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160 Geometría. 4ºA de ESO 
1.2. Teorema de Tales 
Ya sabes que: 

Dadas dos rectas, r y r’, que se cortan en el punto O, y dos rectas 
paralelas entre sí, a y b. La recta a corta a las rectas r y r’ en los 
puntos A y C, y la recta b corta a las rectas r y r’ en los puntos B y D. 
Entonces el Teorema de Tales afirma que los segmentos son 
proporcionales: 

BD
AC

OD
OC

OB
OA

==  

Se dice que los triángulos OAC y OBD están en posición Tales. Son semejantes. Tienen un ángulo común 
(coincidente) y los lados proporcionales. 

Actividades resueltas 
 Sean OAC y OBD dos triángulos en posición Tales. El perímetro de OBD es 20 cm, y OA mide 2 

cm, AC mide 5 cm y OC mide 3 cm. Calcula las longitudes de los lados de OBD. 

Utilizamos la expresión: 
BDODOB
ACOCOA

BD
AC

OD
OC

OB
OA

++
++

===  sustituyendo los datos: 

2
1

20
10

20
532532

==
++

===
BDODOB

, por lo que, despejando, sabemos que: OB = 2∙2 = 4 cm; OD = 3∙2 

= 6 cm, y BD = 5∙2 = 10 cm. En efecto: 4 + 6 + 10 = 20 cm, perímetro del triángulo. 

 Cuenta la leyenda que Tales midió la altura de la pirámide de Keops comparando la sombra de 
la pirámide con la sombra de su bastón. Tenemos un bastón que mide 1 m, si la sombra de un 
árbol mide 12 m, y la del bastón, (a la misma hora del día y en el mismo momento), mide 0.8 
m, ¿cuánto mide el árbol? 

Las alturas del árbol y del bastón son proporcionales a sus sombras, (forman triángulos en posición 
Tales), por lo que, si llamamos x a la altura del árbol podemos decir: 

x
12

1
8,0
= . Por tanto, x = 12/0.8 = 15 metros. 

Actividades propuestas 
8. En una foto hay un niño, que sabemos que mide 1.5 m, y un edificio. Medimos la altura del 

niño y del edificio en la foto, y resultan ser: 0.2 cm y 10 cm. ¿Qué altura tiene el edificio? 

9. Se dibuja un hexágono regular. Se trazan sus diagonales y se obtiene otro hexágono regular. 
Indica la razón de semejanza entre los lados de ambos hexágonos. 

10. En un triángulo regular ABC de lado, 1 cm, trazamos los puntos medios, M y N, de dos de sus 
lados. Trazamos las rectas BN y CM que se cortan en un punto O. ¿Son semejantes los 
triángulos MON y COB? ¿Cuál es la razón de semejanza? ¿Cuánto mide el lado MN? 

11. Una pirámide regular hexagonal de lado de la base 3 cm y altura 10 cm, se corta por un plano a 
una distancia de 4 cm del vértice, con lo que se obtiene una nueva pirámide. ¿Cuánto miden 
sus dimensiones? 
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161 Geometría. 4ºA de ESO 
1.3. Aplicación informática para la comprender la semejanza de triángulos 

 Utiliza GeoGebra para analizar la semejanza entre triángulos. 

• Abre una nueva ventana de Geogebra, comprueba que aparecen los Ejes y la 
Cuadrícula. 
• Con la herramienta Nuevo Punto define los puntos A (1, 2), B (2, 1) y C (4, 2). 
• Utiliza Polígono para dibujar el triángulo ABC. 
• Define un Nuevo Punto de coordenadas (−1, −1), el programa lo llama D. Con 
el botón derecho del ratón y la opción Renombra, llámalo O. 

• Utiliza la herramienta Dilata objeto desde punto indicado, según factor, para dilatar el polígono ABC 
desde el punto O, con factor 2. Se 
obtiene el triángulo A’B’C’. 

• Con la herramienta Refleja objeto en 
recta, dibuja el simétrico del triángulo 
A’B’C’ con respecto al segmento a del 
triángulo ABC. Se obtiene el triángulo 
A’’B’’C’’. 

• Selecciona el polígono A’B’C’ en la 
Ventana algebraica o en el área de 
trabajo, y con el botón derecho del ratón 
desactiva la opción Expone objeto, el 
triángulo A’B’C’ queda oculto. Observa que puedes volver a visualizar activando esta opción. Oculta de 
la misma forma los puntos A’, B’ y C’. 

• Para que las medidas aparezcan con 5 decimales, activa Posiciones decimales en el menú Opciones y 
elige 5. 

• Desplaza con el puntero el punto C, de modo que el triángulo ABC siga siendo un triángulo. Se 
modifican ambos triángulos, pero se mantienen sus propiedades, siguen siendo semejantes. 

Actividades propuestas 
12. Justifica que los triángulos ABC y A’’B’’C’’ son semejantes. Calcula la razón de semejanza y la 

razón entre sus áreas. Busca una relación entre la razón de semejanza y la razón entre las 
áreas de dos triángulos semejantes. 

13. ¿Por qué son semejantes los triángulos ABC y A’’B’’C’’? Observa en la Ventana algebraica las 
longitudes de sus lados y los valores de sus áreas. ¿Cuál es la razón de semejanza? ¿Cuál es la 
razón entre las áreas? 

14. Dibuja distintos pentágonos y hexágonos que no sean regulares y con la herramienta Dilata 
objeto desde punto indicado, según factor, construye otros semejantes.  

a) Argumenta por qué son semejantes. 
b) Calcula en cada caso la razón de semejanza y la razón entre sus áreas. 
c) Investiga cómo puedes hallar la razón entre las áreas de polígonos semejantes a partir de 

la razón de semejanza. 
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162 Geometría. 4ºA de ESO 
1.4. Proporcionalidad en longitudes, áreas y volúmenes 
Ya sabes que: 

Dos figuras son semejantes si las longitudes de elementos correspondientes son proporcionales. Al 
coeficiente de proporcionalidad se le llama razón de semejanza. En mapas, planos… a la razón de 
semejanza se la llama escala. 

Áreas de figuras semejantes 

Si la razón de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razón entre sus áreas es k2. 

Ejemplo: 

Observa la figura del margen. Si multiplicamos por 2 el lado del  

cuadrado pequeño, el área del cuadrado grande es 22 = 4 veces  

la del pequeño. 

Volúmenes de figuras semejantes 

Si la razón de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces entre sus volúmenes es k3. 

Ejemplo: 

Observa la figura del margen. Al multiplicar por 2 el lado 

 del cubo pequeño se obtiene el cubo grande. El volumen 

 del cubo grande es 8 (23) el del cubo pequeño. 

Actividades resueltas 
 La torre Eiffel de París mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de kilos. Está 

construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha torre, también de hierro, que 
pese sólo un kilo, ¿qué altura tendrá? ¿Será mayor o menor que un lápiz?  

El peso está relacionado con el volumen. La torre Eiffel pesa 8 000 000 kilos, y queremos construir una, 
exactamente del mismo material que pese 1 kilo. Por tanto, k3 = 8 000 000/1 = 8 000 000, y k = 200. La 
razón de proporcionalidad entre las longitudes es de 200.  

Si la Torre Eiffel mide 300 m, y llamamos x a lo que mide la nuestra tenemos: 300/x = 200. Despejamos 
x que resulta igual a x = 1.5 m. ¡Mide metro y medio! ¡Es mucho mayor que un lápiz! 

Actividades propuestas 
15. El diámetro de un melocotón es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 8 cm. Calcula el 

volumen del melocotón, suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. ¿Cuál 
es la razón de proporcionalidad entre el volumen del melocotón y el del hueso? 

16. En la pizzería tienen pizzas de varios precios: 1 €, 2 € y 3 €. Los diámetros de estas pizzas son: 
15 cm, 20 cm y 30 cm, ¿cuál resulta más económica? Calcula la relación entre las áreas y 
compárala con la relación entre los precios. 

17. Una maqueta de un depósito cilíndrico de 1000 litros de capacidad y 5 metros de altura, 
queremos que tenga una capacidad de 1 litro. ¿Qué altura debe tener la maqueta?  
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163 Geometría. 4ºA de ESO 
2. LONGITUDES, ÁREAS Y VOLÚMENES 
2.1. Longitudes, áreas y volúmenes en prismas y cilindros 
Recuerda que: 

Prismas 
Un prisma es un poliedro determinado por dos caras paralelas que son 
polígonos iguales y tantas caras laterales, que son paralelogramos, 
como lados tienen las bases. 

 

Áreas lateral y total de un prisma 

El área lateral de un prisma es la suma de las áreas de las 
caras laterales. 

Como las caras laterales son paralelogramos de la misma 
altura, que es la altura del prisma, podemos escribir: 

Área lateral = Suma de las áreas de las caras laterales = 

= Perímetro de la base ∙ altura del prisma. 

Si denotamos por h la altura y por PB el perímetro de la 
base: 

Área lateral = AL = PB ∙ h 

El área total de un prisma es el área lateral más el doble de la suma del área de la base: 

Área total = AT = AL + 2 ∙ AB 

 

Actividades resueltas 
 Calcula las áreas lateral y total de un prisma triangular recto de 11 cm 

de altura si su base es un triángulo rectángulo de catetos 12 cm y 5 cm. 

Calculamos en primer lugar la hipotenusa del triángulo de la base: 𝑥𝑥2 =
122 + 52 = 144 + 25 = 169 ⇒ 𝑥𝑥 = √169 = 13  cm 

PB = 12 + 5 + 13 = 30 cm; AB = 30
2

512
=

⋅  cm2 

AL = PB ∙ h = 30 ∙ 11 = 330 cm2  AT = AL + 2 ∙ AB= 330 + 60 = 390 cm2 

  

 

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/


 

 Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 7: Derivadas Revisores: Javier Rodrigo y David Hierro  
  Autoras: Milagros Latasa Asso y Fernanda Ramos Rodríguez 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Milagros Latasa/Banco de Imágenes de INTEF 

164 Geometría. 4ºA de ESO 
Volumen de un cuerpo geométrico. Principio de Cavalieri 
Recuerda que: 

Bonaventura Cavalieri, matemático del siglo XVII enunció el principio que lleva su nombre y que afirma:  

“Si dos cuerpos tiene la misma altura y al cortarlos por planos paralelos a sus bases, se obtienen 
secciones con el mismo área, entonces los volúmenes de los dos cuerpos son iguales”  

Ejemplo: 

 En la figura adjunta las áreas de las secciones 
A1, A2, A3, producidas por un plano paralelo a 
las bases, son iguales, entonces, según este 
principio los volúmenes de los tres cuerpos son 
también iguales. 

Volumen de un prisma y de un cilindro 
 El volumen de un prisma recto es el producto del área de la base por la altura. 
Además, según el principio de Cavalieri, el volumen de un prisma oblicuo coincide 
con el volumen de un prisma recto con la misma base y altura. Si denotamos por 
V este volumen, AB el área de la base y h la altura: 

Volumen prisma = V = hAB ⋅  

También el volumen de un cilindro, recto u oblicuo es área de la base por altura. 
Si llamamos R al radio de la base, AB el área de la base y h la altura, el volumen se 
escribe:  

Volumen cilindro = V = hRhAB ⋅=⋅ 2π  

Actividades resueltas 
 Las conocidas torres Kio de Madrid son dos torres 

gemelas que están en el Paseo de la Castellana, junto 
a la Plaza de Castilla. Se caracterizan por su 
inclinación y representan una puerta hacia Europa.  
Cada una de ellas es un prisma oblicuo cuya base es 
un cuadrado de 36 metros de lado y tienen una altura 
de 114 metros. El volumen interior de cada torre 
puede calcularse con la fórmula anterior: 

V = hAB ⋅  = 362 ∙ 114 = 147 744 m3 

Actividades propuestas 
18. Calcula el volumen de un prisma recto de 20 dm de altura cuya base es un hexágono de 6 dm 

de lado. 

19. Calcula la cantidad de agua que hay en un recipiente con forma de cilindro sabiendo que su 
base tiene 10 cm de diámetro y que el agua alcanza 12 dm de altura.  
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165 Geometría. 4ºA de ESO 
Áreas lateral y total de un cilindro 

El cilindro es un cuerpo geométrico desarrollable. Si recortamos un cilindro recto a lo largo de una 
generatriz, y lo extendemos en un plano, obtenemos dos círculos y una región rectangular. De esta 
manera se obtiene su desarrollo. 

A partir de éste, podemos ver que el área lateral de cilindro está 
determinada por el área del rectángulo que tiene como 
dimensiones la longitud de la circunferencia de la base y la altura 
del cilindro.  

Supondremos que la altura del cilindro es H y que R es el radio de 
la base con lo que el área lateral AL es: 

AL = Longitud de la base ∙ Altura = ( ) HR ⋅π2  = 2πRH 

Si a la expresión anterior le sumamos el área de los dos círculos 
que constituyen las bases, obtenemos el área total del cilindro. 

AT = AL + π R² + π R² = 2πRH + 2πR² 

2.2. Longitudes, áreas y volúmenes en pirámides y conos 
Recuerda que: 

Áreas lateral y total de una pirámide y de un tronco de pirámide regulares 
Una pirámide es un poliedro determinado por una cara poligonal 
denominada base y tantas caras triangulares con un vértice común como 
lados tiene la base. 

El área lateral de una pirámide 
regular es la suma de las áreas de 
las caras laterales.  

Son triángulos isósceles iguales 
por lo que, si la arista de la base 
mide b, el apotema de la pirámide 
es Ap y la base tiene n lados, este 

área lateral es: 

Área lateral = AL = 
22

ApbnApbn ⋅⋅
=

⋅
⋅  

y como n ∙ b = Perímetro de la base 

ApotemabaseladePerímetropirámideladeApotemabaseladePerímetroAL ⋅==
22

.   

El área lateral de una pirámide es igual al semi-perímetro por el apotema. 

El área total de una pirámide es el área lateral más el área de la base: 

Área total = AT = AL + AB 

Desarrollo de pirámide pentagonal regular 
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166 Geometría. 4ºA de ESO 
 

Un tronco de pirámide regular es un cuerpo geométrico desarrollable. En su desarrollo aparecen tantas 
caras laterales como lados tienen las bases. Todas ellas son trapecios isósceles. 

 Si B es el lado del polígono de la base mayor, b el lado de la 
base menor, n el número de lados de las bases y Ap es la 
apotema de una cara lateral 

Área lateral = AL = 
( ) ( )

2
.

2
.

.
ApPPApbB

n bB +=
+

= 

2
. troncodelApotemabaseslasdeperímetrodeSuma

=  

El área total de un tronco de pirámide regular es el área lateral 
más la suma de áreas de las bases: 

Área total = AT = AL + AB + Ab 

Actividades resueltas 
 Calculemos el área total de un tronco de pirámide regular de 4 m de altura si sabemos que las 

bases paralelas son cuadrados de 4 m y de 2 m de lado. 

En primer lugar calculamos el valor del apotema. Teniendo en cuenta que el tronco es regular y que las 
bases son cuadradas se forma un triángulo rectángulo en el que se cumple: 

Ap2 = 42 + 12 = 17 ⇒ Ap = ≈17  4.12 m 

AL = ( )
2

ApPP bB ⋅+  = ( )
=

⋅+
2

12,4816  49.44 m2 

AT = AL + AB + Ab = 49.44 + 16 + 4 = 69.44 m2 

 

Actividades propuestas 

20. Calcula las áreas lateral y total de un prisma hexagonal regular sabiendo que las aristas de las bases 
miden 3 cm y cada arista lateral 2 dm. 

21. El área lateral de un prisma regular de base cuadrada es 16 m2 y tiene 10 m de altura. Calcula el 
perímetro de la base. 

22. El lado de la base de una pirámide triangular regular es de 7 cm y la altura de la pirámide 15 cm. 
Calcula el apotema de la pirámide y su área total. 

23. Calcula el área lateral de un tronco de pirámide regular, sabiendo que sus 
bases son dos octógonos regulares de lados 3 y 8 dm y que la altura de cada 
cara lateral es de 9 dm.  

24. Si el área lateral de una pirámide cuadrangular regular es 104 cm2 y la arista 
de la base mide 4 cm, calcula el apotema de la pirámide y su altura. 

  

Desarrollo de tronco de pirámide 
cuadrangular 
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167 Geometría. 4ºA de ESO 
Áreas lateral y total de un cono 
Recuerda que: 

También el cono es un cuerpo geométrico 
desarrollable. Al recortar siguiendo una línea 
generatriz y la circunferencia de la base, 
obtenemos un círculo y un sector circular con 
radio igual a la generatriz y longitud de arco igual 
a la longitud de la circunferencia de la base. 

Llamemos ahora R al radio de la base y G a la 
generatriz. El área lateral del cono es el área de 
sector circular obtenido. Para calcularla 
pensemos que esta área debe ser directamente 
proporcional a la longitud de arco que a su vez 
debe coincidir con la longitud de la circunferencia de la base. Podemos escribir entonces: 

𝐴𝐴 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑜𝑜𝑜𝑜

=
𝐴𝐴 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑐𝑐í𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝐺𝐺

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐺𝐺
 

Es decir: 𝐴𝐴𝐿𝐿
2𝜋𝜋𝜋𝜋

= 𝜋𝜋  𝐺𝐺2

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 y despejando AL tenemos: 

𝐴𝐴𝐿𝐿 =
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋 𝐺𝐺2

2𝜋𝜋𝜋𝜋
= 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 

Si a la expresión anterior le sumamos el área del círculo de la base, obtenemos el área total del cono. 

AT = AL + π∙R² = π∙R∙G + π∙R²  

 

Actividades resueltas 
 Calcula el área total de un cono de 12 dm de altura, sabiendo que la circunferencia de la base 

mide 18.84 dm. (Toma 3.14 como valor de π) 

Calculamos en primer lugar el radio R de la base: 

2𝜋𝜋𝜋𝜋 = 18.84 ⇒  𝑅𝑅 = 18.84
2𝜋𝜋

≈ 18.84
6.28

= 3 dm. 

 Calculamos ahora la generatriz G: 

𝐺𝐺 = √𝑅𝑅2 + ℎ2 ⇒  𝐺𝐺 = √32 + 122 = √153 ≈ 12.37dm. 

Entonces AT = AL + π∙R² = π∙R∙G + π∙R² = 3.14 ∙ 3 ∙ 12.37 + 3.14 ∙ 32 ≈
144.79 dm2. 
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168 Geometría. 4ºA de ESO 
Áreas lateral y total de un tronco de cono 
Recuerda que: 

Al cortar un cono por un plano paralelo a la base, se obtiene un tronco de cono. Al igual que el tronco 
de pirámide, es un cuerpo desarrollable y su desarrollo lo constituyen los dos círculos de las bases junto 
con un trapecio circular, cuyas bases curvas miden lo mismo que las circunferencias de las bases.  

Llamando R y r a los radios de las bases y G a la generatriz resulta: 

𝐴𝐴𝐿𝐿 =  
(2𝜋𝜋 𝑅𝑅 + 2𝜋𝜋 𝑟𝑟 )𝐺𝐺

2
=

2(𝜋𝜋 𝑅𝑅 + 𝜋𝜋 𝑟𝑟) 𝐺𝐺
2

= (𝜋𝜋 𝑅𝑅 + 𝜋𝜋 𝑟𝑟) 𝐺𝐺 

Si a la expresión anterior le sumamos las áreas de los círculos de las 
bases, obtenemos el área total del tronco de cono: 

AT = AL + π∙R² + π∙r² 

 

Volumen de una pirámide y de un cono 
Recuerda que: 

También en los casos de una pirámide o cono, las fórmulas del volumen coinciden en cuerpos rectos y 
oblicuos.  

El volumen de una pirámide es la tercera 
parte del volumen de un prisma que tiene la 
misma base y altura.  

Volumen pirámide = V = 
3

hAB ⋅  

 

Si comparamos cono y cilindro con la misma 
base y altura, concluimos un resultado análogo  

Volumen cono = V = 
33

2 hRhAB ⋅
=

⋅ π
 

 

Volumen de un tronco de pirámide y de un tronco de cono 
Existe una fórmula para calcular el volumen de un tronco de pirámide regular pero la evitaremos. 
Resulta más sencillo obtener el volumen de un tronco de pirámide regular restando los volúmenes de 
las dos pirámides a partir de las que se obtiene. 
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169 Geometría. 4ºA de ESO 
Si representamos por AB1 y AB2 las áreas de las 
bases y por h1 y h2 las alturas de las pirámides 
citadas, el volumen del tronco de pirámide es: 

Volumen tronco de pirámide =  

V = 
33

2211 hAhA BB ⋅
−

⋅
 

El volumen del tronco de cono se obtiene de 
modo parecido. Si R1 y R2 son los radios de las 
bases de los conos que originan el tronco y h1 
y h2 sus alturas, el volumen del tronco de cono 
resulta: 

Volumen tronco de cono = V = 
33

2
2
21

2
1 hRhR ⋅⋅

−
⋅⋅ ππ

 

 

Actividades resueltas 
 Calcula el volumen de un tronco de pirámide regular de 10 cm de altura si sus bases son dos 

hexágonos regulares de lados 8 cm y 3 cm. 
Primer paso: calculamos las apotemas de los hexágonos de las bases: 

Para cada uno de estos hexágonos: 

L2= ap2+ (L/2)2⇒ ap2=
4

3
4

22
2 LLL =− ⇒ 

2
3 L

ap =  

Luego las apotemas buscadas miden: 

𝒂𝒂𝒑𝒑𝟏𝟏 = 𝟑𝟑√𝟑𝟑 
𝟐𝟐

≈  𝟐𝟐.𝟔𝟔 𝒄𝒄𝒄𝒄; 𝒂𝒂𝒑𝒑𝟐𝟐 = 𝟕𝟕√𝟑𝟑
𝟐𝟐
≈  𝟔𝟔.𝟏𝟏 𝒄𝒄𝒄𝒄 

Como segundo paso, calculamos el apotema del tronco de 
pirámide 

A2= 102+ 3.52 ⇒  

A = √112.25 ≈  10.6 𝑐𝑐𝑐𝑐 

En tercer lugar, calculamos el valor 
de los segmentos x, y de la figura 3 
que nos servirán para obtener las 
alturas y apotemas de las 

pirámides que generan el tronco con el que trabajamos: 

Por el teorema de Tales: 

 𝒙𝒙
𝟐𝟐.𝟔𝟔

= 𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟔𝟔+𝒙𝒙
𝟔𝟔.𝟏𝟏

 ⇒ 𝟔𝟔.𝟏𝟏 𝒙𝒙 = (𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟔𝟔 + 𝒙𝒙)𝟐𝟐.𝟔𝟔 ⇒ 𝟔𝟔.𝟏𝟏 𝒙𝒙 − 𝟐𝟐.𝟔𝟔𝟔𝟔 = 𝟐𝟐𝟐𝟐.𝟓𝟓𝟓𝟓 ⇒ 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐𝟐𝟐.𝟓𝟓𝟓𝟓
𝟑𝟑.𝟓𝟓

≈  𝟕𝟕.𝟗𝟗 𝒄𝒄𝒄𝒄 

 
 

ap L 

L/2 

Figura 1 

10 cm 

A 

6,1-2,6= 3,5 cm.  

Figura 2 
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170 Geometría. 4ºA de ESO 
Entonces la apotema de la pirámide grande es 10.6 + 7.9 = 18.5 cm y el de la pequeña 7.9 cm. Y 
aplicando el teorema de Pitágoras: 

𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐.𝟔𝟔𝟐𝟐 = 𝟕𝟕.𝟗𝟗𝟐𝟐 − 𝟐𝟐.𝟔𝟔𝟐𝟐 =  𝟓𝟓𝟓𝟓.𝟔𝟔𝟔𝟔 ⇒ 𝒚𝒚 = √𝟓𝟓𝟓𝟓.𝟔𝟔𝟔𝟔 ≈ 𝟕𝟕.𝟓𝟓 cm 

Luego las alturas de las pirámides generadoras del tronco miden 10 + 7.5 = 17.5 cm y 7.5 cm. 

Por último calculamos el volumen del tronco de pirámide: 

V = 𝐴𝐴𝐵𝐵1⋅ℎ1
3

 − 𝐴𝐴𝐵𝐵2⋅ℎ2
3

= 1
3

. 48⋅18.5⋅17.5
2

− 1
3

. 18⋅7.9⋅7.5
2

= 15 540
6

− 1066.5
6

= 2412.25 𝑐𝑐𝑚𝑚3 

Actividades propuestas 
25. Una columna cilíndrica tiene 35 cm de diámetro y 5 m de altura. ¿Cuál es su área lateral? 

26. El radio de la base de un cilindro es de 7 cm y la altura es el triple del diámetro. Calcula su área 
total. 

27. Calcula el área lateral de un cono recto sabiendo que su generatriz mide 25 dm y su radio de la 
base 6 dm. 

28. La circunferencia de la base de un cono mide 6.25 m y su generatriz 12 m. Calcula el área total. 

 

2.3. Longitudes, áreas y volúmenes en la esfera 
Recuerda que: 

Área de una esfera 
La esfera no es un cuerpo geométrico desarrollable, por lo que es más 
complicado que en los casos anteriores encontrar una fórmula para 
calcular su área. 

Arquímedes demostró que el área de una esfera es igual que el área 
lateral de un cilindro circunscrito a la esfera, es decir un cilindro con el 
mismo radio de la base que el radio de la esfera y cuya altura es el 
diámetro de la esfera. 

 

Si llamamos R al radio de la esfera: 

AT = (2𝜋𝜋𝜋𝜋) ⋅ (2𝑅𝑅) = 4𝜋𝜋𝑅𝑅2 

El área de una esfera equivale al área de cuatro círculos máximos. 

 

Actividades propuestas 
29. Una esfera tiene 4 m de radio. Calcula:  

a) La longitud de la circunferencia máxima;  

b) El área de la esfera. 
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171 Geometría. 4ºA de ESO 
 

Volumen de la esfera 
Volvamos a pensar en una esfera de radio R y en el cilindro que la 
circunscribe. Para rellenar con agua el espacio que queda entre el cilindro 
y la esfera, se necesita una cantidad de agua igual a un tercio del volumen 
total del cilindro circunscrito.  

 

Se deduce entonces que la suma de los volúmenes de la esfera de radio R 
y del cono de altura 2R y radio de la base R, coincide con el volumen del 
cilindro circunscrito a la esfera de radio R. Por tanto: 

Volumen esfera = Volumen cilindro - Volumen cono ⇒ 

Volumen esfera = ( ) ( ) 3
3332

2

3
4

3
4

3
26

3
2

2 Rπ
RπRπRπRRπ

RRπ ==
−

=−  

 

Existen demostraciones más rigurosas que avalan este resultado 
experimental que hemos descrito. Así por ejemplo, el volumen de la esfera 
se puede obtener como suma de los volúmenes de pirámides que la 
recubren, todas ellas de base triangular sobre la superficie de la esfera y con 
vértice en el centro de la misma.  

 

Actividades propuestas 
30.  El depósito de gasoil de la casa de Irene es un cilindro de 1 m de altura y 2 m de diámetro. 

Irene ha llamado al suministrador de gasoil porque en el depósito solamente quedan 140 litros. 

a. ¿Cuál es, en dm3, el volumen del depósito? (Utiliza 3.14 como valor de π). 
b. Si el precio del gasoil es de 0.80 € cada litro, ¿cuánto deberá pagar la madre de Irene por 

llenar el depósito? 

31.  Comprueba que el volumen de la esfera de radio 4 dm sumado con el volumen de un cono del 
mismo radio de la base y 8 dm de altura, coincide con el volumen de un cilindro que tiene 8 
dm de altura y 4 dm de radio de la base.  
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172 Geometría. 4ºA de ESO 
2.4. Longitudes, áreas y volúmenes de poliedros regulares 
Recuerda que: 

Un poliedro regular es un poliedro en el que todas sus caras son 
polígonos regulares iguales y en el que sus ángulos poliedros son 
iguales.  

Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y 
dodecaedro 

Área total de un poliedro regular 

Como las caras de los poliedros regulares son iguales, el cálculo del área total de un poliedro regular se 
reduce a calcular el área de una cara y después multiplicarla por el número de caras. 

Actividades resueltas 
 Calcula el área total de un 

icosaedro de 2 cm de arista. 

Todas sus caras son triángulos equiláteros de 2 
cm de base. Calculamos la altura h que divide a la 
base en dos segmentos iguales 

222 21 =+h ⇒ 3142 =−=h  ⇒ 3=h cm 

Luego el área de una cara es:  

Atriángulo= 3
2

3.2
2
.

==
hb

cm2 y por tanto Área icosaedro = 20 √3 cm2 

  

1 cm 

2 cm  
h  
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173 Geometría. 4ºA de ESO 
3. INICIACIÓN A LA GEOMETRÍA ANALÍTICA  
3.1. Puntos y vectores 
En el plano 

Ya sabes que 

Un conjunto formado por el origen O, los dos ejes de coordenadas y la unidad de medida es un 
sistema de referencia cartesiano. 

Las coordenadas de un punto A son un par ordenado de números reales (x, y), siendo “x” la primera 
coordenada o abscisa e “y” la segunda coordenada u ordenada. 

Dados dos puntos, D(d1, d2) y E(e1, e2), las componentes 
del vector de origen D y extremo E, DE, vienen dadas por 
DE = (e1 – d1, e2 – d2). 

Ejemplo: 

Las coordenadas de los puntos, de la figura son:  

O(0, 0), A(1, 2), B(3, 1), D(3, 2) y E(4, 4).  

Las componentes del vector DE son  

DE = (4 – 3, 4 – 2) = (1, 2). 

Las componentes del vector OA son: 

OA = (1 – 0, 2 – 0) = (1, 2). 

DE y OA son representantes del mismo vector libre de componentes (1, 2). 

En el espacio de dimensión tres 

Las coordenadas de un punto A son una terna ordenada de números reales (x, y, z), siendo “z” la altura 
sobre el plano OXY. 

Dados dos puntos, D(d1, d2, d3) y E(e1, e2, e3), las componentes del vector de origen D y extremo E, DE, 
vienen dadas por DE = (e1 – d1, e2 – d2, e3 – d3). 

Ejemplo: 

Las coordenadas de puntos en el espacio son:  

O(0, 0, 0), A(1, 2, 3), B(3, 1, 7), D(3, 2, 1) y E(4, 4, 4). 

Las componentes del vector DE son: DE = (4 – 3, 4 – 2, 4 – 1) = (1, 2, 3). 

Las componentes del vector OA son: OA = (1 – 0, 2 – 0, 3 – 0) = (1, 2, 3). 

DE y OA son representantes del mismo vector libre de componentes (1, 2, 3). 

Actividades propuestas 
32. Representa en un sistema de referencia en el espacio de dimensión tres los puntos: 

 O(0, 0, 0), A(1, 2, 3), B(3, 1, 7), D(3, 2, 1) y E(4, 4, 4) y vectores: DE y OA. 

33. El vector de componentes u = (2, 3) y origen A = (1, 1), ¿qué extremo tiene? 
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174 Geometría. 4ºA de ESO 
3.2. Distancia entre dos puntos 
En el plano 

La distancia entre dos puntos A(a1, a2) y B(b1, b2) es: 

2
22

2
11 )()( ababD −+−=  

Ejemplo: 

Por el Teorema de Pitágoras sabemos que la distancia 
al cuadrado entre los puntos A = (1, 1) y B = (5, 3) es 
igual a:  

D2 = (5 – 1)2 + (3 – 1)2 = 42 + 22 = 20 

ya que el triángulo ABC es rectángulo de catetos 4 y 2.  

Luego D ≈ 4.47.  

En el espacio de dimensión tres 

La distancia entre dos puntos A(a1, a2, a3) y B(b1, b2, b3) es igual a: 

2
33

2
22

2
11 )()()( abababD −+−+−=  

Ejemplo: 

La distancia al cuadrado entre los puntos A = (1, 1, 2) y B = (5, 3, 8) es 
igual, por el Teorema de Pitágoras en el espacio, a 

D2 = (5 – 1)2 + (3 – 1)2 + (8 – 2)2 = 42 + 22 + 62 = 16 + 4 + 36 = 56.  

Luego D ≈ 7,5.  

 

Actividades propuestas 
34. Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2) y B(3, 9). 

35. Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2, 5) y B(3, 9, 7). 

36. Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4) 

37. Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4, 1). 

38. Dibuja un cuadrado de diagonal el punto O(0, 0) y A(3, 3). ¿Qué coordenadas tienen los otros 
vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado. 

39. Dibuja un cubo de diagonal O(0, 0, 0) y A(3, 3, 3). ¿Qué coordenadas tienen los otros vértices 
del cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y 
de la diagonal del cubo.  

40. Sea X(x, y) un punto genérico del plano, y O(0, 0) el origen de coordenadas, escribe la 
expresión de todos los puntos X que distan de O una distancia D. 

41. Sea X(x, y, z) un punto genérico del espacio, y O(0, 0, 0) el origen de coordenadas, escribe la 
expresión de todos los puntos X que distan de O una distancia D. 
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175 Geometría. 4ºA de ESO 
3.3. Ecuaciones y rectas y planos 
Ecuaciones de la recta en el plano. 

Ya sabes que la ecuación de una recta en el plano es: y = mx + n. Es la expresión de una recta como 
función. Esta ecuación se denomina ecuación explícita de la recta.  

Si pasamos todo al primer miembro de la ecuación, nos queda una ecuación: ax + by + c = 0, que se 
denomina ecuación implícita de la recta.  

Ecuación vectorial: También una recta queda determinada si 
conocemos un punto: A(a1, a2) y un vector de dirección v = (v1, v2). 
Observa que el vector OX puede escribirse como suma del vector 
OA y de un vector de la misma dirección que v, tv. Es decir:  

OX = OA + tv, 

donde a t se le denomina parámetro. Para cada valor de t, se tiene 
un punto distinto de la recta. Con coordenadas quedaría: 





+=
+=

22

11

tvay
tvax  

que es la ecuación paramétrica de la recta. 

Actividades resueltas 
 De la recta de ecuación explícita y = −2x + 5, conocemos la pendiente, −2, y la ordenada en el 

origen, 5. La pendiente nos da un vector de dirección de la recta, en general (1, m), y en este 
ejemplo: (1, −2). La ordenada en el origen nos proporciona un punto, en general, el (0, n), y en 
este ejemplo, (0, 5). La ecuación paramétrica de esta recta es:  





−=
+=

ty
tx
25

0
 

Su ecuación implícita es: −2x − y + 5 = 0. 
 Escribe la ecuación paramétrica de la recta que pasa por el 
punto A(2, 1) y tiene como vector de dirección v = (1, –2). 

� 𝑥𝑥 = 2 + 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 1 − 2𝑡𝑡 

 Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 1) 
y B(1, 3). Podemos tomar como vector de dirección el vector 
AB = (1 – 2, 3 – 1) = (–1, 2), y escribir su ecuación 
paramétrica:  





+=
−=

ty
tx

21
2

 

La recta es, en los tres ejemplos, la misma, la de la figura. Con 
ello podemos observar que una recta puede tener muchas 
ecuaciones paramétricas dependiendo del punto y del vector 
de dirección que se tome. Pero eliminando el parámetro y 
despejando “y” llegamos a una única ecuación explícita. 
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176 Geometría. 4ºA de ESO 
Actividades propuestas 

42. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(6, 2) y B(3, 9), de forma explícita, 
implícita y paramétrica. Represéntala gráficamente. 

 

Ecuaciones de la recta y el plano en el espacio. 

La ecuación implícita de un plano es: ax + by + cz + d = 0. Observa que 
es parecida a la ecuación implícita de la recta pero con una componente 
más.  

La ecuación vectorial de una recta en el espacio es: OX = OA + tv, 
aparentemente igual a la ecuación vectorial de una recta en el plano, 
pero al escribir las coordenadas, ahora puntos y vectores tiene tres 
componentes: 









+=
+=
+=

33

22

11

tvaz
tvay
tvax

  

Una recta también puede venir dada como intersección de dos planos: 





=+++
=+++

0''''
0

dzcybxa
dczbyax

 

Dos puntos determinan una recta y tres puntos determinan un plano. 

 

Actividades resueltas 
 Escribe la ecuación de la recta en el espacio que pasa por los puntos A(1, 2, 3) y B(3, 7, 1). 

Tomamos como vector de dirección de la recta el vector AB = (3 – 1, 7 – 2, 1 – 3) = (2, 5, –2) y como 
punto, por ejemplo el A, entonces: 









−=
+=
+=

23
52
21

tz
ty
tx

 

Podemos encontrar las ecuaciones de dos planos que se corten en dicha recta, eliminando t en dos 
ecuaciones. Por ejemplo, sumando la primera con la tercera se tiene: x + z = 4. Multiplicando la primera 
ecuación por 5, la segunda por 2 y restando, se tiene: 5x – 2y = 1. Luego otra ecuación de la recta, como 
intersección de dos planos es: 





=−
=+

125
4

yx
zx

 

 

 Escribe la ecuación del plano que pasa por los puntos A y B de la actividad anterior, y C(2, 6, 2). 
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177 Geometría. 4ºA de ESO 
Imponemos a la ecuación ax + by + cz + d = 0 que pase por los puntos dados: 

a + 2b + 3c + d = 0 

3a + 7b + c + d = 0 

2a + 6b + 2c + d = 0. 

Restamos a la segunda ecuación la primera, y a la tercera, también la primera: 

 a + 2b + 3c + d = 0 

 2a + 5b – 2c = 0 

 a + 4b – c = 0 

Multiplicamos por 2 la tercera ecuación y le restamos la segunda: 

 a + 2b + 3c + d = 0 

 a + 4b – c = 0 

 3b = 0 

Ya conocemos un coeficiente, b = 0. Lo sustituimos en las ecuaciones: 

 a + 3c + d = 0 

 a  – c = 0 

Vemos que a = c, que sustituido en la primera: 4c + d = 0. Siempre, al tener 3 ecuaciones y 4 
coeficientes, tendremos una situación como la actual, en que lo podemos resolver salvo un factor de 
proporcionalidad. Si c = 1, entonces d = –4. Luego a = 1, b = 0, c = 1 y d = –4. Es el plano de ecuación: 

x + z = 4 

plano que ya habíamos obtenido en la actividad anterior. 

 

Actividades propuestas 
43. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(6, 2, 5) y B(3, 9, 7), de forma explícita, 

y como intersección de dos planos. 

44. Escribe las ecuaciones de los tres planos coordenados. 

45. Escribe las ecuaciones de los tres ejes coordenados en el espacio. 

46. En el cubo de diagonal O(0, 0, 0) y A(6, 6, 6) escribe las ecuaciones de los planos que forman 
sus caras. Escribe las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices. 
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178 Geometría. 4ºA de ESO 
3.4. Algunas ecuaciones 

Actividades resueltas 
 ¿Qué puntos verifican la ecuación x2 + y2 = 1? 

¡Depende! Depende de si estamos en un plano o en el espacio.  

En el plano, podemos ver la ecuación como que el cuadrado de la distancia de un punto genérico X(x, y) 
al origen O(0, 0) es siempre igual a 1: 

D2 = (x – 0)2 + (y – 0)2 = 12 ⇒ x2 + y2 = 1 

El lugar de todos los puntos del plano que distan 1 del origen es la circunferencia de centro O(0, 0) y 
radio 1. 

En el espacio el punto genérico X(x, y, z) tiene tres coordenadas, y O(0, 0, 0), también. No es una 
circunferencia, ni una esfera. ¿Y qué es? Lo que está claro es que si cortamos por el plano OXY, (z = 0) 
tenemos la circunferencia anterior. ¿Y si cortamos por el plano z = 3? También una circunferencia. Es un 
cilindro. El cilindro de eje, el eje vertical, y de radio de la base 1. 

 ¿Qué puntos verifican la ecuación x2 + y2 + z2 = 1? 

Ahora sí. Sí podemos aplicar la distancia de un punto genérico X(x, y, z) al origen O(0, 0, 0), 

D2 = (x – 0)2 + (y – 0)2 + (z – 0)2= 12 ⇒ x2 + y2 + z2 = 1 

Es la ecuación de la superficie esférica de centro el origen y radio 1. 

Actividades propuestas 
47. Escribe la ecuación del cilindro de eje el eje OZ y radio 2. 

48. Escribe la ecuación de la esfera de centro el origen de coordenadas y radio 2. 

49. Escribe la ecuación del cilindro de eje, la recta 








=
=
+=

3
2

1

z
y

tx
 y radio 1. 

50. Escribe la ecuación de la circunferencia en el plano de centro A(2, 5) y radio 2. 

51. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio 
anterior. Escribe la ecuación del cilindro 
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179 Geometría. 4ºA de ESO 
4. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE UN ÁNGULO AGUDO  
4.1. Razones trigonométricas directas de un ángulo agudo 
Empecemos por considerar un ángulo agudo cualquiera, utilizaremos una letra griega α (alfa) para 
denotarlo. Es siempre posible construir un triángulo rectángulo de modo que α sea uno de sus ángulos. 

Sea 
Δ

ABC uno de estos triángulos y situemos en el vértice B, el ángulo α.  

Se definen las razones trigonométricas directas del ángulo 
α: seno, coseno y tangente como: 

a
b

hipotenusa
opuestocateto

Bsensendeseno ===α=α
∧

 

a
c

hipotenusa
adyacentecateto

Bcoscosdeenocos ===α=α
∧

 

c
b

adyacentecateto
opuestocateto

Btantandetangente ===α=α
∧

También se utilizan las expresiones tg α y tag α como símbolos 
de la tangente de α. 

Esta definición no depende del triángulo elegido. Vamos a 
demostrarlo. Para ello consideremos otro triángulo rectángulo 

Δ

CBA ′′′ con α en el vértice B´. 

Según el segundo criterio de semejanza de triángulos 
Δ

ABC  y 
Δ

CBA ′′′  
son semejantes porque tienen dos ángulos iguales 90o y α. Por lo 
tanto los lados de ambos son proporcionales: 














⇒
′

=⇒
′

=

⇒
′
′

=⇒
′

=
′

⇒
′
′

=⇒
′

=
′

⇒
′

=
′

=
′

midesequeentriángulodelnteindependieestangentela
ć
b

c
b

c
c

b́
b

midesequeentriángulodelnteindependieescosenoel
a
c

a
c

c
c

a
a

midesequeentriángulodelnteindependieessenoel
a
b

a
b

b
b

a
a

c
c

b
b

a
a  

Actividades resueltas 

• Calcula las razones trigonométricas de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
Δ

ABC  cuyos catetos miden b = 
30 cm y c = 40 cm. 

Calculamos en primer lugar el valor de la hipotenusa 222 cba +=  ⇒ 302 + 402 = 900 + 1 600 = 2 500 ⇒ 

𝑎𝑎 = �2 500 = 50 cm. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐵𝐵
∧

=   30
50

= 3
5

= 0.6; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐   𝐵𝐵
∧

=   40
50

= 4
5

= 0.8; 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝐵𝐵
∧

=   30
40

= 3
4

= 0.75. 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐶𝐶
∧

=   40
50

= 4
5

= 0.8; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐   𝐶𝐶
∧

=   30
50

= 3
5

= 0.6; 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝐶𝐶
∧

=   40
30

= 4
3
. 

 

 A menudo se nombran los 
ángulos de un triángulo con la 
misma letra mayúscula que el 
vértice correspondiente. 
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180 Geometría. 4ºA de ESO 
4.2. Relaciones fundamentales 
Si conocemos una de las razones trigonométricas del ángulo α, es posible calcular las razones 
trigonométricas restantes, gracias a las dos relaciones trigonométricas fundamentales siguientes: 

PRIMERA RELACIÓN FUNDAMENTAL: 

( ) ( ) 1cos 22 =α+αsen  

que también verás escrita como 122 =+ αα cossen  dado que las potencias de las razones 
trigonométricas suelen escribirse con su exponente sobre la última letra de su notación y a 
continuación el nombre del ángulo 

Demostración: 

La demostración es sencilla. Volvamos al triángulo inicial del párrafo anterior: Por el teorema de 
Pitágoras 222 cba += . Dividamos a ambos miembros entre a2: 

𝑎𝑎2

𝑎𝑎2
=
𝑏𝑏2

𝑎𝑎2
+
𝑐𝑐2

𝑎𝑎2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼  =
𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐   𝛼𝛼  =
𝑐𝑐
𝑎𝑎 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 1 =
𝑏𝑏2

𝑎𝑎2
+
𝑐𝑐2

𝑎𝑎2
⇒ 1 = (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼)2 + (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐   𝛼𝛼)2 

SEGUNDA RELACIÓN FUNDAMENTAL:  

α
α

=α
cos

tan
sen

 

Demostración: 

En el mismo triángulo anterior:  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝛼𝛼

= 𝑏𝑏
𝑎𝑎

: 𝑐𝑐
𝑎𝑎

= 𝑏𝑏  𝑎𝑎
𝑐𝑐  𝑎𝑎

=   𝑏𝑏
𝑐𝑐

= 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡   𝛼𝛼. 

Actividades resueltas 
• Sabiendo que α es un ángulo agudo, calcula las restantes razones trigonométricas de α en los casos siguientes: a) 

5
1

=αsen  b) 3tan =α  

a. 122 =+ αα cossen ⇒ 1
25
1 2 =+ αcos ⇒ 

5
62

25
24

25
24

25
1

12 ==⇒=−= αα coscos  

12
6

610
5

5
62

5
1

==== :
cos
sen

tan
α
α

α . 

( )

10
103

10
10

10
1

10
1

11013
3

1
3

1

2

222
22

22

=α==α⇒=α⇒







⇒=α⇒=α+α⇒




α=α
=α+α

⇒






=
α
α

=α

=α+α

sen,coscos

coscoscos
cossen

cossen

cos
sentan

cossen
.b
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181 Geometría. 4ºA de ESO 
5. MOVIMIENTOS Y TRASNFORMACIONES 

En la historia de las matemáticas los árabes ocupan un papel nada 
despreciable. A ellos les debemos algo tan fundamental en nuestra cultura 
como los símbolos de los números tal como los utilizamos en la actualidad, con 
la aportación del "cero" que llegó directamente desde India hasta Europa. En 
este capítulo veremos cómo la Alhambra de Granada es una de las manifestaciones más 

importantes del arte geométrico. Más por menos. La aventura del saber. Rafael Pérez 

Más por menos: La geometría se hace arte | RTVE Play 

5.1. Traslaciones en el plano 
Si Susana está en su casa y quiere ir a casa de Nadia, que vive 2 calles al Este y 3 calles al Norte, el 
trayecto que debe hacer es el que en la figura está dibujado en gris. 

Llamamos “O” a la posición de la casa de Susana, y “A” a la posición de 
la casa de Nadia. Si Susana tuviera un helicóptero podría ir directamente 
en línea recta y seguiría la dirección OA. Lo representamos con una 
flecha y se denomina vector fijo.  

Un vector fijo OA es un segmento orientado con origen en el punto O y 
extremo en el punto A. Tiene una dirección, la de la recta, un sentido, 
desde O hasta A, y una longitud, a la que llamamos módulo. 

Un vector fijo OA, de origen en O y extremo en el punto A, se 
caracteriza por: 

Su módulo, que es la longitud del segmento OA y que se escribe OA. 

Su dirección, que es la recta que contiene al segmento. 

Su sentido que va desde el origen O hasta el extremo A. 

Las coordenadas o componentes de un vector vienen determinadas por su origen y su extremo.  

Ejemplo: 

 Si conocemos las coordenadas del punto origen y del punto final 
podemos calcular las coordenadas del vector. Observa el dibujo del 
margen y comprueba que si A (2, 3) y B (6, 5) las coordenadas del 
vector fijo AB son AB = (6 – 2, 5 – 3) = (4, 2). 

En general, si A (a, b) y B (c, d) entonces AB = (c – a, d – b) 
El módulo de un vector se calcula utilizando el Teorema de Pitágoras. Así, 
el vector de coordenadas u = (x, y) tiene de módulo:  u  = 22 yx +  
Un coche se mueve por la ciudad desde el domicilio del dueño hasta su trabajo, y se ha trasladado 4 
calles hacia el norte y 3 calles hacia el este. 
Es posible conocer una traslación si sabemos el punto de origen A y el de destino B. Estos dos puntos, A 
y B, determinan el vector de traslación AB. AB es un vector fijo, representante del vector libre u de 
iguales coordenadas.  
Para definir una traslación basta conocer su vector de traslación. 
Si la traslación de vector libre u = AB transforma un punto del plano P en otro P’, entonces AB y PP’ 
tienen igual módulo, dirección y sentido. Son el mismo vector libre. Tienen las mismas coordenadas.  
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182 Geometría. 4ºA de ESO 
Si con la traslación de vector AB trasladamos el punto P hasta el punto P’ 
entonces ABP'P es un paralelogramo, y AB = PP’ 
Para trasladar una figura se trasladan los puntos que la determinan. Como en 
una traslación todos los puntos se mueven sobre rectas paralelas y una misma 
distancia, se puede usar la escuadra y el cartabón para trazar las rectas 
paralelas y trasladar sobre ella algunos puntos de la figura, para lo que se debe 
medir siempre la misma distancia sobre la recta. 

Actividades propuestas 
52. Dibuja en tu cuaderno una figura y utiliza escuadra y cartabón para 

trasladarla 5 centímetros hacia la derecha. 
53. Dibuja en tu cuaderno una figura. (Si no se te ocurre ninguna otra, dibuja la letra G). Coloca encima 

un papel vegetal y cálcala. Desplaza en línea recta el papel vegetal y vuelve a calcar la figura. Las dos 
figuras que has obtenido, ¿tienen todas sus medidas, tanto 
longitudes como ángulos, iguales? Traza las rectas que unen pares de 
puntos correspondientes, ¿cómo son esas rectas? ¿Qué trayectoria 
han seguido los puntos en el desplazamiento? 
54. Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una 
traslación una recta, una circunferencia, un segmento, un triángulo, 
dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¿En qué se 
transforman? Analiza los resultados. 
55. Observa este friso de un templo de Camboya. Es una figura 
que se repite por traslación. ¿Qué dirección tiene el vector de 

traslación? ¿De dónde a dónde iría? 
5.2. Traslaciones en el espacio 
Las traslaciones en el espacio tienen las mismas propiedades que las traslaciones en el plano.  
Imagina un avión que se mueve. El avión se traslada.  
Una traslación en el espacio, igual que una traslación en el plano, es el movimiento que consiste en 
deslizar un objeto según una dirección. La traslación está determinada por la distancia que se traslada, 
la dirección de la recta sobre la que se traslada, y por su sentido. Por tanto: 
Para determinar una traslación en el espacio basta conocer su vector de traslación. 
La única diferencia es que ahora el vector de traslación tiene tres componentes: AB = (a, b, c). 
Ejemplo: 

 Para trasladar el punto P (2, 4, −1) mediante la traslación de vector AB = (−3, 5, 2), simplemente 
sumamos las coordenadas: 

P’ = (2 – 3, 4 + 5, –1 + 2) = (–1, 9, 1). 
La traslación en el espacio no deja ningún punto invariante. 
Actividades propuestas 
56. En edificación se utilizan mucho las traslaciones. Piensa en las ventanas de 

un edificio y elige una. ¿Puedes obtener otra distinta mediante traslación? 
Haz un dibujo que represente esta situación. 

57. En la fachada de esta torre mudéjar de Teruel podemos ver distintas 
traslaciones. En la parte superior hay dos conjuntos de cuatro ventanitas. 
Uno es trasladado del otro. Y cada ventanita forma a las otras cuatro 
mediante una traslación. Al seguir bajando, los dos arcos se trasladan 
formando otros dos arcos. Observa, en este caso todas las traslaciones tienen un vector de 

 

 
Un friso en Camboya 
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183 Geometría. 4ºA de ESO 
traslación horizontal. Continúa describiendo las traslaciones que ves en el diseño de esta torre. 

5.3. Giros en el plano 
Son las 4 en punto. Si retrasamos el reloj 15 minutos, la manecilla 
de los minutos ha girado un ángulo de 90° en sentido positivo. 

Para determinar un giro o rotación es necesario conocer un punto, 
O, el centro de giro; un ángulo α y el sentido de giro de ese ángulo.  

Existe el acuerdo de considerar positivo (+) al sentido contrario de 
las agujas de un reloj y sentido negativo (−) el de las agujas del 
reloj. 

Si A' es el punto girado de A, con centro O y ángulo α, entonces: OA = OA’ y el segmento OA forma 
un ángulo α con OA’. 

Para girar una figura se giran los puntos que la forman. 

Ejemplo: 

 Si han pasado 15 minutos la manecilla de los minutos ha girado −90° (90° en sentido negativo), 
cuando pase media hora habrá girado −180°, y si sólo pasan 10 minutos habrá girado −60°.  

Actividades resueltas 
Para dibujar rotaciones en el cuaderno puedes utilizar un 
transportador de ángulos y un compás.  

 Para girar la letra L según un giro de centro C y ángulo 60°, 
tomamos varios puntos de la figura, en este caso los puntos A, 
B y C. Con el compás haciendo centro en C trazamos arcos, y 
sobre ellos, utilizando el transportador, medimos 60°. 
Obtenemos los puntos B’ y A’. 

La nueva letra L mantiene las distancias: BC = B’C y AB = A’B’. 
También mantiene los ángulos: el ángulo ABC es recto, y el nuevo 
ángulo A’B’C también es un ángulo recto y con la misma 
orientación que el anterior. En general: 

Los giros mantienen las distancias, por lo que son isometrías o 
movimientos. Mantienen los ángulos y el sentido de los ángulos, 
por lo que son movimientos directos. 

Para saber si dos figuras son dos figuras giradas trazamos las 
mediatrices de los puntos correspondientes y todas ellas deben 
cortarse en un mismo punto, el centro de giro. Con el 
trasportador de ángulos podemos entonces medir el ángulo de 
giro. 

Actividades resueltas 
 Trazamos el segmento BB’ y su mediatriz. Trazamos el 

segmento AA’ y su mediatriz. Ambas mediatrices se cortan en el punto C, que es el centro de giro.  
El ángulo que forman las mediatrices es de 60°. 
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Actividades propuestas 
58. Dibuja en tu cuaderno un punto O y otro punto distinto A. Gira al punto A con centro en O un ángulo 

de 30° en sentido positivo y denomina A’ el punto girado. 

59. Dibuja en tu cuaderno un punto O y dos segmentos, uno OA que pase por O, y otro BC que no pase 
por O. Dibuja los segmentos girados OA’ y B’C’ del giro de centro O y ángulo 60°. 

60. Dibuja en tu cuaderno el triángulo de vértices A (4, 2), B (3, −2) y C (5, 0). Dibuja el triángulo que se 
obtiene al girarlo con centro en el origen de coordenadas un ángulo de 90° en sentido positivo. 
¿Cuáles son las coordenadas de los vértices A', B' y C' del triángulo girado? 

61. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante un giro, una recta, una circunferencia, un 
segmento, un triángulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¿En qué se transforman? 
Analiza los resultados. 

5.4. Composición de giros. Elementos invariantes 
Ejemplo: 

 Si giramos la letra L con centro C, 60° en sentido positivo y 
luego, también con centro C, 30° en sentido positivo, la 
figura obtenida está girada respecto a la primera 90° con el 
mismo centro de giro. En general: 

La composición de dos giros del mismo centro es otro giro del 
mismo centro y de ángulo, la suma de los ángulos de giro. 

 Si una vez girada nuestra letra L 30° en sentido positivo, la 
giramos, con el mismo centro de giro, 30° en sentido 
negativo, ¿qué ocurre? En efecto, hemos vuelto a la 
posición inicial. Se dicen que son giros inversos y que al 
componerlos tenemos la identidad, ya que no nos 
movemos. 

Un giro de centro O y ángulo α es el giro inverso al giro del mismo centro O y ángulo −α. 

Observa que la composición de giros de distinto centro no es conmutativa, pues depende del orden en 
que hagamos los giros. 

Actividades resueltas 
 Pensemos ahora en qué elementos deja invariantes un giro de centro O y ángulo de giro que no sea 

0° ni 180°. ¿Deja alguna recta invariante? ¿Hay alguna recta del plano que no se mueva? No, todas 
giran. No hay rectas invariantes. ¿Y puntos? ¿Algún punto del plano no se mueve al girar? Si, el 
centro de giro queda invariante. El centro de giro se transforma en 
sí mismo. 

En un giro de centro O y ángulo distinto de 0° y de 180°, el único 
elemento invariante es un punto, el centro de giro. 

Centro de giro: Centro de giro es un punto de una figura plana tal que, 
al girar un cierto ángulo, la figura coincide consigo misma. 

Observa que el rosetón del centro de este mosaico tiene un centro de 
giro de 60°. Si lo giramos 60°, vuelve a coincidir. También si lo giramos 120° o 180° o 240° o 300°. 
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185 Geometría. 4ºA de ESO 
5.5. Simetría central en el plano. Centro de simetría 
La simetría central de centro O en el plano es un giro de ese centro O y ángulo 180°. En el plano, la 
simetría central es, por tanto, un movimiento que ya conocemos. Observa que la simetría central es, 
por tanto, un movimiento directo. 

Si P' es el simétrico de P en la simetría central de centro de simetría O, entonces, O es el punto medio 
del segmento PP'.  

Actividades resueltas 
 Dos puntos P y P’ son simétricos respecto del origen de coordenadas si tanto sus abscisas como sus 

ordenadas son opuestas. Así, el simétrico respecto del origen del punto (−2, 4) es el punto (2, −4). 

 Construye el simétrico, respecto a una simetría central de centro (2, 3), de un polígono: 

El simétrico del punto A (8, 1) es el punto A’ (−4, 5). Has visto que se ha trazado la recta OA. Con 
centro en O y radio OA se traza un arco de circunferencia que corta a la recta OA en A’. Lo mismo 
para obtener el simétrico de los otros vértices del polígono. Si los otros vértices son B (12, 7), C (9, 
10), D (5, 8) y E (7, 6), ¿cuáles son sus simétricos respecto a la simetría central de centro (2, 3)? 

 ¿Qué elementos deja invariantes una simetría central? Deja invariante el centro de simetría y todas 
las rectas que pasan por el centro de giro. 

Centro de simetría: Un punto O es un centro de simetría de una figura si todo punto de ella tiene como 
transformado por la simetría central de centro O, otro punto de la figura. La simetría central transforma 
la figura en ella misma. 

 

Ejemplo: 

 El mosaico de la Alhambra del margen tiene simetría central. 

 El círculo, el cuadrado, el rectángulo tienen centro de simetría, sin 
embargo, un triángulo nunca tiene centro de simetría.  

 Los polígonos regulares con un número par de lados tienen centro 
de simetría. 

 El pentágono regular, no lo tiene. 

 

Actividades resueltas 
 Aplicamos a la letra L un giro de 90° y luego otro giro también de 90°. 

La composición de un giro de 90°, con otro del mismo centro y 90°, es un giro 
de 180°. El punto P primero se transforma en P’ y luego en P’’. Si unimos cada 
punto de la figura con su transformado por la composición de los dos giros, la 

recta OP se transforma en la OP’’, que es la misma recta. Los puntos Q, O y Q’’ también están 
alineados. Las rectas que pasan por el centro de simetría son invariantes. 
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Actividades propuestas 
62. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera P y P’. Encuentra su centro de simetría. 
63. ¿Qué ocurre al aplicar un giro de 60° a una figura? ¿Hay rectas invariantes? ¿Y en un giro de 180°? 

Las rectas que pasan por el centro de giro, ¿en qué rectas se transforman? ¿Y con un giro de 0°? ¿Y 
con un giro de 360°? 

64. Dibuja un triángulo ABC y su simétrico A’B’C’ respecto un punto O. ¿Cómo son sus lados? ¿Son 
iguales? ¿Y sus ángulos? ¿Se mantiene el sentido de los ángulos? Comprueba cómo es el ángulo ABC 
y el ángulo A’B’C’. ¿Es un movimiento directo? 

65. Vamos a analizar las letras mayúsculas. Indica cuáles de las siguientes letras no tienen simetría 
central y cuáles si la tienen, indicando entonces su centro de simetría: B, H, N, O, P, S, T, X, Z. 
Recuerda, buscas un punto tal que la simetría central de centro ese punto deje invariante a la letra. 

5.6. Giros en el espacio 
Al abrir o cerrar una puerta, ésta gira, las patillas de las gafas giran, las 
ruedas de un coche giran... Observa que para determinar un giro en el 
espacio necesitas, además del ángulo (y su sentido), conocer el eje de 
giro. Recuerda, en el plano teníamos un centro de giro, un punto, 
ahora un eje de giro, una recta. 

Piensa en otros ejemplos cotidianos de giros en el espacio. 
Cuando giras una puerta, ¿cambia el sentido de sus ángulos? 
Naturalmente que no. Los giros en el espacio son movimientos directos. 

 ¿Qué puntos se transforman en sí mismos? El giro en el espacio deja invariantes a los puntos del eje 
de giro. 

Eje de giro: Eje de giro de una figura, en el espacio, es una recta imaginaria tal, que al girar la figura un 
cierto ángulo, coincide consigo misma. 

5.7. Simetría central en el espacio. Centro de simetría 
Una figura tiene simetría central si al unir cada uno de sus puntos con el centro se obtiene otro punto 
de la figura. 

Si P' es el simétrico de P en la simetría central de centro O, entonces, O es el punto medio del segmento 
PP'. 

La simetría central en el espacio no es un giro. Además, solo deja un punto invariante, el centro (no una 
recta) 

Centro de simetría: Un punto O es un centro de simetría de una figura si todo punto de ella tiene como 
transformado por la simetría central de centro O, otro punto de la figura. 

Ejemplos: 
 La esfera, el cubo tienen centro de simetría, el tetraedro, no. 
 El cilindro tiene centro de simetría. El cono no tiene centro de simetría. 
 Un prisma regular tiene centro de simetría. Una pirámide, no. 

Actividades propuestas 
66. Escribe cinco ejemplos de objetos del espacio que giren. 
67. Mediante un giro en el espacio, ¿en qué se transforma un plano? ¿Y una esfera? ¿Y un cono? ¿Y dos 

planos paralelos? ¿Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.  
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187 Geometría. 4ºA de ESO 
5.8. Simetrías axiales. Eje de simetría 

 La mariposa de la figura es simétrica respecto del eje 
de simetría r. 

Para determinar una simetría (simetría axial) es necesario 
conocer el eje de simetría. 

Si P' es el simétrico de P respecto de la simetría axial de eje r, 
entonces r es la mediatriz del segmento PP'. 

La simetría axial conserva todas las longitudes y la magnitud 
de los ángulos, pero cambia el sentido de estos. Por eso no es 
posible hacer coincidir una figura con su simétrica (a no ser que las propias figuras sean simétricas). 

La simetría es por tanto un movimiento inverso. 

Actividades resueltas 
 Para hallar el simétrico del punto P respecto del eje de simetría r, 

utiliza un compás y haciendo centro en P con radio suficientemente 
grande traza un arco de circunferencia que corte a r en dos puntos, 
A y B. Sin variar de radio y con centro en A y en B traza otros dos 
arcos que se cortan en P’, simétrico de P respecto a r. Observa que 
PAP’B es un rombo pues sus cuatro lados son iguales, por lo que 
sabemos que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en el 
punto medio. 

 Dibuja el punto simétrico de otro utilizando regla y escuadra: 

Tenemos el eje de simetría y queremos encontrar el simétrico del 
punto P (4, 1). Dibujamos el punto P (4, 1) en un sistema de coordenadas y tomamos la escuadra. 
Apoyamos la escuadra sobre el eje de simetría y hasta que toque al punto. Trazamos una recta auxiliar, 
perpendicular al eje y que pase por el punto P. Medimos la distancia del punto al eje y llevamos esa 
longitud sobre la recta auxiliar, y ya tenemos el punto simétrico.  

 También puedes obtener figuras simétricas doblando un papel. El doblez es el eje de simetría. Si 
dibujas una figura, doblas el papel y la calcas obtienes la figura simétrica.  

Otra forma es doblar un papel y recortar una figura: se obtiene una figura simétrica respecto al doblez. 

Dos puntos simétricos respecto del eje de ordenadas tienen la misma ordenada y sus abscisas son 
opuestas. Dos puntos simétricos respecto del eje de abscisas tienen la misma abscisa y sus ordenadas 
son opuestas. 
 
Eje de simetría de una figura 

Si la recta r es un eje de simetría de una figura entonces todo punto de esa figura tiene 
como transformado por la simetría de eje r a otro punto de dicha figura. 
Ejemplos: 

 Un triángulo isósceles tiene un eje de simetría y un triángulo equilátero, tres.  

 Un rectángulo o un rombo tienen dos ejes de simetría, y un cuadrado cuatro.  

 Un círculo tiene una infinidad de ejes de simetría (todos sus diámetros). 

 

r 
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Actividades propuestas 
68. Indica cuáles de las siguientes letras mayúsculas son simétricas, y si lo son, indica si sus ejes de 

simetría son horizontales o verticales: A, B, D, F, K, M, N, R, T, U, V, W, Z. 
69. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante una simetría, una recta, una circunferencia, 

un segmento, un triángulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¿En qué se 
transforman? Analiza la respuesta. 

70. Dibuja un rectángulo ABCD. Dibuja el eje de simetría que transforma AB en CD, y el eje de simetría 
que transforma AD en BC. 

71. Dibuja un hexágono regular y dibuja sus ejes de simetría. ¿Cuántos tiene? Tiene 6. Descríbelos. 
72. Dibuja un pentágono regular y sus ejes de simetría. ¿Cuántos tiene? Descríbelos.  
5.9. Simetría especular en el espacio. Plano de simetría 
Muchos muebles son simétricos: muchas mesas, muchas sillas… Muchos 
animales son casi simétricos. Los coches, los aviones, los trenes son 
simétricos. Si nos miramos en un espejo vemos una imagen reflejada que es 
simétrica a la nuestra. Muchos edificios son casi simétricos o tienen 
elementos de simetría.  

Para determinar una simetría en el espacio es necesario conocer un plano, 
el plano de simetría. 

Una simetría en el espacio deja invariantes los puntos pertenecientes al plano de simetría. Deja 
invariante las rectas ortogonales al plano de simetría, y deja invariante al plano de simetría. 

Plano de simetría: El plano de simetría de una figura es un plano 
imaginario tal, que todo punto de la figura se transforma por la simetría 
respecto de ese plano en otro punto de dicha figura. 

La torre con la puerta del margen tiene un plano de simetría. 

Un plano de simetría es como un espejo que refleja exactamente un 
fragmento de la figura en el otro fragmento. 

Actividades resueltas 
Construye poliedros regulares, con cartulina, con pajitas, con …, para comprobar lo que sigue: 

 Analizamos el plano de simetría del cubo de la ilustración del 
margen. Vemos que pasa por los puntos medios de las aristas. 
¿Cuántos planos de simetría hay similares a este? Como el cubo 
tiene 12 aristas y cada plano pasa por 4 hay 3 de este tipo. Otro 
plano de simetría pasa por una diagonal de una cara, una arista, 
otra diagonal y otra arista. ¿Cuántos hay de ese otro tipo? Como 
el cubo tiene 12 aristas y tomamos 2, hay 6 de ese tipo. 

Actividades propuestas 
73. Escribe cinco objetos que estén a tu alrededor que sean simétricos e indica su plano de simetría. 

Mira en el aula y busca simetrías. ¿Son simétricas las sillas, la lámpara, la ventana, las mesas...? 
¿Cuál es su plano de simetría? 
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189 Geometría. 4ºA de ESO 
5.10. Uso de Geogebra para analizar las isometrías en el plano 

Vamos a utilizar el programa Geogebra para estudiar los movimientos en 
el plano. Estudiaremos las traslaciones y la simetría axial. 

 

Actividades resueltas 
 

Traslación 
 Utiliza Geogebra para estudiar vectores y traslaciones. 

• En un archivo de Geogebra Visualiza los ejes, la cuadrícula y la ventana algebraica. 

• Con la herramienta Nuevo Punto define el origen de coordenadas como A y el punto de coordenadas 
(6, 2) como B. y con la herramienta Vector entre dos 
puntos determina el vector u de origen A y extremo B 
que tendrá coordenadas (6, 2). 

• Define con Nuevo Punto C (−4, 1), D (−1, 2) y E (−3, 3) y 
con Polígono dibuja el triángulo que tiene por vértices 
estos puntos. 

 Observa que los puntos que has dibujado 
aparecen en la ventana algebraica como objetos 
libres y el triángulo como objeto dependiente. 

• Utiliza la herramienta Trasladar objeto acorde a vector para trasladar el triángulo CDE según el vector 
u, se obtiene el triángulo C’D’E’. 

 

Actividades propuestas 
74. ¿Qué tipo de cuadriláteros son los polígonos ACC’B, ADD’B y AEE’B?  
75. Comprueba en la ventana algebraica que: 

a) Las coordenadas de los puntos C’, D’ y E’ se obtienen respectivamente al sumar a las 
coordenadas de los puntos C, D, y E las coordenadas del vector u. 

b) La longitud de cada lado del triángulo es la misma que la de su trasladado y las áreas de los 
triángulos CDE y C’D’E’ coinciden  

• Dibuja con Recta que pasa por 2 puntos, la recta 
a que pasa por los puntos por C y D y comprueba, 
con la ecuación de la recta, que C’ y D’ están en la 
misma recta. 

• Traslada ahora la recta a según el vector u, 
aparece, denominada b, la misma recta. 

 

 

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/


 

 Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 7: Derivadas Revisores: Javier Rodrigo y David Hierro  
  Autoras: Milagros Latasa Asso y Fernanda Ramos Rodríguez 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Milagros Latasa/Banco de Imágenes de INTEF 

190 Geometría. 4ºA de ESO 
 ¿Qué propiedad tiene la recta a para que permanezca invariante mediante la traslación? Una 

conjetura es que la recta a es paralela al vector u. 

• Para comprobar la conjetura define un Nuevo Punto F (-1, 1) y con Recta paralela dibuja una recta f 
que pase por F y paralela al vector u. 

• Traslada la recta f según el vector u y verás que aparece la recta g que coincide con ella. Dibuja otras 
rectas paralelas al vector u y comprueba que la traslación las deja invariantes. 

• Mueve con el puntero el punto B, para que el vector u tenga distinta dirección y observa como la 
recta a ya no tiene la misma dirección que el vector u y su trasladada, la recta b, es distinta y paralela 
a ella, sin embargo, la recta f tiene la misma dirección que el vector u y su trasladada g coincide con 
ella. 

 

Actividades propuestas 
76. Investiga si algún punto del plano permanece invariante mediante traslaciones según diferentes 

vectores. 
 

Simetría axial 
 Utiliza Geogebra para estudiar las propiedades de la simetría axial. 

• Abre una nueva ventana de Geogebra y visualiza los ejes, la cuadrícula y 
la ventana algebraica. 

• Con la herramienta Nuevo Punto define A (-2, 0) y B (0, 1) y con Recta 
que pasa por 2 puntos, 
dibuja la recta a que pasa 

por A y B, que será el eje de simetría. 

• Determina el punto C (1, 4) y con la herramienta Refleja 
objeto en recta, su simétrico con respecto a la recta a, 
que es el punto D (3, 0).  

• Con la herramienta Distancia comprueba que la distancia 
del punto C a la recta a coincide con la del punto D a 
dicha recta. 

• Dibuja con Segmento entre dos puntos el que une los 
puntos C y D. 

• Con la herramienta Angulo calcula la medida del ángulo que forman el segmento CD y la recta a para 
verificar que son perpendiculares. 

Las siguientes propiedades, que acabas de comprobar, caracterizan la simetría axial: 

1ª: Las distancias de un punto y de su simétrico al eje de simetría coinciden. 

2ª: El segmento que une un punto y su simétrico es perpendicular al eje de simetría.  

  

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/


 

 Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas. 4º A de ESO. Capítulo 7: Derivadas Revisores: Javier Rodrigo y David Hierro  
  Autoras: Milagros Latasa Asso y Fernanda Ramos Rodríguez 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Milagros Latasa/Banco de Imágenes de INTEF 

191 Geometría. 4ºA de ESO 
 

•  Con la herramienta Refleja objeto en recta 
halla el simétrico de los puntos A y B con 
respecto al eje a y comprueba que A y su 
simétrico de E coinciden lo mismo que B y F. 
Prueba con otros puntos de la recta a para 
verificar que todos los puntos del eje resultan 
invariantes mediante una simetría axial con 
respecto a este eje. Verifica, también, que el 
eje, la recta a, y su simétrica la recta b 
coinciden. 

• Utiliza Recta perpendicular para trazar la 
recta c, perpendicular al eje a que pasa por el 
punto B. 

• Calcula la recta simétrica de la recta c con 
respecto al eje a, se obtiene la recta d que 
coincide con c. 

• Mejora el aspecto de la construcción dibujando el segmento CD y las rectas c y d con trazo 
discontinuo. Haz clic con el botón derecho del ratón sobre el elemento o su ecuación y en 
Propiedades, Estilo, elige un trazo discontinuo. 

 

Actividades propuestas 
77. ¿Cuáles son los puntos invariantes de una simetría axial? ¿Y las rectas invariantes? 

78. Utiliza la herramienta Rota objeto en torno a un punto, el ángulo indicado para estudiar los giros en 
el plano. Define un punto O como centro de giro, por ejemplo, el centro de coordenadas. Define tres 
puntos para determinar con Angulo uno de 45°. 

a) Dibuja rectas y polígonos y observa como se transforman mediante este giro.  

b) Investiga si al realizar un giro existen puntos y/o rectas que permanecen invariantes. 

79. Utiliza la herramienta Refleja objeto por punto para estudiar la simetría central. Define un punto O 
como centro de simetria, por ejemplo, el centro de coordenadas.  

a) Dibuja rectas y polígonos y observa como se transforman por una simetría central.  

b) Comprueba que una simetría central equivale a un giro de 180°.  

c) Investiga si en una simetría central hay puntos y/o rectas que permanecen invariantes. 
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CURIOSIDADES. REVISTA  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Grace Chisholm Young (1868 - 1944) 
Grace Chisholm Young nació el 15 de marzo de 1868, cerca de Londres, Inglaterra, 
durante el reinado de la reina Victoria. Para hacernos una idea sobre el estado de la 
educación en esa época recordemos que hacia 1881, el 20 % de la población de 
Inglaterra todavía no sabía escribir su nombre.  
Era la más pequeña de cuatro hermanos (tres supervivientes) y también la más 
consentida. Sólo le enseñaban lo que quería aprender y en este sentido su educación fue 
un tanto informal. Le gustaba el cálculo mental y la música. Sin embargo, fue una 
preparación suficiente para, a los 17 años, pasar los exámenes de Cambridge (Cambridge 
Senior Examination). Estudió Matemáticas, pero para doctorarse fue 
 a Göttingen donde se doctoró en 1895. En 1896 se casó con William 
 Young con el que tuvo seis hijos. Ocupó mucho de su tiempo en la educación de sus 
hijos. 
Escribió libros y muchos artículos. Escribió Primer libro de Geometría 
 En él Grace escribía que la geometría en dimensión tres recibía, 
 en primaria y en secundaria, mucha menos atención que la  
geometría del plano. Opinaba que esto no debía ser así porque “en cierto sentido la 
geometría plana es más abstracta que la tridimensional”, pues consideraba que la 
geometría tridimensional era más natural. Pero admitía, sin embargo, muy difícil 
representar figuras tridimensionales en una superficie bidimensional como es una página 
de un libro, y consideraba que ésta era la razón por la no se trabajaba (y actualmente 
tampoco se trabaja) adecuadamente. Grace opinaba que el alumnado debía construir 
figuras espaciales, por lo que incluyó en su libro muchos diagramas de figuras 
tridimensionales para ser recortados y construidos. Opinaba que esa era la forma en que 
el alumnado debía familiarizarse con las propiedades de estas figuras y que utilizándolas, 
con su ayuda, podía visualizar los teoremas de la geometría tridimensional. 
 

 

¿Cuál de las siguientes figuras no representa el desarrollo 
de un cubo? 

 

Al formar un cubo con el 
desarrollo de la figura, ¿cuál 
será la letra opuesta a F? 

 
A partir de uno de estos desarrollos bicolores, se puede fabricar un cubo, de 
forma que los colores sean los mismos en las dos partes de cada una de las 
aristas. ¿Cuál de ellos lo verifica? 

 Haz el desarrollo  
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RESUMEN 

Teorema de 
Pitágoras en el 

espacio 

D2 = a2 + b2 + c2 a= 2, b = 3, c = 4, entonces  
D2 = 4 + 9 + 16 = 29 
D = 29  = 5.4. 

Teorema de Tales: 

Dadas dos rectas, r y r’, que se cortan en el punto O, y dos rectas paralelas 
entre sí, a y b. Si la recta a corta a las rectas r y r’ en los puntos A y C, y la recta 
b corta a las rectas r y r’ en los puntos B y D, entonces  los segmentos 
correspondientes son proporcionales 

 

Poliedros 
regulares 

Un poliedro regular es un poliedro en el que todas sus caras son polígonos 
regulares iguales y en el que sus ángulos poliedros son iguales. 
 Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y 
dodecaedro  

Prismas 

AlturaPerímetroA BaseLateral .= ; 

BaseLateraltotal ÁreaÁreaA 2+= ; 

AlturaÁreaVolumen base .=   

Pirámides 
2

. pirámideBase
Lateral

ApotemaPerímetro
A =

BaseLateraltotal ÁreaÁreaA +=

3
. AlturaÁrea

Volumen base=   

Cilindro 
HRπALateral 2= ; 222 RHRAtotal ππ +=

AlturaÁreaVolumen base .=  
 

Cono 
GRπALateral = ; 2RGRAtotal ππ +=  

3
. AlturaÁrea

Volumen base=  
 

Esfera 
24 RAtotal π= ; 3

3
4 RπVolumen =  

 

Ecuaciones de la 
recta en el plano 

Ecuación explícita: y = mx + n. 
Ecuación implícita: ax + by + c = 0 

Ecuación paramétrica: 




+=
+=

22

11

tvay
tvax

 
 

Ecuaciones de la 
recta y el plano 
en el espacio. 

Ecuación implícita de un plano: ax + by + cz + d = 0 

Ecuación paramétrica de una recta: 








+=
+=
+=

33

22

11

tvaz
tvay
tvax
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

Teorema de Pitágoras y teorema de Tales  
1. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 cm. 
2. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 m. 
3. Calcula la longitud de la diagonal de un rectángulo de base 15 cm y altura 6 cm. 
4. Dibuja un paralelepípedo cuyas aristas midan 4 cm, 5 cm y 6 cm que no sea un ortoedro. Dibuja 

también su desarrollo. 
5. Si el paralelepípedo anterior fuera un ortoedro, ¿cuánto mediría su diagonal?  
6. Un vaso de 11 cm de altura tiene forma de tronco de cono en el que los radios de 

las bases son de 5 y 3 cm. ¿Cuánto ha de medir como mínimo una cucharilla para 
que sobresalga del vaso por lo menos 2 cm? 

7. ¿Es posible guardar en una caja con forma de ortoedro de aristas 4 cm, 3 cm y 12 
cm un bolígrafo de 13 cm de longitud? 

8. Calcula la diagonal de un prisma recto de base cuadrada sabiendo que el lado de la 
base mide 6 cm y la altura del prisma 8 cm. 

9. Si un ascensor mide 1.2 m de ancho, 1.6 m de largo y 2.3 m de altura, ¿es posible 
introducir en él una escalera de 3 m de altura? 

10. ¿Cuál es la mayor distancia que se puede medir en línea recta en una habitación que tiene 6 m de 
ancho, 8 m de largo y 4 m de altura? 

11. Calcula la longitud de la arista de un cubo sabiendo que su diagonal mide 3.46 cm. 
12. Calcula la distancia máxima entre dos puntos de un tronco de cono cuyas bases tienen radios 5 cm y 

2 cm, y altura 10 cm. 
13. En una pizzería la pizza de 15 cm de diámetro vale 2 € y la de 40 cm vale 5 €. ¿Cuál tiene mejor 

precio? 
14. Vemos en el mercado una merluza de 30 cm que pesa un kilo. Nos parece un poco pequeña y 

pedimos otra un poco mayor, que resulta pesar 2 kilos. ¿Cuánto medirá? 
15. En un día frío un padre y un hijo pequeño van exactamente igual abrigados, ¿Cuál de los dos tendrá 

más frío?  

 

Longitudes, áreas y volúmenes 
16. Identifica a qué cuerpo geométrico pertenecen los siguientes desarrollos: 

 
 

   

17. ¿Podrá existir un poliedro regular cuyas caras sean hexagonales? Razona la respuesta.  
18. ¿Cuántas diagonales puedes trazar en un cubo? ¿Y en un octaedro? 
19. ¿Puedes encontrar dos aristas paralelas en un tetraedro? ¿Y en cada uno de los restantes poliedros 

regulares? 
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195 Geometría. 4ºA de ESO 
20. Utiliza una trama de cuadrados o papel cuadriculado, y busca todos los diseños de seis cuadrados 

que se te ocurran. Decide cuáles pueden servir para construir un cubo 

 
21. El triángulo de la figura se ha plegado para obtener 

un tetraedro. Teniendo en cuenta que el triángulo 
no está pintado por detrás, ¿cuál de las siguientes 
vistas en perspectiva del tetraedro es falsa? 

22. Un prisma de 8 dm de altura tiene como base un 
triángulo rectángulo de catetos 3 dm y 4 dm. Calcula 
las áreas lateral y total del prisma. 

23. Dibuja un prisma hexagonal regular que tenga 3 cm 
de arista basal y 0.9 dm de altura y calcula las áreas de la base y total. 

24. Un prisma pentagonal regular de 15 cm de altura tiene una base de 30 cm2 de área. Calcula su 
volumen. 

25. Calcula el área total de un ortoedro de dimensiones 2.7 dm, 6.2 dm y 80 cm. 
26. Calcula la superficie total y el volumen de un cilindro que tiene 7 m de altura y 3 cm de radio de la 

base. 
27. Calcula el área total de una esfera de 7 cm de radio. 
28. Calcula el apotema de una pirámide regular sabiendo que su área lateral es 

de 150 cm2 y su base es un hexágono de 4 cm de lado. 
29. Calcula el apotema de una pirámide hexagonal regular sabiendo que el 

perímetro de la base es de 36 dm y la altura de la pirámide es de 6 dm. 
Calcula también el área total y el volumen de esta pirámide. 

30. Un triángulo rectángulo de catetos 12 cm y 16 cm gira alrededor de su 
cateto menor generando un cono. Calcula el área lateral, el área total y el 
volumen. 

31. Tres bolas de metal de radios 15 dm, 0.4 m y 2 m se funden en una sola, ¿Cuál será el diámetro de la 
esfera resultante? 

32. ¿Cuál es la capacidad de un pozo cilíndrico de 1.50 m de diámetro y 30 m de profundidad? 
33. ¿Cuánto cartón necesitamos para construir una pirámide 

cuadrangular regular si queremos que el lado de la base mida 12 cm 
y que su altura sea de 15 cm? 

34. Calcula el volumen de un cilindro que tiene 2 cm de radio de la base 
y la misma altura que un prisma cuya base es un cuadrado de 4 cm 
de lado y 800 cm3 de volumen. 

35. ¿Cuál es el área de la base de un cilindro de 1.50 m de alto y 135 dm3 
de volumen? 
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196 Geometría. 4ºA de ESO 
36. El agua de un manantial se conduce 
hasta unos depósitos cilíndricos que miden 10 
m de radio de la base y 20 m de altura. Luego 
se embotella en bidones de 2.5 litros. ¿Cuántos 
envases se llenan con cada depósito?  

37. Calcula la cantidad de cartulina 
necesaria para construir un anillo de 10 tetraedros cada uno de los 
cuales tiene un centímetro de arista.  

38.  Al hacer el desarrollo de un prisma triangular regular de 5 dm de altura, resultó un rectángulo de un 
metro de diagonal como superficie lateral. Calcula el área total. 

39. Determina la superficie mínima de papel necesaria para envolver un prisma hexagonal regular de 2 
cm de lado de la base y 5 cm de altura. 

40. El ayuntamiento de Madrid ha colocado unas jardineras de piedra en 
sus calles que tienen forma de prisma hexagonal regular. La cavidad interior, 
donde se deposita la tierra, tiene 80 cm de profundidad y el lado del 
hexágono interior es de 60 cm. Calcula el volumen de tierra que llenaría una 
jardinera por completo. 

41. Una habitación tiene forma de ortoedro y sus dimensiones son 
directamente proporcionales a los números 2, 4 y 8. Calcula el área total y el 
volumen si además se sabe que la diagonal mide 18.3 m. 

42. Un ortoedro tiene 0.7 dm de altura y 8 dm2 de área total. Su longitud 
es el doble de su anchura, ¿cuál es su volumen? 

43. Si el volumen de un cilindro de 15 cm de altura es de 424 cm3, calcula el radio de la base del cilindro.  

44. Han instalado en casa de Juan un depósito de agua de forma cilíndrica. El diámetro de la base mide 
2 metros y la altura es de 3 metros. a) Calcula el volumen del depósito en m3. b) ¿Cuántos litros de 
agua caben en el depósito? 

45. Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma, la base es un cuadrado que tiene 10 cm de 
lado. a) ¿Cuál es, en cm3, el volumen del envase? b) Calcula la altura del envase en cm. 

46. Una circunferencia de longitud 18.84 cm gira alrededor de uno de sus diámetros 
generando una esfera. Calcula su volumen. 

47. Una puerta mide 1.8 m de alto, 70 cm de ancho y 3 cm de espesor. El precio de 
instalación es de 100 € y se cobra 5 € por m2 en concepto de barnizado, además 
del coste de la madera, que es de 280 € cada m3. Calcula el coste de la puerta si 
sólo se realiza el barnizado de las dos caras principales.  

48. El agua contenida en un recipiente cónico de 21 cm de altura y 15 cm de diámetro 
de la base se vierte en un vaso cilíndrico de 15 cm de diámetro de la base. ¿Hasta qué altura llegará 
el agua? 

49. Según Arquímedes, ¿qué dimensiones tiene el cilindro circunscrito a una esfera de 7 cm de radio 
que tiene su misma área? Calcula esta área. 

50. ¿Cuál es el volumen de una esfera en la que la longitud de una circunferencia máxima es 251.2 m? 
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197 Geometría. 4ºA de ESO 
51. Calcula el área lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos 

  
 

 

52. Calcula el área lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos 

 

La base es cuadrada 

 

Tetraedro de 5cm de arista Octaedro de 6cm de arista 

 

Pirámides construidas en el 
interior de una estructura 
cúbica de 5 dm de arista. 

53. En la construcción de un globo aerostático esférico de un metro de radio se emplea lona que tiene 
un coste de 300 €/m2. Calcula el importe de la lona necesaria para su construcción. 

54. Calcula el radio de una esfera que tiene 33.51 dm3 de volumen. 

55. El Atomium es un monumento de Bruselas que reproduce una 
molécula de hierro. Consta de 9 esferas de acero de 18 m de 
diámetro que ocupan los vértices y el centro de una estructura 
cúbica de 103 m de diagonal, realizada con cilindros de 2 metros 
de diámetro. Si utilizamos una escala 1:100 y tanto las esferas 
como los cilindros son macizos, ¿qué cantidad de material 
necesitaremos? 

56. Se ha pintado por dentro y por fuera un depósito sin tapadera de 8 
dm de alto y 3 dm de radio. Teniendo en cuenta que la base sólo 
se puede pintar por dentro, y que se ha utilizado pintura de 
2 €/dm2, ¿cuánto dinero ha costado en total? 

57. Una piscina mide 20 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de alto. 

a. ¿Cuántos litros de agua son necesarios para 
llenarla? 

b. ¿Cuánto costará recubrir el suelo y las 
paredes con PVC si el precio es de 20 €/ m2? 

58. ¿Cuál de las dos campanas extractoras de la figura 
izquierda tiene un coste de acero inoxidable menor? 

59. En una vasija cilíndrica de 3 m de diámetro y que 
contiene agua, se introduce una bola. ¿Cuál es su volumen 
si después de la inmersión sube 0.5 m el nivel del agua? 

4 cm 
6 cm 

3 cm 

5 cm 

7cm 

10 cm 
12cm 

10cm 

2cm 

5 cm 

12cm 

4cm 
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198 Geometría. 4ºA de ESO 
60.  El precio de las tejas es de 12.6 €/m2 ¿Cuánto costará retejar una vivienda cuyo tejado tiene forma 

de pirámide cuadrangular regular de 1.5 m de altura y 15 m de lado de la base? 

61. Se enrolla una cartulina rectangular de lados 40 cm y 26 cm formando 
cilindros de las dos formas posibles, haciendo coincidir lados opuestos. ¿Cuál 
de los dos cilindros resultantes tiene mayor volumen? 

62. Cada uno de los cubos de la figura tiene 2 cm de arista. ¿Cuántos hay que 
añadir para formar un cubo de 216 cm3 de volumen?  

63. Un tubo de ensayo tiene forma de cilindro abierto en la parte superior y 
rematado por una semiesfera en la inferior. Si el radio de la base es de 1 cm y 
la altura total es de 12 cm, calcula cuántos centilitros de líquido caben en él. 

64. El lado de la base de la pirámide de Keops mide 230 m, y su altura 146 m. ¿Qué volumen encierra? 

65. La densidad de un tapón de corcho es de 0.24 g/cm3, ¿cuánto pesan mil tapones si los diámetros de 
sus bases miden 2.5 cm y 1.2 cm, y su altura 3 cm? 

66. Comprueba que el volumen de una esfera es igual al de su cilindro circunscrito menos el del cono de 
igual base y altura. 

67. Calcula el volumen de un octaedro regular de arista 2 cm. 

68. Construye en cartulina un prisma cuadrangular regular de volumen 240 cm3, y de área lateral 240 
cm2. 

69.  El cristal de una farola tiene forma de tronco de cono de 40 cm de altura y bases de radios 20 y 10 
cm. Calcula su superficie. 

70. Un bote cilíndrico de 15 cm de radio y 30 cm de altura tiene en su interior 
cuatro pelotas de radio 3.5 cm. Calcula el espacio libre que hay en su 
interior. 

71. Un embudo cónico de 15 cm de diámetro tiene un litro de capacidad, ¿cuál 
es su altura? 

72. En un depósito con forma de cilindro de 30 dm de radio, un grifo vierte 15 litros de agua cada 
minuto. ¿Cuánto aumentará la altura del agua después de media hora? 

73. La lona de una sombrilla abierta tiene forma de pirámide 
octogonal regular de 0.5 m de altura y 40 cm de lado de la base. 
Se fija un mástil en el suelo en el que se encaja y el vértice de la 
pirámide queda a una distancia del suelo de 1.80 m. En el 
momento en que los rayos de sol son verticales, ¿qué área tiene 
el espacio de sombra que determina? 

74. Una pecera con forma de prisma recto y base rectangular se llena con 65 litros de agua. Si tiene 65 
cm de largo y 20 cm de ancho, ¿cuál es su profundidad? 

75. En un helado de cucurucho la galleta tiene 12 cm de altura y 4 cm diámetro. ¿Cuál es su superficie? 
Si el cucurucho está completamente lleno de helado y sobresale una semiesfera perfecta, ¿cuántos 
cm3 de helado contiene? 
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Iniciación a la Geometría Analítica 
76. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3) y B(2, 5). 

77. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3, 4) y B(2, 5, 8). 

78. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5). 

79. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5, 0). 

80. El vector u = (4, 5) tiene el origen en el punto A(3, 7). ¿Cuáles son las coordenadas de su punto 
extremo? 

81. El vector u = (4, 5, 2) tiene el origen en el punto A(3, 7, 5). ¿Cuáles son las coordenadas de su punto 
extremo? 

82. Dibuja un cuadrado de diagonal el punto A(2, 3) y C(5, 6). ¿Qué coordenadas tienen los otros 
vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado. 

83. Dibuja un cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(4, 4, 4). ¿Qué coordenadas tienen los otros vértices del 
cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y de la 
diagonal del cubo.  

84. Sea X(x, y) un punto del plano, y A(2, 4), escribe la expresión de todos los puntos X que distan de A 
una distancia 3. 

85. Sea X(x, y, z) un punto del espacio, y A(2, 4, 3), escribe la expresión de todos los puntos X que distan 
de A una distancia 3. 

86. Escribe la ecuación paramétrica de la recta que pasa por el punto A(2, 7) y tiene como vector de 
dirección u = (4, 5). Represéntala gráficamente. 

87. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 7) y B(4, 6), de forma explícita, implícita 
y paramétrica. Represéntala gráficamente. 

88. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 4, 6) y B(5, 2, 8), de forma explícita, y 
como intersección de dos planos. 

89. En el cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(5, 5, 5) escribe las ecuaciones de los planos que forman sus 
caras. Escribe también las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices. 

90. Escribe la ecuación del cilindro de eje 




=
=

0
0

y
x

 y radio 3. 

91. Escribe la ecuación de la esfera de centro A(2, 7, 3) y radio 4. 

92. Escribe la ecuación del cilindro de eje, la recta 








=
=
+=

2
1

5

z
y

tx
 y radio 2. 

93. Escribe la ecuación de la circunferencia en el plano de centro A(3, 7) y radio 3. 

94. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior. 
Escribe la ecuación del cilindro. 
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Movimientos 
95. Transforma la letra L mediante dos isometrías consecutivas. ¿Puedes obtener el resultado final 

mediante una única isometría? Analiza posibles situaciones. 
96. Pliega una tira de papel como un acordeón. Haz algunos cortes y despliégala. Habrás confeccionado 

un friso. Señala en él todas las isometrías. Ensaya otros diseños de frisos. 
97. Determina los ejes y centros de simetría de las siguientes gráficas de funciones. Señala cuáles son 

pares y cuáles impares. (Dibuja previamente su gráfica). 

a) y = x2  b) y = x3  c) y = x4  d) y = x 

98. Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetría, dibujalos en tu cuaderno e indica la forma de 
determinarlos. 

99. Un prisma recto de base un rectángulo, ¿tiene simetría central? ¿Tiene planos de simetría? 
¿Cuántos? Descríbelos. ¿Tiene ejes de giro? Descríbelos. ¿De qué ángulos? 

100. Una pirámide regular de base un triángulo equilátero, ¿tiene simetría central? ¿Tiene planos de 
simetría? ¿Cuántos? Descríbelos. ¿Tiene ejes de giro? Descríbelos. ¿De qué ángulos? 

101. Piensa en los poliedros regulares. Copia la siguiente tabla en tu cuaderno y complétala: 

POLIEDRO ¿Tiene centro 
de simetría? 

SI/NO 

¿Tiene ejes de 
giro? SI/NO 

¿Cuántos ejes de 
giro tiene? ¿De 
qué ángulos?  

¿Tiene planos 
de simetría? 

SI/NO 

¿Cuántos planos 
de simetría tiene?  

Tetraedro      

Cubo      

Octaedro      

Dodecaedro      

Icosaedro      

102. Estudia las isometrías que dejan invariante a un triángulo equilátero. Nombra sus vértices y sus 
ejes de simetría. a) Aplica al triángulo un giro de 120° y luego una simetría. ¿Puedes obtener el 
mismo resultado con una única transformación? b) Repite lo mismo con un giro de 240° y otra 
simetría. c) Comprueba que siempre la composición de un giro por una simetría es otra simetría. d) 
Haz ahora un giro de 120° y otro de 240°, ¿qué obtienes? e) ¿Y con dos giros de 240°? f) Comprueba 
que la composición de dos giros del mismo centro es siempre un giro (o la identidad). 

103. Al pasear por la ciudad, mirar el aula, en todo lo que nos rodea podemos ver como la Geometría 
permite explicarlo. Mira este mosaico. Busca un motivo mínimo, es decir, un trozo de mosaico que 
te permite, mediante movimientos, recomponerlo.  En el diseño 
de este mosaico, ¿se han utilizado simetrías? 

 ¿Hay simetrías de eje vertical? 
 ¿Hay simetrías de eje horizontal? 
 ¿Hay otros ejes de simetría? ¿Cuáles? 
 ¿Hay giros de 90°? 
 ¿Hay giros de 45°? 
 ¿Hay traslaciones?   
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AUTOEVALUACIÓN 

1. Las longitudes de los lados del triángulo de vértices A(2, 2) B(1, 4) y C(0, 3) son: 
a) 2, 5, 5   b) 2 , 5 , 5    c) 5 , 2 , 2    d) 2 , 3 , 5  

2. En el triángulo rectángulo de catetos 3 y 4 cm se multiplican por 10 todas sus longitudes. El área del 
nuevo triángulo es: 

a) 6 m2   b) 6 dm2   c) 60 cm2   d) 0.6 m2 

3. La altura de un prisma de base cuadrada es 20 cm y el lado de la base es 5 cm, su área total es: 
a) 450 cm2   b) 45 dm2   c) 425 cm2   d) 0.45 m2 

4. Un depósito de agua tiene forma de prisma hexagonal regular de 5 m de altura y lado de la base 1 m. 
El volumen de agua que hay en él es: 

a) 60 2  m3  b) 45 2  m3   c) 30 000 2  dm3  d) 7.5 3  m3 

5. El tejado de una caseta tiene forma de pirámide cuadrangular regular de 0.5 m de altura y 1000 cm 
de lado de la base. Si se necesitan 15 tejas por metro cuadrado para recubrir el tejado, se utilizan un 
total de:  

a) 1 508 tejas.  b) 150 tejas.   c) 245 tejas.   d) 105 tejas. 

6. Una caja de dimensiones 30, 20 y 15 cm, está llena de cubos de 1 cm de arista. Si se utilizan todos 
para construir un prisma recto de base cuadrada de 10 cm de lado, la altura medirá: 

a) 55 cm  b) 65 cm   c) 75 cm   d) 90 cm 

7. El radio de una esfera que tiene el mismo volumen que un cono de 5 dm de radio de la base y 120 
cm de altura es: 

a) 5 3  dm  b) 3 75  dm   c) 150 cm   d) �2 250
3

 cm 

8. Se distribuyen 42.39 litros de disolvente en latas cilíndricas de 15 cm de altura y 3 cm de radio de la 
base. El número de envases necesario es:  

a) 100   b) 10    c) 42    d) 45 

9. La ecuación de una recta en el plano que pasa por los puntos A(2, 5) y B(1, 3) es: 
a) y = −2x + 1   b) 3y  −2x = 1    c) y = 2x + 1   d) y = −2x + 9. 

10. La ecuación de la esfera de centro A(2, 3, 5) y radio 3 es: 
a) x2 – 2x + y2 – 3y + z2 – 5z + 29 = 0   b) x2 – 4x + 3y2 – 6y + 5z2 – 10z + 29 = 0  

c) x2 – 4x + y2 – 6y + z2 – 10z + 38 = 0  d) x2 – 4x + y2 – 6y + z2 – 10z + 29 = 0 
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Resumen 

La  Ciencia  utiliza  modelos,  y  muchos  modelos  se  consiguen  ajustando  una  función  a  una  tabla  de 
valores.  Por  ejemplo,  en  este  momento  estamos  ajustando  unas 
parábolas  a  la  relación  entre  la  duración  del  desarrollo  en  días  y  la 
temperatura  de  los  diferentes  estadios  de  la  cochinilla  roja, Aonidiella 
aurantii, que es una plaga que ataca a los cítricos produciendo desde la 
muerte  del  árbol  a  su  desvalorización  comercial,  y  de  sus  enemigos 
naturales,  como  los  del  género  Aphytis,  que  bajo  ciertas  condiciones 
pueden llegar a regular las poblaciones de tal forma que no hagan falta 
utilizar otras medidas adicionales de control como insecticidas. 

Una vez conseguida una función que se ajuste a una tabla de valores se puede pronosticar lo que va a 
ocurrir o dar valores que no se conocían previamente. 

Ajustar  modelos  mediante  funciones  que  sirvan  en  las  situaciones  más  variadas  es  una  de  sus 
aplicaciones más importantes. 
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1. FUNCIONES  

1.1.  Ejes de coordenadas o cartesianos. Coordenadas cartesianas 

Recuerda que: 

Un conjunto formado por el origen O,  los dos ejes de coordenadas y  la 
unidad de medida es un sistema de referencia cartesiano. 

Las coordenadas de un punto A son un par ordenado de números reales 
(x,  y),  siendo  “x”  la  primera  coordenada  o  abscisa  e  “y”  la  segunda 
coordenada  u  ordenada.  A  toda  pareja 
ordenada de números (x, y) le corresponde 
un punto del plano. 

También  cualquier  punto  del  plano  queda 
totalmente  determinado  mediante  sus 
coordenadas.  

Ejemplo: 

 En el gráfico anterior, el punto A tiene coordenadas (2, 3). 

 

Actividades propuestas 

1. Copia en tu cuaderno e indica las coordenadas de todos los puntos que 
están señalados en el plano: 

2. Representa  gráficamente  en  tu  cuaderno  los  siguientes  puntos  del 

plano: A (2, 3); B (0, 1); C (3, 4). 

 

1.2.  Concepto intuitivo de función 

Funciones,  conceptos  básicos.  Aprende  matemáticas.  En  este  vídeo  de 
ejercicios resueltos de matemáticas aprenderemos los conceptos básicos sobre 
funciones.  En  concreto  en  este  vídeo  veremos:  Definición.  Representación 
gráfica. Dominio y recorrido. Puntos de cortes con los ejes. Signo de la función. 

https://www.youtube.com/watch?v=PPuWf2cDEKc  

Ya sabes que: 

Existen  multitud  de  fenómenos  en  nuestra  vida  cotidiana  en  los  que  aparecen  relacionadas  dos 
magnitudes. Por ejemplo, el precio de un kilo de manzanas y el  número de kilos que compramos,  la 
duración de un trayecto y la velocidad a la que vamos…  

 

Una función es una relación entre dos magnitudes de forma que a un valor cualquiera de una, llamada 
variable  independiente  (“x”),  le  hacemos  corresponder,  como  mucho,  un  único  valor  de  la  otra, 
llamada variable dependiente (“y”). 
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Observa que si a un mismo valor de x le corresponden dos o más valores de y, entonces la relación no 
es  una  función.  En  cambio,  a  la  inversa,  en  una  función  un mismo  valor  de  y  sí  puede  provenir  de 
distintos valores de x. 

Las  relaciones  funcionales  se  pueden  establecer  mediante  una  tabla  de  valores,  una  gráfica  o  una 
expresión matemática o fórmula.  

Ejemplo: 

 Un kilo de tomates cuesta 0.8 €/kg. La función que establece cuánto 
debemos  pagar  en  función  de  la  cantidad  de  tomates  que  nos 
llevamos es y = f(x) = 0.8 x. 

 

En  la  expresión  y  =  f(x),  f  es  el  nombre  que  le  ponemos  a  la  función, 
(podríamos  llamarla  usando  otras  letras,  las  que  se  usan  más 
frecuentemente  son  “f”,  “g”  y  “h”).  Entre paréntesis  va  la  variable  “x” que  representa el número de 
kilos  que  compramos,  es  la  variable  independiente  puesto  que  nosotros  elegimos  libremente  la 
cantidad de tomates que queremos o necesitamos. La variable “y” representa el precio que debemos 
pagar, es la variable dependiente puesto que “depende” de cuántos kilos nos llevamos, es decir, de “x”.  

 

La expresión, f(x), que se  lee “f de x”, se suele usar con mucha frecuencia para designar a  la variable 
dependiente porque resulta muy cómodo escribir cuánto nos costaría comprar una cantidad concreta, 
por ejemplo, 5 kg, se expresaría “f de 5” y su valor es f(5) = 0.8∙5 = 4 €. 

 

Actividades propuestas 

3. De las siguientes relaciones entre dos variables, razona cuáles son funcionales y cuáles no: 

a. Edad y peso de una persona concreta a lo largo de su vida. 
b. Peso y edad de esa misma persona. 
c. Un número y su mitad. 
d. Un número y su cuadrado. 
e. Precio de la gasolina y el día del mes. 
f. Día del mes y precio de la gasolina. 

4. Si hoy el cambio de euros a dólares está 1 € = 1.3 $, completa en tu cuaderno la siguiente tabla de 
equivalencia entre las dos monedas: 

€  2  5  10  27  x 

$           

Expresa mediante una fórmula la relación que existe entre ambas, en la que, conociendo los euros, 
se obtengan los dólares. ¿Se puede expresar de forma única dicha relación? ¿Es una función? 

Si cuando realizas el cambio en una oficina te cobran una comisión fija de 1.5 €, ¿cómo quedaría la 
fórmula en este caso? 
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1.3.  Grafo y gráfica de una función 
Ya que en toda función tenemos dos valores que se relacionan de forma única, podemos dibujar ambos 
en  los  ejes  cartesianos  de  forma  que,  si  unimos  todos  esos  puntos,  obtenemos  una  curva  que  nos 
permite visualizar dicha función.  

Dicha representación tiene una serie de limitaciones, muchas de ellas comunes a cualquier dibujo que 
se pueda hacer: es aproximada puesto que los instrumentos que se utilizan para hacerlo (regla, compás, 
lápiz…), por muy precisos que sean (ordenadores), siempre tienen un margen de error; también existen 
fallos  de  tipo  visual  o  de  los  instrumentos  de medida;  o muchas  veces  tenemos que  representar  los 
infinitos puntos del grafo en un espacio finito, lo cual es imposible y hace que solo podamos dibujar una 
parte de lo que se pretende, pero no todo. 

A pesar de todos estos inconvenientes, representar gráficamente esta serie de puntos relacionados que 
conforman  la  función,  aunque  sea  de  forma  aproximada,  es  importante,  puesto  que  nos  permite 
entender muchas propiedades a simple vista: “más vale una imagen que mil palabras”. 
Además, una representación también nos permite descubrir si la misma representa a una función o no, 
ya  que  en  el  dibujo  es  fácil  interpretar  si  a  un  valor  de  la  variable  independiente  le  corresponde 
únicamente uno de la dependiente o más de uno, propiedad fundamental que define a las funciones. 

Ejemplo: 

 El  siguiente dibujo, que  corresponde a una  circunferencia,  al  valor 0  de  la 
variable  independiente  le  corresponden  los  valores  3  y  3  de  la 
dependiente.  Además,  hay  otros  muchos  valores  a  los  que  les  pasa  lo 
mismo,  como  para  x  =  2,  que  corta  a  la  gráfica  en  los  puntos  A  y  B.  La 
circunferencia no puede ser la representación de una función.  

La fórmula que corresponde a dicha gráfica es x2 + y2 = 9 o, también  29 xy  . 

El  grafo  de  una  función  es  el  conjunto  de  todos  los  pares  ordenados  en  los  que  el  primer  valor 
corresponde  a  uno  cualquiera  de  la  variable  independiente  y  el  segundo  al  que  se  obtiene  al 
transformarlo mediante la función:  

)}(,);,{()( xfyxyxfGrafo   

La gráfica de una función es la representación en el plano cartesiano de todos los puntos que forman el 
grafo de la misma. 

Actividad resuelta 
 Indica cuáles de las siguientes gráficas corresponden a una función y cuáles no: 

   

SÍ  NO  NO  SÍ 

¿Cuál es la clave o regla para reconocer, a partir del dibujo, si este corresponde a una función o no? 

Si  trazamos  rectas  verticales  imaginarias  y estas  chocan  con el dibujo,  como mucho, en un punto,  la 
gráfica corresponde a una función. Si choca en dos o más puntos, no es una función. 

 

x2 + y2 = 9



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas: 4ºA de ESO. Capítulo 6: Funciones y gráficas Autores: José Gallegos y David Miranda 
  Revisor: Miguel Paz 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

207  Funciones y gráficas. 4ºA de ESO

Actividades propuestas 
5. Realiza en tu cuaderno el dibujo de dos gráficas, una que corresponda a una función y otra que no. 

Identifica cada cual y explica el porqué de dicha correspondencia.  
6. Razona si los valores de la siguiente tabla pueden corresponder a los de una función y por qué: 
 
 
 
7. Una  persona  camina  a  una  velocidad  de  4  km/h  y  parte  del  kilómetro  10.  Escribe  la  expresión 

algebraica de  la  función que  indica  los kilómetros recorridos en  función del  tiempo. Señala cuáles 
son los valores que no tiene sentido dar a la variable independiente y en qué se traduce eso en la 
gráfica.  

8. En una hoja de papel cuadriculado raya un cuadrado de lado un cuadradito. Su área es 1 u2. Ahora 
haz lo mismo con un cuadrado de lado 2. Continúa tomando cuadrados de lados 3, 4, 5… y calcula 
sus áreas. Con los resultados completa una tabla de valores y dibuja su gráfica. ¿Tiene sentido para 
valores negativos de la variable? Busca una fórmula para esta función. 

9. Para  aparcar  en  zona  azul  (no  residentes)  hay  unas  tarifas.  La  tarifa mínima  es  de  0,50  euros,  el 
tiempo máximo  de  aparcamiento  es  de  2  horas,  cada media  hora más  cuesta  0,90  euros,  y  cada 
fracción, 0,05 euros. Representa una gráfica de la función cuya variable independiente sea el tiempo 
que se espera va a estar aparcado el vehículo y la variable dependiente el precio (en euros) que hay 
que pagar.  

10. Un fabricante quiere construir vasos cilíndricos medidores de volúmenes, que tengan de radio de la 
base 5 cm y de altura total del vaso 18 cm. Escribe una fórmula que indique cómo varía el volumen 
al  ir  variando  la  altura del  líquido. Construye una  tabla  con  los  volúmenes  correspondientes a  las 
alturas  tomadas  de  3  en  3  cm.  Escribe  también  una  fórmula  que  permita  obtener  la  altura 
conociendo los volúmenes. ¿A qué altura habrá que colocar la marca para tener un decilitro? 

11. La siguiente gráfica resume la excursión que hemos realizado por la sierra de Guadarrama: 
a) ¿Cuánto tiempo duró la excursión? 
b) ¿Cuánto  tiempo  se  descansó?  ¿A  qué 

horas? 
c) ¿Cuántos kilómetros se recorrieron? 
d) ¿En  qué  intervalos  de  tiempo  se  fue 

más  rápido  que  entre  las  11  y  las  13 
horas? 

e) Haz  una  breve  descripción  del 
desarrollo de la excursión. 

f) Construye una tabla de valores a partir 
de los puntos señalados en la gráfica. 

g) Si  en  el  eje  de  ordenadas 
representáramos  la  variable  “distancia 
al  punto  de  partida”,  ¿sería  la  misma 
gráfica?  Con  los  datos  que  dispones, 
¿puedes hacerla? 
12. La relación entre la altura y la edad de los diferentes componentes de un equipo de baloncesto, ¿es 

una  relación  funcional?  ¿Por  qué?  ¿Y  la  relación  entre  la  edad  y  la  altura?  Escribe  tres 
correspondencias que sean funcionales y tres que no.   

x  10  5  10  10  27 

f(x)  3  0  5  4  0 
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2. CARACTERÍSTICAS DE UNA FUNCIÓN 

2.1.  Dominio y continuidad 

El dominio de una función es el conjunto de puntos en los que está definida. 

Dom(f) = {x     f(x)} 

El concepto de continuidad de una función es muy intuitivo ya que se corresponde con que la gráfica se 
pueda  dibujar  sin  levantar  el  lápiz  del  papel.  Cuando  esto  no  ocurre,  se  producen  “saltos”  en 
determinados puntos que reciben el nombre de discontinuidades.  

Actividad resuelta 

 ¿Qué  funciones  son  continuas  según  su  gráfica  y  cuáles  no?  Indica  en  estas  últimas  el/los 
valor/es de la variable independiente donde se produce la discontinuidad: 

NO es continua en x = 1 donde tiene un salto 
infinito. Es continua en el resto de los puntos 

Su dominio es   {1}. 

NO es continua en x = 1 donde tiene un salto finito 
de 4 unidades. En el resto, es continua.  

Su dominio es . 

SÍ, es continua para cualquier valor de x.  
Su dominio es . 

NO es continua ni en x = 2 ni en x = 2 donde tiene 
saltos infinitos.  

Es continua en   {2, 2}, que es su dominio. 
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Continuidad 

Intuitivamente, una función es continua si su gráfica se puede dibujar sin levantar el lápiz del papel. En 
caso contrario, se producen “saltos” en determinados valores de la variable independiente que reciben 
el nombre de discontinuidades. 

 

Una discontinuidad puede ser de tres tipos: 

1. Evitable:  En  la  función  sólo  “falla”  un  punto,  que  “no  está  donde 
debería estar”. Más formalmente, si nos aproximamos al punto por la 
derecha y por la izquierda, nos aproximamos a un valor que no es el de 
la función. En este caso, la función sería continua sin más que cambiar 
la definición de la función en el punto que nos da problemas. 

 

2. De salto  finito: En un punto,  la función tiene dos ramas diferentes a 
derecha  e  izquierda  del  punto.  Estas  ramas  se  aproximan  a  valores 
distintos  (pero  finitos)  para  cada  lado.  El  punto  de  discontinuidad 
puede estar en una cualquiera de  las  ramas o  incluso  fuera de ellas. 
Da lo mismo, la discontinuidad sigue siendo de salto finito. 

 

3. De  salto  infinito: Como en  salto  finito, en un punto  la  función  tiene 
dos  ramas  diferentes.  Pero  en  este  caso,  al  menos  una  de  las  dos 
ramas  (posiblemente  las  dos)  se  hace  inmensamente  grande  o 
inmensamente  negativa  (en  términos  más  informales  “se  va  a 
infinito”).  

 

Actividades resueltas 

 Indica  en  estas  funciones  el/los  valor/es  de  la  variable  independiente  donde  se  produce  la 
discontinuidad e indica el tipo de discontinuidad. 

   

Salto infinito en x = 1  Salto finito en x = 1 
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2.2.  Monotonía: crecimiento y decrecimiento 

Una  función  es  creciente  en  un  intervalo  cuando  al  aumentar  el  valor  de  la  variable  independiente 
aumenta también el de la variable dependiente. 

Una  función  es  decreciente  en  un  intervalo  si  al  aumentar  el  valor  de  la  variable  independiente 
disminuye el de la variable dependiente. 

Una función es monótona en un intervalo cuando es únicamente creciente (o únicamente decreciente) 
en dicho intervalo. 

Una función es constante en un intervalo cuando la variable dependiente toma siempre el mismo valor. 

Como indican las definiciones, la monotonía o no de una función se da en un intervalo. Por tanto, una 
función puede ser creciente para una serie de valores, para otros  ser decreciente o constante,  luego 
puede volver a ser creciente o decreciente o constante… 

Actividad resuelta 

 Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las funciones siguientes: 

 

   
 

CRECIENTE siempre 
(monótona) 

CONSTANTE siempre 
DECRECIENTE hasta x = 2 
DECRECIENTE desde x = 2 

CRECIENTE hasta x = 0 
DECRECIENTE desde x = 0

 

2.3. Tasa de variación 

La tasa de variación absoluta es lo que aumenta o disminuye una función entre dos valores. Se define 
como:  

TV = f(x2) – f(x1), para x2 > x1. 

Si la función es creciente en un intervalo, entonces la tasa de variación es positiva, y si es decreciente, 
negativa. 

La tasa de variación media se define como: TVM = 
12

12 )()(
xx

xfxf




. 

La TVM es muy importante, porque no es lo mismo que una función varíe su valor una misma cantidad 
en un  intervalo pequeño que en un  intervalo grande. Por ejemplo, no es  lo mismo pasar de 0 a 100 
km/h en 5 segundos que en 20 segundos. 

La tasa de variación relativa se refiere a una serie temporal 

Para determinar la tasa de variación relativa de un periodo respecto a otro, se debe aplicar una regla 
de tres. Para esto se divide el tamaño del periodo 2 por el tamaño del periodo 1, se le resta 1. 
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2.4.  Extremos: máximos y mínimos 

Una función presenta un máximo relativo (o máximo local) en un punto cuando el valor de la función 
en dicho punto es mayor que cualquiera de los valores que están a su alrededor (en su entorno).  

(a, f(a)) es máximo relativo si f(a)  f(x), para todo x  Intervalo 

Si, además, el valor es mayor que en cualquier otro punto de la función, se dice que la función alcanza 
un máximo absoluto (o máximo global) en él.  

(a, f(a)) es máximo absoluto si f(a)  f(x), para todo x  Dom(f) 

Una función presenta un mínimo relativo (o mínimo local) en un 
punto cuando el valor de la función en dicho punto es menor que 
en  cualquiera  de  los  valores  que  están  a  su  alrededor  (en  su 
entorno).  

(a, f(a)) es mínimo relativo si f(a)  f(x), para todo x  Intervalo 

Si, además, el valor es menor que en cualquier otro punto de la 
función,  se  dice  que  la  función  alcanza  un mínimo  absoluto  (o 
mínimo global) en él. 

(a, f(a)) es mínimo absoluto si f(a)  f(x), para todo x  Dom(f) 

Si una función presenta un máximo o un mínimo en un punto, se dice que tiene un extremo en dicho 
punto, que podrá ser relativo o absoluto. 

Actividades resueltas 

 Estudia los máximos y mínimos de las funciones siguientes: 
 La parábola y = x2 – 4x + 3 tiene un mínimo absoluto en su vértice 

(2,  –1). No  tiene máximos, ni  relativos ni  absoluto. Antes del  vértice es 
decreciente y después es creciente. 

 La  parábola  y  =  –3x2  –  6x  tiene  un  máximo 
absoluto en su vértice  (–1, 3). No  tiene mínimos, ni 
relativos ni absoluto. Antes del vértice, para x < –1, 
la  función  es  creciente,  y  después,  para  x  >  –1,  la 
función es decreciente. 

Todas las parábolas tienen un máximo o un mínimo 
absoluto en su vértice. 

 
 La función y = –x4 + 2x2 tiene un mínimo absoluto en el origen 

(0, 0) y dos máximos en (1, 1) y en (–1, 1). Para x < –1 es una función 
creciente, para –1 < x < 0, es una función decreciente, para 0 < x < 1 
es creciente, y para x > 1 es decreciente.  

 

Observa, en los máximos siempre la función pasa de ser creciente a 
ser decreciente, y el los mínimos de ser decreciente a ser creciente. 

 

y = x2 – 4x + 3 
 

y = –3x2 – 6x 

 

y = –x4 + 2x2
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 La  función 
1
1)(





x

x
xf  no  tiene  ni  máximos  ni  mínimos  (ni 

relativos ni absolutos). Es una función siempre creciente. 

 

 

 

 La  gráfica  de  la 

función 
82

)( 2

3




x

x
xf  no 

tiene máximo  ni mínimo  absoluto,  pero  tiene  un mínimo 
relativo  hacia  x  =  3,  A(3.46,  2.6),  y  un  máximo  relativo 

hacia  x  =  3,  B(3.46,  2.6).  Observa  que  el  valor  del 
mínimo relativo, 2.6, es mayor que la del máximo relativo, 

2.6.  Pero  en  valores  próximos  al mínimo  si  es  el menor 
valor, por este motivo se denominan “relativo”, “local”. No 
son  los  valores  menores  (o  mayores)  que  alcanza  la 
función,  pero  si  únicamente  miramos  en  un  entorno  del 

punto si son valores máximos o mínimos. 
 La  función  f(x)  =  x2  (x  –  1)2  (x  –  2)2  no  tiene  ningún 
máximo  absoluto,  pero  si  tiene  dos  máximos 
relativos, uno en el  intervalo  (–2, –1)  y el otro en el 
intervalo  (0,  1).  Tiene,  sin  embargo,  tres  mínimos 
absolutos  en  los  puntos  (–2,  0),  (0,  0)  y  (1,  0).  La 
función  es  siempre  positiva  y  su  valor  mínimo 
absoluto es 0.  

 

 

 

 

 

 

 

 La  función  y  =  f(x)  =  x3  –  2x2  +  4  no  tiene  ni 
máximos  ni  mínimos  absolutos,  pero  tiene  un  máximo 
relativo  en  el  punto A(0,  4)  y  un mínimo  relativo  en  el 
punto  B(4/3,  2.8).  Es  creciente  para  x  <  0,  decreciente 
para 0 < x < 4/3, y creciente para x > 4/3. 

   

f(x) = x2 (x – 1)2 (x – 2)2 

 

y = f(x) = x3 – 2x2 + 4 
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2.5.  Simetría  

Una función par es aquella en la que se obtiene lo mismo al sustituir un número que su opuesto: 

   f x f x 
 

 

Si una  función es par entonces es simétrica  respecto al eje de 
ordenadas,  es  decir,  si  doblamos  el  papel  por  dicho  eje,  la 
gráfica de la función coincide en ambos lados. 

 

Ejemplo: 

 La función cuadrática   f x x 2  es par:  

     f x x x f x    2 2

 

 

Una función impar es aquella en la que se obtiene lo opuesto al sustituir un número por su opuesto: 

   f x f x  
 

 

Si  una  función  es  impar  entonces  es  simétrica  respecto  al  origen  de 
coordenadas, es decir, si trazamos un segmento que parte de cualquier punto 
de  la gráfica y pasa por el origen de coordenadas, al prolongarlo hacia el otro 
lado encontraremos otro punto de la gráfica a la misma distancia. 

 

Ejemplo: 

 La  función y  =  x3  es  una  función  impar  pues  es  simétrica  respecto del 
origen.  

f(x) = (x)3 = x3 = f(x). 

El segmento AO es igual al segmento OA’, y el segmento BO es igual al segmento OB’. 
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2.6.  Periodicidad 

Una función periódica es aquella en la que los valores de la función se repiten siempre que se le añade 
a la variable independiente una cantidad fija, T, llamada periodo. Las funciones periódicas verifican que: 

f(x + T) = f(x). 

Ejemplo: 

 Un ejemplo de función periódica es el siguiente, que corresponde a un electrocardiograma:  

 

Se observa claramente que la gráfica se repite a intervalos iguales, ya que los latidos del corazón 
son rítmicos. 

Actividad resuelta 

 Las funciones: 

y = sen(x), 

y = cos(x) + 3, 

son funciones periódicas. Observa que su 
periodo  es  algo mayor  que 6,  es  2∙π.  En 
cada intervalo de longitud 2 ∙ π se repite 
una oscilación. Verifican que. 

sen(x + 2∙π) = sen(x), y que: cos(x + 2∙π) + 3 = cos(x) + 3. 

Actividades propuestas 

13. Copia  las  siguientes  gráficas  en  tu  cuaderno  y  señala  todas  las  características  que  puedas  de  las 
funciones  representadas.  Indica  su  dominio,  si  es  continua  (o  puntos  de  discontinuidad  si  los 
hubiera),  si  es  simétrica  y  tipo de  simetría,  intervalos de  crecimiento y decrecimiento, máximos  y 
mínimos, periodo (si lo hubiera)… 

a) 

 

b)  c) 
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3. TIPOS DE FUNCIONES 

3.1. Funciones polinómicas de primer grado. La recta 

Proporcionalidad directa 

Recuerda que:  

Dos magnitudes son directamente proporcionales  cuando al multiplicar o dividir a  la primera por un 
número, la segunda queda multiplicada o dividida por el mismo número.  

Al  realizar el  cociente de cualquiera de  los valores de una variable y  los correspondientes de  la otra, 
obtenemos la razón de proporcionalidad directa k.  

Ejemplo: 

 Representar gráficamente la relación de proporcionalidad dada en la siguiente tabla: 

Al calcular la razón de proporcionalidad se obtiene: 

𝑘 ൌ
െ7.5
െ5

ൌ
െ3
െ2

ൌ
1.5
1

ൌ
4.5
3

ൌ 1.5 

La relación se define así: y = 1.5∙x. 

 

 

Magnitud A (x)  5  2  0  1  3 

Magnitud B (y)  7.5  3  0  1.5 4.5 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-6
-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5
6
7

b

b=1.5∙a

g)  h) 

d)  e)  f) 
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Recuerda que:  

La  representación gráfica en el plano cartesiano de dos magnitudes  directamente proporcionales  es 
una recta que pasa por el origen de coordenadas. 

Se puede escribir la relación entre la magnitud A (x) y la magnitud B (y) como y = kx donde k es la razón 
de proporcionalidad. 

 

Ejemplo: 

 La  relación  entre  el  peso  en  kilogramos  y  el  coste  de  cualquier  producto,  es  una 
proporcionalidad y se representa con rectas de la forma y = kx, donde k es el precio de un kilo. 

Muchas de las relaciones en Física son proporcionales y se representan mediante rectas como espacio – 
tiempo, peso – densidad , fuerza – masa…  

Actividades propuestas 

14. El  consumo  medio  de  agua  al  día  por  habitante  es  de  150  litros.  Representa  gráficamente  el 
consumo de agua de una persona a lo largo de una semana. 

 

Función lineal. Rectas de la forma y = m∙x 
Recuerda que:  

Una función lineal es la que tiene la fórmula y = m∙x.   

Es una función polinómica de primer grado a la que le falta el término independiente. 

Una función lineal corresponde a una relación de proporcionalidad directa. 

Por tanto, la relación de proporcionalidad directa es una función lineal de la forma y = m∙x. 

La representación gráfica de dos magnitudes directamente proporcionales es una recta que pasa por el 
origen.  

Por lo que la gráfica de una función lineal es una recta. 

Ejemplo 

 Representa la recta y = 2∙x 

Nota: para definir una recta es suficiente con 
conocer dos de sus puntos (1, 2), (0, 0). 

Recuerda que:  

 Las  rectas  y  =  m∙x  tienen  los  siguientes 
componentes: 

‐ x es la variable independiente. 
‐ y es la variable dependiente. 
‐ m es la pendiente de la recta. 

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5

x

y
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Las características más importantes de las funciones lineales son: 

‐ Pasan por el origen de coordenadas, es decir, el punto (0, 0) pertenece a la recta. 
‐ Su dominio y su recorrido son todo el conjunto de los números reales: tanto x como y aceptan 

cualquier valor. 
‐ Son simétricas respecto al origen, o lo que es lo mismo, son funciones impares.  

Interpretación geométrica de la pendiente 

El coeficiente m (que es la razón de proporcionalidad) se llama pendiente de la recta. La pendiente m 
es lo que diferencia unas funciones lineales de otras. Mide la inclinación de la recta respecto al eje de 
abscisas y determina su crecimiento. 

Si m > 0.  la función es creciente. 

Si m < 0, la función es decreciente.  

Si m = 0, la función es constante, ni crece ni decrece.  

En las relaciones de proporcionalidad directa, la pendiente viene dada por la razón de proporcionalidad 
k. 

Actividades resueltas 

 Representa gráficamente las funciones:  

y = x; y = 2x; y = 10x; y = 50x; y = 0.5x; y = 0.2x; y = 0.05x. 

 Analiza el resultado. 

‐  La recta y = x, tiene de pendiente m = 1. 

‐  Si  aumenta  m,  entonces  la  recta  se  hace  cada  vez  más 
vertical, hasta casi convertirse en el eje y.

 
‐  Si  disminuye  m,  entonces  la  recta  se  hace  cada  vez  más 
horizontal, hasta convertirse en el eje x cuando m = 0. 

 Representa gráficamente las funciones:  

y = x; y = 2x; y = 10x; y = 50x; y = 0.5x; y = 0.2x; y = 0.05x.  

Analiza el resultado. 

‐  Si  aumenta  m  (es  decir,  disminuye  en  valor  absoluto  pues  es 
negativo), entonces  la  recta  se hace cada vez más horizontal, hasta 
casi convertirse en el eje x: y = 0.

 
‐  Si  disminuye  m  (es  decir,  aumenta  en  valor  absoluto  pues  es 
negativo), entonces la recta se hace cada vez más vertical, hasta casi 
convertirse en el eje y.  

La  pendiente  de  la  recta  y  =  mx  es  el  valor  que  mide  la  inclinación  de  la  recta,  es  decir,  mide  el 
crecimiento o decrecimiento de la función lineal: 

‐ Si  0m  , la recta es creciente. 

‐ Si  0m  , la recta es decreciente. 

x

y

y=x

y=2∙xy=10∙xy=50∙x

y=0,5∙x

y=0,2∙x

y=0,05∙x

x

y

y= ‐x y= ‐2∙x

y= ‐10∙x
y= ‐50∙x

y= ‐0,5∙x

y= ‐0,2∙x

y= ‐0,05∙x
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La pendiente de la recta no solo indica el crecimiento y decrecimiento de la función, sino que también 
mide cuánto crece o cuánto decrece. Se puede decir que la pendiente mide el crecimiento de la recta 
en función de lo que avanza. Hemos observado que: 

 Si m > 0: 

o Para  valores  altos  de m  la  recta  crece  con  mayor  rapidez,  esto  es,  la  recta  “sube”  mucho  y 
avanza poco. 

o Para valores pequeños de m  la recta crece con menos rapidez, es decir, “sube” poco y avanza 
mucho. 

 Si m < 0: 

o Para valores altos de m la recta decrece con menos rapidez, es decir, baja poco y avanza mucho. 

o Para valores pequeños de m la recta decrece con mayor rapidez, esto es, la recta “baja” mucho y 
“avanza” poco. 

Una manera de calcular la pendiente, es dividiendo el 
valor  de  lo  que  sube  la  recta  entre  lo  que  avanza, 
como se muestra en el siguiente dibujo: 

Dados  dos  puntos  cualesquiera  de  la  recta,  la 
pendiente se calcula de la siguiente forma: 

2 1

2 1

y y
m

x x





,  

es decir, 
lo que sube

m
lo que avanza

  

La tasa de crecimiento media de una función lineal coincide con su 

pendiente:  2 1

2 1

y y
m

x x





. 

Ejemplo: 

 La recta que pasa por los puntos (1, 3) y (4, 12) sube 12 – 3 
= 9 y avanza 4 – 1 = 3, entonces 

12 3 9 3
4 1 3

m


  


 

Para hallar la pendiente se toma como referencia la base y la altura 
del triángulo rectángulo que forman los vértices de los puntos de la 
recta. 

El  cociente  entre  la  altura  y  la  base  es  la  pendiente.  Como  el 
triángulo  construido es un  triángulo  rectángulo,  la pendiente es el 
cociente entre sus dos catetos. 

x

y

(x2,y2)

(x1,y1)

x2‐x1

y2‐y1

x

y

(4,12)

(1,3)

4 ‐ 1

12 ‐ 3
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Actividades propuestas 

15. Representa  en  tu  cuaderno,  estudia  el  dominio, máximos  y mínimos  y  simetrías  de  las  funciones 
lineales siguientes:  

a) y = 1.25∙x;     b) y = (3/5)∙x;     c) y = 3∙x;      d) y = 0.5∙x;      

16. Halla la pendiente y la expresión algebraica (fórmula) de las siguientes rectas: 

x

y

a.  

x

y

b.  

x

y

c.  

Función lineal. Rectas de la forma y = m∙x + n 
Ya sabes que: 

Las  funciones  polinómicas  de  primer  grado,  o  funciones  afines,  se  describen  algebraicamente  de  la 
forma  y m x n    y se representan mediante rectas. 

 

Ejemplo: 

 Un  ciclista  que  se  ha  trasladado  2  Km  antes  de  empezar  el  recorrido  y  se  desplaza  con  una 
velocidad de 5 m/s. Su tabla de valores y su representación gráfica son: 

 

La pendiente es 5 pero  la recta no pasa por el punto (0, 0), sino que corta al eje de ordenadas en el 
punto (2 000, 0). Se dice que la ordenada en el origen es 2 000. 

Las  rectas  de  la  forma  y  =  mx  +  n  tienen  la  misma  pendiente  que  las  rectas  y  =  mx  pero  están 
desplazadas en el eje de ordenadas (eje y) n posiciones (hacia arriba si n es positiva, y hacia abajo si es 
negativa). Por esta  razón, a n  se  le  llama ordenada en el  origen,  ya que es el  valor de  la  recta en el 
punto de partida, es decir, cuando x = 0. 

Tiempo 
(t) 

Espacio 
(s) 

0  2 000 

1  2 005 

2  2 010 

5  2 025 

10  2 050 

 
 

La fórmula es  0s s v t    

La  gráfica  de  esta  recta 
tiene  como  expresión 
algebraica: 

𝑦 ൌ 5 ⋅ 𝑥 ൅ 2 000, 

donde  x  corresponde  al 
tiempo  t  e  y  al  espacio  s, 
siendo  2.000  es  el  espacio 

inicial  0s .  
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Actividades resueltas 

 Compara la recta y = (1/2)∙x con la recta y = (1/2)∙x + 3. 

Las dos rectas tienen la misma pendiente. En ambos casos m = 
1/2. Son dos rectas paralelas. 
La diferencia está en el valor de la ordenada en el origen n: la 
recta y = (1/2)∙x  (donde n = 0) se ha desplazado 3 posiciones 
en el eje y para convertirse en la recta y = (1/2)∙x + 3 (donde 
n = 3). 

La  recta  y  = mx  +  n  es  paralela  a  la  recta  y  = mx  (tienen  la 
misma pendiente, m) desplazada verticalmente n posiciones.  

Las  funciones  y  =  mx  +  n  se  llaman  funciones  afines,  y  son 
también funciones lineales. 

En cuanto a su pendiente, tiene el mismo significado: 

Si m > 0.  la función es creciente. 

Si m < 0, la función es decreciente.  

Si m = 0, la función es constante, ni crece ni decrece. Pasa 
por el punto (n, 0) y es paralela al eje x. 

La tasa de crecimiento media de una función afín también 

coincide con su pendiente:  2 1

2 1

y y
m

x x





, y es constante a lo 

largo de toda la recta. 

 

Funciones definidas a trozos 

 Piensa en la siguiente situación para la tarifa de un teléfono móvil. Se paga un fijo de 10 € al mes 
y con eso son gratis los 500 primeros minutos. A partir de allí, se paga a 5 céntimos por minuto.  

Es evidente que es diferente el comportamiento antes de 500 minutos y después. 

Una  función  definida  a  trozos es  aquella  que  viene  dada  por  una  expresión  distinta  para  diferentes 
intervalos. 

Ejemplo 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜10 ൅ 0.05ሺ𝑥 െ 500ሻ 𝑥 ൐ 500
10,                                 𝑥 ൑ 500

. 

La función indica el gasto en euros de un contrato telefónico. Para valores menores que 500, el gasto es 

siempre 10 €. Para valores mayores, los minutos que gastamos POR ENCIMA DE 500 son (x  500) y por 
tanto lo que pagamos por los minutos es 0.05(x  500) pues lo medimos en euros. Hay que sumarle los 
10 € que pagamos de fijo.   
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Actividades propuestas 
17. Halla la expresión algebraica de las siguientes rectas: 

18. Escribe tres funciones cuyas gráficas sean tres 
rectas que pasen por el origen de coordenadas y sus pendientes sean 5, 4, y 1/3 respectivamente. 

19. ¿Qué ángulo forma con el eje de abscisas la recta y = x? ¿Y la recta y = x? 

20. ¿Cómo son entre sí dos rectas de igual pendiente y distinta ordenada en el origen? 
21. Representa las siguientes funciones lineales: 

a. 3 4y x     b. 
3 2
7

y x      c. 2 4 5x y    

d. 5y    e. 0y    f. y = 3 
22. Un metro de  cierta  tela  cuesta  2.05  €,  ¿cuánto  cuestan  7 metros?  ¿Y 20 m?  ¿Y  15.2 m?  ¿Cuánto 

cuestan “x” metros de tela? Escribe la fórmula de esta situación. 

3.2. Funciones polinómicas de segundo grado. Función cuadrática 

Las funciones cuadráticas son aquellas que tienen como expresión algebraica un polinomio de segundo 
grado, es decir, son de la forma y = a∙x2+ bx + c. La curva que aparece al representar gráficamente una 
función cuadrática se llama parábola.  

En Física, la trayectoria de muchos movimientos se representan mediante parábolas, y por eso recibe el 
nombre  de  tiro  parabólico:  lanzar  un  proyectil  con  cierto  ángulo,  el  aterrizaje  de  un  avión  en  un 
portaviones, etc. 

Parábola y = a∙x2 

Para  representar  la  parábola  y  =  x2  construimos  una  tabla  de  valores  y  representamos  los  pares  de 
puntos en el plano cartesiano. 

x  y 

‐10  100 

‐5  25 

‐2  4 

‐1  1 

0  0 

1  1 

2  4 

5  25 

-15-14-13-12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

-11
-10
-9
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
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12
13
14
15
16
17
18
19
20

x

y

x

y

 

x

y

 

x

y

 

x

y
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Observamos que es decreciente hasta el 0, y después creciente, luego tiene un mínimo absoluto en el 

(0, 0). Si a = 1, y = x2, la parábola tiene la misma forma pero está abierta hacia abajo, y en vez de un 
mínimo, tiene un máximo en el (0, 0). 

 

Actividades resueltas 

 Representa gráficamente en unos mismos ejes coordenados: 

y = x2, y = 0.5x2, y = 2x2, y = 0.1x2, y = 10x2, y =0.01x2, y = 10x2, y = 0.01x2. 

x

y

y=x2 y=0,5x2

y= - 10x2

y=2x2 y=0,1x2

y= - x2
y=0,01x2

y= - 0,1x2

y=10x2

 

Se observa que: 

La parábola cuya expresión algebraica es y = a∙x2, tiene las siguientes características: 

 El dominio es toda la recta real. 

 La función es continua, porque no presenta saltos. 

 Es simétrica respecto al eje y, es decir, es una función par: y = f(x) = x2, f(x) = (x)2= x2 = f(x)  

 Si a > 0 tiene un mínimo absoluto en el punto (0, 0): 

o al aumentar a, la parábola se hace más estrecha, y se va acercando al eje y. 

o al disminuir a, la parábola se hace más ancha (plana), y se va acercando al eje x. 

 Si a < 0 tiene un máximo absoluto en el punto (0, 0): 

o al aumentar a, la parábola se hace más ancha (plana), y se va acercando al eje x. 

o al disminuir a, la parábola se hace más estrecha y se va acercando al eje y. 

 Al punto (0, 0) se le llama vértice de la parábola y = a∙x2. 

 
La tasa de crecimiento media de una parábola: 

TCM =  )())((
12

12

1212

12

2
1

2
2

12

12 xxa
xx

xxxxa

xx

axax

xx

yy













 

Varía al movernos por la parábola, y es mayor cuanto mayor es el coeficiente a, como se observa en las 
gráficas de estas parábolas. 
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Actividades propuestas 

23. Dibuja en papel cuadriculado la gráfica de la función y = x2.  
a) Para ello haz una tabla de valores, tomando valores de abscisa positiva. 
b) Tomando valores de abscisa negativa. 
c) ¿Qué  le ocurre a  la gráfica para valores grandes de “x”? ¿Y para valores negativos grandes en 

valor absoluto? 
d) ¿La curva es simétrica? Indica su eje de simetría. 
e) ¿Tiene un mínimo? ¿Cuál es? Coordenadas del vértice. 
f) Recorta una plantilla de esta parábola marcando su vértice y el eje de simetría, que usaremos en 

otros problemas. 

24. A partir de la parábola y = x2, dibuja la gráfica de las siguientes parábolas: 

a. 25
3

y x   b. 
23y x   c. 215

3
y x   

d. 𝑦 ൌ 4.12𝑥ଶ  e. 26
10

y x    f. 27
8

y x  

25. Completa este resumen. La gráfica de y = ax2 se obtiene de la de y = x2: 
a) Si a > 1 entonces ¿¿?? 
b) Si 0 < a < 1 entonces ¿¿?? 
c) Si a < 1 entonces ¿¿?? 
d) Si 1 < a < 0 entonces ¿¿?? 

 

Desplazamientos verticales: Traslaciones en la dirección del eje y: y = x2+ k 
Utilizando  como plantilla  la  gráfica de y  = x2,  se pueden obtener  las  gráficas de otras parábolas más 
complejas, dependiendo del tipo de desplazamiento que utilicemos. 

 

Ejemplo: 

 Comparemos las parábolas y = x2+ 6 y y = x2 6 con nuestra plantilla de y = x2. 

Comprueba que en este caso, se trata de mover la parábola en dirección vertical, es decir, hacia arriba o 
hacia abajo. 

x

y

y=x2 - 6

y=x2

(0,6)

(0,0)

(0,-6)
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Al sumar 6 a la parábola y = x2, la gráfica es idéntica pero desplazada 6 unidades en sentido positivo en 
el eje y, es decir, la parábola ha subido 6 unidades. El nuevo vértice pasa a ser el punto (0, 6). 

Algo parecido ocurre cuando se  resta 6 unidades a y  = x2, En este caso  la gráfica  se ha desplazado 6 

unidades en sentido negativo hasta el vértice (0, 6), es decir, baja 6 unidades. 

 

La parábola y = x2+ k tiene la misma forma que y = x2 pero trasladada k unidades verticalmente en el eje 
y. Si k es positivo, la traslación es hacia arriba y si k es negativo, hacia abajo. El vértice de la parábola se 
sitúa en el punto (0, k). 

 

Actividades propuestas 

26. Tomando la misma unidad que en el problema anterior dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema 

de  referencia,  las gráficas de  las parábolas: y  = x2 + 2; y  = x2  3;  y  = x2;  y  = x2 + 2;  y  = x2  1. 
Observa que puedes utilizar la plantilla del ejercicio anterior. Haz un resumen indicando lo que has 
obtenido.  Habrás  observado  que  en  todos  los  casos  puedes  utilizar  la  plantilla  trasladándola  en 

sentido  vertical,  hacia  arriba  en  el  caso  de  y  =  x2  +  2;  y  hacia  abajo  en  el  caso  de  y  =  x2   3.  La 
parábola y = x2; es simétrica  (hacia abajo) de y = x2. En general,  si  trasladamos q unidades en  la 
dirección del eje de ordenadas tenemos la parábola y = x2 + q. 

 

 

Desplazamientos horizontales: Traslaciones en la dirección del eje x:  

y = (x  q)2 
Ejemplo: 

 Compara las parábolas y = (x + 5)2 e y = (x  
5)2 con la plantilla de y = x2. 

Ahora  trasladamos  la  parábola  en  dirección 
horizontal. Hacia la derecha o hacia la izquierda. 

En este caso, al aumentar la variable que se eleva 
al cuadrado, es decir, sumar 5 unidades, la gráfica 
se  traslada  horizontalmente  hacia  la  izquierda  5 

unidades, siendo el nuevo vértice el punto (5, 0). 
Al disminuir dicha variable, es decir, restar 5 unidades, la parábola se desplaza hacia la derecha siendo 
el nuevo vértice el punto (5, 0). 

 

La  parábola y  =  (x  q)2  tiene  la misma  gráfica  que y  = x2  trasladada q  unidades  en  el  eje  x  hacia  la 
derecha si q > 0 y hacia la izquierda si q < 0. El vértice de la parábola se sitúa en el punto (q, 0). 

 

 

x

y

y=(x + 5)2 y=(x - 5)2y=x2

(-5,0) (0,0) (5,0)
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Actividades propuestas 

27. Tomando la misma unidad que en el problema anterior dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema 

de referencia, las gráficas de las parábolas: y = (x + 3)2; y = (x  2)2; y = (x + 5)2; y = (x  5)2. Observa 
que puedes utilizar la plantilla del ejercicio anterior. Haz un resumen indicando lo que has obtenido. 
Habrás  observado  que  en  todos  los  casos  puedes  utilizar  la  plantilla  trasladándola  en  sentido 

horizontal, hacia la derecha en el caso de y = (x  2)2; y hacia la izquierda en el caso de y = (x + 3)2. 
Por lo que, en general, si trasladamos p unidades en la dirección del eje de abscisas obtenemos la 

parábola y = (x  q)2. 

 

Desplazamientos oblicuos: traslaciones en ambos ejes: y = (x  q)2 + k 
El último movimiento es el que combina los dos anteriores, es decir, trasladamos la plantilla de y = x2, k 
posiciones de manera vertical y q posiciones de manera horizontal, resultando una traslación oblicua en 
el plano.  

 

Ejemplo: 

 Comparamos la parábola y = (x + 5)2  6 y y = (x  5)2 + 6 con la plantilla de y = x2. 

x

y

y=(x - 5)2  + 6y=(x + 5)2 - 6 y=x2

(5,6)

(0,0)

(-5,-6)  

La parábola y = (x  5)2 + 6 se traslada 5 unidades a la derecha y 6 unidades hacia arriba, mientras que la 

parábola y = (x + 5)2  6 se traslada 5 unidades hacia la izquierda y 6 unidades hacia abajo. Es decir, es la 
composición de los dos movimientos anteriores. 

 

La parábola y = (x  q)2 + k tiene la misma forma que y = x2 trasladada de la siguiente forma: 

0 0
;

0 0
hacia la derecha si q hacia arriba si k

q unidades k unidades
hacia la izquierda si q hacia abajo si k

  
   

 

El vértice de la parábola se sitúa en el punto (q, k). El eje de simetría en x = q. 
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Representación de parábolas de la forma y = x2 + r∙x + s 

Sabemos representar las parábolas de la forma y = (x  q)2 + k mediante traslaciones. ¿Cómo podemos 
representar la gráfica de las parábolas cuya expresión algebraica es y = x2 + r∙x + s?  

Actividades resueltas 

 Representa la gráfica de la función polinómica y = x2 + 6∙x  4 
La función viene dada de la forma y = x2 + r∙x + s, y queremos convertirla en y = (x  q)2 + k.  

2 2( )y x r x s y x q k         

Sabemos que (x + 3)2 = x2 + 6x + 9, donde ya nos aparece x2 + 6x. Ahora tenemos que ajustar el 
resto: 

2 2 2 26 4 ( 3) 6 9 13 ( 3) 13y x x x K x x K K y x                 
Con la parábola expresada de esta manera, basta con trasladar la gráfica de y = x2, 3 unidades a 

la izquierda y 13 unidades hacia abajo, siendo el vértice el punto (3, 13). 

Como r = 6 observa que la primera coordenada del vértice es 
6 3

2 2
r

x
 

    . Sustituyendo el 

valor de x = 3 en la expresión y = x2 + 6∙x  4 se obtiene:  
2( 3) 6 ( 3) 4 9 18 4 13y             

x

y

y=(x + 3)2 - 13

y=x2

(-3,-13)

y=x2 + 6x - 4

 

El vértice de la parábola y = x2 + r∙x + s se encuentra en el punto 
2
r

x


 . La otra coordenada se obtiene 

sustituyendo x en la expresión de la función. 

Actividades propuestas 

28. Escribe la ecuación de una parábola de igual forma que y = x2, pero trasladada 7 unidades en sentido 
horizontal  a  la  derecha  y  4  unidades  en  sentido  vertical  hacia  arriba.  ¿Qué  coordenadas  tiene  su 
vértice? 

29. Representa la gráfica de las siguientes parábolas y localiza el vértice: 

a. 2( 4) 5y x     b. 24( ) 6
5

y x      c. 2 5y x   

d. 2 6 16y x x     e. 2 54
2

y x x     f. 2 12 26y x x     

g. 2 10 17y x x     h. 2 2 4y x x      i. 2 4 1
3

y x x     



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas: 4ºA de ESO. Capítulo 6: Funciones y gráficas Autores: José Gallegos y David Miranda 
  Revisor: Miguel Paz 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

227  Funciones y gráficas. 4ºA de ESO

Función cuadrática. Parábolas de la forma y = a∙x2 + b∙x + c 

Hasta  ahora  solo hemos estudiado  las  funciones de  tipo  y  = x2  +  r∙x  +  s,  que es una parábola  con  la 

misma forma que y = x2 abierta hacia arriba, o y = x2 + r∙x + s, abierta hacia abajo. 

También  sabemos  cómo  afecta  el  valor  del  coeficiente  “a”  en  la  gráfica  de  la  parábola  y  =  a∙x2, 
haciéndola más estrecha o más ancha.  

Para representar  las  funciones cuadráticas y = a∙x2 + b∙x + c  se convierte dicha expresión en una más 
familiar que sabemos representar completando cuadrados: 

2 2 2( ) ( )b c
y a x b x c a x x y a x r x s

a a
                 

Actividades resueltas 

 Representa la parábola  23 4 8y x x   : 

Convertimos la función en una expresión más fácil de representar: 

2 2 4 83 4 8 3 ( )
3 3

y x x x x        

y la comparamos con  2 4 8
3 3

x x  .  

2 24 8 4 20( )
3 3 6 9

x x x      

Las  dos  parábolas  tienen  el  vértice  en  el mismo  punto  de 
abscisa, y la coordenada  y  queda multiplicada por 3. 

En cuanto a la forma, la parábola es más estrecha, como se 
estudió anteriormente. 

La parábola en el caso general es: 

2 2 2( ) ( )b c
y a x b x c a x x a x r x s

a a
               ,  es  decir, 

b
r

a
  ,  entonces  la  primera 

coordenada del vértice es 
2 2 2

b
r ba

a


 

  . 

La segunda coordenada sale al sustituir 
2

b
x

a


  en la función cuadrática. 

   

y

y = 3x2 + 4x - 8

y = x2 + 4/3x - 8/3
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En resumen: 

La función cuadrática y = a∙x2 + b∙x + c tiene su vértice en el punto de abscisa 
b

x
a




2
, su ordenada en lo 

que  resulta  de  sustituir  ese  valor  en  la  ecuación: 
a

acb
c

a

b
b

a

b
ay

4

4

22

22 







 




















  .  La  forma 

dependerá  del  valor  absoluto  del  coeficiente  “a”,  siendo  más  ancha  para  valores  pequeños  y  más 
estrecha para valores más grandes. 

La orientación de la parábola será: 

‐ hacia arriba si  0a  

‐ hacia abajo si  0a  

Actividades propuestas 

30. Volvemos a usar la plantilla.  
a) Traslada el vértice de la parábola y = x2 al punto (3, 1). Escribe su ecuación y la ecuación de su 

eje de simetría. Dibuja su gráfica. 

b) Traslada el vértice de la parábola y = x2 al punto (4, 2). Escribe su ecuación y la ecuación de su 
eje de simetría. Dibuja su gráfica. 

 

Elementos de la parábola 

Los elementos más característicos de la parábola ayudan a representar su gráfica.  

Coeficiente a: 

Si  0a  la parábola está abierta hacia arriba. 

Si  0a  la parábola está abierta hacia abajo. 

Vértice: 

El vértice de la parábola está en el punto  






 
a

cab
,

a

b

4
4

2

2

: 

Puntos de corte con el eje OX:  

Son los puntos donde la parábola corta al eje  x , es decir, es la intersección de la parábola con la recta 
0y  .  Indica  cuándo  la  parábola  es  positiva  o  negativa.  Para  calcularlos,  se  resuelve  la  ecuación  de 

segundo grado 
2 0y a x b x c      . 

Punto de corte con el eje OY:  

Es el punto donde la parábola corta al eje 𝑦, es decir, es la intersección de la parábola con la recta  0x
. Cuando  0x  la parábola toma el valor de  c , luego el punto de corte es el punto (0, c).  
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Eje de simetría: 

La parábola es simétrica en la recta paralela al eje  y  que pasa por el vértice de la parábola, es decir, el 

eje de simetría de la parábola es la recta 
2

b
x

a


 . 

El eje de simetría también pasa por el punto medio del segmento formado por los dos puntos de corte 
con el eje  x . 

A partir de estos elementos, se puede representar la gráfica de una función cuadrática. 

Actividades resueltas 

 Determina los elementos de la parábola 
22 12 10y x x     

o 2a  , entonces la parábola está abierta hacia abajo. 

o Vértice: 
2

12 12 3
2 2 ( 2) 4 : ( 3,8)
2 ( 3) 12 ( 3) 10 18 36 10 8

b
x

a Vértice V

y

          
             

 

o Puntos de corte: 

 Eje OX:  12

2

5 ( 5, 0)12 144 802 12 10 0
1 ( 1, 0)4

x
y x x x

x

    
             

 

22 12 10y x x     = 2∙(x + 5)∙(x + 1) 

 Eje OY: 
2

22 12 10
2 0 12 0 10 10 (0, 10)

0
y x x

y
x

    
          


 

La parábola también pasa por su simétrico: (6, 10). 
o Eje de simetría: recta  3x   . 

x

y

(-5,0)

eje de simetría

(-1,0)

(0,-10)(-6,-10)

V(-3,8)

x

y

(-5,0)

eje de simetría

(-1,0)

(0,-10)(-6,-10)

V(-3,8)

 

Actividades propuestas 

31. Halla los elementos característicos y representa las siguientes parábolas: 

a. 22 4 6y x x     b. 26 24y x x    c. 22 4 2y x x     

d. 22 5 12y x x     e. 23 6 9y x x     f. 22 7 3y x x     

g. 27 21 28y x x     h. 25 9 4y x x     i. 24 4 1y x x     
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3.3. Ajustes a otras funciones polinómicas 

Hemos visto que  las  rectas, y = mx +  b,  y que  las parábolas, y = ax2 + bx + c,  sirven de modelo para 
situaciones muy diversas. Pero estas situaciones no son más que una pequeña parte de la gran variedad 
de  situaciones que existen. Debemos por  tanto ampliar el  arsenal de nuestras  funciones.  Si  tenemos 
unos  datos  en  una  tabla  de  valores,  queremos  analizar  si  somos  capaces  de  encontrar  una  fórmula 
matemática que se ajuste a esos datos, es decir, que nos permita hacer predicciones respecto a valores 
de la variable no considerados. 

Actividad resuelta 

 Para el tratamiento de una enfermedad se está probando un nuevo medicamento con distintas 
dosis,  anotando,  para  cada dosis  el  porcentaje de  curaciones.  Los  resultados  se  recogen en  la 
tabla: 

Dosis (mg): x  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 

Curaciones (%): y  3.25  4.0  4.5  4.86  5.1  5.3  5.5  5.64  5.75  5.85 

Representamos gráficamente los puntos indicados en la tabla: 

La gráfica de los puntos unidos mediante segmentos nos 
da  una  idea  del  modelo,  pero  no  podemos  todavía 
descubrir  la  ley.  No  existe  una  única  forma  de  unir  los 
datos. Conocer el mejor modelo está relacionado con el 
problema en estudio aunque esta primera aproximación 
gráfica  ya  nos  da  bastante  información.  Parece  que, 
según  se  aumenta  la  dosis,  crece  el  porcentaje  de 
curaciones.  No  parece  plausible  que  para  una  dosis 
intermedia,  por  ejemplo,  4.5  mg,  el  porcentaje  de 
curaciones  crezca  a  10  o  disminuya  a  3  %,  quizás 
podemos  asegurar  que  estará  entre  4.86  y  5.1. 
Podríamos estimarlo mediante una interpolación lineal y 
decir que el porcentaje de curaciones para una dosis de 
4.5 mg se podría estimar en va a ser 4.98. 

Las funciones polinómicas, de las que acabas de estudiar las rectas y las parábolas, pero que son todas 
aquellas de ecuación y = axn + bxn‐1 + … + dx + e, tienen una interesante propiedad.  

Si los valores de la x están en progresión aritmética, y calculamos las diferencias entre los valores de la 

“y”, a los que llamamos diferencias primeras, e indicamos 1y, cuando estas diferencias son constantes, 
entonces los puntos están en una recta. 

Si  de nuevo  calculamos  las diferencias,  ahora de  las diferencias primeras,  y  las  llamamos diferencias 

segundas, y las indicamos 2y, cuando estas diferencias son constantes, entonces los puntos están en 
una parábola. 

En general, los valores de la abscisa están en progresión aritmética y si las diferencias n‐ésimas, ny son 
constantes los puntos se ajustan a una función polinómica de grado n. 
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Ejemplo: 

 Vamos a calcular las diferencias sucesivas de la actividad resuelta anterior: 

Dosis (mg): x  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 

Curaciones (%): y  3.25  4.0  4.5  4.86  5.1  5.3  5.5  5.64  5.75  5.85 

1y    0.75  0.5  0.36  0.24  0.2  0.2  0.14  0.11  0.1 

2y    0.25  0.14  0.12  0.04  0  0.06  0.03  0.01 

3y      0.11  0.02  0.08  0.04  0.06  0.03  0.02 

Lo primero en que nos fijamos es que los valores de x están en progresión aritmética: 1, 2, 3… 

Repasa  las  operaciones  para  comprobar  que  estas  diferencias  están  bien  calculadas.  Por  ejemplo,  la 
primera diferencia es: 4.0 – 3.25 = 0.75. El primer valor de las segundas diferencias es: 0.5 – 0.75=–0.25. 
El primer valor de las terceras diferencias es: –0.14 –(– 0.25) = +0.11. 

Las  diferencias  primeras  no  son  constantes,  luego  los  datos  no  se  ajustan  a  una  recta,  lo  que  ya  se 
observaba  en  la  gráfica.  Las  diferencias  segundas  no  son  tampoco  constantes,  luego  no  existe  una 
parábola que se ajuste a esos datos. Tampoco son constantes  las diferencias terceras,  luego tampoco 
existe una función polinómica de tercer grado que se ajuste a esos datos. 

 

Actividad resuelta 

 Comprueba que los datos de la tabla siguiente se ajustan a una recta y escribe su fórmula. 

x:  1  3  5  7  9 

y:  3  8  13  18  23 

1y    5  5  5  5 

Lo primero en que nos fijamos es que los valores de x están en progresión aritmética: 1, 3, 5, 7, 9… 

Las  diferencias  primeras  son  constantes,  por  lo  que  las 
diferencias  segundas  son  todas  cero.  Los  datos  se 
ajustan a una recta. 

Representamos los datos. 

Buscamos la ecuación de la recta y = mx + b imponiendo 
que pase por dos de los puntos, 3 = m∙1 + b; 8 = 3m + b. 
Restamos: 5 = 2m, por lo que la pendiente es: m = 2.5; y 
al  sustituir  en  la  primera  ecuación  se  obtiene  que  la 
ordenada en el origen es b = 0.5. La ecuación de la recta 
es: y = 2.5 x + 0.5. 
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 Los  datos  de  la  tabla  indican  los metros  recorridos  por  un móvil  en  el  tiempo  t  segundos.  Se 
ajustan a una parábola. Represéntalos gráficamente y escribe su fórmula. ¿Qué distancia habrá 
recorrido a los 6 segundos? ¿Y a los 12 segundos? 

t (s):  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12 

d (m):  15  24  35    63  80  99    143   

1y    9  11      17  19       

2y      2        2       

Faltan datos, pero las dos únicas diferencias segundas son iguales, luego como el enunciado dice que se 
ajustan a una parábola, vamos a imponer que todas las diferencias segundas sean iguales a 2, y con esa 
información completamos la tabla. 

t (s):  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12 

d (m):  15  24  35  48  63  80  99  120  143  168 

1y    9  11  13  15  17  19  21  23  25 

2y      2  2  2  2  2  2  2  2 

Primero hemos completado todas las diferencias segundas iguales a 2. Después las diferencias primeras 
que faltaban. Y por último los metros. A los 6 segundos ha recorrido una distancia de 48 metros, y a los 
12 segundos de 168 metros. 

Buscamos la función polinómica de segundo grado y = ax2 + bx + c, que pasa por los puntos: 

(3, 15), (4, 24) y (5, 35): 

15 = a9 + b3 + c 

24 = a16 + b4 + c 

35 = a25 + b5 + c 

Restamos: 9 = 7a + b; 11 = 9a + b. Volvemos a restar: 2 = 2a. 
Luego  a  =  1;  b  =  11  –  9∙1  =  2;  c  =  15  –  9∙1  –3∙2  =  0.  La 
parábola es y = x2 + 2x. 

Comprobamos que, en efecto pasa por los otros puntos de 
la tabla:  

143 = 112 + 2∙11 = 121 + 22. 
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Actividades propuestas 

32. Halla  la  función  cuadrática  determinada  por  los  puntos:  (1,  14);  (2,  20);  (3,  28).  Represéntala 
gráficamente. 

33. Halla la función polinómica que pasa por los puntos: (0, 5); (1, 7); (2, 11) y (3, 23). 

34. Halla la función polinómica determinada por los puntos: (0, 3); (1, 3); (2, 5); (3, 15); (4, 39); (5, 83). 
Calcula las diferencias sucesivas y dibuja la gráfica. 

35. Se hacen pruebas midiendo la distancia que recorre un avión desde que toca tierra en una pista de 
aterrizaje. Los datos están en la tabla adjunta. Existe alguna función polinómica que se ajusta a esos 
datos. Si la hay, escribe su fórmula. 

Tiempo (s):   0  1  2  3  4  5  6 

Distancia (m):   0  100  175  230  270  300  325 

36. En una fábrica los precios de los cables de acero dependen de los diámetros y viene dado el precio 
década  metros  en  euros  en  la  tabla  siguiente.  ¿Existe  alguna  función  polinómica  que  se  ajuste 
perfectamente a esos datos? 

Diámetro (mm):   3  4  5  6  7  8  9 

Precio (€):   3.6  8  18  25.3  39.2  57.6  81 

37. Dada  la  tabla  siguiente,  ¿se  puede  ajustar  exactamente  una  recta?  Considera  si  algún  dato  es 
erróneo y si es así, corrígelo. 

Tiempo (s):   1  2  3  4  5  6  76 

Distancia (m):   1.53  4.65  7.78  10.89  14.01  17.13  20.29 

 

Al  realizar  un  experimento  es  muy  raro  encontrar  situaciones  en  las  que  una  recta,  una  función 
cuadrática, una cúbica… se ajusten a los datos a la perfección.  

En la actividad resuelta de las dosis de medicamento y porcentaje de curaciones, si hubiéramos seguido 
calculando  las  diferencias  sucesivas  nunca  nos  hubieran  llegado  a  ser  ninguna  de  ellas  iguales  y 

hubiéramos  llegado  a  las  diferencia  de  orden  9m,  que  ya  sólo  sería  una,  y  nos  daría: 9y  =  –0.67. 
¡Tendríamos que escribir una función polinómica de grado 9!  

 

Una función polinómica de grado n se conoce si sabemos que pasa por n + 1 puntos. 

 
Así, una recta queda determinada por 2 puntos. Una parábola queda determinada por 3 puntos. Y  la 
función  polinómica  de  grado  9  por  10  puntos.  Hay  otras  funciones.  Los  datos  del  medicamento  se 

ajustan a una hipérbola: 
3

157



x

y , un tipo de función que vamos a estudiar a continuación.  
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3.4. Funciones de proporcionalidad inversa. La hipérbola y = k/x 

Recuerda que: 

Dos magnitudes son  inversamente proporcionales  cuando al multiplicar o dividir a  la primera por un 
número, la segunda queda dividida o multiplicada por el mismo número. La razón de proporcionalidad 
inversa k es el producto de cada par de magnitudes: k = a ∙ b = a’ ∙ b’. 

 

Ejemplo 

 En  Física  encontramos  muchos  ejemplos  de  magnitudes  inversamente  proporcionales:  La 
velocidad  de  un  vehículo  y  el  tiempo  que  tarda  en  recorrer  un  trayecto  son  magnitudes 
inversamente proporcionales. En este caso, el espacio recorrido se mantiene constante, siendo 
él, la razón de proporcionalidad inversa s = v ∙ t. Otros ejemplos son: la densidad y el volumen, la 
potencia y el tiempo, la presión y la superficie,… 

 

Actividades resueltas 

 Representa en el plano la ley de Boyle‐Mariotte: “a 
temperatura  constante,  el  volumen  de  una  masa 
fija  de  gas  es  inversamente  proporcional  a  la 
presión que este ejerce”.  

La fórmula que describe esta ley es P ∙ V = k. 

  Si despejamos el volumen final V, obtenemos la siguiente expresión: 
k

V
P

  .  

La gráfica describe una curva que a medida que aumenta la presión inicial, disminuye el volumen 
y se va aproximando al eje  x , y al contrario, si disminuye la presión, el volumen aumenta. 

 

La función de proporcionalidad inversa se define mediante la expresión  
k

y
x
, donde k  es la razón de 

proporcionalidad inversa y las variables x e y son los 
distintos valores que tienen las dos magnitudes. 

Su  representación  gráfica  en  el  plano  cartesiano  es 
una curva llamada hipérbola.  

Ejemplo 

 Representa la hipérbola  1
y

x
  

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-9
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

a

b

1
y

x
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Completamos una tabla de valores y representamos los puntos en un sistema de coordenadas. 

Se puede observar que la gráfica nunca corta a los ejes de coordenadas, ya que ni  la x ni  la y pueden 
valer 0. El 0 no está en el dominio y tampoco en el recorrido de la función (no se puede dividir por 0). Su 

dominio es {0}. 

Como se ve en  la gráfica, y es  fácil comprobar,  la  función es continua en todo el dominio y simétrica 
respecto del origen (función impar). 

 

Actividades propuestas 

38. Representa  las  siguientes  funciones  de  proporcionalidad  inversa  en  el  mismo  sistema  de 
coordenadas: 

a. 
1

y
x


   b. 

5
y

x
   c. 

1
2

y
x

  

d. 
3
8

y
x

   e. 
5
3

y
x


   f. 

12
5

y
x


  

39. Describe lo que sucede cuando varía el valor de k. Ayúdate de las gráficas del ejercicio anterior. 
40. Halla la expresión analítica y representa la gráfica de las hipérbolas que pasa por cada uno de estos 

puntos. Escribe los intervalos donde la función es creciente o decreciente. 
a.  (5, 3)   b.  (2, 1)   c. (1/2, 6)  

d. (10, 4)   e. (a, 1)   f. (1, b) 
41. Halla  el  dominio,  recorrido,  continuidad,  máximos  y  mínimos  y  el  crecimiento  de  las  siguientes 

hipérbolas: 

a.

x

y

  b.

x

y

 

c. 
9
2

y
x

   d. 
5
3

y
x


  

e. 𝑦 ൌ ି଴.ଷ

௫
 

f.  ( 5, 2)   g.  (4, 9)   h.  (1,1/ 2)  

 

x 10  3  2  1  1/2  1/2 1  2  3  10 

y 1/10  1/3  1/2  1  2  2  1  1/2
 

1/3 1/10
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En general, las hipérbolas cuya expresión es 
k

y
x

  tienen las siguientes propiedades: 

k : 

o Si el valor absoluto de  k  aumenta, la curva se aleja del origen de coordenadas. 

o Si el valor absoluto de  k  disminuye, la curva se aproxima al origen de coordenadas. 

Dominio: Son todos los reales menos el 0: Dom =   {0}. 

Recorrido: Su recorrido son todos los reales menos el 0:   {0}. 

Continuidad: La función de proporcionalidad inversa es continua en todo su dominio, pero discontinua 
en la recta real, ya que el 0 no está en el dominio, y por tanto, en 0 hay un salto infinito. 

Simetría: Son funciones impares, esto es, son simétricas respecto al origen de coordenadas. 

Asíntotas: Son las rectas cuya distancia a la gráfica es muy pequeña, cuando la curva se aleja del origen.  

Hemos visto que no está definida en 0, pero cuando el valor de x se acerca a cero, el valor de y 
se hace muy grande en valor absoluto. Por eso se dice que la recta x = 0 es una asíntota vertical 
de y = k/x.  

Del mismo modo, si nos fijamos en las gráficas, se observa que cuando los valores de x crecen en 
valor absoluto,  los valores de y  se acercan a 0  (sin  tocarlo).  Se dice que  la  recta y  = 0 es una 
asíntota horizontal. 

Crecimiento: depende del signo de  k : 

o Si  0k : la función es siempre decreciente. 

o Si  0k : la función es siempre creciente. 

Las asíntotas dividen a la hipérbola en dos trozos que reciben el nombre de ramas de la hipérbola. 

x

y
1

y
x
12

y
x
1
2

y
x

7
y

x

1
10


y
x

1
y

x
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La hipérbola 𝒚 ൌ
𝒌

𝒙 ି 𝒃
൅ 𝒂 

A partir de la representación de la función 
k

y
x

 , ¿es posible representar otro tipo de hipérbolas? Al 

igual que ocurre con las parábolas, podemos trasladar las hipérbolas en el plano en dirección horizontal 

o vertical, según los valores que tomen los parámetros  a  y b . 

 

Actividades propuestas 

42. Representa en los mismos ejes de coordenadas, las siguientes hipérbolas: 

5
y

x
  

5 3y
x

   
5 3y
x

   

12
y

x


  

12
3

y
x





 

12
3

y
x





 

3
y

x
   4

1

3




x

y   5 2
1

x
y

x





 

43. Describe lo que sucede cuando varían los parámetros a y b en las hipérbolas del ejercicio anterior. 

 

En general, la representación gráfica de las hipérbolas cuya expresión algebraica es 
k

y a
x b

 


 es una 

traslación el plano dependiendo de los valores de  a  y b . 

 

Desplazamientos horizontales 

Al  variar  el  valor  de  a ,  la  representación  gráfica  de  la 
hipérbola se desplaza horizontalmente  a  unidades: 

‐ Si 𝒂 ൐ 𝟎: la hipérbola se desplaza hacia la derecha.  
‐ Si 𝒂 ൏ 𝟎: la hipérbola se desplaza hacia la izquierda.  
‐ El punto  ( , )x y se convierte en el punto  ( , )x a y : 

( , ) ( , )x y x a y   

‐ El vector de traslación es el vector ሺ𝑎, 0ሻ 
‐  

   

x

y

a>0

(x,y)

a<0

(x+a,y)(x+a,y)
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Desplazamientos verticales 

Al  variar  el  valor  de  b ,  la  representación  gráfica  de  la 

hipérbola se desplaza verticalmente b  unidades: 

‐ Si 𝒃 ൐ 𝟎: la hipérbola se desplaza hacia arriba.  

‐ Si 𝒃 ൏ 𝟎: la hipérbola se desplaza hacia abajo.  

‐ El punto  ( , )x y  se convierte en el punto  ( , )x y b : 

( , ) ( , )x y x y b   

‐ El vector de traslación es el vector  (0, )b  

 

Desplazamientos oblicuos 

Al  variar  tanto  el  valor  a  cómo  el  valor  de  b ,  la 
representación  gráfica  de  la  hipérbola  se  desplaza 
diagonalmente  tantas  unidades  como  sea  el  valor  de  los 
parámetros: 

‐ Las direcciones hacia donde se traslada dependerán de 

los signos de  a  y b . 

‐ El punto  ( , )x y se convierte en el punto  ( , )x a y b  : 

( , ) ( , )x y x a y b    

‐ El vector de traslación es el vector  ( , )a b . 

‐ El origen de coordenadas (0, 0) se traslada al punto (a, b). 

 

Actividades propuestas 

44. Representa las siguientes funciones de proporcionalidad inversa a partir de la hipérbola 
5

y
x

 : 

a. 
10 3
5

y
x

 


   b. 
1 8
4

y
x

 


  c. 
100 1
10

y
x

 


 

d. 
10 7

2 4
y

x
 


  e. 

46y
x

    f. 
20 2
5

y
x

 


 

45. Estudia  el  dominio,  recorrido,  continuidad,  simetría,  asíntotas  y  crecimiento  de  las  funciones  de 
proporcionalidad inversa del ejercicio anterior. 

46. Escribe una regla para expresar cómo se trasladan las asíntotas según los parámetros  a  y b . 

   

x

y

(x,y+b)

(x,y)

b>0
(x,y+b)

b<0

x

y

(x+a,y+b)

(x,y)

(x+a,y+b)
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Hipérbola 

m x n
y

px q




  

Las  funciones  que  se  definen mediante  esta  expresión  también  se  representan mediante hipérbolas. 
Para  ello,  necesitamos  hacer  una  modificación  en  una  expresión  como  la  estudiada  en  el  apartado 
anterior que nos resulte más fácil de manejar y representar: 

mx n
y

px q


 


Dividiendo  ( ) : ( )mx n px q  

k
y b

x a
 


 

 

Actividades resueltas 

 Convertir la función 
3 2

7
x

y
x





 en una función cuya expresión sea más sencilla de representar. 

Dividimos 3 2x  entre  7x :  

(3 2) 3( 7) 23 23(3 2) 3( 7) 23 3
( 7) ( 7) ( 7) ( 7)

x x
x x

x x x x

 
        

   
 

Esta última expresión es fácil de representar. 

 

Actividades propuestas 

47. Representa las siguientes hipérbolas: 

a. 
2 4

5
x

y
x





  b. 

3 5
2
x

y
x





  c. 

4 12
3

x
y

x





 

d. 
6 8
1
x

y
x





  e. 

7 5
4

x
y

x





  f. 

6 10
2 1
x

y
x





 

48. Representa  la gráfica de  la  función: 
3

157



x

y . A) ¿Cuando x crece, “y”  tiende a 7? ¿Tiene una 

asíntota horizontal y = 7? B) ¿Si x se acerca a 3, la y crece? ¿Tiene una asíntota vertical, x = 3? C) 
Analiza si esta hipérbola se ajusta a los valores de la actividad resuelta de la tabla: 

Dosis (mg): x  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 

Curaciones (%): y  3.25  4.0  4.5  4.86  5.1  5.3  5.5  5.64  5.75  5.85 
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3.5. Funciones exponenciales 

Hemos  estudiado  funciones  polinómicas,  de  proporcionalidad  inversa… Ahora  vamos  a  estudiar  otro 
tipo de funciones. 
Hay dos tipos de funciones cuya expresión analítica o fórmula es una potencia: 

 Si la variable independiente está en la base: 
3xy  , se llama función potencial, y cuando además el 

exponente es un número natural es una función polinómica. 

 Si la variable independiente está en el exponente: 
xy 3 , se llama función exponencial.  

 

Ejemplo:  

 Son funciones exponenciales: 
xy 10 , 

x

y 






2
1

, 
xy 32  , 

xy 5 . 

Una función exponencial es aquella en la que la variable independiente está en el exponente. 

 

Actividad resuelta 

 Si  la cantidad de bacterias de una determinada especie se multiplica por 1.4 cada hora, podemos 
escribir la siguiente fórmula para calcular el número “y” de bacterias que habrá al cabo de “x” horas 
(comenzando por una sola bacteria): 𝑦 ൌ 1. 4௫. 

Número de bacterias en cada hora 
(Tabla de valores de la función): 

Horas 
transcurridas 

(x) 

Núm. 
bacterias 

(y) 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
... 

1 
1.4 
1.96 
2.74 
3.84 
5.38 
7.53 
... 

 

Gráfica de la función 

 

 

Actividades propuestas 

49. Prueba  ahora  a  realizar  en  tu  cuaderno  una  tabla  de  valores  y  la  gráfica  para  un  caso  similar, 
suponiendo que el número de bacterias se multiplica cada hora por 2 en lugar de por 1.4. 

Observa  que  los  valores  de  “y”  aumentan  mucho más  deprisa:  mientras  que  los  valores  de  “x” 
aumentan  de  1  en  1  los  valores  de  y  se  van  multiplicando  por  2.  Esto  se  llama  crecimiento 
exponencial.  Si  en  lugar  de  multiplicar  se  trata  de  dividir  tenemos  el  caso  de  decrecimiento 
exponencial. 
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50. En  tu  cuaderno,  representa  conjuntamente  las  gráficas  de 
2xy   (función  potencial)  e 

xy 2  

(función  exponencial),  con  valores  de  “x”  entre  0  y  6.  Observa  la  diferencia  cuantitativa  entre  el 
crecimiento potencial y el crecimiento exponencial. 

 

Las  gráficas  de  las  funciones  exponenciales 
xby   se  diferencian  según  el  valor  de  la  base  “b”. 

Especialmente se diferencian si 0 < b < 1 o b > 1. 

En el caso en el que b = 1 tenemos la función constante y = 1, cuya gráfica es una recta horizontal.  

 

Actividades resueltas 

 Representa las gráficas de 
xy 2  y de 

xy 3 . También las gráficas de 
x

y 






2
1

 y de 
x

y 






3
1

. 

Analiza las similitudes y las diferencias. 

Funciones 
xy 2  e 

xy 3  

 

Funciones 
x

y 






2
1

 e 
x

y 






3
1

 

 

 
Observamos los siguientes aspectos comunes en las cuatro gráficas: 

 Su dominio es toda la recta real. Además son continuas. 

 Su recorrido es (0, +). Es decir, “y” nunca es cero ni negativo. 
 Pasan todas por los puntos (0, 1), (1, b) y (1, 1/b). 

 La gráfica de 
xay  y la de   xay /1  son simétricas respecto del eje OY. 
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Y observamos también aspectos diferenciados en ambas ilustraciones: 
 

Cuando la base es b > 1 

Son  funciones  crecientes.  Cuanto mayor  es 
la base el crecimiento es más rápido. 

Cuando x    la  función  tiende  a  0.  Por 
tanto presenta una asíntota horizontal en la 
parte izquierda del eje OX. 
Aunque en algunos casos pueda aparentarlo, 
no  presentan  asíntota  vertical,  pues  no  se 
aproximan a ninguna recta.  

 

Cuando la base es 0 < b < 1 

Son  funciones  decrecientes.  Cuanto  menor 
es la base el decrecimiento es más rápido. 

Cuando x   +  la  función  tiende  a  0.  Por 
tanto presenta una asíntota horizontal en la 
parte derecha del eje OX. 
Aunque en algunos casos pueda aparentarlo, 
no  presentan  asíntota  vertical,  pues  no  se 
aproximan a ninguna recta. 

 
 

 Representa gráficamente las siguientes funciones exponenciales 
xy 2  e 

xy  2 . 

Función 
xy 2   Función 

xy  2  

x  y 

∙∙∙ 
‐5 
‐4 
‐3 
‐2 
‐1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
∙∙∙ 

∙∙∙ 
1/32 
1/16 
1/8 
1/4 
1/2 
1 
2 
4 
8 
16 
32 
64 
∙∙∙ 

x  y 

∙∙∙ 
‐5 
‐4 
‐3 
‐2 
‐1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
∙∙∙ 

∙∙∙ 
32 
16 
8 
4 
2 
1 
1/2 
1/4 
1/8 
1/16 
1/32 
1/64 
∙∙∙   

 

 

Tipos de funciones. Funciones Algebraicas y funciones trascendentes 

https://www.youtube.com/watch?v=d9x3ACPWCqc 
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El número e. La función y = ex 

El número e  tiene una gran  importancia en Matemáticas, comparable  incluso al número π aunque su 
comprensión no es  tan elemental y  tan popular. Para comprender  su  importancia hay que acceder a 
contenidos de cursos superiores. Su valor aproximado es e = 2.71828182846... Se trata de un número 
irracional  (aunque  al  verlo  puede  parecer  periódico).  Este  número  aparece  en  las  ecuaciones  de 
crecimiento de poblaciones, desintegración de sustancias radiactivas, intereses bancarios, etc. 

También se puede obtener directamente el valor de e con la calculadora (siempre como aproximación 
decimal,  puesto  que  es  un  número  irracional).  Normalmente  hay  una  tecla  con  la  etiqueta  e  pero 
puedes usar también la tecla etiquetada ex. Para ello tendrás que calcular el valor de e1. 

La  función 
xey  comparte  las  características  descritas  más  arriba  para  funciones  exponenciales  de 

base mayor que 1. 

 

Actividades propuestas 

51. Utilizando  la calculadora, haz una  tabla de valores y  representa en  tu cuaderno  las 

funciones 
xey  , 

xey  . 

52. Una persona ha ingresado una cantidad de 5 000 euros a interés del 3 % en un banco, 
de modo que cada año su capital se multiplica por 1.03. 

a. Escribe  en  tu  cuaderno  una  tabla  de  valores  con  el  dinero  que  tendrá  esta 
persona al cabo de 1, 2, 3, 4, 5 y 10 años. 

b. Indica la fórmula de la función que expresa el capital en función del número de años. 

c. Representa  en  tu  cuaderno  gráficamente  dicha  función.  Piensa  bien  qué  unidades  deberás 
utilizar en los ejes. 

53. Un  determinado  antibiótico  hace  que  la  cantidad  de  ciertas  bacterias  se 
multiplique por 2/3 cada hora. Si la cantidad a las 7 de la mañana es de 50 
millones de bacterias,  (a) haz una tabla calculando el número de bacterias 
que hay cada hora, desde las 2 de la mañana a las 12 de mediodía (observa 
que tienes que calcular también “hacia atrás”), y (b) representa gráficamen‐
te estos datos. 

54. Representa en tu cuaderno las siguientes funciones y explica la relación en‐
tre sus gráficas: 

a) 
xy 2   b) 

12  xy   c) 
12  xy . 

55. Conociendo  la  gráfica de  la  función 
xxf 2)(  ,  que  se ha  visto más arriba,  y  sin  calcular  tabla de 

valores, dibuja en tu cuaderno las gráficas de las funciones  32)(  xxg  y 
32)(  xxh . 

   

Cultivo de la bacteria 
Salmonella 
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CURIOSIDADES. REVISTA 

 

 

María Gaetana Agnesi

María Gaetana Agnesi es una matemática italiana cuya obra 
más importante, Instituciones Analíticas, fue traducida a  
varios idiomas y utilizada para aprender Matemáticas  
durante más de cincuenta años en muchos países de Europa. 
En ella trataba con sencillez y claridad temas, tan novedosos 
 entonces, como el Cálculo Diferencial e Integral. Al final de  
su vida era famosa en toda Europa como una de las mujeres 
 de ciencia más capaces del siglo XVIII. Un cráter de Venus  
lleva su nombre en su honor. En la Biblioteca Ambrosiana de 
 Milán se guardan sus obras inéditas que ocupan veinticinco  
volúmenes. 
Nació en Milán en el siglo XVIII y fué una niña dotada, que  
con nueve años hablaba siete idiomas. 
Su  padre  tuvo  21  hijos  e  hijas,  siendo María,  la  mayor  y  les  proporcionó  a  todos  una 
buena  formación,  incluso  científica.  Le  gustaba  mostrar  el  talento  de  sus  hijos  en  las 
reuniones  que  organizaba  en  sus  salones.  Muy  pronto  los  sabios  y  eruditos  y  los 
intelectuales locales, empezaron a asistir al salón de los Agnesi para oír las disertaciones 
de María  sobre  temas  filosóficos,  científicos  y  matemáticos.  A  la  edad  de  nueve  años 
María  estuvo  durante  una  hora,  ante  una  asamblea  culta  hablando  en  latín  sobre  el 
derecho de la mujer a estudiar ciencias y sobre cómo las artes liberales no eran contrarias 
al sexo femenino.  

Parece ser que María era sonámbula, y en ocasiones, después de trabajar intensamente, 
exhausta,  se  iba  a  dormir  dejando  un  problema  sin  resolver  sobre  el  escritorio.  A  la 
mañana siguiente, al despertar, veía que lo había resuelto mientras dormía. Había escrito 
la solución completa y había vuelto a la cama. 

Su libro, que escribió para que sus hermanos pudieran estudiar, se convirtió en una obra 
importante, donde trataba  las Matemáticas más actuales de su época de  forma clara, y 
tuvo una acogida espectacular. Fue traducido a muchos idiomas y se utilizó como libro de 
texto en muchas universidades.  

Pero…  Pero  su  reputación  histórica  fue  distorsionada  por  el  hecho  de  que,  en  sus 
Instituzioni  Analitiche,  trabajara  con  la  “curva  de  Agnesi”  o  curva  sinusoidal  versa, 
“versiera” que se tradujo al inglés, por un error del traductor, John Colson, como la “bruja 
de  Agnesi”  confundiendo  el  término  “versiera”  por  "aversiera"  que  significa  bruja, 
hechicera, (“witch”).  

Foto de M. G. Agnesi. RSM
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a
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Utiliza el ordenador  

Puedes  utilizar  el  ordenador  para  dibujar  funciones.  Para  ello  necesitas  un 
programa adecuado como Derive, Cabri, Mathematica, Geogebra… 

Unos son más sencillos de utilizar que otros, pero utilizando la ayuda, pronto 
dominarás cualquiera de ellos.  

Muchas de las gráficas que has visto en este capítulo los han utilizado. 

Por ejemplo, utilizando Geogebra, podemos dibujar rectas: 
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RESUMEN 

Función  Relación  entre  dos  magnitudes  de  forma  que  a  un 
valor  cualquiera  de  una  le  hacemos  corresponder, 
como mucho, un único valor de la otra. 

y = 2x + 3 

Características de 

las funciones 

Continuidad.  Crecimiento  y  decrecimiento. Máximos 
y mínimos. Simetría. Periodicidad. 

La  recta  y  =  2x  +  3  es  continua, 
creciente,  no  tiene  máximos  ni 
mínimos, ni es simétrica, ni periódica. 

Función 

polinómica de 

primer grado: 

Rectas:  

y = mx 

y = mx + n 

Se representan mediante rectas: 
Hay dos tipos: 
‐ Funciones lineales o de proporcionalidad directa: 

y m x  , pasan por el origen de coordenadas. 

‐ Funciones afines:  y m x n   , son traslaciones en 

el eje  y ,  n  unidades. Pasan por el punto  (0, )n .   

Función 

polinómica de 

segundo grado: 

Parábolas 

y = ax2 + bx + c 

 

Se representan mediante parábolas:

Vértice:  






 
a

cab
,

a

b

4
4

2

2

 

Puntos de corte con el eje OX:  2 0a x b x c     . 

Punto de corte con el eje OY:  0x , es el punto  (0, )c

Eje de simetría: es la recta 
2
b

x
a


 . 

Función de 

proporcionalidad 

inversa: 

Hipérbolas y = k/x 

 

k : aleja o acerca la curva al origen de coordenadas. 

Dominio y recorrido:   {0}  
Continuidad: Discontinua en x = 0. 
Simetría: Función impar. 

Asíntotas: Las rectas  0x  e  0y  .  

Hipérbolas  

k
y b

x a
 


 

Traslación de la hipérbola 
k

y
x

  por el vector (a, b). 

Dominio:   {a} Recorrido:   {b} 

‐ Asíntotas: x = a; y = b.  

 

 

Función 

exponencial 

y = bx. 

Si b > 1 es creciente 

Si 0 < b < 1 es decreciente 

x

y

y=mx+n

y=mx

(0,0)

(0,n)

x

y

a<0

a>0

mínimo

máximo

x

y

(0,c)
2 4( , )

2 4
b b ac

a a

 

eje de simetría

y=ax2+bx+c

x

y

asíntota x=0

k
y

x


asíntota y=0

x

y

asíntota x=a

k
y b

x a
 



asíntota y=b
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

Funciones 

1. Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia cartesiano y en él, los puntos siguientes, eligiendo 
una escala en los ejes que permita dibujarlos todos de forma cómoda. Señala en cada caso a qué 
cuadrante pertenece el punto o, en su caso, en qué eje está: A(2, 4); B(0, 1); C(–3, 0); D(2, –1.5); 
E(1.5, 0); F(0, 0); G(–1, –2/3).  

2. Escribe las coordenadas de tres puntos situados en el tercer cuadrante. 

3. Sitúa en un sistema de referencia cartesiano los puntos siguientes:  

A(0, 3); B(0, 1.7); C(0, –1); D(0, –4). ¿Qué tienen en común todos ellos? 

4. Escribe las coordenadas y representa tres puntos del eje de abscisas. ¿Qué tienen en común?  

5. Dibuja en tu cuaderno un triángulo rectángulo con un cateto igual a 3, y el vértice del ángulo recto 
en el origen de coordenadas. Indica las coordenadas de todos los vértices. 

6. Indica cuáles de las siguientes correspondencias son funciones: 

a) A cada número natural se le asocian sus divisores primos. 

b) A cada circunferencia del plano se le asocia su centro. 

c) A cada circunferencia del plano se le asocia un diámetro. 

7. La distancia, d, recorrida por un tren depende del número de vueltas, n, que da cada rueda de la 
locomotora.  

a) Escribe la fórmula que permite obtener d conocido n, sabiendo 
que el diámetro de las ruedas de la locomotora es de 78 cm. 

b) Dibuja la gráfica. 

c) ¿Qué  distancia  habrá  recorrido  el  tren  cuando  la  rueda  haya 
dado mil vueltas? (toma como valor de π el número 3.14). 

d) ¿Cuántas vueltas habrá dado la rueda al cabo de 7 km? 

8. Un globo sonda utilizado por el Servicio Meteorológico de los Pirineos para medir la temperatura a 
distintas  alturas  lleva  incorporado  un  termómetro.  Se  observa  que  cada  180  m  de  altura  la 
temperatura disminuye un  grado.  Cierto día  la  temperatura 

en la superficie es de 9 C. Determina: 

a) ¿Qué temperatura habrá a 3 km de altura? 

b) ¿A qué altura habrá una temperatura de 30 C? 

c) Escribe  una  fórmula  que  permita  calcular  la  temperatura  T 
conociendo  la  altura  A.  Confecciona  una  tabla  y  dibuja  la 
gráfica. ¿Qué tipo de función es? 

d) Si  la  temperatura  en  la  superficie  es  de  12  C,  ¿cuál  es 
entonces la fórmula? ¿Qué tipo de función es? 
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9. Dibuja  la  gráfica  de  la  función  parte  entera:  y  =  E(x),  que  indica  el  número  entero menor, más 

próximo a x, así, por ejemplo, E(2.3) = 2. 

10. Un rectángulo tiene un perímetro de 100 cm. Llama x a la longitud de uno de sus lados y escribe la 
fórmula que da el área en función de x. Dibuja su gráfica. ¿Qué tipo de función es? 

11. Una  caja  cuadrada  tiene  una  altura  de  20  cm.  ¿Cómo  depende  su 
volumen del lado de la base? Dibuja la gráfica de la función que resulta. 

12. Con una hoja de papel de 32 cm de largo y 22 cm de ancho se recorta un 
cuadrado de 2 cm de lado en cada una de las esquinas, se dobla y se construye 
una caja. ¿Cuál es el volumen de la caja? ¿Y si se recortan cuadrados de 3 cm? 

¿Cuál es el volumen si el lado del cuadrado recortado es x? Escribe la fórmula y dibuja la gráfica.  

13. Se construyen boyas uniendo dos conos iguales por la base, 
siendo el diámetro de la base de 90 cm. El volumen de la boya es 
función de la altura “a” de los conos. Si queremos una boya para 
señalar la entrada de patinetes nos basta con una altura de 50 cm: 
¿qué volumen tendrá? Si es para barcos mayores se necesita una 
altura de 1.5 m: ¿qué volumen tendrá? Escribe la expresión de la 
función que calcula el volumen en función de  la altura. Dibuja su 
gráfica. 

14. El consumo de gasolina de un coche por cada 100 km viene 
representado mediante  la  gráfica.  Utiliza  la  gráfica  para  explicar 
cómo  varia  el  consumo  de 
gasolina  dependiendo  de  la 

velocidad del coche.  

a) ¿Cuál es la variable dependiente?  

b) ¿Y la independiente? 

c) ¿Cuál es el consumo para una velocidad de 60 km/h? 

d) ¿A qué velocidad el consumo es de 6 l/100 km? 

15. Al  estudiar  el  crecimiento  de  una  planta  observamos  que 
durante  los  primeros  30  días  lo  hace muy  de  prisa,  en  los  15  días  siguientes  el 
crecimiento es más  lento y después se mantiene con  la misma altura. Realiza un 
esbozo de la gráfica que relaciona el tiempo con la altura alcanzada por la planta. 

Si tenemos más información podemos mejorar el boceto. Por ejemplo, haz la tabla 
y la gráfica en el caso de que el crecimiento de la planta se ajuste a las siguientes 
fórmulas (el tiempo se expresa en días y la altura en centímetros): 

a) Durante los primeros 30 días: altura = 4 ∙ tiempo. 

b) En los 15 días siguientes: altura = 90 + tiempo. 

c) A partir del día 45: altura = 135. 

   

 

ESCOGE UNA BUENA 
NOTACIÓN 
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Características de una función 

16. Joaquín  ha  llegado  a  un  acuerdo  con  su  padre  para  recibir  su  paga.  Cobrará  20  euros  al mes  el 
primer año, y 5 euros más por cada año que pase. ¿Cuánto le corresponderá dentro de 7 años? Haz 
una tabla de valores y representa su gráfica. ¿Es continua? Indica los puntos de discontinuidad y su 
tipo. Busca una fórmula que permita calcular la paga cuando hayan pasado n años. 

17. Al entrar en el aparcamiento de un centro comercial encontramos un  letrero con  los precios que 
nos indican que 1 hora o fracción cuesta 1.20 € y las dos primeras horas son gratis para los clientes 
con  tarjeta  de  compra  del  centro.  Haz  una  tabla  que  relacione  el  tiempo  con  el  importe  pagado 
durante una jornada completa (12 horas) en los casos de un cliente con tarjeta o sin ella. Esboza la 
gráfica y contesta a las preguntas: 

a) ¿Qué valores toma la variable dependiente? ¿Y la independiente? 

b) ¿Puedes unir los puntos de la gráfica? ¿Cómo se debe hacer? 

c) ¿Existen  puntos  de  discontinuidad?  Si  la  respuesta  es  afirmativa,  señálalos  y  explica  su 
significado. 

18. Durante un viaje, la velocidad del coche varía dependiendo del tipo de carretera, de las condiciones 
en  que  se  encuentra,  del  tiempo meteorológico…  La  siguiente  gráfica  refleja  la  velocidad  de  un 
vehículo en cada instante del trayecto que ha seguido.  

a) ¿Es funcional la relación de dependencia entre el tiempo 
y la velocidad? 

b) ¿Cuál es la variable independiente? ¿Y la dependiente? 

c) ¿A qué velocidad iba cuando llevaba una hora de viaje? 
¿En qué momentos iba a una velocidad de 40 km/h? 

d) Indica los intervalos en los que la velocidad ha 
aumentado y disminuido. ¿Ha sido constante en algún 
momento? ¿Cuándo? ¿Durante cuánto tiempo? 

e) ¿Cuál ha sido la velocidad máxima alcanzada a lo largo 
de todo el viaje? ¿En qué momento se alcanzó? ¿Y durante la primera hora del mismo? 

f) ¿Cuál ha sido la velocidad mínima alcanzada a lo largo de todo el viaje? ¿Cuándo se alcanzó? ¿Y 
entre la primera media hora y la hora y media? 

19. Representa  gráficamente  las  siguientes  funciones,  estudiando  en  ella  todas  las  características 
que se han trabajado en el capítulo: continuidad, monotonía, extremos, simetría y periodicidad. 

a) Valor absoluto de un número: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥|, que se define: 








0,
0,

xsix

xsix
x . 

b) Opuesto e inverso del número x: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ିଵ

௫
. 
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20. Las gráficas siguientes muestran la evolución, un día cualquiera, de la temperatura alcanzada entre 

las 7 de la mañana y las 4 de la tarde en cuatro ciudades (Madrid, Granada, Valladolid y Sevilla): 

a) Explica la monotonía de todas las gráficas. 

b) ¿En alguna ciudad la temperatura se ha mantenido constante durante todo el intervalo? ¿Y en 
parte de él? 

c) ¿Qué  ciudad  crees  que  presenta  un  cambio  de  temperatura más  suave  a  lo  largo  de  toda  la 
mañana? 

d) Teniendo en cuenta que en Madrid el incremento de la temperatura ha sido siempre lineal, en 
Granada  la  temperatura mínima  se ha  alcanzado después de  las  7  h,  en  Sevilla  a  veces  se ha 
mantenido constante, indica qué gráfica corresponde a cada una de las ciudades y explica cuáles 
han sido las temperaturas máximas y mínimas en cada una de ellas. 

21. Un viaje realizado por un tren, en un cierto intervalo del mismo, viene dado de la siguiente forma: 
Durante  las  dos  primeras  horas,  la  distancia  “d”  (en  kilómetros)  al  punto  de  partida  es:  2∙t  +  1, 
donde “t” es el  tiempo  (en horas) de duración del  trayecto. Entre  la 2ª y 3ª hora, dicha distancia 
viene  dada  por  –t  +  7.  Entre  la  3ª  y  4ª  hora,  ambas  inclusive,  d  =  4.  Desde  la  4ª  y  hasta  la  6ª 
(inclusive), la distancia se ajusta a 3∙t – 8. 

a) Realiza una tabla y una gráfica que recoja dicho viaje de  la 
forma más  precisa  posible  (para  ello  debes  calcular,  como 
mínimo, los valores de la variable tiempo en los instantes 0, 
2, 3, 4 y 6). 

b) Explica  si  la  relación  anteriormente  explicada  entre  la 
distancia  recorrida  y  el  tiempo  tardado  en  recorrerla  es 
funcional. 

c) La relación anterior, ¿presenta alguna discontinuidad? 

d) ¿En qué momento la distancia al punto de partida es de 7 km? 

e) ¿Qué indican los puntos de corte de la gráfica con los ejes? 

f) Determina los intervalos donde la función es creciente, decreciente y constante. 

g) Encuentra los puntos donde la función alcanza sus máximos y mínimos relativos y absolutos. In‐
terpreta el significado que puedan tener.   
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Tipos de funciones 

22. Escribe la ecuación de la recta paralela a y = 5x + 1 de ordenada en el origen 6. 

23. Sin representarlos gráficamente, di si están alineados los puntos A(2, 4), B(6, 9) y C(12, 15). 

24. Dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema coordenado, las rectas: y = 2x; y = 2x; y = 3x; y = 3x. 

25. Dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema coordenado, las rectas: y = 2x + 1; y = 2x + 3; y = 2x  
1; y = 2x  2; y = 2x  3. ¿Cómo son?  

26. Una empresa de alquiler de vehículos ofrece dos fórmulas diferentes. Fórmula 1: Lo alquila por 300 
euros al día con kilometraje  ilimitado. Fórmula 2: Lo alquila por 
200 euros al día y 7 euros el kilómetro. Queremos hacer un viaje 
de 10 días y mil kilómetros, ¿cuánto nos costará con cada una de 
las  fórmulas?  Como  no  sabemos  el  kilometraje  exacto  que 
acabaremos haciendo, nos  interesa hacer un estudio para saber 
la  fórmula  más  beneficiosa.  Escribe  las  fórmulas  de  ambas 
situaciones  y  dibujas  sus  gráficas.  Razona,  a  partir  de  dichas 
gráficas,  qué  fórmula  es  más  rentable  según  el  número  de 
kilómetros que vayamos a hacer. 

27. Halla la ecuación y dibuja la gráfica de las rectas siguientes: 

a) Su pendiente es 3 y su ordenada en el origen es 5. 

b) Pasa por los puntos A(1, 4) y B(0, 9). 

c) Su ordenada en el origen es 0 y su pendiente es 0. 

d) Pasa por los puntos C(2, 7) y D(3, 10). 

e) Pasa por el punto (a, b) y tiene de pendiente m. 

28. Dibuja en tu cuaderno, sin hallar su ecuación, las rectas siguientes: 

a) De pendiente 2 y ordenada en el origen 0. 

b) Pasa por los puntos A(1, 3) y B(2, 1). 

c) Su pendiente es 2 y pasa por el punto (4, 5). 

29. Calcula  el  vértice,  el  eje  de  simetría  y  los  puntos  de  intersección  con  los  ejes  de  las  siguientes 
parábolas. Dibuja sus gráficas. 

a) y = x2 + 8x – 13 b) y = –x2 + 8x – 13 c) y = x2 – 4x + 2 d) y = x2 + 6x e) y = –x2 + 4x – 7  

30. Ajusta una función polinómica a los datos de la tabla: 

x:  0  1  2  3  4  5  6 

y:  1  5  11  19  29  41  55 

31. Dibuja  las gráficas de: y = 2/x; y = 4 + 2/x; y = 2/(x + 3); y = 4 + 2/(x + 3).  Indica en cada caso  los 
puntos de discontinuidad y las asíntotas.  

32. Dibuja las gráficas de: y = 3x; y = (1/3)x; y = 3–x; y = (1/3)–x; y = 2 + 3x; y = 3x+2. 
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AUTOEVALUACIÓN 
1. La única gráfica que no corresponde a una función es: 

a) 

 

b) c) d) 

2.  La única tabla que no puede ser de una relación funcional es: 

a) 

x  y 

b) 

x  y 

c)

x  y 

d) 

x  y 

0  5  –1  –2 –3  1  0  1 

1  7  0  –2 –1  2  1  2 

2  32  1  –2 0  3  4  3 

3  41  2  –2  2  4  0  4 
3. El  máximo  absoluto  de  la  función  se  alcanza  en  el 
punto: 

a) b) c) d  

4. La única gráfica que corresponde a una función periódica es: 

a) 

 

b) 

 

c)

 

d) 

 
5. La única gráfica que corresponde a una función que es siempre creciente es: 

a) 

 

b) 

 

c)

 

d) 

6. La única función afín que, además, es lineal es: 

a) y = –7x  b) y = 7x + 4   c) y = –4x + 7  d) y = –6x – 9 
7. La única función cuadrática es: 

a) y = –8x  b) y = 2x + 3   c) y = –2x2 + 3x  d) y = –2x3 – 3x 
8. La función cuadrática que tiene su vértice en el punto (2, 0) es: 

a) y = –2x2  b) y = x2 – 4x + 4   c) y = –2x2 + 4x  d) y = –x2 + 4x – 2 
9. La hipérbola de asíntotas x = 3 e y = 5 es:  

a) y = 5 + 8/(x – 3)   b) y = 3 + 6/(x – 5)   c) y = –5 + 2/(x + 3)     d) y = 5 + 1/(x + 3) 

10. La única función exponencial es:  

a) y = x7 + x6     b) y = 3x   c) y = 3x + x2     d) y = 1/3x+ x2 
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Resumen 

En el siglo XVII, y prácticamente al mismo tiempo, Newton y Leibniz llegaron al concepto de derivada, y 
con él al de Cálculo Diferencial. Con ello se consideró que todo se podría conocer mediante funciones y 
sus derivadas. Es lo que se conoce como el Determinismo Científico.  

Las derivadas se usan en general para conocer la tendencia de una función. Por ejemplo, en mecánica, 
la  posición  de  un  objeto  es  una  función  del  tiempo,  y  su  tendencia,  o  su  variación  respecto  de  la 
variable (tiempo) es la velocidad.  

Por ejemplo:  la predicción del tiempo meteorológico no se basa únicamente en el valor de  la presión 
atmosférica  en  un momento  dado,  sino  que  para  saber  si  va  a  hacer  buen  o mal  tiempo  es  preciso 
conocer las variaciones bruscas de la presión. Una variación de la presión de 12 mm no tiene ninguna 
consecuencia si ocurre en un periodo de tiempo de cinco días, pero sí la tiene si ocurre en sólo 8 horas. 
Una caída de presión atmosférica que dure más de tres horas y que sea en media superior a 1.3 mm por 
hora anuncia mal tiempo, y si ya  lo hace, continuará haciéndolo. Un aumento de presión atmosférica 
que dure más de tres horas y que sea en media superior a 1.3 mm por hora anuncia buen tiempo, y si 
ya lo hace, continuará haciéndolo. 

La  tendencia  de una  función de  costes  o  de beneficios 
de  una  empresa,  por  ejemplo,  o  de  precio  de  ventas, 
nos indica cuándo son crecientes o son decrecientes. La 
derivada de esas funciones nos proporciona información 
relevante. 

Se utiliza la derivada para determinar la pendiente de la 
recta tangente de una función en un punto. 

Una vez  conocida  la derivada de una  función podemos 
utilizarla  para  calcular  sus  máximos  y  mínimos,  su 
crecimiento y decrecimiento, lo que a su vez nos permite dibujar su gráfica con mayor precisión. 
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1. CONCEPTO DE DERIVADA 

1.1. Tasa de variación media de una función 

Actividades de introducción 

 Un viaje 

Jorge y Adela han ido de viaje desde Madrid hacia Alicante. Han salido a las 12 horas. Llevan un aparato 
que les dice en todo momento cuánto tiempo llevan viajando desde que salieron y los kilómetros que 
llevan recorridos. Por eso saben que a la hora de haber salido de casa sólo han recorrido 43 kilómetros 
y que a las 2 horas han recorrido 153.6 kilómetros. Han representado gráficamente la función tiempo 

(en  horas)   distancia  recorrida  (en  km).  Los  tramos OA, AB, CD  y DE  los  han  representado  con 
segmentos, y los tramos BC y EF con parábolas. 

 ¿Qué distancia han recorrido en total? 

 ¿Cuánto han tardado? 

 ¿Cuál ha sido la velocidad media del coche durante el viaje? 

 ¿Han parado en algún momento? ¿En cuál o en cuáles? 
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 ¿Cuánto consideras que tardaron en salir de Madrid hacia la autovía? 

 ¿Cuál ha sido la velocidad media entre la primera media hora y una hora? ¿Crees que había 
mucho tráfico en la autovía? 

 ¿Cuál ha sido la velocidad media entre la primera hora y la segunda hora? 

 ¿Cuál ha sido la velocidad media entre los instantes 2.5 y 3 horas? 

 ¿Cuál ha sido la velocidad media entre los instantes 3 y 5 horas? 

 En autovía la velocidad máxima permitida es de 120 km/h, ¿crees que en algún momento se 
ha sobrepasado? ¿Puedes estar seguro? 

 

En  la  gráfica podemos  ver que  se han  recorrido unos 450  km. Han  sido exactamente 446.2  km. Han 
tardado 5 horas.  

 

La velocidad media entre los instantes t1 y t2 viene dada por el cociente: 

12

12 )()(
tt

tftf




  

luego la velocidad media del viaje ha sido de 
௙ሺହሻି௙ሺ଴ሻ

ହି଴
ൌ ସସ଺.ଶି଴

ହି଴
ൌ 89.24 km/h. 

 

Han  ido  muy  despacio  al  principio  del  viaje.  Quizás  estaban  todavía  en  Madrid  y  paraban  en  los 
semáforos  o  había  atascos.  Tardaron  una  media  hora  en  salir  de  Madrid.  Posteriormente  hay  una 
parada larga de media hora a las dos horas de viaje. Quizás pararon a comer. 

La velocidad media entre la primera media hora y una hora ha sido de:  

௙ሺଵሻି௙ሺ଴.ହሻ

ଵି଴.ହ
ൌ ସଷିଷ

଴.ହ
ൌ 80 km/h. 

Había bastante tráfico en la autovía. Es una velocidad media bastante baja.  

La velocidad media entre la primera hora y la segunda hora ha sido de: 

௙ሺଶሻି௙ሺଵሻ

ଶିଵ
ൌ ଵହଷ.଺ିସଷ

ଵ
ൌ 110.6 km/h. 

La velocidad media entre los instantes 2.5 y 3 ha sido de: 

௙ሺଷሻି௙ሺଶ.ହሻ

ଷିଶ.ହ
ൌ ଶ଴଼.଺ିଵହଷ.଺

଴.ହ
ൌ 110 km/h. 

La velocidad media entre los instantes 3 y 5 horas ha sido de: 

௙ሺହሻି௙ሺଷሻ

ହିଷ
ൌ ସସ଺.ଶିଶ଴଼.଺

ଶ
ൌ 118.8 km/h. 

Por  el  cálculo  que  hemos  hecho  de  velocidades  medias  observamos  que  han  estado  cerca  de  la 
velocidad máxima permitida, pero no podemos asegurar que se haya sobrepasado, ni tampoco que no. 
Para responder a esta pregunta deberemos saber más. 
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Actividades de introducción 

 Ganancias de una empresa 

Las ganancias de una empresa han sido: 

Años  2009  2010  2011  2012  2013  2014 

Ganancias (miles de euros)   427  503  432  570  470  515 

¿En qué año fueron máximas las ganancias? ¿Cuál ha sido la ganancia media desde 2009 hasta 2014? ¿Y 
desde 2011 hasta 2014? 

Las ganancias fueron máximas en el año 2012. 

La ganancia media entre 2009 y 2014 ha sido: 

ab

afbf


 )()(

 = 
௙ሺଶ଴ଵସሻି௙ሺଶ଴଴ଽሻ

ଶ଴ଵସିଶ଴଴ଽ
ൌ ହଵହିସଶ଻

ହ
ൌ ଼଼

ହ
ൌ 17.6 euros 

La ganancia media entre 2011 y 2014 ha sido: 

ab

afbf


 )()(

 = 
௙ሺଶ଴ଵସሻି௙ሺଶ଴ଵଵሻ

ଶ଴ଵସିଶ଴ଵଵ
ൌ ହଵହିସଷଶ

ଷ
ൌ ଼ଷ

ଷ
ൌ 27.6 euros 

¿Son  REALMENTE  IMPORTANTES  las  DERIVADAS?  Aplicaciones  de  LA  DERIVADAS  Y  EL 
CÁLCULO.  En  este  video  te  mostramos  algunas  de  las  aplicaciones  de  la 
derivada  en  diversas  áreas  de  la  ciencia  y  la  tecnología.  Veremos  cómo  se 
utiliza  la  derivada  para  optimizar  diferentes  problemas.  También 
exploraremos  cómo  la  derivada  se  utiliza  en  el  campo  de  la  inteligencia  artificial,  para 

entrenar  modelos  de  aprendizaje  automático  y  mejorar  su  rendimiento.  Además,  discutiremos  la 
importancia de las matemáticas para la sociedad y cómo estas herramientas científicas nos ayudan a 
comprender  y  resolver  problemas  importantes  en  el  mundo  real.  ¡No  te  pierdas  este  video 
interesante y aprende más sobre las aplicaciones de la derivada! 

https://www.youtube.com/watch?v=KYvTWs54EgE 

Tasa de variación 

Se define la tasa de variación de una función f entre los valores a y b como: 

TV(a, b) = f(b) – f(a) 

Tasa de variación media 

Se define la tasa de variación media de una función f entre 
los valores a y b como: 

TVM(a, b) = 
ab

afbf


 )()(

 

La  tasa de variación media determina  la velocidad media, 
si la función f es una función espacio – tiempo, y determina 
la pendiente o coeficiente angular de la recta secante que 
pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).   
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Actividades resueltas 

 La pendiente o coeficiente angular de la recta secante de y = x² + 3x en el intervalo [1, 3] es: 

7
2

14
2

)31()99(
13

)1()3(






 ff

. 

En efecto, la recta que pasa por los puntos (1, 4) y (3, 18) tiene de ecuación: y = 7x – 3, y su coeficiente 
angular es 7. 

 La pendiente o coeficiente angular de la recta secante de y 
= x² + 3x en el intervalo [–2, 0] es: 

1
2

)2(
2

))2(3)2(()0(
)2(0

)2()0( 2









 ff

. 

En efecto, la recta que pasa por los puntos (–2, –2) y (0, 0) tiene de 
ecuación: y = x, y su coeficiente angular es 1. 

 

La tasa de variación media de una función f en el intervalo (a, b) coincide con la pendiente de la recta 
secante a la gráfica de la función que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). 

 La velocidad media de un coche que tarda 5 horas en recorrer 550 km es 550/5 = 110 km/h. 

La  tasa de variación media de una  función espacio –  tiempo en el  intervalo  (a, b) nos proporciona  la 
velocidad media entre el tiempo a y el tiempo b. La tasa de variación media de una función velocidad  
tiempo nos proporciona la aceleración media. 

 

  C(x) = x2 + 7x es la función de costes donde C(x)  indica el coste de fabricación de x unidades. 
Calcula la tasa de variación media entre 0 y 1 000 unidades, y la tasa de variación media entre 
100 y 500 unidades.   

𝑇𝑉𝑀ሺ0, 1 000ሻ ൌ
𝐶ሺ1 000ሻ െ 𝐶ሺ0ሻ

1 000 െ 0
ൌ

ሺ1 000 000 ൅ 7 000ሻ െ ሺ0ሻ

1 000
ൌ 10 007 

𝑇𝑉𝑀ሺ100, 500ሻ ൌ ஼ሺହ଴଴ሻ ି ஼ሺଵ଴଴ሻ

ହ଴଴ ି ଵ଴଴
ൌ

൫ଶହ଴ ଴଴଴ ା ଷ ହ଴଴൯ ି ൫ଵ଴ ଴଴଴ ା ଻଴଴൯

ସ଴଴
ൌ ଶହଷ ହ଴଴ ି ଵ଴ ଻଴଴

ସ଴଴
ൌ 356.5. 

Actividades propuestas 

1. Halla la tasa de variación media en los intervalos [–3, 2], [1, 5] y [0, 3] de las funciones siguientes: 

a) y = 3x – 4     b) y = –2x – 3    c) y = 0.5x + 2     d) y = x – 1  

A  la  vista  de  lo  que  has  obtenido,  ¿crees  que  la  tasa  de  variación  media  de  las  funciones 
polinómicas  de  primer  grado  es  siempre  constante  e  igual  a  la  pendiente  de  la  recta  que  la 
representa? 

2. Halla la tasa de variación media de la función y = x2
 
– 1 en los intervalos [–3, 2], [1, 5] y [0, 3]. ¿Es 

ahora constante? 

3. Halla la tasa de variación media de la función y = x3 + 1 en los intervalos [–3, 2], [1, 5] y [0, 3]. 
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Habrás comprobado que en los dos últimos ejercicios la tasa de variación media no es constante. 

4. Al hacer un estudio sobre el aterrizaje de aviones se graba una película desde el momento en que el 
avión toca tierra hasta que se para, y se miden los tiempos y las distancias recorridas: 

Tiempo (t) en segundos  0  2  4  6  8  10  12  14 

Distancia (d) en metros  0  100  175  230  270  300  325  340 

a) Calcula la velocidad media del avión.  

b) Calcula la velocidad media en los intervalos: [0, 6], [2, 10] y [6, 14]. 

c) ¿Es constante? 

5. Se  estudia  la  posición  de  un  coche  respecto  de  la  salida  de  un  túnel  y  se  obtienen  los  datos 
siguientes: 

Tiempo (segundos)  0  5  10  15  20  25  30  35  40 

Distancia (metros)  0  100  200  290  370  430  510  610  720 

a) Calcula la velocidad media del coche en el intervalo [0, 40]. 

b) Calcula la velocidad media en los intervalos [15, 25] y [20, 30]. ¿Es contante? 

c) Si la velocidad máxima permitida es de 120 km/h, ¿consideras que ha podido sobrepasarla en 

algún momento? ¿Y si la velocidad máxima fuese de 80 km/h? 

 

6. El  tren  AVE  sale  de  la  estación  y  aumenta  su  velocidad  hasta  llegar  a  250  km/h  en  10 minutos, 
mantiene entonces esa velocidad constante durante hora y media, y comienza a disminuirla hasta 
pararse en otros 10 minutos.  

a) Representa en una gráfica la función tiempo ‐ velocidad. 

b) Ya sabes que la aceleración nos indica la variación de velocidad. Indica la aceleración media 

en los primeros 10 minutos.  

c) Indica la aceleración media entre el minuto 10 y el minuto 90. 

d) Determina la aceleración en los últimos 10 minutos. 

7. La función de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B(x) = x2 + 7x + x , donde B(x) 
indica el beneficio que obtiene  la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula  la tasa de variación 
media de los beneficios entre 0 y 100 unidades, y la tasa de variación media de los beneficios entre 
25 y 100 unidades.   

8. Una empresa determina que los costes de producción por trabajador contratado son C(x) = x + √𝑥 y 
que los ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2. Por 
tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas 
funciones no  son continuas, no  se pueden contratar 3.7  trabajadores, es una  función escalonada, 
pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas). Determina la tasa de variación media si 
se contratan entre 100 y 2 500 trabajadores.   
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1.2. Tasa de variación instantánea 

El estudio de la tasa de variación media resulta insuficiente para resolver determinados problemas. 

Por ejemplo, si volvemos a la actividad del viaje, no sabemos a qué velocidad iba el coche a las 2 horas 
exactamente.  Tampoco  sabemos  si  en  algún  momento  ha  sobrepasado  la  velocidad  permitida  de 
120 km/h.  

Otro  ejemplo:  Si  un  avión  (o  un  coche)  sufre  un  accidente,  y  los  expertos 
quieren determinar las causas, no les interesa la velocidad media del avión, sino 
la velocidad instantánea en el momento del accidente. 

Otro  ejemplo  más:  Los  bomberos  utilizan  lonas  para 
recoger a las personas que deben saltar de un incendio. 

Para fabricar  la  lona y que resista deben conocer  la velocidad en el momento 
del impacto, no la velocidad media de caída. 

Actividades de introducción 

 La rama de parábola que representa el último tramo del viaje del ejercicio de introducción tiene 

por ecuación:  y = 0.1x² + 118x  143.3.  

Han puesto una multa, y queremos saber si hemos sobrepasado  la velocidad permitida. ¿Cómo crees 
que la policía de tráfico sabe si la hemos sobrepasado? ¿Sabe calcular la tasa de variación instantánea? 
No. No sabe. Hacen una fotografía y calculan la tasa de variación media en un intervalo muy pequeño.  

Queremos saber cuál ha sido la velocidad del coche en el instante t = 4, en el 
que nos han puesto la multa. Utilizamos la calculadora del móvil y calculamos 
la  velocidad  media  en  el  intervalo  [4,  5],  que  es  la  pendiente  de  la  recta 
secante PQ1. 

𝑓ሺ5ሻ െ 𝑓ሺ4ሻ
5 െ 4

ൌ
446.2 െ 327.3

1
ൌ 118.9 

Calculamos  velocidades  medias  y  pendientes  en  intervalos  cada  vez  más 
pequeños: 

Velocidad media en el intervalo [4, 4.1]: 

𝑓ሺ4.1ሻ െ 𝑓ሺ4ሻ
4.1 െ 4

ൌ
339.181 െ 327.3

0.1
ൌ

11.881
0.1

ൌ 118.81 

Velocidad media en el intervalo [4, 4.01]: 

𝑓ሺ4.01ሻ െ 𝑓ሺ4ሻ
4.01 െ 4

ൌ
328.48801 െ 327.3

0.01
ൌ

1.18801
0.01

ൌ 118.801 

Velocidad media en el intervalo [4, 4.001]: 

𝑓ሺ4.001ሻ െ 𝑓ሺ4ሻ
4.001 െ 4

ൌ
327.418001 െ 327.3

0.001
ൌ

0.1188001
0.01

ൌ 118.8001 

Velocidad media en el intervalo [4, 4.0001]: 
𝑓ሺ4.0001ሻ െ 𝑓ሺ4ሻ

4.0001 െ 4
ൌ

327.311880001 െ 327.3
0.0001

ൌ
0.011880001

0.001
ൌ 118.80001 

Los  valores:  118.9;  118.81;  118.801;  118.8001;  118.80001,  ¿a  qué  valor  crees  que  se  aproximan? 
¿Parecen acercarse a 118.8?  
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Para hacer estos cálculos hemos usado una hoja de cálculo. Revísalos 
tú usando una hoja de cálculo, 
 

Tomamos ahora intervalos de extremo 4: 

 

Velocidad media en el intervalo [3, 4] = pendiente de la recta R1P. 

𝑓ሺ4ሻ െ 𝑓ሺ3ሻ
4 െ 3

ൌ
327.3 െ 208.6

1
ൌ 118.7 

Velocidad media en el intervalo [3.9, 4]: 

𝑓ሺ4ሻ െ 𝑓ሺ3.9ሻ
4 െ 3.9

ൌ
327.3 െ 315.421

0.1
ൌ

11.79
0.1

ൌ 118.79 

Velocidad media en el intervalo [3.99, 4]: 

𝑓ሺ4ሻ െ 𝑓ሺ3.99ሻ
4 െ 3.99

ൌ
327.3 െ 326.11201

0.01
ൌ

1.18799
0.01

ൌ 118.799 

Velocidad media en el intervalo [3.999, 4]: 

𝑓ሺ4ሻ െ 𝑓ሺ3.999ሻ
4 െ 3.999

ൌ
327.3 െ 327.1812001

0.001
ൌ

0.1187999
0.001

ൌ 118.7999 

Velocidad media en el intervalo [3.9999, 4]: 

𝑓ሺ4ሻ െ 𝑓ሺ3.9999ሻ
4 െ 3.9999

ൌ
327.3 െ 327.28812

0.0001
ൌ

0.011879999
0.0001

ൌ 118.79999 

Los valores 118.7; 118.79; 118.799; 118.7999; 118.79999, ¿a qué valor tienden? ¿Parecen acercarse, de 
nuevo, a 118.8? 

 

Este es el procedimiento usado por la policía de tráfico. Hacen una fotografía y determinan la velocidad 
media en un intervalo muy pequeño. Estamos seguros de que a las 4 horas no hemos sobrepasado los 
120 km/h permitidos, pero hemos estado muy cerca, 118.8 km/h. 

NOTA:  

Este procedimiento de ir calculando velocidades medias en intervalos cada vez más pequeños es muy 
laborioso.  Nunca más  vamos  a  hacerlo  así.  Pero  hemos  querido  hacerlo  al menos  una  vez  para  que 
comprendas mejor el paso al límite. 

 

Observa que las velocidades medias y las pendientes de las rectas secantes que pasan por P parece que 
se aproximan a un número, 118.8, tanto cuando 4 es el origen del intervalo como cuando es el extremo.  

A  ese número,  el  límite  al  que  tiende  la  velocidad media,  es  lo  que  vamos  a  definir  como  velocidad 
instantánea, y en general como derivada de una función en un punto. 

 

En el ejemplo anterior ese límite parece que es 118.8 km/h que es la velocidad instantánea a las 4 horas 
de viaje. 
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Observa cómo las rectas secantes se aproximan a una recta, que es la recta tangente a la gráfica de la 
función en el punto P. 

 

 

Actividades resueltas 

 Calcula la derivada de la función y = 0.1x² + 118x  146.3 en x = 4. 

Hemos afirmado que, “parecen acercarse”, pero para asegurarnos vamos a calcular la tasa de variación 
media en cualquier intervalo [x, 4] y calcular el límite cuando x tiende a 4. 

Por lo que la solución pasa por resolver este límite. 

𝑓´ሺ4ሻ ൌ lim
௫→ସ

𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ4ሻ
𝑥 െ 4

ൌ lim
௫→ସ

ሺ0.1𝑥ଶ ൅ 118𝑥 െ 143.3ሻ െ 330.3
𝑥 െ 4

ൌ lim
௫→ସ

0.1𝑥ଶ ൅ 118𝑥 െ 473.6
𝑥 െ 4

 

Recordando  lo  aprendido  sobre  límites,  vemos que  se  trata  de una  indeterminación que  se  resuelve 
dividiendo los polinomios. 

 

De manera que, igual que en otras ocasiones, dividiremos los polinomios para simplificar la expresión y 
calcular el límite. Mediante cualquier método de descomposición mediante raíces, se comprueba que: 

0.1x² + 118x  473.6 = (x – 4) ꞏ (0.1x + 118.4) 

Por ejemplo, para calcular el límite podemos dividir el polinomio del numerador entre x – 4 por la regla 
de Ruffini: 

  0.1    118    473.6 

4      0.4      473.6 

  0.1    118.4         0 
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El cociente es: 0.1x + 118.4.  

Por lo que la solución pasa por resolver este límite. 

𝑓´ሺ4ሻ ൌ lim
௫→ସ

0.1𝑥ଶ ൅ 118𝑥 െ 473.6
𝑥 െ 4

ൌ lim
௫→ସ

ሺ0.1𝑥 ൅ 118.4ሻ ൌ 118.8 

Resuelta la indeterminación, para calcular el límite, basta sustituir x por 4, y hemos obtenido 118.8. 

 

Actividad resuelta 

 Para  estar  seguros  de  no  haber  sobrepasado  la  velocidad  permitida  vamos  a  calcular  la 
velocidad instantánea a las 5 horas de haber comenzado el viaje: 

lim
௫→ହ

𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ5ሻ
𝑥 െ 5

ൌ lim
௫→ହ

ሺ0.1𝑥ଶ ൅ 118𝑥 െ 143.3ሻ െ 446.2
𝑥 െ 5

ൌ lim
௫→ହ

0.1𝑥ଶ ൅ 118𝑥 െ 592.5
𝑥 െ 5

ൌ lim
௫→ହ

ሺ0.1𝑥 ൅ 118.5ሻ ൌ 119 

Para simplificar el cociente hemos dividido los polinomios por la regla de Ruffini: 

 

  0.1    118    592.5 

5      0.5      592.5 

  0.1    118.5         0 

 

El cociente es: 0.1x + 118.5. Resuelta la indeterminación, para calcular el límite, basta sustituir x por 5, y 
hemos obtenido 119. 

La velocidad instantánea a las 5 horas es de 119 km/h, pero no hemos sobrepasado los 120 km/h. 
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1.3. Definición de derivada de una función en un punto 

La  derivada  de  una  función  en  un  punto  responde  al  estudio  de  dos  problemas  aparentemente 
distintos: El primero es el estudio del ritmo de variación de la función en dicho punto. El segundo es de 
índole geométrica:  la derivada de una función en un punto indica el valor de la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de la función en ese punto. 

Por eso se calcula como el valor de la pendiente de una recta, dividiendo el incremento de la variable y 
entre el incremento de la variable x: 

Incremento de la variable y = f(x) – f(a) 

Incremento de la variable x = x – a 

Pendiente de la recta secante que pasa por (x, f(x)) y por (a, f(a)) = m = 
ax

afxf


 )()(

 

Ese cociente de  incrementos es el valor de  la pendiente de  la  recta secante alrededor de a, no de  la 
tangente en el punto a. Para que sea tangente en el punto a, el valor de x  se tiene que aproximar al 
valor de a y, por ello, debemos calcular el límite. Entonces las rectas secantes se aproximan a la recta 
tangente. 

ax

afxf
lím

ax 




)()(
 

Si hacemos un cambio de variable, tal que x = a + h  tendremos que, cuando x tiende a a entonces h 
tiende a 0 y por ello, podemos escribir la definición de derivada como: 

h

afhaf
lím
h

)()(
0




 

 

Definición: 

Si X es un intervalo abierto, f: X   una función y a  X, se dice que f es derivable en a si existe el 
límite: 

ax

afxf
lím

ax 




)()(
  

y es un número real (es decir, no es infinito).  
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El valor del  límite  lo denominamos derivada de  f en x = a,  y  lo  representamos por  f’(a), Df(a) o por 

)(a
dx

df
. 

ax

afxf
a

dx

df
aDFaf lím

ax 





)()()()()('  = 
h

afhaf
lím

h

)()(
0




 

 
 

 

   



 

 Matemáticas orientadas a las enseñanzas académicas. 4º B de ESO. Capítulo 7: Derivadas. Autor: Jorge Muñoz 
  Revisores: María Molero, Emilio Díaz y Luis Carlos Vidal 
www.apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

266  Derivadas

Actividades resueltas 

 Calcula la derivada de la función y = 0.1x² + 118x  146.3 en x = a. 

Queremos hacer lo mismo que en actividades resueltas anteriores, pero en un punto genérico x = a. Por 
tanto  

lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑎ሻ
𝑥 െ 𝑎

ൌ lim
௫→௔

ሺ0.1𝑥ଶ ൅ 118𝑥 െ 143.3ሻ െ ሺ0.1𝑎ଶ ൅ 118𝑎 െ 143.3ሻ

𝑥 െ 𝑎
ൌ lim

௫→௔

0.1ሺ𝑥ଶ െ 𝑎ଶሻ ൅ 118ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ

𝑥 െ 𝑎
ൌ 

lim
𝑥→𝑎

ሺ𝑥 െ 𝑎ሻሺ0.1ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ ൅ 118ሻ

𝑥 െ 𝑎
ൌ lim

𝑥→𝑎
ሺ0.1ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ ൅ 118ሻ ൌ 0.2𝑎 ൅ 118 

Por tanto, f’(a) = 0.2a + 118. 
Reto:  

 Calcula la derivada para cualquier punto x = a de la función y = x². 
Solución 1:  

Sustituyendo los valores de la función y = x² en la definición resulta que: 

f(x) = x2;  f(a) = a2; 
ax

ax

ax

afxf
af límlím

axax 









22)()()('  

Por lo que la solución pasa por resolver este límite. 
Recordando lo aprendido sobre límites, vemos que se trata de una indeterminación ya que para el valor 
a se anulan el numerador y el denominador. 

De manera que, igual que en otras ocasiones, debemos dividir ambos polinomios. Mediante cualquier 
método de descomposición mediante raíces, se comprueba que: 

x2 – a2 = (x – a) ∙ (x + a)  (suma por diferencia, diferencia de cuadrados) 

Así que, después de sustituir, el límite sería: 

aax
ax

axax

ax

ax
af límlímlím

axaxax
2)()()()('

22












 

 Calcula la derivada de la función y = x² mediante el límite de la otra expresión de la derivada. 

Solución 2:  

Sustituyendo los valores de la función y = x² en la definición 
h

afhaf
af lím

h

)()()('
0





 resulta que: 

f(x) = x2; f(a) = a2; f(a + h) = (a + h)2. 

h

hah

h

ahaha

h

aha

h

afhaf
af límlímlímlím

hhhh

2

0

222

0

22

00

22)()()()(' 












 

Dividiendo por h, se obtiene: 

aha
h

hah
af límlím

hh
2)2(2)('

0

2

0






 

Reto:  

 Calcula la derivada en un punto cualquiera x para la función y = x². 
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Actividades propuestas 

9. Halla la derivada de las funciones siguientes en los puntos x = 1, x = 3 y x = 5: 
a) y = 3x – 4     b) y = –2x – 3    c) y = 0.5x + 2    d) y = x – 1  
A  la  vista  de  lo  que  has  obtenido,  ¿crees  que  la  derivada de  las  funciones  polinómicas  de  primer 
grado es siempre constante e igual a la pendiente de la recta que la representa? 

10. Halla la derivada de la función y = x2 – 1 en los puntos x = 1, x = 3 y x = 5. ¿Es ahora constante? 

11. Halla la derivada de la función y = x3 + 1 en los puntos x = 1, x = 3 y x = 5. 

Habrás comprobado que en los dos últimos ejercicios la derivada no es constante. 

12. En el viaje de la actividad de introducción el coche recorría entre la primera hora y la segunda una 
distancia  y  dada  por  la  ecuación:  y = 0.2x2 + 110x – 67.2.  Determina  la  velocidad  que  llevaba  el 
coche para x = 1.5.  

13. En dicho viaje la distancia recorrida para 2.5  x  3 viene dada por la ecuación y = 110x – 121.4. Y 
para 3  x  5 por y = 0.1x² + 118x – 146.3. Para x = 3 hay un cambio en  la velocidad. Calcula  la 
velocidad antes de x = 3, y la velocidad después de x = 3. 

14. Un vehículo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 50x   0.2x² (x e y en 
km).  La  dirección  del  vehículo  nos  la  proporciona  la  recta  tangente  en  cada  punto.  Determina  la 
dirección del vehículo cuando está a 2 km de distancia sobre el horizonte. 

15. Desde un avión nodriza se suelta un avión experimental cuyo  impulsor se 
enciende  a  la máxima potencia  y  permanece  encendido  20  segundos.  La 
distancia  que  separa  al  avión  experimental  del  avión  nodriza  viene  dada 
por d = 0.3t⁴. Calcula la velocidad del avión experimental a los 3, 4, 7 y 10 
segundos de haber sido soltado. 

16. Representa gráficamente la función y = 2, y determina su derivada para x = 
1, 2, 3... a. ¿Cuánto vale? ¿Es siempre la misma? ¿Ocurrirá  lo mismo para 
cualquier recta horizontal y = b? 

17. Dibuja  una  función  cualquiera  y  dos  puntos  sobre  ella,  f(x)  y  f(a), 
correspondientes  a  las  ordenadas  x,  a.  Interpreta  geométricamente  la 
definición de derivada a partir del dibujo. 

18. Caída  libre  de  una  pelota.  En  la  figura  se muestran,  mediante  fotografía 
estroboscópica1,  las  posiciones  de  la  pelota  a  intervalos  regulares  de 
tiempo: para t = 1, 2, 3, 4, 5, ..., el espacio recorrido es proporcional a 1, 4, 
9,  16,  25,  ...,  etc.  Calcula  la  función  de  posición  y = f(t),  y  calcula  la 
velocidad y la aceleración derivando la función de posición. 

19. Dibuja una función cualquiera y un punto cualquiera sobre la función f(a). 
Dibuja  también  un  segmento  sobre  el  eje  de  abscisas  con  origen  en  a  y 
longitud  h.  Interpreta  de  nuevo  la  definición  de  derivada  en  un  punto 
basándote en dicha figura. 

                                                       

1  Una  lámpara  estroboscópica  es  un  instrumento  que  ilumina  una  escena  durante  intervalos  regulares  de  tiempo.  Si 
utilizamos este tipo de luz sobre un movimiento repetitivo, como la rotación de una rueda, y el intervalo coincide con un 
periodo completo de movimiento, el objeto parecerá estático al observador. 

 
Posiciones de la pelota a 
intervalos regulares de 

tiempo, para t = 1, 2, 3, 4, 
5 ... 
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20. En  un  ejercicio  anterior  vimos  que  una  empresa  determina  que  los  ingresos  por  ventas  por 

trabajador contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2. (Observa que esta función no es continua, no 
se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una función escalonada, pero vamos a trabajar como si lo 
fuera).  Determina  la  derivada  de  la  función  ingresos  respecto  a  las  personas  contratadas.  ¿Qué 
significado crees que tiene?   

21. Calcula  la  derivada mediante  el  límite  de  la  función  y = x² – x + 1  en  el  punto  x = 1. Calcula  la 
derivada mediante  el  límite  de  la  función  y = x² – x + 1  en  el  punto  x = a.  Calcula mediante  la 

expresión resultante f ’(1), f ’(2), f ’(12), f ’(5.43) y f ’(7). 

Ejemplo: 

 En el ejercicio de introducción del viaje calculamos las velocidades medias cuando 4 era el origen 
y luego cuando 4 era el extremo del intervalo.  

En un caso los valores de las velocidades medias obtenidas eran de:  
118.7;    118.79;   118.799;   118.7999;   118.79999, 

cuando el punto era menor que 4, y en el otro de:  
118.9;    118.81;   118.801;   118.8001;   118.80001, 

cuando el punto era mayor que 4.  
En el primer caso se ha calculado el límite a la izquierda y en el segundo, el límite a la derecha. 

Para que exista derivada de la función en un punto (a, f(a), debe existir el límite 
ax

afxf
lím

ax 




)()(
 por lo 

que deben existir los dos límites laterales y sus valores deben coincidir. 

Actividades resueltas 

 Las  funciones  cuyas  gráficas  aparecen  a  continuación  son  derivables  en  todos  los  puntos 
excepto en (0, 0). Observa el comportamiento de la gráfica en dicho punto. Comprueba cómo 
o no existe alguno de los límites laterales o éstos no coinciden.   

 

Los límites laterales existen, pero no coinciden, 

valen 1 y 1 respectivamente. 

 

Los límites laterales existen, pero no coinciden, 
valen 0 y 1 respectivamente. 

 

El límite lateral a la izquierda no existe.  

 

Los límites laterales existen, pero no coinciden. La 
función no es continua en el origen. 
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1.4. Función derivada 

Hasta  ahora  hemos  calculado  la  derivada  de  una  función  en  un  punto,  o  lo  que  es  lo  mismo,  la 
pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto. 

Hemos  calculado  derivadas  en  puntos  concretos  como  x  =  1,  x  =  3...  y  en  ocasiones  en  un  punto 
genérico x = a.  La ventaja de utilizar un punto de cálculo genérico x = a, es, que sustituyendo por el 
valor que nos interese (a = 1, a = 3...), podemos calcular rápidamente la derivada en dichos puntos, y no 
tendremos que repetir el cálculo para cada uno de ellos. 

De esta forma estamos definiendo una nueva función, pues a cada punto le asignamos su derivada, que 
vamos a denominar  función derivada, y = f’(x),  y al punto  le vamos a  llamar, en  lugar de  (a), x. A  la 
función f’ se le llama función derivada de f. 

Definición: 

Si f es derivable en X se llama función derivada de f a la función que asocia a cada número real de X el 

valor de la derivada de f en dicho punto. A esta nueva función la designamos por f’, Df o 
dx

df
. 

Por ejemplo, en el caso: f(x) = x³ entonces f’(a) = 3ꞏa² 

La segunda expresión es una función que asigna a cada punto (a) su cuadrado multiplicado por tres. Por 
lo tanto: si f(x) = x³ entonces f’(x) = 3ꞏx². 

Ejemplo: 

 Para calcular la derivada de f(x) = k, utilizamos la definición de derivada: 

000)()()(' 








 xbxb

xfbf
xf límlím

xbxb
 

 
Ejemplo: 

 Para calcular la derivada de f(x) = x³ volvemos a utilizar la definición de derivada: 

      222
2233

3)()()(' xxbxb
xb

xbxbxb

xb

xb

xb

xfbf
xf límlímlímlím

xbxbxbxb
















 

 

Derivación y continuidad 

Si f es derivable en un punto entonces la función es continua en dicho punto. 

Actividades propuestas 

22. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla con las derivadas: 

Función  f(x) = x³ f(x) = 2 f(x) = x² f(x) = x f(x) = k f(x) = 2x + 3 f(x) = 2x² + 3x 

Derivada  f’(x) = 3x² f’(x) = f’(x) = f’(x) = f’(x) = f’(x) = f’(x) = 

23. Piensa en un ejemplo de función no derivable y que sí sea continua. 

24. Piensa en un ejemplo de función con un mínimo en un punto en el que no es derivable. 
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2. REGLAS DE DERIVACIÓN 
El  procedimiento  de  calcular  la  función  derivada  calculando  el  límite  se  puede  simplificar  mucho 
utilizando las “reglas de derivación”. Ya hemos calculado muchas derivadas, por lo que ya sabes que la 

derivada de y = x²  x + 1 es y’= 2x  1; que la derivada de y = 80x  37 es y’= 80; que la derivada de y = 
0.1x² + 118x  146.3 es y’= 0.2x + 118... Para que el proceso de calcular derivadas no sea tan laborioso 
como  lo es aplicando  la definición de derivada, vamos a estudiar  las  reglas que nos permitan derivar 
rápidamente y con eficacia. 

 

2.1. Derivada de la función potencial f(x) = xn, n N 

Observa que ya hemos calculado la derivada de varias de estas funciones: si f(x) = x² entonces f’(x) = 
2x; si f(x) = x³ entonces f’(x) = 3x²...  

¿Cuál crees que es la derivada de x⁸? ¿Y la de x⁵? Son 8x⁷ y 5x⁴, ¿has acertado?  

Para la derivada de f(x) = xn, n  N esperamos obtener que: 

Si f(x) = xn entonces f’(x) = n ꞏ xn1, n  N 

Para demostrarlo usamos la definición de derivada y la regla de Ruffini para calcular el límite: 

bn – xn = (b – x)∙(bn1 + xꞏbn2 + x2∙bn3 + … + xn2∙b + xn1) 

f’(x)  
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) x+ b x+ … + b x+ b x+ (b)()( 1 -n2-n3-n 22 -n1 -n
 

  1121 ... 


 nnnn

xb
nxxxbblím . c.q.d. 

Observación: 

El símbolo + con puntos suspensivos (+ ... +) equivale la suma de todos los términos intermedios, que 
como  se  puede  ver  en  los  exponentes,  son  un  total  de  n.  También  se  puede  escribir  en  forma  de 
sumatorio:  

bn1 + xꞏbn2 + x2∙bn3 + … + xn2∙b + xn1 =  


 
n

k

kkn xb
1

1  

 

Otra observación: 

c.q.d. es la abreviatura de “como queríamos demostrar”. 

 

Otra observación más: 

La derivada de la función f(x) = xk, aunque k no sea un número natural, es f’(x) = k ꞏ xk-1. 

La  demostración  que  hemos  hecho  es  sólo  válida  para  valores  naturales  del  exponente,  pero  sin 
embargo  el  resultado  es más  general  y  sirve  para  cualquier  número  de  exponente. Más  adelante  lo 
demostraremos, pero así ya puedes utilizarlo desde el principio del cálculo de derivadas. 
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Actividades resueltas 

 Halla la derivada de la función  3)( xxf   

Se tiene que  3
1

3 xx   y por lo tanto: 

f’(x) 3 2
3
2

3
21

3
1

3
1

3

1
3
1

3
1

x
x

xx 
















 

 

 Observa cómo se han obtenido las derivadas siguientes: 

Función  f(x) = x⁴ f(x) = x⁷  f(x) = x  =x1/2 f(x) = 1/x = x1 f(x) = 1/x² = x2 

Derivada  f’(x) = 4x³ f’(x) = 7x⁶ f’(x) = (1/2)x(1/2)1 = 

(1/2)x1/2 = 
x2

1
 

f’(x) = (1)x⁻² = 
2
1

x

  f’(x) = 2x⁻³ = 3
2

x

  

 

2.2. Derivada de una suma 

También ya nos hemos encontrado con sumas en  los ejercicios que hemos hecho, y hemos obtenido 
que si y = 0.2x² + 110x – 67.2 su derivada es y’= 0.4x + 110; o que si y = 110x – 121.4 entonces y’= 110. 
¿Cuál crees que es la derivada de y = 7 + x²? Si opinas que es y’= 2x, ¡has acertado! Vamos a encontrar 
ahora la regla general:  

La derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas de cada una. Es decir: 

(f + g)’(x) = f’(x) + g’(x) 

 

Demostración: 

Por la definición de derivada y por la propiedad del límite de una suma: 

     











 xb

xgxfbgbf

xb

xgfbgf
xgf límlím

xbxb

)()()()()()()()'(  

)(')(')()()()()()()()(
xgxf

xb

xgbg

xb

xfbf

xb

xgbg

xb

xfbf
límlímlím

xbxbxb

























, c.q.d. 

 

Actividades resueltas 

 Halla la derivada de la siguiente función f(x) = 3x⁵ + x³.  

Se deriva cada término y se suma el resultado, luego f’(x) = 15x⁴ + 3x². 
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2.3. Derivada de una constante por una función 

En ejercicios anteriores ya hemos obtenido que la derivada de 0.1x² es 0.2x, o que la derivada de 110x 
es 110. ¿Cuál crees que es  la derivada de 3x²? Si opinas que es 6x  tu conjetura es acertada. Ahora 
vamos a encontrar una regla general. 

 

Cuando  una  función  esté multiplicada  por  una  constante,  su  derivada  es  igual  a  la  constante  por  la 
derivada de la función: 

Si f(x) = c ꞏ g(x) entonces f’(x) = c ꞏ g’(x). 

Demostración: 

Utilizamos la definición de derivada: 

f’(x) )(')()()()()()(
xgc

xb

xgbg
c

xb

xgcbgc

xb

xfbf
límlímlím

xbxbxb

















,  c.q.d. 

Actividades resueltas 

 Halla la derivada de la siguiente función f(x) = 8x⁴. 

Lo primero es "bajar" el exponente a multiplicar por la variable y hallar un nuevo exponente restando 
una unidad. Después se simplifica la expresión y se eliminan los paréntesis. 

f(x) = 8x⁴ = 8 ꞏ x⁴ luego f’(x) = 8 ∙ 4x⁴⁻¹ = 32x³. 

 

2.4. Derivada de un producto 

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la primera función por 
la segunda función sin derivar más el producto de la primera función sin derivar por la derivada de la 
segunda función: 

(f ꞏ g)’(x) = f ’ (x) ꞏ g(x) + f(x) ꞏ g’(x) 

Demostración: 

Escribimos la definición de derivada: 

  





 xb

xgxfbgbf
xgxf lím

xb

)()()()(')()(  

Sumamos y restamos f(x) ∙ g(b): 





 xb

xgxfbgxfbgxfbgbf
lím

xb

)()()()()()()()(
 

Sacamos factor común f(x) y g(b): 

   





 xb

xgbgxfbgxfbf
lím

xb

)()()()()()(
 

Aplicamos propiedades de los límites, el límite de una suma y el límite de un producto: 
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   









 xb

xgbg
xfbg

xb

xfbf
límlímlímlím

xbxbxbxb

)()()()()()(
 

Calculamos los límites: 

f ’(x) ∙ g(x) + f(x) ∙ g’(x), c.q.d. 

Para hallar la derivada del producto de más de dos funciones puedes utilizar la propiedad asociativa. 

 

 

Actividades resueltas 

 Halla la derivada de la siguiente función f(x) = (4x + 2) ꞏ (3x⁷ + 2). 

Identificamos las funciones de la siguiente manera:  

g(x) = 4x + 2 luego g’(x) = 4 

h(x) = 3x⁷ + 2 luego h’(x) = 21x⁶ 

y utilizando la regla anteriormente expuesta, vemos que: 

f’(x) = (g(x)ꞏh(x))’= g’(x)ꞏh(x)+g(x)ꞏh’(x) = 4(3x⁷+2) +(4x+2)ꞏ(21x⁶) = 12x⁷+8+84x⁷+42x⁶ = 96x⁷+42x⁶+8 

Comprueba que el resultado es el mismo si primero efectuamos el producto y luego derivamos. 

 

2.5. Derivada de un cociente 

La derivada del cociente de dos funciones es igual a la derivada del numerador por el denominador sin 
derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denominador, divididos por el cuadrado del 
denominador. 

൬
𝑓
𝑔

൰
,

ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑓′ሺ𝑥ሻ ⋅ 𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ ⋅ 𝑔′ሺ𝑥ሻ

ሾ𝑔ሺ𝑥ሻሿଶ  

 

Aunque  no  es  riguroso,  para  simplificar  la  notación  y  favorecer  la memoria,  se  puede  escribir  de  la 
siguiente manera: 

൬
𝑓
𝑔

൰
,

ൌ
𝑓′ ⋅ 𝑔 െ 𝑓 ⋅ 𝑔′

ሾ𝑔ሿଶ  

 

Teniendo siempre presente que la variable de las funciones (x) es común a todas. 

Actividades resueltas 

 Halla la derivada de la siguiente función 
x

x
xh

2
13)( 

  

Identificamos las funciones de la siguiente manera: 

f(x) = 3x + 1  f’(x) = 3 
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g(x) = 2x  g’(x) = 2 

y utilizando la regla de la derivada del cociente, vemos que: 

 2)(
)(')()()(')('

xg

xgxfxgxf
xh


  

 22
2)13()2(3)('

x

xx
xh


  

24
266)('

x

xx
xh


  

22 2
1

4
2)('

xx
xh





  

Resumen: 

Derivada de una suma de funciones 

Derivada del producto de una constante por una función 

Derivada de un producto de funciones 

Derivada de un cociente 

(f + g)’(x) = f’(x) + g’(x) 
(cꞏf)’(x) = cꞏf’(x). 

(f ꞏ g)’(x)= f ‘(x) ꞏ g(x) + f(x) ꞏ g’(x) 

 2)(
)(')()()(')(

xg

xgxfxgxf
x

g

f
l










  

Actividades resueltas 

 Calcula las siguientes derivadas y comprueba el resultado: 

a) 
x

xf
1)(   

xx
xf

2
1)('    b) 

9
4)(

23 


xx
xf  

9
23)('

2 xx
xf


  

c) 
x

xxxf
54)( 3    23 2

5

3

11)('
xxx

xf    d) 
3

3)1()(
x

x
xf


  

xx

xx
xf 2

2

2
)1()1(3)(' 

  

e) )36)(12()( 2  xxxxf  12266)(' 2  xxxf  
f) 

3
)4()(

2





x

x
xf  

2)3(
)4)(2()('





x

xx
xf  

Actividades propuestas 

25. Escribe las funciones derivadas de las funciones siguientes:  

a) f(x) = x²⁴;   b) g(x) = 6x¹⁰;    c) h(x) = 6/7x¹³;   d) j(x) = 3x⁴  5x² + 7;   e) p(x) = 5x³  x 

26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones polinómicas: 

a) y = 6 + x  5x²;   b) y = 6x²  7x + 3x⁵;    c) y = 2/3x⁷ + 8/5x⁵ – 9/4x⁴;     d) y = x⁸  x 

27. Ya hemos obtenido  la derivada de  2
1

xxy  . Utilízala para obtener  la derivada en x = 1, 4, 5... 
¿Puedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta. 

28. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = (x² + 3) ꞏ (6x⁶ – 5);   b) y = (7x³ – 1) ∙ (5x⁴ + 4);   c)  )5( 3 xxxy   
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29. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) 
3
1





x

x
y ;     b) y = x² + (5/3)x³ – 2x + 7;   c)  34

23

26
52

xx

xx
y




 ;     d) 
2

3




x

x
y  

30. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a)  5 7xy  ;     b) 
53

3 2





x

xx
y ;     c) 

4 5

4 )2(

x

xx
y


 ;     d) 

2

6 11




x

x
y . 

31. En  un  ejercicio  anterior  vimos  que  una  empresa  determina  que  los  costes  de  producción  por 
trabajador contratado eran C(x) = x +  x ,  y que  los  ingresos por ventas  también por  trabajador 

contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2. Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado 
son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas, no se pueden contratar 
3.7  trabajadores,  es  una  función  escalonada,  pero  vamos  a  trabajar  con  ellas  como  si  fueran 
continuas). Determina la derivada de la función costes C(x) y de la función beneficios B(x) respecto 
del número de trabajadores contratados. ¿Qué significado tienen?  

 

REGLAS DE DERIVACIÓN ‐ Repaso en 7 minutos con ejemplos  

https://www.youtube.com/watch?v=aVNa‐J8iB5I 

 

 

 

Notación diferencial 

La tasa de variación media de una función y = f(x) en el intervalo (a, a + h) es:  

h

afhaf )()( 
 

Siendo  el  numerador  el  incremento  de  la  función  y  el  denominador  el  incremento  de  la  variable. 

Gottfried Wilhelm Leibniz utilizó la notación: 
dx

dy
 para denotar la derivada de la función y respecto de la 

variable x, donde dy y dx no son numerador y denominador, sino un todo inseparable. Se lee, derivada 
de y respecto de x.  

Esta notación es útil, sobre todo, si hay distintas variables. 

Ejemplo: 

 Si S = 4πr² entonces  r
dr

dS
 8 . 

 Si V = πr²h entonces 
dr

dV
 = 2πr ꞏ h y 

dh

dV
 = πr². 
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2.6. Regla de la cadena 

La regla de la cadena es una fórmula matemática para calcular la derivada de la función compuesta por 
dos  o  más  funciones.  Esto  es,  la  regla  de  la  cadena  expresa  la  derivada  de  la  función  compuesta 
ሺ𝑓 ∘ 𝑔ሻሺ𝑥ሻ en términos de las derivadas de f y g. 

ℎሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑓 ∘ 𝑔ሻሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑔ሺ𝑥ሻሻ  ℎ′ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑓 ∘ 𝑔ሻ′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓′ሺ𝑔ሺ𝑥ሻሻ ⋅ 𝑔′ሺ𝑥ሻ 

o escrito en notación de Leibniz  

dx

dg

dg

df

dx

df
  

Demostración 

La demostración rigurosa es complicada, pero si no explicamos los pasos difíciles podemos comprender 
de dónde procede: 

   
xb

xgfbgf

xb

xhbh
xh límlím

xbxb 









)()()()()('  

Multiplicamos y dividimos por g(b) – g(x) 
   

xb

xgbg

xgbg

xgfbgf
lím

xb 









)()(
)()(

)()( = 

Aplicamos la propiedad de los límites: el límite de un producto es el producto de los límites: 

   
xb

xgbg

xgbg

xgfbgf
límlím

xbxb 









)()(
)()(

)()(  

Con determinadas condiciones de continuidad, cuando b tiende a x entonces g(b) tiende a g(x), por lo 
que: 

h’(x) = f’(g(x)) ꞏ g’(x). 

Actividades resueltas 

 Utilizando que la derivada de y = ex es igual a y’ = ex halla la derivada de la función  xexh 2)(   

Identificamos las funciones de la siguiente manera:  

xx exfexf  )(')(   2)('2)(  xgxxg  

y utilizando la regla de la cadena obtenemos que: 

2)(')2(')('))((')(')( 22  xx exgxfxgxgfxhexh . 

 Calcula la derivada de y = (x³ + 3)². 

Para  aplicar  bien  la  regla  de  la  cadena  es muy  importante  que  comprendas  bien  la  composición  de 
funciones. En  la derivada propuesta  tenemos  la  función “elevar al  cuadrado”,  cuya derivada conoces 
bien 2x, y la función x³ + 3 cuya derivada es 3x². 

Aplicamos la regla de la cadena, primero la derivada de la función cuadrado en el punto x³ + 3, y luego 
multiplicamos por la derivada de esta función:   y’ = 2(x³ + 3) ꞏ 3x² = 6x⁵ + 18x². 
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En este caso particular podemos comprobar el resultado calculando el cuadrado y derivando (en otros 
casos no queda más remedio que derivar aplicando la regla de la cadena). 

y = (x³ + 3)² = x⁶ + 6x³ + 9 luego y’ = 6x⁵ + 18x². ¡Comprobado! 

 La derivada de la función seno es la función coseno (y = sen(x)  y’= cos(x)).  

Utiliza esta información para calcular las derivadas de y = sen(x²) y la de y = (sen(x))². 
En la función y = sen(x²) la función seno se aplica a la función cuadrado, luego su derivada es  

y’ = cos(x²) ꞏ 2x. 
Mientras que en  la  función y = (sen(x))² = sen2(x) nos encontramos primero con  la  función cuadrado 
que se aplica a la función seno, luego su derivada es: y’ = 2sen(x) ꞏ cos(x). 

 Si  f  y g  son dos  funciones derivables en  todo punto, y  se sabe que  f(1) = 2, f(2) = 5, g(1) = 1, 
g(2) = 6, f’(1) = 3, f’(2) = 6, f’(6) = 4, g’(1) = 1, g’(2) = 3, g’(5) = 1.  

Determina el valor de: a)  )2()'( gf  ; b)  )1()'( fg  ; c)  )2()'( fg  ; d)  )1()'( ff  . 

a) )2()'( gf   =    )2(')2(' ggf   = f’(6) ∙ g’(2) = 4 ∙ 3 = 12. 

b) )1()'( fg   =    )1(')1(' ffg   = g’(2) ∙ f’(1) = 3 ∙ 3 = 9. 

c) )2()'( fg   =    )2(')2(' ffg   = g’(5) ∙ f’(2) = 1 ∙ 6 = 6. 

d) )1()'( ff   =    )1(')1(' fff   = f’(2) ∙ f’(1) = 6 ∙ 3 = 18. 

Actividades resueltas 

 Calcula las derivadas de las funciones siguientes y comprueba el resultado: 

a) 
x

x
xf





2
2)(  

)4()2(
2)('

2xx
xf


   b) 

2

2

1
12)(
xx

x
xf




  

322

2

)1(
41)('

xx

x
xf




  

c)  xxxf  3)3()(  
x

x
xf





3

)1(3)('   d) 9)( 2  xxf 
9

)('
2 


x

x
xf  

Actividades propuestas 

32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = (x⁵  7x³)¹²          b) y = (3x³  5x²)⁷ 

c)   535 84 xxy           d)   3 472 42 xxy   

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a)   234
3

2
6

72
53

xx
x

xx
y 




        b) 
5

)7)(3(
3

22





x

xx
y  

c) 

3

23

2

28
35














xx

xx
y        d)  3

3
23
x

xy   
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278  Derivadas

3. APLICACIONES DE LA DERIVADA 

3.1. Interpretación geométrica de la derivada: Recta tangente 

Ya hemos visto que la pendiente de la recta tangente a la gráfica de y = f(x) en el punto (a, f(a)) es igual 
a f’(a). Por tanto, la ecuación de la recta tangente es: 

y = f(a) + f’(a) ∙ (x  a). 

Ejemplo: 

 Para encontrar la recta tangente a y = x³ + 3x en x = 1 buscamos la recta de pendiente f’(1) que 
pase por el punto (1, f(1)): 

f(1) = 1³ + 3∙1 = 4; 

f’(x) = 3x² + 3; f’(1) = 3∙1² + 3 = 6;  

Ecuación de una recta de pendiente 6 que pasa por el punto (1, 4):  

y = 4 + 6(x  1). 

 

Actividades propuestas 

34. Determina la ecuación de la recta tangente a y = 7x² + 5x – 3 en el punto x = 2. 

35. El perfil de una cierta montaña tiene la forma de una parábola: y = 0.05x – 0.01x², donde x e y se 
miden en km. Escribe la ecuación de la recta tangente para x = 0, x = 1, x = 2, x = 3 km.    

 
3.2. Crecimiento y decrecimiento 

Actividades resueltas 

 Imagina  que  desde  un  punto  0  soltamos  un  avión  de  juguete  que  describe  una  trayectoria 
f(x) = 2x – 0.1x². ¿Cómo podemos saber si a los 5 metros del punto de lanzamiento el avión está 
subiendo o bajando? ¿Lo mismo a los 15 metros? 

En este caso es fácil que lo sepas, pues la trayectoria es una parábola que corta al eje de abscisas en los 
puntos (0, 0) y (0, 20), que como es una curva simétrica a los 5 metros el avión está subiendo. Alcanza el 
punto más alto a los 10 metros, y a los 15 metros desciende. 

Para cualquier otra curva, que no conozcas tan bien, este problema nos lo resuelve la derivada: 

Como 
h

afhaf
af lím

h

)()()('
0





 entonces para valores de h próximos a cero, tenemos:  

h

afhaf
af

)()()(' 
  

f(x) = 2x – 0.1x²  →  f’(x) = 2 – 0.2x  

Para a = 5 tenemos f’(5) = 2 – 0.2(5) = 1 > 0. Por tanto  1)5()5(



h

fhf
  cuando h es próximo a cero.  
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279  Derivadas
Como  el  cociente  es  positivo,  numerador  y 
denominador deben tener el mismo signo.  

Por lo que, si h > 0 tendrá también que ser: 

 f(5 + h) – f(5) > 0, luego f(5 + h) > f(5). 

Si h < 0 también f(5 + h) – f(5) < 0, luego f(5 + h) < f(5). 
La situación es la de la figura y podemos asegurar que, 
en un intervalo suficientemente pequeño de centro 5, 
la función es creciente. 

Observa que hemos podido afirmarlo por ser la derivada en 5 un número positivo. 

Repetimos el razonamiento para a = 15. 

Para a = 15 tenemos f’(15) = 2 – 0.2(15) = 1 < 0. 
Por  tanto  f(15+h) – f(15)/h    1    cuando  h  es 
próximo a cero.  

Como  el  cociente  es  negativo,  numerador  y 
denominador deben tener distinto signo.  

Por lo que, si h > 0 tendrá que ser: 

f(15 + h) – f(15) < 0, luego f(15 + h) < f(5). 

Si h < 0 también f(15 + h) – f(15) > 0, luego f(15 + 
h) > f(15).  La  situación  es  la  de  la  figura  y  podemos  asegurar  que,  en  un  intervalo  suficientemente 
pequeño de centro 15, la función es decreciente. 

Observa que hemos podido afirmarlo por ser la derivada en 15 un número negativo. 

En general, podemos afirmar que: 

Si f’(a) > 0 entonces la función y = f(x) es creciente en x = a. 

Si f’(a) < 0 entonces la función y = f(x) es decreciente en x = a. 

Ejemplo: 

 Determina si y = 0.1x² + 118x – 146.3 es creciente o decreciente en x = 4. 

Calculamos  la  derivada:  y’= 0.2x + 118;  en  x = 4:  y’(4)  =  0.2(4)  +  118  =  118.8  >  0.  La  función  es 
creciente. 

Actividades propuestas 

36. El  departamento  de  “marketing”  de  una  empresa  estima  que  los  ingresos  mensuales  que  va  a 
producir el lanzamiento de un nuevo producto vienen dados por: y = 30 + 5t² – 0.4t³, donde t es el 
tiempo expresado en meses desde que el producto salga al mercado, e y son los ingresos en cientos 
de euros. a) Calcula si los ingresos están creciendo o decreciendo a los 3 meses de lanzamiento del 
producto. b) ¿Durante qué periodo de tiempo aumentan los ingresos? c) ¿Durante qué periodo de 
tiempo disminuyen? 

Solución: a) y’= 10t – 1.2 t², y’(3) = 30 – 10.8 > 0. Creciente. b) 10t – 1.2t² = 0 → t(10 – 1.2t) = 0 → t = 0, 
10 = 1.2t → t = 8.333. Aproximadamente a poco más de los 8 meses empiezan a descender los ingresos. 
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280  Derivadas
37. Determina  los  intervalos de crecimiento y decrecimiento de  la  función: y = x³ + 3x. Determina  los 

intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función: y = x³  3x. ¿Cómo es en x = 0? ¿Y en x = 2? 
¿Y en x = 2? 

38. En  un  ejercicio  anterior  vimos  que  una  empresa  determina  que  los  costes  de  producción  por 

trabajador  contratado eran C(x) = x + √𝑥,  y  que  los  ingresos  por  ventas  también por  trabajador 
contratado vienen dados por I(x) = 2x + x2. Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado 
son  ingresos  menos  costes.  La  función  beneficios  B(x)  respecto  del  número  de  trabajadores 
contratados, ¿es creciente o decreciente?  

 

3.3. Máximos y mínimos 

Recuerda que: 

Una función alcanza en (a, f(a)) un máximo global o absoluto si  f(a) es el mayor valor que alcanza  la 
función.  

Una función alcanza en (a, f(a)) un mínimo global o absoluto si  f(a) es el menor valor que alcanza  la 
función. 

Una función alcanza en (a, f(a)) un máximo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el 
que f(a) es el mayor valor de la función en ese intervalo. 

Una función alcanza en (a, f(a)) un mínimo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el 
que f(a) es el menor valor de la función en ese intervalo. 

 

Ejemplo: 

 La función y = x2(x – 2) + 4 de la gráfica del 
margen no alcanza ni máximos ni mínimos 
absolutos,  pero  alcanza  un  máximo 
relativo  en  punto  A  (0,  4)  y  un  mínimo 
relativo en el punto B. 

 

 

Ejemplo:

 La  función  de  la  gráfica  del 
margen  no  tiene  máximos 
absolutos,  pero  alcanza  máximos 

relativos en x = 1.25 y en x = 0.5. 

 

Tiene  tres  mínimos  que  son  a  la 
vez  absolutos  y  relativos  en 

x = 2, x = 0 y en x = 1. 
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Reflexiona:  

Imagina una  función  continua  y  con derivada  continua. Antes  de  que  la  función alcance un máximo, 
debe ser una función creciente, y después del máximo debe ser decreciente la función. Por tanto, antes 
de un máximo la derivada debe ser positiva, y después debe ser negativa.  

En consecuencia, si  la función tiene un máximo en un punto a de un intervalo y es derivable en dicho 
punto, entonces la derivada en el máximo es cero. 

Hacemos un razonamiento similar para un mínimo. 

Antes de que una función alcance un mínimo, debe ser una función decreciente, y después del mínimo 
debe ser creciente. Por tanto, antes de un mínimo la derivada debe ser negativa, y después debe ser 
positiva.  

En consecuencia, si  la función tiene un mínimo en un punto a de un intervalo y es derivable en dicho 
punto, entonces la derivada en el mínimo es cero. 

Propiedad 

Si una función tiene un máximo o un mínimo en (a, f(a)) y existe f’(a), entonces f’(a) = 0. 

Ejemplo: 

 La función y = 30 + 5t² – 0.4t³ nos da los ingresos mensuales por un nuevo producto que ha salido 
al mercado. Alcanzará máximos o mínimos locales en los puntos en los que se anula la derivada: 
y’= 10t – 1.2t² = 0 → t = 0 y t = 25/3. Para valores de t < 0 la derivada es siempre negativa, ¿por 
qué? En t = 3 la derivada es positiva. Veamos, por ejemplo, el signo para t = 10:  

y’(10) = 10 ∙ 10 – 1.2 ∙ 100 = 100 – 120 = –20 < 0. 

Podemos asegurar que para t < 0 la derivada es negativa, que 0 < t < 25/3 es positiva y que para 
t > 25/3 es negativa. Por tanto, la función tiene un mínimo local para t = 0, en el punto (0, 0) y un 
máximo local para t = 25/3, en (25/3, 145.74). 

Ejemplo: 

 La parábola y = x² tiene por derivada y’= 2x, que únicamente se anula en x = 0. Para valores 
negativos de x  la derivada es negativa, y para valores positivos, es positiva, luego, como ya 
sabíamos, la parábola tiene un mínimo en (0, 0), su vértice.  

Actividades resueltas 

 Un arquitecto está diseñando las ventanas para un bloque de viviendas y desea que tengan 
una superficie de 1 m², pero que el coste de los perfiles sea el mínimo posible. 

Todas las ventanas tienen la misma luz, 1 m², por tanto, su base, x, por su altura, y, debe ser igual a 1. 
Despejando y = 1/x.  

El perímetro P de la ventana es igual a P = 2x + 2y = 2x + 2/x.  

Para conseguir que el perímetro sea mínimo, derivamos e igualamos a cero:  

P’= 2 – 2/x² = 0 → 2/x² = 2 → x² = 1 → x = 1 o x = 1. 

La solución negativa no es válida como base de una ventana, luego x = 1, y por tanto y = 1.  

La solución de perímetro mínimo es el cuadrado de base 1 m y altura 1 m.      
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Dos observaciones importantes 

1) Pueden existir máximos o mínimos en puntos donde no exista la derivada.  

Por ejemplo: 

 La  función  valor  absoluto  de  x  tiene  un 
mínimo en (0, 0).  









0

0
xsix

xsix
x  

Pero la derivada no se anula en (0, 0). No existe. 
La derivada a la derecha de 0 vale 1, y la derivada 

a la izquierda vale 1. Son distintas, luego la 
función no es derivable en (0, 0). 

 

 

2) Pueden existir puntos donde la derivada valga 0 y sin embargo no sean ni máximos ni mínimos.  

Por ejemplo: 

 La función y = x³ de derivada y’ = 3x², que 
se anula en (0, 0) no tiene en dicho punto 
ni un máximo, ni un mínimo. La función es 
siempre creciente.  

Va a  tener en  (0, 0) un punto de  inflexión 
de tangente horizontal. 

 

Vamos  a  denominar  punto  singular  o  punto  crítico  de  y  =  f(x)  a  los  puntos  en  los  que  se  anule  la 
derivada.  

 

En la actividad resuelta anterior de la ventana, ¿cómo sabemos que la solución obtenida es la de menor 
perímetro, la más barata, y que no es la más cara? 

 

Para  saber  si un punto crítico es un máximo, o un mínimo, o un punto de  inflexión podemos utilizar 
alguno de los tres criterios siguientes: 
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Criterio 1: 

Si f’(a) = 0, estudiamos los valores de x próximos a a, tanto a la derecha como a la izquierda.  

 En  el problema  de  la  ventana,  calculamos  el  perímetro  para  a  =  1,  y  tomamos  por  ejemplo 
valores próximos a 1, como 0.9 y 1.1, en los que calculamos el perímetro: 

P(1) = 4;  
P(0.9) = 2(0.9) + 2(1/0.9) = 2(1.81/0.9) > 4;  
P(1.1) = 2(1.1) + 2(1/1.1) = 2(2.21/1.1) > 4. 

Por tanto, es un mínimo. 

 Sin  embargo  para  la  cúbica:  y = x3,  estudiamos  puntos  próximos  a  (0,  0),  y(0.1)  =  0.001; 
y(0.1) = 0.001, por tanto y(0.1) < y(0) < y(0.1), por lo que la función es creciente. No tiene ni 
máximo ni mínimo, como ya sabíamos. 

 

Criterio 2: 

Estudiar el  signo de  la derivada en puntos x próximos a a,  con  lo que sabremos si  la  función crece o 
decrece en esos puntos. 

 En el problema de la ventana, sabemos que P’(x) = 2 – 2/x², por tanto: 

P’(0.9) = 2 – 2/0.81 = –0.47 < 0. La función es decreciente en 0.9. 

P’(1.1) = 2 – 2/1.21 = 0.35 > 0. La función es creciente en 1.1. 

Si antes del punto es decreciente y después es creciente, el punto es un mínimo. 

 Sin embargo para  la  cúbica: y = x3  y’ = 3x2,  estudiamos el  valor de  la derivada en puntos 

próximos a (0, 0), y’(0.1) = 0.03; y’(0.1) = +0.03. En ambos puntos la derivada es positiva y la 
función es creciente, por lo que (0, 0) no es ni máximo ni mínimo. 

 

Criterio 3: 

Para que el punto (a, f(a)) sea un mínimo, la derivada debe ser negativa antes de a, cero en a, y positiva 
después de a, lo que nos indica que la función derivada debe ser creciente. Como f’(x) es una función, 
una función derivable, podemos calcular su derivada, f’’(x), que es la segunda derivada de la función. 
Para que f’(x) sea creciente en x = a debe ser f’’(a) positiva. 

Se hace un razonamiento análogo si el punto es un máximo, la derivada pasa de ser positiva a anularse 
y  luego  ser  negativa,  lo  que  nos  indica  que  la  función  derivada  debe  ser  decreciente  y  la  segunda 
derivada de la función en x = a negativa. 

Por tanto, este criterio nos dice: 

Si f’(a) = 0 y f ’’(a) > 0 entonces (a, f(a)) es un mínimo. 

Si f’(a) = 0 y f ’’(a) < 0 entonces (a, f(a)) es un máximo. 
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 En  el  ejemplo  de  la  ventana:  P’(x) = 2 – 2/x² = 2  2x⁻² → P’’(x) = 2ꞏ(2)x⁻³ = 4/x³ → 

P’’(1) = 4 > 0, luego es un mínimo. 

 En el ejemplo de la cúbica: y = x3  y’ = 3x2  y’’ = 6x, por lo que y’’(0) = 0, luego el punto 
(0, 0) no es ni un máximo ni un mínimo. Es un punto de inflexión de tangente horizontal. 

 

Actividades resueltas 

 Se quieren  construir depósitos  cilíndricos  de 4 m³ de capacidad.  Se desea que  la  superficie de 
chapa sea mínima para abaratar costes. ¿Qué dimensiones son más convenientes? 

El volumen de un cilindro es igual a V = ꞏr²ꞏh que debe ser igual a 4 m³. Por lo que h = 4/ꞏr². 

La superficie, S, de un cilindro es igual a:  

S = 2rꞏh + 2r² = 2r(4/ꞏr²) + 2r² = 8/r + 2r². 

Derivamos e igualamos a cero: S’= 8/r² + 4r = 0 → r3 = 8/4 = 2/ → r = ටଶ

గ

య
.  

Los puntos  críticos  son:  (0, 0) y  (ටଶ

గ

య
 ,   8ට

గ

ଶ

య
൅ √32𝜋య

).  Si r = 0 no  tenemos cilindro. Usamos el  tercer 

criterio  para  saber  si  el  punto  crítico  es máximo  o mínimo: S’’(r)  = 8∙(2)/r³  +  4=  16/r³  +  4→ 

S’’(ටଶ

గ

య
) = 16/2 + 4> 0. Es un mínimo. 

 

Actividades propuestas 

39. Calcula los máximos y mínimos de las funciones siguientes: 

a) y = 4x² + 3;  

b) y = 5x⁴  2;  

c) y = 3x³ + 1;  

d) y = 4x⁴ – 2x² + 5;  

e) y = 7x³ – 3x. 
 

40. Se desea fabricar envases con forma de prisma recto cuadrangular de base cuadrada de forma que 
el volumen sea de un litro y la superficie empleada sea mínima.  

41. Determina los máximos y mínimos de las funciones siguientes: 

a) y = 6x³  2x² + 5x + 7;  

b) y = x³ – 3x + 5;  

c) y = Ix – 4I;  

d) y = Ix + 1I + Ix  2I. 
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Para estar seguros de no perder ninguna posible solución conviene, para determinar todos los máximos 
y mínimos absolutos y relativos de una función, buscar: 

1) Los puntos donde se anula la derivada: f’(x) = 0. 

2) Los puntos donde la función no sea derivable. 

3) Los valores de f(x) en los extremos del dominio de definición de la función. 

Determinamos el valor de la función en todos estos puntos y comparamos estos valores. 

 

Actividades resueltas 

 Se desea diseñar ventanas para un edificio con unos perfiles de 14 m de longitud, de forma que 
tengan la máxima luz. Las paredes donde van dichas ventanas miden 2.5 m de altura y 5 m de 
longitud. 

Las  ventanas  tienen  forma  de  rectángulo.  Llamamos  x  a  la  base  de  las  ventanas  e  y  a  su  altura.  El 
perímetro de la ventana es igual a: 14 = 2x + 2y → y = 7  x.  

La luz, que queremos hacer máxima es A = x ꞏ y = x ∙ (7  x) = 7x  x². 

Condiciones 

x = base; y = altura. 

y < 2.5 m 

x < 5 m 

Longitud  de  los 
perfiles: 14 m. 

Luz máxima. 

 

Función a optimizar

A = xꞏy = x∙(7  x) = 
7x  x² 

Representación gráfica 

 

La función A(x) = 7x  x² es derivable en toda la recta real. 

Buscamos los puntos donde se anula la derivada: A’(x) = 7  2x = 0 → x = 3.5, y = 3.5, A = 12.25 m².  

Pero una base de 3.5 metros, corresponde con una altura de y = 7  3.5 = 3.5 metros que no cabe en la 
pared. El mayor valor que puede tomar la altura es y = 2.5 m siendo entonces x = 4.5 m y una luz de 
A = 2.5 ∙ 4.5 = 11.25 m². 

Miramos  qué  ocurre  en  el  otro  extremo  del  dominio  de  definición:  4.5   x   5.  La mayor  base  que 
puede tener la ventana es de x = 5, siendo entonces y = 2 y la luz, A = 10 m². 
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Observa  que  la  función A  es  una  parábola,  función  que  ya  conoces muy  bien.  Tiene  el  vértice  en  el 
punto (3.5, 3.5) que es un máximo, pero no nos resuelve el problema pues no pertenece al dominio de 
definición.  Por  ello  hemos  debido  buscar  la  solución  en  los  extremos  del  intervalo  de  definición.  La 
ventana elegida con esos perfiles de 14 m de largo debe tener una base de 4.5 m y una altura de 2.5 m, 
para que la luz sea máxima.  

 

 Determina los máximos y mínimos, absolutos y relativos, de la función f(x) = x3  9x2 + 24x, en el 
intervalo [0, 3] y en el intervalo [0, 7]. 

La función es derivable en todos los puntos. f’(x) = 3x2  18x + 24, que se anula en 2 y 4. En el intervalo 
[0,  7]  ambos  valores  pertenecen  al  intervalo,  por  lo  que  los  valores  a  valorar  son:  0,  2,  4  y  7.  En  el 
intervalo [0, 3] el punto 4 no pertenece, luego tenemos que valorar 0, 2 y 3. 

f(0) = 0; f(2) = 20; f(3) = 18; f(4) = 16; f(7) = 70. 

Calculamos la derivada segunda: f’’(x) = 6x  18, en los puntos donde se anula la derivada: 

f’’(2) = 6 < 0; f’’(4) = 6. En (2, 20) se alcanza un máximo relativo y en (4, 16) un mínimo relativo. 

Intervalo [0, 3]: Máximo absoluto y relativo en (2, 20) y mínimo absoluto en (0, 0).  

Intervalo [0, 7]: Máximo absoluto en (7, 70) y mínimo absoluto en (0, 0). Máximo relativo en (2, 20) y 
mínimo relativo en (4, 16). 

 

 Determina los máximos y mínimos, absolutos y relativos, de la función f(x) = x en el intervalo 
[3, 5]. 

La función no es derivable en (0, 0). La derivada vale 1 si x es positivo, y 1 si x es negativo, por lo que la 
derivada no se anula en ningún punto. Estudiamos los extremos del intervalo, 3 y 5:  

f(3) = 3 = 3; f(5) = 5 = 5. 

El mínimo absoluto de la función se alcanza en (0, 0) y el máximo absoluto en (5, 5). 

 

Actividades propuestas 

42. Calcula  los máximos  y mínimos  relativos  y  absolutos  de  la  función:  f(x) = 2x3  3x2 + 72x,  en  el 
intervalo [4, 3] y en el intervalo [0, 5]. 

43. Determina los máximos y mínimos, absolutos y relativos, de la función f(x) = x + 2 en el intervalo 
[3, 5]. 

44. Determina las dimensiones de un cono de volumen mínimo inscrito en una esfera de radio R = 5 cm. 
(Ayuda: La altura del cono es igual a R + x, y el radio de la base r2 = R2 – x2). 
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Interés de las derivadas

El  Análisis  y  el  Cálculo  Infinitesimal  han  sido 
durante trescientos años una de las ramas más 
importantes de  la Matemática, y  las derivadas 
constituyen  su  parte  central,  ya  que  permiten 
comprender las ciencias físicas y la técnica. Las 
cuestiones  que  plantean  proporcionan  una 
fuente de teoría e  ideas que permiten avanzar 
al pensamiento.  

La razón de esta gran cantidad de aplicaciones 
se debe a que la derivada se puede interpretar 
como  el  índice  de  cambio  de  una  variable 
respecto  de  otra,  y  las  variables  que  explican 
los  fenómenos  se  relacionan  entre  sí  por  sus 
índices de cambio. 

Las derivadas sirven como modelo matemático 
para  el  estudio  de  problemas  que  surgen  en 
disciplinas muy diversas. Desde  sus  comienzos 
han  contribuido  de  manera  muy  notable  a 
solucionar  muchas  cuestiones  y  a  interpretar 
numerosos  fenómenos  de  la  naturaleza.  Su 
origen  histórico  es  inseparable  de  sus 
aplicaciones  a  las  ciencias  físicas,  químicas, 
medicina, ciencias sociales e ingeniería, ya que 
para  resolver muchos  problemas  significativos 
se  requiere  la  determinación  de  una  función 
que  debe  satisfacer  una  ecuación  en  la  que 
aparece su derivada. 

Antecedentes

Lo  infinitamente  pequeño  tenía  para 
Galileo  Galilei  (1564  –  1642)  una 
importancia  más  inmediata  que  lo 
infinitamente  grande,  puesto  que  lo 
necesitaba  en  su  dinámica.  Galileo 
analizó  el  comportamiento  del 
movimiento  de  un  proyectil  con  una 
componente horizontal y uniforme, y una 
componente  vertical  uniformemente 
acelerada,  consiguiendo  demostrar  que 
la trayectoria del proyectil, despreciando 
la  resistencia  del  aire,  es  siempre  una 
parábola. Estudió el problema del espacio 
recorrido por un  cuerpo en  caída  libre  y 
se  puede  considerar  que  utilizó  para  su 
resolución las derivadas.  

En  1638  apareció  el  problema  de  la 
tractriz,  propuesto  por  René  Descartes 
(1596  –  1650)  a  Fermat,  que  realmente 
es  un  problema  de  tangentes  a  una 
curva,  (no  pudo  resolverlo  pues  no  se 
conocía todavía el concepto de derivada), 
y  fue  resuelto  en  1674  por  Leibniz  y  en 
1690  por  Jakob  Bernoulli,  cuando  ya  se 
conocían  los  trabajos  de  Newton  y 
Leibniz.  

El  concepto  de  derivada  comienza  con 
Isaac  Newton  (1642  ‐  1727)  y  Gottfried 
Withelm Leibniz (1646 – 1716). Dice este 
último  “Considerando  la  matemática 
desde  el  comienzo  del  mundo  hasta  la 
época de Newton,  lo que él ha hecho es, 
con mucho, la mitad mejor”. Muy pronto 
los  científicos  se  dan  cuenta  de  que  las 
derivadas  son  la  expresión  matemática 
de las leyes naturales.  

 

Isaac Newton  G. W. Leibniz 
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Newton
Isaac  Newton  (1642  –  1727)  nació  el  mismo  año  en  que  murió  Galileo.  Los  problemas  que 
motivaron sus descubrimientos fueron el estudio de la dinámica del punto y del sólido rígido. Sus 
primeros  descubrimientos  matemáticos  datan  de  1665  en  que  expresó  funciones  en  series  de 
potencias,  y  empezó  a  pensar  en  la  velocidad  del  cambio  de magnitudes  que  varían  de manera 
continua  tales  como  áreas,  longitudes,  distancias,  temperaturas,  etc.  asociando  de  manera 
conjunta ambos problemas, las series infinitas y las velocidades de cambio.  

 
Su  primera  obra  impresa:  “Philosophiae 
Naturalis Principia Mathematica”  fue  en  1687 
siendo  el  trabajo  científico  más  admirado  de 
todos  los  tiempos,  donde  es  plenamente 
consciente del papel de la derivada. Escribió, en 
la segunda ley de los principios,  la ecuación de 
una  piedra  que  cae  por  acción  de  la  gravedad 
en diferentes medios: aire, agua, aceite... Indica 
cómo evoluciona el sistema.  

La  influencia  cultural  fue  tremenda.  La 
naturaleza  obedece  a  leyes  generales.  Da 
origen  a  la  concepción  filosófica  de  Kant,  al 
pensamiento  de  la  Ilustración  y  al 
determinismo  científico  por  el  que  el 
conocimiento de estas  leyes  llevaría a conocer 
completamente  el  pasado  y  el  futuro.  Este 
concepto  de  que  las  leyes  físicas  se  pueden 
expresar  mediante  derivadas  es  el  único 
concepto  de  Newton  que,  en  opinión  de 
Einstein, sigue hoy totalmente vigente. 

Actualmente está claro que el descubrimiento de Newton precedió al de Leibniz en unos diez 
años, así como que Leibniz hizo sus descubrimientos de forma paralela a los de Newton, aunque 
a  Leibniz  le  corresponde  la  prioridad  de  su  publicación,  pues  lo  publicó  en  la  revista  “Acta 
Eruditorum” en 1684. 

Entre sus intereses más profundos se encontraban la alquimia y la religión, temas en los que sus 
escritos  sobrepasan  con  mucho  en  volumen  a  sus  escritos  científicos.  Entre  sus  estudios 
alquímicos se encontraban temas esotéricos como la transmutación de los elementos, la piedra 
filosofal y el elixir de la vida. 

En 1693 sufrió una gran crisis psicológica, causante de largos periodos en los que permaneció 
aislado,  durante  los  que  no  comía ni  dormía.  En  esta  época  sufrió  depresión  y  arranques  de 
paranoia.  Tras  la  publicación  en  1979  de  un  estudio  que  demostró  una  concentración  de 
mercurio (altamente neurotóxico) quince veces mayor que la normal en el cabello de Newton, 
la mayoría opina que en esta época Newton  se había envenenado al hacer  sus experimentos 
alquímicos, lo que explicaría su enfermedad y los cambios en su conducta.   
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Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 – 1716) leyó con atención las obras de Pascal sobre la cicloide, y 
se  dio  cuenta,  hacia  1673,  de  que  la  determinación  de  la  tangente  a  una  curva  depende  de  la 
razón entre  las diferencias entre  las ordenadas y  las abscisas, cuando estas diferencias se hacen 
infinitamente pequeñas. Se hacía pues necesario crear un lenguaje y una notación adecuados para 
tratar estos problemas, y lo elegido fue especialmente afortunado ya que facilitó el razonamiento 
lógico. Utilizó la notación que hoy día se emplea de dx y del signo de integral, fue el primero en 
introducir el término “derivar” en el sentido de “deducir” (en una carta de Leibniz a Newton). 

El  problema  crucial  que  resolvió  el  cálculo  de  Newton  y  Leibniz  fue  el  siguiente.  Si  una 
variable  y  depende  de  otra  x,  y  se  conoce  la  tasa  de  variación  de  y  respecto  de  x  para 

cambios muy pequeños de la variable x,  lo que Leibniz ya denotó: dy = f(x)dx, entonces la 
determinación de y respecto de x se puede realizar mediante el cálculo de un área, lo que es 
conceptualmente mucho más simple. Esta idea de generalizar las operaciones de derivación 
e  integración  como  inversas  la  una  de  la  otra,  es  el  núcleo  fundamental  de  sus 
descubrimientos. Ya en el  siglo XVII  se habían  resuelto muchos problemas particulares:  la 
tractriz, la braquistócrona, la catenaria y algunos problemas isoperimétricos, pero el interés 
del trabajo de Newton y Leibniz reside en la generalización.  
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Madame de Châtelet

Gabrielle  Émilie  de  Breteuil,  (1706  ‐  1749), marquesa  de  Châtelet  fue  una  dama  francesa  que 
tradujo los "Principia" de Newton y divulgó los conceptos del Cálculo en su libro "Las instituciones 
de  la  física".    Era  una  dama  de  la  alta  aristocracia  y  fácilmente  podía  haber  vivido  una  vida 
inmersa  en  los  placeres  superficiales,  y  no  obstante  fue  una  activa  participante  en  los 
acontecimientos científicos que hacen de su época, el siglo de las luces, un periodo excitante.  

En sus salones, además de discutir de  teatro,  literatura, música,  filosofía...  se polemizaba sobre 
los  últimos  acontecimientos  científicos.  ¿Podéis  imaginar  una  marquesa  estudiando 
matemáticas? ¿Podéis imaginar unos salones dorados y cubiertos de tapices en cuyas tertulias, en 
lugar de hablar de cotilleos y  frivolidades, se discutiera con ardor sobre Ciencia? ¿Se deliberara 
acaloradamente sobre el concepto de fuerza, de masa, de derivada o de función?  

Mme. de Châtelet, al traducir y analizar la obra de Newton, propagó sus ideas desde Inglaterra a 
la  Europa  continental. Quizás,  gracias  a  ella,  el  determinismo  científico de Newton permaneció 
como idea filosófica hasta mediados del siglo XIX. 

Madame  de  Châtelet era marquesa  y  se  dedicaba 
con pasión al estudio. Un cráter del planeta Venus 
lleva el nombre de Châtelet en su honor. 
Se  conserva un  retrato al óleo de ella pintado por 
Maurice  Quentin  la  Tour,  y  comentado  por  un 
viajero  con  estas  palabras  “adornada,  cargada  de 
diamantes que parecía una Venus de  la Ópera..., a 
diferencia  de  aquella,  ésta  estaba  en  la  mesa  de 
trabajo,  con  sus  instrumentos  y  sus  libros  de 
matemáticas...”.  En  ese  retrato  podemos  verla 
vestida  con  su  traje  de  época,  pues  disfrutaba 
maquillándose y vistiéndose para la corte, pero con 
un libro delante, estudiando, y con un compás en la 
mano. 

Escribió Las  instituciones de  la  física.   Convencida de muchas de  las  ideas de Descartes, Leibniz  y 
Newton escribió su libro intentando explicarlo todo mediante el razonamiento cartesiano. Así supo 
aunar en lo principal las teorías de los tres grandes sabios, y sin embargo estaba en contra de todas 
las corrientes, porque siempre encontraba algo en sus teorías con lo que no estaba de acuerdo. 

Escribió  también  un  interesante Discurso  sobre  la  felicidad, en el  que  opinaba  que  la  felicidad  se 
conseguía entre otras cosas con el estudio. Escribió que el amor al estudio era más necesario para la 
felicidad de  las mujeres,  ya que es una pasión que hace que  la  felicidad dependa únicamente de 
cada persona, “¡quien dice sabio, dice feliz!”. 

Hacia  1745  comenzó  a  traducir  los  Philosophiae  Naturalis Principia Mathematica  de  Newton  del 
latín  al  francés,  con  extensos  y  válidos  comentarios  y  suplementos  que  facilitaban  mucho  la 
comprensión. Gracias a este trabajo se pudo leer en Francia esa obra durante dos siglos, lo que hizo 
avanzar la Ciencia. 
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RESUMEN 

Definición de 

derivada 
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Cálculo de 

derivadas 

Si f(x) = k entonces f’ (x) = 0 
Si f(x) = xk entonces f’ (x) = kxk1 

Si f(x) = g(x) + h(x) entonces f’ (x) = g’ (x) + h’ (x) 
Si f(x) = kg(x) entonces f’ (x) = kg’ (x) 

Si f(x) = g(x)ꞏh(x) entonces f’(x) = g’ (x)ꞏh(x) + g(x) ꞏ h’(x) 
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 y = 7x³ + 2/x⁵ →  
y’ = 21x²  10/x⁶ 
 y = √𝑥ꞏ2x →  
y’ = (1/2)√𝑥ꞏ 2x + √𝑥ꞏ2 
 𝑦 ൌ ଷ௫

௫మିଵ
 →  

𝑦′ ൌ
3 ⋅ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ െ 3𝑥 ⋅ ሺ2𝑥ሻ

ሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶ  

 y = √𝑥ଷ ൅ 2 →  

𝑦′ ൌ
1

2√𝑥ଷ ൅ 2
⋅ 3𝑥ଶ 

Recta tangente 

 
y = f(a) + f’ (a)(x  a) 

Tangente a y = x³ + 2x en el 

punto (0, 0):  

y = 0 + 2(x – 0) = 2x. 

Crecimiento y 

decrecimiento 

Si f’ (a) > 0 entonces y = f(x) es creciente en x = a. 
Si f’ (a) < 0 entonces y = f(x) es decreciente en x = a. 

y = x³ 3x → y’ = 3x² 3 = 0 
→ x = 1, x = 1.  

 Para x < 1,  
y’ > 0 → y creciente. 

 Para 1 < x < 1,  
y’ < 0 → y decreciente 

 Para x > 1,  

y’ > 0 → y creciente 

Máximos y 

mínimos 

Si (a, f(a)) es un máximo o un mínimo de y = f(x) y existe 
f’ (a) entonces f’ (a) = 0. 
Si f’ (a) = 0 entonces (a, f(a)) es un punto crítico. 
Si f’ (a) = 0 y f’’ (a) > 0 entonces (a, f(a)) es un mínimo. 

Si f’ (a) = 0 y f’’ (a) < 0 entonces (a, f(a)) es un máximo. 

y = x³  3x → y’ = 3x²  3 → 
y’’ = 6x.  

y’(1) = 0, y’’(1) < 0, luego 
(1, 2) es un máximo relativo. 

y’(1) = 0, y’’(1) > 0,   luego    

(1, 2) es un mínimo relativo. 
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

Definición de derivada 

1. Utiliza  la  definición de derivada para  calcular  la  derivada de  la  función y = x³  en el  punto 
x = 2. 

2. Utiliza la definición de derivada para calcular la derivada de la función y =  x  en x = 1. 

3. Utiliza la definición de derivada para calcular la derivada de la función y = 1/x² en x = 4. 

4. Utiliza la definición de derivada para calcular la derivada de la función y = 3x²  5x + 2 en el 
punto de abscisa x = 1. 

5. Utiliza la definición de derivada para calcular la derivada de la función y = x  3 en x = 2. 

 

Cálculo de derivadas 

6. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = 4x² + 2x  3   

b) y = 2x³  3x² + 7x + 5  

c) y = x²  5x + 2 

d) y = 8x⁷  9x⁶  5x³ 

7. Calcula: 

a) D(5x² + 7x4 + 3x)  
b) D(6x5 + 4x² + 7x + 5x3)  
c) D(x5 + 7x4 + 2x3) 

d) 
dx

dy (3x3 + 9x⁶ + 2x8) 

8. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = 7x² + 3x + 1/x   

b) y = 5x³ + 2x² + x  

c) 
   253 2 


xxx

x
y   

d)   5
)5(

2 



x

xx
y  
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9. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = 7x²/3 + 3x/5 + 8/(3x)   

b) y = 5x³/2 + 2x²/3 + 6 x /5   

c) 7y = 4x³/3 + 5x²/7 + 7/ x    

10. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) 
   

2
321





x

xx
y      b) 

   
17

2443 2





x

xx
y     

c) 
   

64
7258 52





x

xxx
y    d) 

   
   23

329




xx

xx
y  

11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y =  53 x    

b) 
3 23 142  xxy     

c) y = (5x³ + 2)⁵   

d) y = (2x² + 5x)⁹ 

12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = 53 x  ꞏ (x⁷ + 3x²)⁶    

b) 
1

1423 23





x

xx
y    

c) y = (5x³ + 2)⁵ ꞏ (x⁵ + 6x⁸)   

d) 
 
 234

923

57

52

xx

xx
y




   

13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = ex⁵ + 4x³ 

b) y = (e2x³ + 7x²)⁷ 

c) y = e(3x⁵ + 5x³)⁵  

d) 
 3 96

285 xxey   

14. La derivada de y = cos(x) es y’ = sen(x). Calcula las derivadas de las siguientes funciones: 

a) y = cos(x⁵  7x³)      b) y = (cos(3x³  5x²))⁷ 

c) y = cos(4x⁵  8x³)⁵      d)   3 472 42cos xxy   
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Aplicaciones de la derivada 

15. Calcula las rectas tangentes de la gráfica de la función y = x³ – 3x en x = 0, x = 1 y x = 2. 

16. Calcula  las  rectas  tangentes  de  las  gráficas  de  las  funciones  siguientes  en  los  puntos 
indicados: 

a) y = x³ en x = 2. 

b) y = 2x2 + 4x – 5 en x = 1. 

c) y = x³ – 7x2 + 3 en x = 0. 

17. Indica la pendiente de la recta tangente de: 

a) y = x³ + 3x en x = 3. 

b) y + 2x – 5 = 0. 

c) y = 4x³ – 5x2 + 2 en x = 1. 

18. Determina las coordenadas de los puntos de la gráfica y = x³ – 3x + 2 en los que su tangente 
sea paralela: a) a la recta y = 0; b) a la recta y = 6x. 

19. Determina la recta tangente de la gráfica de la función  2 3xy   en x = 0. 

20. Si f’(x) = x(3 – x), ¿cuál de las siguientes gráficas podría ser la de f(x)? 

 

 
 

21. Determina  las  rectas  tangentes  a  la  función  f(x) = 4x3  12x  en  los  puntos  en  los  que  la 
pendiente es 12. ¿Cuál es el menor valor que puede  tener  la pendiente a esta curva? ¿En 
qué puntos se alcanza? 

22. Determina  la  recta tangente a  la  función  f(x) = x3  3x en el punto A(1, 2). ¿En qué otro 
punto corta la recta tangente a la función? 

23. Determina los coeficientes a, b y c de la función f(x) = ax3 + bx + c, que pasa por el punto 
A(1, 2) y es tangente a la recta y = x en el punto O(0, 0). 

24. Determina los coeficientes a, b y c para que las funciones f(x) = x3 + bx + c y g(x) = cx – x2 
tengan la misma recta tangente en el punto A(1, 0). 

25. Determina el coeficiente a, para que la función f(x) = x2 + a, sea tangente a la recta y= x 

26. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x2. 

27. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/x. 
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28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3  3x2 + 4. Calcula sus 

máximos y mínimos y haz un esbozo de su gráfica. 

29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3  6x2 + 9x + 6. Calcula 
sus máximos  y mínimos.  ¿En  qué  punto  corta  al  eje  de  ordenadas? Haz  un  esbozo  de  su 
gráfica. 

30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x3  3x2 + 3. Calcula sus 
máximos y mínimos. Haz un esbozo de su gráfica. 

31. Determina  los  intervalos  de  crecimiento  y  decrecimiento  de  f(x) = x3  9x.  Calcula  sus 
máximos y mínimos. Haz un esbozo de su gráfica. 

32. Calcula los máximos y mínimos relativos y absolutos de la función f(x) = 4x3  6x2 + 72x en el 
intervalo [7, 2] y en el intervalo [0, 8]. 

33. Determina los máximos y mínimos, absolutos y relativos, de la función  f(x) = x + 3 en el 
intervalo [3, 3]. 

 

Problemas 

34. El espacio recorrido, en metros, por un vehículo a los t segundos de pasar por un control de 
radar, viene dado por: y = 15t + 0.8t². ¿Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¿Y a los 
5 segundos? Si continúa así, ¿en qué momento pasará de los 120 km/h? 

35. La temperatura, T, en grados, de una bola de hierro que se está calentando viene dada por T 
= 200 – 500/t, donde  t es el  tiempo en segundos. El  radio, r, en mm, de  la bola cuando  la 
temperatura es de T grados viene dado por r = 40 + 0.001T. ¿A qué velocidad varía el radio 
cuando la temperatura es de 50, 75, 100? ¿A qué velocidad varía la temperatura a los 30 
segundos? ¿Y para t = 90 segundos? ¿A qué velocidad varía el radio a los 10 segundos, a los 
30 segundos y a los 90 segundos? 

36. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caída libre en la Tierra a los t segundos, 
viene dada aproximadamente por d = 5t². Si se cae un tornillo desde la primera plataforma 
de la Torre Eiffel, (que está a 57 m de altura), ¿a qué velocidad llegaría al suelo? ¿Y si cayera 
desde la segunda plataforma (que está a 115 m)? ¿Y desde la tercera plataforma (que está a 
274 m)? 

37. La función e = f(t) indica el espacio recorrido, e, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en 
segundos). Determina en cada caso la función velocidad y la función aceleración: 

 

a) e = t2 – 4t + 3 
b) e = 2t3 – 5t2 + 4t – 3  
c) e = –t2 + 4 t + 3 
d) e = (3t – 4)2 

 

38. Un depósito cilíndrico de 10 metros de diámetro se  llena de agua a 0.3 m³ por minuto. ¿A 
qué velocidad varía la altura de agua a los 2 minutos? ¿Y a los 5 minutos? 
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39. La distancia, d, en metros, recorrida por un trineo que se desliza por una pendiente helada, a 

los t segundos, viene dada por d = 0.2t² + 0.01t³. Determina la velocidad del trineo a los 2, 4, 
7 y 15 segundos. Se sabe que si la velocidad del trineo alcanza los 60 km/h le pueden fallar 
los frenos, ¿cuándo debería comenzar a aplicar los frenos para no perder el control? 

40. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm 
por 25 cm. Para ello se corta en cada esquina un cuadrado de lado 
x,  y  se  dobla.  ¿Qué  valor  debe  tener  el  lado  del  cuadrado,  x, 
recortado  para  que  las  cajas  contengan  un  volumen  máximo? 
Ayuda: Tendrás que escribir el volumen de las cajas en función de x. 

41. Unos barriles para almacenar aceite son cilíndricos y tienen una capacidad de 150 litros. Si se 
desea  construirlos  de  forma  que  su  superficie  lateral  sea mínima,  ¿cuánto  debe medir  su 
altura y el radio de su base? 

42. Al  hacer  las  pruebas  de  un  nuevo medicamento  se  comprueba  que,  según  la  dosis,  x,  en 
miligramos, que se administre, el porcentaje de curaciones, y, viene dado por:  

y = 100  80/(x + 5).  Sin  embargo,  el  medicamento  tiene  efectos  secundarios  ya  que 
perjudica  al  riñón.  El  número  de  enfermos  a  los  que  el  tratamiento  produce  efectos 
secundarios aumenta un 2 % por cada miligramo que se aumenta la dosis. ¿Podrías ayudar a 
determinar la dosis de medicamento adecuada? Razona la respuesta.  

43. En una industria la función u = f(t) indica el 
número de personas que constituyen la fuerza del trabajo 
en el instante t, y la función v = g(t)  indica la producción 
media por persona incorporada a la fuerza de trabajo en 
el  instante  t.  (Vamos  a  considerar  que  ambas  funciones 
son  derivables,  aunque  en  realidad  el  número  de 
personas es siempre un número natural, y por tanto son 
funciones escalonadas). La producción total es igual a y = 
uꞏv.  Si  la  fuerza de  trabajo aumenta un 3 % anual,  (u’ = 
0.03u)  y  la  producción  por  trabajador  aumenta  un  2  % 
anual (v’ = 0.02v) total, determina la tasa de crecimiento 
instantánea de la producción total. 

44. En  el  ejercicio  anterior  considera  que  la  función  que  indica  el  número  de  personas  que 
constituyen la fuerza del trabajo en el instante t es u = f(t) = 3t y que la función v = g(t) = t2 + 
3t, indica la producción media por persona incorporada a la fuerza de trabajo en el instante 
t. La producción total es igual a y = uꞏv. Determina la tasa de crecimiento instantánea de la 
producción total. 

45. Si en el ejercicio anterior consideras que la fuerza de trabajo ha disminuido un 5 % anual, y la 
producción por trabajador ha aumentado un 3 % anual total, determina entonces la tasa de 
crecimiento instantánea de la producción total. ¿Crece o decrece la producción total? 

   

x 
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AUTOEVALUACIÓN 
1.  Indica cuál de las siguientes expresiones es la definición de derivada de una función en x = a: 

a) 
xb

xfbf
lím
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



)()(
     b) 
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h

)()(
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2.  La derivada de y = x ꞏ(x  1) en x = 1 es: 

  a) 0       b) 1/2      c) 1       d) 2   

3.  La derivada de 
3
1

3

2





x

x
y   en x = 2 es:  

  a) 15/11     b) 10/25     c) 16/121     d) 1/3 

4.  La derivada de y = ex² + 3 es: 

  a)  y’ = 2x ꞏ ex²+3   b) y’ = 2(ex)² ꞏ ex   c) y’ = 3 + ex² ꞏ 2x   d) y’ = 2ex² 

5.  La derivada y = sen(x³) es: 

 a) y’ = 3(sen(x))² ꞏ (cos(x³)   b) y’ = cos(x³) ꞏ 3x²   
 c) y’ = cos(x³) ꞏ sen(3x²)   d) y’ = 3(sen(x))² ꞏ (cos(x)) 

6.  La ecuación de la recta tangente de la gráfica de la función y = 5 + 2x + 3x² – 2x³ en x = 1 es: 

 a) y = 2x  6   b) y = x + 8   c) y = 2x + 6   d) y = 8 + 2x 

7.  La ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función y = 3x² – 2x³ en x = 0 es: 

 a) y = 2x + 3   b) y = x + 8   c) y = 6x   d) y = 0 

8.  La función y = 3x⁴ – 5x³ + 2x² – x + 1 en x = 1 es: 

  a) creciente     b) decreciente    c) alcanza un mínimo   d) alcanza un máximo 

9.  Si  la derivada de una cierta  función es: y’ = (x – 4)x entonces  los  intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de dicha función son: 

a) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente     

b) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente  

c) x < 0, creciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente    

d) x < 0, creciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente 

10.  La función y = 3x² – 2x³ alcanza los siguientes máximos y mínimos: 

  a) (0, 0) máximo y (1, 1) mínimo     b) (1, 5) máximo y (1, 1) mínimo    

  c) (6, 324) mínimo y (1, 1) máximo    d) (0, 0) mínimo y (1, 1) máximo 
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Resumen 

Saber  contar  es  algo  importante  en  Matemáticas.  Ya 
Arquímedes  en  su  libro  “Arenario”  se  preguntaba  cómo 
contar  el  número  de  granos  de  arena  que  había  en  la 
Tierra.  

En  este  capítulo  vamos  a  aprender  técnicas  que  nos 
permitan  contar.  Vamos  a  aprender  a  reconocer  las 
permutaciones,  las  variaciones  y  las  combinaciones;  y  a 
utilizar los números combinatorios en distintas situaciones, 
como para desarrollar un binomio elevado a una potencia. 

Estas técnicas de contar las utilizaremos en otras partes de 
las Matemáticas como en Probabilidad para contar el número de casos posibles o el número de casos 
favorables.  
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1. PERMUTACIONES   

1.1. Diagramas en árbol 

Actividades resueltas 

 En  una  fiesta  se  cuenta  con  tres  grupos musicales  que  deben  actuar.  Para  organizar  el  orden  de 
actuación, ¿cuántas posibilidades distintas hay? 

Una  técnica  que  puede  ayudar  mucho  es  confeccionar  un  diagrama  en  árbol.  Consiste  en  una 
representación por niveles en la que cada rama representa una opción individual para pasar de un nivel 
al siguiente, de tal manera que todos los posibles recorridos desde la raíz hasta el último nivel, el nivel 
de las hojas, son todos los posibles resultados que se pueden obtener. 

Llamamos a los tres grupos musicales A, B y C.  

 

Primer nivel del árbol: En primer  lugar, podrán actuar o bien A, o bien B o 
bien C. 

 

Segundo nivel del árbol: Una vez que el 
grupo  A  ha  sido  elegido  para  actuar  en  primer  lugar,  para  el 
segundo puesto sólo podremos colocar a B o a C. Igualmente, si ya 
B va en primer lugar, sólo podrán estar en el segundo lugar A o C. Y 
si actúa en primer lugar C, para el segundo puesto las opciones son 
A y B. 

 

 

Tercer  nivel  del  árbol:  Si  ya  se  hubiera  decidido  que  en 
primer lugar actúa el grupo A y en segundo el grupo B, ¿para 
el  tercer  lugar,  que  se  puede  decidir?  Sólo  nos  queda  el 
grupo  C,  y  de  la misma manera,  en  todos  los  otros  casos, 
sólo queda una única posibilidad 

 

Confeccionar  el  diagrama  en  árbol,  incluso  únicamente 
comenzar  a  confeccionarlo,  nos  permite  contar  con 
seguridad y facilidad. Para saber cuántas formas tenemos de 
organizar  el  concierto,  aplicamos  el  principio  de  multiplicación:  sólo  tenemos  que  multiplicar  los 
números de ramificaciones que hay en cada nivel: 3 ∙ 2 ∙ 1 = 6 formas de organizar el orden de actuación 
de los grupos. 

 

También permite escribir  esas  seis posibles  formas  sin más que  seguir  al  árbol: ABC, ACB, BAC, BCA, 
CAB, CBA. 
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 En  una  carrera  compiten 5  corredores  y  se  van  a  repartir  tres medallas,  oro,  plata  y  bronce,  ¿de 
cuántas formas distintas pueden repartirse? 

Hacemos el diagrama en árbol. El oro lo pueden ganar los cinco corredores que vamos a llamar A, B, C, 
D y E. Hacemos las cinco flechas del diagrama. Si el oro lo hubiese ganado el corredor A, la plata sólo la 
podría ganar alguno de los otros cuatro corredores: B, C, D o E. Si el oro lo hubiera ganado B también 
habría cuatro posibilidades para la medalla de plata: A, C, D y E.  Y así con el resto.  

Si suponemos que la medalla de oro la ha ganado A y la de plata B, entonces la medalla de bronce la 
pueden ganar C, D o E. 

Por tanto, hay 5 ∙ 4 ∙ 3 = 60 formas distintas de repartir las tres medallas entre los cinco jugadores. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Actividades propuestas 

1. Haz diagramas en árbol para calcular: 

a) Cuántas palabras de dos  letras distintas  (con significado o sin él) 
puedes escribir con las letras A, B o C. 

b) Cuántas palabras de tres letras distintas que empiecen por vocal y 
terminen  por  consonante  se  pueden  formar  con  las  letras  del 
alfabeto. (Recuerda que hay 5 vocales y 22 consonantes). 

2. Ana tiene 5 camisetas, 3 pantalones y 4 pares de zapatillas. ¿Puede llevar una combinación diferente 
de  camiseta,  pantalón  y  zapatilla  durante  dos  meses  (61  días)?  ¿Cuántos  días  deberá  repetir 
combinación? Ayuda: Seguro que un diagrama en árbol te resuelve el problema. 

3. En un tablero cuadrado con 25 casillas, ¿de cuántas formas diferentes podemos colocar dos fichas 
idénticas,  de modo  que  estén  en  distinta  fila  y  en  distinta  columna?  Sugerencia:  Confecciona  un 
diagrama de árbol. ¿Cuántas casillas hay para colocar  la primera ficha? Si descartamos su fila y su 
columna, ¿en cuántas casillas podemos colocar la segunda ficha?   

 

Haz un diagrama de
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1.2. Permutaciones u ordenaciones de un conjunto 

Llamamos  permutaciones  a  las  posibles  formas  distintas  en  que  se  puede  ordenar  un  conjunto  de 
elementos distintos. 

Cada cambio en el orden es una permutación. 

 

Ejemplos: 

 Son permutaciones: 

o Las formas en que pueden llegar a la meta 10 corredores.  

o Las  palabras  de  cuatro  letras,  sin  repetir  ninguna  letra,  con  o  sin  sentido  que  podemos 
formar con las letras de la palabra MESA. 

o Los números de 5 cifras distintas que se pueden formar con los dígitos: 1, 2, 3, 4 y 5.  

 

El número de permutaciones de un conjunto de  n elementos se designa por Pn, y se lee permutaciones 
de n elementos. 

La actividad resuelta de los tres grupos musicales que iban a actuar en una fiesta era de permutaciones, 
era una ordenación, luego lo escribiríamos como P3, y se lee permutaciones de 3 elementos. 

 

Actividades resueltas 

 En  la  fase preparatoria de un campeonato del mundo están en el mismo grupo España, Francia y 
Alemania. Indica de cuántas formas pueden quedar clasificados estos tres países. 

Son  permutaciones  de  3  elementos:  P3.  Hacemos  un 
diagrama de árbol. Pueden quedar primeros España (E), 
Francia (F) o Alemania (A). Si ha ganado España, pueden 
optar  por  el  segundo  puesto  F  o  A.  Y  si  ya  hubiesen 
ganado  España  y  luego  Francia,  para  el  tercer  puesto 
sólo quedaría Alemania. 

Pueden quedar de 3 ∙ 2 ∙ 1 = 6 formas distintas. 

 

En general para calcular las permutaciones de n elementos se multiplica n por n – 1, y así, bajando de 
uno en uno, hasta llegar a 1: Pn = n  ∙ (n – 1) ∙  (n – 2) ∙ … ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1. A este número se le llama factorial de 
n, y se indica n! 

Pn = n  ∙ (n – 1) ∙  (n – 2) ∙ … ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = n! 

Corresponde  a  un  árbol  de  n  niveles  con  n,  n  –  1,  n  –  2,  …,  3,  2,  1  posibilidades  de  elección 
respectivamente. 

Para realizar esta operación con la calculadora se utiliza la tecla   !   

   

 



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas 4º B de ESO. Capítulo 8: Combinatoria  Autores: María Molero y Álvaro Garmendia 

    Revisores: Andrés Hierro y Sergio Hernández 

www.apuntesmareaverde.org.es    Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF y María Molero 

303  Combinatoria: 4ºB de ESO
Ejemplos: 

 Las formas en que pueden llegar a la meta 10 corredores son: 

P10 = 10! = 10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ … ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 3628800. 

 

 Las palabras con o sin sentido que podemos formar con las  letras, sin repetir, de la palabra MESA 
son P4 = 4! = 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 24. 

 

 Los números de 5 cifras, todas distintas, que se pueden formar con los dígitos: 1, 2, 3, 4 y 5 son: 

P5 = 5! = 120. 

 

 España, Francia y Alemania pueden quedar clasificados de P3 = 3! = 6 formas distintas. 

 

Actividades propuestas 

4. ¿De  cuántas  formas  pueden  repartirse  cuatro  personas,  cuatro  pasteles  distintos,  comiendo  cada 
persona un pastel? 

5. En una carrera de caballos participan cinco caballos con  los números 1, 2, 3, 4 y 5. ¿Cuál de ellos 
puede  llegar el primero? Si  la carrera está amañada para que el número cuatro  llegue el primero, 
¿cuáles de ellos pueden llegar en segundo lugar? Si la carrera no está amañada, ¿de cuántas formas 
distintas pueden llegar a la meta? Haz un diagrama en árbol para responder. 

6. ¿De  cuántas  maneras  puedes  meter  cuatro  objetos  distintos  en  cuatro  cajas  diferentes,  si  sólo 
puedes poner un objeto en cada caja? 

7. ¿Cuántos  países  forman  actualmente  la  Unión  Europea?  Puedes  ordenarlos  siguiendo  diferentes 
criterios, por ejemplo, por su población, o con respecto a su producción de acero, o por la superficie 
que ocupan. ¿De cuántas maneras distintas es posible ordenarlos? 

8. En  el  año  1973  había  seis  países  en  el  Mercado  Común  Europeo.  ¿De  cuántas  formas  puedes 
ordenarlos? 

9. En  una  oficina  de  colocación  hay  siete  personas.  ¿De  cuántas  formas  distintas  pueden  haber 
llegado? 
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Actividades resueltas 

 Cálculo de 
!3

!6
.  

Cuando  calculamos  cocientes  con  factoriales  siempre  simplificamos  la  expresión,  eliminando  los 
factores  del  numerador  que  sean  comunes  con  factores  del  denominador,  antes  de  hacer  las 
operaciones.  En  general  siempre  suele  ser  preferible  simplificar  antes  de  operar,  pero  en  este  caso 
resulta imprescindible, para que no salgan números demasiado grandes. 

Es  120456
123

123456

!3

!6





 . 

 

 Expresa, utilizando factoriales, los productos siguientes: a) 10∙9∙8; b) (n+4)∙(n+3)∙(n+2); 

a) 10 ∙ 9 ∙ 8 = 
!7
!10

1234567 
12345678910





 

b) (n+4) ∙ (n+3) ∙ (n+2) = 
)!1(
)!4(




n

n  

 

Actividades propuestas 

10. Calcula: a) 
!4
!6
; b) 

!3
!7
; c) 

!3!5
!8


; d) 
!5
!6
; e) 

!11
!12
; f) 

!346
!347
. 

11. Calcula: a) 
!

)!1(
n

n 
; b) 

)!3(
)!4(




n

n ; c) 
)!2(
)!4(




n

n ; d) 
)!1(

!
n

n . 

12. Expresa utilizando factoriales: a) 5∙4∙3; b) 10∙11∙12∙13; c) 8∙7∙6; d) 10∙9. 

13. Expresa utilizando factoriales: a) (n+3)∙(n+2)∙(n+1); b) n∙(n+1)∙(n+2)∙(n+3); c) n∙(n+1)∙(n+2)∙… ∙(n+k). 

14. Escribe en forma de factorial las distintas formas que tienen de sentarse en una clase los 30 alumnos 
en los 30 puestos que hay. (No lo calcules. El resultado es un número muy grande, para calcularlo se 
necesita  un  ordenador  o  una  calculadora,  y  habría  que  recurrir  a  la  notación  científica  para 
expresarlo de forma aproximada). 

15. Nueve  ciclistas  circulan  por  una  carretera  en  fila  india.  ¿De  cuántas  formas  distintas  pueden  ir 
ordenados? 

 

Toda  la  combinatoria  en  9  minutos.  Resumen  de  combinatoria,  fórmulas  y 
ejemplos  de  aplicación  de  cada  caso.  Variaciones  con  y  sin  repetición, 
permutaciones, con y sin repetición y combinaciones. 

https://www.youtube.com/watch?v=g843LMUY5H0 
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2. VARIACIONES 

2.1. Variaciones con repetición 

Ya sabes que las quinielas consisten en adivinar los resultados de 14 partidos de fútbol señalando un 1 
si  pensamos  que  ganará  el  equipo de  casa,  un  2  si  gana  el  visitante  y  una  X  si  esperamos  que  haya 
empate. En una misma jornada, ¿cuántas quinielas distintas podían rellenarse?  

Observa que ahora cada diferente quiniela consiste en una secuencia de los símbolos 1, 2 y X, en las que 
el  mismo  símbolo  puede  aparecer  varias  veces  repetido  a  lo  largo  de  la  secuencia  y  dos  quinielas 
pueden diferenciarse por los elementos que la componen o por el orden en que aparecen. 

 

Actividades resueltas 

 Con dos símbolos, 0 y 1, ¿cuántas tiras de 4 símbolos se pueden 
escribir? 

Igual que en anteriores ejemplos, formamos el diagrama de árbol. 
Observando que en el primer  lugar de  la  tira podemos poner  los 
dos símbolos. En el  segundo  lugar, aunque hayamos puesto el 0, 
como  se  puede  repetir,  podemos  volver  a  poner  el  0  y  el  1.  Lo 
mismo  en  el  tercer  y  en  el  cuarto  lugar.  Es  decir,  el  número  de 
ramificaciones no se va reduciendo, siempre es igual, por lo tanto 
el número de tiras distintas que podemos formar es  

2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = 24 = 16 tiras distintas. 

 

Las  diferentes  secuencias  de  longitud  n  que  se  pueden  formar  con  un  conjunto  de  m  elementos 
diferentes,  se  llaman variaciones  con  repetición  de m  elementos  tomados  de n  en n.  El  número  de 
diferentes  secuencias  que  se  pueden  formar  se  designa  con  la  expresión  VRm,n.  y  se  calcula  con  la 
fórmula: 

VRm,n = mn 

En la actividad resuelta anterior son variaciones con repetición de 2 elementos tomados de 4 en 4:  

VR2,4 = 24 = 16 tiras distintas. 

Actividad resuelta 

 En el cálculo del número de quinielas distintas, los elementos son 3 (1, 2, X) y se forman secuencias 
de longitud 14, por lo tanto se trata de variaciones con repetición de 3 elementos tomados de 14 en 
14:  

VR3,14 = 314 = 4 782 969. 

Para tener la certeza absoluta de conseguir 14 aciertos hay que rellenar 4 782 969 apuestas simples. 

 La probabilidad de que te toque una quiniela en una apuesta simple es, por tanto, 
ଵ

4 782 969
. 
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Actividades propuestas 

16. Con los 10 dígitos, ¿cuántos números distintos pueden formarse de 6 cifras? 

17. Con los 10 dígitos y las 22 consonantes del alfabeto, ¿cuántas matriculas de coche pueden formarse 
tomando cuatro dígitos y tres letras? 

18. Un byte u  octeto es una  secuencia de  ceros  y  unos  tomados de 8  en  8.  ¿Cuántos bytes distintos 
pueden formarse? 

19. Calcula: a) VR4,2; b) VR4,4; c) VR11,2; d) VR2,11. 

20. Expresa con una fórmula:  

a) Las variaciones con repetición de 3 elementos tomadas de 5 en 5.  

b) Las variaciones con repetición de 7 elementos tomadas de 2 en 2.  

c) Las variaciones con repetición de 5 elementos tomadas de 4 en 4.  

21. ¿Cuántas palabras de tres letras (con significado o no) puedes formar que empiecen por consonante 
y terminen con la letra R? 

 

2.2. Variaciones sin repetición 

Actividades resueltas 

 Una  asociación  de  vecinos  va  a  renovar  la 
junta directiva.  Ésta  consta de  tres  cargos, 
presidencia,  secretaría  y  tesorería.  a)  Si 
únicamente  se  presentan  cuatro  personas. 
¿De cuántas maneras puede estar formada 
la  junta?  b)  Si,  antes  de  que  empiece  la 
votación,  se  presentan  otros  dos 
candidatos,  ¿cuántas  juntas  diferentes 
podrán formarse ahora? 

a) Confeccionamos nuestro diagrama en árbol. 
Numeramos  los  candidatos  del  1  al  4.  A  la 
presidencia  pueden  optar  los  4  candidatos, 
pero  si  un  determinado  candidato  ya  ha  sido 
elegido  para  la  presidencia,  no  podrá  optar  a 
los otros dos cargos, por lo que desde cada una de las primeras cuatro ramas, sólo saldrán tres ramas. 
Una  vez  elegida  una  persona  para  la  presidencia  y  la  secretaría,  para  optar  a  la  tesorería  habrá 
únicamente dos opciones, por lo cual de cada una de las ramas del segundo nivel, salen dos ramas para 
el tercer nivel. 

De este modo, multiplicando el número de ramificaciones en cada nivel, tenemos que  la  junta puede 
estar formada de 4 ∙ 3 ∙ 2 = 24 maneras. 

b) Si en lugar de 4 candidatos fuesen 6, podría estar formada de 6 ∙ 5 ∙ 4 = 120 maneras. 

 

         Presidente/a      Secretario/a      Tesorero/a 
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Estas agrupaciones de elementos, en que un elemento puede aparecer en cada grupo como máximo 
una vez, sin repetirse, y cada grupo se diferencia de los demás por los elementos que lo componen o 
por el orden en que aparecen se denominan variaciones sin repetición.  

 

En  las  variaciones,  tanto  con  repetición  como  sin  repetición,  se  tienen  en  cuenta  el  orden  y  los 
elementos que forman el grupo. La diferencia es que en las variaciones con repetición pueden repetirse 
los  elementos  y  en  las  variaciones  ordinarias  no.  En  el  ejemplo  anterior  no  tendría  sentido  que  un 
mismo candidato ocupara dos cargos, no se repiten los elementos. 

 

Las  variaciones  sin  repetición  (o  simplemente  variaciones)  de m  elementos  tomados  de  n  en  n  se 
designan como Vm,n. Son  los grupos de n elementos distintos que se pueden formar de modo que un 
grupo  se  diferencie  de  otro  bien  por  los  elementos  que  lo  componen  bien  por  el  orden  en  que 
aparecen.  

El número de variaciones es igual al producto de multiplicar n factores partiendo de m y decreciendo de 
uno en uno:  

Vm,n = m ∙ (m – 1) ∙ (m – 2) ∙… (n factores) 

 

Observaciones 

1) m debe ser siempre mayor o igual que n. 

2) Las  variaciones  de m  elementos  tomados  de m  en m  coinciden  con  las  permutaciones  de m 
elementos: Vm,m = Pm. 

Actividades resueltas 

 Observa  las  siguientes  variaciones e  intenta  encontrar  una expresión para el  último  factor  que  se 
multiplica en el cálculo de las variaciones: 

a) V4,3 = 4 ∙ 3 ∙ 2 

b) V6,3 = 6 ∙ 5 ∙ 4 

c) V10,6 = 10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ 6 ∙ 5  

d) V9,4 = 9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ 6  

En el caso a) 2 es igual a 4 – 3 + 1. 

En b) 4 = 6 – 3 + 1. 

En c) 5 = 10 – 6 + 1. 

En d) 6 = 9 – 4 + 1.  

En general el último elemento es (m – n + 1). 

Vm,n = m ∙ (m – 1) ∙ (m – 2) ∙… ∙ (m – n + 1) 
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 Escribe la fórmula de las variaciones utilizando factoriales: 

a) V4,3 = 4 ∙ 3 ∙ 2 = 
!1
!4
 

b) V6,3 = 6 ∙ 5 ∙ 4 = 
!3
!6
 

c) V10,6 = 10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ 6 ∙ 5 = 
!4
!10
 

d) V9,4 = 9 ∙ 8 ∙ 7 ∙ 6 = 
!5
!9
 

Para escribirlo como cociente de factoriales se debe dividir por  (m – n)!. 

Vm,n = m ∙ (m – 1) ∙ (m – 2) ∙… ∙ (m – n + 1) = 
)!(

!
nm

m


 

Para realizar esta operación con la calculadora se utiliza la tecla etiquetada   nPr  

 

Actividades propuestas 

22. Tres personas van a una pastelería en la que únicamente quedan cuatro pasteles, distintos entre sí. 
¿De cuántas formas distintas pueden elegir su pastel si cada una compra uno? 

23. Con  los  10  dígitos  se  desean  escribir  números  de  cuatro  cifras,  todas  ellas  distintas.  ¿Cuántas 
posibilidades hay para escribir la primera cifra? Una vez elegida la primera, ¿cuántas hay para elegir 
la segunda? Una vez elegidas las dos primeras, ¿cuántas hay para la tercera? ¿Cuántas posibilidades 
hay en total? 

24. Si  tienes 9 elementos diferentes y  los  tienes que ordenar de 5 en 5 de  todas  las  formas posibles, 
¿cuántas hay? 

25. Con las letras A, B y C, ¿cuántas palabras de 2 letras no repetidas podrías escribir?  

26. Con los dígitos 3, 5, 7, 8 y 9, ¿cuántos números de 3 cifras distintas puedes formar? 

27. Calcula: a) V11,6; b) V7,5; c) V8,4. 

28. Calcula: a) 
!3
!7
; b) 

!4
!6
; c) 

!8
!10
. 

 

Otra observación 

Hemos  dicho  que  Vm,m  =  Pm  pero  si  utilizamos  la  fórmula  con  factoriales  tenemos  que  Vm,m  =  Pm  = 

!0
!

)!(
! m

mm

m



. Para que tenga sentido se asigna a 0! el valor de 1.  

0! = 1. 
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3. COMBINACIONES 

3.1. Combinaciones 

Actividades resueltas 

 En  una  librería  quieren hacer  paquetes  de  tres  libros,  usando  los  seis  libros más  leídos.  ¿Cuántos 
paquetes diferentes podrán hacer? 

En este caso cada grupo de tres  libros se diferenciará de  los otros posibles por  los  libros (elementos) 
que  lo  componen,  sin  que  importe  el  orden  en  que  estos  se  empaquetan.  A  esta  agrupación  se  la 
denomina combinación.  

Se  llama  combinaciones  de m  elementos  tomados  de  n  en  n  y  se  designa  Cm,n  a  los  grupos  de  n 
elementos que se pueden formar a partir de un conjunto de m elementos diferentes entre sí, de modo 
que cada grupo se diferencie de los demás por  los elementos que lo forman (no por el orden en que 
aparecen).  
Designamos los libros con las letras A, B, C, D, E y F.  
Paquetes con A    Paquetes sin A pero con B  Paquetes sin A ni B pero con C 
ABC        BCD        CDE 
ABD  ACD      BCE  BDE      CDF  CEF        DEF 
ABE  ACE  ADE    BCF  BDF  BEF 
ABF  ACF  ADF  AEF 
Hemos  formado  primero  todos  los  paquetes  que  contienen  el  libro  A,  hay  10;  Luego  seguimos 
formando los que no contienen el libro A pero si contienen el B. Luego los que no contienen ni A ni B 
pero sí C. Y por último, el paquete DEF que no contiene los libros A, B ni C. Con este recuento hemos 
identificado un total de 20 paquetes distintos. C6,3 = 20. 

Esta forma de hacerlo es poco práctica. Para encontrar una fórmula general que nos permita calcular el 
número de grupos, vamos a apoyarnos en lo que ya sabemos.  

Si  fuera  relevante el orden en que aparecen  los  libros en  cada  paquete,  además de  los  libros que  lo 
componen, sería un problema de variaciones y calcularíamos: V6,3 = 6 ∙ 5 ∙4 = 120 diferentes: 

ABC, ABD, ABE, ABF, ACB, ACD, ACE, ACF, ADB, ADC, ADE, ADF, AEB, AEC, AED, AEF, AFB, AFC, AFD, AFE, 
BAC, BAD, BAE, BAF, BCA, BCD, BCE, BCF, BDA, BDC, BDE, BDF, BEA, BEC, BED, BEF, BFA, BFC, BFD, BFE, 
CAB, CAD, CAE, CAF, CBA, CBD, CBE, CBF, CDA, CDB, CDE, CDF, CEA, CEB, CED, CEF, CFA, CFB, CFD, CFE, 
DAB, DAC, DAE, DAF, DBA, DBC, DBE, DBF, DCA, DCB, DCE, DCF, DEA, DEB, DEC, DEF, DFA, DFB, DFC, DFE, 
EAB, EAC, EAD, EAF,   EBA,   EBC, EBD, EBF, ECA, ECB, ECD, ECF, EDA, EDB, EDC, EDF, EFA, EFB, EFC, EFD, 
FAB, FAC,  FAD, FAE,  FBA,  FBC,  FBD,  FBE,  FCA,  FCB, FCD,  FCE, FDA,  FDB,  FDC , FDE, FEA, FEB, FEC, FED. 

En  la  lista  anterior  hemos  señalado  con  el  mismo  color  algunos  de  los  paquetes  que  contienen  los 
mismos tres libros, verás que el paquete con los libros A, B y C se repite seis veces: ABC, ACB, BAC, BCA, 
CAB, CBA. Las mismas veces se repite el paquete ABD, el ACF, etc. Puedes probar a señalar cualquier 
otra combinación y verás que todas están repetidas exactamente seis veces. Ello es debido a que hay 
seis variaciones posibles con la misma composición de elementos, que se diferencian por el orden (las 
permutaciones de esos tres elementos que son P3 = 6). Así pues, como en el recuento de variaciones, 
cada paquete está contado P3 = 6 veces. Para saber el número de paquetes diferentes dividimos el total 
de variaciones entre P3 = 6.  

 



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas 4º B de ESO. Capítulo 8: Combinatoria  Autores: María Molero y Álvaro Garmendia 

    Revisores: Andrés Hierro y Sergio Hernández 

www.apuntesmareaverde.org.es    Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF y María Molero 

310  Combinatoria: 4ºB de ESO
Por tanto basta con dividir las variaciones entre las permutaciones:  

C6,3 = 
6

120

3

3,6 
P

V
 = 20. 

Y, en general, de acuerdo con el mismo razonamiento se calculan  las combinaciones de m elementos 
tomados de n en n, dividiendo las variaciones entre las permutaciones, con la fórmula: 

Cm,n = 
!)!(

!,

nnm

m

P

V

n

nm


  

Para realizar esta operación con la calculadora se utiliza la tecla etiquetada   nCr  

 

Actividades resueltas 

 Un  test  consta de 10  preguntas  y para aprobar hay que  responder 6  correctamente.  ¿De  cuántas 
formas se pueden elegir esas 6 preguntas? 

No  importa en qué orden  se elijan  las preguntas,  sino  cuáles  son  las  preguntas  elegidas. No pueden 
repetirse  (no  tiene  sentido  que  respondas  3  veces  la  primera  pregunta).  Únicamente  influyen  las 
preguntas  (los  elementos).  Se  trata  de  un  problema de  combinaciones,  en  que  tenemos  que  formar 
grupos de 6, de un conjunto formado por 10 preguntas diferentes, luego son combinaciones, C10,6.  

C10,6 =  2107310
123456
5678910

!6!4
!10








 maneras. 

 

 Tenemos 5 libros sin leer y queremos llevarnos tres para leerlos en vacaciones, ¿de cuántas maneras 
distintas podemos elegirlos? 

Son combinaciones de 5 elementos tomados de 3 en 3. C5,3 = 10 formas. 

 

 Tienes 7 monedas de euro que colocas en fila. Si 3 muestran la cara y 4 la cruz, ¿de cuántas formas 
distintas puedes ordenarlas? 

Bastará con colocar en primer lugar las caras y en los lugares libres poner las cruces. Tenemos 7 lugares 
para colocar 3 caras, serán por lo tanto las combinaciones de 7 elementos tomados de 3 en 3. C7,3 = 35. 
Observa que se obtiene el mismo resultado si colocas las cruces y dejas los lugares libres para las caras 
ya que C7,4 = 35. 

 

Actividades propuestas 

29. Tenemos  5  bombones  (iguales)  que  queremos  repartir  entre  7  amigos,  ¿de  cuántas  formas  se 
pueden repartir los bombones si a ninguno le vamos a dar más de un bombón? 

30. Juan quiere regalar 3 DVDs a Pedro de los 10 que tiene, ¿de cuántas formas distintas puede hacerlo? 

31. En el juego del póker se da a cada jugador una mano formada por cinco cartas, de las 52 que tiene la 
baraja francesa, ¿cuántas manos diferentes puede recibir un jugador? 
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3.2. Números combinatorios  

Las combinaciones son muy útiles, por lo que su uso frecuente hace que se haya definido una expresión 
matemática denominada número combinatorio. 

El número combinatorio m sobre n se designa  







n

m
 y es igual a:  









n

m
 = Cm,n =  !)!(

!
nnm

m


 

 

Números combinatorios. En este vídeo explicamos cómo se calcula un número 
combinatorio. 

https://www.youtube.com/watch?v=jD2h‐3nkGEA 

 

Propiedades de los números combinatorios 

Actividades resueltas 

 Calcula  







0
7

,  







0
5

,  







0
9

,  







0
4

.  

Habrás comprobado que:  







0
7

= 1,  







0
5

 = 1,  







0
9

 = 1 y  







0
4

 = 1. Razona el motivo. ¿Podemos generalizar 

y decir que  







0
m

 = 1? En efecto:  







0
m

 = 
!0!

!
m

m
= 1. Recuerda que 0! = 1. 

 Calcula  







7
7

,  







5
5

,  







9
9

,  







4
4

.  

Habrás comprobado que:  







7

7
= 1,  








5

5
 = 1,  








9

9
 = 1 y  








4

4
 = 1. Razona el motivo. ¿Podemos generalizar y 

decir que  







m

m
 = 1? En efecto:  








m

m
 = 

!!0
!

!)!(
!

m

m

mmm

m





= 1. Recuerda que 0! = 1. 

 Calcula  







1
7

,  







1
5

,  







1
9

,  







1
4

.  

Habrás comprobado que:  







1

7
= 7,  








1

5
 = 5,  








1

9
 = 9 y  








1

4
 = 4. Razona el motivo. ¿Podemos generalizar y 

decir que  







1
m

 = m? En efecto:  







1
m

 = 
!1)!1(

!
m

m
= m. 
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 Calcula  







4
7

,  







3
7

,  







7
9

,  







2
9

 e indica cuáles son iguales.  

Habrás comprobado que:  







4

7
 =  








3

7
 y que  








7

9
 =  








2

9
. Razona el motivo. ¿Podemos generalizar y decir que 









n

m
 =  








 nm

m
? En efecto:  








n

m
 = 

!n)!nm(

!m


= 

)!nm())!nm(m(

!m


=  








nm

m
. 

Hasta  ahora  todas  las  propiedades  han  sido muy  fáciles.  Tenemos  ahora  una  propiedad más  difícil. 

Veamos que:  







n

m
 =  







 
n

m 1
 +  










1

1

n

m
. 

Pero antes lo comprobaremos con un problema.  
 Luis y Miriam se han casado y  les han regalado seis objetos de adorno. Quieren poner  tres en 
una estantería, pero Miriam quiere que en la estantería esté, sí o sí, el regalo de su madre. Sin 
embargo, a Luis no  le gusta ese objeto, y  le da  igual cualquier combinación en  la que no esté. 
Uno de los dos se saldrá con la suya. Calcula cuantas son las posibilidades de cada uno. 

A Luis y Miriam les han regalado 6 objetos de adorno y quieren poner 3 en una estantería. Las formas 

de hacerlo con C6,3 =  







3

6
.  

Pero Miriam quiere que en la estantería esté, sí o sí, el regalo de su madre. ¿De cuántas formas lo haría 

Miriam? Son C5,2 =  







2

5
.  

Sin embargo a Luis, ese objeto no le gusta, y le da igual cualquier combinación en la que no esté. ¿De 

cuántas formas lo haría Luis? Son C5,3 =  







3

5
.  

Las opciones de Miriam más las de Luis son las totales:  







3

6
 =  








3

5
+ 








2

5
. 

 Comprueba que  







3

6
 =  








3

5
+ 








2

5
 y que  

























4

6

5

6

5

7
. 

En general,  







n

m
 =  







 
n

m 1
 +  











1
1

n

m
. 

¿Te atreves a demostrarlo? 
Para demostrarlo recurrimos a la definición y realizamos operaciones: 








 
n

m 1
 +  










1

1

n

m
 = 

!n)!nm(

)!m(




1

1
+ 

)!n())!n(m(

)!m(

111

1




  reducimos a común denominador 

= 
!n)!nm()nm(

)!m()nm(




1

1
 + 

)!n()!nm(n

)!m(n

1

1




  Recuerda: m∙(m1)! = m! 

= 
!n)!nm(

)!m()nm(


 1

 + 
!n)!nm(

)!m(n


 1

  Ponemos el denominador común y sumamos los numeradores 

= 
!n)!nm(

)!m(n)!m()nm(


 11

  Sacamos (m1)! factor común 

= 
!n)!nm(

)!m()nnm(


 1

  De nuevo usamos que m∙(m1)! = m!  

= 
!n)!nm(

!m


=  








n

m
. 
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Triángulo de Pascal o Triángulo de Tartaglia 

 A un matemático italiano del siglo XVI, llamado Tartaglia pues era tartamudo, se le ocurrió disponer a 
los números combinatorios así: 

    







0
0

 

       







0
1

       







1
1

 









0
2

      







1
2

      







2
2

 

      







0
3

       







1
3

      







2
3

      







3
3

   









0
4

  







1
4

  







2
4

  







3
4

  







4
4

 

                        …. 

Los  secretos  del  TRIÁNGULO  DE  PASCAL.  El  triángulo  de  Pascal  contiene 
sorprendentes propiedades y curiosidades para disfrutar de las matemáticas, y 
en Derivando te vamos a contar algunas de ellas. Eduardo Sáenz de Cabezón 

https://www.youtube.com/watch?v=DPxIbJ‐Rbf4 

A ambos triángulos se les llama Triángulo de Pascal o Triángulo de Tartaglia. 

Los valores que hay que poner en cada fila del triángulo se calculan, sin tener que usar la fórmula de los 
números  combinatorios,  de  una  forma  más  fácil  basada  en  las  propiedades  de  los  números 
combinatorios que acabamos de probar: 

Por la propiedad  







0
m

 = 1 =  







m

m
, cada fila empieza y termina con 1. 

Por  la  propiedad  







n

m
  =  








 nm

m
,  sabemos  que  el  Triángulo  de  Tartaglia  es  simétrico  o  sea  que  el 

primer elemento de cada fila coincide con el último, el segundo con el penúltimo y así sucesivamente. 

Por  la propiedad  







n

m
 =  







 
n

m 1
 +  











1
1

n

m
, podemos obtener las siguientes filas sumando términos 

de la anterior, ya que cada posición en una fila es la suma de las dos que tiene justo encima de la fila 
anterior. 

De este modo el triángulo se construye secuencialmente, añadiendo filas por abajo hasta llegar a la que 
nos  interesa.  Si  sólo  necesitamos  conocer  un  número  combinatorio  aislado,  tal  vez  no  valga  la  pena 
desarrollar todo el triángulo, pero en muchas ocasiones necesitamos conocer  los valores de toda una 
fila  del  triángulo  (por  ejemplo  cuando  desarrollamos  un  binomio  de  Newton,  o  cuando  resolvemos 
problemas de probabilidad).    

O bien calculando sus valores correspondientes: 

         1 

      1   1 

    1   2   1 

  1   3   3   1 

1   4   6   4   1 

        …



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas 4º B de ESO. Capítulo 8: Combinatoria  Autores: María Molero y Álvaro Garmendia 

    Revisores: Andrés Hierro y Sergio Hernández 

www.apuntesmareaverde.org.es    Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF y María Molero 

314  Combinatoria: 4ºB de ESO

Actividades propuestas 

32.  Añade  tres  filas  más  al  triángulo  de  Tartaglia  de  la 
derecha. 

33. Suma los números de cada fila y comprueba que la suma 
de los elementos de la  fila m es siempre igual a 2m. 

34. Sin  calcularlos,  indica  cuánto  valen  C5,3;  C5,4;  C5,2  y  C5,5 
buscando su valor en el triángulo. 

 

3.3. Distribución binomial 

Recorridos aleatorios o caminatas al azar 

Los números combinatorios sirven como modelo para resolver situaciones muy diversas.  

 

Actividades resueltas 

El dispositivo que aparece a la derecha se denomina aparato de 
Galton. Su funcionamiento es el siguiente: cuando se introduce 
una  bola  por  el  embudo  superior,  va  cayendo  por  los  huecos 
que existen en cada fila. En cada paso puede caer por el hueco 
que  tiene  a  su  derecha  o  por  el  que  tiene  a  su  izquierda  con 
igual probabilidad, de forma que es imposible, cuando ponemos 
una bola en el embudo predecir en cuál de los carriles inferiores 
acabará cayendo. 

 

 

 

 

 

 Si  introducimos muchas  bolas  por  el  agujero  superior,  por  ejemplo 1024,  ¿crees  que  al  llegar 
abajo  se distribuirán uniformemente entre  todos  los  carriles o habrá  lugares a  los que  lleguen 
más bolas? 

Observa que, para llegar a la primera fila, sólo hay un camino posible, que es el que va siempre hacia la 
izquierda, y para llegar a la última, el único camino posible es el que va siempre a la derecha.  

Mientras que para llegar a los huecos centrales de cada fila el número de caminos posibles es mayor. 
Por ejemplo, para  llegar al  segundo hueco de  la segunda  fila, hay dos caminos. En general, al primer 
hueco de cada  fila  sólo  llega un camino,  igual que al último y  a  cada uno de  los otros huecos  llegan 
tantos  caminos  como  la  suma  de  los  caminos  que  llegan  a  los  dos  huecos  que  tiene  justo  encima. 

Comprueba que para llegar al hueco n de la fila m hay  







n

m
 caminos. 

             1      1 = 20 

          1   1      2 = 21 

        1   2   1      4 = 22 

      1   3   3   1      8 = 23 

   1   4   6   4   1    16 = 24 

1   5  10  10   5    1    32 = 25 
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En resumen, el número de caminos aleatorios que llegan a cada hueco se calcula igual que los números 
en el triángulo de Tartaglia. Si nuestro aparato de Galton tiene 9 filas, el número de caminos que llegan 
a cada uno de  los compartimentos de salida es el que se obtiene con  la novena  fila del Triángulo de 
Tartaglia: 1   9   36   84   126   126   84   36   9   1, de un total de 29 = 512 caminos diferentes que puede 
realizar la bola. Así que cuando echamos en el aparato 1024 bolas, habrá aproximadamente 2 bolas que 
hagan cada uno de los 512 recorridos posibles, ya que todos tienen la misma probabilidad de ocurrir. 
Por tanto, el número de bolas que podemos esperar que caigan en cada compartimento es el siguiente: 

Compartimento  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

Número 
aproximado de 

bolas 

 
ଵ ଴ଶସ

ହଵଶ
 = 2  9∙2 = 18  36∙2 = 72  84∙2 = 168 

126∙2 = 
252 

126∙2 = 
252 

84∙2 = 168  36∙2= 72  9∙2 = 18  2 

Vemos que no se deposita el mismo número de bolas en todos los compartimentos. Mientras que en 
los extremos habrá aproximadamente 2 bolas, en los centrales habrá unas 252. 

De acuerdo con  ley de  los grandes números,  los resultados experimentales serán más parecidos a  los 
teóricos cuanto mayor sea el número de veces que se realiza el experimento (es decir, cuanto mayor 
sea el número de bolas). En Youtube buscando la expresión “máquina de Galton” puedes ver muchos 
vídeos en que se realiza el experimento y se verifica este hecho. 

 

Número de éxitos 

Actividades resueltas 

 En una sesión de tiro al plato se realizan sucesivamente 10 disparos. ¿Cuántas posibilidades habrá 
de acertar en el blanco exactamente tres veces (tener tres éxitos)?  

Son las C10,3 =  







3

10
= 120. 

 

En resumen 









n

m
 = Número de combinaciones de m elementos tomados de n en n 

= Número de caminos posibles para llegar al hueco n de la fila m del aparato de Galton 

= Número de subconjuntos de n elementos tomados en un conjunto de m elementos 

= Número de sucesos en los que obtenemos n éxitos en m pruebas 

= Números de muestras sin ordenar de tamaño n en una población de tamaño m. 
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3.4. Binomio de Newton 

Vamos a calcular las sucesivas potencias de un binomio. Ya sabes que:  

                     (a + b)0 = 1 

                 (a + b)1 = a + b 

           (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

      (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 

 

Observa que para hallar  cada uno de  los coeficientes de  (a  + b)4, excepto el primero y el último que 
valen  1,  se  suman  los  coeficientes  igual  que  en  el  triángulo  de  Tartaglia.  Se  obtiene  cada  elemento 
sumando los dos que tiene encima.   

 

Actividades resueltas 

 ¿Serías capaz de calcular (a + b)5 sólo observando? 

Fíjate que siempre aparecen todos los posibles términos del grado que estamos calculando, por lo que 
para  calcular  la  quinta  potencia  tendremos:  a5,  a4b,  a3b2,  a2b3,  ab4  y  b5.  Los  exponentes  están 
ordenados  de manera  que  los  de a  van  descendiendo  desde  5  hasta  0,  y  los  de b  van  aumentando 
desde 0 hasta 5 (recuerda a0=1).  

El coeficiente del primer y último término es 1. 

Los coeficientes se obtienen sumando los de  los términos de  la  fila anterior, como en el Triángulo de 
Tartaglia. Son la quinta fila del Triángulo de Tartaglia.  

Luego (a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5. 

Podemos escribirlo también utilizando números combinatorios: 

(a + b)5 =  







0
5

a5 +  







1
5

a4b +  







2
5

a3b2 +  







3
5

a2b3 +  







4
5

ab4 +  







5
5

b5. 

 

   

Para calcular (a + b)4 multiplicamos (a + b)3 por (a + b). 

(a + b)4 = (a + b)3∙(a + b) = (a3 + 3a2b + 3ab2 + b3)∙(a + b)  

= a4 + 3a3b + 3a2b2 + ab3 + a3b + 3a2b2 +3ab3 + b4  

= a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 

Para calcular (a + b)4 multiplicamos (a + b)3 por (a + b). 

(a + b)4 = (a + b)3∙(a + b) = (a3 + 3a2b + 3ab2 + b3)∙(a + b) 

= a4 + 3a3b + 3a2b2 + ab3 + 

+                a3b + 3a2b2 + 3ab3 + b4 

=        a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 
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Actividades propuestas 

35. Desarrolla (a + b)6 

 

En general: 

(a + b)n =  







0
n

an +  







1
n

an1b +  







2
n

an2b2 + … +   







1n

n
abn1 +  








n

n
bn. 

Esta igualdad se denomina Binomio de Newton. 

 

 

Actividades resueltas 

 ¿Cómo calcularías (a  b)n?  

Basta aplica la fórmula del Binomio de Newton a (a +( b))n.  

Recuerda (b) elevado a un exponente par tiene signo positivo y elevado a un exponente impar lo tiene 

negativo.  Por  tanto  (a    b)n  =  







0
n

an    







1
n

an1b  +  







2
n

an2b2  +  …    +  (1)n 







n

n
bn.  Los  signos  son 

alternativamente positivos y negativos. 

 

Actividades propuestas 

36. Desarrolla  

a) (a  b)6;  

b) (x  3)4;  

c) (x + 2)7;  

d) (x + 3)5. 

37. Calcula el coeficiente de x7 en el polinomio que se obtiene al desarrollar 
x

x
 

 
 

52

3
2

 

38. Expresa con radicales simplificados el polinomio que se obtiene al desarrollar 
x   

 

5

2
2

 

 

   



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas 4º B de ESO. Capítulo 8: Combinatoria  Autores: María Molero y Álvaro Garmendia 

    Revisores: Andrés Hierro y Sergio Hernández 

www.apuntesmareaverde.org.es    Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF y María Molero 

318  Combinatoria: 4ºB de ESO

4. OTROS PROBLEMAS DE COMBINATORIA 

4.1. Resolución de problemas 

Recuerda:  para  resolver  un  problema  es  conveniente  tener  en 
cuenta las siguientes fases: 

Fase  1:  Antes  de  empezar  a  actuar,  intenta  entender  bien  el 
problema 

Léelo hasta asegurarte de haber comprendido el enunciado, ¿qué 
datos te dan?, ¿qué te piden? 

Fase 2: Busca una buena estrategia. 

Si el problema es de Combinatoria una posible buena estrategia puede ser analizar si es un problema de 
permutaciones, de variaciones o de combinaciones y, en ese caso, aplicar  la  fórmula que ya conoces. 
Esta estrategia podríamos llamarla: 

Mira si  tu problema se parece a alguno que ya conozcas 

Pero otra posible buena estrategia, que no excluye  la  anterior, es  comenzar a hacer un diagrama en 
árbol. A esta estrategia podemos llamarla:  

Experimenta, juega con el problema 

O bien: 

Haz un diagrama, un esquema, una tabla... 

La fase siguiente a seguir es: 

Fase 3: Lleva adelante tu estrategia 

Seguro que utilizando estas estrategias, resuelves el problema. Por último, cuando ya lo hayas resuelto: 

Fase 4: Piensa si es razonable el resultado. Comprueba la estrategia. Generaliza el proceso. 

   

 

FASES EN LA RESOLUCIÓN DE 
UN PROBLEMA 
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4.2. Permutaciones circulares 

Vamos a utilizar estas técnicas, u otras distintas, para resolver un problema: 

Actividades resueltas 

 Diez amigos y amigas van a comer y en el restaurante les sientan en una mesa redonda. ¿De cuántas 
formas pueden sentarse? 

Si  en  lugar  de  una  mesa  fuera  un  banco,  ya  sabemos  resolver  el  problema,  es  un  problema  de 
Permutaciones. La solución sería 10!  formas distintas. Pero es una mesa redonda, no tiene un primer 
asiento ni un último asiento. Tampoco es sencillo, por el mismo motivo, diseñar el diagrama en árbol. 
¿Qué hacemos? Piensa. Busca una buena estrategia. 

 

Una buena estrategia quizás sea: 

Hazlo más fácil para empezar 

Diez  son  muchos.  Piensa  en  tres:  A,  B  y  C.  Si  fuera  un  banco,  las 
posibilidades  serían  3!  =  6.  Siéntalos  ahora  en  una  mesa  redonda.  La 
posibilidad ABC, es ahora la misma que BCA y que CAB. Nos quedan sólo 
dos formas distintas de sentarlos.  

Llamamos PC a esa permutación circular. 

Tenemos pues que P2 = 2! = 2 y PC2 = 1; P3 = 3! = 6 y PC3 = 2. ¿Cómo podemos sentar a 4 personas en 
una mesa circular? La permutación ABCD ahora es la misma que BCDA, y que CDAB y que DABC, luego si 
P4 = 4! = 24, entonces PC4 = P4/4 = 6. 

¿Sabemos ya resolver nuestro problema inicial?  

Es PC10 = P10/10 = P9 = 9! Razona esta respuesta. 

 

Actividades propuestas 

39. Tres  amigos  “A”,  “B”  y  “C”  están  jugando  a  las  cartas.  Cada  uno  pasa  una  carta  al  que  está  a  su 
derecha. Uno es español, otro italiano y el otro portugués. “A” le pasa una carta al italiano. “B” se la 
ha pasado al amigo que se la ha pasado al español. ¿Cuál de los amigos es español, cuál italiano y 
cuál portugués? Ayuda: Haz un diagrama circular como el anterior. 

40. Ana y Alejandro invitan a cenar a 3 amigos y 3 amigas, ¿cuántas formas tienen  de 
colocarse  en  una mesa  redonda?  ¿En  cuántas  están  juntos  Ana  y  Alejandro?  ¿En 
cuántas no hay dos chicos ni dos chicas juntos? 

41. ¿Cuántas  poligonales  cerradas  se  pueden  dibujar  con  los  8  vértices  de  un 
octógono?  

   

 

B C 

A 

CB

A
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4.3. Permutaciones con repetición 

Actividades resueltas 

 ¿Cuántas palabras 8  letras,  con  sentido o  sin  él,  se pueden  formar on  las  letras de  la palabra 
RASTREAR? 

Observamos que la letra “R” se repite tres veces y la letra “A”, dos veces. Si las 8 letras fueran distintas 
el número de palabras que se podrían  formar sería 8!, pero entre estas 40 320 palabras observamos 
que todas aquellas en las que están permutadas las dos letras “A” son iguales, por lo tanto tenemos la 
mitad de las palabras 20 160. Además al considerar las tres letras “R” que hemos considerado distintas 
y que son  iguales  tenemos que por cada palabra diferente hay 6, es decir 3!, que son  iguales, por  lo 
tanto el número de palabras diferentes es 3 360. 

Por tanto, las permutaciones de 8 elementos de los que uno se repite 3 veces y otro 2 será: 

PR8,3,2 = 
!

! !
8

2 3
= 3 360. 

Observa que el número de las permutaciones de dos elementos de los que uno se repite k veces y el 

otro n – k veces coincide con el número combinatorio 
n

k

 
 
 

. 

 

Actividades propuestas 

42. Con los dígitos 1, 2, y 3 cuántos números distintos de 7 cifras puedes formar con tres veces la cifra 1, 
dos veces la cifra 2 y dos veces la cifra 3. 

43. Con las letras de la palabra CARCAJADA, ¿cuántas palabras con estas 9 letras, con sentido o sin él, se 
pueden formar? 

44. Tenemos  dos  fichas  blancas,  tres  negras  y  cuatro  rojas,  ¿de  cuántas  formas  distintas  podemos 
apilarlas? ¿En cuántas no quedan las dos fichas blancas juntas? 

45. El candado de mi maleta tiene 7 posiciones en las que se puede poner cualquiera de los 10 dígitos 
del  0  al  9.  ¿Cuántas  contraseñas  diferentes  podría  poner?  ¿Cuántas  tienen  todos  sus  números 
distintos? ¿Cuántas tienen algún número repetido? ¿Cuántas tienen un número repetido dos veces? 
Ayuda: Observa que para  calcular  las que  tienen algún número  repetido  lo más  fácil es  restar del 
total las que tienen todos sus números distintos. 
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4.4. Combinaciones con repetición 

Actividades resueltas 

 Un grupo de 10 amigos se van de excursión y uno de ellos se encarga de comprar una bebida 
para cada uno, pudiendo elegir entre agua, batido o refresco. ¿De cuantas maneras diferentes 
puede realizarse el encargo? 

Para  resolver  este  problema  tenemos  que  formar  una  secuencia  de  10  elementos,  de  un  conjunto 
formado  por  los  tres  elementos  A,  B,  R.  Está  claro  que  no  importa  el  orden  en  que  se  compren  las 
bebidas, por lo que se trata de combinaciones. Pero cada elemento puede aparecer en la combinación 
más de una vez. Por ejemplo una solución formada por dos de agua, tres de batido y cinco de refresco, 
se  representaría  AABBBRRRRR.  Cualquier  otra  combinación  tendrá  que  diferenciarse  de  ella  por  al 
menos un elemento de su composición.  Así que viendo que cada secuencia empieza con una repetición 
del elemento A, sigue con otra del elemento B y termina con repeticiones del elemento R, siendo en 
total  10  los  elementos  que  se  toman,  podemos  representarlas  por  una  serie  de  10  huecos  con  dos 
guiones de separación entre ellos.   

A A – B B B – R R R R R     (Combinación que representa dos de agua, tres de batido y cinco de refresco) 

 –  – R R R R R R R R R R     (Combinación que representa sólo diez de refresco) 

– B B B B – R R R R R R     (Combinación que representa cuatro de batido y seis de refresco) 

Así  que  cada  una  de  las  combinaciones  se  corresponde  con una  forma  de  elegir  dónde  colocar  los 
guiones, es decir de 12 posibles posiciones elegir dos. Como no importa en qué orden se coloquen los 
guiones y no pueden estar los dos en la misma posición, ese número será igual a las combinaciones de 
12 elementos tomados de 2 en 2, por lo tanto será: 

ቀ12
2
ቁ ൌ

12!
10! ൉ 2!

ൌ
12 ൉ 11
2 ൉ 1

ൌ 66 

En general, 

Se  llama combinaciones con repetición de m elementos tomados de n en n y se designan CRm,n a  los 
grupos de n elementos que se pueden formar a partir de un conjunto de m elementos diferentes entre 
sí,  de modo  que  cada  grupo  se  diferencie  de  los  demás  por  los  elementos  que  lo  forman  y  con  la 
posibilidad de que cada elemento aparezca más de una vez. 

Coinciden con el número de secuencias que se pueden formar de n huecos y m – 1 guiones, por tanto:  

CRm,n =  ቀ
𝑚 ൅ 𝑛 െ 1
𝑚 െ 1

ቁ = ቀ𝑚 ൅ 𝑛 െ 1
𝑛

ቁ 

Observa que por propiedades de los números combinatorios se puede escribir la segunda expresión. 

Actividades propuestas 

46. En una caja hay bolas rojas, negras y azules. Si metemos la mano en la caja y sacamos 8 bolas, ¿de 
cuántas formas posibles puede realizarse la extracción? 

47. ¿De cuántas maneras posibles se pueden comer cuatro amigos 10 caramelos iguales? 
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Problemas de ampliación 

Actividad resuelta 

 Si n rectas de un mismo plano se cortan dos a dos en puntos 
que  son  todos  distintos,  se  parte  así  el  plano  en  regiones 
distintas.  ¿Cuál  es  el  número  de  esas  regiones?  ¿Cuántos 
segmentos hay? ¿Cuántos puntos aparecen? 

 Fase  1:  Antes  de  empezar  a  actuar,  intenta  entender  bien  el 
problema 

Para entender bien el problema dibuja  rectas en el plano para  ir 
contando puntos, regiones y segmentos 

Fase 2: Busca una buena estrategia. 

Una buena estrategia consiste en experimentar con casos particulares: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Se observa que: 

Con 2 rectas hay 4 regiones, 1 punto y 4 segmentos infinitos (semirrectas). 

Con 3 rectas: Al añadir la tercera recta 

 Tres de las regiones se han dividido en dos: 4 + 3 = 7 regiones. 

 Se añaden los 2 puntos en los que esa recta corta a las anteriores 1 + 2 = 3. 

 Se tienen 5 segmentos más: 3 finitos +2 semirrectas: 4 + 5 = 9. 

 En particular las semirrectas han aumentado en dos: 4 + 2 = 6 

Con 4 rectas: Al añadir la cuarta recta: 

 Cuatro de las regiones se han dividido en dos: 7 + 4 = 11 regiones 

 Se añaden los 3 puntos en los que esa recta corta a las anteriores 3 + 3 = 6. 

 Se tienen 7 segmentos más: 5 finitos + 2 semirrectas: 9 + 7 = 16. 

 En particular las semirrectas han aumentado en dos: 6 + 2 = 8 

 

 

FASES EN LA RESOLUCIÓN DE 
UN PROBLEMA 
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Otra buena estrategia es elaborar una tabla con los resultados obtenidos: 

Rectas  Puntos  Regiones  Segmentos  Semirrectas 

2  1  4  4  4 

3  1 + 2 = 3  4 + 3 = 7  9  6 

4  3 + 3 = 6  7 + 4 = 11  16  8 

5  6 + 4 = 10  11+ 5 = 16  25  10 

6  10 + 5 = 15  16 + 6 = 22  36  12 

Fase 3: Lleva adelante tu estrategia 

En esta fase buscamos expresiones en función del número de rectas, n, para poder calcular el número 
de puntos, segmentos y regiones según los valores de n. 

La fórmula para las semirrectas parece la más fácil de obtener porque aparentemente es el doble  que 
el  número  de  rectas  y  además  cada  vez  que  añadimos  una  recta  tenemos  2  semirrectas  más.  Si 
llamamos SSn al número de semirrectas que aparecen con n rectas tenemos que SSn = 2n. 

Para calcular el número de segmentos (incluidas las semirrectas) que se obtienen con n rectas, a partir 
de los datos de la tabla, parece plausible sugerir que es el cuadrado del número de rectas, es decir, si Sn 
designa al el número de segmentos (los finitos y las semirrectas) entonces: Sn = n2. 

Para  determinar  el  número  de puntos,  en  la  tabla  se  observa  una  ley  de  recurrencia,  el  número  de 
puntos,  para  cualquier  número  de  rectas,  es  igual  al  número  de  puntos  anterior más  el  número  de 
rectas también de la fila anterior. Si denominamos Pn al número de puntos que se tienen al cortarse n 

rectas entonces: Pn = Pn1 + n – 1 

Por otra parte observamos que si numeramos las rectas con 1, 2, 3, …, n y nombrando los puntos por el 
par de rectas que determina cada uno tenemos que son: (1, 2), (1, 3), (1, 4) , … (1, n), (2, 3), (2, 4), … (2, 
n), (3, 4) … 

El número de estos pares de elementos coincide con las combinaciones de n elementos tomados de 2 

en 2, es decir, Pn = Cn,2 = 
n 
 
 2

. 

La  ley  de  recurrencia  que  nos  sugiere  la  tabla  para  obtener  el  número  de  regiones  que  se  obtienen 
cuando se cortan n rectas, es que el número de regiones de cualquier fila de la tabla es igual al número 
regiones de la fila anterior más el número de rectas de su fila, por tanto si Rn el número de regiones que 

se obtienen al cortarse n rectas entonces: Rn = R n1 + n. 

Para obtener una fórmula observamos que: 

Rn = 4 + 3 + 4 + 5 + 6 + … + n = 1 + (1 + 2) + (3 + 4 + 5 + 6 +… + n) = 1 + (1 + 2 + 3 + … + n) .  

Sumando 1 + 2 + 3 + … + n, obtenemos que: 

Rn = 1 +  ( 1)
2
n

n   

y por lo tanto  
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Rn = 1 + 
n  
 
 

1

2
 

o bien 

Rn = 1 + 
( 1 2)

2
n n 

 = 1 + n +
( 1)

2
n n

 

y por consiguiente  

Rn = 1 + n + 
n 
 
 2

 

Fase 4: Piensa si es razonable el resultado. Comprueba la estrategia. Generaliza el proceso. 

En esta fase se trata de justificar o demostrar que todas las conjeturas que hemos realizado son ciertas: 

Con respecto al número de semirrectas es sencillo comprobar que es el doble del número de rectas ya 
que por cada recta tenemos dos semirrectas, es decir: SSn:= 2n 

El número de segmentos es el cuadrado del número de rectas ya que como en cada una de las rectas 
hay n – 1 puntos tenemos n segmentos (finitos y semirrectas) y como hay n rectas se tiene que Sn = n2 

Como cada punto es la intersección de dos rectas se tiene que Pn = 
n 
 
 2

, esta fórmula cumple la ley de 

recurrencia Pn = Pn1 + n – 1. Aplicando las propiedades de los números combinatorios:  

Pn1 + n – 1 = 
n n n n

n
         

           
       

1 1 1
1

2 2 1 2
 = Pn 

Respecto a las regiones veamos que la hipótesis Rn = 1 + 
n  
 
 

1

2
, cumple la ley de recurrencia:  

Rn = Rn1 + n. 

Si Rn = 1 + 
n  
 
 

1

2
, entonces Rn1 = 1 + 

n 
 
 2

, y por las propiedades de los números combinatorios: 

 Rn1 + n = 1 + 
n 
 
 2

 + n = 1 + 
n 
 
 2

 + 
n 
 
 1

 = 1 + 
n  
 
 

1

2
 = Rn 

En  esta  fase  también  se  puede  generalizar  el  problema:  ¿Qué  ocurriría  si  p  de  las  n  rectas  fueran 
paralelas? ¿Y si q rectas de las n rectas convergen en un mismo punto? 

Actividades propuestas 

48. ¿De cuántas maneras se pueden introducir 7 bolas idénticas en 5 cajas diferentes colocándolas todas 
si ninguna caja puede quedar vacía? ¿Y si podemos dejar alguna caja vacía? Ayuda: Ordena las bolas 
en una fila separadas por 4 puntos así quedan divididas en 5 partes, que indican las que se colocan 
en cada caja. 

49. ¿Cuántas pulseras diferentes podemos formar con 4 bolas blancas y 6 rojas? Ayuda: Este problema 
es equivalente a introducir 6 bolas iguales en 4 cajas idénticas pudiendo dejar cajas vacías. 

50. ¿Cuántas formas hay de colocar el rey blanco y el rey negro en un tablero de ajedrez de forma que 
no se ataquen mutuamente. ¿Y dos alfiles? ¿Y dos reinas? 
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CURIOSIDADES. REVISTA 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En el año 1559 escribió Buteo en Francia el  libro “Logística, quae et 
Aritmética vulgo dicitur”, uno de los primeros libros que tratan sobre 
Combinatoria.  En  este  libro  aparece  el  siguiente  problema:  Un 
cerrajero fabrica candados formados por 7 discos, y en cada disco hay 
6  letras.  ¿Cuántos  candados  es  posible  fabricar  de  forma  que  cada 
uno tenga una combinación diferente para abrir? 

En el año 1494 aparece  la primera obra  impresa 
que  tiene  cuestiones  sobre  Combinatoria.  Es 
“Summa” escrita por  Luca Pacioli.  (¿Te acuerdas 
del Número de Oro?). Uno de los problemas que 
plantea  es  el  de  calcular  el  número  de  formas 
distintas en que n  personas pueden sentarse en 
una  mesa  redonda.  Problema  que  ya  hemos 
resuelto en el apartado 4.2. 

Un  gato  se  encuentra  en  A  y  un  ratón  en  B.  El  gato 
avanza  de  centro  de  casilla  en  centro  de  casilla 
moviéndose  hacia  la  derecha  o  hacia  abajo,  nunca 
retrocede. ¿Cuántos  caminos distintos puede  recorrer 
el gato para cazar al ratón? 

  A         

         

          B 

“Por  esta  razón  de  independencia,  el  amor 
al  estudio es,  de  todas  las pasiones,  la que 
más contribuye a nuestra felicidad”.  

Mme. de Châtelet
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RESUMEN 

NOCIÓN  DEFINICIÓN EJEMPLOS

Permutaciones  Se considera sólo el orden. 

Pn = n! 

P4 = 4! = 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 24.

Variaciones con 

repetición 

Se consideran el orden y los elementos. Los elementos 

pueden repetirse. VRm,n = mn. 

VR2,4 = 2∙2∙2∙2 = 24 = 16

Variaciones sin 

repetición 

Influyen el orden y los elementos. Los elementos NO

pueden repetirse.  

Vm,n = m ∙ (m – 1) ∙ (m – 2) ∙… ∙ (m – n + 1) = 
)!(

!
nm

m


  

V6,3 = 6 ∙ 5 ∙ 4 = 
!3
!6
 = 120 

 

Combinaciones  Influyen sólo los elementos.

Cm,n = 
!)!(

!,

nnm

m

P

V

n

nm


  = 








n

m
 

C9,7 = 







7
9

 = 36
!7!2

!9



 

Propiedades de 

los números 

combinatorios 









0
m

 = 1; 







m

m
 = 1; 








n

m
 = 








 nm

m
; 









n

m
 = 







 
n

m 1
 + 











1
1

n

m
 









0
5

= 







5
5

=1; 







2
5

= 







3
5

=10; 









3
5

 = 







3
4

 + 







2
4

 = 6 + 4 

Triángulo de 

Tartaglia 
             








0
0

 

       







0
1

       







1
1

 









0
2

      







1
2

      







2
2

 

      







0
3

       







1
3

      







2
3

      







3
3

   

                        …. 
 

Binomio de 

Newton 
(a+b)n= 








0
n

an+ 







1
n

an1b+ 







2
n

an2b2+…+ 







1n

n
abn1+ 








n

n
bn (a+b)4=a4+4a3b+6a2b2+4ab3+b4

 

Los PowerPoint siguientes son un buen resumen: Variaciones y permutaciones; Combinaciones. 

          1 

        1    1 

    1   2   1 

  1   3   3   1 

         … 
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

Permutaciones 

1. Tres nadadores echan una carrera. ¿De cuántas formas pueden llegar 
a la meta si no hay empates? ¿Y si son 8 nadadores? 

2. Loli,  Paco,  Ana  y  Jorge  quieren  fotografiarse  juntos,  ¿de  cuántas 
maneras  pueden  hacerse  la  fotografía?  Quieren  situarse  de manera 
que  alternen  chicos  con  chicas,  ¿de  cuántas maneras  pueden  ahora 
hacerse la fotografía? 

3. ¿De cuántas maneras se pueden introducir 6 objetos distintos en 6 cajas diferentes si sólo se puede 
poner un objeto en cada caja?  

4. En una parada de autobús hay 5 personas, ¿en cuántos órdenes distintos pueden haber llegado a la 
parada? Al  llegar una nueva persona se apuesta con otra a que adivina el orden de  llegada, ¿qué 
probabilidad tiene de ganar? 

5. Siete  chicas  participan  en  una  carrera,  ¿de  cuántas  formas  pueden  llegar  a  la  meta?  No  hay 
empates. ¿Cuál es la probabilidad de acertar el orden de llegada a la meta? 

6. ¿Cuántos números distintos y de cinco cifras distintas pueden formarse con los dígitos 3, 4, 5, 6, y 7? 
¿Cuántos pueden formarse si todos empiezan por 5? ¿Y si deben empezar por 5 y terminar en 7? 

 

Variaciones 

7. ¿Cuántas banderas de 3 franjas horizontales de colores distintos se pueden 
formar  con  los  colores  rojo,  amarillo  y  morado?  ¿Y  si  se  dispone  de  5 
colores? ¿Y  si  se dispone de 5 colores y no es preciso que  las  tres  franjas 
tengan colores distintos? 

8. ¿Cuántos números de 4 cifras distintas se pueden escribir con los dígitos: 1, 2, 3, 4, 5 y 6? ¿Cuántos 
de  ellos  son  impares?  ¿Cuántos  son múltiplos  de  4? Recuerda:  Un  número  es múltiplo  de  4  si  el 
número formado por sus dos últimas cifras es múltiplo de 4. 

9. ¿Cuántos números de 4 cifras, distintas o no,  se pueden escribir con  los dígitos: 1, 2, 3, 4, 5 y 6? 
Calcula la suma de todos ellos. Sugerencia: Ordénalos de menor a mayor y suma el primero con el 
último, el segundo con el penúltimo, el tercero con el antepenúltimo y así sucesivamente 

10. A Mario  le  encanta  el  cine  y  va  a  todos  los  estrenos.  Esta  semana  hay 
seis,  y  decide  ir  cada  día  a  uno.  ¿De  cuántas  formas  distintas  puede 
ordenar las películas? Mala suerte. Le anuncian un examen y decide ir al 
cine solamente el martes, el jueves y el sábado. ¿Entre cuántas películas 
puede elegir el primer día? ¿Y el segundo? ¿Y el tercero? 

11. Con  los  dígitos  0,  1,  2,  3,  4,  5,  ¿cuántos  números  de  cuatro  cifras  diferentes  se  pueden  formar? 
(Observa: Si comienza por 0 no es un número de cuatro cifras). ¿Cuántos son menores de 3000?  
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12. Con las  letras de la palabra “ARQUETIPO” ¿Cuántas palabras de 6  letras se pueden formar que no 

tengan dos vocales ni dos consonantes  juntas? a) Si  todas  las  letras son distintas. b) Si se pueden 
repetir letras. 

13. ¿Cuántos  números  de  tres  cifras,  diferentes  o  no,  se  pueden  formar?  De  éstos,  ¿cuántos  son 
mayores que 123? 

14. El  lenguaje  del  ordenador  está  escrito  en  secuencias  de  ceros  y  unos  (dígitos  binarios  o  bits)  de 
tamaño  fijo.  En  el  contexto  de  la  informática,  estas  cadenas  de  bits  se  denominan  palabras.  Los 
ordenadores normalmente tienen un tamaño de palabra de 8, 16, 
32  o  64  bits.  El  código  ASCII  con  el  que  se  representaban 
inicialmente  los  caracteres  para  transmisión  telegráfica  tenía  7 
bits.  Después  se  aplicó  a  los  ordenadores  personales, 
ampliándolo a 8 bits que es  lo que se denomina un byte o ASCII 
extendido. Más tarde se sustituyó por Unicode, con una longitud 
variable de más de 16 bits. ¿Cuántos bytes diferentes (8 dígitos) 
se  pueden  formar?  En  un  ordenador  cuya  longitud  de  palabra 
tuvieran 16 dígitos,  ¿cuántas  se podrían  formar que  fuesen diferentes?  Si  existiera un ordenador 
cuya longitud de palabra tuviera 4 dígitos, ¿se podría escribir con ellos las letras del alfabeto? 

 

Combinaciones 

15. Escribe dos números combinatorios con elementos diferentes que sean iguales y otros dos que sean 
distintos. 

16. Tienes siete bolas de igual tamaño, cuatro blancas y tres negras, si las colocas en fila. ¿De cuántas 
formas puede ordenarlas? 

17. Con 5 latas de pintura de distintos colores, ¿cuántas mezclas de 3 colores podrás hacer? 

18. Calcula: a)  







3
6

;   b)  







5
8

;   c)  







1
20

;   d)  







0
34

;   e)  







47
47

. 

19. Calcula: a) C9,3;   b) C10,6;   c) C8,4;    d) C20,19;   e) C47,1. 

20. ¿De cuántas maneras se puede elegir una delegación de 4 estudiantes de un grupo de 30? ¿Y en tu 
propio grupo? 

21. ¿Cuántos productos diferentes se pueden formar con los números: 2, 1/3, 7, 5 y π tomándolos de 3 
en 3? ¿Cuántos de esos productos darán como resultado un número entero? ¿Cuántos un número 
racional no entero? ¿Cuántos un número irracional? 

22. ¿Cuántas aleaciones de 3 metales pueden hacerse con 7 tipos distintos de metal? 
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23. Calcula: 

a) 







0
4

 +  







1
4

 +  







2
4

 +  







3
4

 +  







4
4

 

b) 







0
5

 +  







1
5

 +  







2
5

 +  







3
5

 +  







4
5

 +  







5
5

 

24. ¿Cuál es la forma más fácil de calcular  







0
8

 +  







1
8

 +  







2
8

 +  







3
8

 +  







4
8

 +  







5
8

 +  







6
8

  sin calcular cada 

uno de los números combinatorios? 

25. ¿De cuántas formas puedes separar un grupo de 10 estudiantes en dos grupos de 3 y 7 estudiantes 
respectivamente? 

26. Una asignatura se compone de 20 temas y se va a realizar un examen en el que caen preguntas de 
dos  temas.  ¿Cuántas  posibilidades  hay  para  elegir  los  temas  que  caen?  Si  sólo  has  estudiado  16 
temas.  ¿Cuántas  posibilidades  hay  de  que  te  toquen  dos  temas  que  no  te  sepas?  ¿Cuál  es  la 
probabilidad de que te toquen dos temas que no te sepas? ¿Y la de que te toque sólo un tema que 
no te sepas? 

27. Un grupo de 10 alumnos de 4º de ESO van a visitar un museo en el que pueden elegir entre dos 
actividades diferentes. ¿Cuántas formas distintas puede haber de formar los grupos de alumnos? 

28. Desarrolla el binomio a) (4 – x)5;  b) (3 –2x)4;   c) (2ab – 3c)6;    d) ( .)2
2

3x
x
   

29. Calcula x en las siguientes expresiones: 

a) 
6 6 2
4

x

x x

     
      

     
    b) 

10 10
2x x

   
      

 

c) 
7 7 3
4

x

x x

     
      

     
    d) 

12 12
2x x

   
      

 

30. Escribe el valor de x en las igualdades siguientes:  

a) 







3

4
 =  








x

4
, x ≠ 3;    b)  








3

7
 =  








x

7
, x ≠ 3;       c)  








3

4
 =  








x

3
 +  








2

3
;  

d) 
2 1

5
x  

 
 

 =  







x

8
 +  








5

8
;     e) 

7
3x

 
  

 =  







3

6
 +  








2

x
;    f) 

7 7
1x x

   
      

 

31. Calcula en función de n la suma de los siguientes números combinatorios: 

a)  







3
n

+  







4
n

      b)  n
n









2

        c)  






 
2

1n
+ 







 
3

1n
 

32. Halla el sexto término en el desarrollo de: 

10
2

2
a

x

 
  

 
 

33. Halla el coeficiente de x2 en el desarrollo de: (1  5x)9.  
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34. ¿Cuántas opciones hay para elegir cuatro asignaturas entre siete optativas? 

35. Se  juega  una  partida  de  tiro  al  plato  en  la  que  se  lanzan  sucesivamente  doce  platos.  ¿Cuál  es  el 
número  de  sucesos  en  los  que  se  obtienen  cuatro  éxitos,  es  decir  se  acierta  cuatro  veces  en  el 
blanco? En el mismo caso anterior, ¿cuál es la probabilidad de tener éxito en el último tiro? 

 

Problemas 

36. En  “Curiosidades  y  Revista”  tienes  el  problema  de Buteo.  Con  7 
discos y 6  letras en cada disco, ¿cuántas combinaciones distintas 
se  pueden  hacer?  Ayuda:  En  el  primer  disco  podemos  poner 
cualquiera  de  las  6  letras.  Lo  mismo  en  el  segundo.  ¿Y  en  el 
tercero? ¡Pero si es facilísimo! Si ya sabemos resolverlo. 

37. En un restaurante hay 5 primeros platos, 4 segundos y 6 postres, 
¿de cuántas formas diferentes se puede combinar el menú? 

38. Lanzamos  una  moneda  y  luego  un  dado,  ¿Cuántos  resultados  distintos  podemos  obtener?  ¿Y  si 
lanzamos dos monedas y un dado? ¿Y si fuesen 3 monedas y 2 dados? 

39. Se  están  eligiendo  los  actores  y  actrices  para  hacer  de  protagonistas  en  una  teleserie.  Se  han 
presentado 6 chicos y 8 chicas. ¿Cuántas parejas distintas podrían formarse? 

40. Una  caja  de  un  conocido  juego  educativo  tiene  figuras  rojas,  amarillas  y  azules,  que  pueden  ser 
triángulos, círculo o cuadrados, y de dos tamaños, grandes y pequeñas. ¿De cuántas piezas consta la 
caja? 

41. En un restaurante hay 8 primeros platos y 5 segundos, ¿cuántos tipos de postres debe elaborar el 
restaurante para poder asegurar un menú diferente los 365 días del año? 

42. En  una  reunión  todas  las  personas  se  saludan  estrechándose  la  mano.  Sabiendo  que  hubo  91 
saludos. ¿Cuántas personas había? Y si hubo 45 saludos, ¿cuántas personas había?  

43. ¿De cuántas maneras se pueden introducir 5 objetos distintos en 5 cajas diferentes si sólo se puede 
poner un objeto en cada caja? ¿Y si se pueden poner varios objetos en cada caja colocando todos? 
¿Cuál es la probabilidad de que en la primera caja no haya ningún objeto? 

44. La mayor  parte  de  las  contraseñas  de  las  tarjetas  de  crédito  son  números  de  4  cifras.  ¿Cuántas 
posibles  contraseñas podemos  formar? ¿Cuántas  tienen algún número  repetido? ¿Cuántas  tienen 
un número repetido dos veces? 

45. Tenemos 10 rectas en el plano que se cortan 2 a 2, es decir, no hay rectas paralelas. ¿Cuántos son 
los puntos de intersección?, ¿y si tienes 15 rectas?, ¿y si tienes n rectas? 

46. ¿Cuántas diagonales tiene un octógono regular?, ¿y un polígono regular de 20 lados? 

47. Utiliza  una  hoja  de  cálculo  (o  una  calculadora)  para  comprobar  los 
resultados de:  

a) P10 = 10! = 10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ … ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 3628800. 

b) VR2,4 = 24     c) V6,3 = 6 ∙ 5 ∙ 4 = 
!3
!6
 = 120 

c) C6,3  = 20    
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48. ¿Cuántas  diagonales  tiene  un  icosaedro  regular?,  ¿y  un  dodecaedro 

regular? Ayuda: Recuerda que el  icosaedro y el dodecaedro  son poliedros 
duales,  es  decir,  el  número  de  caras  de  uno  coincide  con  el  número  de 
vértices del otro. Para saber el número de aristas puedes utilizar la Relación 
de Euler: C + V = A + 2  

 

49. ¿Cuántos  números  diferentes  de  5  cifras  distintas  puedes  formar  con  los 
dígitos  1,  2,  3,  5  y  7?  ¿Cuántos  que  sean  múltiplos  de  5?  ¿Cuántos  que 
empiecen por 2? ¿Cuántos que además de empezar por 2 terminen en 7? 

50. Con 5 bolas de 3 colores distintos, a) ¿Cuántas filas diferentes puedes formar? b) ¿Cuántas pulseras 
distintas puedes formar? 

 

51. Hace  muchos  años  las  placas  de  matrícula 
eran como esta: M 677573; luego fueron como ésta: 
M  1234  AB;  y  actualmente  como  ésta:  6068  BPD. 
Investiga  qué  ventajas  tiene  cada  uno  de  estos 
cambios respecto al anterior. 

 

52. Con los dígitos 1, 2, 3, 4, 5, ¿cuántos números de cinco cifras distintas se pueden formar? Calcula la 
suma de todos estos números. 

53. Calcula x en los siguientes casos: a) Vx,3 = Cx,2     b) Vx,5 = 6 Vx,3    c) x ,

x ,

C

C
 1 4

2

7

3
 

54. Iker y María juegan al tenis y deciden que gana aquel que primero gane 3 sets. ¿Cuál es el número 
máximo de sets que tendrán que disputar? ¿Cuántos desarrollos posibles puede tener el encuentro? 

55. Pedro conoció ayer a una chica. Lo pasaron muy bien y ella le dio su número de móvil, pero él no 
llevaba su móvil ni bolígrafo. Pensó que se acordaría, pero… sólo recuerda que empezaba por 656, 
que  había  otras  cuatro  que  eran  todas  distintas  entre  sí  y  menores  que  5.  Calcula  cuántas 
posibilidades tiene de acertar si marca un número. Demasiadas. Hace memoria y recuerda que las 
dos últimas son 77. ¿Cuántas posibilidades hay ahora de acertar haciendo una llamada? 

 

56. Un club de alpinistas ha organizado una expedición al Kilimanjaro 
formada por 11 personas, 7 expertos y 4 que están en formación. 
En un determinado tramo sólo pueden ir 3 expertos y 2 que no lo 
sean, ¿de cuántas formas puede estar compuesto ese equipo de 5 
personas? Tú eres un experto, y vas a  ir en ese  tramo, ¿cuántas 
formas hay ahora de componerlo? 
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57. En un festival de cortometrajes con 15 participantes, se reparten 3 000 euros en premios. Indica el 

número  de  formas  diferentes  de  realizar  el  reparto,  según  cada  una  de  las  tres  modalidades 
propuestas. 

a. Modalidad A: Se reparten tres premios de 1 000 euros a tres cortometrajes elegidos por 
un jurado. 

b. Modalidad B: Se realiza una votación y se entregan 1 500 euros al más votado, 1 000 al 
segundo y 500 al tercero. 

c. Modalidad  C:  Se  entregan  tres  premios  de  1 000  euros  cada  uno  en  tres  categorías: 
mejor  guion,  mejor  realización  y  mejor  interpretación.  Nota:  Podría  ocurrir  que  un 
cortometraje fuera el mejor en varias categorías. 

58. En los billetes de una línea de autobuses van impresos los nombres de la estación de partida y de la 
de llegada. Hay en total 8 posibles estaciones. ¿Cuántos billetes diferentes tendría que imprimir la 
empresa  de  autobuses?  Ahora  quieren  cambiar  el  formato  y  sólo  imprimir  el  precio,  que  es 
proporcional a la distancia. Las distancias entre las estaciones son todas distintas. ¿Cuántos billetes 
diferentes tendría que imprimir en este caso? 

59. Una pareja tiene un hijo de 3 años que entra en la guardería a las 9 de la mañana. El padre trabaja 
en una fábrica que tiene 3 turnos mensuales rotativos: de 0 a 8, de 8 a 16 y de 16 a 24 horas. La 
madre trabaja en un supermercado que tiene dos turnos rotativos mensuales, de 8 a 14 y de 14 a 20 
horas. ¿Cuántos días al año, por  término medio, no podrá ninguno de  los dos  llevar a su hijo a  la 
guardería? 

60. Un tiro al blanco tiene 10 caballitos numerados que giran. Si se acierta a uno de ellos se enciende 
una  luz  con  el  número del  caballito.  Tiras  3  veces,  ¿de  cuántas maneras  se  pueden encender  las 
luces? ¿Y si el primer tiro no da a ningún caballito? 

61. En  una  fiesta  hay  7  chicas  y  7  chicos.  Juan  baila  siempre  con  Ana.  Antonio  es  el más  decidido  y 
siempre sale a bailar el primero, ¿de cuántas formas puede elegir pareja en los próximos 4 bailes? 

62. Con los dígitos 0, 1, 2, 3, 4, 5: 
a) ¿Cuántos números de cinco cifras se pueden formar?  
b) ¿Cuántos hay con dos veces la cifra 1 y tres la cifra 2? 
c) Calcula la suma de todos estos últimos números. 

63. ¿Cuántas palabras, con o sin sentido, se pueden formar con las letras de la palabra “puerta” que no 
tengan dos vocales ni dos consonantes juntas? 

64. ¿Cuántos números capicúas de dos cifras existen? ¿Y de tres cifras? ¿Y de cuatro cifras? 

65. Con las letras de la palabra “ARGUMENTO” ¿Cuántas palabras de 5 letras se pueden formar que no 
tengan dos vocales ni dos consonantes  juntas? a) Si  todas  las  letras son distintas. b) Si se pueden 
repetir letras. 

66. ¿Cuántos números hay entre el 6 000 y el 9 000 que tengan todas sus cifras distintas? 

67. Una  fábrica  de  juguetes  tiene  a  la  venta  8 modelos  distintos.  ¿Cuántos 
muestrarios  distintos  puede  hacer  de  4  juguetes  cada  uno?  ¿Cuál  es  la 
probabilidad  de  que  el  último  modelo  de  avión  fabricado  llegue  a  un 
determinado cliente? Si se quiere que en esos muestrarios siempre esté el 
último  modelo  de  juguete  fabricado,  ¿cuántos  muestrarios  distintos 
puede hacer ahora? 
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68. La primera obra impresa con resultados de Combinatoria es “Summa” de Luca Pacioli, de 1494. En 

esta obra se propone el siguiente problema: ¿De cuántas formas distintas pueden sentarse cuatro 
personas en una mesa circular? 

69. ¿Cuántos números de cuatro cifras tienen al menos un 5? 

70. En una compañía militar hay 10 soldados, ¿cuántas guardias de 3 soldados pueden hacerse? Uno de 
los soldados es Alejandro, ¿en cuántas de estas guardias estará? ¿Y en cuántas no estará?  

71. La encargada de un guardarropa se ha distraído, y sabe que de los cinco últimos 
bolsos que ha recogido a tres bolsos  les ha puesto el resguardo equivocado y a 
dos no. ¿De cuántas formas se puede haber producido el error? ¿Y si fuesen dos 
los equivocados?  

72. Con  las  letras  de  la  palabra  “SABER”,  ¿cuántas  palabras,  con  o  sin  sentido,  de 
letras  diferentes,  se  pueden  formar  que  no  tengan  dos  vocales  ni  dos 
consonantes juntas. Lo mismo para las palabras “CORTE”, “PUERTA” y “ALBERTO”. 

73. Con  las  letras  de  la  palabra  GRUPO,  ¿cuántas  palabras  de  5  letras  con  o  sin  sentido  se  pueden 
formar que tengan alguna letra repetida? 

74. Un  joven  tiene  en  su  armario  10  camisetas,  5  pantalones  y  tres 
pares de zapatillas. Sabiendo que tiene que hacer el equipaje para 
un  campamento  y  solo  puede  meter  en  la  mochila  cuatro 
camisetas,  tres  pantalones  y  dos  pares  de  zapatillas,  ¿de  cuántas 
maneras diferentes podrá llenar la mochila? 

75. Con  los  dígitos  1,  3  y  5,  ¿cuántos  números menores  de  6  000  se 
pueden formar? ¿Cuántos hay con 4 cifras que tengan dos veces la cifra 5?  

76. Caminos en una cuadrícula:  

a) ¿Cuántos caminos hay para ir de A hasta B si sólo podemos ir hacia la derecha y hacia arriba? 

b) Si no podemos atravesar el cuadrado verde, ni caminar por sus lados, ¿cuántas formas tenemos 
ahora para ir desde A hacia B?  

c)  Si  no  podemos  atravesar  el  rectángulo  verde,  ni  caminar  por  sus  lados,  ¿cuántas  formas 
tenemos ahora para ir desde A hacia B?  

 

 

 

 

Generalización 

d) ¿Cuántos caminos hay en una cuadrícula cuadrada con n cuadrados en cada lado?  

e)  ¿Cuántos  caminos  hay  en  una  cuadrícula  rectangular  con  m  cuadrados  verticales  y  n 
horizontales? 
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AUTOEVALUACIÓN 
1. Tienes nueve monedas iguales que colocas en fila. Si cuatro muestran la cara y cinco la cruz ¿De 
cuántas formas distintas puedes ordenarlas? 

a) V9,4       b) P9     c) C9,5     d) VR9,5 

2. En una compañía aérea hay diez auxiliares de vuelo, y un avión necesita llevar cuatro en su tripu‐
lación, ¿de cuántas formas se pueden elegir? 

a) V10,4      b) P10     c) C10,4    d) VR10,4 

3. ¿Cuántos  productos  distintos  pueden  obtenerse  con  tres  factores  diferentes  elegidos  entre  los 
dígitos: 2, 3, 5 y 7? 

a) V4,3       b) P4     c) C4,3     d) VR4,3 

4.  Tenemos cinco objetos distintos y queremos guardarlos en cinco cajas diferentes, poniendo un 
objeto en cada caja, ¿de cuántas formas podemos hacerlo? 

a) V5,1       b) P5     c) C5,5     d) VR5,1 

5.  Permutaciones de n+4 elementos dividido entre permutaciones de n+1 elementos es igual a: 

a) (n+4)·(n+3)·(n+2) = 
)!1(
)!4(




n

n    b) Vn+4,n+2  c) 
!

)!4(
n

n 
  d) Vn+4,n+2/ Cn+4,n+1 

6.  Las variaciones de 10 elementos tomados de 6 en 6 es igual a 

a) VR6,10    b) V10,6 = 10 · 9 · 8 · 7 = 
!6
!10
    c) V10,6 = 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 

!4
!10
   d) V6,3 = 6 · 5 · 4 = 

!3
!6
 

7.  Indica qué afirmación es falsa 

a) 0! = 1   b) Vm,n = m ∙ (m – 1) ∙ (m – 2) ∙… ∙ (m – n)     c) VRm,n = mn     d) Pn = n! 

8.  El valor de los siguientes números combinatorios  







0
5

, 







9
9

, 







1
4

 es:  

a) 0, 1, y 1     b) 0, 9 y 4      c) 1, 1 y 4    d) 5, 9 y 4 

9.  El valor de x, distinto de 4, en la igualdad  







4
7

 = 







x

7
 es: 

a) 3      b) 7     c) 1    d) 0 

10.  El coeficiente del término cuarto del desarrollo del Binomio de Newton de (a + b)7 es: 

a)  







3
7

      b) 1     c)  







4
7

   d) V7,4 
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Resumen 

La Estadística se ocupa de interpretar gran número de datos. El Instituto Nacional de Estadística recoge 
estudios  de  todo  tipo  sobre  la  población  española.  Entra  en  Internet  escribiendo  INE  y  tendrás  un 
montón  de  información  a  tu  alcance  sobre:  a)  Entorno  físico  y  medio  ambiente;  b)  Demografía  y 
población; c) Sociedad; d) Economía… 

En un estudio estadístico confluyen distintas partes de la Estadística, la Teoría de Muestras que indica 
sobre la forma de seleccionar una muestra para que sea representativa de la población,  la Estadística 
Descriptiva  que  utiliza  tablas,  gráficos  y  parámetros 
estadísticos como la media y la desviación típica para 
describir  los  datos,  y  la  Inferencia  Estadística  que 
utiliza  la  Teoría  de  Probabilidades  para  obtener 
conclusiones. 

Como  sabrás,  en  tiempo  de  Jesucristo  ya  el 
emperador  Augusto  hizo  censos  para  conocer  la 
población del Imperio Romano. 

La  Teoría  de  la  Probabilidad  tuvo  sus  inicios  muy 
ligados  a  los  juegos  de  azar,  y  es  sorprendente  que 
con ese  inicio haya resultado de  tanta utilidad en  la 
Ciencia. Se preguntaban qué es más probable al tirar 
dos dados, que la suma de sus caras superiores sea 9 
o sea 10. Analizando juegos como éste fue avanzando la Ciencia. 
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1. ESTADÍSTICA 

1.1. Muestras. Estudios estadísticos 

Si queremos hacer un estudio estadístico tenemos que: 

a) Recoger los datos 

b) Describir esos datos con tablas y gráficas, cálculo de parámetros estadísticos…. 

c) Extraer conclusiones. 

 

Para recoger los datos y determinar los valores de la variable se puede utilizar a toda la población, todo 
el  universo  sobre  el  que  se  realiza  el  estudio,  o  hacer  una  muestra.  En  muchas  ocasiones  no  es 
conveniente  recoger  valores  de  toda  la  población,  porque  es  complicado  o  demasiado  costoso,  o 
incluso porque es  imposible como en el caso de un control de calidad en que se destruya el objeto a 
analizar. La parte de la Estadística que se ocupa de cómo seleccionar adecuadamente las muestras se 
denomina Teoría de Muestras. 

 

Población o universo es todo el conjunto de individuos sobre el que se realiza el estudio.  

 

Una muestra es un subconjunto representativo de esa población.  

 

Cada uno de los elementos de la población es un individuo.  

 

Las  características  de  la  población  que  se  estudian  se  denominan  variables  estadísticas,  que  se 
clasifican  en  cuantitativas  y  cualitativas  según  que  los  valores  que  tomen  sean  o  no  numéricos.  Las 
variables cuantitativas que toman valores aislados se denominan variables discretas y las que pueden 
tomar cualquier valor de un intervalo de la recta real, variables continuas. 

 

La  parte  de  la  Estadística  que  ordena,  analiza  y  representa  un  conjunto  de  datos  para  describir  sus 
características se denomina Estadística Descriptiva. 

 

Para extraer conclusiones se utilizan las probabilidades y la parte de la Estadística que se ocupa de ello 
es la Inferencia Estadística. 
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Ejemplos: 

 Si queremos conocer  las preferencias en deportes del alumnado de 4º, es posible preguntar a 
toda  la  población  (alumnado  de  4º),  aunque  es  adecuado  elegir  una muestra  representativa, 
seleccionando a algunos estudiantes. 

 En este estudio sobre preferencias deportivas, la variable utilizada es cualitativa. 

 Para conocer la intención de voto ante unas elecciones europeas, municipales, autonómicas… se 
utilizan muestras, pues preguntar a toda la población sería muy costoso (y eso ya se hace en las 
elecciones). La variable en este caso también es cualitativa. 

 Para estudiar lo que más preocupa a una población: paro, terrorismo, corrupción… también se 
utilizan muestras. En este caso sería muy costoso preguntar a  toda  la población, aunque sería 
factible. La variable en este caso también es cualitativa. 

 Pero  si  una  fábrica  quiere  conocer  las  horas  de  vida  útil  de  una  bombilla,  una  nevera,  un 
camión…  no  puede  poner  a  funcionar  a  toda  la  población,  (todas  las  bombillas  o  neveras  o 
camiones…)  hasta  que  se  estropeen  pues  se  queda  sin  producción.  En  este  caso  es 
imprescindible  seleccionar  una muestra.  La  variable  en  este  caso  es  cuantitativa,  y  el  tiempo 
toma cualquier valor, es una variable cuantitativa continua. 

 Si preguntamos por el número de hermanos es una variable cuantitativa discreta.  

 En control de calidad se hacen estudios estadísticos y se toman muestras. 

 

Actividades propuestas 

1. Queremos realizar un estudio estadístico sobre el  tiempo dedicado al estudio por el alumnado de 
ESO de Madrid. Para ello se seleccionan adecuadamente 100 alumnos. Indica cuál es la población, 
cuál la muestra, qué tamaño tiene la muestra y quién sería un individuo. 

2. Quieres pasar una encuesta para conocer, lo mismo que en el problema anterior, el tiempo dedicado 
al estudio, en este caso el de los compañeros y compañeras de tu centro escolar. ¿Se la pasarías sólo 
a  las chicas? ¿Sólo a  los chicos? ¿Preguntarías a  los mejores de  la  clase? ¿A  los de peores notas? 
Indica el criterio que seguirías para seleccionar la muestra a la que preguntar. 
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1.2. Variable discreta. Tablas y gráficos 
Tablas 

Al hacer un estudio estadístico o realizar un experimento aleatorio la 
información  obtenida  se  resume  en  una  tabla  o  distribución  de 
frecuencias. 
Ejemplo: 

 Preguntamos a 40 estudiantes de 4º si  les gusta, o 
no, el fútbol. En la tabla del margen reflejamos los 
resultados.  

Es una tabla de frecuencias absolutas.  
Al  dividir  la  frecuencia  absoluta  entre  el  número  total 
tenemos la frecuencia relativa, así la frecuencia relativa de 
los que les gusta el fútbol es 28/40 = 0.7, y la de los que no 
les gusta el futbol es 12/40 = 3/10 = 0.3. 
La frecuencia absoluta es el número de veces que se ha obtenido ese resultado. 
La frecuencia relativa se obtiene dividiendo la frecuencia absoluta entre el número total de datos. 
La suma de las frecuencias relativas es siempre igual a 1. 
Multiplicando por 100 se obtienen los porcentajes. 

Actividad resuelta 
 Se  han  obtenido  los  datos  sobre  el  número  de  visitas  que  se  han  hecho  de  los  Textos Marea 
Verde de Matemáticas en los meses indicados, y se han reflejado en una tabla. Haz una tabla de 
frecuencias  absolutas,  relativas  y  porcentajes,  de  frecuencias  acumuladas  absolutas  y  de 
frecuencias relativas acumuladas. 

Marea verde 
Frecuencias 
absolutas 

Frecuencias 
relativas 

Porcentajes 
Frecuencias 
acumuladas 
absolutas 

Frecuencias 
acumuladas 
relativas 

Septiembre  1 834  0.51  51  1 834  0.52 

Octubre  956  0.26  26  2 790  0.77 

Noviembre  432  0.12  12  3 222  0.89 

Diciembre  389  0.11  11  3 611  1 

TOTAL  3 611  1  100     

Observa  que  las  frecuencias  acumuladas  se  obtienen  sumando  la 
frecuencia  anterior  e  indica,  en  este  ejemplo,  el  número  de  visitas 
hasta ese momento. 

Actividades propuestas 

3. Copia  en  tu  cuaderno  y  completa  la  siguiente  tabla  de 
frecuencias absolutas de los valores obtenidos al tirar un dado, con las 
frecuencias  relativas  y  porcentajes,  y  con  frecuencias  acumuladas 
absolutas y frecuencias relativas acumuladas. 

   

Posibles 
resultados 

Frecuencia 
absoluta 

Les gusta  28 

No les gusta  12 

Total  40 

Posibles 
resultados 

Frecuencias 
relativas 

Porcentaje

Les gusta  0.7  70 

No les gusta  0.3  30 

Suma total  1  100 

Resultados  Frecuencias 
absolutas 

1  17 

2  12 

3  17 

4  15 

5  21 

6  14 
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Gráficos estadísticos 

Las representaciones gráficas ayudan a comprender el significado de los datos. 

Dada una  tabla de  frecuencias  (absolutas,  relativas, porcentajes, acumuladas absolutas o acumuladas 
relativas)  para  representar  un  diagrama  de  rectángulos  o  de  barras  se  traza  para  cada  valor  de  la 
variable un rectángulo o barra de altura proporcional a la frecuencia que se esté representando. 

 

Si  se  unen  los  puntos  medios  de  los  extremos  superiores  de  las  barras  tenemos  un  polígono  de 
frecuencias o diagrama de líneas.  

 

En un diagrama de sectores se dibuja un círculo que se divide en sectores de amplitudes proporcionales 
a las frecuencias.  

Actividad resuelta 

 Tenemos un estudio  estadístico  sobre  las preferencias deportivas 
del  alumnado  de  4º  de  un  determinado  centro  escolar. 
Represéntalos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas, 
en  un  polígono  de  frecuencias  relativas  y  en  un  diagrama  de 
sectores.  

Diagrama de barras de 
frecuencias absolutas 

Polígono de frecuencias 
relativas o diagrama de líneas 

 

 

Diagrama de sectores 

 

   

Actividades propuestas 

4. Con  la  tabla  de  valores  del  ejercicio  anterior,  dibuja  en  tu  cuaderno  el  diagrama  de  frecuencias 
relativas, el polígono de frecuencias absolutas acumuladas y el diagrama de sectores. 

5. Haz un estudio estadístico preguntando a tus compañeros y compañeras de clase sobre el número 
de libros que leen al mes. Confecciona una tabla y represéntala en un diagrama de rectángulos, un 
polígono de frecuencias y un diagrama de sectores. 

6. Selecciona una muestra entre tus compañeros y compañeras y realiza un estudio estadístico sobre el 
deporte que más le gusta a cada uno. Haz la representación que sea más sencilla de interpretar. 

 

0

20

40

60

0

0,2

0,4

0,6
Futbol

Baloncesto

Natación

Balón volea

Deportes  Frecuencia

Absoluta 

Futbol  56 

Baloncesto  28 

Natación  14 

Balón volea  12 
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Utiliza el ordenador 

 Las  hojas  de  cálculo  son  una  herramienta  muy  útil  para  trabajar  la  Estadística.  Suman, 
multiplican,  y  dibujan  los  gráficos  con  gran  facilidad.  Para  la  actividad  resuelta  anterior, 
copiamos la tabla con los datos en la hoja de cálculo a partir de la casilla A1. Calculamos la suma 

total en la casilla B6, simplemente apretando la tecla: , o bien escribiendo =SUMA(B2:B5) que 
significa que queremos sumar lo que hay desde la casilla B2 a la B5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para calcular las frecuencias relativas escribimos en C1: Frecuencia relativa, y en C2, escribimos el signo 
igual,  (con  lo que estamos diciendo a  la hoja que vamos a  calcular algo), pinchamos en  la  casilla B2, 
escribimos:  /,  y  pinchamos  en  B6:  =B2/B6,  nos  sale  0,50909…  La  casilla  B2  va  a  ir  variando  cuando 
calculemos C3, C4…, pero queremos que la casilla B6 se quede fija. Para decir eso, ponemos el símbolo 
$: =B2/$B$6. Y ahora arrastramos hasta  la casilla C5.  (Si arrastramos antes de poner el $ nos sale un 
error,  pues  está  dividiendo  por  cero  al  ir  modificando  la  casilla).  Tenemos  las  frecuencias  relativas 
calculadas.  

 

Para dibujar  los gráficos  sólo  tenemos que  seleccionar  las  filas  y  columnas que nos  interesen y en el 
menú de “Insertar” seleccionar el tipo de gráfico deseado: Columna, Línea, Circular… 
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1.3. Parámetros de centralización y dispersión 

Parámetros de centralización 

Ya sabes que los parámetros de centralización nos dan información sobre el “centro” de un conjunto de 
datos. Estudiamos la media aritmética, la moda y la mediana.  

 

Actividad resuelta 

 Nieves  ha  tenido  en Matemáticas  las  siguientes  notas:  8,  4,  6,  10  y  10. 
Calcula su media, su moda y su mediana. 

Su nota media se calcula sumando todas las notas: 8 + 4 + 6 + 10 + 10 = 38, y dividiendo la suma entre el 
número total de notas que es 5: 38/5 = 7.6. 

La moda es 10 pues es el valor más frecuente. 

Una forma de calcular la mediana es ordenar los valores de menor a mayor, y si el número de datos es 
impar, el valor central es la mediana. Si el número de datos es par, la mediana es la media de los dos 
datos centrales.  

En nuestro caso: 4  6  8  10  10, por lo que la mediana es 8. 

 

Para calcular la media (m) de x1, x2, …, xn, se suman todos y se divide por el número total de datos (n). 

Media = m = (x1 + x2 + … + xn)/n 

¿Qué es lo que está de moda? Lo que más se lleva.  

La moda (mo) de una distribución de frecuencias es el valor más frecuente. 

La mediana (me) es el valor central que deja por debajo el mismo número de valores de la variable que 
por encima. 

Utiliza el ordenador 

 Para calcular la media,  la mediana y la moda 
con la hoja de cálculo, copiamos en la casilla 
B2, B3… los datos: 8, 4, 6, 10 y 10. Escribimos 
en  la  casilla  A7,  Media,  y  para  calcular  la 
media  escribimos  un  signo  igual  en  B7. 
Buscamos,  desplegando  las  posibles 
funciones,  la  función  PROMEDIO,  y 
escribimos  

=PROMEDIO(B2:B6), 

que significa que calcule la media de los valores que hay en las casillas desde B2 hasta B6. 

Del mismo modo calculamos la mediana buscando en las funciones o escribiendo =MEDIANA(B2:B6) y la 
moda buscando en las funciones o escribiendo =MODA(B2,B6). 

   



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas: 4ºA de ESO. Capítulo 9: Estadística y probabilidad Autores: Álvaro Garmendia y Andrés García 
  Revisores: Raquel Caro y Nieves Zuasti 
apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

343  Estadística y probabilidad. 4ºA de ESO

Actividades propuestas 

7. Dadas  las  temperatura  en  una  ciudad  a  una  hora  determinada  el  día  1  de  cada mes  se  tiene  la 
siguiente tabla: 

  Enero  Febrero  Marzo  Abril  Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre  Noviembre  Diciembre

Temperatura  2  5  8  9  11  13  27  33  21  14  9  4 

a) Calcula la temperatura media, la moda y la mediana. 
b) Utiliza el ordenador para comprobar el resultado. 

8. Calcula la media, la mediana y la moda de las distribuciones siguientes: 

a) 2, 3, 4, 5, 7, 9, 9, 1000   b) 2, 3, 4, 5, 7, 9, 9, 10   c) 0, 0, 4, 5, 7, 9, 9, 100, 200   

Utiliza el ordenador para comprobar los resultados. 

Observa en cada caso cómo influyen los valores extremos. ¿Influyen en la moda? ¿Y en la mediana? ¿Y 
en la media? 

Actividad resuelta 

 En una clase de 40 alumnos las calificaciones han sido: 

xi  0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  Suma 

fi  1  2  0  1  2  8  7  6  6  4  3  40 

A cada nota  la  llamamos xi  y a  la  frecuencia absoluta de esa nota:  fi. Esto significa que ha habido un 
cero, dos unos, ningún 2… y 3 dieces. 

Para calcular la media aritmética añadimos a la tabla una fila con los productos xi ∙ fi y sumamos esa fila: 

xi ∙ fi  0  2  0  3  8  40  42  42  48  36  30  251 

Al ser 40 el número total de estudiantes la media es: Media = m = 251 / 40 = 6.275. 

La moda es la nota más frecuente, que es mo = 5 pues es la de mayor frecuencia. 

Para calcular la mediana añadimos una nueva fila, la de las frecuencias acumuladas: 

xi  0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 

Frecuencias acumuladas  1  3  3  4  6  14  21  27  33  37  40 

La mitad de los datos es 40/2 = 20, y como 14 < 20 < 21, la mediana es 6. 

Si la variable toma los valores x1, x2, …, xn, con una frecuencia absoluta f1, f2, …, fn, para calcular la media 
se multiplica cada valor por su frecuencia absoluta, se suman dichos productos y se divide por n el total 
de valores de la variable: 

m = Media = (x1 ∙ f1 + x2 ∙ f2 + …+ xn ∙ fn) / (f1 + f2 + … + fn) 

La moda es la frecuencia más alta. 

Puede ocurrir que una distribución de frecuencias tenga más de una moda. Por ejemplo, la distribución: 

xi  1  2  3  4  5  6 

fi  10  9  10  8  7  10 

tiene 3 modas, 1, 3 y 6, ya que el valor más alto de la frecuencia absoluta es 10 en los tres casos. 
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La moda permite clasificar  los conjuntos de datos en unimodales, bimodales o plurimodales,  según el 
número de modas que tengan. 

Para obtener la mediana se calculan las frecuencias acumuladas y se busca el valor de la variable que 
ocupa el lugar central: n/2. 

Utiliza el ordenador 

 Copiamos  los  datos  de  la  actividad 
resuelta  en  una  hoja  de  cálculo, 

escribiendo  xi  en  la  casilla 
B1,  fi  en  la  C1.  En  B2 
escribimos  0,  y  en  B3,  1. 
Seleccionamos  estas  dos 
casillas y arrastramos hasta 
la casilla B12. Copiamos  las 
frecuencias  en  la  columna 

C.  En  A13  escribimos  SUMA.  Calculamos 

la suma de las frecuencias con la tecla:  
y  se  obtiene  40  en  la  casilla  C13.  En  la 
columna  D1  escribimos  xi  ∙  fi.  En  D2 
escribimos  =  y  pinchamos  en  B2, 
escribimos  *  y  pinchamos  en  C2 
(=B2*C2). Seleccionamos D2 y arrastramos hasta D12. Calculamos la suma (251) y dividimos el valor 
de la casilla D12 entre el de la casilla C12. 

Podemos  calcular  el  valor máximo  de  las  frecuencias,  que  en  este  caso  se  ve  a  ojo,  pero  si  hubiera 
muchos más valores, muchas más filas, se puede utilizar la función MAX. 
Para  calcular  las  frecuencias  acumuladas  utilizamos  la  columna  E.  En  E2  escribimos  =C2.  En  E3 
escribimos =E2+C3. ¿Por qué? Y seleccionando E3 arrastramos hasta E12. 

Actividades propuestas  
9. Se ha lanzado un dado 100 veces y se ha confeccionado la siguiente tabla de frecuencias absolutas: 

xi  1  2  3  4  5  6 

fi  18  16  14  16  16  20 

a) Calcula la media, moda y mediana. 
b) Utiliza el ordenador para comprobar los resultados. 

10. Lanzamos  2  dados  y  sumamos  los  valores  obtenidos.  Repetimos  el  experimento  1000  veces  y 
obtenemos las siguiente tabla de frecuencias absolutas.  

xi  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12 

fi  24  65  73  81  158  204  148  79  68  59  41 

a) Calcula la media, la mediana y la moda. 
b) Utiliza el ordenador para comprobar los resultados. 
c) Repite tú los lanzamientos, ahora sólo diez veces, y calcula de nuevo la media, mediana y moda. 

11. Utiliza el ordenador para calcular la media, la mediana y la moda de la siguiente tabla de frecuencias 
absolutas, que indica el número de hijos que tienen 200 familias entrevistadas: 

xi  0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 

fi  14  65  73  27  9  6  2  1  0  2  1 
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Parámetros de dispersión 

Nos dan una medida de lo “dispersos” que están los datos.  

La primera medida nos la da el recorrido, o el valor máximo menos el valor mínimo. 

Las más utilizadas son la varianza y la desviación típica (o desviación estándar) que mide la distancia de 
los datos respecto de la media. 

Ya  sabes  que  la mediana  nos  indica  el  valor  de  la  variable  que  ocupa  el  lugar  central.  Se  denomina 
primer  cuartil  (Q1) al  valor de  la variable que deja menores o  iguales que él a  la cuarta parte de  los 
datos, (o un 25 %), (siendo por tanto las tres cuartas partes mayores o iguales que él). La mediana es el 
segundo cuartil, que deja por debajo la mitad de los datos o un 50 %. El tercer cuartil (Q3) es el valor de 
la variable que deja menores o iguales que él las tres cuartas partes de los datos o un 75 % (y mayores o 
iguales la cuarta parte). Se llama rango intercuartílico o recorrido intercuartílico a la distancia entre el 
tercer  y  el  primer  cuartil  (Q3  – Q1).  Por  lo  que hemos dicho,  en  ese  intervalo  están  la mitad de  los 
datos. 

 

Actividad resuelta 

Seguimos con la misma actividad anterior. 

 Nieves ha tenido en Matemáticas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10. Calcula su recorrido, la 
varianza, la desviación típica, los cuartiles y el recorrido intercuartílico. 

La mayor calificación ha sido un 10 y la menor un 6, luego el recorrido es 10 – 4 = 6.  

Recorrido = Máximo – Mínimo. 

La media ya  la hemos calculado y es 7.6. Queremos analizar cómo las observaciones se separan de la 
media. Si a cada valor le restamos la media, unos salen positivos y otros negativos, y si sumamos todos, 
se compensan, por lo que sale 0. Es posible superar esa dificultad calculando esas diferencias en valor 
absoluto,  o  elevándolas  al  cuadrado.  Si  las  elevamos  al  cuadrado,  sumamos  todo  y  dividimos  por  el 
número total de valores de la variable menos 1, obtenemos la varianza.  

Se divide por n – 1 para mejorar las propiedades del estadístico: Varianza. 

Si después calculamos la raíz cuadrada, se obtiene la desviación típica. Estamos evaluando la distancia 
de los valores de la variable a la media. 

  xi  xi  media  (xi  media)2

1  8  0.4  0.16 

2  4  ‐3.6  12.96 

3  6  ‐1.6  2.56 

4  10  2.4  5.76 

5  10  2.4  5.76 

Media = 7.6    Suma = 27.2 

Si dividimos 27.2 entre 5 (n) se obtiene 5.44 que es la varianza.  



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas: 4ºA de ESO. Capítulo 9: Estadística y probabilidad Autores: Álvaro Garmendia y Andrés García 
  Revisores: Raquel Caro y Nieves Zuasti 
apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

346  Estadística y probabilidad. 4ºA de ESO
Calculamos la raíz cuadrada: 2.33 que es la desviación típica. 

Varianza = ((x1 – media)2 + (x2 – media)2  + … + (xn – media)2)/n = 
n

mx
n

i
i

2

1

)( 
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Se  puede  demostrar,  haciendo  operaciones  una  fórmula más  cómoda 
para calcular la varianza y la desviación típica: 
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  xi  xi2  

  8  64 

  4  16 

  6  36 

  10  100 

  10  100 

m = 7.6  Suma = 38  Suma = 316 

 

Varianza = (316/5) – (7.6)2 = 63.2 – 57.76 = 5.44. 

La desviación típica es la raíz cuadrada de la varianza, es decir, s = 2.33. 

 

Para calcular los cuartiles debemos ordenar los datos; 4 ≤ 6 ≤ 8 ≤ 10 ≤ 10.  

1  2  3  4  5 

4  6  8  10  10 

El primer cuartil deja por debajo la cuarta parte o el 25 % de los datos. Hay 5 datos y 5/4 = 1.25, como 
1 < 1.25 < 2, el primer cuartil es 6. Q1 = 6. El tercer cuartil deja por debajo las tres cuartas partes o el 75 
% de los datos: 3(5/4) = 3.75. Como 3 < 3.75 < 4, entonces Q3 = 10. 

Recorrido intercuartílico = Q3 – Q1. 

En el ejemplo, el recorrido intercuartílico = Q3 – Q1 = 10 – 6 = 4. 
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Utiliza el ordenador 

Igual que hemos calculado la media, la mediana y la moda, 
la hoja de cálculo se puede utilizar para obtener: 

 El recorrido calculando MAX – MIN. 

 La varianza utilizando VARP. 

 La desviación típica usando DESVESTP. 

 Los  cuartiles,  (CUARTIL),  siendo  el  cuartil  0  el 
mínimo; el cuartil 1, Q1; el cuartil 2, la mediana; el 
cuartil 3, Q3; y el cuartil 4, el máximo.  

 

 

 

 

 

Actividades propuestas 

12. Dadas las temperatura en una ciudad de un ejercicio anterior: 

Meses  Enero  Febrero  Marzo  Abril  Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre  Noviembre  Diciembre

Temperatura  2  5  8 9  11  13 27 33 21 14 9  4 

a. Calcula el recorrido, la varianza, la desviación típica, los cuartiles y el recorrido intercuartílico. 

b. Utiliza el ordenador para comprobar los resultados. 

13. Calcula el recorrido, la varianza, la desviación típica, los cuartiles y el recorrido intercuartílico. de las 
distribuciones siguientes: 

a) 2, 3, 4, 5, 7, 9, 9, 1000     b) 2, 3, 4, 5, 7, 9, 9, 10     c) 0, 0, 4, 5, 7, 9, 9, 100, 200   

Utiliza el ordenador para comprobar los resultados. 
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1.4. Diagrama de caja 

El diagrama  de  caja  o  de bigotes  es  una  representación  gráfica  en  la  que  se  utilizan  cinco medidas 
estadísticas:  el  valor  mínimo,  el  valor  máximo,  la  mediana,  el  primer  cuartil  y  el  tercer  cuartil… 
intentando visualizar todo el conjunto de datos.  

Lo más llamativo del gráfico es la «caja». Se forma un rectángulo (o caja) cuyos lados son los cuartiles 
(Q1  y  Q3)  y  donde  se  señala  en  el  centro,  la mediana  (Me).  De manera  que  el  cuadrado/rectángulo 
contiene el 50 por ciento de los valores centrales. 

Se añaden dos brazos (o bigotes) donde se señalan el valor máximo (Máx) y el valor mínimo (Mín).  

Se pueden calcular, además, unos límites superior e inferior. El inferior, Li; es Q1  1.5 por el recorrido 
intercuartílico, y el superior Ls es Q3 + 1.5 por el recorrido intercuartílico. 

Ejemplo 

 Nieves ha tenido en Matemáticas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10. Calcula su recorrido, la 
varianza, la desviación típica, los cuartiles y el recorrido intercuartílico. 

Ordenamos los datos: 4 ≤ 6 ≤ 8 ≤ 10 ≤ 10, y calculamos que: 

Mediana = Me = 8.  

Q1 = 6.        Q3 = 10.  

Recorrido intercuartílico = 10 – 6 = 4.  

Los bigotes nos indican: 

Máx = 10.         Mín = 4.  

Ls = Q3 + 4*1.5 = 16.     Li = Q1 – 4*1.5 = 0.  

En este ejemplo el máximo es igual a 10, que es menor que el posible extremo superior, igual a 16. El 
mínimo es 4, mayor que el  extremo  inferior,  luego no hay  valores atípicos  que  sean mayores que el 
límite superior o menores que el límite inferior. Los extremos de los bigotes, en nuestro ejemplo son 10 
y 4. El diagrama de caja es el de la figura del margen. 

Actividades propuestas 

14. En una excursión de montaña participan 25 personas con las siguientes edades:   

9  9  10  11  12   20  36  37  38  40  42  43  43  44
  45   47  48  50  52  53   55  58  61  63  65 

a)  Hacer  una  tabla  de  frecuencias  clasificando  las  edades  en  6  intervalos  que  comienzan  en  7.5  y 
terminan en 67.5. Hallar, a partir de ella, los parámetros  x  y  . 

b) Calcular  x  y   introduciendo los 25 datos en la calculadora, es decir, sin agruparlos en intervalos. 

c) Prescindiendo de  los 5 primeros niños, obtenemos un colectivo de 20 personas. Calcular de nuevo 
sus parámetros  x  y  , y comparar con los obtenidos en el grupo inicial. 

d) Hallar los parámetros de posición Q1, Q3 y Me, de la distribución original, y construir el diagrama de 
caja o de bigotes correspondiente. 

   

 

Li 

Ls 

Mín 

Max 

Me

Q3 

Q1

Intervalo

intercuartil 
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1.5. Variable continua: intervalos y marcas de clase. Histogramas 

Recuerda que  las variables pueden ser cualitativas, si no son numéricas, o cuantitativas, que a su vez 
pueden ser discretas o continuas.  

Por ejemplo: Si se hace un estudio estadístico sobre  la población de estudiantes, se puede preguntar 
sobre  la  profesión  de  sus  padres  y  madres,  que  es  una  variable  cualitativa,  sobre  el  número  de 
hermanos,  que  es  una  variable  cuantitativa  discreta  (nadie  tiene  3,7  hermanos),  o  sobre  la  edad,  la 
estatura, la calificación media… que son variables cuantitativas continuas. 

Con las variables cuantitativas continuas tiene sentido agrupar los valores en intervalos.  

Al valor central del intervalo se le denomina marca de clase.  

La representación gráfica más adecuada es el histograma que es un diagrama de rectángulos en el que 
el  área  de  cada  rectángulo  es  proporcional  a  la  frecuencia.  Tiene  la  ventaja  de  que  de  esa  forma  la 
frecuencia de cada suceso viene representada por el área. 

Actividad resuelta 

 Realiza un estudio estadístico sabiendo que la tabla de frecuencias absolutas, con intervalos, de 
los pesos de 40 estudiantes de un centro escolar, es: 

Peso  [34, 40)  [40, 46)  [46, 52)  [52, 58)  [58, 64)  [64, 70)  [70, 76) 

Estudiantes  2  10  12  9  4  2  1 

 

La tabla nos dice que hay 2 estudiantes cuyo peso es mayor o igual a 34 y es menor que 40. 

Calculamos las marcas de clase, buscando el punto medio de cada intervalo: (40 – 34)/2 = 3 y 34+3 = 37. 
Todos los intervalos en este ejemplo tienen una longitud de 6. Reescribimos la tabla con las marcas de 
clase y las frecuencias absolutas: 

xi  37  43  49  55  61  67  73 

fi  2  10  12  9  4  2  1 

 

En este caso el histograma de las frecuencias absolutas es 
muy  sencillo  pues  todos  los  intervalos  tienen  igual 
longitud. Si no fuera así, habría que calcular con cuidado 
las  alturas  de  los  rectángulos  para  que  las  áreas  fueran 
proporcionales a las frecuencias. 
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Vamos a  representar  también el histograma de  las  frecuencias  relativas y de  las  frecuencias  relativas 
acumuladas: 

xi  37  43  49  55  61  67  73 

Frecuencias relativas  0.05  0.25  0.3  0.225  0.1  0.05  0.025 

Frecuencias relativas acumuladas  0.05  0.3  0.6  0.825  0.925  0.975  1 

 

Cálculo de la media y la desviación típica: 

Procedemos  de  la  forma  que  ya  conocemos,  calculando  el  producto  de  las marcas  de  clase  por  las 
frecuencias: 

xi  37  43  49  55  61  67  73  Suma 

fi  2  10  12  9  4  2  1  40 

xi ∙ fi  74  430  588  495  244  134  73  2038 

La media es igual a 2038/40 = 50.95 

Para  calcular  la desviación  típica  restamos a  cada marca de  clase,  la media,  elevamos al  cuadrado  y 
multiplicamos por la frecuencia relativa: 

xi  37  43  49  55  61  67  73  Suma 

fi  2  10  12  9  4  2  1  40 

xi – m  –13.95  –7.95  –1.95  4.05  10.05  16.05  22.05   

(xi – m)2  194.60  63.2025  3.8025  16.4025  101.0025 257.6025  486.2025 1122.8175

fi  2  10  12  9  4  2  1  40 

(xi – m)2∙ fi  389.20  632.025  45.63  147.62  404.01  515.205  486.2025 2 619.9 

La  suma  de  las  diferencias  de  la  media  al  cuadrado  por  las  frecuencias  relativas  es  2 619.9.  Ahora 
dividimos entre n que en nuestro caso es 40, y se obtiene 65.5 que es  la varianza. Calculamos  la  raíz 
cuadrada. La desviación típica es 8.09.  

 

   

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

37 43 49 55 61 67 73

Frecuencias Relativas

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

37 43 49 55 61 67 73

Frecuencias relativas acumuladas



 

Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas: 4ºA de ESO. Capítulo 9: Estadística y probabilidad Autores: Álvaro Garmendia y Andrés García 
  Revisores: Raquel Caro y Nieves Zuasti 
apuntesmareaverde.org.es  Ilustraciones: Banco de Imágenes de INTEF 

351  Estadística y probabilidad. 4ºA de ESO

Actividad resuelta 

 Utilizamos la otra fórmula: Varianza = 
 

n

i i
i

x f
m

n





 2

21  

xi  37  43  49  55  61  67  73  Suma 

fi  2  10  12  9  4  2  1  40 

xi2  1 369  1 849  2 401  3 025  3 721  4 489  5 329  22 183 

xi2∙ fi  2 738  18 490  28 812  27 225  14 884  8 978  5 329  106 456 

Varianza = (106 456/40) – (50.95)2 = 2 661.4 – 2 595.9 = 65.5 y desviación típica = s = 8.09.  

 

 Veamos otro ejemplo de cálculo de la media y la desviación típica utilizando la otra fórmula:  

Varianza = 
 

21

2

m
n

fx
n

i
ii




  

xi  64  65  66  67  68  69  70  71  72  73  74  75  Suma 

fi  1  0  2  5  9  22  16  12  8  3  1  1  80 

xi ∙ fi  64  0  132  335  612  1518 1120  852  576  219  74  75  5577 

xi2  4096  4225  4356 4489  4624  4761 4900  5041 5184  5329  5476  5625  

xi2∙ fi  4096  0  8712  22445  41616  104742  78400  60492  41472  15987  5476  5625  389063 

n = 80.  

La media es igual a m = 5 577/80 = 69.7. 

 

La varianza es igual a 

 
21

2

m
n

fx
n

i
ii




  = 
ଷ଼ଽ ଴଺ଷ

଼଴
െ 69.7ଶ  = 4 863.2875  4 858.09 = 5.1975 

 

La desviación típica es igual a la raíz cuadrada de la varianza, s = 2.28. 
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Cálculo de la mediana y los cuartiles 
 Representamos  el  histograma de  frecuencias  absolutas 
acumuladas,  y  cortamos  por  las  líneas  n/2  para  la 
mediana,  n/4  para  el  primer  cuartil,  y  3n/4  para  el 
segundo. En nuestro caso por 20, 10 y 30. 

Observamos, viendo donde las rectas horizontales, y = 20, 
y = 10 e y = 30 cortan al histograma, que  la mediana está 
en el intervalo [46, 52) cuya marca de clase es 49, el primer 
cuartil en el intervalo [40, 46) cuya marca de clase es 43, y 
el tercer cuartil en [52, 58) cuya marca de clase es 55.  

xi  [34, 40)  [40, 46)  [46, 52)  [52, 58)  [58, 64)  [64, 70)  [70, 76) 

fi  2  10  12  9  4  2  1 

Fi  2  12  24  33  37  39  40 

Podemos ajustarlo más haciendo una interpolación lineal, es decir, aproximando con una recta.  
Para la mediana trazamos la recta que pasa por los puntos (46, 12) y (52, 24) (y = 2x – 80) y calculamos 
dónde corta a la recta y = 20. Corta en x = 50. Por tanto la mediana es Me = 50.  
El tercer cuartil está en el intervalo [52, 58). Calculamos la ecuación de la recta que pasa por los puntos 

(52,  24)  y  (58,  33),  que  es  y  =  (3/2)x  –  54. 
Calculamos dónde corta a y = 30, que es en x 
= 56. Por tanto Q3 = 56. 
El primer cuartil está en el intervalo [40, 46). 
La recta que pasa por los puntos:  

(40, 2) y (46, 12) 
tiene por ecuación y = (5/3)x – 64.6666, que 
corta a y = 10 en x = 44.79999…. Q1 = 44.8.  

Utiliza el ordenador 
 Para  dibujar  histogramas  con  el 

ordenador utilizando una hoja de cálculo nos 
encontramos  con  la  dificultad  de  que  éste 

dibuja  los rectángulos separados. Dibuja un diagrama de rectángulos. Para arreglarlo en el caso de 
que la longitud de todos los intervalos sea la misma, debes señalar uno de los rectángulos, entrar en 
“dar formato a la serie de datos” y, en “Opciones de serie” seleccionar en “Ancho del intervalo” un 
ancho del 0 %, es decir, “sin intervalo”. Si las longitudes son distintas se debe calcular previamente 
las alturas de los rectángulos. 

Actividades propuestas 
15. Utiliza el ordenador para dibujar el histograma de la actividad 11.  
16. Se conocen las cantidades de residuos sólidos recogidos en m3/semana durante 12 semanas de una 

urbanización:  23,  27,  30,  34,  38,  21,  30,  33,  36,  39,  32,  24.  Escribe  en  tu  cuaderno  una  tabla  de 
frecuencias absolutas con cuatro intervalos: [20, 25), [25, 30), [30, 35) y [35, 40). Calcula las marcas 
de  clase.  Dibuja  el  histograma  de  frecuencias  absolutas.  Calcula  la  media  y  la  desviación  típica. 
Calcula gráficamente la mediana y los cuartiles. 

17. Haz un estudio estadístico preguntando a tus compañeros y compañeras de clase sobre el número 
de libros que leen al mes. Confecciona una tabla y represéntala en un diagrama de rectángulos, un 
polígono de frecuencias y un diagrama de sectores.  
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2. DATOS BIDIMENSIONALES  

2.1. Ideas generales 

Posiblemente,  la aplicación más importante de la estadística no sea el estudio de una variable aislada 
sino el análisis de  las relaciones entre variables. Si tenemos dos medidas que se dan juntas, es  lógico 
querer saber en qué medida una influye en la otra. Veamos algunos ejemplos.  

Ejemplos: 

 En una tienda de camisas, queremos saber cuántas venderemos (por término medio) en función 
del precio. 

 Si sabemos la altura del padre de un niño, ¿cuál será la altura del hijo?  

 Si a un grupo de alumnas  le damos una paga y medimos sus calificaciones. ¿Las alumnas que 
reciben más dinero sacan mejores notas? ¿Cuánto más? Este mismo estudio puede hacerse con 
los trabajadores de una empresa. Si se les paga más ¿aumenta la producción? 

 ¿Son más inteligentes los hombres que las mujeres? ¿O viceversa? 

Puede  parecerte  que  alguno  de  estos  casos  es  elemental.  Es  obvio  que  los  padres  altos  tienen  hijos 
altos y que si bajo el precio, vendo más. Pero lo importante es CUÁNTO. Si yo tengo una tienda, lo que 
quiero es ganar dinero. Y por supuesto que si pongo las camisas a 0 € voy a vender mucho… pero no 
ganaré nada. Lo que quiero es una estimación de cuánto vendo a cada precio para poder saber el precio 
que me interesa poner. 

 

DISTRIBUCIÓN BIDIMENSIONAL. TRUCOS para SER un GENIO SIN ESTUDIAR en 
6 MINUTOS. PROFESOR OAK 

https://www.youtube.com/watch?v=xx‐Qh5hwBIU 

 

2.2. Variables bidimensionales. Frecuencias conjuntas 

Una variable bidimensional son dos variables que se miden conjuntamente. Si X e Y son las variables, la 
variable bidimensional es (X, Y). 

Ejemplos: 

 El precio al que ponemos las camisas (X) y el precio anterior (Y).  

 La altura de un padre (X) y la altura del hijo (Y)  

 El color del pelo (X) y el color de los ojos (Y). 

 El sexo de una persona (X) y su coeficiente de inteligencia (Y). 

Date cuenta que las variables bidimensionales pueden ser cualitativas o cuantitativas e incluso cada una 
de un tipo. Asimismo podríamos tener los datos agrupados, y entonces lo que habría sería parejas de 
intervalos. 
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La representación de forma de tabla de frecuencias es exactamente igual que en el caso unidimensional 
con la salvedad de que ahora tenemos parejas. Vamos primero con un ejemplo y luego introduciremos 
los conceptos. 

 

Ejemplo: 

 Tenemos una muestra de 8 personas y miramos su color de ojos y pelo. Hay 4 morenos de ojos 
marrones, 1 moreno de ojos verdes, dos rubios de ojos azules y un rubio de ojos verdes.  

Aún no hemos definido las frecuencias pero creemos que lo puedes entender igual. La tabla es: 

Individuo 
Frecuencias 
absolutas 

Frecuencias 
relativas 

(Moreno, marrones)  4  0.5 = 4/8 

(Moreno, verdes)   1  0.125 = 1/8 

(Rubio, azules)  2  0.25 = 2/8 

(Rubio, verdes)  1  0.125 = 1/10 

TOTAL  8  1 

 

Como puedes  ver,  para  que  dos  elementos  sean  iguales,  deben  ser  iguales  las  dos  componentes.  La 
variable X es el  color del pelo y  la variable Y el  color de  los ojos. Se  tiene X =  {“Moreno”, ”Rubio”} e 
Y={“Marrones”,  “Verdes”,  “Azules”}.  No  tiene  por  qué  haber  el  mismo  número  de  valores  en  cada 
variable.  

 

Las definiciones son las mismas. 

La frecuencia absoluta es el número de veces que se ha obtenido esa pareja de resultados (dos parejas 
son iguales si sus dos componentes son iguales).  

 

La frecuencia relativa es la frecuencia absoluta dividida entre el número total de datos.  

Tabla de frecuencias conjunta 

A veces,  en  vez de mostrar  los datos  en pares,  se ponen en una  tabla  de  doble  entrada  o  tabla  de 
contingencia. Se llama así porque la X está en vertical y  la Y en horizontal. En los cruces se ponen las 
frecuencias, ya sean absolutas o relativas. Si se ponen las absolutas se dice tabla de doble entrada de 
frecuencias absolutas y si se ponen las relativas pues tabla de doble entrada de frecuencias relativas. 

 

La tabla anterior, con (xi, yi) no tiene un nombre especial universalmente aceptado. Podemos llamarla 
tabla de frecuencias de pares. 
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Ejemplo: 

 Tenemos  la misma muestra de antes: 4 morenos de ojos marrones, 1 moreno de ojos verdes, 
dos  rubios  de  ojos  azules  y  un  rubio  de  ojos  verdes.  Vamos  a  colocarlos  en  tablas  de  doble 
entrada de frecuencias absolutas y luego relativas. 

Nos limitamos a poner en la primera columna los dos valores que tenemos de la X, que es el color de 
pelo  (“Moreno”  y  ”Rubio”)  y  en  la  primera  fila  los  de  la  Y,  que  es  el  color  de  los  ojos  (“Marrones”, 
“Verdes” y “Azules”). 

             Y 

X 
Marrones Verdes  Azules 

Moreno  4  1  0 

Rubio  0  1  2 

Observa que en esta tabla pueden aparecer ceros, que representan que no hay nadie con esa pareja de 
características. 

Si dividimos las frecuencias absolutas por el número total de datos (que en este caso es 8) obtenemos la 
tabla de doble entrada de frecuencias relativas.  

        Y 

X 
Marrones Verdes  Azules 

Moreno  0.5 = 4/8  0.125=1/8 0 

Rubio  0  0.125=1/8 0.25=2/8 

 

Actividades propuestas 

18. Con  la  tabla  de  valores  del  ejemplo,  construye  la  tabla  de  frecuencias  absolutas  y  relativas  de  la 
variable  X  (“Color  de  pelo”)  y  la  variable  Y  (“Color  de  ojos”)  por  separado,  como  variables 
unidimensionales.  

19. Completa la siguiente tabla y exprésala en forma de tabla de doble entrada, primero con frecuencias 
relativas y luego con frecuencias absolutas. 

 ii yx , Frecuencia 
absoluta 

Frecuencia 
relativa 

(0, 1)  12   

(1, 2)  14   

(2, 3)  14   

20. Completa la siguiente tabla de frecuencias conjunta y exprésala en frecuencias de pares (xi, yi), tanto 
con frecuencias relativas como absolutas. 
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2.3. Diagrama de dispersión y recta de regresión 

Un diagrama de dispersión, también llamado nube de puntos por su apariencia, es un gráfico que se 
obtiene  representando  cada  pareja  como  un  punto  del  plano  cartesiano.  Se  usa  principalmente  con 
variables cuantitativas y datos sin agrupar (si estuvieran agrupados tomaríamos las marcas de clase). 

Es muy simple de dibujar. Basta con poner un punto en cada pareja. A veces si hay valores repetidos se 
ponen los puntos más gordos pero también es común ponerlos todos igual. 

Ejemplo: 

 Tenemos una tienda y queremos estudiar las ventas de una camisa en función del precio. Para 
ello, probamos cada semana con un precio distinto y calculamos las ventas medias. Obtenemos 
así una tabla como la que sigue 

Precio  11  11.5  12  12.5  13  13.5  14  14.5  15  15.5  16 

Ventas (medias)  18.2  17.2  16.1  15.3  14.6  13.5  12.5  11.4  10.1  9.1  8.1 

Si copiamos los datos a una hoja de cálculo y le damos a dibujar un diagrama de dispersión, obtenemos 
algo como lo siguiente: 

 

 

que es el típico gráfico que puede verse para hacer un estudio de resultados en cualquier empresa.  

La recta de regresión 

El  problema  con  la  nube  de  puntos  es  que  simplemente  describe  lo  que  pasa.  Esto  ciertamente  es 
importante en sí mismo, pero lo que es realmente interesante es PREDECIR qué pasará. En el ejemplo 
anterior,  nuestros  datos  llegan  a  precios  de  16  €.  ¿Qué  pasaría  si  subimos  el  precio  a  17  €?  ¿O  lo 
bajamos a 9 €? ¿Y con los precios intermedios, como 12.25 €?  

Como hay infinitos precios, no vamos a poder tener en cuenta infinitos precios. Lo interesante es tener 
un modelo matemático que nos diga, para un precio dado, cual es el valor esperado de las ventas. O, en 
general, para un valor de X cuál es el valor esperado de Y. 
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Lo más fácil es hacer una recta que se aproxime. Se puede dibujar prácticamente a mano, pero hay una 
fórmula matemática que  la calcula. Esa  fórmula es complicada y está  fuera del alcance de este curso 
pero sí vamos a enseñarte cómo hacerla con ordenador.  

Antes  de  nada,  vamos  a  mostrarte  en  el  ejemplo 
anterior la línea de tendencia. 

Observa  que  no  pasa  por  todos  los  puntos,  sino  que 
unos quedan arriba y otros abajo. De hecho es imposible 
que  una  recta  pase  por  todos  y,  en  el  mundo  real,  el 
ajuste nunca es exacto. La recta pasa por el medio de los 
puntos. 

 

Utiliza el ordenador 

 Lo  siguiente  son  datos  de  la  altura  de  un  padre  y  de  la  de  su  hijo  con  15  años  de  edad.  Las 
alturas están en metros. 

Padre  1.7  2  1.6  1.7  1.65  1.9  1.9  1.81 

Hijo  1.75  1.9  1.7  1.8  1.6  1.88  2  1.95 

Lo primero, vamos a hacer el diagrama de dispersión. Copiamos los datos en una hoja de cálculo. Los 
vamos a poner en vertical para que se vea mejor, pero se podría hacer exactamente igual en horizontal. 

Después,  señalamos  las  dos  series  y  le  damos  a  insertar  gráfico  de 
dispersión. 

Automáticamente  nos  aparece  el  diagrama  de  dispersión  (nube  de 
puntos). Si  juegas un poco con  las opciones puedes modificar el  título, el 
formato, la escala de los ejes… 

Más  aún,  la  recta  de 
regresión es muy  fácil de 
dibujar. Basta con que selecciones el gráfico y le des a 
análisis  y  a  línea  de  tendencia.  Escogiendo  una 
tendencia lineal, ya tienes la recta de regresión. 

Al final, si lo has hecho bien, el dibujo debe ser más o 
menos algo similar a esto: 

Y  fíjate,  la  recta 
tiene  todos  los 
valores  posibles. 
Para  ver  qué  valor 

correspondería a una altura del padre de 1.75 m, lo buscamos en la 
recta. 
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2.4. Interpretación de la recta. Introducción a la correlación 

Una vez hemos dibujado la recta de regresión, podemos ver cómo es la relación entre las dos variables.  
En esencia el tipo de relación viene dada por la pendiente de la recta.  

1. Si la recta de regresión tiene pendiente positiva (más informalmente, “si va hacia arriba”) se dice  
que la relación entre las variables es positiva. 

2. Si la recta de regresión tiene pendiente cero (más informalmente, “si queda horizontal”) se dice  
que la relación entre las variables es nula o que no hay relación lineal. 

3. Si la recta de regresión tiene pendiente negativa (más informalmente “si va hacia abajo”) se dice  
que la relación entre las variables es negativa 

La cuestión es, pues, sencilla. Basta dibujar la recta y ver hacia dónde va. Pero también nos interesa ver 
si los puntos están cerca de la recta o lejos. En otras palabras, mirar si la recta ajusta bien o ajusta mal. 

Para calcular esto, se obtiene lo que se llama coeficiente de correlación. Se define como: 

yx

N

i
ii

ss

yx
N

yx

r



 


1

)(

 

Ya ves, ¡muy complicado! Pero, como antes, basta con usar Excel o cualquier hoja de cálculo. La orden 
en Excel es COEF.DE.CORREL(serie1;serie2). 

El coeficiente de correlación nos mide si la relación es positiva, negativa o nula. Y TAMBIÉN nos dice  si 
el ajuste es bueno. Vamos a ver en un cuadro los detalles. 

El coeficiente de correlación, , mide la relación entre dos variables. Es un número entre 1 y 1 (puede 
ser exactamente 1 o exactamente 1).  

Si  el  coeficiente  de  correlación  es  exactamente  1  la  relación  es perfecta  positiva.  La  recta  va  hacia 
arriba y TODOS los puntos están sobre ella.  

Si el coeficiente de correlación está en el  intervalo (0, 1) 
la  relación  es positiva.  La  recta  va  hacia  arriba  pero  no 
pasa por todos los puntos. 

Si  el  coeficiente  de  correlación  es  exactamente  0,  la 
relación es nula (no hay relación lineal). 

Si el coeficiente de correlación está en (1, 0) la relación 
es  negativa.  La  recta  va  hacia  abajo  pero  no  pasa  por 
todos los puntos. 

Si el  coeficiente de correlación es exactamente 1  la  relación es perfecta negativa.  La  recta va hacia 
abajo y TODOS los puntos están sobre ella.  

Esto es lo que es objetivo. En algunas ocasiones, se habla de correlación positiva fuerte (si está cercana 
a 1) o positiva débil (si está entre 0 y 1 pero próxima a 0) y lo mismo negativa. Pero claro, eso depende 

de  la  interpretación  de  cada  uno.  Así,  una  correlación  de  0.96  es  positiva  fuerte  y  una  de 0.02  es 
negativa débil. Pero ¿y 0.55? Pues depende de lo que consideres. Lo que sí es objetivo es si es perfecta 
o nula, positiva o negativa. 

Resumen 

 = 1  correlación perfecta positiva 

 = 1  correlación perfecta negativa 

 = 0  correlación nula 

  (0, 1)  correlación positiva 

  (1, 0)  correlación negativa 
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Utiliza el ordenador 

 Con  los  datos  de  la  actividad  anterior,  vamos  a 
calcular el coeficiente de correlación.  

Lo  único  que  hay  que  hacer  es  poner,  en  la  casilla 
correspondiente  =COEF.DE.CORR.  en  nuestro  ejemplo  es 
la casilla D2. 

Automáticamente  nos  da  a  escoger  dos  matrices  y 
escogemos primero lo de la X y después lo de la Y.  

Nos da el coeficiente de correlación, que en este caso resulta ser 0.81. Es una relación positiva fuerte 
como ya imaginábamos por la nube de puntos y la recta de regresión.  

Utiliza el ordenador 
 Preguntamos  a  10  alumnos  de  4º  ESO  por  sus  calificaciones  en 
Matemáticas, por el número de minutos diarios que ven la televisión, por 
el número de horas semanales que dedican al estudio, y por su estatura 
en  centímetros.  Los  datos  se  recogen  en  la  tabla  adjunta.  Queremos 
dibujar  las  nubes  de  puntos  que  los  relacionan  con  las  calificaciones  de 
Matemáticas, el coeficiente de correlación y la recta de regresión. 

Calificaciones de Matemáticas  10 3 7 8 5 9  9  8 6 7

Minutos  diarios que ve la TV  0 90 30 20 70 10  15  25 60 25

Horas semanales de estudio  15 2 9 12 7 14  13  11 7 8

Estatura (en cm)  177 168 157 159 163 179  180  175 169 170

Para hacerlo, entramos en Excel, y copiamos los datos. Seleccionamos la primera y la segunda fila, luego 
la primera y la tercera y por último la primera fila y la cuarta. 

 

Con la primera y segunda filas seleccionadas, vamos a Insertar, Dispersión y elegimos la nube de puntos. 
Podemos conseguir que el eje de abscisas vaya de 0 a 10 en “Dar formato al eje”. Pinchamos sobre un 
punto de  la nube, y elegimos “Agregar  línea de  tendencia”. Para que dibuje el ordenador  la  recta de 
regresión la línea de tendencia debe ser Lineal. En la pantalla que aparece marcamos la casilla que dice: 
“Presentar ecuación en el gráfico” y la casilla que dice “Presentar el valor de R cuadrado en el gráfico”.  

 

Observa,  la  recta  de  regresión,  en 
color  rojo,  es  decreciente  y  su 
ecuación es aproximadamente: 

y = 13.5 x + 132. 

El  cuadrado  del  coeficiente  de 

correlación  es  2  =  0.95.  La 
correlación es negativa y alta: 

𝜌 ൌ √0.95 ൌ െ0.975 
 

 

y = ‐13.485x + 131.59
R² = 0.9509
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Hacemos lo mismo con la primera y tercera fila y con la primera y cuarta fila. Obtenemos los gráficos: 

   

Observa que en ambos casos  la pendiente de  la  recta de  regresión es positiva, pero en el primero el 

coeficiente de correlación, positivo, es próximo a 1, 𝜌 ൌ √0.96 ൌ 0.98. La correlación es alta y positiva. 
En el segundo 𝜌 ൌ √0.25 ൌ 0.5 
 

4º ESO Distribuciones bidimensionales. Los estudios estadísticos pueden analizar más de 
una  característica  de  los  individuos  de  una  población.  En  una  distribución 
bidimensional a cada individuo de una población se le asignan dos valores, uno 
de cada variable o característica.  

https://www.youtube.com/watch?v=dpzjG_zeBCM 

 

Actividades resueltas 

 El propietario de una  instalación mixta solar‐eólica está realizando un estudio del volumen de 
energía que es capaz de producir  la  instalación. Para ello, mide dicha energía a  lo  largo de un 
total  de  N  =  16  días  que  considera  suficientemente  representativos.  La  energía  (en  kWh) 
producida  en  dichos  días  por  las  instalaciones  solar  y  eólica  se  encuentra  recogida  en  la 
siguiente tabla: 

Generación solar (xi)  13.1 10.5  4.1  14.8 19.5 11.9 18 8.6 5.7 15.9 11.2  6.8  14.2  8.2 2.6 9.7

Generación eólica (yi)  8.5  14.3  24.7  4 2.3 6.4 3.6 9.2 13.5 1.4 7.6  12.8  10.3  16.5 21.4 10.9

Vamos  a  realizar  una  actividad  resuelta  completa  utilizando  las  fórmulas  de  la  media,  la  desviación 
típica y de  la  correlación para que puedan servirte de modelos  si necesitas alguna vez calcularlas  sin 
ayuda del ordenador. 

Vamos  a  denotar  a  la  generación  solar  como  variable  X  y  la  generación  eólica  como  variable  Y. 
Añadimos nuevas filas a nuestra tabla, los cuadrados de x, de y y los productos de ambas: 

Generación solar (xi)  13.1 10.5  4.1  14.8 19.5 11.9 18 8.6 5.7 15.9 11.2  6.8  14.2  8.2 2.6 9.7

Generación eólica (yi)  8.5  14.3  24.7  4 2.3 6.4 3.6 9.2 13.5 1.4 7.6  12.8  10.3  16.5 21.4 10.9

xi2  171.6  110.3  16.81  219.0  380.3  141.6  324  73.96  32.49  252.8  125.4  46.24  201.6  67.24  6.76  94.09 

yi2  72.25  204.5  610.1  16  5.29  40.96  12.96  84.64  182.3  1.96  57.76  163.8  106.1  272.3  457.9  118.8 

xi  yi  111.4  150.2  101.3  59.2  44.85  76.16  64.8  79.12  76.95  22.26  85.12  87.04  146.2  135.3  55.64  105.7 

 

   

y = 1.8535x ‐ 3.5455
R² = 0.9608
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Cálculo de las medias 

Sumando la primera fila y dividiendo por N = 16, obtenemos la media de la Generación Solar en Kwh.  

Recuerda 
N

x
x

N

i
i

 1 : 

𝑥̄ ൌ
∑ ௫೔

ಿ
೔సభ

ே
ൌ ଵଷ.ଵାଵ଴.ହାସ.ଵାଵସ.଼ାଵଽ.ହାଵଵ.ଽାଵ଼ା଼.଺ାହ.଻ାଵହ.ଽାଵଵ.ଶା଺.଼ାଵସ.ଶା଼.ଶାଶ.଺ାଽ.଻

ଵ଺
ൌ 10.925 Kwh 

 

Sumando la segunda fila y dividiendo por N = 16 obtenemos la media de la Generación Eólica en Kwh: 

𝑦̄ ൌ
∑ ௬೔

ಿ
೔సభ

ே
ൌ ଼.ହାଵସ.ଷାଶସ.଻ାସାଶ.ଷା଺.ସାଷ.଺ାଽ.ଶାଵଷ.ହାଵ.ସା଻.଺ାଵଶ.଼ାଵ଴.ଷାଵ଺.ହାଶଵ.ସାଵ଴.ଽ

ଵ଺
ൌ 10.463 Kwh 

 

Las medias son: 

𝑥̄ ൌ 10.925Kwh y 𝑦̄ ൌ 10.463 Kwh, 

Muy parecidas. 

 

Cálculo de las desviaciones típicas 

En la tercera fila hemos calculado  los cuadrados de  los valores de  la primera variable y  los utilizamos 
para calcular la varianza:  

Recuerda  21

2

2 x
N

x
s

N

i
i

x 


  : 

𝑠௫
ଶ ൌ

∑ 𝑥௜
ଶே

௜ୀଵ

𝑁
െ 𝑥̄ଶ

ൌ
13. 1ଶ ൅ 10. 5ଶ ൅ 4. 1ଶ ൅ 14. 8ଶ ൅ 19. 5ଶ ൅ 11. 9ଶ ൅ 18ଶ ൅ 8. 6ଶ ൅ 5. 7ଶ ൅ 15. 9ଶ ൅ 11. 2ଶ ൅ 6. 8ଶ ൅ 14. 2ଶ ൅ 8. 2ଶ ൅ 2. 6ଶ ൅ 9. 7ଶ

16

െ 10. 9ଶ ൌ
141.5

16
െ 10. 9ଶ ൌ 22.16 

 
En la cuarta fila los cuadrados de los valores de la segunda variable y calculamos su varianza: 

𝑠௬
ଶ ൌ

∑ 𝑦௜
ଶே

௜ୀଵ

𝑁
െ 𝑦̄ଶ

ൌ
8. 5ଶ ൅ 14. 3ଶ ൅ 24. 7ଶ ൅ 4ଶ ൅ 2. 3ଶ ൅ 6. 4ଶ ൅ 3. 6ଶ ൅ 9. 2ଶ ൅ 13. 5ଶ ൅ 1. 4ଶ ൅ 7. 6ଶ ൅ 12. 8ଶ ൅ 10. 3ଶ ൅ 16. 5ଶ ൅ 21. 4ଶ ൅ 10. 9ଶ

16

െ 10. 5ଶ ൌ
150.48

16
െ 10. 5ଶ ൌ 41.01 

La desviación típica es la raíz cuadrada de la varianza, por tanto: 

𝑠௫ ൌ √22.16 ൌ 4.71  y 

 𝑠௬ ൌ √41.01 ൌ 6.4 
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Cálculo del coeficiente de correlación 

Para calcular el coeficiente de correlación calculamos en la quinta fila los productos de la variable x por 

la variable y. Así, 13.1  8.5 = 111.4.  

Queremos calcula el término: 
N

yx
N

i
ii 

1
)(
.  

Al sumar esa fila obtenemos 1 401.2, que dividimos entre 16, le restamos el producto de las medias y 
dividimos por el producto de las desviaciones típicas:  

𝜌 ൌ

∑ ሺ𝑥௜ ⋅ 𝑦௜ሻே
௜ୀଵ

𝑁 െ 𝑥̄ ⋅ 𝑦̄

𝑠௫ ⋅ 𝑠௬
ൌ

1401.2
16 െ ሺ10.9 ⋅ 10.5ሻ

4.71 ⋅ 6.4
ൌ

െ26.728
4.71 ⋅ 6.4

ൌ െ0.887 

Este coeficiente de correlación negativo y cercano a 1 nos indica que la relación entre las dos variables 
es negativa y bastante importante. 

Actividades propuestas 

21. María  ha  calculado  los  coeficientes  de  correlación  de  las  tres  nubes  de  puntos  adjuntas,  y  ha 

obtenido: 0.05,  0.98  y 0.99,  pero  ahora  no  recuerda  cuál  es  de  cada  una.  ¿Puedes  ayudarla  a 
decidir qué coeficiente corresponde con cada nube? 

A 

 

B   C 

 

22. Haz una encuesta entre tus compañeros de clase. Con ella vas a realizar un trabajo de investigación y 
presentar  un  informe.  Elige  con  cuidado  las  preguntas.  Vas  a  preguntar  a  cada  uno  de  tus 
compañeros seleccionados, la muestra, dos preguntas, como por ejemplo lo que mide su mano y su 
nota en lengua, pero a ti pueden interesarte otras cuestiones muy distintas.  

a. Lo  primero  que  vas  a  hacer  es  tabular  las  respuestas  y  confeccionar  dos  tablas  de  frecuencias 
absolutas.  Luego  completa  esas  mismas  tablas  con  las  frecuencias  relativas  y  las  frecuencias 
acumuladas. Haz representaciones gráficas de esas frecuencias: de barras, de líneas, de sectores. 

b. Calcula  las medias, modas  y medianas  así  como  recorrido,  desviación  típica,  cuartiles,  intervalo 
intercuartílico… Representa los datos en una tabla de doble entrada y dibuja  la nube de puntos. 
Calcula el coeficiente de correlación. Presenta un informe de este trabajo.   
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3. AZAR Y PROBABILIDAD  

3.1. Experimento aleatorio y suceso 

Un  fenómeno  o  experimento  aleatorio  es  aquel  que,  manteniendo  las  mismas  condiciones  en  la 
experiencia, no se puede predecir el resultado. 

 Son experimentos aleatorios: 

a) Lanzar una moneda y anotar si sale cara o cruz. 

b) Lanzar un dado y anotar el número de la cara superior. 

c) Lanzar dos dados o dos monedas. 

d) Si en una urna hay bolas blancas y rojas, sacar una al azar y anotar el color. 

e) Sacar una carta de una baraja. 

f) Sacar, sin reemplazamiento, dos cartas de la baraja. 

g) Abrir un libro y anotar la página por la que se ha abierto. 

Sin  embargo,  calcular  el  coste  de  una  mercancía,  sabiendo  el  peso  y  el  precio  por  kg,  no  es  un 
experimento aleatorio. Tampoco lo es calcular el coste del recibo de la luz sabiendo el gasto. 

 No son experimentos aleatorios 

a) Salir a la calle sin paraguas cuando llueve y ver si te mojas. 

b) El precio de medio kilo de rosquillas si las rosquillas cuestan a 3 € el kilo. 

c) Soltar un objeto y ver si cae. 

 

¿QUÉ ES LA PROBABILIDAD? Con ejemplos sencillos. Probabilidad = número de 
casos  favorables/número  de  casos  posibles  Para  esto  hay  que  definir  el 
conjunto de los casos posibles que se conoce como el espacio muestral. 

https://www.youtube.com/watch?v=wglr7uNKigY 

 

Actividades propuestas 

23. Indica si son, o no, fenómenos aleatorios: 

a) La superficie de las comunidades autónomas españolas. 

b) Anotar el sexo del próximo bebé nacido en una clínica determinada. 

c) El área de un cuadrado del que se conoce el lado. 

d) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos. 

e) Saber si el próximo año es bisiesto. 
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Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles resultados o sucesos posibles. 

 

Al realizar un experimento aleatorio siempre se obtendrá uno de los posibles resultados. 

 

Se llama suceso elemental a cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio. 

 

El conjunto de los posibles resultados de un experimento aleatorio se denomina espacio muestral. 

 

Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles resultados, es decir, del espacio muestral. 

 

Actividad resuelta 

 Por  ejemplo  los  posibles  resultados  al  tirar  una  moneda  son  que  salga  cara  o  salga  cruz.  El 
conjunto de sucesos elementales es {cara, cruz}. 

 El conjunto de posibles resultados de los experimentos aleatorios siguientes:  

a) Extraer una bola de una bolsa con 9 bolas blancas y 7 negras es {blanca, negra}. 

b) Sacar una carta de una baraja española es {AO, 2O, 3O, … CO, RO, AC, … RC, AB, … RB, AE, … RE}. 

c) Tirar dos monedas es: {(cara, cara), (cara, cruz), (cruz, cara), (cruz, cruz)}. 

 Al lanzar un dado, el conjunto de posibles resultados es {1, 2, 3, 4, 5, 6}, el suceso obtener par es 
{2, 4, 6}, el suceso obtener impar es {1, 3, 5}, el suceso obtener múltiplo de 3 es {3, 6}, sacar un 
número menor que 3 es {1, 2}. 

 Al lanzar dos monedas el conjunto de posibles resultados es {(C, C), (C, +), (+, C), (+, +)}. El suceso 
sacar cero caras es {(+, +)}, sacar una cara es {(C, +), (+, C)} y sacar dos caras {(C, C)}. 

 

Actividades propuestas 

24. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en cinco tarjetas cada 
una de las vocales y sacar una al azar”. 

25. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Tirar una chincheta y anotar 
si cae de punta o no”. 

26. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos monedas. 

27. En el juego de lotería, indica dos sucesos respecto a la cifra de las unidades del primer premio. 

28. Escribe tres sucesos aleatorios del experimento aleatorio sacar una carta de una baraja española. 
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3.2. Frecuencia y probabilidad 
No  vamos  a  definir  “probabilidad”,  pues  existen  varias  definiciones  posibles.  Existe  una  axiomática 
debida a Kolmogorov relativamente reciente (1930), pero antes ya se había sido usado este concepto 
por ejemplo por Fermat y Pascal en el siglo XVII que se escribieron cartas reflexionando sobre  lo que 
ocurría  en  los  juegos  de  azar.  Cuando no  comprendían  cómo asignar  una determinada probabilidad, 
jugaban muchas veces al juego que fuese y veían a qué valor se aproximaban las frecuencias relativas. 
Así,  la  probabilidad  de  un  suceso  podría  definirse  como  el  límite  al  que  tienden  las  frecuencias 
relativas de ese suceso cuando el número de experimentos es muy alto. Por tanto: 
Para calcular probabilidades se usan dos técnicas, una experimental, analizando las frecuencias relativas 
de  que  ocurra  el  suceso,  y  la  otra  por  simetría,  cuando  se  sabe  que  los  sucesos  elementales  son 
equiprobables, es decir, que todos ellos tienen la misma probabilidad, entonces se divide el número 
de casos favorables por el número de casos posibles. 
Esto  último,  cuando  se  puede  usar,  simplifica  la  forma  de  asignar  probabilidades  y  se  conoce  como 
Regla  de  Laplace  que dice que: “Si  los  sucesos elementales  son equiprobables,  la probabilidad de un 
suceso es el número de casos favorables dividido por el número de casos posibles”. 

Actividad resuelta 
 La probabilidad de que salga cara al tirar una moneda es 1/2, pues sólo hay dos casos posibles {cara, 
cruz}, un único caso favorable, cara, y suponemos que la moneda no está trucada. Si sospecháramos 
que  la  moneda  estuviera  trucada  para  asignar  esa  probabilidad  habría  que  tirar  la  moneda  un 
montón de veces para observar hacia qué valor se acerca la frecuencia relativa de obtener cara. 

 La probabilidad de sacar un 5 al tirar un dado es 1/6 pues hay seis casos posibles {1, 2, 3, 4, 5, 6}, un 
único  caso  favorable,  5,  y  suponemos  que  el  dado  no  está  trucado,  luego  todos  ellos  son 
equiprobables. 

 La  probabilidad  de  que  al  cruzar  la  calle  te  pille  un  coche NO  es  1/2,  aunque  sólo  hay  dos  casos 
posibles, que te pille el coche y que no te pille, pues ya te habría pillado un montón de veces. Para 
calcular  esa  probabilidad  se  recogen  datos  de  peatones  atropellados  y  se  calcula  utilizando  las 
frecuencias relativas. 

 La probabilidad de sacar una bola roja de una bolsa con 7 bolas rojas y 3 bolas blancas es 7/10. 
 La probabilidad de que un bebé sea niña es aproximadamente 0,5, pero al hacer el estudio con las 
frecuencias relativas se ha visto que es 0,49. 

 Si consideramos una baraja española de 40 cartas y elegimos una carta, algunos de los sucesos que 
pueden  ocurrir  son  “sacar  un  oro”,  o  “sacar  un  as”,  o  “sacar  el  caballo  de  copas”…    Como  de 
antemano no sabemos lo que va a ocurrir decimos que estos sucesos son aleatorios o de azar. Antes 
de sacar ninguna carta todas ellas son igualmente factibles, y como puede salir una cualquiera de las 
40 cartas decimos que la probabilidad, de por ejemplo, sacar el caballo de copas es 1/40, la de sacar 
un oro es 10/40, y la de un as es 4/40. 

 ¿Cuál es la probabilidad de sacar el rey de copas? ¿Y de sacar un rey? ¿Y una copa? 
La probabilidad de sacar el as de copas es 1/40. Pero el suceso sacar un as se cumple si sale el as de 
oros, o de copas, o de bastos o de espadas. Es decir, no es un suceso simple, está formado, en este caso 
por 4 sucesos elementales, luego su probabilidad es 4/40 = 1/10. Lo mismo le ocurre a sacar una copa. 
Es un suceso compuesto, y como hay 10 copas su probabilidad es 10/40 = 1/4. 

Actividades propuestas 
29. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada. 
30. Para  saber  la  probabilidad  de  que  un  recién  nacido  sea  zurdo,  ¿te  basarías  en  el  estudio  de  las 

frecuencias relativas o la asignarías por simetría? 
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3.3. Asignación de probabilidades 

Suceso contrario 

Actividades resueltas 

 ¿Cuál es la probabilidad de sacar un as en la baraja de 40 cartas? ¿Y de no sacar un as? ¿Y de 
sacar una copa? ¿Y de no sacar una copa?  

El suceso no sacar un as es el suceso contrario al de sacar un as. Cartas que no son ases hay 36, luego la 
probabilidad de no sacar as es 36/40 = 9/10. Observa que se obtiene que p(as) + p(no as) = 1/10 + 9/10 
= 10/10 = 1. 

La probabilidad de sacar copa es 10/40, y hay 30 cartas que no son copas, luego la probabilidad de no 
sacar copa es 30/40, y 10/40 + 30/40 = 1. 

Si designamos por p(X) a  la probabilidad de un suceso X y por p(noX) a  la probabilidad de su suceso 
contrario resulta que: 

p(X) + p(noX) = 1. 

La probabilidad de un suceso más la probabilidad de su suceso contrario es igual a 1. 

Actividades propuestas 

31. ¿Cuál es la probabilidad de no sacar un 5 al tirar un dado? ¿Y de no sacar un múltiplo de 3? ¿Y de no 
sacar un número menor que 2?  

32. Al  tirar una moneda dos  veces,  ¿cuál  es  la probabilidad de no  sacar ninguna  cara? ¿Y de  sacar  al 
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna 
cara. 

Sucesos dependientes e independientes 

Ejemplo: 

 Tenemos una bolsa con 3 bolas rojas y 2 bolas negras. ¿Cuál es la probabilidad de sacar una bola 
roja? Si sacamos dos bolas, ¿cuál es la probabilidad de sacar dos bolas rojas? 

La probabilidad de sacar una bola roja es 3/5. Pero la de sacar dos bolas rojas, ¡depende! 

Depende de si volvemos a meter en la bolsa la primera bola roja, o si la dejamos fuera.  

En el primer caso decimos que es con reemplazamiento y en el segundo, sin reemplazamiento. 

Si  la  volvemos  a  meter,  la  probabilidad  de  sacar 
bola  roja  volverá  a  ser  3/5,  y  la  probabilidad  de 
sacar  dos  bolas  rojas  es  3/5  ∙  3/5  =  9/25.  La 
probabilidad de  esta  segunda bola no depende  de 
lo  que  ya  hayamos  sacado,  y  en  este  caso  la 
probabilidad se obtiene multiplicando. 

Si los sucesos A y B son independientes: p(A y B) = 
p(A) ∙ p(B). 

Pero si la dejamos fuera, ahora en la bolsa sólo hay 
4 bolas y de ellas sólo quedan 2 bolas rojas, luego la 
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probabilidad de que esa segunda bola sea roja es 2/4, y está condicionada por  lo que antes hayamos 
sacado. Se escribe: p(Roja/Roja) y se lee “probabilidad de roja condicionado a haber sacado roja”.   La 

probabilidad de sacar dos bolas rojas es ahora: 3/5  ∙ 2/4 = 
6/20 = 3/10. 

Observa  el  diagrama  de  árbol  y  comprueba  que  la 
probabilidad  de  sacar  primero  una  bola  roja  y  luego  una 
bola  negra  (no  roja)  es  3/5  ∙  2/4  =  3/10  pues  después  de 
sacar  una  bola  roja  en  la  bolsa  quedan  sólo  4  bolas  y  de 
ellas  2  son  negras.  La  probabilidad  de  sacar  primero  una 
bola negra y  luego bola roja es 2/5∙3/4 = 6/20 = 3/10, y  la 
de  sacar dos bolas negras es:  2/5∙1/4 = 2/20 = 1/10. Pero 
observa más cosas.  

Por ejemplo, 3/5 + 2/5 = 1; 2/4 + 2/4 = 1; 3/4 + 1/4 = 1; 3/10 + 3/10 + 3/10 + 1/10 = 1.  

Los sucesos no son independientes. El que ocurra A, o no ocurra A, afecta a la probabilidad de B. Por 
eso se dice que B está condicionado a A. 

Si los sucesos A y B son dependientes entonces: p(A y B) = p(A) ∙ p(B/A) 

Actividades resueltas 

 Sacamos dos cartas de una baraja de 40 cartas sin reemplazamiento. ¿Cuál es la probabilidad de 
sacar dos ases? 

Si  fuera  con  reemplazamiento  la  probabilidad  sería  4/40  ∙  4/40,  pero  al  ser  sin  reemplazamiento  la 
probabilidad del segundo as viene condicionada por que hayamos sacado un as previamente. Ahora en 
la baraja ya no quedan 40 cartas sino 39, y no quedan 4 ases sino sólo 3, luego la probabilidad es: 

  4/40 ∙ 3/39 = 1/130. 

Observa que: 

Si dos sucesos son dependientes entonces: p(B/A)  p(B). 

Pero si dos sucesos son independientes entonces: p(B/A) = p(B/noA) = p(B). 

Actividades propuestas 

33. En tu cuaderno haz un diagrama en árbol similar al anterior con los sucesos A y B: A = sacar un as en 
la  primera  extracción  (noA  =  no  sacarlo),  y  B  =  sacar  un  as  en  la  segunda  extracción  (no  B  =  no 
sacarlo). ¿Cuál es  la probabilidad de sacar as en  la segunda extracción condicionado a no haberlo 
sacado  en  la  primera?  ¿Y  la  de  no  sacar  as  en  la  segunda  extracción  condicionado  a  no  haberlo 
sacado en la primera? ¿Cuál es la probabilidad de sacar dos ases? ¿Y la de sacar un solo as? 

34. En el diagrama de árbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 ases” y la de “no sale 
ningún as”. 

35. En el experimento “sacar tres cartas seguidas”, ¿cuál es la probabilidad de sacar tres ases? Primero 
con reemplazo, y luego sin reemplazo. 

36. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de que salga un seis doble.  
37. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizás te sea más 

fácil calcular la probabilidad de no sacar ningún 6, y utilizar el suceso contrario. 
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Sucesos compatibles e incompatibles 

Ejemplo: 

 ¿Cuál es la probabilidad de, en una baraja de 40 cartas, sacar una copa o un oro?  
Hay 10 copas y 10 oros, y ninguna carta es a la vez copa y oro, luego la probabilidad es 20/40. 

 ¿Cuál es la probabilidad de, en una baraja de 40 cartas, sacar un as o un oro?  
Hay 4 ases y hay 10 oros, pero hay el as de oros, luego las cartas que son o bien un as o bien un oro son 
13, luego la probabilidad es 13/40. 

Llamamos sucesos incompatibles a los que, como copa y oro, no pueden realizarse a la vez, y sucesos 
compatibles a los que, como as y oro, pueden realizarse a la vez. 

Designamos p(A o B) a la probabilidad del suceso “se verifica A o bien se verifica B”. Hemos visto en el 
ejemplo que si los sucesos son incompatibles su probabilidad es igual a la suma de las probabilidades. 

P(A o B) = p(A) + p(B), si A y B son incompatibles. 

Pero si A y B si pueden verificarse a la vez habrá que restar esos casos, esas veces en que se verifican A 
y B a la vez. 

P(A o B) = p(A) + p(B) – p(A y B), si A y B son compatibles. 

Esta  segunda  expresión  es  más  general  que  la  primera,  ya  que  en  el  caso  en  que  A  y  B  son 
incompatibles entonces p(A y B) = 0. 

Actividades resueltas 

 Calcula  la  probabilidad  de  los 
sucesos  siguientes: a) Sacar un  rey 
o  una  figura;  b)  No  sale  un  rey  o 
sale un rey; c) Sacar un basto o una 
figura. 

a) Hay 4 reyes y hay 4 ∙ 4 = 16 figuras (as, sota, caballo y rey), pero los cuatro reyes son figuras, por 
tanto p(Rey o Figura) = 4/40 + 16/40 – 4/40 = 16/40 = 0,4. 

b) Hay 40 – 4 = 36 cartas que no son reyes, y hay 4 reyes, luego p(no rey o rey) = 36/40 + 4/40 = 1. 
Esta conclusión es más general. Siempre: 

p(noA o A) = 1, 

pues un suceso y su contrario ya vimos que verificaban que p(A) + p(noA) = 1. 

c) Hay 10 bastos y hay 12 figuras, pero hay 4 figuras que son a la vez bastos (as, sota, caballo y rey), 
luego p(Basto o Figura) = 10/40 + 16/40 – 4/40 = 22/40 = 11/20. 

Actividades propuestas 

38. Lanzamos  dos  dados  que  no  estén  trucados  y  anotamos  los  números  de  su  cara  superior. 
Consideramos  el  suceso  A  que  la  suma  de  las  dos  caras  sea  8,  y  el  suceso  B  que  esos  números 
difieran en dos unidades. a) Comprueba que p(A) = 5/36 (2 + 6; 3 + 5; 4 + 4; 5 + 3; 6 + 2) y que p(B) = 
8/36  ((1,3),  (2, 4), …). b) Calcula  las probabilidades de: p(A y B); p(A o B); p(A y noB); p(noA y B); 
p(noA y noB). c) Calcula p(A/B); p(A/noB); p(noA/B). 

   

Resumen: 

Suceso contrario: p(X) + p(noX) = 1. 

Sucesos dependientes:  p(A y B) = p(A) ∙ p(B/A). 

Sucesos compatibles: P(A o B) = p(A) + p(B) – p(A y B). 
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3.4. Experiencias compuestas: tablas de contingencia y diagramas de árbol 
Diagramas de árbol  

Ejemplo: 

 Se hace un estudio sobre  los  incendios y se comprueba que en una 
determinada zona el 70 % de los incendios son intencionados, un 25 
% se deben a negligencias y 5 % a causas naturales como rayos o a 
otras causas. Representa esta situación con un diagrama de árbol. 

Actividades resueltas 

 Si  consideramos  que  la  probabilidad  de  que  un  incendio  sea 
intencionado es 0,7, ¿cuál es la probabilidad de que al considerar dos 
incendios, al menos uno haya sido intencionado? 
Llamamos  I  al  suceso  “ser  intencionado”  y  noI  al  suceso  “no  ser 
intencionado”. Representamos  la situación en un diagrama de árbol. 
Como el que un incendio sea intencionado es independiente de cómo 
sea el segundo, tenemos que: 

P(I y I) = 0.7 ∙ 0.7 = 0.49 

P(I y noI) = 0.7 ∙ 0.3 = 0.21 

ya que es la probabilidad de que el primer incendio sea intencionado y el segundo no. 

P(noI y I) = 0.3 ∙ 0.7 = 0.21 

P(noI y noI) = 0.3 ∙ 0.3 = 0.09 

La  probabilidad  de  que  al  menos  uno  haya  sido  intencionado  la  podemos  calcular  sumando  las 
probabilidades  de  (I  y  I),  (I  y  noI),  y  (noI  y  I)  que  es  0.49  +  0.21  +  0.21  =  0.91.  Pero más  sencillo  es 
calcular la probabilidad del suceso contrario p(noI y noI) = 0.09 y restarla de 1:  

p(al menos uno intencionado) = 1 – 0.09 = 0.91. 

Actividades propuestas 

39. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en árbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que al 
menos uno haya sido intencionado siendo p(I) = 0.7. 

40. En una aeronave se han  instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si  falla A se pone B en 
funcionamiento,  y  si  también  falla  B  empieza  a  funcionar  C.  Las  probabilidades  de  que  funcione 
correctamente cada dispositivo son: p(A) = 0.95; p(B) = 0.97 y p(C) = 0.98. a) Calcula la probabilidad 
de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien. 

41. Una fábrica de muñecas desecha normalmente el 0.5 % de su producción por fallos debidos al azar. 
Calcula  la  probabilidad  de  que:  a)  Al  coger  dos muñecas  al  azar  haya  que  desechar  ambas.  b)  Al 
coger dos muñecas al azar haya que desechar sólo una. c) Al coger dos muñecas al azar no haya que 
desechar  ninguna  d)  Verificamos  4  muñecas,  calcula  la  probabilidad  de  desechar  únicamente  la 
tercera muñeca elegida.  

42. Lanzamos  una  moneda  hasta  que  aparezca  dos  veces  seguidas  del  mismo  lado.  Calcula  las 
probabilidades  de  que:  A)  La  experiencia  termine  al  segundo  lanzamiento.  B)  Termine  al  tercer 
lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que 
termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento). 
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Tablas de contingencia 

Ejemplo: 

 Se  han  estudiado  500  enfermos  del  hígado  analizando  por  un  procedimiento  nuevo  si  las 
lesiones  son  benignas  o  malignas.  Luego  se  les  volvió  a  analizar  por  el  procedimiento  usual 
determinando  qué  diagnósticos  habían  sido  correctos  y  cuáles  incorrectos.  Los  valores 
obtenidos se representan en la tabla: 

  Diagnóstico correcto  Diagnóstico incorrecto  Totales 

Lesión maligna  206  12  218 

Lesión benigna  268  14  282 

Totales  474  26  500 

Determinamos la tabla de frecuencias relativas: 

  Diagnóstico correcto (C)  Diagnóstico incorrecto (I)  Totales 

Lesión maligna (M)  0.412  0.024  0.436 

Lesión benigna (B)  0.536  0.028  0.564 

Totales  0.948  0.052  1 

Actividades resueltas 

 Imagina que estas  frecuencias  relativas pudieran  tomarse como probabilidades.  Interpretamos 
entonces el significado de cada uno de estos valores.  

0.412 sería la probabilidad de que el diagnóstico de lesión maligna fuese correcto: p(M y C). 

0.024 = p(M y I); 0.536 = p(B y C); 0.028 = p(B y I). 

¿Y 0.436? El número de lesiones malignas es 218, luego 0.436 = p(M). 

Del mismo modo: 0.564 = p(B); 0.948 = p(C); 0.052 = p(I).  

Observa que p(M) + p(B) = 1 y que p(C) + p(I) = 1. Son sucesos contrarios. 

 

 ¿Son dependientes o independientes los sucesos M y C?  

Recuerda  que  p(M  y  C)  =  p(M)  ∙  p(C/M),  por  tanto:  0.412  =  0.436  ∙  p(C/M),  de  donde  p(C/M)  = 
0.412/0.436 = 0.945 que es distinto de 0.948 que es la probabilidad de C. Se puede afirmar que M y C 

son dependientes ya que p(C/M)  p(C). 

En general se denomina tabla de contingencias a: 

  A  No A   

B  P(A y B)  P(noA y B)  P(B) 

No B  P(A y noB)  P(noA y noB)  P(noB) 

  P(A)  P(noA)  1 

En  una  tabla  de  contingencia  figuran  todas  las  probabilidades  o  contingencias  de  los  sucesos 
compuestos. 
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Observa que, como sabemos por la probabilidad del suceso contrario:  

p(A) + p(noA) = 1 y p(B) + p(noB) = 1. 

 

Observa también que:  

p(A) = p(A y B) + p(A y no B), del mismo modo que p(B) = p(A y B) + p(noA y B) 

pues se obtienen sumando respectivamente la primera columna y la primera fila.  

 

También:  

p(noA) = p(noA y B) + p(noA y no B) y p(noB) = p(A y noB) + p(noA y noB). 

 

PROBABILIDAD en 10 minutos, desde CERO hasta el  teorema de probabilidad 
total  y  Bayes.  El  mejor  resumen  de  probabilidad  desde  cero  hasta  llegar  al 
teorema  de  la  probabilidad  total  y  teorema  de  Bayes,  paso  a  paso. 
Lasmatemáticas.es 

https://www.youtube.com/watch?v=hHhjvAOcJAk 

 

Actividades propuestas 

43. Se ha hecho un estudio estadístico sobre accidentes de tráfico y se han determinado las siguientes 
probabilidades reflejadas en la tabla de contingencia: 

  Accidente en carretera (C)  Accidente en zona urbana (U)  Totales

Accidente con víctimas (V)  0.27    0.56 

Accidente con sólo daños 
materiales (M)       

Totales  0.58    1 

a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala. 

b) Determina  las siguientes probabilidades: p(V y C); p(V y U); p(M y C); p(M y U); p(V); p(M); p(C) y 
p(U). 

c) Calcula p(U/V); p(C/V); p(V/U); p(V/C). ¿Son dependientes o  independientes  los sucesos: accidente 
con víctimas y accidente en carretera? 

44. Inventa una  tabla de contingencia  considerando que  los accidentes puedan  ser de  carretera  (C) o 
urbanos (U), pero que ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) o mortales (M). Observa que lo 
fundamental para confeccionar la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos. 
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Diagramas de árbol y tablas de contingencia 

Los diagramas de árbol y las tablas de contingencia están relacionados. Dado un árbol puedes obtener 
la  tabla  de  contingencia,  y  viceversa.  Tiene  interés  esta  relación  pues  con  los  datos  del  problema  a 
veces es más sencillo construir uno de ellos y dar la solución pasando al otro. 

 

Actividades resueltas 

 Dada la tabla de contingencia, obtener el diagrama de árbol que comienza con A y noA. 

  A  No A   

B  2/9  5/9  7/9 

No B  1/9  1/9  2/9 

  3/9 = 1/3  6/9 = 2/3  1 

Conocemos la p(A) = 3/9 = 1/3, p(noA) = 6/9 = 2/3, p(B) = 7/9 y p(noB) = 2/9.  

También conocemos p(A y B) = 2/9; p(A y noB) =1/9; p(noA y B) = 5/9 y p(noA y no B) = 1/9.  

Nos falta conocer p(B/A) que podemos obtener dividiendo p(A y B) entre p(A):  

p(B/A) = p(A y B)/p(A) =  2/9 : 3/9 = 2/3. 

Del mismo modo calculamos:  

p(noB/A) = p(A y noB)/p(A) =  1/9 : 3/9 = 1/3 

p(B/noA) = p(noA y B)/p(noA) =  5/9 : 6/9 = 5/6 

p(noB/noA) = p(noA y noB)/p(noA) =  1/9 : 6/9 = 1/6. 

El árbol es: 
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Actividades resueltas 

 Recíprocamente, dado el diagrama de árbol obtener el 
diagrama de contingencia: 

Ahora  conocemos  p(A)  =  0,3  y  p(noA)  =  0,7.  Además 
conocemos  p(B/A)  =  1/3;  p(B/noA)  =  6/7;  p(noB/A)  =  2/3  y 
p(noB/noA) = 1/7.  

Calculamos,  multiplicando:  p(A  y  B)  =  0.3∙(1/3)  =  0.1; 
p(A y noB)  =  0.3∙(2/3)  =  0.2;  p(noA  y  B)  =  0.7∙(6/7)  = 
0.6 y p(noA y noB) = 0.7∙(1/7) = 0.1 que ponemos también en 
el árbol. 

 

Rellenamos con estos datos, una tabla de contingencia:  

  A  No A   

B  0.1  0.6   

No B  0.2  0.1   

  0.3  0.7  1 

 

Calculamos, sumando, las casillas que nos faltan, p(B) = 0.1 + 0.6 = 0.7 y p(noB) = 0.2 + 0.1 = 0.3. 

  A  No A   

B  0.1  0.6  0.7 

No B  0.2  0.1  0.3 

  0.3  0.7  1 

 

Puede ser muy interesante pasar de un diagrama 
de  árbol  a  la  tabla  de  contingencia  y  de  ésta,  al 
otro  diagrama  de  árbol,  con  el  que  podemos 
conocer  p(A/B)  =  0.1/0.7  =  1/7;  p(noA/B)  = 
0.2/0.7  =  2/7;  p(A/noB)  =  0.3/0.6  =  3/6  =  1/2  y 
p(noA/noB) = 0.1/0.3 = 1/3. 
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Actividades propuestas 

45. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de árbol. 

  A  No A   

B  0.4  0.2  0.6 

No B  0.15  0.25  0.4 

  0.55  0.45  1 

 

 

 

46. Dado  el  diagrama  de  árbol,  construye  la  tabla  de 
contingencia, y después el otro diagrama de árbol. 

 

 

 

 

 

47. Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La segunda con 4 bolas 
blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta 
ser negra. ¿Cuál es la probabilidad de que proceda de la urna A? 

48. Se  está  estudiando  un  tratamiento  con  un  nuevo medicamento,  para  lo  que  se  seleccionan  100 
enfermos. A 60  se  les  trata  con el medicamento y  a 40  con un placebo.  Los  valores obtenidos  se 
representan en la tabla adjunta 

  Medicamento (M)  Placebo (no M)   

Curados (C)  50  30  80 

No curados (no C)  10  10  20 

  60  40  100 

Se utilizan esos valores para asignar probabilidades. Calcula: 

a) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento. Ayuda: p(M/C) 

b) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo. Ayuda: p(noM/C). 
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CURIOSIDADES Y REVISTA 

El  inicio  de  la  Teoría  de  la 
Probabilidad,  como  sabes, 
fueron los juegos de azar. 

Caballero de la Meré 

Al  Caballero  de  la Meré  le  gustaba  jugar  y  era  un  gran 
jugador, por eso sabía que era favorable apostar, al tirar 
un dado “sacar al menos un 6 en 4 tiradas de un dado” y 
que no  lo era al  tirar dos dados el  “sacar al menos un 6 
doble en 24 jugadas”.  

Se  ve  que  había  jugado  mucho  para  saber  que  las 
frecuencias relativas le decían que el primer suceso tenía 
una  probabilidad  superior  a  0,5,  y  el  segundo  la  tenía 
inferior.  Pero  no  lo  comprendía.  No  era  matemático  y 
sólo  se  sabía  la  regla  de  tres.  ¡Esto  no  es  una 
proporcionalidad! Dijo 6 : 4 = 36 : 24. Pero las frecuencias 
relativas  le  decían  que  no  era  así,  por  lo  que  escribió  a 
Pascal para que le solucionara el problema.  

Tu  ya  sabes  lo  suficiente  para  solucionárselo.  Antes  de 
seguir leyendo, intenta resolverlo. 

En lugar de calcular la probabilidad de sacar al menos un 
6  en 4  tiradas,  calcula  la  probabilidad de no  sacar un 6, 

que  es  su  suceso  contrario,  y  es   
4

6
5








.  Por  tanto  la 

probabilidad de sacar al menos un 6 en 4 tiradas es: 

4

6
51 





 = 0.5177 > 0.5. 

Calculamos del mismo modo  la  probabilidad de  sacar al 
menos  un  seis  doble  al  tirar  dos  dados  24  veces, 
calculando  la  de  su  suceso  contrario,  la  de  no  sacar 

ningún seis doble: 
24

36
35









, por lo que sacar al menos un 6 

doble es: 

24

36
351 






 = 0.4914 < 0.5. 

¡Cuánto debió de jugar el Caballero de la Meré para darse 
cuenta de esa pequeña diferencia en las probabilidades! 

 

Estadística

El  nombre  de  Estadística 
proviene  del  s.  XIX,  sin 
embargo  ya  se  utilizaban 
representaciones  gráficas  y 
otras  medidas  en  pieles, 
rocas,  palos  de  madera  y 
paredes  de  cuevas  para 
controlar  el  número  de 
personas,  animales  o  ciertas 
mercancías  desde  la 
Prehistoria.  Los  babilonios 
usaban  ya  envases  de  arcilla 
para  recopilar  datos  sobre  la 
producción  agrícola.  Los 
egipcios  analizaban  los  datos 
de  la población y  la  renta del 
país mucho antes de construir 
las  pirámides.  Los  antiguos 
griegos  realizaban  censos 
cuya  información  se  utilizaba 
hacia 600 a C. 
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Galileo

En  el  siglo  XVI  planteó  el  siguiente  problema:  Al  tirar 
tres  dados,  ¿por  qué  es más  probable  obtener  que  la 
suma de las caras superiores sea 10, que sea 9?  

Continuaba  la  reflexión  con  las  posibles 
descomposiciones en esas sumas: 

9 = 3 + 3 + 3   10 = 4 + 3 + 3 

9 = 4 + 3 + 2   10 = 4 + 4 + 2 

9 = 4 + 4 + 1   10 = 5 + 3 + 2 

9 = 5 + 2 + 2   10 = 5 + 4 + 1 

9 = 5 + 3 + 1   10 = 6 + 2 + 2 

9 = 6 + 2 + 2   10 = 6 + 3 + 1 

En  ambos  casos  hay  6  descomposiciones  posibles,  sin 
embargo,  tirando  muchas  veces  los  3  dados 
comprobaba que es más probable sacar un 10. 

Si haces un diagrama en árbol comprobarás que todas 
esas descomposiciones no son igualmente probables. 

Por ejemplo: (3, 3, 3) tiene una probabilidad de 1/216, 
mientras  que  la  suma  6  +  2  +  2,  puede  salir  con  tres 
sucesos  (6,  2,  2),  (2,  6,  2)  y  (2,  2,  6),  luego  su 
probabilidad es 3/216.  

 Calcula  las  probabilidades  de  cada  una  de  las 
sumas y la de sacar 10 y de sacar 9. 

Si quieres saber más, 
busca:  

http://www.miscelaneamatemati
ca.org/Misc34/caballero.pdfhttp:
//www.miscelaneamatematica.or
g/Misc34/caballero.pdf 

 

La ruleta 

William  Jaggers  llegó  a  Montecarlo  con  unos  pocos 
francos  en  el  bolsillo  y,  durante  un  mes  anotó  los 
números que salían en cada ruleta, y en cuatro días ganó 
dos millones cuatrocientos mil francos. Jaggers consiguió 
quebrar  a  la  banca  en  Montecarlo  analizando  las 
frecuencias  relativas  de  cada  número  de  la  ruleta  y 
observando que se había desgastado algo del mecanismo 
de  una  de  ellas,  con  lo  que  todos  los  valores  no  tenían 
igual probabilidad. Apostó a los números más probables y 
ganó. 
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RESUMEN 

NOCIÓN DEFINICIÓN EJEMPLOS 

Población y 
muestra 

Población: Todo el conjunto de individuos sobre el que se hace el 
estudio. Muestra: Una parte de esa población.  

Para conocer la intención de voto, la 
población es todo el país, y se selecciona 
una muestra 

Frecuencia 
absoluta, relativa y 

acumulada 

Frecuencia absoluta: Número de veces que se ha obtenido ese 
resultado. Frecuencia relativa: Se obtiene dividiendo la frecuencia 
absoluta por el número total. Frecuencia acumulada: Se obtiene 
sumando las frecuencias anteriores.  

 

Gráficos 
estadísticos 

Diagrama de barras           
Diagrama de líneas 
Diagrama de sectores                      

 

Media Media = m = (x1 + x2 + …+ xn)/n Con: 8, 4, 6, 10 y 10. Media = 38/5 = 7.6 

Moda Es el valor más frecuente 10 

Mediana Deja por debajo la mitad  4 < 6 < 8 < 10 = 10. Me = 8. 

Varianza y 
Desviación típica Varianza = 

n

mx
n

i
i

2

1
)( 

  = 21

2

m
n

x
n

i
i



 . s = 

n

mx
n

i
i




1

2)(
 = 21

2

m
n

x
n

i
i



  

Varianza = 5.4.  
s = 2.33. 

Cuartiles Q1 deja por debajo la cuarta parte. Q3 deja por debajo las tres 
cuartas partes. Intervalo intercuartil  =  Q3 – Q1. 

Q1 = 6; Q3 = 10; Intervalo intercuartil  = 
Q3 – Q1 = 4. 

Histograma El área de cada rectángulo es proporcional a la frecuencia .  

Correlación El coeficiente de correlación, , mide la relación entre dos 
variables. Es un número entre 1 y 1. 

 = 1  correlación perfecta positiva 
 = 1  correlación perfecta negativa 
 = 0  correlación nula 
  (0, 1)  correlación positiva 
  (1, 0)  correlación negativa

Suceso Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles 
resultados o sucesos posibles.  
Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles 
resultados. 

Tiramos un dado. Posibles resultados = 
{1, 2, 3, 4, 5, 6} 
Suceso obtener múltiplo de 3 = {3, 6} 

Probabilidad Límite al que tienden las frecuencias relativas.  
Si los sucesos elementales son equiprobables entonces: 

p = casos favorables / casos posibles. 

P(5) = 1/6. 
P(sacar múltiplo de 3) = 2/6 

Asignación de 
probabilidades 

Suceso contrario: p(X) + p(noX) = 1. 
Sucesos dependientes: p(A y B) = p(A) · p(B/A). 
Sucesos compatibles: P(A o B) = p(A) + p(B) – p(A y B). 

P(no 5) = 1 – 1/6 = 5/6. 
P(5 o múl. 3) = 1/6 + 2/6 = 3/6 

P sacar primero un 5 y luego múltiplo de 3 
= 1/6·2/6 = 2/36 

   

0

50

  Fr. Absoluta  Fr. 
Relativa 

Fr. Acumulada 
Absoluta 

A  28  0.7  28 

B  12  0.3  40 
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS 

Estadística 

1. En una clase se mira el color de los ojos de cada alumno y alumna y se obtiene lo siguiente:  

N := negro; A := azul y V := verde. 

N, N, A, V, N, V, A, N, A, N, V, A, A, N, N, N, V, A, N, N, A, N, V, N, N, A, N, A, N, N. 

Haz una tabla de frecuencias absolutas, representa los valores en un diagrama de sectores y calcula la 
moda. 

2. Las notas de un conjunto de alumnos de 4º son: 

2, 10, 7, 8, 1, 0, 3, 5, 6, 9, 2, 4, 1, 6, 9, 10, 5, 6, 7, 8, 3, 1, 0, 1, 5, 9, 10, 9, 8, 7. 

a) Haz una tabla de frecuencias absolutas, frecuencias relativas, frecuencias acumuladas absolutas 
y frecuencias relativas acumuladas. 

b) Calcula la media, la mediana y la moda. 
c) Calcula la desviación típica y los cuartiles. 

3. Se ha preguntado a 40 alumnos por el número de hermanos que tenía, y se ha obtenido  

Número de hermanos  0  1  2  3  4  5  6 o más 

Número de veces  5  15  7  6  4  2  1 

a) Representa  un  diagrama  de  barras  de  frecuencias  absolutas  y  un  diagrama  de  líneas  de 
frecuencias relativas. 

b) Calcula la media, la mediana y la moda. 
4. Se han  lanzado cuatro monedas 100 veces y anotado el número de veces que ha salido cara. Los 

resultados están reflejados en la tabla siguiente: 

Número de caras  0  1  2  3  4 

Número de veces  7  25  36  26  6 

a) Escribe  en  tu  cuaderno  una  tabla  de  frecuencias  absolutas,  frecuencias  relativas,  frecuencias 
acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas. b) Representa un diagrama de barras de 
frecuencias absolutas acumuladas, un diagrama de líneas de frecuencias relativas y un diagrama de 
sectores de frecuencias absolutas. c) Calcula la media y la desviación típica. d) Calcula la mediana y 
los cuartiles.  

5. Para  conocer  la  distribución de un  cierto país  de  las personas  según  su edad  se ha  recogido una 
muestra de diez mil personas y los valores obtenidos vienen reflejados en la tabla siguiente: 

Edades   [0, 5)  [5, 10)  [10, 15)  [15, 25)  [25, 35)  [35, 45)  [45, 55)  [55, 65)  [65,100)

Número  de 
personas 

900  1 000  900  1 500  1 300  1 200  1 300  900  1 000 

a) Utiliza las marcas de clase y escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas, frecuencias 
relativas,  frecuencias  acumuladas  absolutas  y  frecuencias  relativas  acumuladas.  b)  Representa un 
histograma de frecuencias absolutas. Cuidado: Los intervalos no son todos iguales. Recuerda: El área 
de los rectángulos debe ser proporcional a las frecuencias.  c) Calcula la media y la desviación típica. 
d)  Calcula  la  mediana  y  los  cuartiles  de  forma  gráfica  usando  un  histograma  de  frecuencias 
absolutas acumuladas. 
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6. Con  los  datos  del  problema  anterior  calcula  el  intervalo  [media  –  desviación  típica,  media  + 

desviación típica]. ¿Cuántas personas están en dicho intervalo? ¿Qué porcentaje? Calcula también el 
intervalo [media – 2*desviación típica, media + 2*desviación típica] y [media – 3*desviación típica, 
media + 3*desviación típica]. Si la distribución fuera normal habría en el primer intervalo un 68 % de 
la muestra, en el segundo un 95 % y en el tercero más de un 99.7 %. Compara tus resultados con 
éstos. 

7. Con los mismos datos calcula el recorrido intercuartílico, e indica cuántas personas están en dicho 
intervalo y qué porcentaje.  

8. Una compañía de seguros desea establecer una póliza de accidentes. Para ello, selecciona al azar a 
200 propietarios y  les pregunta cuántos euros han gastado en reparaciones del automóvil. Se han 
agrupado en intervalos los valores de la variable obtenidos: 

Euros  [0, 100)  [100, 200)  [200, 400)  [400, 600)  [600, 800)  [800, 3000) 

Número  de 
personas 

40  30  20  40  50  20 

a) Calcula  las  marcas  de  clase  y  escribe  en  tu  cuaderno  una  tabla  de  frecuencias  absolutas, 
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas. 

b) Representa un histograma de frecuencias relativas. Cuidado: Los intervalos no son todos iguales.  
c) Calcula la media y la desviación típica. 
d) Calcula  la  mediana  y  los  cuartiles  de  forma  gráfica  usando  un  histograma  de  frecuencias 

absolutas acumuladas. 
9. Dos fabricantes de baterías de coches ofrecen su producto a una fábrica al mismo precio. La fábrica 

quiere elegir la mejor. Para ello escoge una muestra de 60 baterías de cada marca y obtiene de cada 
una los meses que ha funcionado sin estropearse. Obtiene la siguiente tabla: 

Vida de la batería en meses  20  22  24  26  28  30  32 

Marca A  2  7  13  16  12  8  2 

Marca B  1  4  17  20  15  3  0 

¿Qué marca crees que elegirá? 
Para tomar la decisión, calcula la media, la moda y la mediana para cada marca. 
Si aún no te decides, calcula el recorrido, la desviación típica, el intervalo [m – s, m + s] y el recorrido 
intercuartílico. 
10. Haz un trabajo. Pasa una encuesta a tus compañeros y compañeras de clase. Hazles una pregunta 

con datos numéricos, como por ejemplo, cuánto mide su mano, qué número de zapato calzan, el 
número de libros que lee en un mes, el número de horas que ve la televisión a  la semana, dinero 
que  gasta  al  mes  en  comprar  música…  Representa  los  datos  obtenidos  en  una  tabla.  Y  haz  un 
estudio completo. Puedes utilizar el ordenador: 
a) Escribe  en  tu  cuaderno  una  tabla  de  frecuencias  absolutas,  frecuencias  relativas,  frecuencias 

acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas. 
b) Dibuja un diagrama de barras, un diagrama de líneas y un diagrama de sectores. 
c) Calcula la media, la mediana y la moda 
d) Calcula la varianza y la desviación típica 
e) Calcula los cuartiles y el recorrido intercuartílico. 
f) Reflexiona sobre los resultados y escribe un informe.  
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Coeficiente de correlación 

11. Andrés  ha  calculado  los  coeficientes  de  correlación  de  las  tres  nubes  de  puntos  adjuntas,  y  ha 
obtenido: 0.8, 0.85 y 0.03, pero ahora no recuerda cuál es de cada una. ¿Puedes ayudar a decidir 
qué coeficiente corresponde con cada nube? 

A  

 

B  

 

C  

Probabilidad 

12. En  un  colegio  se  selecciona  un  grupo  de  200  estudiantes  de  los 
cuales todos estudian francés o inglés. De ellos 150 estudian inglés y 
70  estudian  francés.  ¿Cuántos  estudian  francés  e  inglés?  En  otro 
centro  escolar  se  estudian  varios  idiomas:  francés,  inglés,  alemán, 
italiano. Se seleccionan también 200 estudiantes de los cuales, 150 
estudian  inglés,  70  francés  y  40  ambos  idiomas,  ¿cuántos 
estudiantes de ese centro no estudian ni francés ni inglés? 

13. Lanzamos un dado. Calcula la probabilidad de: a) Sacar un número impar. b) No sacar un 3. c) Sacar 
un número mayor que 3. d) Sacar un número mayor que 3 y que sea  impar. e) Sacar un número 
mayor que 3 o bien que sea impar.  

14. En  una  clase  hay  24  alumnos  y  14  alumnas.  La  mitad  de  las  alumnas  y  la  tercera  parte  de  los 
alumnos tienen los ojos azules. Se elige un estudiante al azar. A) Calcula la probabilidad de que sea 
chico y tenga los ojos azules. B) Calcula la probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azules. 

15. Antonio, Juan y Jorge tienen una prueba de natación. Antonio y Juan tienen la misma probabilidad 
de ganar, y doble a la probabilidad de Jorge. Calcula la probabilidad de que gane Juan o Jorge. 

16. Lanzamos dos monedas distintas, una de 50 céntimos y otra de un euro. Calcula la probabilidad de 
que: A) En la moneda de un euro salga cara. B) Salga una cara. C) Salga al menos una cara. D) No 
salga ninguna cara. E) Salga una cara y una cruz. 

17. Lanzamos tres monedas. Calcula las probabilidades de: A) No salga ninguna cara. B) Salga al menos 
una cara. C) Salgan dos caras y una cruz.  

18. Lanzamos dos dados y anotamos  los valores de  las caras superiores. Calcula  las probabilidades de 
que la suma sea 1, sea 2, sea 3, …. sea 12. 

19. ¿Qué  es más  probable  al  tirar  tres  dados,  que  la  suma  de  sus  caras  superiores  sea  9  o  sea  10? 
Escribe  el  suceso  “sea  9”  y  el  suceso  “sea  10”  y  calcula  las  probabilidades  de  sus  sucesos 
elementales. ¡Sabes ya más que Galileo! 
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20. Lanzamos a  la  vez una moneda y un dado.  Llama A al  suceso “Salga  cara y un número par”. B al 

suceso  “Salga  cruz  y  un  número  primo”  y  C  al  suceso  “salga  un  número  primo”.  Calcula  las 
probabilidades  de  A,  B  y  C.  ¿Cómo  son  estos  sucesos?  Indica  cuáles  de  ellos  son  compatibles  y 
cuáles son incompatibles.  

21. Lanzamos una moneda 50 veces, ¿qué es más probable, obtener 50 caras seguidas o obtener en las 
primeras 25 tiradas cara y en las 25 siguientes cruz? Razona la respuesta. 

22. Una moneda está trucada. La probabilidad de obtener cara es doble que la de obtener cruz. Calcula 
las probabilidades de los sucesos obtener cara y de obtener cruz al tirar la moneda. 

23. Tres chicos y dos chicas juegan un torneo de ajedrez. Todos los chicos tienen idéntica probabilidad 
de  ganar,  y  todas  las  chicas,  también.  Pero  la  probabilidad de  ganar  una  chica  es  doble  de  la  de 
ganar un chico. Calcula la probabilidad de que un chico gane el torneo.  

24. Siete  parejas  de  novios  están  en  una  habitación.  Se  seleccionan  dos  personas  al  azar.  Calcula  la 
probabilidad de: a)  Sean un chico y una chica. b)  Sean una pareja de novios. Ahora  se escogen 4 
personas  al  azar.  Calcula  la  probabilidad  de:  c) Haya  al menos  una  pareja  de  novios.  d) No  haya 
ninguna pareja de novios. 

25. Tenemos un dado  trucado de  forma que  los  números  impares 
tienen  una  probabilidad  doble  a  la  de  los  números  pares.  Calcula  las 
probabilidades  de:  A)  Salga  un  número  impar.  B)  Salga  un  número 
primo. C) Salga un número primo  impar. D) Salga un número que sea 
primo o sea impar. 

26. En un grupo de 12 amigas hay 3 rubias. Se eligen dos chicas al 
azar. Calcula la probabilidad de que: A) Ambas sean rubias. B) Al menos 
una sea rubia. C) Ninguna sea rubia. D) Una sea rubia y la otra no. 

27. Lanzamos dos dados y anotamos  los valores de  las caras superiores. Calcula  las probabilidades de 
que: A) Los números obtenidos sean  iguales. B) Los números obtenidos difieran en 3 unidades. C) 
Los números obtenidos sean pares. 

28. Lanzamos una moneda hasta que salga cara. Calcula la probabilidad de que: A) Salga cara antes del 
cuarto lanzamiento. B) Salga cara después del octavo lanzamiento. 

29. Un  lote  de  20  artículos  tiene  2  defectuosos.  Se  sacan  4  al  azar,  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  que 
ninguno sea defectuoso? 

30. Se lanzan dos dados y la suma de las caras superiores es 7. ¿Cuál es la probabilidad de que en uno 
de los dados haya salido un 3? 

31. Se tienen 3 cajas, A, B y C. La caja A tiene 10 bolas de las cuales 4 son negras. La caja B tiene 6 bolas 
con una bola negra. La caja C tiene 8 bolas con 3 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja se 
saca una bola, también al azar. Comprueba que la probabilidad de que la bola sea negra es 113/360. 

32. Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 3/5 y la de cruz es 2/5. Si sale 
cara se escoge al azar un número del 1 al 8, y si sale cruz, se escoge un número del 1 al 6. Calcula la 
probabilidad de que el número escogido sea impar. 

33. En  un  proceso  de  fabricación  de móviles  se  detecta  que  el  2  %  salen  defectuosos.  Se  utiliza  un 
dispositivo para detectarlos que resulta que detecta el 90 % de los móviles defectuosos, pero señala 
como defectuosos un 1 % que no lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcto un móvil que 
el dispositivo ha calificado como defectuoso. B) Calcula  la probabilidad de que sea defectuoso un 
móvil que el dispositivo ha calificado como correcto. Ayuda: Utiliza primero un diagrama en árbol y 
luego una tabla de contingencia.   
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382  Estadística y probabilidad. 4ºA de ESO
 

AUTOEVALUACIÓN 
Con los datos siguientes, 1, 5, 2, 8, 9, 4, 7, 7, 5, 7, calcula: 

1.  La media:  

a) 5     b) 5.5     c) 6     d) 7 

2.  La mediana: 

a) 5     b) 5.5     c) 6     d) 7 

3.  La moda: 

a) 5     b) 5.5     c) 6     d) 7 

4.  La desviación típica: 

a) 2   b) 2.3   c) 2.5  d) 2.6 

5.  El recorrido intercuartílico 

a) 3     b) 2.75     c) 4     d) 2 

6.  Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es: 

a) 5/6     b) 11/36     c) 25/36     d) 30/36 

7.  Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es: 

a) 1/2     b) 3/4    c) 3/8     d) 5/8 

8.  Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es: 

a) 1/2     b) 3/4    c) 3/8     d) 5/8 

9.  Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un múltiplo 
de 2 es: 

a) 22/40     b) 19/40     c) 36/40    d) 3/4 

10.  Indica cuál de las afirmaciones siguientes es siempre correcta: 

a) P(A) + P(noA) = 1 

b) P(A y B) = P(A) ∙ P(B) 

c) P(A o B) = P(A) + P(B) 
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	00 Portada 4A
	MATEMÁTICAS APLICADAS

	01 Reales 4A
	02 proporciones 4A
	03 Polinomios 4A
	 Ana, Antonio y Eduardo han realizado un viaje, y a la vuelta han sumado los gastos efectuados que ascienden a 522 €. El gasto realizado por cada uno ha sido de  €, es decir, 174 €.
	1. En este ejercicio se va a presentar un truco mediante el cual vamos a adivinar el número que resulta tras manipular repetidamente un número desconocido. Convierte en una expresión algebraica las sucesivas alteraciones del número desconocido y justi...
	2. En este otro ejercicio vamos a adivinar dos números que ha pensado un compañero. Construye una expresión algebraica que recoja todos los pasos y, finalmente, descubre el truco.
	3. Estudia si hay números reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:
	4. Una persona tiene ahorrados 2 500 euros y decide depositarlos en un producto bancario con un tipo de interés anual del 2 %. Si decide recuperar sus ahorros al cabo de dos años, ¿cuál será la cantidad total de la que dispondrá?
	5. Generalicemos el ejercicio anterior: Si ingresamos  euros en un depósito bancario cuyo tipo de interés es del  % anual, ¿cuál será la cantidad que recuperaremos al cabo de  años?
	6. Construye un polinomio de grado 2, , tal que .
	7. Consideremos los polinomios ,  y  . Realiza las siguientes operaciones:
	8. Calcula los productos:
	9. Efectúa las divisiones de polinomios:
	10. Calcula los cocientes:
	11. Realiza las operaciones entre las siguientes fracciones algebraicas:
	12. Construye un polinomio de grado 2 tal que el número  sea raíz suya.
	13. Determina un polinomio de grado 3 tal que sus raíces sean ,  y .
	14. Determina un polinomio de grado 4 tal que sus raíces sean , , 2 y .
	15. Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga únicamente dos raíces reales.
	16. Determina un polinomio de grado 5 tal que sus raíces sean , , 2, 4 y 5.
	17. Encuentra un polinomio  tal que al dividir  entre  se obtenga como polinomio resto .
	18. Halla las raíces enteras de los siguientes polinomios:
	19. Obtén las raíces racionales de los polinomios del ejercicio anterior.
	20. Descompón los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:
	21. Calcula las potencias:
	22. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.
	23. Descompón en factores:
	24. Con este ejercicio se pretende mostrar la conveniencia a la hora de no operar una expresión polinómica que tenemos factorizada total o parcialmente.
	25. Factoriza numerador y denominador y simplifica:
	26. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
	27. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
	28. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
	29. Efectúa las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
	30. Confecciona una hoja de cálculo que te permita dividir un polinomio usando la Regla de Ruffini.

	04 Ec 2 grado4A
	05 geometria 4A
	1. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 cm.
	2. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 m.
	3. Calcula la longitud de la diagonal de un rectángulo de base 15 cm y altura 6 cm.
	4. Dibuja un paralelepípedo cuyas aristas midan 4 cm, 5 cm y 6 cm que no sea un ortoedro. Dibuja también su desarrollo.
	5. Si el paralelepípedo anterior fuera un ortoedro, ¿cuánto mediría su diagonal?
	6. Un vaso de 11 cm de altura tiene forma de tronco de cono en el que los radios de las bases son de 5 y 3 cm. ¿Cuánto ha de medir como mínimo una cucharilla para que sobresalga del vaso por lo menos 2 cm?
	7. ¿Es posible guardar en una caja con forma de ortoedro de aristas 4 cm, 3 cm y 12 cm un bolígrafo de 13 cm de longitud?
	8. Calcula la diagonal de un prisma recto de base cuadrada sabiendo que el lado de la base mide 6 cm y la altura del prisma 8 cm.
	9. Si un ascensor mide 1.2 m de ancho, 1.6 m de largo y 2.3 m de altura, ¿es posible introducir en él una escalera de 3 m de altura?
	10. ¿Cuál es la mayor distancia que se puede medir en línea recta en una habitación que tiene 6 m de ancho, 8 m de largo y 4 m de altura(
	11. Calcula la longitud de la arista de un cubo sabiendo que su diagonal mide 3.46 cm.
	12. Calcula la distancia máxima entre dos puntos de un tronco de cono cuyas bases tienen radios 5 cm y 2 cm, y altura 10 cm.
	13. En una pizzería la pizza de 15 cm de diámetro vale 2 € y la de 40 cm vale 5 €. ¿Cuál tiene mejor precio?
	14. Vemos en el mercado una merluza de 30 cm que pesa un kilo. Nos parece un poco pequeña y pedimos otra un poco mayor, que resulta pesar 2 kilos. ¿Cuánto medirá?
	15. En un día frío un padre y un hijo pequeño van exactamente igual abrigados, ¿Cuál de los dos tendrá más frío?
	16. Identifica a qué cuerpo geométrico pertenecen los siguientes desarrollos:
	17. ¿Podrá existir un poliedro regular cuyas caras sean hexagonales? Razona la respuesta.
	18. ¿Cuántas diagonales puedes trazar en un cubo? ¿Y en un octaedro?
	19. ¿Puedes encontrar dos aristas paralelas en un tetraedro? ¿Y en cada uno de los restantes poliedros regulares?
	20. Utiliza una trama de cuadrados o papel cuadriculado, y busca todos los diseños de seis cuadrados que se te ocurran. Decide cuáles pueden servir para construir un cubo
	21. El triángulo de la figura se ha plegado para obtener un tetraedro. Teniendo en cuenta que el triángulo no está pintado por detrás, ¿cuál de las siguientes vistas en perspectiva del tetraedro es falsa?
	22. Un prisma de 8 dm de altura tiene como base un triángulo rectángulo de catetos 3 dm y 4 dm. Calcula las áreas lateral y total del prisma.
	23. Dibuja un prisma hexagonal regular que tenga 3 cm de arista basal y 0.9 dm de altura y calcula las áreas de la base y total.
	24. Un prisma pentagonal regular de 15 cm de altura tiene una base de 30 cm2 de área. Calcula su volumen.
	25. Calcula el área total de un ortoedro de dimensiones 2.7 dm, 6.2 dm y 80 cm.
	26. Calcula la superficie total y el volumen de un cilindro que tiene 7 m de altura y 3 cm de radio de la base.
	27. Calcula el área total de una esfera de 7 cm de radio.
	28. Calcula el apotema de una pirámide regular sabiendo que su área lateral es de 150 cm2 y su base es un hexágono de 4 cm de lado.
	29. Calcula el apotema de una pirámide hexagonal regular sabiendo que el perímetro de la base es de 36 dm y la altura de la pirámide es de 6 dm. Calcula también el área total y el volumen de esta pirámide.
	30. Un triángulo rectángulo de catetos 12 cm y 16 cm gira alrededor de su cateto menor generando un cono. Calcula el área lateral, el área total y el volumen.
	31. Tres bolas de metal de radios 15 dm, 0.4 m y 2 m se funden en una sola, ¿Cuál será el diámetro de la esfera resultante?
	32. ¿Cuál es la capacidad de un pozo cilíndrico de 1.50 m de diámetro y 30 m de profundidad?
	33. ¿Cuánto cartón necesitamos para construir una pirámide cuadrangular regular si queremos que el lado de la base mida 12 cm y que su altura sea de 15 cm?
	34. Calcula el volumen de un cilindro que tiene 2 cm de radio de la base y la misma altura que un prisma cuya base es un cuadrado de 4 cm de lado y 800 cm3 de volumen.
	35. ¿Cuál es el área de la base de un cilindro de 1.50 m de alto y 135 dm3 de volumen?
	36. El agua de un manantial se conduce hasta unos depósitos cilíndricos que miden 10 m de radio de la base y 20 m de altura. Luego se embotella en bidones de 2.5 litros. ¿Cuántos envases se llenan con cada depósito?
	37. Calcula la cantidad de cartulina necesaria para construir un anillo de 10 tetraedros cada uno de los cuales tiene un centímetro de arista.
	38.  Al hacer el desarrollo de un prisma triangular regular de 5 dm de altura, resultó un rectángulo de un metro de diagonal como superficie lateral. Calcula el área total.
	39. Determina la superficie mínima de papel necesaria para envolver un prisma hexagonal regular de 2 cm de lado de la base y 5 cm de altura.
	40. El ayuntamiento de Madrid ha colocado unas jardineras de piedra en sus calles que tienen forma de prisma hexagonal regular. La cavidad interior, donde se deposita la tierra, tiene 80 cm de profundidad y el lado del hexágono interior es de 60 cm. C...
	41. Una habitación tiene forma de ortoedro y sus dimensiones son directamente proporcionales a los números 2, 4 y 8. Calcula el área total y el volumen si además se sabe que la diagonal mide 18.3 m.
	42. Un ortoedro tiene 0.7 dm de altura y 8 dm2 de área total. Su longitud es el doble de su anchura, ¿cuál es su volumen?
	43. Si el volumen de un cilindro de 15 cm de altura es de 424 cm3, calcula el radio de la base del cilindro.
	44. Han instalado en casa de Juan un depósito de agua de forma cilíndrica. El diámetro de la base mide 2 metros y la altura es de 3 metros. a) Calcula el volumen del depósito en m3. b) ¿Cuántos litros de agua caben en el depósito?
	45. Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma, la base es un cuadrado que tiene 10 cm de lado. a) ¿Cuál es, en cm3, el volumen del envase? b) Calcula la altura del envase en cm.
	46. Una circunferencia de longitud 18.84 cm gira alrededor de uno de sus diámetros generando una esfera. Calcula su volumen.
	47. Una puerta mide 1.8 m de alto, 70 cm de ancho y 3 cm de espesor. El precio de instalación es de 100 € y se cobra 5 € por m2 en concepto de barnizado, además del coste de la madera, que es de 280 € cada m3. Calcula el coste de la puerta si sólo se ...
	48. El agua contenida en un recipiente cónico de 21 cm de altura y 15 cm de diámetro de la base se vierte en un vaso cilíndrico de 15 cm de diámetro de la base. ¿Hasta qué altura llegará el agua?
	49. Según Arquímedes, ¿qué dimensiones tiene el cilindro circunscrito a una esfera de 7 cm de radio que tiene su misma área? Calcula esta área.
	50. ¿Cuál es el volumen de una esfera en la que la longitud de una circunferencia máxima es 251.2 m?
	51. Calcula el área lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos
	52. Calcula el área lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos
	53. En la construcción de un globo aerostático esférico de un metro de radio se emplea lona que tiene un coste de 300 €/m2. Calcula el importe de la lona necesaria para su construcción.
	54. Calcula el radio de una esfera que tiene 33.51 dm3 de volumen.
	55. El Atomium es un monumento de Bruselas que reproduce una molécula de hierro. Consta de 9 esferas de acero de 18 m de diámetro que ocupan los vértices y el centro de una estructura cúbica de 103 m de diagonal, realizada con cilindros de 2 metros de...
	56. Se ha pintado por dentro y por fuera un depósito sin tapadera de 8 dm de alto y 3 dm de radio. Teniendo en cuenta que la base sólo se puede pintar por dentro, y que se ha utilizado pintura de 2 €/dm2, ¿cuánto dinero ha costado en total?
	57. Una piscina mide 20 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de alto.
	58. ¿Cuál de las dos campanas extractoras de la figura izquierda tiene un coste de acero inoxidable menor?
	59. En una vasija cilíndrica de 3 m de diámetro y que contiene agua, se introduce una bola. ¿Cuál es su volumen si después de la inmersión sube 0.5 m el nivel del agua?
	60.  El precio de las tejas es de 12.6 €/m2 ¿Cuánto costará retejar una vivienda cuyo tejado tiene forma de pirámide cuadrangular regular de 1.5 m de altura y 15 m de lado de la base?
	61. Se enrolla una cartulina rectangular de lados 40 cm y 26 cm formando cilindros de las dos formas posibles, haciendo coincidir lados opuestos. ¿Cuál de los dos cilindros resultantes tiene mayor volumen?
	62. Cada uno de los cubos de la figura tiene 2 cm de arista. ¿Cuántos hay que añadir para formar un cubo de 216 cm3 de volumen?
	63. Un tubo de ensayo tiene forma de cilindro abierto en la parte superior y rematado por una semiesfera en la inferior. Si el radio de la base es de 1 cm y la altura total es de 12 cm, calcula cuántos centilitros de líquido caben en él.
	64. El lado de la base de la pirámide de Keops mide 230 m, y su altura 146 m. ¿Qué volumen encierra?
	65. La densidad de un tapón de corcho es de 0.24 g/cm3, ¿cuánto pesan mil tapones si los diámetros de sus bases miden 2.5 cm y 1.2 cm, y su altura 3 cm?
	66. Comprueba que el volumen de una esfera es igual al de su cilindro circunscrito menos el del cono de igual base y altura.
	67. Calcula el volumen de un octaedro regular de arista 2 cm.
	68. Construye en cartulina un prisma cuadrangular regular de volumen 240 cm3, y de área lateral 240 cm2.
	69.  El cristal de una farola tiene forma de tronco de cono de 40 cm de altura y bases de radios 20 y 10 cm. Calcula su superficie.
	70. Un bote cilíndrico de 15 cm de radio y 30 cm de altura tiene en su interior cuatro pelotas de radio 3.5 cm. Calcula el espacio libre que hay en su interior.
	71. Un embudo cónico de 15 cm de diámetro tiene un litro de capacidad, ¿cuál es su altura?
	72. En un depósito con forma de cilindro de 30 dm de radio, un grifo vierte 15 litros de agua cada minuto. ¿Cuánto aumentará la altura del agua después de media hora?
	73. La lona de una sombrilla abierta tiene forma de pirámide octogonal regular de 0.5 m de altura y 40 cm de lado de la base. Se fija un mástil en el suelo en el que se encaja y el vértice de la pirámide queda a una distancia del suelo de 1.80 m. En e...
	74. Una pecera con forma de prisma recto y base rectangular se llena con 65 litros de agua. Si tiene 65 cm de largo y 20 cm de ancho, ¿cuál es su profundidad?
	75. En un helado de cucurucho la galleta tiene 12 cm de altura y 4 cm diámetro. ¿Cuál es su superficie? Si el cucurucho está completamente lleno de helado y sobresale una semiesfera perfecta, ¿cuántos cm3 de helado contiene?
	76. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3) y B(2, 5).
	77. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3, 4) y B(2, 5, 8).
	78. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5).
	79. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5, 0).
	80. El vector u = (4, 5) tiene el origen en el punto A(3, 7). ¿Cuáles son las coordenadas de su punto extremo?
	81. El vector u = (4, 5, 2) tiene el origen en el punto A(3, 7, 5). ¿Cuáles son las coordenadas de su punto extremo?
	82. Dibuja un cuadrado de diagonal el punto A(2, 3) y C(5, 6). ¿Qué coordenadas tienen los otros vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.
	83. Dibuja un cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(4, 4, 4). ¿Qué coordenadas tienen los otros vértices del cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y de la diagonal del cubo.
	84. Sea X(x, y) un punto del plano, y A(2, 4), escribe la expresión de todos los puntos X que distan de A una distancia 3.
	85. Sea X(x, y, z) un punto del espacio, y A(2, 4, 3), escribe la expresión de todos los puntos X que distan de A una distancia 3.
	86. Escribe la ecuación paramétrica de la recta que pasa por el punto A(2, 7) y tiene como vector de dirección u = (4, 5). Represéntala gráficamente.
	87. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 7) y B(4, 6), de forma explícita, implícita y paramétrica. Represéntala gráficamente.
	88. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 4, 6) y B(5, 2, 8), de forma explícita, y como intersección de dos planos.
	89. En el cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(5, 5, 5) escribe las ecuaciones de los planos que forman sus caras. Escribe también las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices.
	90. Escribe la ecuación del cilindro de eje  y radio 3.
	91. Escribe la ecuación de la esfera de centro A(2, 7, 3) y radio 4.
	92. Escribe la ecuación del cilindro de eje, la recta  y radio 2.
	93. Escribe la ecuación de la circunferencia en el plano de centro A(3, 7) y radio 3.
	94. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior. Escribe la ecuación del cilindro.
	95. Transforma la letra L mediante dos isometrías consecutivas. ¿Puedes obtener el resultado final mediante una única isometría? Analiza posibles situaciones.
	96. Pliega una tira de papel como un acordeón. Haz algunos cortes y despliégala. Habrás confeccionado un friso. Señala en él todas las isometrías. Ensaya otros diseños de frisos.
	97. Determina los ejes y centros de simetría de las siguientes gráficas de funciones. Señala cuáles son pares y cuáles impares. (Dibuja previamente su gráfica).
	98. Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetría, dibujalos en tu cuaderno e indica la forma de determinarlos.
	99. Un prisma recto de base un rectángulo, ¿tiene simetría central? ¿Tiene planos de simetría? ¿Cuántos? Descríbelos. ¿Tiene ejes de giro? Descríbelos. ¿De qué ángulos?
	100. Una pirámide regular de base un triángulo equilátero, ¿tiene simetría central? ¿Tiene planos de simetría? ¿Cuántos? Descríbelos. ¿Tiene ejes de giro? Descríbelos. ¿De qué ángulos?
	101. Piensa en los poliedros regulares. Copia la siguiente tabla en tu cuaderno y complétala:
	POLIEDRO
	102. Estudia las isometrías que dejan invariante a un triángulo equilátero. Nombra sus vértices y sus ejes de simetría. a) Aplica al triángulo un giro de 120( y luego una simetría. ¿Puedes obtener el mismo resultado con una única transformación? b) Re...
	103. Al pasear por la ciudad, mirar el aula, en todo lo que nos rodea podemos ver como la Geometría permite explicarlo. Mira este mosaico. Busca un motivo mínimo, es decir, un trozo de mosaico que te permite, mediante movimientos, recomponerlo.  En el...
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