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Resumen
La Geometria es una de las ramas mas antiguas de las Matematicas y su estudio nos ayuda a interpretar
mejor la realidad que percibimos. Su nombre significa “medida de la Tierra”. Medir es calcular
longitudes, areas y volimenes. En este tema recordaras las formulas que estudiaste ya el afio pasado y
profundizards sobre sus aplicaciones en la vida real.
Nos movemos en el espacio de dimension tres, caminamos sobre una esfera (que por ser grande,
consideramos plana), las casas son casi siempre ortoedros. La informacién que percibimos por medio
de nuestros sentidos la interpretamos en términos geométricos. Precisamos de las férmulas de dreas y
volumenes de los cuerpos geométricos para calcular las medidas de los muebles que caben en nuestro
saldn, o para hacer un presupuesto de la reforma de nuestra vivienda.
Muchas plantas distribuyen sus hojas buscando el maximo de iluminacién. El &tomo de hierro dispone
sus electrones en forma de cubo, los panales de las abejas son prismas hexagonales. Estos son algunos
ejemplos de la presencia de cuerpos geométricos en la naturaleza.
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1. TEOREMA DE PITAGORAS Y TEOREMA DE TALES

1.1. Teorema de Pitagoras
Teorema de Pitagoras en el plano

Ya sabes que:

En un tridangulo rectangulo llamamos catetos a los lados incidentes con el angulo
recto e hipotenusa al otro lado. h

cz

En un triangulo rectangulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

cl
2 2 2
h* =c; +cC,

Demostracion:

v —_— = — e —

Ejemplo:
#+ Si los catetos de un tridngulo rectdngulo miden 6 cm y 8 cm, su hipotenusa vale 10 cm, ya que:
h=+6%+8> =100 =10 cm.
Actividades resueltas

4 Sila hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 13 dm y uno de sus catetos mide 12 dm, halla la
medida del otro cateto:

Solucion: Por el teorema de Pitagoras:

c=+132-12> = \J(13-12)x (13 +12) =+/25 =5 dm

1. (Es posible encontrar un triangulo rectangulo cuyos catetos midan 12 y 16 cm y su hipotenusa
30 cm? Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo cuyos catetos miden 12 y 16 cm.

2. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes tridngulos rectangulos de catetos:
a)dcmy3cm b)Imy7m
c)2dmy5dm d) 23.5 kmy 47.2 km.
Utiliza la calculadora si te resulta necesaria.
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3. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes tridngulos rectangulos de hipotenusay

cateto:
a) 8cmy3cm b)15my9m
c)35dmy10dm d)21.2 kmy 11.9 km

4. Calcula el area de un triangulo equilatero de lado 5 m.

5. Calcula el drea de un hexagono regular de lado 7 cm.

Teorema de Pitagoras en el espacio

Ya sabes que:

La diagonal de un ortoedro al cuadrado coincide con la suma de los cuadrados de sus aristas.
Demostracion:

Sean a, by c las aristas del ortoedro que suponemos apoyado en el

-

rectangulo de dimensiones a, b.

Si x es la diagonal de este rectangulo, verifica que: x*> =a? + b* c

El tridangulo de lados D, x, a es rectangulo luego: D? = x? + ¢? o x r
i b
el

Y teniendo en cuenta la relacién que verifica x:
D* =a® +b* +c?
Actividades resueltas
+ Calcula la longitud de la diagonal de un ortoedro de aristas 7, 9y 12 cm.
D> =a’ +b* +c* =72+ 92+ 122=274. D~ 16.55 cm.

%+ Las aristas de la base de una caja con forma de ortoedro miden 7 cmy 9 cm y su altura 12 cm.
Estudia si puedes guardar en ella tres barras de longitudes 11 cm, 16 cmy 18 cm.

El rectangulo de la base tiene una diagonal d que mide: d = V72 + 92 = /130 = 11.4cm
Luego la barra mds corta cabe apoyada en la base.

La diagonal del ortoedro vimos en la actividad anterior que mide 16.55, luego la segunda barra si
cabe, inclinada, pero la tercera, no.

6. Una caja tiene forma cubica de 3 cm de arista. ¢ Cuanto mide su diagonal?

7. Calcula la medida de la diagonal de una sala que tiene 8 metros de largo, 5 metros de anchoy
3 metros de altura.
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1.2. Teorema de Tales
Ya sabes que:

Dadas dos rectas, r y r’, que se cortan en el punto O, y dos rectas
paralelas entre si, a y b. La recta a corta a las rectas ry r’ en los
puntos Ay C, y larecta b corta a las rectas ry r’ en los puntos By D.
Entonces el Teorema de Tales afirma que los segmentos son
proporcionales:

oA_oC _Ac
OB OD BD

Se dice que los tridngulos OAC y OBD estan en posicién Tales. Son semejantes. Tienen un dangulo comun
(coincidente) y los lados proporcionales.

Actividades resueltas

4+ Sean OAC y OBD dos trigngulos en posicion Tales. El perimetro de OBD es 20 cm, y OA mide 2
cm, AC mide 5 cm y OC mide 3 cm. Calcula las longitudes de los lados de OBD.

A OC AC _OA+0C +AC
OB OD BD OB+OD+BD

2 = 3 = > = 2+3+3 =E =l, por lo que, despejando, sabemos que: OB =22 =4 cm; OD = 3:2
OB OD BD 20 20 2

=6cm,yBD=5-2=10cm. En efecto: 4 + 6 + 10 = 20 cm, perimetro del triangulo.

Utilizamos la expresion: sustituyendo los datos:

#+ Cuenta la leyenda que Tales midié la altura de la pirdmide de Keops comparando la sombra de
la pirdmide con la sombra de su baston. Tenemos un baston que mide 1 m, si la sombra de un
arbol mide 12 m, y la del baston, (a la misma hora del dia y en el mismo momento), mide 0.8
m, écudnto mide el arbol?

Las alturas del arbol y del baston son proporcionales a sus sombras, (forman tridngulos en posicion
Tales), por lo que, si llamamos x a la altura del arbol podemos decir:

0.8 = 2 Por tanto, x = 12/0.8 = 15 metros.

1 X

8. En una foto hay un nifio, que sabemos que mide 1.5 m, y un edificio. Medimos la altura del
nifio y del edificio en la foto, y resultan ser: 0.2 cm y 10 cm. ¢ Qué altura tiene el edificio?

9. Se dibuja un hexdgono regular. Se trazan sus diagonales y se obtiene otro hexagono regular.
Indica la razén de semejanza entre los lados de ambos hexagonos.

10. En un tridngulo regular ABC de lado, 1 cm, trazamos los puntos medios, My N, de dos de sus
lados. Trazamos las rectas BN y CM que se cortan en un punto O. é{Son semejantes los
triangulos MON y COB? ¢{Cudl es la razén de semejanza? ¢ Cuanto mide el lado MN?

11. Una piramide regular hexagonal de lado de la base 3 cm y altura 10 cm, se corta por un plano a
una distancia de 4 cm del vértice, con lo que se obtiene una nueva pirdmide. ¢Cuanto miden
sus dimensiones?
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1.3. Aplicacion informatica para la comprender la semejanza de triangulos

+ Utiliza GeoGebra para analizar la semejanza entre tridngulos.

e Abre una nueva ventana de Geogebra, comprueba que aparecen los Ejes y la

Cuadricula.

e Con la herramienta Nuevo Punto define los puntos A (1, 2), B (2, 1) y C (4, 2).
e Utiliza Poligono para dibujar el triangulo ABC.

ﬂ!"‘

e Define un Nuevo Punto de coordenadas (-1, —1), el programa lo llama D. Con
el botdn derecho del raton y la opcion Renombra, llamalo O.

e Utiliza la herramienta Dilata objeto desde punto indicado, segun factor, para dilatar el poligono ABC

desde el punto O, con factor 2. Se
obtiene el tridngulo A’B’C’.

e Con la herramienta Refleja objeto en
recta, dibuja el simétrico del tridngulo
A’B’C’ con respecto al segmento a del
triangulo ABC. Se obtiene el tridngulo
A’B”’C”.

e Selecciona el poligono A’B’C’ en la
Ventana algebraica o en el area de
trabajo, y con el botdn derecho del raton
desactiva la opcién Expone objeto, el

triangulo A’B’C’ queda oculto. Observa que puedes volver a visualizar activando esta opcion. Oculta de

la misma forma los puntos A’, B’ y C’.

e Para que las medidas aparezcan con 5 decimales, activa Posiciones decimales en el menu Opciones y

elige 5.

Desplaza con el puntero el punto C, de modo que el triangulo ABC siga siendo un triangulo. Se

modifican ambos tridngulos, pero se mantienen sus propiedades, siguen siendo semejantes.

12. Justifica que los triangulos ABC y A’’B’’C’’ son semejantes. Calcula la razén de semejanza y la
razon entre sus areas. Busca una relacion entre la razén de semejanza y la razon entre las

areas de dos triangulos semejantes.

13. ¢ Por qué son semejantes los triangulos ABC y A”’B’’C’’? Observa en la Ventana algebraica las
longitudes de sus lados y los valores de sus areas. ¢Cudl es la razén de semejanza? ¢Cudl es la

razén entre las areas?

14. Dibuja distintos pentdgonos y hexagonos que no sean regulares y con la herramienta Dilata
objeto desde punto indicado, segun factor, construye otros semejantes.

a) Argumenta por qué son semejantes.

b) Calcula en cada caso la razén de semejanza y la razén entre sus areas.
c) Investiga cdmo puedes hallar la razén entre las areas de poligonos semejantes a partir de

la razon de semejanza.
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1.4. Proporcionalidad en longitudes, areas y volimenes
Ya sabes que:

Dos figuras son semejantes si las longitudes de elementos correspondientes son proporcionales. Al
coeficiente de proporcionalidad se le llama razén de semejanza. En mapas, planos... a la razén de
semejanza se la llama escala.

Areas de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razén entre sus areas es k2.

Ejemplo:

Observa la figura del margen. Si multiplicamos por 2 el lado del

cuadrado pequefio, el drea del cuadrado grande es 2% = 4 veces

la del pequefio.

Volumenes de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces entre sus volimenes es k3.

Ejemplo:
Observa la figura del margen. Al multiplicar por 2 el lado

del cubo pequeno se obtiene el cubo grande. El volumen

del cubo grande es 8 (23) el del cubo pequefio.

Actividades resueltas

+ La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de kilos. Estd
construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha torre, también de hierro, que
pese solo un kilo, équé altura tendrd? ¢Serd mayor o menor que un ldpiz?

El peso estd relacionado con el volumen. La torre Eiffel pesa 8 000 000 kilos, y queremos construir una,
exactamente del mismo material que pese 1 kilo. Por tanto, k> = 8 000 000/1 = 8 000 000, y k = 200. La
razoén de proporcionalidad entre las longitudes es de 200.

Si la Torre Eiffel mide 300 m, y llamamos x a lo que mide la nuestra tenemos: 300/x = 200. Despejamos
x que resulta igual a x = 1.5 m. iMide metro y medio! iEs mucho mayor que un lapiz!

15. El didmetro de un melocotdn es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 8 cm. Calcula el
volumen del melocotdn, suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. ¢ Cual
es la razdn de proporcionalidad entre el volumen del melocotén y el del hueso?

16. En la pizzeria tienen pizzas de varios precios: 1 €, 2 € y 3 €. Los diametros de estas pizzas son:
15 ¢cm, 20 cm y 30 cm, écudl resulta mas econdmica? Calcula la relacion entre las areas y
comparala con la relacién entre los precios.

17. Una maqueta de un depdsito cilindrico de 1000 litros de capacidad y 5 metros de altura,
gueremos que tenga una capacidad de 1 litro. ¢ Qué altura debe tener la maqueta?
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2. LONGITUDES, AREAS Y VOLUMENES

2.1. Longitudes, areas y volimenes en prismas y cilindros

Recuerda que:

Base
. = I
Prismas B
i1

Un prisma es un poliedro determinado por dos caras paralelas que son i . k.

ci gara
poligonos iguales y tantas caras laterales, que son paralelogramos, 2 bteral

o€ |

como lados tienen las bases. o

Areas lateral y total de un prisma

El area lateral de un prisma es la suma de las areas de las
caras laterales. .

Como las caras laterales son paralelogramos de la misma
altura, que es la altura del prisma, podemos escribir:

Area lateral = Suma de las dreas de las caras laterales =
= Perimetro de la base - altura del prisma.

Si denotamos por h la altura y por Pg el perimetro de la
base:

Area lateral = A, = Pg - h
El area total de un prisma es el drea lateral mas el doble de la suma del area de la base:

Area total =Ar=A,+2 - Ag

Actividades resueltas

+ Calcula las dreas lateral y total de un prisma triangular recto de 11 cm
de altura si su base es un tridngulo rectdngulo de catetos 12cmy 5 cm.

llem

Calculamos en primer lugar la hipotenusa del triangulo de la base: x? =
122 +5%2 =144 +25=169 = x =169 =13 cm sem

PB=12+5+13=3OCm;AB=127.5:30 cm?

12 em

A =Pg-h=30-11=330cm? Ar=A.+2 - Ag=330+ 60 = 390 cm?
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Volumen de un cuerpo geométrico. Principio de Cavalieri
Recuerda que:

Bonaventura Cavalieri, matematico del siglo XVII enuncié el principio que lleva su nombre y que afirma:

“Si dos cuerpos tiene la misma altura y al cortarlos por planos paralelos a sus bases, se obtienen
secciones con el mismo area, entonces los volumenes de los dos cuerpos son iguales”

Ejemplo:
. . 7 . Ai A3
+ En Ia figura adjunta las areas de las secciones £
A1, Ay, A3, producidas por un plano paralelo a }
las bases, son iguales, entonces, seglin este |'{
o . i
principio los volumenes de los tres cuerpos son -

también iguales.

Volumen de un prisma y de un cilindro

El volumen de un prisma recto es el producto del area de la base por la altura.
Ademas, segun el principio de Cavalieri, el volumen de un prisma oblicuo coincide
con el volumen de un prisma recto con la misma base y altura. Si denotamos por
V este volumen, Ag el area de la base y h la altura:

Volumen prisma=V= A; -h

También el volumen de un cilindro, recto u oblicuo es drea de la base por altura.
Si llamamos R al radio de la base, A el area de la base y h la altura, el volumen se
escribe:

Volumen cilindro=V= A,-h = 7 R’-h

Actividades resueltas

%+ Las conocidas torres Kio de Madrid son dos torres
gemelas que estdn en el Paseo de la Castellana, junto
a la Plaza de Castilla. Se caracterizan por su
inclinacion y representan una puerta hacia Europa.
Cada una de ellas es un prisma oblicuo cuya base es
un cuadrado de 36 metros de lado y tienen una altura
de 114 metros. El volumen interior de cada torre
puede calcularse con la formula anterior:

V=A,-h =362-114=147 744 m?

18. Calcula el volumen de un prisma recto de 20 dm de altura cuya base es un hexagono de 6 dm
de lado.

19. Calcula la cantidad de agua que hay en un recipiente con forma de cilindro sabiendo que su
base tiene 10 cm de diametro y que el agua alcanza 12 dm de altura.
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Areas lateral y total de un cilindro

El cilindro es un cuerpo geométrico desarrollable. Si recortamos un cilindro recto a lo largo de una
generatriz, y lo extendemos en un plano, obtenemos dos circulos y una regién rectangular. De esta
manera se obtiene su desarrollo.

A partir de éste, podemos ver que el area lateral de cilindro est3
determinada por el area del rectangulo que tiene como
dimensiones la longitud de la circunferencia de la base y la altura
del cilindro. f

Supondremos que la altura del cilindro es Hy que R es el radio de
la base con lo que el area lateral A; es:

A, = Longitud de la base - Altura = (27 R)-H =2nRH 9

Si a la expresion anterior le sumamos el drea de los dos circulos
que constituyen las bases, obtenemos el area total del cilindro.

Ar=AL+ T R?+ 1 R? = 2RH + 21tR?

2.2. Longitudes, areas y volimenes en piramides y conos

Recuerda que:

Areas lateral y total de una piramide y de un tronco de piramide regulares

Una piramide es un poliedro determinado por una cara poligonal
denominada base y tantas caras triangulares con un vértice comin como
lados tiene la base.

El drea lateral de una piramide Desarrollo de piramide pentagonal regular
regular es la suma de las areas de
las caras laterales.

Son tridngulos isdsceles iguales |
por lo que, si la arista de la base '
mide b, el apotema de la pirdmide _ _ S

o

es Ap y la base tiene n lados, este -
area lateral es: —_— /
Area lateral = A, = n - b~2Ap _ n‘bz' Ap __/

y como n - b = Perimetro de la base

_ Perimetro de la base . Apotema de la piramide  Perimetro delabase

A Apotema
2 2
El area lateral de una pirdmide es igual al semi-perimetro por el apotema.
El area total de una piramide es el area lateral mas el drea de la base:
Area total = Ar= A, + As
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Un tronco de piramide regular es un cuerpo geométrico desarrollable. En su desarrollo aparecen tantas
caras laterales como lados tienen las bases. Todas ellas son trapecios isdsceles.

Si B es el lado del poligono de la base mayor, b el lado de la

Desarrollo de tronco de pirdmide base menor, n el nimero de lados de las bases y Ap es la
cuadrangular

apotema de una cara lateral

Arealatera/=AL=n,(B+b)'Ap: (P3+2b)'Ap=

_ Suma de perimetro de las bases . Apotema del tronco
2

El drea total de un tronco de piramide regular es el area lateral
mas la suma de dreas de las bases:

Area total = A=A+ Ag + Ap
Actividades resueltas

4 Calculemos el drea total de un tronco de pirdmide regular de 4 m de altura si sabemos que las
bases paralelas son cuadrados de 4 m y de 2 m de lado.

En primer lugar calculamos el valor del apotema. Teniendo en cuenta que el tronco es regular y que las
bases son cuadradas se forma un tridngulo rectangulo en el que se cumple:

Apr=42+12=17=Ap= /17 ~ 4.12m

(P, +P,)-Ap _ (16+8)-4,12
2

A= = 49.44 m? s

2 4dm
Ar=AL+Ap+Ap=49.44 + 16 + 4 = 69.44 m? \

20. Calcula las areas lateral y total de un prisma hexagonal regular sabiendo que las aristas de las bases
miden 3 cm y cada arista lateral 2 dm.

21. El drea lateral de un prisma regular de base cuadrada es 16 m? y tiene 10 m de altura. Calcula el
perimetro de la base.

22. El lado de la base de una pirdmide triangular regular es de 7 cm y la altura de la piramide 15 cm.
Calcula el apotema de la piramide y su area total.

23. Calcula el area lateral de un tronco de piramide regular, sabiendo que sus
bases son dos octégonos regulares de lados 3 y 8 dm y que la altura de cada
cara lateral es de 9 dm.

24. Si el area lateral de una pirdmide cuadrangular regular es 104 cm? y la arista
de la base mide 4 cm, calcula el apotema de la pirdmide y su altura.
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Areas lateral y total de un cono

Recuerda que:

También el cono es un cuerpo geomeétrico
desarrollable. Al recortar siguiendo una linea
generatriz y la circunferencia de la base,
obtenemos un circulo y un sector circular con
radio igual a la generatriz y longitud de arco igual
a la longitud de la circunferencia de la base.

Llamemos ahora R al radio de la base y G a la
generatriz. El drea lateral del cono es el 4drea de
sector circular obtenido. Para calcularla
pensemos que esta drea debe ser directamente
proporcional a la longitud de arco que a su vez
debe coincidir con la longitud de la circunferencia de la base. Podemos escribir entonces:

A Lateral del cono A total del circulo de radio G

Longitud de arco correspondiente al sector B Longitud de la circunferencia de radio G
. A G2 .
Es decir: —= = ———y despejando A, tenemos:
2TR 2nG

2nR w G?
L =
2nG
Si a la expresién anterior le sumamos el drea del circulo de la base, obtenemos el area total del cono.

Ar=A; + T'R?* = -R-G + 7-R?

= nRG

+ Calcula el drea total de un cono de 12 dm de altura, sabiendo que la circunferencia de la base
mide 18.84 dm. (Toma 3.14 como valor de r)

Calculamos en primer lugar el radio R de la base:

27R = 18.84 = R =2188% 1884
2T 6.28

3dm
Calculamos ahora la generatriz G:
G=VRZ+hz= G =+3%2+122=+/153 ~ 12.37dm.

Entonces Ar = A, + mR? = m:R-G + m:R> =3.14 -3 - 12.37 +3.14 - 32 »
144.79 dm?.
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Geometria. 42A de ESO

Areas lateral y total de un tronco de cono

Recuerda que:

Al cortar un cono por un plano paralelo a la base, se obtiene un tronco de cono. Al igual que el tronco
de pirdmide, es un cuerpo desarrollable y su desarrollo lo constituyen los dos circulos de las bases junto
con un trapecio circular, cuyas bases curvas miden lo mismo que las circunferencias de las bases.

Llamando Ry r a los radios de las bases y G a la generatriz resulta:
Qe R+2nr )G 2(mR+mr)G
L= 2 - 2
Si a la expresion anterior le sumamos las dreas de los circulos de las
bases, obtenemos el area total del tronco de cono:

=(@m@R+7mr)G

Ar=A + T-R* + t-r?

Volumen de una piramide y de un cono

Recuerda que:

También en los casos de una pirdmide o cono, las férmulas del volumen coinciden en cuerpos rectos y
oblicuos.

El volumen de una pirdmide es la tercera
parte del volumen de un prisma que tiene la
misma base y altura.

A, -h
3

Volumen pirdmide = V =

Si comparamos cono y cilindro con la misma
base y altura, concluimos un resultado analogo

Volumencono=V=— = ——
3 3

Volumen de un tronco de piramide y de un tronco de cono

Existe una féormula para calcular el volumen de un tronco de pirdmide regular pero la evitaremos.
Resulta mas sencillo obtener el volumen de un tronco de pirdmide regular restando los volumenes de
las dos piramides a partir de las que se obtiene.
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Si representamos por Ag; y A las areas de las
bases y por h: y h; las alturas de las pirdamides
citadas, el volumen del tronco de pirdmide es:

Volumen tronco de piramide =

Ag; 'h1 _ Ag; 'hz
3 3

h:

V=

El volumen del tronco de cono se obtiene de
modo parecido. Si R: y Rz son los radios de las
bases de los conos que originan el tronco y h;
y hz sus alturas, el volumen del tronco de cono
resulta:

7RI-h z-RIh,

Volumen tronco de cono =V = 3 3

Actividades resueltas

+ Calcula el volumen de un tronco de pirdmide regular de 10 cm de altura si sus bases son dos
hexdgonos regulares de lados 8 cmy 3 cm.
Primer paso: calculamos las apotemas de los hexdgonos de las bases:

Para cada uno de estos hexagonos:

) 2 32 V3L
L 12= ap+ (L/2)=> ap?=L* B R ap=——-

2

Luego las apotemas buscadas miden:
3V3 7V3
ap, = —— = 2.6 cm; ap, = 6.1 cm
Figura 1
p
Como segundo paso, calculamos el apotema del tronco de
pirdmide B
A A2= 102+ 3.52= o
). 6cm
10cm y \\a
A=vV11225~ 10.6 cm y -
10,6 cm
s En tercer lugar, calculamos el valor ~ / /
6,1-2,6= 3,5 cm. de los segmentos x, y de la figura 3 \ : ‘\%
Figura 2 que nos serviran para obtener las e
Figura 3
alturas 'y apotemas de las
piramides que generan el tronco con el que trabajamos:
Por el teorema de Tales:

x 10.6+x 27.56

7e= o1 =6.1x=(10.6+x)2.6=>6.1 x—2.6x = 27.56:>x=?z 7.9 cm
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Entonces la apotema de la pirdmide grande es 10.6 + 7.9 = 18.5 cm vy el de la pequefia 7.9 cm. Y
aplicando el teorema de Pitdgoras:

y? =x*—-2.62=7.92-2.62= 55.65=y=+55.65~7.5cm
Luego las alturas de las piramides generadoras del tronco miden 10+ 7.5=17.5cmy 7.5 cm.

Por ultimo calculamos el volumen del tronco de pirdmide:

_Aprhi _ Apphy _ 1 48185175 1 187975 _ 15540 10665 _ 5415 o5 o3
3 3 3’ 2 37 2 6 6 '

25. Una columna cilindrica tiene 35 cm de diametro y 5 m de altura. ¢Cudl es su drea lateral?

%

26. El radio de la base de un cilindro es de 7 cm y la altura es el triple del didmetro. Calcula su area
total.

27. Calcula el area lateral de un cono recto sabiendo que su generatriz mide 25 dm y su radio de la
base 6 dm.

28. La circunferencia de la base de un cono mide 6.25 m y su generatriz 12 m. Calcula el area total.

2.3. Longitudes, areas y volimenes en la esfera

Recuerda que:

Area de una esfera

. 4 . 7—Ri_-- i
La esfera no es un cuerpo geométrico desarrollable, por lo que es mas
complicado que en los casos anteriores encontrar una férmula para
calcular su area.
R.
Arquimedes demostré que el area de una esfera es igual que el area 2R§ =
lateral de un cilindro circunscrito a la esfera, es decir un cilindro con el
mismo radio de la base que el radio de la esfera y cuya altura es el
diametro de la esfera. B -
Si llamamos R al radio de la esfera:
Ar=(2mR) - (2R) = 4nR?
El area de una esfera equivale al drea de cuatro circulos maximos.
29. Una esfera tiene 4 m de radio. Calcula:
a) La longitud de la circunferencia maxima;
b) El area de la esfera.
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Volumen de la esfera

Volvamos a pensar en una esfera de radio R y en el cilindro que la
circunscribe. Para rellenar con agua el espacio que queda entre el cilindro

R y la esfera, se necesita una cantidad de agua igual a un tercio del volumen
total del cilindro circunscrito.

Se deduce entonces que la suma de los volimenes de |a esfera de radio R
y del cono de altura 2R y radio de la base R, coincide con el volumen del
cilindro circunscrito a la esfera de radio R. Por tanto:

Volumen esfera = Volumen ¢jiindro - Volumen cono =

nR*(2R) 6nR’-2nR> 4AnR® 4
3 3 3

Volumen esfera = HRZ(ZR)—

2R

Existen demostraciones mas rigurosas que avalan este resultado
experimental que hemos descrito. Asi por ejemplo, el volumen de la esfera
se puede obtener como suma de los volumenes de pirdmides que la
recubren, todas ellas de base triangular sobre la superficie de la esfera y con
vértice en el centro de la misma.

30. El depdsito de gasoil de la casa de Irene es un cilindro de 1 m de altura y 2 m de didmetro.
Irene ha llamado al suministrador de gasoil porque en el depdsito solamente quedan 140 litros.

a. ¢Cuales, en dm3, el volumen del depc')sito? (Utiliza 3.14 como valor den).
b. Si el precio del gasoil es de 0.80 € cada litro, écudnto deberd pagar la madre de Irene por
llenar el depdsito?

31. Comprueba que el volumen de la esfera de radio 4 dm sumado con el volumen de un cono del
mismo radio de la base y 8 dm de altura, coincide con el volumen de un cilindro que tiene 8
dm de alturay 4 dm de radio de la base.
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2.4. Longitudes, areas y volumenes de poliedros regulares

Recuerda que:

Un poliedro regular es un poliedro en el que todas sus caras son

poligonos regulares iguales y en el que sus angulos poliedros son /i. \
iguales. A \,/

Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y
dodecaedro

Area total de un poliedro regular

Como las caras de los poliedros regulares son iguales, el cdlculo del drea total de un poliedro regular se
reduce a calcular el drea de una cara y después multiplicarla por el nimero de caras.

Actividades resueltas

+ Calcula el drea total de un
icosaedro de 2 cm de arista.

Todas sus caras son triangulos equilateros de 2
cm de base. Calculamos la altura h que divide a la
base en dos segmentos iguales

h?+1>=2"=h2=4-1=3 =>h=+/3cm
Luego el drea de una cara es:

b.h 2.43
_:Tf:@

5 cm? y por tanto Area icosaedro = 20 v/3 cm?

triangulo=
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3. INICIACION A LA GEOMETRIA ANALITICA

3.1. Puntos y vectores

En el plano

Ya sabes que

Un conjunto formado por el origen O, los dos ejes de coordenadas y la unidad de medida es un
sistema de referencia cartesiano.

Las coordenadas de un punto A son un par ordenado de numeros reales (x, y), siendo “x” la primera
coordenada o abscisa e “y” la segunda coordenada u ordenada.

Dados dos puntos, D(d1, d2) y E(e1, e2), las componentes
del vector de origen D y extremo E, DE, vienen dadas por
DE = (e1 — d1, e2 — d>). il E

Ejemplo:

Las coordenadas de los puntos, de la figura son:

0(0, 0), A(1, 2), B(3, 1), D(3, 2) y E(4, 4). 2] A
Las componentes del vector DE son
DE=(4-3,4-2)=(1,2). L o
Las componentes del vector OA son: ;
OA=(1-0,2-0)=(1, 2). ! 0 ! 2 : 4

DE y OA son representantes del mismo vector libre de componentes (1, 2).
En el espacio de dimension tres

Las coordenadas de un punto A son una terna ordenada de numeros reales (x, y, z), siendo “z” |a altura
sobre el plano OXY.

Dados dos puntos, D(d1, d2, d3) y E(e1, ez, e3), las componentes del vector de origen D y extremo E, DE,
vienen dadas por DE = (e1 — d1, e2 — d2, e3 — ds).

Ejemplo:

Las coordenadas de puntos en el espacio son:
0(0,0,0),A(1,2,3),B(3,1,7),D(3,2,1) y E(4, 4, 4).

Las componentes del vector DE son: DE=(4—-3,4-2,4-1)=(1, 2, 3).
Las componentes del vector OAson: OA=(1-0,2-0,3-0)=(1, 2, 3).

DE y OA son representantes del mismo vector libre de componentes (1, 2, 3).

32. Representa en un sistema de referencia en el espacio de dimensién tres los puntos:
0(0,0,0),A(1, 2,3),B(3,1,7),D(3,2,1) y E(4, 4, 4) y vectores: DE y OA.

33. El vector de componentes u = (2, 3) y origen A = (1, 1), équé extremo tiene?
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3.2. Distancia entre dos puntos
En el plano

La distancia entre dos puntos A(a1, a2) y B(bi, b;) es:

D =+/(b,—2a,)* + (b, —a,)’

Ejemplo:

Por el Teorema de Pitdgoras sabemos que la distancia
al cuadrado entre los puntos A = (1, 1) y B= (5, 3) es

igual a:

ya que el triangulo ABC es rectangulo de catetos 4y 2.

D2=(5-1)2+(3-1)>=42+22=20

Luego D~ 4.47.

En el espacio de dimension tres

La distancia entre dos puntos A(a1, a2, as) y B(b1, bz, b3) es igual a:

Ejemplo:

La distancia al cuadrado entre los puntos A=(1,1,2)yB=(5,3,8)es °
igual, por el Teorema de Pitdgoras en el espacio, a

D’=(5-1)2+(3-1)*+(8-2)>=42+22+6°=16+4 + 36 = 56.

D :\/(bl _a1)2 +(b, —32)2 + (b, _a3)2

Luego D~ 7,5.

34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.

41

Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2) y B(3, 9).
Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2, 5) y B(3, 9, 7).
Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4)
Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4, 1).

Dibuja un cuadrado de diagonal el punto O(0, 0) y A(3, 3). ¢éQué coordenadas tienen los otros
vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.

Dibuja un cubo de diagonal O(0, 0, 0) y A(3, 3, 3). ¢Qué coordenadas tienen los otros vértices
del cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una caray
de la diagonal del cubo.

Sea X(x, y) un punto genérico del plano, y O(0, 0) el origen de coordenadas, escribe la
expresion de todos los puntos X que distan de O una distancia D.

. Sea X(x, y, z) un punto genérico del espacio, y O(0, 0, 0) el origen de coordenadas, escribe la

expresion de todos los puntos X que distan de O una distancia D.
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3.3. Ecuaciones y rectas y planos

Ecuaciones de la recta en el plano.

Ya sabes que la ecuacién de una recta en el plano es: y = mx + n. Es la expresién de una recta como

funcidn. Esta ecuacidon se denomina ecuacidn explicita de la recta.

Si pasamos todo al primer miembro de la ecuacion, nos queda una ecuacion: ax + by + ¢ = 0, que se

denomina ecuacion implicita de la recta.

Ecuacion vectorial: También una recta queda determinada si
conocemos un punto: A(ai1, g2) y un vector de direccion v = (vi, va).
Observa que el vector OX puede escribirse como suma del vector
OA y de un vector de la misma direccion que v, tv. Es decir:

OX =0A + tv,

donde a t se le denomina pardmetro. Para cada valor de t, se tiene
un punto distinto de la recta. Con coordenadas quedaria:

X=a, +tv,
y=a, +1tv,

gue es la ecuacion paramétrica de la recta.

Actividades resueltas

&\

+  De la recta de ecuacion explicita y = —2x + 5, conocemos la pendiente, -2, y la ordenada en el
origen, 5. La pendiente nos da un vector de direccién de la recta, en general (1, m), y en este
ejemplo: (1, —2). La ordenada en el origen nos proporciona un punto, en general, el (0, n), y en

este ejemplo, (0, 5). La ecuacién paramétrica de esta recta es:

X=0+t
Su ecuacion implicitaes: —2x—y + 5= 0.
+ Escribe la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el
punto A(2, 1) y tiene como vector de direccion v = (1, -2).
x=2+t
{y =1-12t
#+ Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(2, 1)
y B(1, 3). Podemos tomar como vector de direcciéon el vector
AB = (1 — 2, 3 — 1) = (-1, 2), y escribir su ecuacién

parameétrica:
X=2-t
y=1+2t

La recta es, en los tres ejemplos, la misma, la de la figura. Con
ello podemos observar que una recta puede tener muchas
ecuaciones paramétricas dependiendo del punto y del vector
de direccion que se tome. Pero eliminando el pardametro y

despejando “y” llegamos a una Unica ecuacion explicita.
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42. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(6, 2) y B(3, 9), de forma explicita,
implicita y paramétrica. Represéntala graficamente.

Ecuaciones de la recta y el plano en el espacio.

La ecuacion implicita de un plano es: ax + by + cz + d = 0. Observa que
es parecida a la ecuacion implicita de la recta pero con una componente

mas. Cara
.z o . Car
La ecuacién vectorial de una recta en el espacio es: OX = OA + tv, St
aparentemente igual a la ecuacién vectorial de una recta en el plano,
pero al escribir las coordenadas, ahora puntos y vectores tiene tres kit
ectinneo
componentes: .
X=a, +1v, v
y=a, +tv,
zZ=a, +1tv, Cara

Una recta también puede venir dada como interseccion de dos planos:

ax+by+cz+d=0
a'x+b'y+c'z+d'=0

Dos puntos determinan una recta y tres puntos determinan un plano.

Actividades resueltas
+ Escribe la ecuacidon de la recta en el espacio que pasa por los puntos A(1, 2, 3) y B(3, 7, 1).

Tomamos como vector de direccién de la recta el vectorAB=(3-1,7-2,1-3)=(2,5,-2) y como
punto, por ejemplo el A, entonces:

X=1+12
y=2+t5
z2=3-12

Podemos encontrar las ecuaciones de dos planos que se corten en dicha recta, eliminando t en dos
ecuaciones. Por ejemplo, sumando la primera con la tercera se tiene: x + z = 4. Multiplicando la primera
ecuacién por 5, la segunda por 2 y restando, se tiene: 5x — 2y = 1. Luego otra ecuacion de la recta, como
interseccion de dos planos es:

X+z=4
Sx=2y=1

+ Escribe la ecuacidn del plano que pasa por los puntos A y B de la actividad anterior, y C(2, 6, 2).
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Imponemos a la ecuacién ax + by + cz + d = 0 que pase por los puntos dados:
a+2b+3c+d=0
3a+7b+c+d=0
20+6b+2c+d=0.

Restamos a la segunda ecuacién la primera, y a la tercera, también la primera:
a+2b+3c+d=0
20+5b-2c=0
a+4b-c=0

Multiplicamos por 2 la tercera ecuacion y le restamos la segunda:
a+2b+3c+d=0
a+4b-c=0
3b=0

Ya conocemos un coeficiente, b = 0. Lo sustituimos en las ecuaciones:
a+3c+d=0
a-c=0

Vemos que g = ¢, que sustituido en la primera: 4c + d = 0. Siempre, al tener 3 ecuaciones y 4
coeficientes, tendremos una situacion como la actual, en que lo podemos resolver salvo un factor de
proporcionalidad. Sic=1, entonces d =—4. Luegoa=1,b=0,c=1y d=-4. Es el plano de ecuacion:

X+z=4

plano que ya habiamos obtenido en la actividad anterior.

43. Escribe la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(6, 2, 5) y B(3, 9, 7), de forma explicita,
y como interseccién de dos planos.

44. Escribe las ecuaciones de los tres planos coordenados.
45. Escribe las ecuaciones de los tres ejes coordenados en el espacio.

46. En el cubo de diagonal O(0, 0, 0) y A(6, 6, 6) escribe las ecuaciones de los planos que forman
sus caras. Escribe las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices.
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3.4. Algunas ecuaciones

Actividades resueltas
#+ ¢Qué puntos verifican la ecuacién x* + y? = 1?
iDepende! Depende de si estamos en un plano o en el espacio.

En el plano, podemos ver la ecuacién como que el cuadrado de la distancia de un punto genérico X(x, y)
al origen O(0, 0) es siempre igual a 1:

D?>=(x-0)2+(y-002=12=x>+y’=1

El lugar de todos los puntos del plano que distan 1 del origen es la circunferencia de centro O(0, 0) y
radio 1.

En el espacio el punto genérico X(x, y, z) tiene tres coordenadas, y O(0, 0, 0), también. No es una
circunferencia, ni una esfera. ¢Y qué es? Lo que estd claro es que si cortamos por el plano OXY, (z = 0)
tenemos la circunferencia anterior. ¢Y si cortamos por el plano z = 3? También una circunferencia. Es un
cilindro. El cilindro de eje, el eje vertical, y de radio de la base 1.

4 ¢Qué puntos verifican la ecuacion x2 + y? + 22 = 1?
Ahora si. Si podemos aplicar la distancia de un punto genérico X(x, y, z) al origen O(0, 0, 0),
D*=(x—02+(y—0)2+(z-0=12=> x> +y?+22=1

Es la ecuacion de la superficie esférica de centro el origen y radio 1.

47. Escribe la ecuacién del cilindro de eje el eje OZ y radio 2.
48. Escribe la ecuacidn de la esfera de centro el origen de coordenadas y radio 2.
X=1+t
49. Escribe la ecuacién del cilindro de eje, larecta { y=2 yradio 1.
z=3
50. Escribe la ecuacion de la circunferencia en el plano de centro A(2, 5) y radio 2.

51. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio
anterior. Escribe la ecuacién del cilindro
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4. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

4.1. Razones trigonométricas directas de un angulo agudo

Empecemos por considerar un dngulo agudo cualquiera, utilizaremos una letra griega o (alfa) para
denotarlo. Es siempre posible construir un triangulo rectangulo de modo que o sea uno de sus dngulos.

A
Sea ABC uno de estos tridngulos y situemos en el vértice B, el angulo a.

Se definen las razones trigonométricas directas del angulo

o: seno, coseno y tangente como: ¢
~  catetoopuesto b T
seno de o.=seno.=senB = —— B = — e b
hipotenusa a
A cateto adyacente c o —adl ©

coseno de a=cosa=cosB = - = — A

hipotenusa a C

A cateto opuesto b A menudo se nombran los

tangente de o =tana.=tanB = = — . .

cateto adyacente ¢ angulos de un tridngulo con la

misma letra mayuscula que el

También se utilizan las expresiones tg o y tag a. como simbolos o .
vértice correspondiente.

de la tangente de o.

Esta definicion no depende del tridangulo elegido. Vamos a p
demostrarlo. Para ello consideremos otro triangulo rectangulo

A
A'B'C' con o en el vértice B".

A A
Segun el segundo criterio de semejanza de tridngulos ABC y A'B'C’

son semejantes porque tienen dos angulos iguales 90° y a. Por lo A
tanto los lados de ambos son proporcionales:

a_ b _ b b . . - .
—=—=—=—= el seno es independiente del triangulo en que se mide

a b a a
a b ¢ a ¢ c ¢ . . L .
—=—=—=7—=—=—=—=¢€l coseno es independiente del triangulo en que se mide
a b ¢ a c¢ a a
b ¢ b b . . L, .
rary = —=—=latangente es independiente del triangulo en que se mide
c c C

Actividades resueltas

A
® Calcula las razones trigonométricas de los &ngulos agudos de un tridngulo rectdngulo ABC cuyos catetos miden b =
30cmyc=40cm.

Calculamos en primer lugar el valor de la hipotenusa a? = b? + ¢> = 302+ 40? = 900 + 1 600 = 2 500 =

a= fZ 500 =50 cm.

A A A
30 3 40 4 30 3
sen B= —==-=0.6;co0s B= —=-=08;tg B= —=-=0.75.
50 5 50 5 40 4
A A A
40 4 30 3 40 4
senC= —=-=08;co0s C= —==-=06;tgC = —=-.
50 5 50 5 30 3
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4.2. Relaciones fundamentales

Si conocemos una de las razones trigonométricas del angulo o, es posible calcular las razones
trigonomeétricas restantes, gracias a las dos relaciones trigonométricas fundamentales siguientes:

PRIMERA RELACION FUNDAMENTAL:
(sen a)z + (cos a)z =1

que también veras escrita como sen? o+ cos? a.= 1 dado que las potencias de las razones

trigonométricas suelen escribirse con su exponente sobre la ultima letra de su notacidon y a
continuacion el nombre del dngulo

Demostracion:

La demostraciéon es sencilla. Volvamos al triangulo inicial del parrafo anterior: Por el teorema de
Pitagoras a® = b? + ¢ . Dividamos a ambos miembros entre a?:

2 p2 o2y
2otz ’ "
sena =— (2 1=—+—5=>1=(sen a)* + (cos a)? .
a a a B -
c . A
cos a =-—
a’
SEGUNDA RELACION FUNDAMENTAL:
sena.
tano =
cosa
Demostracion:
En el mismo triangulo anterior: sene b, -be_D_ tan «a.
oS a a a c a c

Actividades resueltas

® Sabiendo que « es un &ngulo agudo, calcula las restantes razones trigonométricas de « en los casos siguientes: a)

1
sena:E b) tana =3

) ) 1 2 2 1 24 24 26
a.sen“o+cos“o=1=>—+cos“"a=1= cos"ao=1——=—= coso=,[—=——
25 25 25 25 5

sena 1 2\/5 5 \/E

tan o= =—: = =—.
cosa. 5 5 10«/6 12

sena+cos’a=1 ) )
sen“o+cos a=1 ) " )
b. _senOL_3 = :>(3cosa) +cos‘ao=1=10cos" a=1=
tana_cosa_ sen o =3cos o

:>C052()(,:i - COS O = izﬁlsena:ﬂ
10 V10 10 10
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5. MOVIMIENTOS Y TRANSFORMACIONES

En la historia de las matemadticas los darabes ocupan un papel nada
% despreciable. A ellos les debemos algo tan fundamental en nuestra cultura ( \
: como los simbolos de los nimeros tal como los utilizamos en la actualidad, con >
6 la aportacion del "cero" que llegé directamente desde India hasta Europa. En
video este capitulo veremos como la Alhambra de Granada es una de las manifestaciones mas
importantes del arte geométrico. Mas por menos. La aventura del saber. Rafael Pérez

Ma3s por menos: La geometria se hace arte | RTVE Play

5.1. Traslaciones en el plano

Si Susana estd en su casa y quiere ir a casa de Nadia, que vive 2 calles al Este y 3 calles al Norte, el
trayecto que debe hacer es el que en la figura esta dibujado en gris.

Llamamos “O” a la posicidén de la casa de Susana, y “A” a la posicién de
la casa de Nadia. Si Susana tuviera un helicoptero podria ir directamente
en linea recta y seguiria la direccion OA. Lo representamos con una 2
flecha y se denomina vector fijo.

Oh,

Un vector fijo OA es un segmento orientado con origen en el punto O y
extremo en el punto A. Tiene una direccién, la de la recta, un sentido, 2 4
desde O hasta A, y una longitud, a la que llamamos mdédulo. 4]

I i

Un vector fijo OA, de origen en O y extremo en el punto A, se
caracteriza por:

Su médulo, que es la longitud del segmento OA y que se escribe loal.
Su direccion, que es la recta que contiene al segmento.
Su sentido que va desde el origen O hasta el extremo A.

Las coordenadas o componentes de un vector vienen determinadas por su origen y su extremo.

Ejemplo: ]
#+ Si conocemos las coordenadas del punto origen y del punto final i
podemos calcular las coordenadas del vector. Observa el dibujo del z
margen y comprueba que si A (2, 3) y B (6, 5) las coordenadas del ‘
vector fijo ABson AB=(6—-2,5-3)=(4, 2). e ;
En general, siA (a, b) y B (c, d) entonces AB=(c—a, d—b) . | B AR R S O i e

El médulo de un vector se calcula utilizando el Teorema de Pitagoras. Asi,
el vector de coordenadas u = (x, y) tiene de médulo: | u | =X +y’

Un coche se mueve por la ciudad desde el domicilio del duefio hasta su trabajo, y se ha trasladado 4
calles hacia el norte y 3 calles hacia el este.

Es posible conocer una traslacion si sabemos el punto de origen A y el de destino B. Estos dos puntos, A
y B, determinan el vector de traslacion AB. AB es un vector fijo, representante del vector libre u de
iguales coordenadas.

Para definir una traslacion basta conocer su vector de traslacion.

Si la traslacién de vector libre u = AB transforma un punto del plano P en otro P’, entonces AB y PP’
tienen igual médulo, direccion y sentido. Son el mismo vector libre. Tienen las mismas coordenadas.
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Si con la traslacidn de vector AB trasladamos el punto P hasta el punto P* P
entonces ABP'P es un paralelogramo, y AB = PP’ ‘
Para trasladar una figura se trasladan los puntos que la determinan. Como en
una traslacién todos los puntos se mueven sobre rectas paralelas y una misma
distancia, se puede usar la escuadra y el cartabdon para trazar las rectas
paralelas y trasladar sobre ella algunos puntos de la figura, para lo que se debe
medir siempre la misma distancia sobre la recta.

52. Dibuja en tu cuaderno una figura y utiliza escuadra y cartabdn para
trasladarla 5 centimetros hacia la derecha.

53. Dibuja en tu cuaderno una figura. (Si no se te ocurre ninguna otra, dibuja la letra G). Coloca encima
un papel vegetal y calcala. Desplaza en linea recta el papel vegetal y vuelve a calcar la figura. Las dos

figuras que has obtenido, ¢étienen todas sus medidas, tanto

longitudes como angulos, iguales? Traza las rectas que unen pares de
puntos correspondientes, ¢cOmo son esas rectas? ¢Qué trayectoria
han seguido los puntos en el desplazamiento?

54. Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una
traslacion una recta, una circunferencia, un segmento, un tridngulo,
dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢éEn qué se
transforman? Analiza los resultados.

55. Observa este friso de un templo de Camboya. Es una figura
gue se repite por traslacién. ¢Qué direccién tiene el vector de

Un friso en Camboya

traslacion? éDe donde a donde iria?

5.2. Traslaciones en el espacio
Las traslaciones en el espacio tienen las mismas propiedades que las traslaciones en el plano.
Imagina un avién que se mueve. El avidn se traslada.
Una traslacién en el espacio, igual que una traslacién en el plano, es el movimiento que consiste en
deslizar un objeto segln una direccidn. La traslacion estd determinada por la distancia que se traslada,
la direccidn de la recta sobre la que se traslada, y por su sentido. Por tanto:
Para determinar una traslacién en el espacio basta conocer su vector de traslacion.
La Unica diferencia es que ahora el vector de traslacién tiene tres componentes: AB = (a, b, c).
Ejemplo:
4 Para trasladar el punto P (2, 4, —1) mediante la traslacién de vector AB = (-3, 5, 2), simplemente
sumamos las coordenadas:
P=(2-3,4+5,-1+2)=(-1,9,1).

La traslacién en el espacio no deja ningln punto invariante.

56. En edificacion se utilizan mucho las traslaciones. Piensa en las ventanas de
un edificio y elige una. {Puedes obtener otra distinta mediante traslacion?
Haz un dibujo que represente esta situacion.

57.En la fachada de esta torre mudéjar de Teruel podemos ver distintas
traslaciones. En la parte superior hay dos conjuntos de cuatro ventanitas.
Uno es trasladado del otro. Y cada ventanita forma a las otras cuatro

mediante una traslacién. Al seguir bajando, los dos arcos se trasladan
formando otros dos arcos. Observa, en este caso todas las traslaciones tienen un vector de
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traslaciéon horizontal. Continta describiendo las traslaciones que ves en el diseio de esta torre.

5.3. Giros en el plano

Son las 4 en punto. Si retrasamos el reloj 15 minutos, la manecilla
de los minutos ha girado un dngulo de 90° en sentido positivo.

Para determinar un giro o rotacion es necesario conocer un punto,
O, el centro de giro; un angulo a y el sentido de giro de ese angulo.

Existe el acuerdo de considerar positivo (+) al sentido contrario de
las agujas de un reloj y sentido negativo (—) el de las agujas del

reloj.

Si A’ es el punto girado de A, con centro O y dngulo o, entonces: |0Al = [oa’] y el segmento OA forma
un angulo o con OA’.

Para girar una figura se giran los puntos que la forman.
Ejemplo:

4 Si han pasado 15 minutos la manecilla de los minutos ha girado —90° (90° en sentido negativo),
cuando pase media hora habra girado —180°, y si sélo pasan 10 minutos habra girado —60°.

Actividades resueltas
A

- —

Para dibujar rotaciones en el cuaderno puedes utilizar un
transportador de angulos y un compas.

4 Para girar la letra L seglin un giro de centro C y angulo 60°,
tomamos varios puntos de la figura, en este caso los puntos A,
By C. Con el compds haciendo centro en C trazamos arcos, y Al
sobre ellos, utilizando el transportador, medimos 60°.
Obtenemos los puntos B’y A’.

La nueva letra L mantiene las distancias: BC = B'Cy AB = A’B’. B'
También mantiene los dangulos: el angulo ABC es recto, y el nuevo
angulo A’B’C también es un angulo recto y con la misma

orientaciéon que el anterior. En general:

Los giros mantienen las distancias, por lo que son isometrias o
movimientos. Mantienen los angulos y el sentido de los angulos,
por lo que son movimientos directos.

Para saber si dos figuras son dos figuras giradas trazamos las
mediatrices de los puntos correspondientes y todas ellas deben
cortarse en un mismo punto, el centro de giro. Con el
trasportador de angulos podemos entonces medir el angulo de
giro.

Actividades resueltas

4 Trazamos el segmento BB’ y su mediatriz. Trazamos el

segmento AA’ y su mediatriz. Ambas mediatrices se cortan en el punto C, que es el centro de giro.
El angulo que forman las mediatrices es de 60°.
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58. Dibuja en tu cuaderno un punto O y otro punto distinto A. Gira al punto A con centro en O un dngulo
de 30° en sentido positivo y denomina A’ el punto girado.

59. Dibuja en tu cuaderno un punto O y dos segmentos, uno OA que pase por O, y otro BC que no pase
por O. Dibuja los segmentos girados OA’ y B’C’ del giro de centro O y angulo 60°.

60. Dibuja en tu cuaderno el tridngulo de vértices A (4, 2), B (3, —2) y C (5, 0). Dibuja el tridngulo que se
obtiene al girarlo con centro en el origen de coordenadas un angulo de 90° en sentido positivo.
¢Cuales son las coordenadas de los vértices A', B' y C' del triangulo girado?

61. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante un giro, una recta, una circunferencia, un
segmento, un tridngulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué se transforman?
Analiza los resultados.

5.4. Composicion de giros. Elementos invariantes

Ejemplo:

A

#+ Si giramos la letra L con centro C, 60° en sentido positivo y
luego, también con centro C, 30° en sentido positivo, la
figura obtenida esta girada respecto a la primera 90° con el
mismo centro de giro. En general:

La composicion de dos giros del mismo centro es otro giro del
mismo centro y de angulo, la suma de los dngulos de giro.

#+ Si una vez girada nuestra letra L 30° en sentido positivo, la
giramos, con el mismo centro de giro, 30° en sentido
negativo, équé ocurre? En efecto, hemos vuelto a la
posicion inicial. Se dicen que son giros inversos y que al
componerlos tenemos la identidad, ya que no nos
movemos.

Un giro de centro O y angulo a es el giro inverso al giro del mismo centro O y dngulo —a..

Observa que la composicién de giros de distinto centro no es conmutativa, pues depende del orden en
gue hagamos los giros.

Actividades resueltas

% Pensemos ahora en qué elementos deja invariantes un giro de centro O y dngulo de giro que no sea
0° ni 180°. ¢Deja alguna recta invariante? ¢Hay alguna recta del plano que no se mueva? No, todas
giran. No hay rectas invariantes. ¢Y puntos? ¢Algun punto del plano no se mueve al girar? Si, el
centro de giro queda invariante. El centro de giro se transforma en
si mismo.

En un giro de centro O y angulo distinto de 0° y de 180°, el Unico
elemento invariante es un punto, el centro de giro.

Centro de giro: Centro de giro es un punto de una figura plana tal que,
al girar un cierto dngulo, la figura coincide consigo misma.

Observa que el rosetdn del centro de este mosaico tiene un centro de
giro de 60°. Si lo giramos 60°, vuelve a coincidir. También si lo giramos 120° o 180° o 240° o 300°.
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5.5. Simetria central en el plano. Centro de simetria

La simetria central de centro O en el plano es un giro de ese centro O y angulo 180°. En el plano, la
simetria central es, por tanto, un movimiento que ya conocemos. Observa que la simetria central es,
por tanto, un movimiento directo.

Si P' es el simétrico de P en la simetria central de centro de simetria O, entonces, O es el punto medio
del segmento PP'.

Actividades resueltas

#+ Dos puntos Py P’ son simétricos respecto del origen de coordenadas si tanto sus abscisas como sus
ordenadas son opuestas. Asi, el simétrico respecto del origen del punto (-2, 4) es el punto (2, —4).

#+ Construye el simétrico, respecto a una simetria central de centro (2, 3), de un poligono:

El simétrico del punto A (8, 1) es el punto A’ (—4, 5). Has visto que se ha trazado la recta OA. Con
centro en O y radio OA se traza un arco de circunferencia que corta a la recta OA en A’. Lo mismo
para obtener el simétrico de los otros vértices del poligono. Si los otros vértices son B (12, 7), C (9,
10), D (5, 8) y E (7, 6), écuales son sus simétricos respecto a la simetria central de centro (2, 3)?

+ ¢Qué elementos deja invariantes una simetria central? Deja invariante el centro de simetria y todas
las rectas que pasan por el centro de giro.

Centro de simetria: Un punto O es un centro de simetria de una figura si todo punto de ella tiene como
transformado por la simetria central de centro O, otro punto de la figura. La simetria central transforma
la figura en ella misma.

Ejemplo:

+ El mosaico de la Alhambra del margen tiene simetria central.

#+ El circulo, el cuadrado, el rectdngulo tienen centro de simetria, sin
embargo, un triangulo nunca tiene centro de simetria.

#+ Los poligonos regulares con un nimero par de lados tienen centro

_ de simetria.
3
N + El pentadgono regular, no lo tiene.
o @ o
- Actividades resueltas
P — ar\ + Aplicamos a la letra L un giro de 90° y luego otro giro también de 90°.
- La composicién de un giro de 90°, con otro del mismo centro y 90°, es un giro
' de 180°. El punto P primero se transforma en P’y luego en P”. Si unimos cada

punto de la figura con su transformado por la composicién de los dos giros, la
recta OP se transforma en la OP”, que es la misma recta. Los puntos Q, O y Q” también estan
alineados. Las rectas que pasan por el centro de simetria son invariantes.
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62. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera Py P’. Encuentra su centro de simetria.

63. (Qué ocurre al aplicar un giro de 60° a una figura? ¢Hay rectas invariantes? ¢Y en un giro de 180°?
Las rectas que pasan por el centro de giro, éen qué rectas se transforman? ¢Y con un giro de 0°? ¢Y
con un giro de 360°7?

64. Dibuja un triangulo ABC y su simétrico A'B’C’ respecto un punto O. ¢Como son sus lados? ¢Son
iguales? ¢Y sus angulos? ¢Se mantiene el sentido de los angulos? Comprueba como es el angulo ABC
y el angulo A'B’C’. ¢ Es un movimiento directo?

65. Vamos a analizar las letras mayusculas. Indica cudles de las siguientes letras no tienen simetria
central y cuales si la tienen, indicando entonces su centro de simetria: B, H, N, O, P, S, T, X, Z.
Recuerda, buscas un punto tal que la simetria central de centro ese punto deje invariante a la letra.

5.6. Giros en el espacio

Al abrir o cerrar una puerta, ésta gira, las patillas de las gafas giran, las
ruedas de un coche giran... Observa que para determinar un giro en el
espacio necesitas, ademas del angulo (y su sentido), conocer el eje de
giro. Recuerda, en el plano teniamos un centro de giro, un punto,
ahora un eje de giro, una recta.

Piensa en otros ejemplos cotidianos de giros en el espacio.

Cuando giras una puerta, ¢cambia el sentido de sus angulos?

Naturalmente que no. Los giros en el espacio son movimientos directos.

+ ¢Qué puntos se transforman en si mismos? El giro en el espacio deja invariantes a los puntos del eje
de giro.

Eje de giro: Eje de giro de una figura, en el espacio, es una recta imaginaria tal, que al girar la figura un

cierto angulo, coincide consigo misma.

5.7. Simetria central en el espacio. Centro de simetria

Una figura tiene simetria central si al unir cada uno de sus puntos con el centro se obtiene otro punto
de la figura.

Si P'es el simétrico de P en la simetria central de centro O, entonces, O es el punto medio del segmento
PP'.

La simetria central en el espacio no es un giro. Ademads, solo deja un punto invariante, el centro (no una
recta)

Centro de simetria: Un punto O es un centro de simetria de una figura si todo punto de ella tiene como
transformado por la simetria central de centro O, otro punto de la figura.

Ejemplos:

#+ La esfera, el cubo tienen centro de simetria, el tetraedro, no.

#+ Elcilindro tiene centro de simetria. El cono no tiene centro de simetria.
+ Un prisma regular tiene centro de simetria. Una pirdmide, no.

66. Escribe cinco ejemplos de objetos del espacio que giren.
67. Mediante un giro en el espacio, éen qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? ¢Y un cono? ¢Y dos
planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.
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5.8. Simetrias axiales. Eje de simetria

+ La mariposa de la figura es simétrica respecto del eje
de simetriar.

Para determinar una simetria (simetria axial) es necesario
conocer el eje de simetria.

Si P' es el simétrico de P respecto de la simetria axial de eje r,
entonces r es la mediatriz del segmento PP’

La simetria axial conserva todas las longitudes y la magnitud
de los angulos, pero cambia el sentido de estos. Por eso no es

posible hacer coincidir una figura con su simétrica (a no ser que las propias figuras sean simétricas).

La simetria es por tanto un movimiento inverso.

Actividades resueltas

+ Para hallar el simétrico del punto P respecto del eje de simetria r, § .
utiliza un compas y haciendo centro en P con radio suficientemente .
grande traza un arco de circunferencia que corte a r en dos puntos, | '

Ay B. Sin variar de radio y con centro en A y en B traza otros dos = B

arcos que se cortan en P’, simétrico de P respecto a r. Observa que e J,:";

PAP’B es un rombo pues sus cuatro lados son iguales, por lo que L s NN :
sabemos que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en el ' ’*«_\J. i
punto medio. RS s

+ Dibuja el punto simétrico de otro utilizando regla y escuadra:

Tenemos el eje de simetria y queremos encontrar el simétrico del
punto P (4, 1). Dibujamos el punto P (4, 1) en un sistema de coordenadas y tomamos la escuadra.
Apoyamos la escuadra sobre el eje de simetria y hasta que toque al punto. Trazamos una recta auxiliar,
perpendicular al eje y que pase por el punto P. Medimos la distancia del punto al eje y llevamos esa
longitud sobre la recta auxiliar, y ya tenemos el punto simétrico.

+ También puedes obtener figuras simétricas doblando un papel. El doblez es el eje de simetria. Si

dibujas una figura, doblas el papel y la calcas obtienes la figura simétrica.

Otra forma es doblar un papel y recortar una figura: se obtiene una figura simétrica respecto al doblez.

Dos puntos simétricos respecto del eje de ordenadas tienen la misma ordenada y sus abscisas son

opuestas. Dos puntos simétricos respecto del eje de abscisas tienen la misma abscisa y sus ordenadas
son opuestas.

Eje de simetria de una figura

Si la recta r es un eje de simetria de una figura entonces todo punto de esa figura tiene
como transformado por la simetria de eje r a otro punto de dicha figura.
Ejemplos:

* Un tridngulo isdsceles tiene un eje de simetria y un triangulo equilatero, tres.

antf? * Un rectangulo o un rombo tienen dos ejes de simetria, y un cuadrado cuatro.

* Un circulo tiene una infinidad de ejes de simetria (todos sus didmetros).
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68. Indica cuales de las siguientes letras mayusculas son simétricas, y si lo son, indica si sus ejes de
simetria son horizontales o verticales: A, B,D,F, K, M, N,R, T, U, V, W, Z.

69. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante una simetria, una recta, una circunferencia,
un segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. éEn qué se
transforman? Analiza la respuesta.

70. Dibuja un rectangulo ABCD. Dibuja el eje de simetria que transforma AB en CD, y el eje de simetria
gue transforma AD en BC.

71. Dibuja un hexagono regular y dibuja sus ejes de simetria. ¢ Cuantos tiene? Tiene 6. Describelos.

72. Dibuja un pentagono regular y sus ejes de simetria. ¢ Cuantos tiene? Describelos.

5.9. Simetria especular en el espacio. Plano de simetria

Muchos muebles son simétricos: muchas mesas, muchas sillas... Muchos
animales son casi simétricos. Los coches, los aviones, los trenes son
simétricos. Si nos miramos en un espejo vemos una imagen reflejada que es
simétrica a la nuestra. Muchos edificios son casi simétricos o tienen
elementos de simetria.

Para determinar una simetria en el espacio es necesario conocer un plano,
el plano de simetria.

Una simetria en el espacio deja invariantes los puntos pertenecientes al plano de simetria. Deja
invariante las rectas ortogonales al plano de simetria, y deja invariante al plano de simetria.

Plano de simetria: El plano de simetria de una figura es un plano
imaginario tal, que todo punto de la figura se transforma por la simetria
respecto de ese plano en otro punto de dicha figura.

La torre con la puerta del margen tiene un plano de simetria.

Un plano de simetria es como un espejo que refleja exactamente un
fragmento de la figura en el otro fragmento.

Actividades resueltas

Construye poliedros regulares, con cartulina, con pajitas, con ..., para comprobar lo que sigue:

4+ Analizamos el plano de simetria del cubo de la ilustracién del
margen. Vemos que pasa por los puntos medios de las aristas.
¢Cuantos planos de simetria hay similares a este? Como el cubo
tiene 12 aristas y cada plano pasa por 4 hay 3 de este tipo. Otro
plano de simetria pasa por una diagonal de una cara, una arista,
otra diagonal y otra arista. ¢ Cuantos hay de ese otro tipo? Como
el cubo tiene 12 aristas y tomamos 2, hay 6 de ese tipo.

73. Escribe cinco objetos que estén a tu alrededor que sean simétricos e indica su plano de simetria.
Mira en el aula y busca simetrias. ¢Son simétricas las sillas, la lampara, la ventana, las mesas...?
¢Cudl es su plano de simetria?
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5.10. Uso de Geogebra para analizar las isometrias en el plano

Vamos a utilizar el programa Geogebra para estudiar los movimientos en
el plano. Estudiaremos las traslaciones y la simetria axial.

Actividades resueltas

Traslacion

(OI"‘

#+ Utiliza Geogebra para estudiar vectores y traslaciones.
e En un archivo de Geogebra Visualiza los ejes, la cuadricula y la ventana algebraica.

e Con la herramienta Nuevo Punto define el origen de coordenadas como A y el punto de coordenadas
(6, 2) como B. y con la herramienta Vector entre dos
puntos determina el vector u de origen A y extremo B s
que tendra coordenadas (6, 2). "

e Define con Nuevo Punto C(—4,1),D(-1,2)yE(-3,3)y & .f.' 37
con Poligono dibuja el tridngulo que tiene por vértices . o 5
estos puntos. ) adl /
» Observa que los puntos que has dibujado | /,/

aparecen en la ventana algebraica como objetos
libres y el triangulo como objeto dependiente.

e Utiliza la herramienta Trasladar objeto acorde a vector para trasladar el tridngulo CDE segun el vector
u, se obtiene el tridngulo C’'D’F’.

74. i Qué tipo de cuadrilateros son los poligonos ACC’B, ADD’B y AEE’B?
75. Comprueba en la ventana algebraica que:
a) Las coordenadas de los puntos C, D’ y E’ se obtienen respectivamente al sumar a las
coordenadas de los puntos C, D, y E las coordenadas del vector w.
b) La longitud de cada lado del tridngulo es la misma que la de su trasladado y las areas de los
triangulos CDE y C’'D’E’ coinciden

e Dibuja con Recta que pasa por 2 puntos, la recta
a que pasa por los puntos por Cy Dy comprueba,
con la ecuacién de la recta, que C’y D’ estan en la
misma recta.

e Traslada ahora la recta a segun el vector u,
aparece, denominada b, la misma recta.
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+ (JQué propiedad tiene la recta a para que permanezca invariante mediante la traslacion? Una
conjetura es que la recta a es paralela al vector u.

e Para comprobar la conjetura define un Nuevo Punto F (-1, 1) y con Recta paralela dibuja una recta f
gue pase por Fy paralela al vector u.

e Traslada la recta f segln el vector u y verds que aparece la recta g que coincide con ella. Dibuja otras
rectas paralelas al vector u y comprueba que la traslacion las deja invariantes.

e Mueve con el puntero el punto B, para que el vector u tenga distinta direccién y observa como la
recta a ya no tiene la misma direccidén que el vector u y su trasladada, la recta b, es distinta y paralela
a ella, sin embargo, la recta f tiene la misma direccién que el vector u y su trasladada g coincide con
ella.

76. Investiga si algun punto del plano permanece invariante mediante traslaciones segun diferentes
vectores.

Simetria axial
+ Utiliza Geogebra para estudiar las propiedades de la simetria axial.

e Abre una nueva ventana de Geogebra y visualiza los ejes, la cuadricula y
la ventana algebraica.

e Con la herramienta Nuevo Punto define A (-2, 0) y B (0, 1) y con Recta
que pasa por 2 puntos, ]
dibuja la recta g que pasa

por Ay B, que sera el eje de simetria.

0:,‘.

e Determina el punto C (1, 4) y con la herramienta Refleja
objeto en recta, su simétrico con respecto a la recta a,
gue es el punto D (3, 0).

e Con la herramienta Distancia comprueba que la distancia
del punto C a la recta a coincide con la del punto D a

dicha recta.

e Dibuja con Segmento entre dos puntos el que une los Al
puntos Cy D.

e Con la herramienta Angulo calcula la medida del angulo que forman el segmento CD y la recta a para
verificar que son perpendiculares.

Las siguientes propiedades, que acabas de comprobar, caracterizan la simetria axial:
12: Las distancias de un punto y de su simétrico al eje de simetria coinciden.

22: El segmento que une un punto y su simétrico es perpendicular al eje de simetria.
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e Con la herramienta Refleja objeto en recta
halla el simétrico de los puntos A y B con
respecto al eje a y comprueba que A y su
simétrico de E coinciden lo mismo que By F.
Prueba con otros puntos de la recta a para
verificar que todos los puntos del eje resultan
invariantes mediante una simetria axial con
respecto a este eje. Verifica, también, que el
eje, la recta a, y su simétrica la recta b
coinciden.

e Utiliza Recta perpendicular para trazar la
recta ¢, perpendicular al eje a que pasa por el
punto B.

e Calcula la recta simétrica de la recta ¢ con
respecto al eje g, se obtiene la recta d que
coincide con c.

e Mejora el aspecto de la construccion dibujando el segmento CD y las rectas ¢ y d con trazo
discontinuo. Haz clic con el botén derecho del ratén sobre el elemento o su ecuacién y en
Propiedades, Estilo, elige un trazo discontinuo.

77. iCuales son los puntos invariantes de una simetria axial? ¢Y las rectas invariantes?

78. Utiliza la herramienta Rota objeto en torno a un punto, el dngulo indicado para estudiar los giros en
el plano. Define un punto O como centro de giro, por ejemplo, el centro de coordenadas. Define tres
puntos para determinar con Angulo uno de 45°.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman mediante este giro.
b) Investiga si al realizar un giro existen puntos y/o rectas que permanecen invariantes.

79. Utiliza la herramienta Refleja objeto por punto para estudiar la simetria central. Define un punto O
como centro de simetria, por ejemplo, el centro de coordenadas.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman por una simetria central.
b) Comprueba que una simetria central equivale a un giro de 180°.

c) Investiga si en una simetria central hay puntos y/o rectas que permanecen invariantes.
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Grace Chisholm Young (1868 - 1944)

Grace Chisholm Young nacié el 15 de marzo de 1868, cerca de Londres, Inglaterra,
durante el reinado de la reina Victoria. Para hacernos una idea sobre el estado de Ila
educacion en esa época recordemos que hacia 1881, el 20 % de la poblacién de
Inglaterra todavia no sabia escribir su nombre.

Era la mas pequeia de cuatro hermanos (tres supervivientes) y también la mas
consentida. Sélo le ensefaban lo que queria aprender y en este sentido su educacion fue
un tanto informal. Le gustaba el cdlculo mental y la musica. Sin embargo, fue una
preparacion suficiente para, a los 17 afios, pasar los examenes de Cambridge (Cambridge
Senior Examination). Estudié Matematicas, pero para doctorarse fue
a Gottingen donde se doctord en 1895. En 1896 se casé con William
Young con el que tuvo seis hijos. Ocupd mucho de su tiempo en Iz
hijos.
Escribio libros y muchos articulos. Escribié Primer libro de Geometria
En él Grace escribia que la geometria en dimension tres recibia,

en primaria y en secundaria, mucha menos atencién que la
geometria del plano. Opinaba que esto no debia ser asi porque
geometria plana es mds abstracta que la tridimensional”, pues
geometria tridimensional era mas natural. Pero admitia, sin embargo, muy dificil
representar figuras tridimensionales en una superficie bidimensional como es una pégina
de un libro, y consideraba que ésta era la razén por la no se trabajaba (y actualmente
tampoco se trabaja) adecuadamente. Grace opinaba que el alumnado debia construir
figuras espaciales, por lo que incluyé en su libro muchos diagramas de figuras
tridimensionales para ser recortados y construidos. Opinaba que esa era la forma en que
el alumnado debia familiarizarse con las propiedades de estas figuras y que utilizdndolas,
con su ayuda, podia visualizar los teoremas de la geometria tridimensional.

"

forma que los colores sean los mismos en las dos partes de cada una de las f
aristas. é¢Cual de ellos lo verifica?

de un cubo? desarrollo de la figura, écual
; ?
A B) C ] f sera la letra opuesta a F?
L] |
H | | B D
| | | |alB |C
| ] —_— F
/ A partir de uno de estos desarrollos bicolores, se puede fabricar un cubo, de E

CURIOSIDADES. REVISTA &0

N

’ ¢Cuadl de las siguientes figuras no representa el desarrollo\ G formar un cubo con el

\

.

&) B) q) D) E]

Haz el desarrollo
PN J
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RESUMEN

Teorema de
Pitagoras en el
espacio

Teorema de Tales:

D*=a*+b*+c?

a=2, b =3, c=4, entonces
D*=4+9+16=29
D= .29 =5.4.

Dadas dos rectas, ry r’, que se cortan en el punto O, y dos rectas paralelas

entre si, ay b. Sila recta a corta a las rectas ry r’en los puntos Ay C, y la recta

b corta a las rectas ry r’ en los puntos By D, entonces los segmentos
correspondientes son proporcionales

Un poliedro regular es un poliedro en el que todas sus caras son poligonos

Poliedros regulares iguales y en el que sus angulos poliedros son iguales.
regulares Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y
dodecaedro
A stera = Perimetro 4., . Altura ; .
Prismas Atotal = Area Lateral + ZAI’E(J Base , l ﬂ
b Volumen = Area ,,, .Altura
= Perimetrog,, . ADOteMa,imige
ALateraI =
2
Piramides Atota/ = Area Lateral T Area Base
Area .. . Altura T e
Volumen = """593 —_—
2
Aterat = 2TRH; Agw = 27RH + 27R
Cilindro Volumen = Area ,,, -Altura
_ 2
ALateraI: nRG’A[otal_ ﬁRG+7Z.R
Cono i
Area . Altura
Volumen = ———bae '~ — —
3
_ 2. 4
Esfera Acar = 47 RS volumen = Zrg?

Ecuaciones de la
recta en el plano

Ecuacion explicita: y = mx + n.
Ecuacion implicita: ax+ by + c=0
X=a, +tv,

Ecuacién paramétrica:
y=a, +tv,

Ecuaciones de la
recta y el plano
en el espacio.

Ecuacion implicita de un plano: ax + by + cz+d =0

X=a, +tv,
Ecuacion paramétrica de unarecta: {y =a, +1v,
z=a,+tv,
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Teorema de Pitdgoras y teorema de Tales

1. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 cm.

2. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 m.

3. Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 15 cm y altura 6 cm.

4. Dibuja un paralelepipedo cuyas aristas midan 4 cm, 5 cm y 6 cm que no sea un ortoedro. Dibuja
también su desarrollo.

5. Siel paralelepipedo anterior fuera un ortoedro, écudnto mediria su diagonal?

6. Unvaso de 11 cm de altura tiene forma de tronco de cono en el que los radios de
las bases son de 5y 3 cm. {Cuanto ha de medir como minimo una cucharilla para
gue sobresalga del vaso por lo menos 2 cm?

7. ¢Es posible guardar en una caja con forma de ortoedro de aristas 4 cm, 3 cmy 12
c¢m un boligrafo de 13 cm de longitud?

8. Calcula la diagonal de un prisma recto de base cuadrada sabiendo que el lado de Ia
base mide 6 cm y la altura del prisma 8 cm.

9. Siun ascensor mide 1.2 m de ancho, 1.6 m de largo y 2.3 m de altura, ¢es posible
introducir en él una escalera de 3 m de altura?

10. ¢ Cual es la mayor distancia que se puede medir en linea recta en una habitacion que tiene 6 m de
ancho, 8 m de largo y 4 m de altura?

11. Calcula la longitud de la arista de un cubo sabiendo que su diagonal mide 3.46 cm.

12. Calcula la distancia maxima entre dos puntos de un tronco de cono cuyas bases tienen radios 5cm y
2 cm, y altura 10 cm.

13. En una pizzeria la pizza de 15 cm de didmetro vale 2 € y la de 40 cm vale 5 €. ¢{Cual tiene mejor
precio?

14. Vemos en el mercado una merluza de 30 cm que pesa un kilo. Nos parece un poco pequefia y
pedimos otra un poco mayor, que resulta pesar 2 kilos. ¢ Cuanto medira?

15. En un dia frio un padre y un hijo pequefio van exactamente igual abrigados, ¢ Cudl de los dos tendra
mas frio?

Longitudes, areas y voliumenes

16. Identifica a qué cuerpo geométrico pertenecen los siguientes desarrollos:

17. ¢ Podr3 existir un poliedro regular cuyas caras sean hexagonales? Razona la respuesta.

18. { Cuantas diagonales puedes trazar en un cubo? ¢Y en un octaedro?

19. ( Puedes encontrar dos aristas paralelas en un tetraedro? ¢Y en cada uno de los restantes poliedros
regulares?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

Utiliza una trama de cuadrados o papel cuadriculado, y busca todos los disefios de seis cuadrados
que se te ocurran. Decide cuadles pueden servir para construir un cubo

El tridngulo de la figura se ha plegado para obtener
un tetraedro. Teniendo en cuenta que el tridngulo
no esta pintado por detrds, écudl de las siguientes
vistas en perspectiva del tetraedro es falsa?

Un prisma de 8 dm de altura tiene como base un
tridngulo rectangulo de catetos 3 dmy 4 dm. Calcula "A A m [A
las areas lateral y total del prisma.

Dibuja un prisma hexagonal regular que tenga 3 cm

de arista basal y 0.9 dm de altura y calcula las areas de la base y total.

Un prisma pentagonal regular de 15 cm de altura tiene una base de 30 cm? de &rea. Calcula su
volumen.

Calcula el area total de un ortoedro de dimensiones 2.7 dm, 6.2 dmy 80 cm.

Calcula la superficie total y el volumen de un cilindro que tiene 7 m de altura y 3 cm de radio de la
base.

Calcula el area total de una esfera de 7 cm de radio.

Calcula el apotema de una piramide regular sabiendo que su area lateral es

de 150 cm? y su base es un hexdgono de 4 cm de lado.

Calcula el apotema de una pirdmide hexagonal regular sabiendo que el

perimetro de la base es de 36 dm y la altura de la piramide es de 6 dm.

Calcula también el area total y el volumen de esta pirdmide. \
Un triangulo rectdngulo de catetos 12 cm y 16 cm gira alrededor de su N N g
cateto menor generando un cono. Calcula el area lateral, el area total y el '
volumen.

Tres bolas de metal de radios 15 dm, 0.4 my 2 m se funden en una sola, ¢ Cudl serd el didmetro de la
esfera resultante?

¢Cual es la capacidad de un pozo cilindrico de 1.50 m de diametro y 30 m de profundidad?

33.iCuanto cartdon necesitamos para construir una pirdamide
cuadrangular regular si queremos que el lado de la base mida 12 cm
[ N
y que su altura sea de 15 cm?
34. Calcula el volumen de un cilindro que tiene 2 cm de radio de la base
y la misma altura que un prisma cuya base es un cuadrado de 4 cm 800 cm?’
de lado y 800 cm? de volumen. : 2cm §
. 7 e ™ 3 < ! g ]
35. (Cual es el area de la base de un cilindro de 1.50 m de altoy 135 dm
de volumen?
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36. El agua de un manantial se conduce _
hasta unos depdsitos cilindricos que miden 10 .
m de radio de la base y 20 m de altura. Luego :
se embotella en bidones de 2.5 litros. ¢ Cudntos
envases se llenan con cada depdsito?

37. Calcula la cantidad de cartulina
necesaria para construir un anillo de 10 tetraedros cada uno de los
cuales tiene un centimetro de arista.

38. Al hacer el desarrollo de un prisma triangular regular de 5 dm de altura, resultd un rectdngulo de un
metro de diagonal como superficie lateral. Calcula el area total.

39. Determina la superficie minima de papel necesaria para envolver un prisma hexagonal regular de 2
cm de lado de la base y 5 cm de altura.

40. El ayuntamiento de Madrid ha colocado unas jardineras de piedra en
sus calles que tienen forma de prisma hexagonal regular. La cavidad interior,
donde se deposita la tierra, tiene 80 cm de profundidad y el lado del
hexagono interior es de 60 cm. Calcula el volumen de tierra que llenaria una
jardinera por completo.

41. Una habitacién tiene forma de ortoedro y sus dimensiones son
directamente proporcionales a los numeros 2, 4 y 8. Calcula el area total y el
volumen si ademas se sabe que la diagonal mide 18.3 m.

42. Un ortoedro tiene 0.7 dm de altura y 8 dm? de d&rea total. Su longitud
es el doble de su anchura, écual es su volumen?

43, Si el volumen de un cilindro de 15 cm de altura es de 424 cm?, calcula el radio de la base del cilindro.

44. Han instalado en casa de Juan un depdsito de agua de forma cilindrica. El didmetro de la base mide
2 metros y la altura es de 3 metros. a) Calcula el volumen del depdsito en m3. b) ¢ Cuantos litros de
agua caben en el depésito?

45. Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma, la base es un cuadrado que tiene 10 cm de
lado. a) éCudl es, en cm?, el volumen del envase? b) Calcula la altura del envase en cm.

46. Una circunferencia de longitud 18.84 cm gira alrededor de uno de sus didmetros
generando una esfera. Calcula su volumen.

47. Una puerta mide 1.8 m de alto, 70 cm de ancho y 3 cm de espesor. El precio de
instalacion es de 100 € y se cobra 5 € por m? en concepto de barnizado, ademas
del coste de la madera, que es de 280 € cada m?3. Calcula el coste de la puerta si
solo se realiza el barnizado de las dos caras principales.

48. El agua contenida en un recipiente cénico de 21 cm de altura y 15 cm de diametro
de la base se vierte en un vaso cilindrico de 15 cm de didmetro de la base. ¢Hasta qué altura llegara

el agua?

49. Segun Arquimedes, équé dimensiones tiene el cilindro circunscrito a una esfera de 7 cm de radio
gue tiene su misma area? Calcula esta area.
50. ¢ Cudl es el volumen de una esfera en la que la longitud de una circunferencia maxima es 251.2 m?
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51. Calcula el area lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos

10cm

5cm

7cm i :
La base es cuadrada Tetraedro de 5cm de arista . Pirdmides construidas en el
Octaedro de 6cm de arista interior de una estructura

clbica de 5 dm de arista.

53. En la construccién de un globo aerostatico esférico de un metro de radio se emplea lona que tiene
un coste de 300 €/m?. Calcula el importe de la lona necesaria para su construccion.

54, Calcula el radio de una esfera que tiene 33.51 dm3 de volumen.

55. El Atomium es un monumento de Bruselas que reproduce una
molécula de hierro. Consta de 9 esferas de acero de 18 m de
didmetro que ocupan los vértices y el centro de una estructura
cubica de 103 m de diagonal, realizada con cilindros de 2 metros
de diametro. Si utilizamos una escala 1:100 y tanto las esferas
como los cilindros son macizos, équé cantidad de material
necesitaremos?

56. Se ha pintado por dentro y por fuera un depdsito sin tapadera de 8
dm de alto y 3 dm de radio. Teniendo en cuenta que la base sélo
se puede pintar por dentro, y que se ha utilizado pintura de
2 €/dm?, écuénto dinero ha costado en total?

57. Una piscina mide 20 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de alto.

a. ¢Cuantos litros de agua son necesarios para
20¢
) Ao llenarla?
b. ¢Cuanto costard recubrir el suelo y las

paredes con PVC si el precio es de 20 €/ m??

58. ¢Cual de las dos campanas extractoras de la figura
izquierda tiene un coste de acero inoxidable menor?

59. En una vasija cilindrica de 3 m de diametro y que
contiene agua, se introduce una bola. ¢Cudl es su volumen
si después de la inmersién sube 0.5 m el nivel del agua?
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67.
68.

69.

70.

71.

72.

73.

74,

75.

. El precio de las tejas es de 12.6 €/m? ¢ Cudnto costard retejar una vivienda cuyo tejado tiene forma
de piramide cuadrangular regular de 1.5 m de alturay 15 m de lado de la base?

Se enrolla una cartulina rectangular de lados 40 cm y 26 cm formando
cilindros de las dos formas posibles, haciendo coincidir lados opuestos. ¢ Cudl
de los dos cilindros resultantes tiene mayor volumen?

Cada uno de los cubos de la figura tiene 2 cm de arista. ¢Cuantos hay que
afiadir para formar un cubo de 216 cm? de volumen?

Un tubo de ensayo tiene forma de cilindro abierto en la parte superior y
rematado por una semiesfera en la inferior. Si el radio de la base esde 1 cmy
la altura total es de 12 cm, calcula cudntos centilitros de liquido caben en él.

El lado de la base de la pirdmide de Keops mide 230 m, y su altura 146 m. ¢{ Qué volumen encierra?

La densidad de un tapdn de corcho es de 0.24 g/cm?3, écudnto pesan mil tapones si los didmetros de
sus bases miden 2.5cmy 1.2 cm, y su altura 3 cm?

Comprueba que el volumen de una esfera es igual al de su cilindro circunscrito menos el del cono de
igual base y altura.

Calcula el volumen de un octaedro regular de arista 2 cm.

Construye en cartulina un prisma cuadrangular regular de volumen 240 cm?3, y de &rea lateral 240

cm?.

El cristal de una farola tiene forma de tronco de cono de 40 cm de altura y bases de radios 20 y 10
cm. Calcula su superficie.

cuatro pelotas de radio 3.5 cm. Calcula el espacio libre que hay en su

Un bote cilindrico de 15 cm de radio y 30 cm de altura tiene en su interior a
interior. )

Un embudo cénico de 15 cm de didmetro tiene un litro de capacidad, ¢cual
es su altura?

En un depdsito con forma de cilindro de 30 dm de radio, un grifo vierte 15 litros de agua cada
minuto. ¢ Cuanto aumentara la altura del agua después de media hora?

La lona de una sombrilla abierta tiene forma de piramide
octogonal regular de 0.5 m de altura y 40 cm de lado de la base.
Se fija un mastil en el suelo en el que se encaja y el vértice de la
piramide queda a una distancia del suelo de 1.80 m. En el
momento en que los rayos de sol son verticales, ¢qué area tiene
el espacio de sombra que determina?

Una pecera con forma de prisma recto y base rectangular se llena con 65 litros de agua. Si tiene 65
cm de largo y 20 cm de ancho, écual es su profundidad?

En un helado de cucurucho la galleta tiene 12 cm de altura y 4 cm didmetro. ¢ Cudl es su superficie?
Si el cucurucho esta completamente lleno de helado y sobresale una semiesfera perfecta, ¢ cuantos
cm? de helado contiene?
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Iniciacion a la Geometria Analitica

76.
77.
78.
79.
80.

81.

82.

83.

84.

85

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.
94.

Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3) y B(2, 5).
Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3, 4) y B(2, 5, 8).
Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5).
Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5, 0).

El vector u = (4, 5) tiene el origen en el punto A(3, 7). ¢Cuales son las coordenadas de su punto
extremo?

El vector u = (4, 5, 2) tiene el origen en el punto A(3, 7, 5). ¢Cuales son las coordenadas de su punto
extremo?

Dibuja un cuadrado de diagonal el punto A(2, 3) y C(5, 6). {Qué coordenadas tienen los otros
vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.

Dibuja un cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(4, 4, 4). {Qué coordenadas tienen los otros vértices del
cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y de la
diagonal del cubo.

Sea X(x, y) un punto del plano, y A(2, 4), escribe la expresién de todos los puntos X que distan de A
una distancia 3.

. Sea X(x, y, z) un punto del espacio, y A(2, 4, 3), escribe la expresion de todos los puntos X que distan

de A una distancia 3.

Escribe la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por el punto A(2, 7) y tiene como vector de
direccion u = (4, 5). Represéntala graficamente.

Escribe la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(2, 7) y B(4, 6), de forma explicita, implicita
y paramétrica. Represéntala graficamente.

Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(2, 4, 6) y B(5, 2, 8), de forma explicita, y
como interseccion de dos planos.

En el cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(5, 5, 5) escribe las ecuaciones de los planos que forman sus
caras. Escribe también las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices.

Escribe la ecuacion del cilindro de eje {y _0 y radio 3.

Escribe la ecuacion de la esfera de centro A(2, 7, 3) y radio 4.
X=5+t
Escribe la ecuacion del cilindro de eje, la recta y=1 vyradio?2.
z2=2
Escribe la ecuacidn de la circunferencia en el plano de centro A(3, 7) y radio 3.

Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior.
Escribe la ecuacién del cilindro.
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Movimientos

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

Transforma la letra L mediante dos isometrias consecutivas. ¢Puedes obtener el resultado final
mediante una Unica isometria? Analiza posibles situaciones.

Pliega una tira de papel como un acordedn. Haz algunos cortes y despliégala. Habras confeccionado
un friso. Senala en él todas las isometrias. Ensaya otros disefios de frisos.

Determina los ejes y centros de simetria de las siguientes graficas de funciones. Sefiala cuales son
pares y cuales impares. (Dibuja previamente su grafica).

b)y=x3 c)y=x*

Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetria, dibujalos en tu cuaderno e indica la forma de
determinarlos.

Un prisma recto de base un rectangulo, éitiene simetria central? ¢Tiene planos de simetria?
¢Cudntos? Describelos. ¢ Tiene ejes de giro? Describelos. ¢ De qué dangulos?

Una pirdmide regular de base un tridangulo equilatero, étiene simetria central? ¢Tiene planos de
simetria? ¢ Cuantos? Describelos. i Tiene ejes de giro? Describelos. ¢De qué angulos?

Piensa en los poliedros regulares. Copia la siguiente tabla en tu cuaderno y complétala:

a)y=x? dy=x

POLIEDRO

éTiene centro
de simetria?
SI/NO

éTiene ejes de
giro? SI/NO

éCuantos ejes de
giro tiene? ¢De
qué angulos?

éTiene planos
de simetria?
SI/NO

éCuantos planos
de simetria tiene?

Tetraedro

Cubo

Octaedro

Dodecaedro

Icosaedro

102.

103.
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Estudia las isometrias que dejan invariante a un tridngulo equildtero. Nombra sus vértices y sus
ejes de simetria. a) Aplica al tridngulo un giro de 120° y luego una simetria. ¢{Puedes obtener el
mismo resultado con una unica transformacion? b) Repite lo mismo con un giro de 240° y otra
simetria. ¢) Comprueba que siempre la composicién de un giro por una simetria es otra simetria. d)
Haz ahora un giro de 120° y otro de 240°, ¢qué obtienes? e) ¢Y con dos giros de 240°? f) Comprueba
que la composicion de dos giros del mismo centro es siempre un giro (o la identidad).

Al pasear por la ciudad, mirar el aula, en todo lo que nos rodea podemos ver como la Geometria
permite explicarlo. Mira este mosaico. Busca un motivo minimo, es decir, un trozo de mosaico que
te permite, mediante movimientos, recomponerlo. En el disefio
de este mosaico, é¢se han utilizado simetrias?

¢Hay simetrias de eje vertical?

¢Hay simetrias de eje horizontal?
¢Hay otros ejes de simetria? ¢ Cudles?
é¢Hay giros de 90°?

é¢Hay giros de 45°?

¢Hay traslaciones?

FEFEEEE
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AUTOEVALUACION
1. Las longitudes de los lados del triangulo de vértices A(2, 2) B(1, 4) y C(0, 3) son:

a)2,5,5 b) V2, V5, V5 A5, V2,2 d) V2, V3,45

2. En el tridngulo rectangulo de catetos 3 y 4 cm se multiplican por 10 todas sus longitudes. El area del
nuevo triangulo es:
a)6m? b) 6 dm? c) 60 cm? d) 0.6 m?

3. La altura de un prisma de base cuadrada es 20 cm y el lado de la base es 5 cm, su area total es:
a) 450 cm? b) 45 dm? c) 425 cm? d) 0.45 m?

4. Un depdsito de agua tiene forma de prisma hexagonal regular de 5 m de altura y lado de la base 1 m.
El volumen de agua que hay en él es:
a) 6042 m3 b) 452 m3 c) 300002 dm3 d)7.5J3 m3

5. El tejado de una caseta tiene forma de pirdmide cuadrangular regular de 0.5 m de altura y 1000 cm
de lado de la base. Si se necesitan 15 tejas por metro cuadrado para recubrir el tejado, se utilizan un
total de:

a) 1508 tejas. b) 150 tejas. c) 245 tejas. d) 105 tejas.

6. Una caja de dimensiones 30, 20 y 15 cm, estd llena de cubos de 1 cm de arista. Si se utilizan todos
para construir un prisma recto de base cuadrada de 10 cm de lado, la altura medira:
a)55cm b) 65 cm c)75cm d)90cm

7. El radio de una esfera que tiene el mismo volumen que un cono de 5 dm de radio de la base y 120
cm de altura es:

a)5 /3 dm b) 3/75 dm c) 150 cm d) 3/2 250 cm

8. Se distribuyen 42.39 litros de disolvente en latas cilindricas de 15 cm de altura y 3 cm de radio de la
base. El nimero de envases necesario es:

a) 100 b) 10 c)42 d) 45

9. La ecuaciéon de una recta en el plano que pasa por los puntos A(2, 5) y B(1, 3) es:
a)y=—-2x+1 b)3y —2x=1 cy=2x+1 d)y=-2x+09.

10. La ecuacién de la esfera de centro A(2, 3, 5) y radio 3 es:

a)x*—2x+y?’—3y+22-52+29=0 b) x2—4x +3y?—6y +522—-10z+29=0
c)x*—4x+y?—6y+22—10z+38=0 d) x*—4x +y? -6y +22-10z+29=0
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