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Capitulo 1: Numeros racionales
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

En este capitulo vamos a recordar muchas de las cosas que ya sabes de cursos anteriores, como las ope-
raciones con numeros naturales y enteros, las operaciones con fracciones y expresiones decimales. Es-
tudiaremos los nimeros racionales

Este chiste es de la Exposicion “Riete con las mates” del grupo de
innovacion educativa de la Universidad Politécnica de Madrid,
Pensamiento Matematico.
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Suma de infinitas fracciones.

El sentido comun te dice que si sumamos infinitos niUmeros positivos la suma tiene que ser infinita.
Pues, ino necesariamente!

1 1 1 1 1 . .
Te proponemos un reto, vamos a sumar E+Z+—+—+—+... donde cada fraccidn es la mitad de la

8 16
anterior. Los puntos suspensivos indican que esto no acaba nunca, en teoria deberiamos sumar y sumar
y seguir sumando de forma indefinida. En la practica no puede hacerse, pero para eso estan las mate-
maticas.

Coge la calculadora y empieza: 1:2 + 1:4 + 1:8 + 1:16 +1:32 + 1:64
Te da 0,984375 o si tienes suerte 63/64, isolo falta 1/64 para llegar a 1!

Suma ahora al resultado anterior 1/128, obtenemos 0,9921875 o lo que es lo mismo 127/128, sélo falta
1/128 para llegar a 1. Debes seguir, los siguientes numeros a sumar son 1/256, 1/512, 1/1024, ...

Si te has fijado nos acercamos cada vez mas a 1. Vale, no vamos a llegar nunca, pero si quisiéramos dar-
le un valor a la suma infinita de arriba, étu cual le darias?

Los matematicos le dan el valor 1.

Observa. Tienes una hoja de papel cuadrada de drea 1. La cortas por
2 la mitad, y dejas el trozo cortado encima de la mesa y el sin cortar en
tu mando. Vuelves a cortar por la mitad el trozo que tienes en tu
mano, y vuelves a dejar encima de la mesa el trozo cortado. Y sigues,
y sigues... Sumas los trozos de papel que tienes en la mesa. éPodria
alguna vez sumar mds de 1? No, evidentemente, son trozos de un
papel de drea 1. é{Alguna vez tendrias todo el papel encima de la
£ 2L mesa? Cada vez tienes menos papel en la mano, y mds en la mesa,
16 1 pero al cortar por la mita, nunca lo tendrias todo. Sin embargo, los
matematicos dicen que en el infinito esa suma vale 1.

[

Ahora tenemos una pizza y nos vamos a comer la pizza de “tercios
en tercios”, es decir, primero 1/3, después 1/3 de 1/3, luego 1/3 de
1/3 de 1/3, y asi sucesivamente...

1 1 1 1 _ !
—t—t+—+—+...= ' N
3 9 27 81 %

¢Cuanto crees que vale esta suma?

NN

=18




Capitulo 2: Potencias y raices
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

En este capitulo utilizamos los grandes nimeros, las potencias,
gue nos permiten describir de manera mas facil la inmensidad
del Universo, expresar sus distancias, la masa de los cuerpos
celestes, el numero de galaxias, estrellas y planetas.

También nos fijaremos en los pequefios nimeros, el mundo
microscopico expresado en forma de potencia de exponente
negativo.

Utilizaremos la notacién cientifica para grandes y pequefios
numeros.

Repasaremos las operaciones con potencias de exponente un numero natural, introduciendo las poten-
cias con exponentes negativos y racionales. Ya conocemos las potencias de base un numero natural,
ahora usaremos las mismas ideas utilizando bases de nimeros negativos y racionales. Ya conoces los
radicales, ahora veremos que un radical es una potencia de exponente un nimero fraccionario y que
podemos utilizar las propiedades de las potencias con ellos.

Este chiste es de la Exposicion “Riete con las mates” del grupo de innovacion edu-
cativa de la Universidad Politécnica de Madrid, Pensamiento Matematico.
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Células solares de silicio de tamafio
microscopico

El programa de Tecnologia Solar del
Departamento de Energia de Estados
Unidos, en su objetivo de conseguir
mayor eficiencia en la produccion de
energia solar, ha creado células mi-
croscopicas de silicio. Estas células
utilizan 100 veces menos material de
silicio policristalino de 20 micrometros
de grosor con un significativo coste
menor de fabricacion. Estas células
convierten casi un 15 % de la luz solar
en energia eléctrica.

i
:
‘.

La cruz de Einstein

éSabias que...

a las operaciones en notacion expo-
nencial también se las llama de
“coma flotante" porque el exponen-
te equivale a la posicion del deci-
mal? En los ordenadores, la potencia
de cdlculo se mide en mflops, o mi-
les de operaciones en coma flotante
por segundo, en ingles floating point
operations per secound, abreviado
"flops". Tu ordenador igual puede
hacer un millén de estas operacio-
nes por segundo, un "giga flops"!




La presencia de las bacterias
Se estima que existen 100 millones de bacterias, de 600 -especies diferentes, por
cada milimetro cubico de saliva y 40 millones de bacterias en un gramo de tierra.
Algunos cientificos calculan que en el interior de la Tierra podria haber hasta
100.000 billones de toneladas de bacterias, de manera que si todas estuvieran sobre
la superficie, cubririan nuestro planeta hasta una altura- de 15 metros. Hay mucha

mas vida en el interior que en el exterior.

En el Papiro de Ajmeed (1650 a.C.) se muestra
como los egipcios extraian raices cuadradas. En
la antigua India, en los manuscritos del
Baudhayana Sulba Sutra Aryabhata (800-500
a.C.) se anota un método para calcular raices
cuadradas.

En Europa, no se han encontrado referencias
antes de Cataneo (1546). El simbolo de la raiz
cuadrada fue introducido en 1525 por el mate-
matico Christoph Rudolff, y es una forma estili-

zada de la r minudscula.

e s



Capitulo 3: Sucesiones
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

¢Qué tienen en comun conceptos tan dispares como el nimero de
conejos hijos engendrados por una pareja de conejos, la estructura
de un copo de nieve o el interés que obtenemos al depositar deter-
minada cantidad de dinero en una entidad financiera?

Detras de estos casos nos encontramos con el concepto de sucesion.
Las sucesiones numéricas tienen gran importancia y utilidad en mu-
chisimos aspectos de la vida real, alguno de los cuales irds descu-
briendo a lo largo de este tema.

Este chiste es de la Exposicion “Riete con las mates” del grupo de innovacién edu-
cativa de la Universidad Politécnica de Madrid, Pensamiento Matematico.
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A) El inventor del ajedrez

Ya vimos en el capitulo sobre potencias la leyenda sobre el ajedrez. Ahora
puedes utilizar tus conocimientos sobre progresiones para hacer los calculos:

Cuenta la leyenda como el inventor del ajedrez presentd su invento a un
principe de la India. El principe quedd tan impresionado que quiso premiarle
generosamente, para lo cual le dijo: "Pideme lo que quieras, que te lo daré".

El inventor del ajedrez formuld su peticiéon del modo siguiente:

"Deseo que me entregues un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos por la segunda, cua-
tro por la tercera, ocho por la cuarta, dieciséis por la quinta, y asi sucesivamente hasta la casilla 64".

La sorpresa fue cuando el secretario del principe calculd la cantidad de trigo que representaba la peti-
cion del inventor, porque toda la Tierra sembrada de trigo era insuficiente para obtener el trigo que
pedia el inventor.

¢Qué tipo de progresion se utiliza? ¢ Aritmética o geométrica? ¢Cual es la razén?
¢Cuantos trillones de granos de trigo pedia aproximadamente?
¢Podrias hallar el total de granos de trigo utilizando férmulas y usando la calculadora?

1+2+22+234... +2624263

Potencias de 2 en el tenis

Las potencias de 2 también aparecen en los torneos de tenis. En muchos

torneos se enfrentan los jugadores de la siguiente forma: En la final jue-
gan dos jugadores; en la semifinal hay cuatro; en los cuartos de final hay
ocho jugadores. Asi, en cada ronda adicional la cantidad de jugadores se

duplica, tal como ocurria con los granos de trigo en el tablero de ajedrez.

Si el torneo tuviera 25 rondas, éte imaginas cuantos habria? Pues,ii po-
drian participar casi todos los habitantes de Espafia!! y con 33 rondas ij
podrian participar todos los habitantes del planeta!!



Sucesion de Fibonacci

Para los que pensais que es imposible ver Matematicas fuera del aula y mucho menos en
la naturaleza, os presentamos uno de los mas bellos conceptos matematicos estrecha-
mente relacionado con la naturaleza y el arte.

Se trata de una sucesion muy simple, en la que cada término es la suma de los dos
anteriores.

e Lasucesidn comienza por el nimero 1,

e Ysigueconl, 2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584..., ya
quel=0+1;2=1+1;3=1+2;5=2+3;8=3+5;13=5+8;21=8+13... etc.

Una de las propiedades mas curiosas, es que el cociente de dos nUmeros consecutivos de
la serie se aproxima a la llamada “seccién aurea” o “divina proporcion”.

1+
Este niUmero, descubierto por los renacentistas, es T = 1,61803..., y se lo nombra

con la letra griega ¢. La sucesion formada por los cocientes de nimeros consecutivos de
la sucesién de Fibonacci se acerca rapidamente, hacia el nimero dureo. Los griegos y
renacentistas estaban fascinados con este nimero y lo consideraban el ideal de la
belleza.

De hecho, Leonardo da Vinci en su obra “El hombre de
A o e S Vitrubio” utiliza este numero para conseguir las perfectas
di T proporciones de su obra.

¢Como puede ser que el cociente de dos niumeros de una
secuencia inventada por el hombre se relacione con la belleza?
Pues porque la sucesién de Fibonacci esta estrechamente
relacionada con la naturaleza. Se cree que Leonardo encontré
! estos numeros cuando estudiaba el crecimiento de las
poblaciones de conejos. Supongamos que una pareja de

conejos tarda un mes en alcanzar la edad fértil, y a partir de
ese momento cada vez engendra otra pareja de conejos, que a
su vez engendrardn cada mes una pareja de conejos.

é¢Cudntos conejos habra al cabo de un determinado nimero de meses?

Pues si, cada mes habra un nimero de conejos que coincide con cada uno de los
términos de la sucesion de Fibonacci. Parece magia, ¢ verdad?

Pues muchas plantas, como las pifias o las margaritas siguen una disposiciéon relacionada
también con la sucesion de Fibonacci, lo que ilustra la famosa frase de Galileo

“La naturaleza esta escrita en lenguaje matematico”.




Capitulo 4: Expresiones algebraicas. Polinomios
CURIOSIDADES Y REVISTA. Matematicas 32 de ESO

Resumen

Segln avanzamos en nuestros estudios se van ampliando nuestros conocimientos, en particular los de
Matematicas. Esto no se debe a ningun tipo de capricho, todo lo contrario: a lo largo de la historia las
Matematicas se desarrollan empujadas por las necesidades de las personas. Es indudable la convenien-

dianas que se solventan operando adecuadamente los da-
tos disponibles. Para ese propdsito es util fomentar nuestra
capacidad de abstraccion; ella nos permite reconocer como

cia de que una persona tenga soltura con los nimeros y sus operaciones basicas: suma, resta, multipli-
equivalentes situaciones en apariencia muy alejadas. En
este capitulo se va a dar un paso en ese sentido al manipu-

cacién y divisién. Por soltura no debe entenderse que se
sepa de memoria “todas” las tablas de multiplicar, sino que [
sea consciente de lo que significa realizar una operacién
concreta, que sea capaz de dar respuesta a preguntas coti- I

>

]

lar, manejar, datos numéricos no concretados, no conoci-
dos, a través de indeterminadas o variables. De esa manera apareceran las expresiones algebraicas vy,
dentro de ellas, unas expresiones particulares de abundante uso y simplicidad de exposicidn, los poli-
nomios.

©

http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172241 am:1.swf

Para ver geométricamente el cuadrado de un trinomio:

<)

Para ver geométricamente suma por diferencia:

http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172242 am:1.swf

Para ver geométricamente el cuadrado de una diferencia:

http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172456 am:1.swf




4 )

GEOMETRIA

Tal y como podras comprobar durante este curso y los siguientes, gracias a
los polinomios sera posible y sencillo describir numerosos objetos geométri-
cos como rectas, circunferencias, elipses, pardbolas, planos, esferas, cilin-

\dros, conos, etc. )

X+y?+22=r2

Xy =r

(OTRAS CIENCIAS \

Hemos visto en este capitulo que las formulas que nos proporcio-
nan el area o el volumen de diferentes figuras vienen dadas por
polinomios. Estos también aparecen en numerosos principios o
leyes de la Fisica y de la Quimica como, por ejemplo, en diferen-
tes Leyes de Conservacion, la Ley General de los Gases, etc.

N\ J

Asimismo, son de frecuente uso a la hora de obtener distintos
indices o indicadores propios de la Economia como, por ejem-
plo, el IPC (indice de precios al consumo), el euribor, etc.




Capitulo 5: Ecuaciones de segundo grado y sistemas lineales

CURIOSIDADES Y REVISTA.

Ya sabes resolver algunas ecuaciones de segundo grado. Si el area
de un cuadrado es 4 conoces que su lado es 2, y si el area es 9,

conoces que el lado mide 3.

Sabes resolver x? = 4, cuyas soluciones son 2 y —2, porque (2)? = 4,

y(-2)*=4.

/Recuerda

uno de los factores debe ser cero.
Por tanto en la ecuacién:
(x+4)-(x-3)=0

quex=—-4yx=3.

o

Si el producto de dos factores es cero,

o bienx+4=00bienx—3=0, porlo

~

J

Resumen

Para resolver (x — 3) - (x + 4) = 0, observas que las solucio-
nes son 3y —4 pues (3 —3)-(3 +4) =0, y ((—4) —3)((-4) + 4)
=0.

En este capitulo aprenderemos a resolver las ecuaciones de
segundo grado, ya sean completas o incompletas, y a utili-
zar lo aprendido para resolver problemas de la vida coti-
diana por medio de las ecuaciones.

Veremos ademas qué son los sistemas de ecuaciones linea-
les, cdbmo se resuelven por diferentes métodos y su aplica-
cién para resolver problemas que nos rodean.

Este chiste es de la Exposicion “Riete con las mates” del grupo de innovacion edu-
cativa de la Universidad Politécnica de Madrid, Pensamiento Matematico.

——




6btenci6n de la férmuh

para resolver ecuaciones
de segundo grado.

ax’+bx+c=0,cona=0
U

ax? + bx=—c

U Multiplicamos por 4a
4a’x? + 4abx = —4ac

U sumamos b?
4a’x? + 4abx + b*= —4ac + b?

U Completamos cuadrados

(2ax + b)? = b?> — 4ac

U Hallamos la raiz cuadrada

2ax+ b = /b —4ac

UDespejamos la x

2ax =—b ++/b? —4ac

Tres ecuaciones de segundo

ma de Pitdgoras a un triangulo rectangulo
isdsceles de lados iguales a 1, o al calcular la
diagonal de un cuadrado de lado 1. Su solu-
cion es la longitud de la hipotenusa o de la
diagonal. Tiene de interesante que se de-
muestra que dicha solucién NO es un nimero

X+1=x2

/
X+1 X

También se puede escribir como: —=T
X

que es una proporcién, donde x toma el valor

1+J§

2

~ 1,618... que es el niumero de oro,

/

ern niimern irracinnal /

x2=-1

La tercera ecuacion no tiene solucidon real,
ningun numero real al elevarlo al cuadrado
puede dar un numero negativo, pero si am-
pliamos el campo real con su raiz, J-1= i,
resulta que ya todas las ecuaciones de segun-
do grado tienen solucion, y a los nimeros a +
b-i se les llama nimeros complejos.

Emmy Noether fue una matematica alemana de origen judio cuyos trabajos en Algebra permi-
tieron resolver el problema de la conservacion de la energia.




Capitulo 6: Proporcionalidad
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

La proporcionalidad es una realidad con la que convivimos a nues-
tro alrededor. Para comprenderla y utilizarla correctamente, ne-
cesitamos conocer sus reglas.

Reconoceremos la proporcionalidad directa o inversa, simple y
compuesta, y realizaremos ejercicios y problemas de aplicacidn.

En multitud de ocasiones debemos efectuar repartos proporcio-
nales, directos o inversos: premios de loteria, herencias, mezclas,
aleaciones...

El tanto por ciento y el interés es un concepto que aparece cons-
tantemente en los medios de comunicacion y en nuestra propia
economia. En este capitulo haremos una primera aproximacion a
la denominada “economia financiera”

La escalamusical esun conjunto de sonidos ordenados de
formaascendente o descendente.

Las escalas pentatonicas sonlas mas utilizadas en el blues,
el heavy metal y el rock




El término quilate viene de la palabra
griega “keration” (algarroba). Esta plan-
ta, de semillas muy uniformes, se utili-
zaba para pesar joyas y gemas en la
antigliedad.

Durante siglos, hombres y mujeres han observado el
cielo utilizando instrumentos que les permitian dibujar
a escala la béveda celeste.

Mujeres como Hipatia de Alejandria, Carolina Herschel,
Maria Michell, Maria Kirch, estudiaron las constelacio-
nes, catalogaron estrellas y galaxias, descubrieron co-
metas y dejaron un enorme legado a pesar de trabajar
en el anonimato, sin reconocimiento, o con serias difi-
cultades por razéon de ser mujeres.

En 2009, Ano Internacional de la Astronomia, la Unidn
Astrondmica Internacional y la UNESCO, impulsaron el
proyecto “Ella es una astrénoma” con el fin de promo-
ver la igualdad entre géneros en este campo de la Cien-

cia.

La UNED, TVE la 2 y TVE internacional han ela-
borado una serie titulada “Mujeres en las es-
trellas” que aporta una perspectiva histérica y
actual de las cientificas espafiolas y su contri-
bucién a la astronomia.




LA PROPORCION CORDOBESA EN LA MEZQUITA DE CORDOBA

Buscando edificios y monumentos situados en Espafia sobre los que se aplique la proporcion cordobesa,
analizamos la Mezquita de Cérdoba:

Se encontrd por vez primera en la Mezquita de Cérdoba. Pero a geometria de la puerta de AL-Hakam II,
la fachada del Mihrab, la planta de la Mezquita y la arcada interior, se someten en su estructura a la
proporcién cordobesa.

Algunas muestras de la arquitectura de la Mezquita, crecedera, modular y prefabricada, basada en la
composicidn con rectangulos cordobeses.

Ver mas en “Proporcidén cordobesa”

<Planta y arcada interior

Arcadis do In Kasgalta




Al aumentar el lado de un cubo al
doble, su volumen queda multi-
plicado por 8. Al multiplicar por 3

Al aumentar el lado de un cuadrado al doble, su
superficie queda multiplicada por 4. Al multiplicar
por 3 el lado, el area se multiplica por 9.

En general, si hacemos un cambio de escala de
factor de proporcionalidad k, el drea tiene un fac-
tor de proporcionalidad k2, y el volumen k3.

Utiliza esta observacién para resolver los siguientes problemas:

La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de
kilos. Estd construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha
torre, también de hierro, que pese sélo un kilo, équé altura tendrd? ¢Serd
mayor o menor que un lapiz?

Antes de empezar a calcular, da tu opinién.

Ayuda: k3 = 8 000 000/1 luego k = 200. Si la Torre Eiffel mide 300 metros de altura, nuestra
torre medird 300/200 = 1,5 m. iMetro y medio! iMucho mas que un lapiz!

/ e En una pizzeria la pizza de 20 cm de diametro vale 3 euros y Ia\
de 40 cm vale 6 euros. ¢Cual tiene mejor precio?

e Vemos en el mercado una merluza de 40 cm que pesa un kilo.
Nos parece un poco pequeia y pedimos otra un poco mayor,
gue resulta pesar 2 kilos. ¢ Cudanto medira?

e En un dia frio un padre y un hijo pequeiio van exactamente
igual abrigados, ¢ Cual de los dos tendra mas frio?

. /




Capitulo 7: Geometria del plano
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

Tales, Pitagoras y muy posteriormente Euclides son matematicos griegos a los que debemos el estudio
de la Geometria deductiva. Anteriormente egipcios y babilonios utilizaron la Geometria para resolver

problemas concretos, como volver a poner lindes a las tierras
después de las inundaciones del Nilo. Pero en Grecia se utilizé el
razonamiento ldgico para deducir las propiedades. Euclides in-
tentd recoger el conocimiento que existia y escribié Los Elemen-
tos que consta de 13 libros o capitulos, de los que los seis prime-
ros tratan de Geometria Plana, y el Ultimo de Geometria en el
espacio. En este libro define conceptos, tan dificiles de definir
como punto o recta, y enuncia los cinco axiomas (de Euclides) de
los que parte como verdades no demostrables, y a partir de ellos
demuestra el resto de las propiedades o teoremas. Estos axiomas
son:

1. Dados dos puntos se pueden trazar una recta que los une.
2. Cualquier segmento puede ser prolongado de forma con-
tinua en una recta ilimitada.

Euclides

3. Se puede trazar una circunferencia de centro en cualquier
punto y radio cualquiera.
4. Todos los angulos rectos son iguales.
5. Dada una recta y un punto, se puede trazar una Unica recta paralela a la recta por dicho punto.
En este capitulo vamos a recordar cuestiones que ya conoces de Geometria en el plano, profundizando
en algunas de ellas, como en los criterios de semejanza de los tridngulos. De este modo vas a ser capaz
de resolver un buen nimero de problemas.



Algo de historia de la Geometria

[ . L ’ \ En el papiro de Moscu aparece el volu-
Se conjetura que el inicio de la Geometria puede .
men de una pirdmide cuadrada

ser anterior a egipcios y babilonios, pero como no
existe informacidn escrita, es imposible afirmarlo.

Herodoto opinaba que se habia originado en Egip-
to por la necesidad de rehacer los lindes de las
\:cierras después de las inundaciones del Nilo.

En Mesopotamia se conocia mucha Geometria. En la tablilla Plim-
pton, que no se conserva entera, se pueden identificar con dificul-
tad ternas pitagoricas (muy anteriores a Pitdgoras).

Ternas Pitagéricas

-

La terna pitagorica mas conocida es 3,4y
5. Se hacian nudos a esas distancias y asi
se construian triangulos rectangulos.

< ~
En otras tablillas babildnicas, las de Susa,
aparecen las areas de los poligonos y las

relaciones entre ellas.
\_ J

/Aunque podemos conocer muy poco de Tales y de Pitagoras, pues no ha\
guedado ninguna obra escrita por ellos, se acepta que fueron grandes
matematicos y gedmetras.

Ambos viajaron a los centros del saber, Egipto y Babilonia. Ya hemos visto
gue ya se conocia lo llamamos teorema de Teles o de Pitagoras. Su im-
portancia estd en la forma de pensar, en utilizar el razonamiento deducti-
\vo para obtener los resultados matematicos. / B

El pentagono, y la estrella pitagérica, que obtienes trazando las diago-
nales del pentagono, tienen grandes propiedades relacionadas con el
numero de oro, élo recuerdas? La escuela tomd a la estrella como em-

blema.
J
-
Teano, la mujer de Pitagoras, dirigio la Escuela Pitagérica a la muerte de
éste.
Consta de 13 libros siendo los seis prime-
Euclides de Alejandria es el autor de los Elementos, ros de Geometria plana, y el ultimo so-
donde destaca la forma de exponer el fundamento de bre cuerpos. Con definiciones y postula-
la Matematica con un orden légico dos construye el saber.




Capitulo 8: Movimientos en el plano y el espacio
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen
Todo se mueve en el Universo, la Tierra gira alrededor de su eje y se desplaza alrededor del Sol. El Sol se
mueve dentro de nuestra galaxia, y la galaxia también se mueve. {Mareo me da el pensar a qué veloci-
dad me estoy moviendo! Observa que ni el tamafio ni la forma de los objetos varian con estos movi-
mientos. Estas transformaciones que mantienen la forma y el tamafno son los movimientos o isometrias
que estudiaremos en este capitulo.

Analizar lo que nos rodea con ojos matematicos nos ayuda a comprender mds y mas cosas. Aprender a
mirar las torres, ese reflejo sobre el agua de un palacio de la Alhambra, los mosaicos... o los tapacubos
de los coches, los animales y los objetos cotidianos. Todos ellos encierran muchas matematicas: muchas
transformaciones geométricas. Estudiaremos las simetrias, los giros y las traslaciones y las analizaremos
en nuestro entorno.

MOSAICOS
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Friso L5: Giros, simetrias verticales y simetrias horizontales

R

Friso L6: Simetria con deslizamiento
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Frisos L7: Simetria con deslizamiento y simetria vertical.




ROSETONES

Los rosetones de las catedrales son espectaculares, pero tam-
bién se pueden ver en situaciones mas cotidianas, como los

tapacubos de los coches.

Anadlisis de tapacubos:




CURIOSIDADES. REVISTA

/ Mosaicos de la Alhambra

Como sabes los drabes de Espafia eran grandes
matemadticos y en los mosaicos de la Alhambra
demuestran, ademas de su sentido artistico,
sus conocimientos de Matematicas. Se ha de-

mostrado que, partiendo de un motivo mini-
mo, y aplicandole giros, simetrias, traslacio-
nes... sélo hay 17 formas distintas de comple-
tar el plano haciendo un mosaico. Es sorpren-
dente que esas 17 formas ya se encuentren en

los mosaicos de la Alhambra. /

Puedes ver la generacion de uno de estos mosaicos de la Alhambra mediante simetrias.

Busca “mosaicos” en Internet, y sabras mas sobre la generacién de mosaicos.

espacio existen 230 posibles tipos de
disefios cristalograficos que compac-
ten el espacio.
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trado que solo hay 7 formas distintas de hacer esos disefos utili-
zando, ademads de las traslaciones, giros v simetrias.

— SRR,

Para ser matemadtico hay que ser poeta. Sonya Kovalevkaya.

Rosetones

Giros y simetrias pasando todos por un centro. Asi se
disefian los rosetones. Si sélo hay giros se llaman C,,
siendo C; si sélo tiene un giro de 1809, Cs si lo tiene de




/Te mueves no sélo cuando andas o vas en coche. Cuando
estds quieto también te mueves. Todo se mueve en el
Universo. La Tierra gira alrededor de su eje. El radio de la
Tierra es de 6.400 km, por lo que la longitud del Ecuador
terrestre es de 2mr = 40.192 km. Tarda 24 horas en dar
una vuelta, luego 40192/24 = 1674,67, por lo que si es-
tuvieras en el Ecuador estarias moviéndote a una veloci-
dad aproximada de 1.675 km/h.

La Tierra gira alrededor del Sol. Tarda apro-
ximadamente 365 dias en dar una vuelta
completa. Ahora viajamos a 107.000 km/h
irando alrededor del Sol.

Planetas del Sistema Solar

(EI Sol se mueve dentro de nuestra galaxia, don-
de también gira a una velocidad de 810.000
km/h alrededor el centro de la galaxia. El Sol
estd a 27.000 afios luz del centro de nuestra
galaxia y tarda 200 millones de afios en dar una
vuelta

Nuestra galaxia, la Via Lactea, también se mueve. Se aproxima
a la Galaxia Andromeda a una velocidad de 230.000 km/h.

iMareo me da el pensar a qué velocidad me estoy moviendo!




Capitulo 9: Geometria en el espacio. Globo terraqueo

CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

Muchas plantas distribuyen sus flores en forma esférica buscando un
aprovechamiento éptimo del espacio. El atomo de hierro dispone sus
electrones en forma de cubo, los sistemas de cristalizacion de los minera-
les adoptan formas poliédricas, los panales de las abejas son prismas he-
xagonales. Estos son algunos ejemplos de la presencia de cuerpos geo-
métricos en la naturaleza.

Nos movemos en el espacio, caminamos sobre un plano, observamos la
linea del horizonte, habitamos y nos movemos habitualmente en polie-
dros. La informacién que percibimos por medio de nuestros sentidos la
interpretamos en términos geomeétricos. Precisamos de las formulas de
areas y volumenes de los cuerpos geométricos para calcular las medidas
de los muebles que caben en nuestro salén, o para hacer un presupuesto
de la reforma de nuestra vivienda.

La Geometria es una de las ramas mas antiguas de las Matematicas y su
estudio nos ayuda a interpretar mejor la realidad que percibimos. En este
tema recordaras las formulas que estudiaste ya el afio pasado y profun-
dizards sobre sus aplicaciones en la vida real.

e Construye tantos cuerpos geométricos como puedas:

ORIGEN DE LA IMAGEN: WIKIPEDIA




Los poliedros regulares pueden ser “aplastados”
sobre un plano, eligiendo una cara y proyectan-
do los lados del poliedro desde un punto por
encima del centro de esta cara. La figura que se
obtiene se llama diagrama de Schlegel. Estos

diagramas son ejemplos de grafos. Gran parte de

Arquimedes pensativo y Cicerén y los magistrados descu-
briendo la tumba de Arquimedes en Siracusa
ORIGEN DE LAS IMAGENES: WIKIPEDIA

las propiedades de los poliedros se conservan en
ellos y ayudan a que muchos problemas se re-

P pp—p————
Arquimedes (287 a.C.- 212 a.C.) Matemdtico,
ingeniero, fisico, realizé6 multiples aportacio-
nes a la ciencia. Entre otras y como has estu-
diado en este tema, la demostracién de las
féormulas del area y volumen de una esfera. Se
dice que resultaron sus descubrimientos favo-
ritos. En su tumba se grabaron un cilindro con
una esfera inscrita como homenaje.

suelvan con facilidad.

SN

En 1859 Hamilton ided el siguiente juego: Dado
un dodecaedro, si en cada uno de sus vértices se
pone el nombre de una ciudad, ées posible en-
contrar un circuito cerrado a través de las aristas
del dodecaedro que pase una sola vez por cada
ciudad?

Gracias al grafo del dodecaedro, es muy sencillo
resolver el problema

cuito gy M s

. . ‘mwmmu L/,
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Los sdlidos arquimedianos o sélidos de Arqui-
medes son un grupo de poliedros convexos cu-
yas caras son poligonos regulares de dos o mas
tipos. En todos los sélidos de Arquimedes concu-
rren el mismo numero de caras en cada vértice y
con las mismas formas. Algunos de ellos se ob-

. L tienen truncando los sdlidos platénicos (polie-
1630) lo resolviod, llegando a la conclusidn de que P (p
. g . dros regulares).
la mejor colocacién era la que entonces se hacia

espontdneamente en los barcos para apilar las

balas de cafidén o la que utilizan los tenderos pa-

ra apilar las naranjas en los puestos del mercado.
258> '

Octaedro truncado Dodecaedro truncado

El matematico inglés Thomas Harriot (1560-
1621), planted el problema del empaquetamien-
to de esferas que estriba en encontrar la forma
de apilar esferas del mismo radio de modo que
el espacio comprendido entre ellas sea minimo.
El astronomo alemdan Johannes Kepler (1571-

Un anillo de tetraedros o caleidociclo es un ani-
llo tridimensional compuesto por tetraedros

unidos por sus aristas. Pueden girar sobre si Los vértices del icosaedro determinan 3 rec-
mismos en torno a su centro infinitas veces sin tangulos dureos perpendiculares dos a dos. En
romperse ni deformarse. el icosaedro podemos encontrar un total de 15

rectangulos dureos. Cada uno de ellos tiene dos
lados paralelos que son aristas opuestas del
poliedro.

Entre los materiales encontrards un a plantilla para construir uno con las
imdgenes de algunas mujeres matemdticas celébres.




TEOREMA DE PITAGORAS EN EL ESPACIO

Si un ortoedro tiene aristas de longitudes a, b, ¢, segln el teorema de Pitagoras, en el espacio, la suma de los cuadrados de las
aristas, coincide con el cuadrado de la diagonal, D, del ortoedro:
2 2 2 2
D =a"+b"+c
Como consecuencia, la suma de las areas de los cuadrados de lados iguales a las aristas, coincide con el area del cuadrado que
tiene como lado la diagonal del ortoedro.

Construiremos un rompecabezas, basado en la demostracion que Perigal ided
para demostrar el teorema de Pitagoras en el plano. Hay que aplicar dos veces
su método y encontraremos las piezas clave que demuestran el teorema en el
espacio.

Al trazar la diagonal d de la base, queda dividida en dos tridngulos rectangulos
de catetosay b.

Construimos el cuadrado sobre su hipotenusa y las piezas de Perigal que de-
muestran el teorema de Pitagoras en uno de estos triangulos.

Para ello en el cuadrado construido sobre el cateto mayor (en nuestra figura, b
de color azul) y, por su centro, trazamos dos segmentos uno paralelo y otro perpendicular a
la hipotenusa, de modo que ambos corten a los dos lados del cuadrado. El cuadrado queda
dividido en cuatro piezas exactamente iguales que junto con el cuadrado de lado a, recu-
bren el cuadrado de lado d.

Ahora hay que fijarse en el tridngulo rectangulo de catetos ¢, d y cuya hipotenusa es Dy
repetir el proceso anterior, eso si utilizando el cuadrado de lado d recubierto con las piezas
azules y el cuadrado verde.

En las paginas siguientes encontraras las laminas que te permiten construir tu propia
demostracién. Unicamente tienes que recortar las dos ultimas, pegarlas una contra otra y
construir un ortoedro con alambre que tenga como dimensiones las longitudes de los lados
de los cuadrados verde, azul y amarillo.













Globo terraqueo y esfera celeste en el siglo XVII

Durante la Revolucién Cientifica avanzd la cosmografia y se utilizaron nuevos instrumentos para
medir y conocer mejor la naturaleza. Conocer mejor nuestro mundo, después de los descubrimien-
tos portugueses y espafoles del siglo XV, era una necesidad para gobernar los amplios nuevos te-

rritorios.

J

En el Museo Argueo-
légico Nacional de
Madrid, en la sala 29,
hay un globo terrestre
y una esfera celeste.

/

/EI periodo de mayor \

\trucciones.

j—

En los siglos XVII y XVIII,
la informacién conteni-
da en una pareja de glo-
bos como éstos repre-
sentaba una sintesis de
los conocimientos geo-
graficos y astrondmicos
de la época, util para
navegantes, cartografos,
historiadores, matema-
ticos, exploradores...

auge de fabricacién de
estos globos fue el
comprendido entre
1500 y 1850. En aquélla
época, eran el principal
medio de cultura geo-
grafica existente al me-
nos durante unos 300
afios e iban acompafia-
dos de un libro de ins-

Se construyeron
hacia 1645 —48.

/)

~

)

)

J

(
/EI globo celeste es un catélo-\

go de estrellas fijas agrupa-
das bajo el signo de la cons-
telacidn a la que pertenecen.
Esta esfera recoge las estre-
llas observadas por el gran
astronomo Ticho Brahe.

.

El globo terrdaqueo es un mapa
redondo en el que se muestra la
distribucién de los mares y con-
tinentes. Una representacion
tridimensional de la Tierra

J

La historia de los globos ce-
lestes esta unida a la de la
Astronomia pues facilitaban
la explicacion de los movi-
mientos de las estrellas.

Los globos celestes se podia
utilizar también para demos-
trar, la igualdad entre el dia
o la noche en cualquier lati-
tud cuando el sol se encuen-
tra en uno de los equinoc-
cios; el dia mas largo y mas
corto del afio en un determi-
nado punto geografico; la
posicidn del sol respecto a
distintas latitudes, etc.

ﬁglobo terraqueo de 68 ch

de diametro conservado en
el MAN estda formado por
una esfera en la que se
muestra la distribucion de los
mares y continentes, con una
escala meétrica vertical de
metal en torno a él.

Recoge los descubrimientos
holandeses en el Pacifico en
el momento de su construc-
cién. Acompafa la informa-
cion del globo algunas repre-
sentaciones de elementos
reales (navios, rosas de los
vientos, etc.) y de personajes
fantasticos y legendarios.

J

o

)




Capitulo 10: Funciones y graficas
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

El concepto de funcidn es bastante abstracto, lo
Encuesta de poblacién activa. EPA

gue hace complicada su definicién y comprensién.
Sin embargo, sus aplicaciones son multiples y muy
utiles, lo que las hace muy importantes.

Por ejemplo, las funciones sirven para poder expli-

24.000
22.000
22.000
21.000
20.000

Activos

Parados

12.000
12.000
17.000
16.000
15.000

car muchos fendmenos que ocurren en campos
tan diversos como la Fisica, la Economia o la Socio-
logia.

A pesar de las dificultades, algunas caracteristicas
que poseen las funciones se entienden facilmente
cuando se representan graficamente, por resultar

miles
2 5

,
»
»
>

entonces muy intuitivas, y eso es suficiente para
poder analizar y resolver muchas cuestiones. Por ejemplo, si observamos la grafica anterior no es dificil
interpretar si el paro ha subido o si ha bajado en el cuarto trimestre entre dos anos consecutivos, o glo-
balmente a lo largo del periodo completo estudiado, o calcular dicho incremento/disminucién o estu-
diar en qué afio hubo mas personas ocupadas o menos personas activas...

e Algunas funciones que vamos a estudiar: 5)

sim

-~

periodo




Johann Peter Gustav Lejeune Dirich-
let (13/02/1805-5/5/1859) fue un matema-
tico aleméan al que se le atribuye la defini-
cion "formal™ moderna de funcion.

Dirichlet nacié en Diren, donde su padre
era el jefe de la oficina de correos. Fue edu-
cado en Alemania y, después, en Francia,
donde aprendi6 de algunos de los mas

si xell
si xel

D(x)z{;

Nikki Grazzia

Nikki ha encontrado una forma de reunir sus
dos intereses, matematicas y fotografias de la
naturaleza, en una serie de imagenes llama-
da Found Functions en las que superpone
graficas generadas mediante formulas mate-
maticas a fotografias tomadas por ella.

Pero lo original es que no busca imagenes que
puedan adaptarse a ciertas férmulas, sino que
cuando tiene una fotografia que le gusta es

renombrados mateméaticos de su época,
relacionandose con algunos como Fourier.
Fueron
Kronecker y Rudolf Lipschitz. Tras su muerte,
su amigo y colega matematico Richard Dede-
kind recopil6, editd y publicé sus lecciones y
otros resultados en teoria de nimeros.

Una version simple de la funcién de Dirichlet se define como:
(x es racional)

(x es irracional)

Esta funcidn tiene la “curiosa” propiedad de que es discontinua para cualquier
valor aiie le demos a la variable indenendiente.

estudiantes suyos Leopold

nes\ fotografia”

cuando busca y ajusta la formula necesaria
para generar que la representacion grafica
se adapte.

Una curiosa forma de aprender matematicas y
ver que todo se puede representar con ellas.

Si quieres consultar mas y ver las fotografias

(que tienen copyright), visita la pagina:
http://www.nikkigraziano.com/index.php/project/found-functions/

i“\m“l"l&x‘w

Cuando la relacion

funcional se establece entre tres variables, la gra-
fica se tiene que hacer en tres dimensiones, lo que
la hace mas compleja de representar pero mas
llamativa. Los ordenadores son de gran ayuda

para hacerlas y verlas desde distintos puntos de
vista. Sirven para realizar modelos muy reales de

yv/L{v)

x/Lix)

multitud de situaciones tridimensionales.




Capitulo 11: Estadistica y probabilidad
CURIOSIDADES Y REVISTA.

Resumen

La Estadistica es una ciencia que surgid para llevar la contabilidad del Estado. De ahi viene su nombre.
En el s XX se desarrollaron sus técnicas y se separd de las Matematicas, pasando a ser una ciencia con
entidad propia. En los medios de comunicacién encontramos frecuentes estadisticas. En medicina se
necesitan métodos estadisticos para probar nuevos medicamentos. En todo experimento cientifico, tras
la recogida de datos, se necesita utilizar pruebas estadisticas que permitan sacar informacién de esos
datos.

El que es capaz de calcular probabilidades rapidamente tiene ventaja en algunos juegos en los que se
mezcla azar con estrategia. Por ejemplo, juegos de cartas o de domind. Si sabemos qué cartas o fichas
se han jugado podemos estimar la probabilidad de que otro jugador tenga una determinada jugada.
Obviamente en esos casos no cuantificamos (no hacemos los célculos exactos) pero si que estimamos si
tenemos la probabilidad a nuestro favor o en nuestra contra.

Jerénimo Cardano (1501-1576) fue un personaje inquieto y prolifico. Ademads de dedicarse a las mate-
maticas era médico, pero también era un jugador. De hecho él fue quien escribié el primer trabajo que
se conoce sobre juegos de azar. Un siglo después el Caballero de Meré, un conocido jugador, planted a
Blas Pascal diversos problemas que le aparecian en sus partidas. Uno de los problemas que le planted
es el del reparto de las ganancias cuando una partida se tiene que interrumpir. Este problema ya habia
sido tratado con anterioridad por Luca Pacioli (el matemdatico que inventd la tabla de doble entrada
para ayudar a los Medici a llevar la contabilidad de su Banca).



-~

Un problema resuelto: Las tres ruletas

~

Disponemos de tres ruletas A, B y C cada una de ellas dividida en 32 sectores iguales con distintos pun-

tos:
A: 8 sectores con la cifra 6 y 24 sectores con la cifra 3.
B: 16 sectores con la cifra 5 y 16 sectores con la cifra 2.

C: 8 sectores con la cifra 1y 24 sectores con la cifra 4.

Dos jugadores seleccionan una ruleta cada uno. Gana quien obtenga mayor puntuacion con la ruleta.
é¢Quién tiene ventaja al elegir ruleta, la persona que elige primero o la que elige en segundo lugar? ‘

Ruleta A Ruleta B Ruleta C
m6 m5 m1
m3 m2 m4
\\
Solucidn: “Las tres ruletas”
Haz un diagrama de arbol y comprueba que:
Ruleta A Ruleta C
Jugando con la Ruleta A y3|a1RuIe5ta B. e 1 A 1a o Sacar Gana A
P(ganarA)= —+ —.— = — P(ganarB)= —.— = — Sacar
(g ) 4 2 8 (g ) 2 2 8 Saca
Gana el que juega con la Ruleta A. ¥ N seard. CamA
Jugando con la Ruleta Ay la Ruleta C.
P(ganarA)=l+ R P(ganar C) = 33,2
4 4 4 16 4 4 16 » Sacar 1. Gana A
Gana el que juega con la Ruleta C. Sacar3
Jugando con la Ruleti ByllalRuIeSta C s s > ot Comac
P(ganarB)= —+ —.— = — P(ganarC)= —-— = —
(8 ) 2 24 8 (e ) 2 4 8

Gana el que juega con la Ruleta B.

Gana el jugador que elige en segundo lugar:

Si el primero elige la Ruleta A — El segundo elige la Ruleta Cy gana.

Si el primero elige la Ruleta B — El segundo elige la Ruleta A y gana
Si el primero elige la Ruleta C — El segundo elige la Ruleta B y gana




Breve historia de la Probabilidad

Jerénimo Cardano (1501-1576) fue un personaje inquieto y prolifico. Ademas de dedicar-
se a las matematicas era médico, pero también era un jugador. De hecho él fue quien
escribio el primer trabajo que se conoce sobre juegos de azar.

Un siglo después el Caballero de Mére le planted a Blaise Pascal algunos problemas so-
bre juegos como el siguiente:

e Un jugador intenta obtener un 1 en 8 lanzamiento sucesivos de un dado, pero el
juego se interrumpe después de 3 lanzamientos fallidos. éEn qué proporcion ha de
ser compensado el jugador?

Pascal escribié a Fermat sobre este problema y la correspondencia intercambiada se
puede considerar como el inicio de la Teoria de Probabilidades, pero no publicaron por
escrito sus conclusiones. Este problema ya habia sido tratado con anterioridad por Luca
Pacioli (el matematico que inventd la tabla de doble entrada para ayudar a los Medici a
llevar la contabilidad de su Banca).

Huygens en 1657 publicé un breve escrito “Los juegos de azar” donde narra dicha co-
rrespondencia.

Pero el primer libro sobre Probabilidad es de 1713 de Jacques Bernoulli, “El arte de la
conjetura”.

En él se enuncia la ley de los grandes nimeros que viene a decir que la probabilidad de
un suceso se acerca a las frecuencias relativas cuando el numero de experimentos es
grande. Conocer esto llevd a grandes jugadores a ganar en el Casino de Montecarlo, co-
mo se narra mas abajo.

La Estadistica y La Probabilidad se usaron en problemas sociales como defender la vacu-
nacién de la viruela, la educacién publica... en la llustracion Francesa.

Hasta aqui, ya sabes resolver todos los problemas histdricos. Pero hay otros mas dificiles,
gue requieren mas conocimientos de Matematicas, como el de la aguja de Buffon, que
se ha utilizado para calcular cifras de m:

N\
/ La ruleta

William Jaggers llegé a Montecarlo con unos pocos francos e
el bolsillo y, durante un mes anoté los niumeros que salian e
cada ruleta, y en cuatro dias gand dos millones cuatrociento
mil francos. Jaggers consiguié quebrar a la banca en Monte
carlo analizando las frecuencias relativas de cada nimero de |
ruleta y observando que se habia desgastado algo del meca
nismo de una de ellas, con lo que todos los valores no tenia
igual probabilidad. Apostd a los nimeros mas probables y ga-

7

no.
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Luca Pacioli ., _THMETICA GEOMETRIA PROPORTIO

Luca Pacioli (1445 — 1517), de nombre completo Fray
Luca Bartolomeo de Pacioli o Luca di Borgo San Sepo-
Icro, cuyo apellido también aparece escrito como Pac-
cioli y Paciolo fue un fraile franciscano y matematico
italiano, precursor del cdlculo de probabilidades. Ya
hemos hablado de él en estas revistas por sus trabajos
sobre la proporcion aurea o divina proporcion como él
la llamé. 3

_/ %
Escribié un libro con 36 capitulos sobre contabilidad donde utiliza la partida doble o tabla de
doble entrada para ayudar a los Medici a llevar la contabilidad de su Banca, define sus reglas,

tales como no hay deudor sin acreedor, o que la suma de lo que se adeuda debe ser igual a lo
gue se abona. No fue su inventor, pero si su divulgador.

eewLwoapaco [TALIA 750

500° DELLA SUMMA DE AR
VLITYNOILHOJOHd 13 IN

G problema enunciado y resuelto por Pacioli es éste: \

e Dos equipos juegan a la pelota de modo que gana el juego
el primer equipo que gana 6 partidos. La apuesta es de 22
ducados, que se los llevara el ganador. Por algin motivo
hay que interrumpir el juego cuando un equipo ha ganado
5 partidos y el otro 3. Se quiere saber como repartir los 22
ducados de la apuesta, de un modo justo.

Luca sabia de proporciones, y la soluciéon que dio hoy no se
Ducado Qansidera valida. iNo sabia probabilidades! Pero tu, si. /

@
Partimos de la hipdtesis de que cada uno de los  primera jugada Segunda Tercera
jugadores tiene la misma probabilidad de ganar:

1/2. Llamamos A al jugador que ya he ganado 5
partidas y B al que lleva ganadas 3. 172 A Gana A

Si hicieran una nueva partida podria ganar A con
probabilidad 1/2 o B con igual probabilidad. Si 172 A Gana A

gana A ya se lleva la bolsa. Si gana B entonces B 112 B< 1/2 A Gana A
llevaria 4 jugadas ganadas y A 5. Se continua el 1/2 B <

juego. Puede ganar A o B. Observa el diagrama

G

1/2
de arbol. B Gana B
La probabilidad de que gane B es s . 5
(1/2)-(1/2)-(1/2) = 1/8, y Ia de que gane A es 7/8. ¢Como repartirias los 22 ducados-




