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Resumen

En la historia del Algebra podemos encontrar etapas muy diferentes: el dlgebra de la antigliedad de
babildnicos, egipcios, griegos,... el dlgebra arabe o el algebra de la edad moderna, en que contintla
tratandose la resolucién de ecuaciones. En el siglo XVIIl y XIX tiene su auge el Algebra Abstracta que
trata de las estructuras algebraicas. Surgen las matrices y los determinantes, aunque se puede pensar
gue su origen es mucho mds antiguo si se piensa en los cuadrados magicos que se conocen desde el afio
650 a.C.

El calculo matricial tiene importantes aplicaciones, como para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales que estudiaremos este curso. Otras aplicaciones se encuentran al trabajar en Fisica Cuantica o
en Teoria de Grafos, y se utilizan en computacién por la simplicidad de su manipulacidn.

Las transformaciones geométricas, giros, simetrias..., se representan mediante matrices. Los vectores
son un caso particular de matriz. La informacion se organiza usando matrices.
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Matrices

1. CONCEPTO DE MATRIZ

Actividad de introduccion

En el IES “Virgen de Covadonga” de El Entrego se esta desarrollando una actividad solidaria de recogida
de juguetes. Se han repartido las tareas por cursos, de modo que los alumnos y alumnas de 12 de ESO
recogen juguetes tradicionales, los de 22 de ESO juegos de mesa y los de 32 de ESO juegos electrénicos.
Durante la primera semana se recogieron 35 juguetes en 12 de ESO, 24 en 22 y 33 en 39; la segunda
semana los estudiantes trajeron 28 juguetes en primero, 18 en segundo y 37 en tercero. Los profesores
encargados, satisfechos por el resultado de la actividad, decidieron recompensar a los nifios y nifias
ofreciéndoles 4 caramelos por cada juguete tradicional, 2 morenitos por cada juego de mesa y un
pincho por cada juego electrénico. Cuando se enteran el resto de grupos del instituto (42 de ESO, 12y
22 de Bachiller), deciden participar, y la semana siguiente traen 18 juguetes tradicionales, 25 juegos de
mesa y 16 electrdnicos. El Equipo Directivo, muy orgulloso de la implicacion de todos los estudiantes,

decide duplicar los premios.

e (Cudntos juguetes de cada tipo se recogieron?
e (Cuantos pinchos, caramelos y morenitos deben comprar como premio?
e Si los caramelos cuestan un céntimo, los morenitos 5 céntimos y los pinchos 75 céntimos,

écuanto les costard a los profesores recompensar a sus alumnos?

Sugerencia: Organiza la informacién en forma de tablas.

Juguetes Juegos
Colecta g Juegos de mesa g .
tradicionales electronicos
12 semana
22 semana
32 semana
. Juguetes Juegos
Premios g Juegos de mesa g )
tradicionales electronicos
Caramelos
Morenitos
Pinchos
Precio por unidad Coste total
Caramelos
Morenitos
Pinchos

Analiza:

e ¢Habrias sabido resolver el problema sin usar las tablas?
e (Te ha parecido mas facil con la informacién ordenada?
e ¢(Conoces alguna situacién de la vida cotidiana similar al problema planteado?

e Busca otros ejemplos donde la informacidn tabulada es fundamental para entender mejor qué

estd ocurriendo.
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Matrices

1.1. Definicion

Las matrices son una de las herramientas mas usadas dentro del Algebra Lineal y estdn asociadas a un
conjunto de datos numéricos ordenados. Encontramos las matrices en muchas ciencias: Sociologia,

Economia, Demografia, Fisica, Biologia, etc.

La idea intuitiva de matriz es muy sencilla, pudiéndose definir una matriz como un tabla de niimeros
ordenados, numeros que pueden provenir de experimentos, encuestas, analisis econdmicos, etc.

Por tanto:

Se llama matriz de orden m X n a un conjunto de numeros reales dispuestos en m filas y en n columnas,

de la forma:

a, a,
ay as,
am2 amn

Las matrices se representan por letras mayusculas 4, B, C,... Los elementos de la matriz (los numeros)
se representan en general por aj;, donde los subindices (i, j) nos dan la posicidn que ocupa el término:

i=12,.
=12,

m—> fila

.., = columna

Asi, el término a13 es el elemento que estd en la primera fila y en la tercera columna.

1.2. Dimension de una matriz

El nimero de filas (m) y el nUmero de columnas (n) nos da la dimension de la matriz m X n.

Ejemplo:
3 -1 4

es una matriz de dimension 2 x 3.

1 5 -9

1.3. Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si tienen la misma dimension y si los términos que ocupan la misma posicién

son iguales:

a,, =by;a, =b,y,
A=B=1a, =b,;a,, =b,, =>a,; :bij
a; =bys;a, =b,y,

I vy -9

3 b 4

x 5 z

a=3,b=-1,x=1,y=5yz=-9.

29 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 1: Matrices

www.apuntesmareaverde.org.es

, para que A=B debe cumplirse que:

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
Revisores: Eduardo Cuchillo y Javier Rodrigo

Textos Marea Verd



Matrices

Actividades resueltas

% Indica la dimensién de las siguientes matrices:

1 7 -9

— O O
S~ O
S O =

0
5 -1 4
Az( j; B=(3 2 -6 0); C=|1} D=
2

Solucion:

La matriz 4 es de dimensién 2 x 3 porque tiene dos filas y tres columnas.

La matriz B es de dimensién 1 x 4 porque tiene una fila y cuatro columnas.

La matriz C es de dimensidn 3 x 1 porque tiene tres filas y una columna.

La matriz D es de dimensidon 3 x 3 porque tiene tres filas y tres columnas.

4 Determina los valores de a, by c para que las matrices A y B sean iguales

4=(3 a -6 b) ; B=(x 2 y 0)

Solucion:

Para que dos matrices sean iguales deben tener la misma dimensidn, requisito que cumplen 4 y B.
Ademas, han de ser iguales los términos que ocupan la misma posicién. Por tanto debe serx =3, a =2,
y=-6,b=0.

Actividades propuestas

1. Utiliza matrices para representar la informacidn siguiente: Un agricultor cultiva lechugas, naranjas
y melones. Durante el aifio 2014 ha recogido mil lechugas, 2000 kilos de naranjas y 500 melones.
En los afios anteriores su produccién ha sido de 500, 1000 y 400 respectivamente. Por cada
lechuga recibe un céntimo, por cada kilo de naranjas 3 céntimos y por cada meldn 5 céntimos.
Escribe la matriz de sus ganancias del afio 2014.
2. Analiza los siguientes elementos de tu entorno y determina si son matrices o no:
a. Un calendario.
b. La clasificacion de la Liga de futbol (o cualquier otro deporte).
c. Eldisco duro de un ordenador.
d. Unarmario donde se guarda una coleccién de copas.
e. Los lineales de un supermercado.
f. Una pantalla de television.
g. Elboleto de la Loteria Primitiva, de la Quiniela y del Euromillén.
h. Los buzones de una vivienda.
i. Los pupitres de una clase.
3. Propdn otros elementos de tu entorno que sea matrices o puedan representarse mediante
matrices.
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Matrices

2. TIPOS DE MATRICES

Si el nimero de filas es distinto del nimero de columnas (m # n) la matriz se llama rectangular. Dentro

de las matrices rectangulares tenemos los siguientes tipos:

Matriz fila: Es aquella que sélo tiene una fila.

Ejemplo:

(1 0 -2) esunamatrizfila.
Matriz columna: Es la que sélo tiene una columna.
Ejemplo:

-2
[ ! es una matriz columna.

Si el niumero de filas es igual al nUmero de columnas (m = n) se habla de una matriz cuadrada.

Dentro de las matrices cuadradas es importante destacar que los elementos a; en que los dos
subindices son iguales forman la diagonal principal, y los elementos en que i+ j =n+1 (donde n es el
orden de la matriz) forman la diagonal secundaria.

diagonal secundaria

diagonal principal

En el conjunto M, de las matrices cuadradas de orden n, cabe destacar los siguientes tipos de matrices:

Matriz triangular: Es aquella matriz en la que los elementos situados por encima o por debajo de la
diagonal principal son nulos.

Ejemplos:
1 2 3 1 0 0
0 4 -1 2 -1 0
0 0 2 31 =2
Matriz Triangular. Inferior Matriz. Triangular. Superior

Matriz Diagonal: Es aquella matriz en la que los elementos que no estan en la diagonal principal son
nulos: a@; =0sii#j

Ejemplos:
1 0 0 1 00
0 40 0 0 0
0 0 2 0 0 2
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Matrices

e Matriz Escalar: Es aquella matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son todos
iguales.

Ejemplo:

S O N
(=R S I )
N OO

e Matriz Unidad (Identidad): Es la matriz escalar en la que los elementos no nulos son iguales a 1. Se
representa por I.

Ejemplo:
I 0 0
;=10 1 0
0 0 1

En ocasiones se afiade un subindice que indica la dimensidn de la matriz.

e Matriz Nula: Es aquella en la que todos sus elementos son cero.

Ejemplo:

Matriz nula de tamario 3.

S O O
oS O O
oS O O

Actividad resuelta

* Clasifica las matrices siguientes:

a)A = (; (1) (1)}, La matriz A es rectangular de dimension 2x3.
0 2 1
b)B=[1 0 —-1|; La matriz B es una matriz cuadrada de dimensién 3x3 o simplemente 3.
0 4 2
2 -1 1 1
c)C= 0010 ; La C es cuadrada de dimension 4.
2 1 11
0 0 01
0 0 O
dD=|0 0 O}; Es una matriz cuadrada 3%3, es la matriz nula de dicha dimension
0 0 O
e)E=(01 0 4 7) La matriz £ es una matriz fila de dimension 1x4.
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3. OPERACIONES CON MATRICES

Actividad de introduccion

La siguiente tabla muestra los resultados de la Liga de futbol espafiola 2014/2015 cuando cada equipo
juega como local y como visitante:

En casa Fuera Total
Equipo PJ| G| E | P PJ| G| E| P PJ|G|E| P

& | F.C. Barcelona 19161 | 2 1914 3 | 2
~ Real Madrid 1916 2 | 1 19(141 0 | 5
& | Atlético C. Madrid 1914 3 | 2 19| 9 | 6| 4
fﬁ? Valencia C.F. 1915 3 | 1 19| 7 | 8 | 4
%W | Sevilla C.F. 19 (13| 5 |1 1910 2 | 7
@ Villarreal C.F. 19121 | 6 19| 4 |11 | 4
¥ Athletic C. Bilbao 19/ 8 | 6|5 19|17 |4 | 8
T | R.C. Celta de Vigo 19| 8|5 |6 19|57 |7
%Y | C.D. Malaga 198 | 6|5 196|211
@ | R.C.D. Espanyol 19| 8 | 6|5 19| 51| 4 |10
“* | Rayo Vallecano 19/ 8|2 |9 19| 7| 2 |10
& | R.Sociedad 19|/ 9| 5|5 192 | 8|9
v Elche C.F. 19| 6 | 3 |10 19| 5|5 |9
% | Levante C.F. 19| 6 |6 |7 19| 3 | 4 |12
) | Getafe C.F. 19| 6 | 5|8 19|14 |2 |13
+ | R.C. Deportivo 19/ 5|6 |38 1921|819
K Granada C.F. 19| 4 (10| 5 19| 3 | 4 |12
".f S.D. Eibar 19| 5|3 |11 19| 4 | 5|10
W U.D. Almeria 193719 19| 5|1 |13
’M;“ Cérdoba C.F. 19| 1|6 |12 19| 2 | 5 |12

e Completa la tabla de la derecha, fijandote principalmente en:

(o]

(o]
(o]
(o]

Qué deberias haber hecho en caso de que los equipos hubieran estado ordenados de
diferente forma en ambas tablas.

Cémo eliges trabajar con los nimeros y por qué.
Qué dimensiones tienen las tablas con los datos “En casa”/”Fuera” y la que obtienes.

Cémo habrias resuelto el problema inverso: dados los resultados totales y los obtenidos
“En casa”, determinar los resultados de los equipos cuando jugaron como “Visitantes”.

e El sistema de puntuacion de la Liga da 0 puntos por jugar un partido, 3 puntos por victoria, 1
punto por empate y 0 puntos por derrota.

(o]
O

(0]

Escribe una matriz que represente estos datos sobre la puntuacion
Utiliza dicha informacién para determinar los puntos logrados por cada equipo cuando

juega como local, como visitante y en total.

Observa las dimensiones de las tablas de partida y de la matriz de puntuacion, e intenta
relacionarlas con las tablas de “Puntos” que acabas de obtener.
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Matrices

3.1. Suma

Dadas dos matrices 4 y B de dimensidon m x n, se define la suma de matrices (4 + B) como aquella
matriz cuyos elementos son la suma de los elementos que ocupan la misma posicién:

C:A+B:>cij =a, +bl.j

A:(all a alsj B:(b“ by, b13J C=A+B=(a“+b“ a, +b, a13+b13j

Ay dy dy by, by by ay +b,  a, +by, ay +by
Ejemplo:
1 2 4 2 -1 3 3 1 7
A={-1 3 2 B=-2 3 4 A+B=|-3 6 6
0o -2 1 -3 -1 5 -3 -3 6

La suma de matrices es una consecuencia de la suma de niumeros reales, por lo que las propiedades de
la suma de matrices seran las mismas que las de la suma de numeros reales:

- Propiedad Asociativa.

- Elemento neutro (la matriz nula).

- Elemento opuesto (-4): 4 +(-4)=0

- Propiedad Conmutativa: 4+ B=B+ A4

3.2. Producto de un nimero (escalar) por una matriz

El producto de un numero real k por una matriz 4 = (a;;) es otra matriz de la misma dimension cuyos
elementos son los productos de los elementos de la matriz 4 por el niUmero k:

kA= k("ij): (kal.j)

a4y 4y kay,  ka,, ka,
Ad=|a, ay ay kA =\ kay kay, kay
as djy Ay kay,  kay, kas,
Ejemplo:
1 2 4 5 10 20
Dadalamatriz 4=| -1 3 2/, elproductodelamatriz4por5es: 54=|-5 15 10
0 -2 1 0 -10 5

El producto de un numero por una matriz tiene las siguientes propiedades:

- Propiedad Distributiva respecto de la suma de matrices. k- (A+B)=k-A+k-B

- Propiedad Distributiva respecto de la suma de numeros: (k+1)-A=k-A+1-4

- Propiedad Asociativa mixta: k-(l-A)=(k-1)- A4

- 1-4=4
El conjunto de matrices M respecto de las operaciones suma de matrices y producto por un nimero
real (Mmxn, +, k) tiene estructura de espacio vectorial.
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Matrices

3.3. Producto de matrices

El producto de matrices no es una operacion tan sencilla como la suma de matrices o el producto de
una matriz por un numero real, que no necesitan de grandes condiciones. Para poder multiplicar dos
matrices, sus dimensiones deben cumplir unas condiciones.

Sean las matrices 4 y B de dimensiones m xn y nX p (es decir, el nimero de columnas de la matriz 4

es igual al nimero de filas de la matriz B). Se define el producto A°B, y en ese orden, como una matriz
C de dimensiones m X p cuyos elementos son de la forma:

n

Az(aij) _ 484 (s R
sl e an =)o) e =S,

Es decir, el elemento ci11 se obtiene multiplicando escalarmente los elementos de la primera fila de Ia
matriz A por los elementos de la primera columna de la matriz B, y asi sucesivamente.

Ejemplo:

Veamos un producto de matrices desarrollado paso a paso:

2 1
1 2 3 1-2+2-3+3-4 1-1+2-2+3-1 20 8
A= B=|3 2|25 A4-B= =
4 5 6 41 4.2+5.3+6-4 4-1+5-2+6-1 47 20
Dimension 2x3 3x2 2x2

S /
Y
El nimero de columnas de A4 es igual al numero de filas de B, por lo tanto se pueden multiplicar en
ese orden. La matriz producto tiene tantas filas como 4 y tantas columnas como B.

Que el producto 4-B esté definido no implica que lo esté el producto B-A4.
Ejemplo:

2
1 2 2 A- B definido
Dadas las matrices 4 = B=|3|—> -
3 2 4 B-A nodefinido

Para que estén definidos ambos productos tiene que cumplirse que si la dimension de la matriz 4 es
mxn, la dimension de la matriz B debe ser nxm, siendo las dimensiones de las matrices
producto:

A-B—>mxm
B-A—>nxn

De aqui se concluye que el producto de matrices NO TIENE LA PROPIEDAD CONMUTATIVA.
Si las matrices son cuadradas de orden #, el producto de matrices tiene las siguientes propiedades:
- Propiedad Asociativa: 4-(B-C)=(4-B)-C
-Elementoneutro(f): 4-1=1-4A=4

- Propiedad distributiva respecto de la suma de matrices: 4-(B+C)=A-B+ A4-C
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Matrices

3.4. Matriz inversa

Entre las propiedades de las matrices no se ha nombrado la existencia del elemento simétrico o
elemento inverso, ya que no existe dicha propiedad. Sin embargo, hay matrices cuadradas para las
cuales existe otra matriz que multiplicada por ellas nos da la matriz unidad (elemento neutro).

3.4.1. Definicion

Si dada una matriz cuadrada A existe otra matriz B, también cuadrada, que multiplicada por la matriz 4
nos da la matriz unidad, se dice que la matriz 4 es una matriz regular o inversible y a la matriz B se le
llama matriz inversa de 4 y se representa por A"

A-A"'=A"-A=1
Si una matriz cuadrada no tiene matriz inversa, se dice que la matriz es singular.
La matriz inversa verifica las siguientes propiedades:

- Lainversa de la matriz inversa es la matriz original.

(4 =4
- Lainversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambian-
do su orden.
e O B |
(4-B)' =B -4

- Lainversa de la traspuesta de una matriz es igual a la traspuesta de la matriz inversa.
()" =(a)
Para hallar una matriz inversa dispondremos de varios métodos distintos. En este tema veremos dos:
e Resolver un sistema de ecuaciones

e El método de Gauss —Jordan
Actividades resueltas

0 1
+ Sea A= (2 OJ' Halla la matriz inversa A~! mediante un sistema de ecuaciones.

a b
Planteamos la matriz 4™ =[ dJ y hallamos el producto:

c

(oG s

Debe verificarse que 4-4™' =1, por tanto:
o c d 1 0 c=1 d=0
A-A7 =1= = =
2a 2b 0 1 2a=0 2b=1

Resolviendo paraa, b, cy d:
— 1 ]
a=0 b—é :>A,1 _ 0 A
c=1 d=0 1 0
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Matrices

1 2
4 Sea A= (3 4}, halla la matriz inversa A" mediante un sistema de ecuaciones.

. (a
De nuevo, planteamos la matriz 4~ :(
c

AA_I—I 2Y (a b B a+2c b+2d
' _[3 4J'(c dJ_(3a+4c 3b+4d}
Debe verificarse que 4-A™' =1, por tanto:

a+2c b+2d 1 0 a+2c=1 b+2d=0
3a +4c 3b+4dj_[0 lj:{3a+4c=0 3b+4d =1
Resolviendo paraa, b, cy d:

a+2c=1 a+2c= c=3
{ W’{ %{a A

3a+4c=0 a=-2 ) 2
= A = o
b+2d =0 b+2d =0 [g=-1 hoh
B - 2
Como hemos visto, este método resulta laborioso (y sélo lo hemos utilizado con matrices de orden 2).

Es simple imaginar que se complica enormemente si hay muchos términos no nulos y cuanto mayor es
la dimensién de la matriz.

b
dJ y hallamos el producto:

A-A" :I:{

Ademas, debemos tener en cuenta que no siempre existe matriz inversa, por lo que podriamos haber
estado trabajando en balde.

Ejemplo:

1
4 Sea A= (3 6)' halla la matriz inversa 4! mediante un sistema de ecuaciones.

a b
De nuevo, planteamos la matriz 4™ =( dj y hallamos el producto:

c

AA’I—l 2Y (a b B a+2c b+2d
' _(3 6]'(c dj_(3a+6c 3b+6dj
Debe verificarse que 4-4™' =1, por tanto:

a+2c b+2d _1 0 a+2c=1 b+2d=0
3a+6¢ 3b+6dj_(0 1]:{3a+6c:0 3b+6d =1
Vemos que cualquiera de los dos pares de ecuaciones no tiene solucion:

{a+2c=1*—3> 3a+6¢=3

A~A1=I:>[

3a+6¢c=0 3a+6¢c=0
Que claramente no puede tener solucién.

1 2
Por tanto, la matriz A = (3 6) no tiene matriz inversa.
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3.4.2. Método de Gauss — Jordan:

El método de Gauss-Jordan para hallar la matriz inversa consiste en convertir la matriz inicial en la
matriz identidad, utilizando transformaciones elementales.

Llamamos transformaciones elementales por filas a:

- Permutardosfilasiy j. Lo escribimos como F, <> F)

- Sustituir la fila i por el resultado de multiplicar o dividir todos sus elementos por un niamero
a # 0. Lo escribimos como F, =a-F,

- Sustituir la fila i por un multiplo (no nulo) de ella mas otra fila j multiplicada por un niumero b. Lo
escribimos como F; =a-F, +b-F;, con a#0.

Ampliamos la matriz original, escribiendo junto a ella la matriz identidad, y aplicamos las
transformaciones elementales de modo que la matriz inicial se transforme en la matriz identidad.
Actividad resuelta
. . . 1
4 Calcula con el método de Gauss—Jordan la inversa de la matriz 4 = 5 0
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz 4:
0 1|1 O
T =
2 010 1
Y vamos realizando transformaciones elementales a la izquierda, buscando convertirla en la
matriz identidad:
0 1|1 O 2 0]0 1 1 0/]0 %
T= _— —l_)
2 0/0 1) feR (o 1|1 o) A% {0 1|1 0
A71 — O %
1 0

Comparando este método con el anterior, podemos ver que es mucho mas simple y rapido.

Por tanto:

Ejemplo 2:

1 2
4+ Hallala matrizinversa A" de A= (3 4] con el método de Gauss—Jordan.

I 2|1 O I 211 0 I 2|1 O I 0]-2 1
QY T 3 | ReR2R ) 3 1
3 4/0 1 0 -2[-3 1) &=1r 0 1|% % 0 1| % %
Por tanto, tenemos que:
P _(—2 1)
%o
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Ejemplo 3:
4+ Halla la matriz inversa de
-1 1 2
A = 1 0 3
4 1 1
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz 4 y operamos como se explicd antes:
-1 1 2(1 0 O -1 1 21 0 O -1 1 2|1 0 0
103010W>015110W>015110
4 1 1|0 0 1) #H=h+A 0 5 914 0 1 0 0 —-16|-1 -5 1
1 -1 -2|-1 0 O 1 0 3]0 1 O
T o 1 511 1 O0|—Fzz>0151 1 0
F3=_%F3 0 0 L\ He As s 0 0 1|4 As He
1 0 3{/0 1 0 1 0 O %, M Ao
7m0 L 0 A As |50 1 O s As
0 0 1| Y As Hs 0 0 1|4 A Ko

Por tanto, la matriz inversa queda:
HAs Hs  Hs
A= Ws As  As
N Ns Ns
3.5. Matriz traspuesta

Dada una matriz 4 de dimensiones m x n , se llama matriz traspuesta de 4 y se representa por 4', a la
matriz que se obtiene al cambiar las filas de A por sus columnas, por lo que la matriz A" serd de
dimension nx m .

Ejemplo:

1

1 2 3
A= —>A4"=|2
4 5 6 3

Una matriz cuadrada se dice que es simétrica cuando coincide con su traspuesta: 4= A4".

AN DN

Para que una matriz sea simétrica, los elementos simétricos respecto de la diagonal principal deben ser
iguales.

Ejemplo:
I 1 3 I 1 3
A=|1 2 4|>4"=|1 2 4
3 45 3 45
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Si una matriz cuadrada es igual a la opuesta de su traspuesta, 4 =—A4", se dice que es antisimétrica.

Para que una matriz sea antisimétrica debe cumplirse que los elementos simétricos respecto de la
diagonal principal sean opuestos, y los elementos de la diagonal principal nulos.

Ejemplo:
0o 1 -3 0o -1 3 0o 1 -3
A=|-1 0 —-4|oA4'=|1 0 4|>-A"=|-1 0 -4|=4
3 4 0 -3 -4 0 3 4 0

Con las matrices traspuestas se cumplen las siguientes propiedades:

La traspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las matrices traspuesta:
(A+B) =A4'+B

La traspuesta de un producto de matrices es igual al producto en orden inverso de las matrices
traspuestas:

(4B) =B'-A

Actividad resuelta

2

1 -1 2

% Para las matrices: A= 4 0 3 y D=|1|, realiza el producto D' -A4".
3

Solucién
El primer paso consiste en trasponer las matrices:

2Y , 1 4
o 1 -1 2
1)-,4:1-40_3 =2 1 3)]-1 0

3 2 -3

Es decir:
D' A =(2-1+1-(-D)+3-2  2:4+1.0+3-(=3))=(7 -1

Y podemos comprobar la propiedad anterior:
2
1 -1 2 2:1+1-(-1)+3-2 7
A-D= A1 ]= =
40 =3) ] (2:441:043:(3)) (-1

(4-D) =(7 -1)=D"-4'

Por tanto:
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3.6. Rango de una matriz

Se llama rango de una matriz al numero de filas o columnas de la matriz que son linealmente
independientes, es decir, que no pueden obtenerse a partir de las demas filas o columnas de la misma
matriz.

Actividad resuelta

4+ Determina el rango de las matrices

0 1 -3 0 -1 3
A=|-1 0 -4 y B=|1 0 4
11 -7 ~1 -2 2

La tercera fila de 4 se obtuvo sumando las dos primeras filas. Estas dos primeras filas son
independientes, por lo que el rango de 4 es 2.

La tercera fila de B se obtuvo restando la segunda fila al doble de |la primera. El rango de B es 2.

Para hallar el rango de una matriz se pueden usar las transformaciones elementales para intentar
hacer el maximo numero posible de ceros, intentando triangular la matriz (método de Gauss); sin
embargo, sera mas facil hallar el rango usando determinantes, como veremos en el capitulo siguiente.

Actividad resuelta

*+ Calcula el rango de la siguiente matriz segtin los valores del pardmetro a:

a-2 a+?2
A=
1 2
Solucion

El rango de esta matriz serd como maximo 2 pues es una matriz de dimensién 2 x 2. Vamos
realizando transformaciones elementales hasta convertirla en una matriz triangular.

Intercambiamos filas para tener un 1 en la posicidon ai.

a—-2 a+2 1 2
A= FOR
1 2 160 a—-2 a+2

Ahora tratamos de conseguir ceros, para lo que a la segunda fila le restamos la primera fila
multiplicada por (a — 2):

1 2 1 2 1 2
% =
a-2 a+2) "R N\(@-2)-1-(a-2) (a+2)-2-(a-2) 0 —a+6
Vemos que si (—a + 6 = 0) la segunda fila es nula, por lo que su rango seria 1. Por tanto:

—-a+6=0 =>a=6

De aqui:
a=6 = rg(d)=1
az6 = rg(A)=2
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% En un pais A, existen tres aeropuertos internacionales (A1, A2 y As); en otro pais B
existen cuatro (Bi, Bz, Bz y B4); y en un tercer pais C existen dos (C; y Cz). Desde el
aeropuerto A; salen vuelos con destino a Bi, B;, C; y dos vuelos con destino a Bs.
Desde el aeropuerto A; salen vuelos con destino a B,, B3 y dos vuelos con destino a Ba.
Desde el aeropuerto Az sélo sale un vuelo con destino a Bs. Desde cada aeropuerto del
pais B, salen dos vuelos a cada uno de los aeropuertos del pais C.

Se pide, expresar mediante matrices:

a) Los vuelos del pais A al B.
b) Los vuelos del pais B al C.

c) Los vuelos del pais A al C, necesiten o no efectuar trasbordo en el pais B.

Solucion

El esquema de los vuelos es:

a) Representamos los vuelos desde A (filas) hasta B (columnas)

1 1.0 2
X, =[0 1 1 2
0 01 O
b) Representamos los vuelos desde B (filas) hasta C (columnas)
2 2
X, = 2 2
2 2
2 2
c) Representamos los vuelos directos desde A (filas) hasta C (columnas):
1 0
X,=/0 0
0 0
Los vuelos desde 4 hasta C con o sin trasbordo serdn:
1 102 2 2 I 0) (2+2+0+4 2+2+0+4) (1 0) (8 8 I 0) (9 8
X - X,+X;=[0 1 1 2-2 §+O 0|=|0+2+2+4 0+2+24+4|+/0 0|=|8 8|+ 0 0|=8 8
0010 00 2 2 0 0) (22)100) (2 2
2 2
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Actividades propuestas
. Escribe tres matrices fila.

. Escribe tres matrices columna.

. Escribe la matriz unidad de dimensién 2, 3y 4.

4
5
6. Escribe tres matrices cuadradas de dimensidn 2, 3 y 4 respectivamente.
7
8. Escribe la matriz nula de dimension 2, 3y 4.

9

Dadas las matrices

2 1 0 I 1 1 1 0 0
A=9 0 -3|,B=|2 2 =-2|yC=|2 4 -5
-2 0 7 -3 3 3 7 3 -3
calcula:
a)A+3B
b)24+B-5C
10. Para las matrices
2 1 0 1 1 1
A=19 0 -3|yB=|2 2 =2
-2 0 7 -3 3 3

calcula4-By B-A. ¢Es el producto conmutativo?

11. Dadas las matrices

2 1 0 11 1
A=l 9 0 -3|yB=|2 2 -2
2.0 7 -3 3 3

calcula 34 — B2

12. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

2 1 0 I 1 1 5 3 I 1 1
A=| 9 0 -3| B=|2 2—2,(::(1 0),1):222
-2 0 7 -3 3 3 3 3 3
13. Resuelve la ecuacion matricial M-X + N = P siendo:
2 1 0 I 1 1 I 11
M=|9 0 -3|,N=|2 2 -2|,P=[2 2 2
-2 0 7 -3 3 3 3 3 3
14. Calcula el rango de las siguientes matrices:
2 1 0 I 1 1 5 3 I 1 1
A=l 9 0 -3| B=|2 2—2,C=[4 6],1):222
-2 -1 0 -3 3 3 3 33
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CURIOSIDADES. REVISTA

Con un grafo se

representan

las

relaciones entre objetos.

Un grafo esta formado por nodos que
se relacionan con aristas.

s

J

Hay grafos dirigidos, como el grafo 1, y
grafos no dirigidos, como el grafo 2.

. J

A cada grafo se le asocia una matriz
jUnical
Los vértices A, B, Cy D son las filas de

la matriz. Si A esta relacionado con B
ponemos un 1 en la fila 1, columna 2.

La matriz de un grafo no dirigido es

@fos y matriceD

GrafL’ Grafo 2:
\A D \ C

Epak
=
~

~=_
0
1
0

1T

0
1
1

oS o =
oS o =

oS O O
=

1
1
0
/Imagina que esos\

simétrica. O O O O) grafos estan indi-

\ cando personas que

Se pueden utilizar grafos para representar los caminos que unen unas estan  conectadas
casas, o unos pueblos, o los vuelos (u otro tipo de conexidn) que unen las por WhatsApp.

ciudades. En psicologia se utilizan por ejemplo para visualizar

relaciones de dominio entre individuos.

las En el grafo 1, A esta

conectada con B y

)

Vamos a multiplicar estas matrices por si mismas e interpretar el resultado

D.Bcon CyD.
En el grafo 2, A estd

a

oS o O O
oS o o O
S o O =
o o = O

o O O =
o O = O
o O =

o O =

conByC.BconA,y

\C con A. /

A podria conectar
con Cy D (pidiendo
a B que reenviara el
WhatsApp).

N

oS O O O
o O O O

S o O =
S o O =

\.

> \
Ahora un WhatsApp de A podria )

llegar a esa misma persona A por
dos caminos distintos (a través de B
y de C), pero sélo sus propios
WhatsApp.

A la persona B, con 2 WhatsApp, le
llegarian los suyos y los de C. j

\_
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RESUMEN

matriz

Definicion de

Tabla de nUmeros ordenados

-2 0

.

una matriz

Dimension de

El nimero de filas (m) y el nUmero de
columnas (n)

La dimension de la matriz anterior es 2 x 3.

Igualdad de
matrices

Dos matrices son iguales si tienen la misma
dimensién y si los términos que ocupan la
misma posicidn son iguales

A=B=aj=b; Vij

Tipos de
matrices

-5
Matriz fila: (31 4 -35) Matriz columna: [ . J

1 -1
Matriz triangular de dimensién 2 x 2: 4 = (0 ; j

20 50
Matriz diagonal: Matriz escalar:
05 0 5

1
Matriz unidad: [O

y

Suma de
matrices

Se suman los elementos que ocupan la misma
posicién: C=A+B=c¢; =a; +b;

o 90 200

Producto de

Es otra matriz de elementos los de la matriz

2 1 6 3
unrealpor | ntiplicados por el nimero: kAZk(al.j)z(kaij) 3 4 51712 15
una matriz
(1 oj (2 1} (1-2+0-4 1-1+0-5)
A: ij ! ) - . . . . -
Producto de (a”“)}_>C=A-B:(aij)(bﬁ):(cﬁ) Cii zzaik'bkf 23 22304 203
matrices | B = (bij) ' S = 201
16 17
Matriz doA A AT e 23 N -1/13  3/13
inversa 51 5/13  -=2/13
Matriz Se obtiene cambiando filas por columnas. A:(z 3) — A :(2 5)
traspuesta 5 1 31

Rango de una
matriz

Numero de filas o columnas de la matriz que son
linealmente independientes, es decir, que no
pueden obtenerse a partir de las demas filas o
columnas de la misma matriz.

6
El rango de la matriz [

3}
es 1.
6
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

I -1 4 0 -1 2
A: = C:
PN R WIATTE
calcula:

a)A+B b)A-B-C )3A+5B-6C

1. - Dadas las matrices

2. - Para las matrices
1 -1

4 -1 2
A=|2 3 y B=
0 5 3
0 4
calculaA-By B-A. ¢Es el producto conmutativo?
3. - Calcula los productos posibles entre las matrices
1 2 3 1
A={1 1 1|, B=|2 yC:(2 ! Oj.
3 45
01 -1
4.- Dadas las matrices
1 3 3 1 I 2
A=|1 4 3|y B=| 2 0 -1
1 3 4 -6 -1 0
calcula 3-4'— B.
5.- Para las matrices
L1 s 2 3 0 1 2
A:( - j,B:[O 3 4},0: -5 1 4 —2|yD=|1
4 0 -3 -1 -2 3
1 0 0 -3 3
realiza las siguientes operaciones si es posible:
a)A+B b)3-4—-4-B c)AB d)A-D e)B-C f) C-D g)A-C

6. - ¢Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir A-By B:A?

=1 3)

b) Encuentra los valores de a y b para que la matriz A conmute con la matriz

o)

8. - Calcula A", paran € N, siendo 4 las siguientes matrices:
IR (1) ‘1) (1)

a C

) 1 1 ) 0 1 )

0 0 1
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9.- Se dice que dos matrices A y B conmutan si A-B = B 4. Dada la matriz

SN

10. - Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con las matrices:

11 0 0O
01leO

1 10

halla las matrices B que conmuten con 4.

11. - Sean las matrices

wafy ) ) (2] oon(] e

Calcula cada uno de los productos 4B, D'E, E-B, C‘E.

12.- Sean
-1 2 1 -1 1
y 3 5 3 z x+z

dos matrices de orden 2 x 3, en las que x, y, z denotan valores numéricos desconocidos.
a) Determina, razonadamente, los valores de x, y, z € R de manera que 4 = B.
b) ¢Es posible el calculo de A-B? Razona la respuesta.

13.- Sea la matriz

2 1 2
A= 2 0 -1
-5 -1 0

Calcula, si existen, las siguientes matrices:

a) Una matriz X, tal que
X-4=(1 0 -1)

10 1
A-Y =
(0 1 0)

14. - Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

b) Una matriz Y tal que

0 1 - -1 1 2 2 -1 0
a) b) c|1 0 3 di(3 1 2
2 0 4 8
4 1 1 4 0 1
15.- Dadas las matrices
1 2 3 1
A= y B =
1 0 2 3
calcula (4B)'y (4B)™".
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16.- Dada la matriz

a) Hallala matriz inversa de 4
b) Compruebaque4-A'=A4"4=1
c) Halla una matriz X tal que 4-X = B, siendo

17.- Calcula la matriz inversa de

1 1 0

A=10 1 2

1 0 1

18. - Dadas las matrices

-0 ~2 10

A=|1 =-2| y B=
0o -1 2

2 3

obtén, si procede, (B-4).

19.- Sean las matrices

(3 3y oo )

a) Calcula la matriz inversa de 4-B

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. éQué relacién existe entre la matriz del
apartado anterior y esta matriz? Justifica la respuesta.

20. —Sea
010
A=|10 0 1
1 00
comprueba que 4'= 47"y calcula (A . At)zom.
21.- Sean las matrices:
-3 2 2 2 1 0
c={1 -1 0| , D=-11 -1
0 1 0 2 0 1
a)HallaC'yD™!
b) Calcula la matriz inversa de C-D
c) Comprueba que (C-D)' =D ~.C.
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22.- Resuelve la ecuacion matricial M-X + N = P siendo
-1 0 I 2 4 3
M = , N = y P=
0 -1 3 4 2 1
2 -1 1 0
A= , B=
-1 0 1 2
b) Determina la matriz Xparaque X-4 =4 +1

R R R R

Resuelve la ecuacion X*4-B-X-C=2-C

23. - Sean las matrices

a) Calcula4™-(2:B + 3-])

24. - Sean las matrices

25. - Calcula el rango de las siguientes matrices:

2 -1 11
0 2 1
I 0 1 o1 0 -1 0 0 1 0
Mo 1o ) Ny 1 11
0 4 2
0 0 01
26. - Calcula el rango de las siguientes matrices segln los valores del pardmetro a:
2 001 2a 1 1
a)|2 1 31 b)| 2 a 1
al 3 2 2 1 a
27.- Determina las matrices A y B que son soluciones del siguiente sistema:
-8 7 -1 17 4
34-2B=| 9 -18 1 2A+B=|-8 2 17
14 9 -14 14 -1 -14
28. - Obtener las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales.
1 5 2 1 3 1
2X -3Y = X+Y= 2X+Y =
. o o )
a) b) c)
-1 0 6 2 1 0
X-Y= X-Y= X +2Y =
( 3 6) (0 1] (—2 4}

29. - Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las
siguientes matrices:

1 -2 1
-1 0 1 1 2 -1
1 2 0o 1 3
a) b)| 1 2 2 Ol3 -2 1 d)
3 4 -1 1 2 1
2 11 4 0 2
3 2 1 2
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30. - En una academia de idiomas se imparten inglés y aleman en cuatro niveles y dos modalidades:

130 160
. . 120 80 , .
grupos reducidos y grupos normales. La matriz 4 = 210 130 expresa el nUmero de personas, segun
100 60

el tipo de grupo, donde la primera columna corresponde a los cursos de inglés, la segunda a los de
aleman vy las filas, a los niveles primero, segundo, tercero y cuarto respectivamente. Las columnas de la
0,2 0,25 04 0,75
08 0,75 0,6 0,25
idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso normal (segunda fila) para cada uno de los
niveles.

matriz B:[ ] reflejan el tanto por uno de estudiantes (comin para ambos

a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 30 euros por persona en grupos reducidos y 20 euros por persona
en grupo normal, hallar la cantidad que obtiene la academia en cada uno de los idiomas.

31. - Tres escritores presentan a un editor, al acabar la enciclopedia, la minuta que se recoge en la tabla
adjunta:

Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor C 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 75 euros, la conferencia a 300 euros y el viaje a 250 euros. Si sélo
piensa pagar, respectivamente, el 30 %, el 20 % y el 10 % de lo que corresponderia a cada escritor,
équé gasto tendria el editor?

32. - Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, Ay B, en tres terminaciones: N, L y S. Produce del
modelo A: 400 unidades en la terminacién N, 200 unidades en la terminacion L y 50 unidades en la
terminacion S. Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacion N, 100 enlalLy30enla$. La
terminacion N lleva 25 horas de taller y 1 hora de administracion. La terminacion L lleva 30 horas de
taller y 1,2 horas de administracién. La terminaciéon S lleva 33 horas de taller y 1,3 horas de
administracion.

a) Representa la informacién en dos matrices.

b) Halla una matriz que exprese las horas de taller y de administracién empleadas para cada uno
de los modelos.

33.-Sean A y B dos matrices de igual orden, y A un nimero. Se sabe que A-(4 + B) = A4 + A*B. Justifi-
ca el resultado.

34. - Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si 4 y B son simétricas, analiza si, entonces,
también lo es su producto 4-B.

Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un contraejemplo que lo confirme.
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Matrices

0
35. - Sea la matriz M :(
)

r
OJ' siendo ry s dos numeros reales tales que s # 1.

Calcula M? M3, M*y M* para k € N.

36. - Sea el conjunto de matrices definido por:

i R

a) Comprueba que 4, B e M, tambiénA+B e My A-BeM
b) Encuentra todas las matrices C € M, tales que C? = C.

37. - Se dice que una matriz cuadrada 4 es ortogonal si se verifica que 4-4’ = I donde A4’ es la matriz
traspuesta de 4 e [ es la matriz identidad. Si A y B son dos matrices ortogonales de igual tamafio,
analiza si A-B es una matriz ortogonal.

38. — Considera las matrices 4, By C definidas como:
Ay =(a, =i+ j), Vi, j=123
By=b, =i—j),vi=12;j=123
Cyn = o, =2i+ ), Vi=123;, /=12
a) Construye las tres matrices.
b) Halla las traspuestas 4%, B’y C'y determina cual (o cuales) de las matrices es simétrica.
c) Analiza cuales de los productos A-4, A-B, A-C, B-A, B-B, B-C, C-A, C-B o C-C pueden realizarse.
d) Determina el rango de las tres matrices A, By C.

39. — Dada la matriz:

0 z -y
M=|-z 0
y —x 0
En la que se verificax® +)* + 22 = 1.
a) Calcula M2
b) CalculaP=M?+1.
c) Comprueba que P2 =P.
d) Comprueba que PXM = MxP = 0.
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AUTOEVALUACION

5 -2 0 1 3 5
Dadas las matrices A = ; B=

3 4 -7 01 -2
1.- La dimensién de la matriz 4 es:

a)3 b) 2 c)2x3 d)3x2
2.- La matriz 4 es:
a) una matriz fila b) cuadrada c) traspuesta d) rectangular

3.- La suma de las matrices A y B es:

5 -2 0 6 1 5 6 -1 5 6 1 0
a)A+B = byA+ B = c)A+B= d)A+ B =
3 4 -7 35 -9 3 4 -5 3 4 -9

4.- El producto 34 es:

15 -6 0 15 -6 0 15 -6 0 03 0
a) 34 = b)34 = ¢) 34= d) 34+ B =
3 4 -7 9 12 -9 9 12 -21 00 -2I

5.- Indica qué afirmacion es cierta

a) Las matrices 4 y B se pueden multiplicar b) Las matrices 4 y B no se pueden multiplicar
c) Ambas tienen matriz inversa d) Sus matrices traspuestas son iguales
33 3 1 00 1 2 3 1 3 1
Dadas las matrices C=|3 3 3(;D=|{0 1 O[;E=(4 0 1[;F=|{0 0 1
3 3 3 0 0 1 2 3 4 01 4
6.- La matriz identidad es la matriz:  a) C; b) D; C)E; d) F.
7.- El producto de las matrices E'y F es:
1 6 15 1 5 13 1 6 15 1 6 15
a)EF={0 13 8 b)EF={0 12 8 c)EF={0 13 8 dYEF=|4 13 8
2 10 21 2 10 21 2 13 9 2 10 21
8.- La matriz inversa de la matriz F'es:
1 11 -3 -1 0 0 -1 0 O 1 00
a)F_lz 0 -4 1 HF'=|11 4 1 AF "=l 0 4 -1| dF'=|12 4
0 1 0 3 00 -1 0 3 00
9.- La matriz traspuesta de la matriz F es:
1 11 -3 1 0 -3 1 00 1 0 0
a)F'=|0 -4 1 HhF =31 0 OF =|0 1 1 dyF' ={3 0 1
0 1 0 1 1 0 010 1 1 4
10.- El rango de la matriz C es:
a)3 b)2 «c¢)1 d)notiene
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Matrices

Apéndice: Problemas de matrices en las P.A.A.U.

-1 -2 =2

(1) Sealamatriz A= 1 2 1
0 -1 -1
a) Comprueba que verifica A3 — I = O, con I la matriz identidad y O la nula.

b) Calcula 4%
c) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al calculo de inversas, halla la matriz X que

verifica la igualdad 4> X + 1 =4

(2) a) Define rango de una matriz.
b) Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3. éCémo varia el rango si quitamos una

columna? Si suprimimos una fila y una columna, ¢podemos asegurar que el rango de la matriz
resultante valdra dos?

(3) Sea A una matriz (m x n)
a) éExiste una matriz B tal que B4 sea una matriz fila? Si existe, équé orden tiene?

b) éSe puede encontrar una matriz B tal que 4-B sea una matriz fila? Si existe, équé orden tiene?

c) Busca una matriz B tal que B:‘4=(0 0) siendo

A=

S O
S~ N

X

y

1
4 j y el vector X = ( j, se pide obtener razonadamente:

1
(4) Dada la matriz 4 = (2

a) El vector X'tal que A-X = 0-X.
b) Todos los vectores X tales que 4-X = 3-X.
c) Todos los vectores X tales que 4-X = 2-X.
(5) Sean Iy A las matrices cuadradas siguientes:
1 0 17 29
I = y A=
0 1 -10 -17

Se pide calcular, explicando todos los pasos necesarios:

a) Las matrices 4%y 4°.
b) Los nimeros reales a y b para los cuales se verifica (I + 4)* = a + b-A.

(6) Dada la ecuacion matricial:
a 2 (11
37, 11

donde B es una matriz cuadrada de tamafo 2 x 2, se pide:

a) Calcula el valor o valores de a para los que esta ecuacidn tiene solucién.

b) Calcula Benelcasoa=1.
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(7) Una matriz 2 x 2 se dice que es triangular si el primer elemento de su segunda fila es 0. Encuentra

27 4
todas las matrices triangulares B tales que B-B' = ( 4 SJ .

(8) Comprueba razonadamente que:

a) Si el producto de dos matrices cuadradas A4 y B es conmutativo, entonces se deduce que el

producto de los cuadrados de dichas matrices es igual al cuadrado del producto de dichas
matrices.

b) La matriz

1 0 O
A=]0 -4 10
0 -3 7

satisface la relacién 42 —3-4 +2-1 = O, siendo I y O, respectivamente, las matrices de orden 3
x 3 unidad y nula.

c) Calcula razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los valores ay b
que hacen que 42 =a-4 + b-1, sabiendo que la matriz 4 verifica la igualdad 4> =3-4 + 2-1.

(9) a) Calcula las matrices reales cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las ecuaciones:

2-X+Y=B

{X—ZYzC
101 1 -1 0
donde B=|0 1 1| y C=|-1 1 1
00 1 111

d) SiXe Ysonlas matrices anteriores, calcula (2-X+ Y) - X—(2- X+ Y)-(2)).

(10) Calcula todos los valores reales x, y, z, t para los cuales se verifica 4-X = X'4, donde

RS O

(11) Tenemos las matrices

-1 -1 2 1 00
A= 3 -5 6| e I=/0 1 0
1 -1 0 0 0 1

a) Calcula la matriz inversa de A.
b) Calcula la matriz B=A4-(4 + 4-1).

c) Determina los nimeros reales que cumplen: A =x-A +y-I, A>=z A+ t1,
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(12) Sean las matrices:
-1 2 1 -1 x 1
y 35 3 z x+z
dos matrices de orden (2 x 3) en las que x, y y z € R denotan valores numéricos desconocidos.
a) Determina, razonadamente, los valores de x, yyz € R de manera que B = 4.
b) éEs posible el calculo de 4 x B? Razona la respuesta
(13) Sea 6-4 + 2-1 = B una expresion matricial, donde B denota la matriz cuadrada de orden (2 x 2):
6 1
B=
3 -1
e ] es la matriz identidad de orden correspondiente:
a) ¢Qué dimension tiene la matriz 4?
b) Determina los elementos que integran la matriz 4, esto es, aij € Axq.

c) CalculaA+2-1.

(14) Sean A y B dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

5 12 7 11 25 0
2A+B= 34+2B =
4 2 7 20 10 35
(15) Sean X e Y dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
2 0 I -1
5X+3Y = 3X+2Y =
-4 15 -2 9

(16) Se llama “traza” de una matriz a la suma de los elementos de su diagonal principal. Halla 4, matriz
de tamafio (2 x 2), sabiendo que la traza de 4-4" es cero.

(17) Sea A una matriz que tiene tres filas; sea B la matriz que resulta de sustituir en 4 la 12 fila por la
suma de las otras dos. ¢Qué debe ocurrir entre las filas de A para que 4 y B tengan el mismo rango?

(18) Dadas las matrices

5 2 0 a b 0
A=12 5 0 B=|c ¢ 0
0 0 1 0 0 1

a) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, by ¢ para que se verifique A'B = B A.
b) Paraa = b = ¢ = 1, calcular B'°.

(19) Denotamos por M’ a la matriz traspuesta de una matriz M. Considera:

1 0 4 -3
A=\ 2|, B=(1 4 3), C=|-2 9 -6
-1 1 -4 4

a) Calcula (4-B)'y (B-A4)".

b) Determina una matriz X que verifique la relacion %X+(A-B)t =C.
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Resumen

En una de esas peculiaridades que de vez en cuando se dan en la ciencia, nos encontramos con el caso
de las matrices y los determinantes. Hay evidencias de que ambos se conocian entre dos y cuatro siglos
antes de nuestra era, cuando para resolver ciertos problemas se organizaba la informacién en forma de
tablas y se explicaban las reglas aritméticas para hallar la solucidn. Sin embargo, cuando fueron
redescubiertos para la Matematica moderna, se desarrollaron antes los determinantes que las matrices.

Fue Carl Friedlich Gauss (el principe de los matematicos) el primero que usé el término “determinante”
en sus ‘Disquisiciones Aritméticas’ de 1801, pero con un significado diferente al nuestro. La idea actual
de determinante se debe a Augustin Louis Cauchy, mientras que el término “matriz” lo acund 50 afios
después James Joseph Sylvester dando a entender que una matriz es “la madre de los determinantes”.
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1. CONCEPTO DE DETERMINANTE

1.1. Definicion

Dada una matriz cuadrada de orden n,

a;  4dp a,
A= ay dy a,,
a, A, ... a,,

a;; dp a,
|A| _ ay dp a,,
a, Q, ... a,,

a un numero real que es igual a:

det(A):‘A‘ =2 (_l)i(G)alc(l)a20(2)"'anc(n)

ceS,

Es decir, el determinante de una matriz cuadrada es el nimero real que se obtiene sumando todos los n
factorial (n!) productos posibles de n elementos (orden de la matriz) de la matriz, de forma que en cada
producto haya un elemento de cada fila y uno de cada columna, precedido cada producto con el signo +
6 — segln que la permutacion de los subindices que indican la columna tenga un numero de
inversiones, respecto del orden natural, que sea par o impar.

Esta definicion solo es practica para resolver los determinantes de orden 2 y 3. Los determinantes de
orden superior se resuelven con otros métodos, ya que aplicando la definicién seria muy laborioso.

1.2. Determinantes de orden dos y tres. Regla de Sarrus

1.2.1. Determinantes de orden dos

Dada una matriz de orden 2,

se llama determinante de la matriz 4,

det(A) = || =

app 4dp ‘
D))
al numero:

|A| = a1y — a4y

Es decir, se multiplican los elementos de la diagonal principal y se le resta el producto de los elementos
de la diagonal secundaria.
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Ejemplos
25 5
A= -4 = =2-4-5.1=8-5=3
1 4 1
=t 72 B=| 1-:3—(=2) - (-4)=—-3-8=—11
= —> = = —. —(— o (— — — 9 — = —
-4 3 —4 3

1.2.2. Determinantes de orden tres. Regla de Sarrus

Dada una matriz cuadrada de orden 3,
a4y 4
A=|a, a, ay
a3 4z dy
se llama determinante de la matriz 4 al nimero:
ap 4 4
|A| =1y Ay Ay | =aApay + 130,103 +A150)303) — Q305,03 —A11Ay3d3; — A1pAy1A3;
as; dzp  dss

Este desarrollo procedente de la definicion de determinante, puede recordarse facilmente con este
diagrama, conocido como la regla de Sarrus:

® ® ®
=& ® ©=
® ® ®
Ejemplo
I 2 3
-1 5 1|=1'5(2)+2-13+(-1):6-3-3-5-3-1-6"1-2(-1)(-2)=-10+6-18-45-6—-4 =77
3 6 -2

Actividades propuestas

1. Calcula los siguientes determinantes:

3 1 0 1 2 1
a) b) )
-1 2 -3 2 -1 0
2. Calcula los siguientes determinantes:
3 1 0 -1 0 2 4 1 0
a)|-2 1 2 b)|-2 0 5 -2 3 2
3 -2 =2 4 -2 =2 0o -1 -2
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2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

12) El determinante de una matriz A es igual al determinante de su traspuesta.

t
4] = |4
Demostracion
a a
(% 21 _ _
‘A = Ay Ay =y Ay = Ay Ay —dp tdy = |A|
ap ap

4

=1ayp Ay Ay | =a30y055 10501305, 01,0530, = A3A5,013 — A3,0,Ay; — Ay,A530),

reorganizando términos:
=) Ay sy + Ay A5 05 + Q105305 — A1300,03) — Ay Ay — A1y 033 = |A|

Ejemplo
2 3 4
|A|: 1 3 2/=2-3-6+1-1-4+3-2-5-4-3.-5-3-1-6-2-1-2=36+4+30-60—-18—-4=-12
516
2 1 5
‘A’ =3 3 1/=2-3-6+1-1-4+3-2-5-4-3-5-3-1:6-2-1-2=36+4+30-60-18—-4=-12
4 2 6

Teniendo en cuenta esta propiedad, a partir de ahora todo lo que se diga para la filas de un
determinante sera igualmente valido para las columnas, y viceversa, pudiendo hablar simplemente de
lineas de un determinante.

22) Si los elementos de una fila o de una columna se multiplican todos por un numero, el
determinante queda multiplicado por dicho numero.

k-a, a, ay a;; a4, 4y

k-ay ay ay|=k-la, ay ay

k-ay, ay, as; Ay A4y Qg
Demostracion
k-ay, ay —k k —k k-4
=k-ay-ay —k-ay -ayp=k-(ay-ay—ay-ay)= | |
k-a;, ay

a, %) Ayy | = kay ayas3 + ay a55kays + aykayyas) — kayayay, — apayka — kayyayas;,

a3 a3 a33
=k (a)1aya33 + ay1a3,0)3 + 41305303, = A1305,03) = Ay3d3y 0y = Ayyy ds33) = k- |A|
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Ejemplo

2:2 3 4 4
=-12 2-1 3 2(=|2

2 3
1 3
51 2:5 1 6/ |10

(@) NS I

3
3
1

(@)W \O RN N

2 3 4
=-24=2-(-12)=2-|1 3 2
516

Esta propiedad tiene dos implicaciones:
1. Nos permite sacar fuera los factores comunes a todos los elementos de una linea.
2. |k-A| =k"-|A|, siendo n la dimensidn de la matriz

Demostracion

Para orden 2:

|k-A|=‘k.a“ k-ay _k_‘k'all ay ke a; 4y =k2~|A|
k-a, k-a, k-a, a, a, dap
Para orden 3:
k-a, k-a, k-a; ap ap a; ap ap ag
k-Al=|k-ay k-ay, k-ay|=k-|k-ay, k-ay k-ay|=k-k-|k-ay k-ay, k-ay|=k> |4
k-ay k-ay k-asy k-ay k-ay, k-ay as as a3

32) Si los elementos de una linea se pueden descomponer en suma de dos o mds sumandos, el
determinante serd igual a la suma de dos determinantes (o mds) que tienen todas las restantes lineas
iguales y en dicha linea tienen los primeros, segundos, etc. sumandos.

a,+b, a, aj; a; 4 4 b, a, ay
ay, +by, a, ay|=\a, ay, ay|+|by a, ay
as +b; ay ay a3 dzp  dgg by a; ay

Demostracion

ay +by ay | b o) = b b
=(ay +by)ay —ayy -(ay +by)=ay -ay +by-ay —ap -ay —ap by
ay +by  ap

reorganizando términos:

a a b a
1 12 1 12
=4, Ay —a, a, +b,-a,—a,- b, = + b
ay  dy 21 Ay

a,+b, a, a; b b b
(@), +b))ayas; +(ay +by))asas, +(as, +by))a,a,,
ay +by ay ay| = b b b
+h —(ay, +b;))aya,; —(a), +b,))ay,a,; —(a,, +b,))a,,as;
Q3 703 dy Ay
a1y Asy +ayA1305, T 030,053 — 31003 — A3 0,3 — Ay A),05;

+by,ayay; + by a5ay, +bya,,a,, —byaya, —byay,a,, — b, a,,a5,

a; 4, ap b, a, a;

= |ay Gy ay|t|by ay ay

sz ds  dy by, ay;, ay
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Ejemplo
+ Sea:
1 7 3
4 7 —1|/=35+108-21-63+9-140=-72
3 9 5

Descompongamos la segunda columna:
1 7 3 1 2+5 3 1 2 3 1 5 3

4 7 -1|=[4 3+4 -1|=|4 3 —1|+|4 4 -1
39 5| (3 445 5| (3 4 5| |35 5

Por tanto:
1 2 3 I 5 3
4 3 —-1|=15+48-6-27-40+4=-6 4 4 —-1/=20+60-15-36-100+5=-66
3 4 5 3 5 5

42) Si en un determinante los elementos de una linea son nulos, el determinante es nulo.

Demostracion
0 a,
=0-a,,—0-a,=0
0 a,
0 0 0

Ay Ay Ay |=0-aya5;+0503-0+ay;,-0-a5 —0-aya; —aya5,-0-0-a,,a,;, =0

a3 4y Ay

52) Si en una matriz se permutan dos filas (o dos columnas), el determinante cambia de signo.

a;; a3 a4y a;p 4 4
Ay Ay Ay | = |4y Gy Ay
sy Ay 4y ay Q3 Ay
Demostracion
dy Q| _ _ __l4
=y QA —ay, Ay =—(ay, - ay —ay, 'azl)—_| |
Ay, 4y

Qi3 Ay Ay | = Apdply T 053050y, T0,0,053 —A1,0)305 — Ay0,305, — 00530,

= T a050533 — Ay 05,013 — A Ay305, T 4130505 T A 3030, + 41,0505,

Il
1
o~
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Determinantes

Ejemplo
3 21 3
3 —-1|=-6 3 4 —-1|=6
5 3 5

Actividades propuestas
3. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.

4. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutacion de columnas.

5. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.

6. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutacién de columnas.

62) Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales, el determinante es nulo.

a, a a
a,, b b|=0
as;

Demostracion

a a
=a-b—a-b=0
b b

a b c

a b c¢l|=ab-ay+a-c-a,+b-c-a,,-b-c-a,,-a-b-a;—-a-c-a;,=0

Ejemplo
1 1 3
4 4 -1|=1-4-5+4-3-3+1-(-1)-3-3-4-3-1-4-5-1-(-1)-3=20+36—-3-36—-20+3=0
3 3 5

Actividad propuesta
7. Razona por qué esta propiedad puede deducirse de la propiedad nimero 5.

8. Comprueba en un determinante de orden 3 que la propiedad se verifica también cuando hay dos
columnas iguales. Hazlo de dos formas diferentes: desarrollando el determinante y utilizando la
propiedad del determinante de la matriz traspuesta.
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Como consecuencia de la segunda, tercera y sexta propiedades tenemos las siguientes:

72) Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su determinante es nulo.
a, a k-a
a, b k-b|=0
a, c¢ k-c

Demostracion
a k-a a a
=k- =0 (como vimos en la propiedad anterior)
b k-b b b
a b c a b c
k-a k-b k-cl=k-| a b c |=0
as;  dzp  dg s diz  dg
Ejemplo

W N =
—_—
O O W
Il
(98]
W N =
—_— W
W N =
Il
W
(e
Il
(e

82) Si los elementos de una linea son combinacion lineal de las restantes lineas paralelas, el
determinante es nulo.

a, 4, r-a;ts-a;

Ay, Ay T Qy+S-ay,|=0

Ay Ay T-dy +S5-dy
Demostracion

Para determinantes de orden dos esta propiedad se reduce a la anterior.
Para determinantes de orden tres:

a, ay r-a;ts-a, ay  ap reay ay 4y S-dp
ay Gy Tay+S-dy Prop3 > P21 Gy Tdy | tidy Ay Stdp
A3 Ay I-ayt+S-ay ;) Q3 F-dy a3 43 S-dy
ay ap 4y ay ap 4y
Prop.2 reldy Ay Ay |T85|dy dy Ay
a; A4z dy a; Q3 dy
—=c> 7'0+s5-0=0
Top. 6
Ejemplo
4 3 7 4 3 443
= %
3 1 4 3 1 3+1 e 0
-2 7 5 -2 7 =247
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92) Sj a los elementos de una linea se le suma una combinacion lineal de las restantes lineas paralelas,
el determinante no varia.

ay  ap  apt(r-agt+s-ap) a4 4

N

Ay Gy Ayt (r-ayts-ap)|=|ay ay ay

as; Ay apt(r-ay +s-as) a3 Az Az

Demostracion

Para determinantes de orden dos sdlo hay una posible combinacién:

a,+tr-a, aj, a; 4ap r-a, 4apj a;, dap

Prop. 7

Prop. 2

Ay +7r-a, dy a) ap r-ay dy ay ap

Actividades propuestas
9. Demuestra esta propiedad para determinantes de orden tres.

10. Comprueba que el valor del segundo determinante, obtenido del primero con la transformacién
indicada, es el mismo que el del determinante de partida.
6 I 5 6 1 13
7o-2 1 Cy=C3+C+2C, 70-2 4
-4 -3 0 -4 -3 -10

102) El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determi-
nantes de las matrices:

|4-B|=|4]- |3
Demostracion
Para determinantes de orden dos:
4.B= dy G| b, b, _| % by +ay by ay by +ay, by
ay Ay ) \by by ay by +ay by ay by, +ay by

Por tanto:
|A-B| _ a, b, +ay, by, a,-b,+a,- by
ay by +ay, by a, by, +a,, by,

Aplicamos dos veces la propiedad (3):

|A-B| _ a, b, a, -b,+ay,- by a, b, a,-b,+a, by
a, by, ay -b,+a, by, ay by ay b, +a, by,
a, b, a,-b, a, b, ay,-by a, b, a,-b, a,-b, a,-by

a, by a, by, a, by, a, b, ay by ay by, ay by ay by,

Extraemos todos los factores comunes que se puede (propiedad 2):

a a a a a a a a
11 11 11 12 12 11 12 12
|A'B| = bllblz : +b11b22 ’ +b21b12 ’ +b21b22 ’
2 Ay ay Ay Uy dy ay dp
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Y observamos que el primer y el Ultimo determinante son nulos (propiedad 6):

a; dp

|4- B by,by, -0+b,b,, -

2 dp

+ b12b21 ’

ap, 4y

+b,,b,, -0

2n 4y

Vemos que en el segundo determinante hay una permutacién de columnas, luego:

a a a a
1 12 12 1
|A'B| = byby- +by,b,,

a, Ay ay, 4y
a a a a
1 12 1 12

= '(bnbzz _b12b21) = :

a; Ay ay Ay

Actividades propuestas

bnbzz ’

bl 1
b22

a a a a
1 12 1 12
_blzbzl'

a, Ay Y

b
12

= | 4[| B|
by,

11. Comprueba esta propiedad para las siguientes matrices cuadradas de orden tres:

6 1 5 2 0 2
a) A=| 7 -2 1|yB=[1 0 -1
4 -3 0 2 -2 0
1 0 0 110
b) 4=/0 1 0|yB=|1 1 1
00 1 12 3
2 1 2 2 0 2
) A=|0 0 -2|yB=[1 0 -1
2 -1 0 2 -2 0

12. Razona si es posible que para dos matrices 4 y B existan los productos A-B y B-A, pero no se

verifique que | 4-B|=|B- A4|.

13. Dadas dos matrices 4 y B, cuadradas y de igual dimensidn, razona si las siguientes expresiones son

ciertas o no:

a) (4+B) =(4+B)-(4+B)= 4>+ B?

b) (4+B) =4>+B*+2-4-B

c) (4-B)Y =(4-B)-(4-B)=4*-B*

d (4-B) =4>+B>-2-4-B
(

e) (4+B)-(4-B)=4"-B’

f) |(4+B)|=|4| +|B

g) |(4+B)|=|4[ +|B[ +2-]4]|B]
h) |(a-B)|=|a -[B]

) |[(4-B)|=[4[ +|B[ -2:|4]|B]
) [(4+B)-(4-B)|=[4] B[
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3. CALCULO DE DETERMINANTES POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

Hemos calculado determinantes de orden 2 y 3 usando la definicién de determinante (regla de Sarrus).
Intentar aplicar la definicion a determinantes de orden mayor que 3 es muy engorroso, por lo que los
matematicos buscaron otro método.

3.1. Definiciones

Comenzamos por definir algunos conceptos que vamos a necesitar.

3.1.1. Menor complementario
Dada una matriz cuadrada 4, de orden n, se llama menor complementario del elemento aj, y se
representa por aij al determinante de orden (n — 1) que se obtiene al eliminar la fila i y la columna ;.

3.1.2. Adjunto de un elemento
Dada una matriz cuadrada 4, de orden n, se llama adjunto del elemento a;; y se representa por A4j;; al

menor complementario o, precedido del signo + o — segin que la suma de los subindices (i + j) sea par
o impar:

Afj =(- 1)i+j Ol

Asi, el adjunto del elemento ai2 sera: Ai12 = —au2 y el adjunto del elemento ass sera: 433 = +a3s.

3.2. Calculo de determinantes por adjuntos

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea por
sus adjuntos correspondientes.

ap a; iy,
: : : ay Ay +ay A, +...+a;-A; +...a,, -4, (por filas)
ay  oa; .4, |= 0
: ay Ay +a,; Ay +...+a;-A;+...a,-A,; (porcolumnas)
Ay oo Gy ... 4,

Asi, el determinante de una matriz 4, de orden 3, se podria calcular de seis formas diferentes:

a,, a, ap; a,, - Ay, +a;, -4, +a;- A4, (porlaprimera fila)
|A| =|ay Gy Ay |=4ay Ay +ay Ay +a, - A,y (porlasegunda fila)
ay, Qs ds Ay - Ay +as, - Ay, +asy - A3 (por la tercera fila)
0
a,, a, a; a, -A,+a, -4, +a, -4, (porlaprimera columna)
|A| =|a, ay, a,|=4a, A4,+ay,- A4, +ay, A4, (porlasegundacolumna)
a,, a;, ds; a, - A, +ay Ay +asg, - Ay, (por la tercera columna)
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El problema de asignar el sighno mas o menos a cada adjunto se simplifica si se tiene en cuenta que
éstos van alternandose y que el correspondiente al elemento ai1 es el signo +, sin importar el camino
gue se siga para llegar al elemento correspondiente.

I+
Sl
I+
+ |
I+
+ |
I+
+ 1
I+

Ejemplo

4 Vamos a desarrollar un determinante de orden 3 mediante los adjuntos de la primera fila:

315
0 3 23 2 0
2 0 3|=+3- -1 +5-
2 5 2 5 7
5 7 2

Si desarrollamos el determinante por los adjuntos de la segunda fila (o de la segunda columna) nos
encontramos con un producto en que uno de los factores es nulo, lo que nos simplifica el calculo:

3 15
1 5 35 3 1
2 0 3|=-2- +0- -3
. 7 2 5 2 5 7

Por tanto, cuando se combina este método para calcular determinantes con las propiedades de los
mismos, y trabajamos antes para conseguir el mayor numero posible de ceros en una linea, podremos
calcular de forma muy sencilla dicho determinante por los adjuntos de dicha linea.

Ejemplo

4+ Calcula este determinante mediante adjuntos, haciendo ceros para simplificar las filas:

1 2 3 1 2 3

1 4 2 5% 10 2 -1

Mediante este método se ha pasado de calcular un determinante de orden 3 a calcular un
determinante de orden 2.

Aunque el ejemplo se ha hecho con un determinante de orden 3, vale para cualquier orden y nos abre
la puerta a calcular determinantes de orden superior.

Actividad propuesta

14. Calcula por adjuntos el valor de este determinante:

1 2 3 4
0 -1 -2 -3
0O 0 2 3
0O 0 0 =2
29 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 2: Determinantes Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es Revisor: Eduardo Cuchillo

Textos Marea Verde



Determinantes

3.3. Determinante de una matriz triangular

Como acabas de comprobar en la actividad anterior:

El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

a; dp a,
0 ay as,

. =4y -4y Ay
0 0 0 a

Demostracion

Desarrollamos el determinante por los adjuntos de la primera columna:
a,, a, ... a

n Ay dyz ... Oy,
0 a a 0 a a
22 2 33 3
"l=a,-4,+0 -4y, +...40-4, =a,, - ) !
0O 0 0 a, o 0 0 a,
Repetimos desarrollando por los adjuntos de la nueva primera columna:
dy Ay arp dsz A3 asy,
0 a a 0 a a
33 3n 44 4n
an : =ay - (ay Ap+0-Ayp+...+0-4,5)=ay -ay | . . .
0 0 0 a, 0 0 0 a,
Es evidente que este proceso se repetira hasta agotar las columnas, por tanto:
a;  ap a,
0 ay a,
. =dy Ay a,,
0 0 0 a

El proceso que hemos seguido en esta demostracion es una version muy simplificada de un método

de demostracion llamado método de induccidn.

Ejemplo
1 2 3
0 4 5|=1-4-6=24
0 0 6
Actividad propuesta
15. Halla el valor de a que verifica:
1 -38 53 -78
0 -4 87 -39
=24
0 0 a 93
0 0 0o -2
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3.4. Matriz adjunta

Se llama matriz adjunta de la matriz 4 a la matriz formada por los adjuntos de la matriz 4, y se
representa por Adj(A4).

All A12 A13
Adj(A): A21 Azz A23
A31 A32 A33
Ejemplos
4 25 5 Adj(A) = A, A, _ +o,, —0a, _ +4 -1
1 4 A, A, -0, +0,, -5 +2
12 3 4, 4, A, oy, —0,,  FOg
B=|-1 5 1 |>AdjB)=|4, 4, A;|=|—-0, +0d, —0,
3 6 -2 4y A4y, A +0o; —0y 0
Por tanto:
5 1 -1 1 -1 5
Tle —2| |3 -2 36
-16 +1 =21
. 2 3 1 3 1 2
Adj(B)=| - - =+22 -11 O
6 -2 3 -2 3 6 13 4 .
2 3 13 o2 AT T
51 -1 1 -1 5
Actividades propuestas
16. Para las matrices 4 y B del ejemplo, determina:
a) |A]v|B|
b) [Adj(4)]" y [Adj (B)]'
c) 4-[Adj(4)]' y B-[Adj(B)]'
¢Qué observas?
17. a) Calcula la matriz adjunta de:
2 -1 0
cC=|-1 0 2
1 1 1
b) Halla |C|, [Adj(C)]" y efecttia el producto C-[Adj(C)]".
c) ¢Qué observas?
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4. MATRIZ INVERSA

En el tema anterior (matrices) se ha visto el concepto de la matriz inversa de una matriz cuadrada y se
han calculado inversas de matrices de orden 2 y 3 mediante sistemas de ecuaciones o con el método de
Gauss—Jordan. En este capitulo veremos una tercera forma de calcular matrices inversas.

Recordemos que una matriz cuadrada A4 se llama regular (o inversible) si existe otra matriz cuadrada,
llamada inversa y que se representa por A, que multiplicada por la matriz 4 nos da la matriz identidad.

AA" =A4"A=1

Vamos a deducir cdmo es la matriz inversa. Supongamos una matriz cuadrada A de orden n, aunque
para facilitar los cdlculos trabajaremos con una matriz de orden 3.

A=|ay, ay ay

Hallamos la traspuesta de la matriz adjunta:

All A21 A31
[Adj (A)]t =4, Ay Ay
A13 A23 A33
Multiplicando la matriz 4 por la traspuesta de su adjunta [Adj(4)] tenemos:
ay  ayp ay )\ (A, A4y Ay |A| 0 0 100
ay Ay ay || A, Ay Ay |=| 0 |A] 0 |=|4]-]0 1 0|=][4|I
ay  ay  ay )\ Ay Ay Ay 0 0 |A| 0 0 1

Es decir, al multiplicar nuestra matriz 4 por la traspuesta de su adjunta nos ha aparecido la matriz
unidad:

A[Adj(A)] =| A} T — 4 ﬁ [Adj(4)] |=1

De donde se deduce que, si el determinante de 4 no es nulo:

A :ﬁ[Adj(A)]’

Como de toda matriz cuadrada se puede hallar su adjunta y luego la traspuesta de ésta, lo Unico que

. . . 1 .
uede hacer que no exista la inversa es que no exista el factor , que no existe cuando |4 |=0.
A

Luego:

“La condicion necesaria y suficiente para una matriz cuadrada tenga inversa es que su
determinante sea distinto de cero”

Por otro lado, como A-A™' =1 y por la novena propiedad: ‘A~A’l‘ = | I| =1:

\A-A-l\z\A\-\ A*\:l:\A*\:i

4]
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Actividades resueltas

% Halla la matriz inversa de

;)

En primer lugar comprobamos el valor de su determinante:

11 i
| 4| = =-1= |4|#0= 34"
2 1

Hallamos la matriz adjunta y la traspuesta de ésta:

R e N = O

% Halla la matriz inversa de

1 2 3
B=|-1 5 1
3 6 -2
En primer lugar comprobamos el valor de su determinante:
1 2 3
|B|=|-1 5 1 |=-10-1846-45-4-6=-77= |B|#0= 3B
3 6 -2
Una vez comprobada la existencia de matriz inversa, hallamos la adjunta de B.
5 1 ‘—1 1 -1 5
+ - +
6 -2 3 -2 3 6 16 41 -21
Adj(B) = —‘2 3‘ +1 3‘ —‘1 2‘ =l+22 -11 0
6 -2 3 -2 36 13 -4 47
2 3 1 3 1 2
s 1‘ _‘—1 1‘ +‘—1 5‘
la traspuesta de esta matriz:
-16 +22 -13
[Adi(B)] =| +1 -11 -4
-21 0 +7
Y, finalmente:
-16 +22 -13 164, 24 13,
B = AdB) = 1 11 4=l % %
|31 Tl 0 47) o0

Actividad propuesta

18. Comprueba para los ejemplos anteriores que A4 =1y B-B' =1
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5. RANGO DE UNA MATRIZ

Si recordamos que una matriz es una tabla de informacién, y que la cantidad de informacidon que
almacenan algunas tablas es monstruosa (basta con imaginar la base de datos de una empresa), es
evidente la necesidad de encontrar una manera de eliminar informacién redundante y quedarse con
una cantidad minima con la que poder recuperar los datos eliminados.

Ese es el concepto cotidiano de rango, el minimo numero de elementos independientes de una tabla de
informacidn, es decir, el menor nimero de lineas con las que podemos obtener todas las demds. Asi,
basta guardar una cantidad pequefia de lineas junto con las operaciones que generan el resto.

5.1. Menor de una matriz

Dada una matriz de dimension m x n, se llama menor de orden k al determinante formado por la
interseccion de £ filas y £ columnas de la matriz.

Asi, por ejemplo, en la matriz:
ay a4 a3 a4y

A=|ay, ay ay ay

Ay Qi dyz Ay

- Los determinantes |a,, | |ay |y |a,, | seran algunos de los menores de orden 1.
. a;; a4, a;; dy Ay, Ay ,
- Los determinantes , y seran algunos de los menores de orden 2.
a, dy a3 dy a3 dsg
a;; 4, a4y a;, a3 a4y

- Los determinantes |a,, a,, a,;|Y|a, a, a,, |sonmenoresdeorden 3.

Qs Ay Ay Q3 Ay Ay

En este caso la matriz no tiene menores de orden superior a 3, pues sdlo tiene tres filas.

5.2. Rango de una matriz

Definimos en su momento el rango de una matriz como el nimero de filas o columnas linealmente
independientes, y lo calculamos usando el método de Gauss. Vamos a ver otra forma de definir y
calcular el rango de una matriz.

Se llama rango de una matriz (o caracteristica de una matriz) al orden del menor de mayor
orden no nulo.

Actividades resueltas

1 3

0o -2
a) A=

5 -1

-2 3

Como la matriz no es la matriz nula, basta con escoger un elemento no nulo para comprobar
que el rango de la matriz es por lo menos 1. Tomamos el elemento a11y trabajamos a partir
del él (podriamos haber cogido cualquier otro): | 1 | =1l20=rg(4)>1
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Trabajamos ahora a partir del menor de orden 1 que hemos tomado, para construir los
1 3

menores de érdenes superiores. 0 )

=2#0=>rg(4)=2

La matriz no puede tener rango mayor que 2 pues solo tiene dos columnas.

1 2 -3
2 1 0
b) B =
2 -1 3
-1 4 -2

Como la matriz no es la matriz nula, ya sabemos que su rango sera mayor o igual que 1y por lo
tanto empezamos a trabajar con menores de orden 2.

1 2 -3
1 2
‘2 1‘:1—4:—37&0:>rg(B)22 y |2 1 0|=-9#0=r1g(B)=3
-2 -1 3
El rango no puede ser mayor que 3.
1 3 1 =2
1 4 3 -1
c) C=
2 3 -4 -7
38 1 -7
Tomamos un menor de orden 2 que sea distinto de cero y trabajamos con él para formar los
1 3

menores de orden 3 y superiores. 4 =4-3=120 =rg(C)=2

1

Formamos un menor de orden 3:

N =

3
4 3(=0
3 -4

Como este menor de orden 3 es nulo, formamos otro menor de orden 3, pero siempre a partir
del mismo menor de orden 2, hasta que encontremos un menor de orden 3 que sea distinto

1 3 -2 1 3 1 1 3 -2
de cero, si lo hay: 1 4 -1|=0 1 4 3/=0|1 4 -1|=0
2 3 -7 3 8 1 3 8 -7

Como todos los menores de orden 3 que se pueden formar son nulos, entonces el rango de la
matriz es 2.

Es interesante conocer esta propiedad:

“Si los todos los menores de un determinado orden son nulos, también lo son los de érdenes
superiores”.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Emmy Noether (1882-1935)

Emmy Noether fue una matemdtica alemana de
origen judio que realizd sus investigaciones en las
primeras décadas del siglo XX. Su primera
especializacion fue la teoria de invariantes algebraicos,
que le permitié demostrar dos teoremas esenciales en la
teoria de la relatividad. Su verdadera aportacion a la
investigacion matemdtica fue poner las bases del
Algebra Moderna. Sus investigaciones en dlgebra no
conmutativa destacan, sobre todo, por el cardcter
unificado y general que dio a esta teoria. Sus
publicaciones serian suficientes para valorar su decisiva
contribucion a las matemdticas, pero hay que
considerar, ademds, que nunca le interes6 mucho
publicar y siempre permitio a sus colegas y a sus
\estudiantes desarrollar resultados interesantes a par[

El calificativo Noetheriano se utiliza para

de las sugerencias que ella les hacia. ‘ g
L designar muchos conceptos en Algebra.

El Senado de la Universidad de Erlangen habia declarado en 1898, que la admision de mujeres
estudiantes "destrozaria todo orden académico". Sin embargo se les autorizaba a asistir a clase con
un permiso especial que no les daba derecho a examinarse. En 1904 Noether regresé a Erlangen
donde habian cambiado los estatutos de la Universidad y pudo proseguir sus estudios de doctorado.

En 1915 fue invitada por David Hilbert (1862-1943) y
Félix Klein (1849-1925) a trabajar con ellos en
Gottingen. Aunque Gottingen habia sido la primera
universidad en conceder un doctorado a una muijer,
Sonia Kovalevskaya, no por ello tenia la disposicion de
contratar como ensefiante a una mujer. Emmy no fue
una excepcion y, a pesar de su valia, fracasd en su
primer intento de presentarse a oposiciones como
docente universitario. El reglamento vigente indicaba
explicitamente que los candidatos debian ser
hombres. Hilbert quiso corregir esa injusticia pero sus
esfuerzos no tuvieron éxito, pues ciertos miembros de
la facultad, no matematicos, se opusieron.

Se cuenta, como anécdota, que
Hilbert dijo en un Consejo de la
Universidad de Gottingen, "no
veo por qué el sexo de la
candidata es un argumento
contra su nombramiento como
docente. Después de todo no
somos un establecimiento de
hafos".

A pesar del reconocimiento
obtenido por este éxito, los

Hilbert y Emmy encontraron un sistema para que ella
pudiera trabajar como docente: las clases se
anunciaban bajo el nombre de Hilbert y ella figuraba
como ayudante. Asi pudo probar su competencia y ser
mejor conocida.
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RESUMEN

Definicion de

El determinante de una matriz cuadrada A4 es el
numero real que se obtiene mediante

i _ _ i(o)
determinante | det( 4) _‘A‘ = X D" a150)%62)Cnon)
ceS,
H a a 2 3
Determinante de det(A):|A|: 11 %2 = a4y — dyptly, ‘1 5‘=2.5_3.1=10_3=7
orden dos ay, ay
Determinante de ® ® @ B AL ]2 123
ordentreS. ® ® ® - +®~‘\ ”’@ - ®\‘.\ /-® 1 5 1 :10+6+18_45_6_4=_21
Regla de Sarrus ® & @ ® ® & ® 3 6 2
Menor complementario del elemento aj, aj, es d, a, a, 0
Menor el determinante de orden n — 1 que se obtiene A=ttt |y =| 2 °
i L _ . a a
complementario al eliminar la fila i y la columnajj. d, a, ay 2oy
Adjunto del elemento ajj, 4ij, es el menor y a, a;
e complementario o, precedido de + o —segun la ay  ayp  ay . a, a,
Jllm 0 :un suma de los subindices i + j sea par o impar. A=|ay, a, ay|=>
elemento
A = (1) a, Ay, Ay A, =+ a, ap
ij T (_ ) O(‘ii a dp
Se llama matriz adjunta de la matriz 4 a la Ay A, A
Matriz adjunta | Matriz formada por los adjuntos de la matriz 4, Adj(A)=| 4y, A,, Ay
represent r Adj(4).
y se representa por Adj(4) Ay Ay A

Desarrollo por
adjuntos

El determinante de una matriz es igual a la suma
de los productos de los elementos de una linea
por sus adjuntos correspondientes.

|A |_ {allAll +apd, +a4;
E
ap Ay, +ayd, +ands,

Matriz inversa

Si el determinante de A no es nulo:

Menor de una
matriz

a1 .
A = [Adi(A)Y
4
Menor de orden k es el determinante formado -1 | —1
por la interseccién de k filas y k columnas de la 2 3 |->M, :‘ ‘
matriz. _2 3 -2 3

Rango de una
matriz

Rango (o caracteristica) de una matriz es el
orden del menor de mayor orden no nulo

El rango de la matriz anterior es dos,
porque M2=3-2=1=0.
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Determinantes

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
1 2 2 -3 a -5 a b m* m b0
s 3 ol ) ale V) a2 o ) el e

1 0 1 1 -2 3 a 1 1 m 1 3
g0 1 0] h)| O 3 4] i)l a 1| 1 -1 -1
3 45 -4 1 5 1 1 a 5 -3 m

2.- Prueba, sin desarrollarlos, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:

1 a b+c a c+d b
a)|l b c+a b)|la b+d ¢
1 ¢ a+b a b+c d
3.- Demuestra sin desarrollar que los determinantes
1 5 2 6 3 0
2 2 8lyl|9 2 5
0 5 5 4 0 5

son multiplos de 15.
4.- Prueba sin desarrollar que los determinantes siguientes son multiplos de 11:

9 3

1
a) |1 b)
5

S O N
AN 0 —
—_— N N
e e

6 8
2 3
5 9

5.- Comprueba, a partir de las propiedades de los determinantes, que 41=0y que A2= 5 .

-8 25 40 5 21
4=% 3 -2 A4,=|4 7 6
0 27 0 6 3 9
6.- Sabiendo que
a b c
d e f|=3
h i
calcula, sin desarrollar, el valor de
-1 -g —h
f+c d+a e+b
3c 3a 3b
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Determinantes

a b c
7.-Sabiendoque | p g r|=-2 calculasin desarrollar:
X y z
a c b x a-3p -2a x—-2p+3a a -3p
2x 2z 2y |= vy b-3q -2b|= z=2r+3c ¢ -3r|=
-3p -3r -3¢q z c¢-3r -2 y—=2q+3b b -3¢

8.- ¢Cual serd el orden de una matriz cuadrada 4 si sabemos que su determinante vale —5 y que el
determinante de la matriz 34’ vale —12157?

X y z I 1 1
9.- Justifica, sin realizar calculo alguno, que [x* y* z*|=xyz-|x y =z
x3 y3 Z3 x2 y2 22
10.- Dadas las matrices 4 y B de orden 4 x4 con |4 =3 y |B|=2, calcula ‘A" 1B Aly ‘(AB - )" .

a a a
11.- Obtén, en funciéon de a, by c el valor del determinante: |a + b a a
a a+c a

12.- Demuestra que:

I+a 1 1 1 a 1 1 1
I RV LI | PEOPON
1 I 1+b 1 I 1T a 1
1 1 1 1-b I 1T 1 a
13.- Dada la matriz
2 1 -3
A=3 2 0
1 -2 4
se pide:
a) Calcula: |4|; a3y 5 043 5 4y 5 A,
b) Resuelve la siguiente ecuacion: |4|- x + A,; +3a, = -2+ 4, - x

14.- Sea una matriz simétrica 4 € M, ; cuyo determinante es — 1. Comprueba si es verdadero o falso

A-A
— _ 3 _ L
[-34]=9 ‘T:y A e M,, 44]-7|4"| =1 24e M,
34-A' _ 1
44— 4'|=-3" 47| =-3" | =(-2)" l‘A"‘—6‘At fo1 pa|=-—
34"+ A 9 3
Si son falsas, indica la respuesta correcta.
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Determinantes

-2

15.- Sean las matrices Ay B € ﬂ’lm tales que |4|=-3" y |B|=3. Con estos datos calcula de forma

B 5|4 |B[" s BB 4 pa-B] (B4

’ ’ 7 ’

razonada: ‘A“

16.-Sean F, F,, F, y F, las cuatro filas de una matriz cuadrada 4, cuyo determinante vale 2. Se pide

calcular de forma razonada:

a) El determinante de la matriz —%.
b) El determinante de la matriz inversa de 4.

. A
c) El determinante de la matriz o

d) El determinante de una matriz cuyas filas son: 2F,,-3F, +4F,,—F,,2F,.

17.- Para los determinantes

a b ¢ d
a b b
1 2 -a b —-c¢ d
A =|b a b| 4,= A, =
a b a b 0 1
b b a 5
a b -1 0

a) Halla los menores complementarios de los elementos a.11, 023, 032 Y 0L12, cuando existan.
b) Halla los adjuntos de dichos elementos, cuando existan.
18.- a) La matriz 4 verifica A> = 4. Halla los posibles valores del determinante de 4.

b) La matriz 4 verifica que A- A’ = I . Halla los posibles valores del determinante de 4.

19.- Dada la matriz

-3 2 1
A=| 1 2 -3
-2 1 1

calcula el determinante de la matriz 4 de las siguientes maneras:
a) Aplicando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los elementos de la 32 fila y de la 22 columna.

20.- Dadas las matrices

2 3 2 =20
-3 1 3
A= ,B=|0 —-1|lyC=|-3 1 2
1 2 -1
1 -3 1 -1 3
se pide calcular el valor de los siguientes determinantes: |A-B ;ICl; 14" - B |C-B-A|; C|2
21. - Resuelve las siguientes ecuaciones:
1 2 x 2 -1 2
a)|-1 3 2|=2-3x b) -1 x -—-3{+5=5x-3
2 0 3 x 1 4
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22.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

3 x 2 2 -3 x 3
a)lx 2 3|=0 b)[-1 1 2+« T l=11
2x
2 3 x -x 2 3
-1 0 0
23.- Resuelve la siguiente ecuacion |A—x~l|:0,siendo A=| 3 2 1] ellamatrizunidad.
-2 1 2
24.- Halla los determinantes de las siguientes matrices:
I 1 2 -1 3 =2
1 4 I 1
A= B= D=3 0 1 E=0 -1 2
2 3 0 3
210 1 4 2
1 21 2 -1 3 0 2
2 1 -1 2 1 3
3 0 01 0o -2 3 1
F=|3 -2 -2 G=|0 -1 -5 H = J =
0 2 1 0 2 1 -4 2
- 2 0 0O 0 2
-1 2 3 1 -1 5 -2 3
25.- Aplicando propiedades, calcular el valor del determinante:
-2 -3 0 2
-3 1 2 1
4=
0 -2 -1 3
-1 4 20
a) Indicando los pasos a realizar, hasta llegar a uno de orden 2.
b) Desarrollando por los elementos de una linea.
26. - Comprobar el valor de los siguientes determinantes:
3 -2 2 -3 2 1 3 2
-2 0 3 1 1 -2 1 2
=137 =27
4 1 - 3 -3 2 =2 1
2 3 0 4 -1 3 0 -3
27.- Calcula el determinante:
1 8 0 0 -7
-2 -3 0 4 1
0 500 -2
3 6 7 1 2
0O -3 0 0 O
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28.- Calcula los determinantes siguientes:

L3 5 s 1 1 1 1 1
- -1 x 1 1 1
50 3 1
a) b)|[-1 -1 x 1 1
2 5 6 3
-1 -1 -1 x 1
-1 2 3 2
-1 -1 -1 -1 x
29. - Resuelve las siguientes ecuaciones:
3 -1 x 1 0 4
a) |5 2x 7|=5x+6 b)|0 x 4[|=0
-1 3 x -1 3 x
30.- Resuelve las siguientes ecuaciones:
X -1 2x 1 -1 2
a)| 8 x-1 5|=67 b) [ x-1 0 x+3|=1-7x
-2 1 0 1 x-2 4

31.- Halla las matrices inversas de las matrices:

) 4 1 2 3 1 ¢ b
a) (1 5) b)|3 -5 1 cll a c
5 0 4 1 b ¢

32.- Dada la matriz 4 = ﬁ _IIJ a) Halla la matriz inversa de 4. b) Compruebaque 447" =47'4=1 ¢)

4 2
Halla una matriz X' tal que 4x = B, siendo B = {0 J

-2
33, Sean| e A 1 2 B 1 -1
.- Sean las matrices 4= ) 3 y b= 0 1

a) Calculala matriz inversa de 4-B.
b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de 4. ¢ Qué relacion existe entre la matriz del
apartado anterior y esta matriz? Justifica la respuesta.
34.- Siendo las matrices

1 0
1 30 -2 2 -1
A= y B= .
2 21 -4 0 3
-1
a) ¢Es cierto que det(4-B) = det(B-A)?
b) Calcula, si es posible, la inversa de 4-B.
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35. - Dada la matriz
2 1 t

A= -t 0 -1
-2 -1 3
halla los valores de ¢ para los cuales 4 no tiene inversa.

36.- Dada la matriz

1 -2 1
A=|-2 -1 0],
A 11

averigua para qué valores de A existe 4",y calculala para L =-3.

37.- Calcula la matriz inversa de

1 1 0
A=(0 1 2
1 0 1
38.- Dada la matriz
3 2 0
M={1 -1 3
2 1 =2

a) Comprueba si es una matriz regular o inversible. En caso afirmativo, halla su inversa.
b) Descompdn la matriz M en suma de dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica.

c) Descompdn | M| en suma de dos determinantes |P| y |Q|, tales que sus elementos sean todos
no nulos y que el valor de uno de ellos sea nulo.

d) Comprueba si: [M|=|P|+|0| vy [M|=|P|-|0|
e) Resuelve la ecuacion: a,;x* —|M|x +44,, =2

39.- ¢ Para qué valores de a la matriz

a 1 0
01 1
1 a O

no tiene inversa? Halla la inversa para a = 2.

40.- a) éPara qué valores del pardmetro a no es invertible la matriz A?

4 1 7
A=|1 3 2
a -2 5

b) Para los valores de a encontrados calcular los determinantes de A- A" yde 4" - 4.
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41.- Sea C la matriz

-2 1 1

a) ¢Para qué valores de m no tiene inversa la matriz C?
b) Calcula la inversa de C param = 2.
42 .- Dada la matriz

donde x es un nimero real, halla:
a) Los valores de x para los que la matriz 4 posea inversa.
b) La inversa de 4 para x = 2.
c) Conx =35, el valor b € R para que la matriz b-4 tenga determinante 1.

43.- Dadas las matrices 4, By C € 9‘/[3)(3, plantea la resoluciéon de las siguientes ecuaciones utilizando la
matriz inversa:

a) X-A=B8B b) B-X-2B=3X c)A-X-C=2B"+4

44.- Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. Si A es una de
esas matrices, calcula su cuadrado.

45.- a) Halla, si existe, la matriz inversa de M.

M=|1 1 1
-1 -2 =2
b) Calcula la matriz X que cumple X-M + M =2M?

46.- Dadas las matrices:

1 1 a
1 0 1 0 -2
A= C=|2 a 1 D=
-2 1 2 -1 -1
2 20

a) ¢Qué valores de a hacen singular la matriz C?
b) ¢ Qué dimensiones debe tener la matriz B para que la ecuacién 4-B-C = D tenga sentido?
c) Calcula B para el valor a=1.

47 .- Resuelve las siguientes ecuaciones:

— I 1 1 X
s . s x-1 2 2 L
— X
a)[4 3 9l=0 p| 2 x-1 2 /=0 )|, s S |=0
10 7 1 1 x-2 *
4 4 4 x+3
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48.- Halla el rango de las siguientes matrices:

2 1 1 34 40
0 2 1 01 2
a) b) ol 2 1 dij1 3 2 =2
2 0 2 -1 3 2
1 1 2 21 2 2
49. - Halla el rango de las siguientes matrices:
1 2 3 4 5
1 2 30
31 2 01 -1 3 0 -2 4
A= B=(2 -1 4 0 C=
6 2 4 0 2 3 6 9 12 15
3 2 2
0O 53 2 9
50.- Halla el rango de las matrices en funcion del parametro:
1 3 0 1 1
a 1 a 0 4 ¢
a) b) |l a -1 d|1l1 1 a
I 1 3006
0 2 a a 1 1
51. - Determina el rango de las matrices siguientes en funcién del parametro correspondiente:
x 3 0 1 1 1 1 01 -1
A=]0 1 —-x B={3 0 0 -1 c=|3 3 2
1 1 1 I x x 1 1 1 a
52.- Dada la matriz
-x 1 1
A= 1 —-x 1
1 1 —x

a) Resuelve la ecuacion det(4)=0

b) Calcula el rango de la matriz 4 segun los valores de x.

53. - Dadas las matrices
m 2 6 2
A=|2 m 4 B=|1
2 m 6
a) Discute el rango de A4 segun los valores de m.

N O N

-1

b) ¢Qué dimensiones debe tener la matriz X para que sea posible la ecuacién 4-X = B?

c) Calcula X param = 0.
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54.- Resuelve las ecuaciones:
a) A- X = B siendo

b) B- X =C, siendo

I 00 2 01
8[2 1 0jlyC=|1 3 O
1 0 1 0 0 1
c) A- X =B+2C siendo
1 00 1 0 -1 1 1 1
A=|0 2 OJ,B: 0 0 0|yC=|2 3 0
1 0 3 9 3 -3 3 45

d) A- X +B=2C siendo

2 0 310 4 -1 2
A: 'B: yC:
1 -1 2 1 0 01

[a—
|
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AUTOEVALUACION
Dadas las matrices
N 0o 2 7 4
A=121yB=0_2_2_3
{ 1 2 0O 0 2 3
0O 0 o0 =2
1.- El valor del determinante de la matriz 4 es:
a)4 b) 0 c) 4 d) 8
2.- El adjunto B3 del determinante de la matriz B es:
0 2 4 0 2 4
a)o b)|0O 0 -3 c)—4 d-|{0 0 -3
0 0 -2 0 0 -2
3.- El valor del determinante de la matriz B es:
a)a b)0 c)8 d) -8
4.- El rango de B es: a)l b) 2 c)3 d) 4
5.- La matriz inversa de A4 es:
3 -1 -1 3/4 1/4 -1/4 3 -1 3/4 -1/4 -1/4
a)|-1 3 -1 b)| 1/4 3/4 1/4 |1 3 1 d|-1/4 3/4 -1/4
-1 -1 3 -1/4 1/4 3/4 -1 1 3 —-1/4 -1/4 3/4
3 3 3 1 00 1 23 1 3 1
Dadas las matrices: C=(3 3 3|;D=|0 1 O|;E=|4 0 1|;F={0 0 1
333 0 0 2 3 4 01 4
6.- La matriz inversa de la matriz F' es:
-1 11 -3 -1 0 0 -1 0 0 1 00
AOF "=l 0 -4 1 OHF'=11 4 1| oOF'=l0 4 —-1| dF'=|12 4 1
0 1 0 3 00 0 -1 0 3 00
7.- El rango de la matriz C es: a)3 b) 2 c)1l d) no tiene
8.- La matriz de determinante nulo es: a)C b) D ) E d) F
9.- El determinante de la matriz 5CD vale: a)5 b) 0 c)15 d)1
10.- El rango de la matriz CF es: a)3 b) 2 c)l d) no tiene
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Apéndice: Problemas de determinantes en la P.A.U.

(1) Considera las matrices
1 2

3
1 -3 10
A=|x 1 -1| , B= , I=
2 1 0 1
21 -

X

a) ¢Puede existir una matriz C de forma que se puedan realizar los productos A-C'y C- B? Si es posi-
ble, proporciona un ejemplo. Si no es posible, explica por qué.

b) Calcula (B — )%
c) Determina los valores de x que verifican |4| =-7]| I |
(2) Dados los numeros reales a, b, ¢y d, se considera la matriz
A=
c d
Prueba que el polinomio p(x) = det(4 — x-12) es p(x) = x> — tr(4)-x+ det(4), donde tr(4) es la traza de
la matriz 4, es decir, la suma de los elementos de la diagonal de A.

(3) Considera la matriz

I 1 -1
A=|1 0 2
0 2 -1
a) Halla el determinante de la matriz 4.
b) Halla el determinante de la matriz 3- 4.
c) Halla el determinante de la matriz (3-4)°.
(4) Dadas las matrices cuadradas
1 0 0 2 1 1
I=/0 1 0| vy A=|2 3 2
0 0 1 -3 -3 =2

a) Calcula las matrices (4 —1)> y A-(4 — 2-1).
b) Justifica razonadamente que
b.1) Existen las matrices inversas de las matrices Ay (4 — 2-1).
b.2) No existe la matriz inversa de la matriz (4 — I).
c) Determina el valor del pardmetro real A para el que se verifica que 4! = A-(4 — 2-1).

(5) Considera la matriz

sec tgd O
A=| tgh secd O
0 0 1

a) Estudia para qué valores de 6 la matriz A4 tiene inversa.

b) Busca, si es posible, la matriz inversa de 4 cuando 6 = T
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1 3 0
columnas que verifica que M2 = M. Obtén razonadamente:

0 -2 1 0
(6) Se dan las matrices Az[ J,I:[ J y M, donde M es una matriz de dos filas y dos

a) Todos los valores reales k para los que la matriz B = A — k I tiene inversa.

b) La matriz inversa B! cuando k& = 3.

c) Las constantes reales o,y B para las que se verificaque a 4> +BA=-2 1

d) Comprueba razonadamente que la matriz P = / — M cumple las relaciones: P> = Py M P = P M.

(7) Dado el numero real a se considera la matriz

1 a 1
A=|1-a 1 2
a a’? -1

a) Obtén los valores del niUmero real a para los que la matriz 4 tiene inversa.
b) Busca, si es posible, la matriz inversa de 4 cuando a = 0.

(8) Se considera la matriz

a) Obtén el polinomio p(x) = det(A4).
b) Si ¢ =0, busca las raices de p(x) dependiendo de a y b.

(9) Se consideran las matrices:

a) Calcula, si es posible, la matriz inversa de la matriz A.
b) Resuelve, si es posible, la ecuaciéon matricial X'4A = B.
(10) Utilizando las propiedades de los determinantes:

a) Verifica que:

b) Calcula:
1 1 2 3
0 3 5 1
2 2 47
0 3 0 2
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(11) Sea

W

Il
- O O
S O =
S = O

a) Calcula su inversa, si existe.

b) Encuentra la regla de cdlculo de las sucesivas potencias A” de 4.

x-(A4+A2—A):[2 3 2J

c) Resuelve la ecuacion

1 1 1

(12) Se considera una matriz cuadrada 4 de orden tres que verifica la ecuacién 4> = 6:4 — 9-1, donde /
es la matriz identidad.

a) Expresa 4* como combinacién lineal de Iy 4.
b) 1) Estudia si la matriz

1 3 1
B=-2 6 1
2 -3 2

verifica la ecuacion B>=6-B—-9-1.
2) Determina si B tiene inversa y, si la tiene, calculala.
(13) Dada la matriz

a) Resuelve la ecuacién det(4) = 0.

b) Calcula el rango de la matriz 4 segun los valores de x.

(14) Sea
R a b
e d

a) Calcula las matrices que verifican la relacion |A]| = |4 + I| (I es la matriz identidad)
b) Calcula todas las matrices diagonales que no poseen inversa y que verifican la relacién anterior.

c) éSe verifica para cualquier par de matrices By C la relacion |B+ C| = |B| + |C|? Si no es cierto
pon un contraejemplo.

(15) Sea la matriz
2a a a a
a 2a a a
a a 2a a
a a a 2a

a) Calcula el valor de su determinante en funcién de a.

b) Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1.
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Determinantes

(16) Aplicando las propiedades de los determinantes (y sin desarrollar, ni aplicar la regla de Sarrus)
responde razonadamente a las siguientes preguntas:

a) ¢Como varia el determinante de una matriz de orden 3 si se multiplica cada elemento a;; de la
matriz por 2/ ~/?

b) La matriz, de orden 4, A = (ai) con a;j =i + j, étiene inversa?

(17) Aplicando las propiedades de los determinantes y sin utilizar la regla de Sarrus, calcula razonada-
mente las raices de la ecuacion polindmica:

x 1 1 1
I x 1 1
PO=
1 1 1 x
Enuncia las propiedades utilizadas.
(18) Dada la siguiente matriz de orden n:
1 1 1 ... 1 1
-19 1 ... 1 1
4 =-1 -1 9 ... 1 1
-1 -1 -1 ... -1 9
se pide:
a) Calcular el determinante de la matriz 4>.
b) Calcular el determinante de la matriz 4s.
c) Calcular el determinante de la matriz A4s.
(19) Dada la matriz:
2 1 —a
M=|2a 1 -a
2 a 1

a) Determina el rango de M segun los valores del parametro a.
b) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha inversa para a = 2.

(20) Halla una matriz X tal que 4/- X- 4 = B, siendo:

e k)

(21) Calcula los valores de b para los cuales la matriz A tiene inversa.

2 1 b
A=|b+1 1 b
0o 1 -2
29 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 2: Determinantes Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es Revisor: Eduardo Cuchillo

Textos Marea Verde



Determinantes

(22) Resuelve la siguiente ecuacion:
X 2x+1 2x+1

2x+1 3x-1 4x |=0
3x—-1 4x 6x—1

(23) Obtén razonadamente:

a) El determinante de una matriz cuadrada B de dos filas, que tiene matriz inversa y verifica la
ecuacién B> =B.
b) El determinante de una matriz cuadrada 4 que tiene tres filas y que verifica la ecuacioén:
1 00 0 00

A*=9:0 1 0|=/0 0 O
0 0 1 0 00

Sabiendo que el determinante de A4 es positivo.

(24) Dada la matriz

1 2 1
M=12 1 1
2 2 -1

y se sabe que T es una matriz cuadrada de tres filas y tres columnas cuyo determinante vale \/E
Calcula razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente las
propiedades utilizadas en su célculo:

a)%T b) m* c) TMPT

(25) Dadas las matrices

x+2 4 3 v+l 4 3
Ax)=|x+2 6 2|y B(y)=|y+2 6 2
x+3 8 2 y+3 8 1

a) Obtén razonadamente el valor de x para que el determinante de la matriz A(x) sea 6.
b) Calcula razonadamente el determinante de la matriz 24(x).
c) Demuestra que la matriz B(y) no tiene matriz inversa para ningun valor real de y.

(26) Se da la matriz

-1 0 1
A= m 0
2 1 m*-1

donde m es un parametro real.

a) Obtén razonadamente el rango o caracteristica de la matriz 4 en funcién de los valores de m.

b) Explica por qué es invertible la matriz 4 cuando m = 1.

c) Obtén razonadamente la matriz inversa A”' de 4 cuando m = 1, indicando los distintos pasos pa-
ra la obtencion de A”'. Comprueba que los productos 44! y A'4 dan la matriz identidad.
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(27) Dadas las matrices

-2 0 0 2 1 2
A=|1 1 0 y B=|0 -1 5
4 2 -2 0 0 2
calcula razonadamente el valor de los determinantes siguientes escribiendo todos los pasos
utilizados.
a)[4+B| vy §(4+B)"| b) [(4+B) 4|y |47 -(4+B)] <) |24B47 |y |a’B7]
(28) Dada la matriz
1 2 a-2
Ala)y=4 3 2
a a -6

a) Calcula, en funcidn de q, le determinante de la matriz A(a), escribiendo los calculos necesarios.
b) Determina, razonadamente, los nimeros reales a, para los que el determinante de la matriz in-
H 1
versa A(a) es igual a - .

(29) Dadas las matrices cuadradas

360 18 48 12 1 00
A=|0 3 2| , B=|0 18 12| e I={0 1 0
0 0 1 0 0 6 0 0 1
a) Justifica que la matriz 4 tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa de 4, incluyen-
do en la respuesta todos los pasos.
b)

Calcula, razonadamente, el determinante de la matriz 3 4°}, incluyendo en la respuesta todos los
pasos realizados.

c) Obtén razonadamente los valores reales x, y, z que verifican la ecuacidn:

x[+yA+z4>=B.

2 -1
A=
4 2
a) Calcula (4 — I)*:(4 — 5I) donde | es la matriz identidad.

b) Obtén la matriz traspuesta de la matriz 4.
c) Razona si existe la matriz inversa de 4 y, en su caso, calculala.

(30) Dada la matriz

(31) Tenemos las matrices reales

-1 -1 2 1 00
A= 3 -5 6 I={0 1 O0}:
1 -1 0 0 01

a) Justifica que existe la matriz inversa de 4, calculala y calcula el determinante de A"
b) Calcula el determinante de la matriz B, B=A(4A + 4-I).
c) Determina los numeros reales x, y, z, t que cumplen:

Al=xA+yl , A*=zA+tl
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Sistemas de ecuaciones
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Resumen

Se ha considerado un milagro que las Matematicas sean tan utiles para el resto de las Ciencias. Si se
quiere estudiar un fendémeno se construye un modelo matematico que lo explique. Antes del uso de los
ordenadores estos modelos eran casi siempre lineales para hacer posibles los calculos, pues si no lo
eran se simplificaban linealizandolos.

En este capitulo vamos a aprender a resolver sistemas lineales. Lo haremos con sistemas de un numero
pequefio de incdgnitas, pero los mismos procedimientos podriamos utilizar para resolver, por ejemplo,
sistemas con un millén de ecuaciones y de variables. Ahora, de nuevo, debemos utilizar para ello los
ordenadores.

Imagina que estamos trabajando con la red eléctrica de un pais, o las redes telefdnicas, o las posibles
rutas de una compafia de transportes. Toda simplificacion que hagamos en el modelo puede
representar un buen ahorro en tiempo de computacién.

Una buena idea es sustituir los sistemas por sus coeficientes y trabajar con matrices. Otra buena idea es
simplificar esas matrices consiguiendo que muchos coeficientes sean nulos, que es en lo que va a
consistir el método de Gauss. Este método se puede implementar facilmente en un ordenador.
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Sistemas de ecuaciones

1. REPASO: SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES

1.1. Ecuacion lineal de dos incdgnitas

Una ecuacidn lineal con dos incdgnitas, es una expresiéon de la forma
ax+by =c, donde x e y son las incognitas y @, b y ¢ son numeros reales, de
los cuales a a y b se les denomina coeficientes y a ¢ término independiente.

A todo par de numeros (xo, yo) que verifique la expresidon anterior se le
denomina solucidn de la ecuacion.

La representacion grafica de todas las soluciones de dicha expresion serd una
recta.

1.2. Sistema de ecuaciones lineales.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas es una expresion
del tipo:

ax+by=c
{a'x +b'y=c'
Si representamos la grafica de cada ecuacién, obtendremos dos rectas. El
punto de corte de ambas rectas, si existe, serd la Unica solucidn del sistema.

Actividades resueltas

o . x—-y=3
4 Resuelve grdficamente el sistema
2x+y=6

Si representamos la grafica de cada ecuacion, obtenemos dos rectas:

YA\

\

N
~

v
S

/

/

/
/

/
7

Vemos que se cortan en el punto (3,0), que es la solucion del sistema:

Yo =

<x0,yo>=<3,o):»{

Ya

N

Ya

N\

] X

Un sistema de ecuaciones que tiene una Unica solucién se denomina Compatible Determinado.
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Sistemas de ecuaciones

e . x—y=-3
4+ Resuelve grdficamente el sistema
2x -2y =-6

En este caso obtenemos dos rectas que se superponen:
A .

Y /

7
/
/
0/ | -
// X
/7

Esto quiere decir que toda solucién de una ecuacidn es también solucién de la otra. El sistema,
en este caso, tiene infinitas soluciones, que son los infinitos puntos de la recta.

Un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones se denomina Compatible Indeterminado.

- . {x—y=—3
4+ Resuelve grdficamente el sistema
2x-2y=5
En este caso obtenemos dos rectas paralelas:
Y A y,
///
//
// >
// X
//
//
//
/

Las rectas NO se cortan en ningun punto, por tanto, el sistema no tiene solucion.

Un sistema de ecuaciones que no tiene solucién se denomina Incompatible.
Podemos formar el siguiente esquema para clasificar los sistemas atendiendo al nimero de soluciones:

Determinado (SCD)(tiene una solucion)

Indeterminado (SCI)(tiene infinitas soluciones)

) Compatible{
Sistemas

Incompatible (SI)(no tiene solucion)
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Sistemas de ecuaciones

1.3. Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

El curso pasado estudiamos tres formas de resolver sistemas de ecuaciones lineales: reduccion,
sustitucidn e igualacion. Resolvamos por reduccién un sistema general de la forma
a,x+by=c,
a,x+b,y=c,
Si multiplicamos la primera ecuacion por a2 y la segunda por ai:
ax+by=c a,a,x+a,by=a,c
{ 1 1 1 { 271 271 21
a,x+b,y=c, a,a,x+ab,y=a,c,
Restamos miembro a miembro:
(aZal —a,a, ) X+ (azbl —a,b, ) y=a,c,—ac, > 0-x+ (a2b1 - albz)'y = 4,0 — a6,

Observamos que si el factor (a,b, —a,b,) es distinto de cero, podemos despejar y como:

_ @46 a6
- a,b, —a,b,
Operando del mismo modo, podemos hallar x:
_ b,c, —bc,
a,b, —a,b,

Fijdndonos bien en ambas expresiones, podemos reconocer tanto en el numerador como en el
denominador la forma caracteristica de un determinante, lo que nos lleva al siguiente razonamiento:

ax+by=c

Todo sistema de la forma { se puede expresar mediante el producto de matrices:

a,x+b,y=c,

e o))

la primera formada por los coeficientes y que se denomina matriz asociada del sistema:
y la matriz de los términos independientes:

Si retomamos las expresiones obtenidas para x e y vemos que necesitamos una tercera matriz:

Combinando 4 e B se obtiene la matriz ampliada:
. (a b |c
A — 1 1 1
a, b,lc,

Con ellas podemos deducir la solucion del sistema original:

¢ b a, ¢
¢, b, a, €
X = e y=-
a, b a, b
a, b, a, b,
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2. SISTEMAS GENERALES DE ECUACIONES LINEALES

2.1. Definicion de sistema de ecuaciones lineales
En general se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de
relaciones de la forma:

ayx, + apx, + .. + a,x, b,
a,x, + apx, + .. + a,x, = Db,
a,x, + a,x, + .. + a,x, = b,

donde X;,X,,"**X, son las incognitas, los numeros a, son los coeficientes de las incognitas y los b. son
los términos independientes.
El conjunto de numeros reales ordenados &, &,,***,&, sera solucidn del sistema si satisface todas las

ecuaciones del mismo.

Independientemente del nimero de incégnitas y ecuaciones, estos sistemas pueden clasificarse del
mismo modo que los de (2 X 2):

Determinad (S.C.D.)

Compatibl )
Indetermirado (S.C.L)
Incompatible (S.I.)

Sistemas

Ejemplos:
+ [l sistema
xX+y+z=3
2x—-y+z=2
x+2y-3z=0

Solo tiene una solucion: x =y =z =1, y es compatible determinado.
+ FElsistema

X+y+z=3
2x—y+z=2
x=2y =-1

Tiene infinitas soluciones; aparte de la anterior: x =y =z = 1, podemos encontrar x = -1, y = 0,
z=4,0x=2,y="1h,z=-%y muchas mas. Es, por tanto, compatible indeterminado.
+ FElsistema

xX+y+z=3
2x—y+z=2
xX+y+z=4

No puede tener solucién, ya que la tercera ecuacion se contradice con la primera (no pueden
verificarse simultdneamente). Es, por tanto, un sistema incompatible.
La diferencia fundamental estriba en la interpretacion geométrica de los sistemas. Si una ecuacién
lineal en x e y es una recta en el plano, al aumentar el nimero de incégnitas la figura geométrica
cambia, pasando a ser un plano en el espacio de tres dimensiones:
ra-x+b-y+c-z=d
y un hiperplano en dimensiones superiores.
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2.2. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es HOMOGENEO cuando el término independiente de
todas las ecuaciones es igual a cero; es decir, b, =0 Vi:

a,x, + apx, + ... + a,x, = 0
ayx, + apx, + ... + a,x, = 0
a,x, + a,x, + ... + a,x, = 0

Todo sistema homogéneo es compatible, pues tiene al menos una solucién, x;=0 V i.

Se llama solucidn trivial de un sistema homogéneo a la matriz columna:

X, 0
x| |0
X 0

En general, la solucidn trivial no suele tener interés.

Si el sistema es compatible indeterminado se suele trabajar para dejar la solucion en forma
parameétrica, es decir, haciendo que una (o mas) de las incdgnitas se comporte como un parametro libre
y expresando a las demds en funcién de ella.

Ejemplo:

+ FElsistema

x+y+z=0
2x-y+z=0
x—=2y =0

Tiene infinitas soluciones; aparte de la trivial: x =y = z = 0, podemos encontrar x = -2, y = —1,
z=3,0x=2,y=1,z=-3yes, como antes, indeterminado.

Para expresarlo en forma paramétrica elegimos la incégnita que se pueda despejar mas
facilmente, en este caso x. Simplemente sumando miembro a miembro las dos primeras
ecuaciones:

x+y+z=0 x+y+z=0
2x—y+z=0m—> 3x +2z=0

x=2y =0 x=2y =0

y podemos despejar y y z en funcién de x:

Il
~

y=3-

X .
, o bien
Z:—E'X

N
Il
=
~

I
|
o w
=~
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Sistemas de ecuaciones

2.3. Sistemas equivalentes

Dos sistemas con el mismo nimero de incégnitas, aunque no tengan el mismo niumero de ecuaciones,
se dice que son equivalentes si tienen las mismas soluciones, es decir, toda solucién del primero es
solucion del segundo, y viceversa.

Ejemplo:
+ Los sistemas
x+y+z=3 3x+3y-2z=4
2x—y+z=2 y x—y—-3z=-3
x+2y-3z=0 x+4y-3z=2

Tiene ambos la misma solucién: x =y =z = 1.

Para pasar de un sistema a otro equivalente, se pueden usar las siguientes Transformaciones de Gauss:
a) Cambiar el orden de las ecuaciones del sistema.
b) Multiplicar los dos miembros de una ecuacion por un mismo numero distinto de cero.
¢) Suprimir una ecuacion del sistema que sea combinacion lineal de las demds.

d) Sustituir una ecuacion por la suma de ella mds otra ecuacion multiplicada por un niumero real
cualquiera.

e) Sustituir una ecuacion por una combinacion lineal de ella y de las restantes, siempre que el
coeficiente de la ecuacion sustituida, en la combinaciodn lineal, sea distinto de cero.

Esta ultima transformacién se conoce como Teorema Fundamental de equivalencia de sistemas.

Ejemplo:

+ Transformemos el sistema

xX+y+z=3 xX+y+z=3 xX+y+z=3
— = — =) — - —
2x—y+z=2 —For x+2y-3z=0 ST y—4z=-3
x+2y-3z=0 2x—y+z=2 B2A5 3y+z=4
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Sistemas de ecuaciones

3. RESOLUCION DE SISTEMAS

3.1. Método de Gauss o de eliminaciones sucesivas:

Este método consiste en sustituir el sistema dado por otro equivalente, aplicando las transformaciones
de Gauss, hasta conseguir un sistema escalonado, en el cual los coeficientes de las incégnitas que
guedan por debajo de la diagonal del sistema sean nulos. Asi, por ejemplo, del sistema:

_ ’ ' ' A
a, X, +a,x, +a;x; =b, ayx, +apnx, +a;x; =b,
_ , . . ! ! — L'
Ay X, +ay,X, +a,x, =b, llegariamos al sistema: AyX, +ayx, =b,
_ ’ _ !
a3 X, +a3,X, +a;x, =b, apx, = b,

Para resolver el sistema no tenemos mas que ir sustituyendo el valor de la variable obtenida en una
ecuacién en la ecuacién anterior, y asi sucesivamente.

Este método nos permite saber, ademas, segun las ecuaciones que obtengamos, si el sistema tiene o no
solucién y cuantas tiene.

Actividades resueltas
+ Analicemos el sistema

x—y—-2z=-1 x—y-2z=-1 x—y-2z=-1
2x—3y+dz=4—L2B 50 3 182=6 -y+8z=6
S5x—y+3z=16—L25 5 | 4y +13z=21—L5 45z =45

El dltimo sistema, como se ve, es escalonado. De la ultima ecuacién obtenemos que z =1, y
sustituyendo sucesivamente en la segunda y en la primera obtenemos y = 2, x = 3. Se trata de
un sistema compatible determinado (SCD).

4+ Analicemos el sistema

x—y+3z=4 x—y+3z=4 x—y+3z=4
2x— y— z= 6—L28 50 y_Tz=22 y—Tz=-2
3x—2y+2z=10—E25 5| y_7z=2_5EFE , 0=0

En este caso, después de realizar las transformaciones de Gauss, resulta un sistema con dos
ecuaciones y tres incognitas, un sistema compatible indeterminado (SCI).

Se trata de un sistema uniparamétrico, donde una de las incégnitas hace de parametro y puede
tomar cualquier valor. Las otras incégnitas tomaran valores dependiendo del valor que le demos
al pardmetro. Las soluciones se presentan de la forma:

z=k
x=2+4z
—><x=2+4k
y==2+7z
y=-2+7k

(También podriamos haber observado que la tercera ecuacién es suma de las otras dos)
4+ Analicemos el sistema

X—y+z=3 x—y+z=3 X—-y+z=3
2x—y+3z=6 —L22E5 50 y42=0 y+z=0
4x-2y+6z=9—L0 5 2y 427=-3-L20 0=-3

Como se ve la ultima ecuacidon es imposible, por tanto, el sistema no tiene solucién, es un
sistema incompatible (SI).
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Sistemas de ecuaciones

(También podriamos haber observado que los coeficientes de la tercera ecuacion son el doble de
los de la segunda, pero el término independiente no esta duplicado, lo que genera un absurdo).

Se ha obtenido en los tres casos tres sistemas escalonados, pero de distinto tipo:

e En el caso A, tenemos tantas ecuaciones como incégnitas, y la ultima ecuacidn tiene solucion. Se
trata pues de un sistema compatible determinado (SCD), que tendra una Unica solucion.

e En el segundo caso, sistema B, tenemos mas incognitas que ecuaciones. Se trata de un sistema
compatible indeterminado (SCl) y tendra infinitas soluciones. En este caso, las soluciones vienen
dadas en funcién de un solo pardmetro, aunque puede haber sistemas con mas de un parametro.

e En el tercer caso, sistema C, la ultima ecuacién es imposible, por tanto, el sistema no tiene solucidn.
Se trata de un sistema incompatible (SI).

Para discutir el sistema tendremos en cuenta la forma de la Ultima ecuacion transformada:
' ' ' !
a,x, +a,x, +...+a; x, =b

' ' A
ayXx, +...+ay,x, =b,

' o
..ta,x, =b

A la hora de despejar x» tenemos tres situaciones diferentes:

' b
a, #0; =X, = /a'
nn

a x, =b —qa, =b =0, =0-x, =0

nn-"n n nn

a =0b #0,=0-x, =b

e La primera es trivial y no merece mas explicacion, el sistema puede resolverse.

e En la segunda vemos que cualquier valor de x, satisface la ecuacién. Por tanto, hay infinitas
soluciones y el sistema es indeterminado.

e Vemos que la Ultima es claramente imposible (ningun valor multiplicado por cero puede dar un
resultado diferente de cero) y el sistema es incompatible.

Por tanto, el andlisis de la Gltima ecuacidn queda:
a, #0; SCD
a x,=b —qa/ =b =0, SCI
a =0,b" #0; SI
Esto es precisamente lo que vimos en los tres ejemplos anteriores y que nos daban lugar a los tres tipos

de sistemas. Por tanto tendremos que ver qué hacen que el coeficiente de x» sea nulo y si esos valores
coinciden o no con los valores que hacen que el término independiente sea nulo.

Actividades propuestas

1. Analiza y resuelve mediante el método de Gauss los sistemas siguientes:

-x+2y-5z=-3 x—=2y+3z=-14 -x+3y—-z=-6 x—-9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b){ —x+3y—-z=10 c¢)3 3x—y+4z=7 d)x+3y—-z=-9
—-5x+2y—-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+2y+3z=-9 xX—=y+z=5
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Sistemas de ecuaciones

4. EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:

a,x, + ap,x, + .. + a,x, = b
a,x, + apx, + .. + a,x, = b,
a,x, + a,x, + .. + a,x, = b,

podemos expresarlo como producto de matrices en la forma A-X =B, es decir:

a4 4y, Xy b,
y Ayp 0 Gy || X | b,
aml amZ amn 'xn bm

que se denomina expresion matricial de un sistema.

A recibe el nombre de matriz de coeficientes o matriz del sistema:

a4y a,
A= ay Ay a,,
aml am2 amn

a4y a,, | b
A = ay dp a,,| b,
aml amZ amn bm
Actividad resuelta
o ) 6x+my=15
= Plantea matricialmente el sistema
3x+2my =38
) . 6 m X 15
Simplemente escribimos: A- X =B = . =
2 2m) \y 8
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Sistemas de ecuaciones

4+ Plantea el sistema cuyas matrices de coeficientes y de sus términos independientes son:

A:[Z a__zlj g B:@

Como A y B son matrices de dimensiones (2 x 2) y (2 x 1), la matriz de incégnitas debe ser:

<f

Planteamos la ecuacion matricial 4-X = B.
a -2 X 4
A-X=B=> . =
a a-1)\y 4
a —-2) (x| (4 N a-x+(=2)-y ) (4
a a-1)\y |4 a-x+(a-1)-y |4

e igualamos los términos de las matrices para obtener el siguiente sistema:
ax— 2y=4

operamos:

A-X=B=
ax+(a-1)y=4

4.1. Resolucion de sistemas mediante la matriz inversa
La expresidon matricial de un sistema de ecuaciones lineales, nos ofrece otro mecanismo de resolucion
del sistema a partir de la matriz inversa de la matriz de los coeficientes:
A-X=B=>A"'A4-X=A"'B=1-X=A"'B= X=4"'B
Para ello debe cumplirse:
e m=n: el sistema tiene que tener tantas ecuaciones como incognitas, es decir, la matriz de
los coeficientes debe ser cuadrada.
. |A| # 0 : el determinante de la matriz de los coeficientes debe ser distinto de cero, para que

la matriz tenga inversa.
Estas condiciones no son triviales, pues nos muestran las condiciones necesarias para que el sistema
tenga solucién:
Para que un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas tenga solucidn, el nimero de
ecuaciones linealmente independientes debe coincidir con el nimero de incégnitas.

Actividad resuelta
+ Resuelve mediante la matriz inversa el sistema

6x+y=15
3x+2y=8
6 1) (x 15
Escribimos el sistema en forma matricial: A4- X =B= . =
2 2)\y 8

Calculando el determinante de 4 vemos que vale |4| = 10, por tanto podemos hallar la inversa:

A_l :[ % _%OJ

-V %
L — 1 15 11
Multiplicamos por 47! por la izquierda: X=4"B> [xj = [ % Koj [ j = (xj = (A]
y) \=x % )8 v) \%
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Sistemas de ecuaciones

4.2. Teorema de Rouche-Frobenius

Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con » incégnitas:

a,x, + apx, + .. + a,x, = b
a,x, + apx, + .. + a,x, = b,
a,x, + anx, + .. + a,x, = b,

Para el que las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente:

a a a, | b

a, a, a,, 11 12 n | 1

4 a, a4, a,, A = Ay Ay ay, | b,
aml amZ amn aml amZ amn bm

El teorema de Rouché-Frobenius dice: "La condicidon necesaria y suficiente para que un sistema de m
ecuaciones y n incognitas sea compatible (tenga solucion) es que el rango de la matriz de los
coeficientes sea igual al rango de la matriz ampliada".

Si estudiamos los rangos de las matrices nos podemos encontrar con las siguientes situaciones:

rg(4)=n SCD

rg(A) = rg(A ): Sist. Compatible — {rg(A) -

rg(4)< rg(A* ):> Sist. Incompatib le

Aplicacion a Sistemas Homogéneos:

Un sistema homogéneo tendra siempre solucidn, ya que el rango de A4 sera siempre igual al rango de
A*, pues la ultima columna de la matriz ampliada son ceros. La solucién serd uUnica (la trivial) si el rango
de A4 es igual al nimero de incdégnitas. Y tendra infinitas soluciones si el rango de 4 es menor que el
nuimero de incognitas.

a, 4y a, |0
A = dy Ay a,,| 0
aml amZ amn O

Un sistema homogéneo es siempre COMPATIBLE.

Un sistema homogéneo tendra sélo la solucidn trivial si el determinante de la matriz de los coeficientes
es distinto de cero.
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Sistemas de ecuaciones

4.3. Método de Gauss y expresion matricial

Utilizando las matrices asociada y ampliada podemos simplificar el método de Gauss visto antes.
Ejemplo:

x—2y+z=3 1 -2 1]3 1 -2 1|3 1 -2 13
—x+y-2z=1=|-1 1 =2/1|—Lf5|0 -1 -1| 4 0 -1 1|4
2x-3y+z=2 2 -3 2|2)—F&=25510 1 —-1]-4)—LEE 50 0 -2(0

En este sistema la dltima ecuacion, que corresponde a la ultima fila de la matriz, es
—2z=0=2z=0. Por tanto el sistema tiene solucién Unica:

x=2y+z=3 x=-5

—x+y-2z=1=Jy=-4

2x-3y+z=2 z=0

El método de Gauss también nos permite discutir los sistemas en funcién de los distintos valores que
tome un pardmetro determinado ya que, como vimos, es un método para determinar rangos.
Ejemplo:

x+y+az=1 1 1 all 1 1 a 1 1 1 a 1

x+ay+z=1=|1 a 1|1|—LL510 a-1 1-a| 0 0 a-1 l-a 0

ax+y+z=1 a 1 11— 510 1-a 1-a’|l-a)—22 510 0 2-a-a°|l-a

- L 2 . .
De la Ultima ecuacién (2—a—a”)z=1-a deducimos los valores del pardmetro a que nos pueden

hacer que el sistema tenga o no solucidn, y en el caso de que tenga solucidon de que sea o no una
Unica solucidn.

4.4. Analisis de un sistema por el método de Gauss

Analicemos de forma genérica un sistema en forma matricial. Comentdbamos antes que estamos
intentando convertir el sistema:

apX, +a,x, +a;x; = b,
Ay X +apX, +ayX; = b,
A3 X, + a5 X, + a3y Xy = by
en el sistema equivalente:
ap X, +a;,x,; +a;3x; = b
A%, +ayx; = by
ayx; = by

En forma matricial se trata de convertir la matriz ampliada en:

a, a, - a,|b a, a, - a,|b

’ ! !

A = ay Ay "t Gy, |0y A = 0 a, - a,l|b
! !

aml amZ e amn bm O O e amn bm

Antes explicamos que para discutir el sistema analizamos la ultima ecuacidn. En este caso, analizamos la
ultima fila, y llegamos a dos situaciones diferentes:
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Sistemas de ecuaciones

e Casol:
a,, 4, a,, | b
0 a,, - a, |b]
* 22 2 2
A = ) " con a,  #0
[ 1
o 0 - 4, b

Observamos que los rangos de las matrices 4 y A* son iguales, e iguales al numero de
ecuaciones y todo dependera del nimero de incégnitas.

e (aso2:
a, a, - a,l|b
. 0 a, - a6 |b)
A = 2 2| 02
0 0o - 0]1b,

Observamos que los rangos de las matrices 4 y 4™ no coinciden.

Recuperemos el ejemplo anterior:

Ejemplo:
x+y+az=1 I 1 all 1 1 a 1
x+ay+z=1=|1 a 1|1|>---—>|0 a-1 l-a 0
ax+y+z=1 a 1 1|1 0 0 2-a-ad’|l-a

Analizamos el dltimo término, que corresponde a la ecuacién (2—a—a”)z=1—a, y deducimos

los valores del pardmetro a que nos pueden dar una solucién valida. Como vimos, todo depende
de cuando ese pardmetro es nulo, por tanto:

I
p—

2—-a-a*=0=>
Con lo que deducimos:

e Sia#ly a#-2 el sistema es compatible determinado (SCD), ya que el coeficiente de z es
distinto de cero, y
l1-a
Z=—"—
2—a-a
e Si a=1I, la ultima ecuacién es de la forma 0 = 0 (en este caso también la segunda ecuacion)
por lo que el sistema tiene infinitas soluciones.

En este caso se trata de un sistema biparamétrico, dos de las incdgnitas hacen de pardmetros y
la tercera toma valores en funcién de ellas (SCI).

e Si a=-2, la ultima ecuacién queda 0 = 3, por lo que es imposible y el sistema no tiene
solucion (SI)
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Sistemas de ecuaciones

4.5. Regla de Cramer:

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si el nimero de ecuaciones es
igual al numero de incognitas y ademas el determinante formado por los coeficientes de las incégnitas
es distinto de cero.

Ejemplos:
x—y=4 I -1 )
= =1-1=0 NO es sistema de Cramer
-x+y=2 |-1 1
x—y=4 I -1

= =1+2=3%0 Siessistema de Cramer.
2x+y=2 2 1

La Regla de Cramer dice que: "un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, en el cual el determinante
de la matriz de los coeficientes es distinto de cero, admite una solucién y sélo una, es decir, es un
sistema compatible determinado".

Vamos a ver como se calcula esta solucion por el método de Cramer: Consideremos un sistema de n
ecuaciones y n incégnitas:

a,x, + apx, + .. + a,x, = b
a,x, + apx, + .. + a,x, = b,
a,x, + a,x, + .. + a,x, = b,

La expresidon matricial del sistema es:

a, 4ap Ay |l X |
ay Ay Aoy || X2 | _ b,
anl anZ ann xn bn

Al ser un sistema de Cramer, el determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero y por
tanto admite inversa, 4~!. Multiplicando los dos miembros de la ecuacién por la inversa de 4, tenemos:

AX=B—>A"'"AX=A"B=IX=A"B=X=4"B

Es decir:

X 4, 4, a0

X5 _ L 4, 4, - A, | b,

4]

X3 4, 4, - A4,)\b,

Operando las matrices e igualando los términos correspondientes tenemos:
X, = b1A11 +b2‘4|2114‘i""+bn’4n1 X, = blAlz +b2A|2i4']'"'+bnAn2
hasta llegar a la ultima incégnita:
¥ = blAln +b2A2n +"'+bnAnn
' |4
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Sistemas de ecuaciones

Observamos que los numeradores de estas fracciones son los desarrollos de determinantes por los
elementos de una linea, con lo cual tenemos:

b a, - a, a, b - a, a, ap b,
b, a, - a,, a, b, - a, ay Ay b,
bn an2 : ann anl bn ann anl anZ bn
X, = X, = .. X, =
| 4] Al Al

En cada una de las fracciones el determinante del numerador es el determinante de la matriz de los
coeficientes de las incognitas cambiando, en cada caso, la columna correspondiente a la incégnita X,
por los términos independientes. El denominador en todos los casos es el determinante de la matriz de
los coeficientes.

Podemos simplificar esas expresiones si representamos por Ai, Az,... Ay, a los determinantes de los
numeradores, la solucion genérica de un sistema de Cramer puede representarse como:

La solucidén de un sistema de Cramer puede calcularse como:
Ai
X, =—=
| 4]
Siendo A; el determinante que resulta de sustituir la columna de la incégnita i—ésima por la matriz de
términos independientes:

a 1 a,
a b a
21 2 2
A, = . "
anl bn ann

Esta nomenclatura genérica queda mas clara cuando tenemos los sistemas con las incognitas habituales

x,y,z,...):
a,x+a,y+a,z=>b

A, X+a,y+ayz=>b,
a,X+ay,y+asz=>b,

en el que podemos hallar las soluciones como:

_ Ax _ AJ’ _ Az
X s Y , Z=
| 4] | 4] | 4]
siendo:
b, a, a; a, b a; a, a, b
A, =1b, ay, ay| , Ay: a, b, ay| , A =|ay, ay b,
by ay ay a by a ay ay by

En ocasiones se representa por A al determinante del sistema, que sabemos que no puede ser nulo:
a;; a4 d4g

A:|A|= A, A, ay|#0
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Actividades resueltas

4 Expresa en forma matricial los siguientes sistemas y comprueba que son sistemas de Cramer.

y+2z=-3
—4x+3y=-5
b): 2x+y =3
3x—4y=2
x+3y—-4z=3

Resuélvelos utilizando aplicando la regla de Cramer.

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

—4x+3y=-5 -4 3 X -5
=>A4-X=B= . =
3x—-4y=2 3 —-4)\y 2

De donde, la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada quedan:

—4 3 . (-4 3 =5
A= A =
(3 —4j (3 -4 2j

Veamos si es un sistema de Cramer:

-4 3
| 4| = 3 =16-9=7# 0= es un sistema de Cramer
Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:
-5 3 -4 -5
2 -4 20-6 14 3 2 -8+15 7
X = = :—:2 y: — :_:1
7 7 7 7 7 7

La soluciénes: {x=2;y =1}

(b) Escribimos el sistema en forma matricial:

y+2z=-3 01 2 X -3
2x+y =3 =>A4-X=B=|2 1 0 |-|y|=]| 3
x+3y—-4z=3 1 3 -4)\z 3
Veamos si es un sistema de Cramer:
01 2
|4=]2 1 0 |=12-(2-8)=12—(-6)=12+6=18# 0= Es un sistema de Cramer
1 3 -4
Aplicamos la regla de Cramer:
-3 1 2 0 -3 2 01 -3
A,=13 1 0/=36 , A =2 3 0|=-18 , A ={2 1 3|=-18
3 3 -4 1 3 -4 1 3
Finalmente:
O LS | S
18 18 18
Es decir, la solucidn del sistema queda:
x=2,y=-1,z=-2}
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Sistemas de ecuaciones

Planteamiento de problemas

En este tema es fundamental saber plantear un problema a partir de un enunciado de texto. La clave
para ello es saber LEER y TRADUCIR adecuadamente toda la informacién que se da en un problema,
ESCRIBIENDO correctamente lo que estamos leyendo. Nunca se escribe demasiado y nunca un problema
esta demasiado explicado a la hora de intentar resolverlo.

Ejemplo:

Una determinada empresa hace una prueba de seleccion que consiste en un test de 90
preguntas. Por cada acierto dan 6 puntos, por cada fallo quitan 2.5 puntos y por cada
pregunta no contestada quitan 1.5 puntos. Para aprobar hay que obtener por lo menos 210
puntos. éCudntas preguntas hay que contestar correctamente para obtener los 210 puntos y
que el numero de aciertos mds el de preguntas no contestadas sea igual al doble del nimero

de fallos?

Empezamos definiendo (y lo escribimos claramente):
x = n2 de preguntas contestadas correctamente
y = n2 de preguntas contestadas errbneamente
z=n2 de preguntas no contestadas

A continuacién, vamos troceando el problema:

e El test consta de 90 preguntas, por tanto deducimos que: x + y + z = 90

e Por cada acierto dan 6 puntos, por cada fallo quitan 2.5 puntos y por cada pregunta no
contestada quitan 1.5 puntos:

6-x-25-y-15-z=210

e Para que el nimero de aciertos mas el de preguntas no contestadas sea igual al doble del
numero de fallos:

xX+z=2y=>x-2y+z=0
Planteamos el sistema:
xX+y+z=90
6x—-2,5y-1,5z=210
x=2y+z=0
y, desde este momento, sélo tenemos que aplicar lo aprendido en el tema:
e Planteamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.

e Comprobamos si es un sistema de Cramer (que el determinante del sistema no sea nulo)

e Resolvemos con el método de Cramer.

Actividad propuesta
2. Resuelve el sistema anterior y comprueba que el aspirante deberd contestar 50 preguntas
correctamente, 30 erroneamente y dejar 10 preguntas sin contestar para alcanzar los 210 puntos.
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CURIOSIDADES. REVISTA Algunas biografias
[

Gabriel Cramer

Gabriel Cramer nacié en Ginebra el 31 de julio de
1704 y murié el 4 de enero de 1752.

Mostré gran precocidad en matemadtica, a los 18
afios se doctord con una tesis sobre la teoria del

sonido, y a los 20 afios era profesor adjunto de
matematicas.

Fue profesor de matematica de la Universidad suiza
de Ginebra durante el periodo 1724-27. En 1750
ocupd la catedra de filosofia en dicha universidad.

En 1731 presentd ante la Academia de las Ciencias Gabriel Cramer (1704-1752).
de Paris, una memoria sobre las multiples causas de
la_inclinacién de las orbitas de los planetas

f Visitd varios paises para conocer y trabajar con matematicos de su época: Euler, Johanh
Bernoulli, Daniel Bernoulli, Halley, de Moivre, Stirling, y otros matematicos. Sus conversaciones
y posterior correspondencia son de gran interés.

La Regla de Cramer es un teorema en algebra lineal, que da la solucién de un sistema lineal de
ecuaciones en términos de determinantes. Recibe este nombre en honor a Gabriel Cramer, que
publicd la regla en su Introduction a I'analyse des lignes courbes algébriques de 1750, obra en la
qgue desarrolla la teoria de las curvas algebraicas segln los principios newtonianos. Aunque
Colin Maclaurin también public6 el método en su Treatise of Geometry de 1748 (y
\ probablemente sabia del método desde 1729). Los determinantes ya habian sido usados por

Eugéne Rouché
Eugéne Rouché (1832-1910) nacid en Sommiéres al sur de Francia, el 18 de agosto de 1832 y muridé en
Lunel en 1910. Era hijo de un terrateniente. Estudio en la “Ecole Polytechnique” donde consiguié el
doctorado en ciencias. Fue un famoso matematico francés, profesor en el “Lycée Chalemagne” y en el
Conservatorio de Artes y Oficios en Paris. En 1873 fue nombrado presidente de la Societé
Mathematique de Francia y mas tarde en 1896 fue elegido de la Academia de Ciencias francesa. Es
conocido por ser el autor del Teorema de Rouché sobre analisis complejo y coautor del Teorema de
Rouché-Frobenius en los paises de habla hispana. Se conoce poco de su vida, pero se sabe que
escribié varios articulos publicados en prestigiosas revistas, ademds de libros de texto y obras
didacticas como: Traité de géométrie élémentaire (1874), Eléments de Statique Graphique (1889),
Coupe des pierres: précédée des principes du trait de stéréotomie (1893), Analyse infinitésimale a
l'usage des ingénieurs (1900-02). Uno de esos articulos es el que publicé en “Journal of the Ecole
Polytchnique” en 1862, donde aparece su célebre teorema sin demostrar. Por tanto fue el primero en

enunciarlo, aunque otros autores, como Georges Fontené también enuncié este teorema y reivindicé
su autoria.
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Ferdinand Georg Frobenius

Ferdinand Georg Frobenius nacié en el lujoso
barrio berlinés de Charlottemburg el 26 de
octubre de 1849, hijo de un pastor protestante, y
murié en Berlin, el 3 de agosto 1917.

Estudid en Joachimsthal Gymnasium en 1860
donde se gradud, fue a la universidad de
Gottingen, y siguid sus estudios en la universidad
de Universidad Humboldt de Berlin donde obtuvo
su doctorado con una tesis sobre la solucién de
las ecuaciones diferenciales bajo la direccion de
Karl Weierstrass.

Fue profesor en distintos sitios, en Berlin, Zirich...

Matematico aleman reconocido por sus aportes a

U‘{;;; e Podia la tt=:=or|a de las ecuaciones dlfer(,enaales y ala
teoria de grupos; y su aportacidon al teorema
F.G. FROBENIUS planteado por Eugene Rouché que conoces con el

nombre de teorema de Rouché-Frobenius.

= )&

El matematico Frobenius en 1905 discrepé del teorema, tanto del enunciado por Rouché
como del enunciado y demostrado por Fontené y propuso una demostracién alternativa.

o)

Otras obras suyas en el campo del dlgebra han contribuido a establecer la llamada ley de
reciprocidad de Frobenius y los grupos de Frobenius, versando principalmente en la teoria
algebrdica de los grupos finitos y la sistematizacion del algebra mediante procedimientos de
I6gica matematica y axiomatica.

El nombre de teorema de Rouché — Frobenius se
debe al matematico espafiol Julio Rey Pastor.

8 1 6 Cuadrados magicos V \
5 V4

3 Se pueden usar sistemas de 17|24 @ 8 [15
ecuaciones para confeccionar 23|15 |7 114]16

9 2 cuadrados magicos. 1
4 |6 |13|20(22

En un cuadro de Durero y en la
Sagrada Familia de Barcelona 0|12|19|21|.3

1
tienes un cuadrado magico. 1‘1 18l25] 271 g
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Sistemas de ecuaciones

RESUMEN

Se denomina sistema de m ecuaciones lineales
con n incégnitas al conjunto de relaciones:

a,x, + a,x, + + a,x, b, X+y+z=3
Sistema de
) . a,x, + apx, + + a,x, = b, 2x—y+z=2
ecuaciones lineales . ) .
x+2y-3z=0
a,x, + a,x, + + a,x, = b,
. Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es x+y+z=0
Sistema . e .
- ) homogéneo cuando el término independiente 2x—y+z=0
omogéneo : :
de todas las ecuaciones es igual a cero. X+2y-32=0
Dos sistemas con el mismo numero de
incégnitas, aunque no tengan el mismo nimero X+y=3 x+2y=5
Sistemas de ecuaciones, se dice que son equivalentes si ) 0 y<i2x—2y=-2
equivalentes |tienen las mismas soluciones, es decir, toda rmr= 3x—y=1

solucién del primero es solucién del segundo, y
viceversa.

Verificanx=1;y=2

Todo sistema puede expresarse como producto 6x+y=15
de matrices en laforma 4 X = B: {3x+2y -3
Expresion matricial G G G | [ b
de un sistema dn Ay G || X2 | _| B2 4-X=B=
6 1) (x 15
A Apo Don ) \ X b, (2 2) . (yj B ( 8 j

Resolucion por

A X=B=A"'"A4-X=A'B=I-X=A"'"B= x = 4'B

inversa
El teorema de Rouché-Frébenius dice: "La condi-
QR < e e e ) (3
Rouche-Frébenius | < ,:isn) es que el rango de la matriz de los coefi- re(4) < rg(A*)z S

cientes sea igual al rango de la matriz ampliada".

La solucién de un sistema puede calcularse como: (6 lj (xj (13J |A| ‘ 6 1 ‘
A‘ . = =
xi:m Si|4|=0 2 2)\y) \6 2 2
Regla de Cramer A = 131 _ 6 13
Siendo A; el determinante que resulta de sustituir *le 277 2 6
la columna de la incognita i—ésima por la matriz 20 10
de términos independientes. = 10 = y = 0 =1
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Sistemas de ecuaciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacion o de Gauss:
—x+2y-5z=-3 x—2y+3z=-14 —x+3y—z=-6 x—=9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b) S —x+3y—-z=10 ¢)< 3x—y+4z=7 d)<x+3y—-z=-9
—5x+2y-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+6y—z=-9 xX—y+z=5
2. —Dados los sistemas:
+2z=-3
—4x+3y=-5 2x—y=-4y ree
a b) c)y 2x+y =3
3x—4y=2 5+2y=3x

x+3y—4z=3

a) Exprésalos en forma matricial y comprueba que son sistemas de Cramer.
b) Resuélvelos utilizando la matriz inversa y aplicando la regla de Cramer.

3. — Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:

3x—2y=-2
~2x+y=-3 —dx—6y=—6 e
a b) c) {9x—-6y =56
6x—3y=9 —2x+3y=-3
6x+4y=3
4. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando, si es posible, la Regla de Cramer:
—x—2y+3z=6 2x-3y+z=-29 x+y+z=1 3x+2y+z=1
a)y3x—-4y+2z=7 b)< 3x+y-5z=21 c) 32x+3y—-4z=9 d)<5x+3y+4z=2
dx+y—z=-1 —-x+2y—4z=32 x—y+z=-1 x+y—z=1
5. — Discute y resuelve los sistemas en los casos que sea posible:
2x+3y—-4z=1 5x+4y+2z=0
a) 4x+6y—az=2 b)2x+3y+z=0
x+y+az=10 4x—y+m22:m—1

6. —Dado el sistema
(a+2)x+(a—1)y—z =3
ax—y+z=3
x+ay—z=1
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.

b) Resuélvelo para el caso a = —1.

7.— Dadas las ecuaciones:
6x—9y+2z=5
{2x—3y+z =4
se pide:
a) Aflade una ecuacién para que el sistema resulte ser incompatible.

b) Afiade una ecuacién para que el sistema resulte ser compatible determinado.
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Sistemas de ecuaciones

8. —Dado el sistema de ecuaciones

2x+3y—z=-2
{x+2y+2z =1
se pide:
a) Discute y resuelve, cuando sea posible.
b) Aflade una ecuacidn lineal para que el sistema resultante tenga:
i) una solucion
ii) muchas soluciones

iii) no tenga solucién

9. — Discute y resuelve cuando sea posible los siguientes sistemas homogéneos:

x+y+3z=0 2x—y+3z=0 y=x+3z-y
a){—2x-3y+z=0 b) 12y—z=0 C)ix=z-2y+x
3x+2y+4z=0 —-2x+3y—-4z=0 z=x-2y-2z

10. — Sean las matrices

A_x 1 B 1 Co y=2 De 3x
Iy S s s WSO

a) Calcula cada uno de los tres productos 4°B, E-D, D-E.

b) Si C—-2AB =-D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en
funcion de m. ¢ Para qué valores de m el sistema tiene soluciéon? ¢Es siempre Unica?

11. — Sean las matrices

12.

13.

14.

1 1 x 0 0 1 0
x 0 z

A=|0 0|, B= ,C=|0 -y —z|,D=|1|,E=|a
0 » O

1 1 0 O 0 1 a

a) Sabiendo que (4B -C)D =2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas
(representadas por x, y, z) en funcién de a.

b) ¢Para algun valor de a el sistema tiene solucién Unica?
c) Paraa = 0 encuentra una solucion del sistema con z # 0

— El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10
euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7 000 €. Averigua el
nuimero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la suma del nimero de billetes de 50 y
de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20 euros.

— Se dispone de tres billeteras A, By C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si pasamos
5 billetes de B a A, el nUmero de billetes en ésta es igual a la suma de los otros dos, pero si pasamos
10 billetes de A a C, el nimero de billetes en ésta también es igual a la suma de los otros dos.
Averigua cudntos billetes hay en cada billetera si se sabe que en total hay 1 550 euros.

— La suma de las tres cifras de un nimero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las
decenas mas las centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nUmero aumenta en 594 unidades.
¢De qué numero se trata?
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Sistemas de ecuaciones

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

— Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test de 60 preguntas. Por cada acierto se dardn
5 puntos, por cada fallo se quitardn 2 puntos y por cada pregunta no contestada se quitara 1 punto.
Para aprobar hay que obtener por lo menos 150 puntos. {Cuantas preguntas habra que contestar
correctamente para obtener los150 puntos y que el nimero de fallos mas el quintuple del numero
de preguntas no contestadas sea igual al nUmero de aciertos?

— En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican
poniendo, por kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

e Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura
e Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura
e Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo de
alimento, équé porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para
obtener la proporcion deseada?

— Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70
anos, que hace cuatro afos la edad del padre era siete veces la edad de la hija y que dentro de
quince afios la edad de la hija serd la cuarta parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

— Una persona invirtié 72 000 € repartidos en tres empresas y obtuvo 5 520 € de beneficios. Calcular
la inversién realizada en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversién que
enla Ay Cjuntas, y que los beneficios de las empresas fueron del 10 % en la empresa A, el 8 % en la
empresa By el 5% enlaempresaC.

— Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg vy el
de la clase C que cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg.
¢Cuantos kg de cada clase se deben poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo, mas
el tercero?

— Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 afios la edad de la
madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 afios la
edad de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y que cuando el
hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendrd 42 anos.

— En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y
anticaspa. Se sabe que el precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3
euros. Se desconoce el precio al que se vende el anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido
por las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros y el dinero obtenido en
ventas con el champu normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto.
Ademas, el dinero total obtenido en ventas con el champu de vitaminas y el anticaspa fue el mismo
gue el que hubiera obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion del precio desconocido del champu anticaspa, que
puedes llamar por ejemplo m) donde las incégnitas ( x, y, z) sean las unidades vendidas el mes
pasado de cada tipo de champu.

b) ¢Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la
compatibilidad del sistema?

c) Si se sabe que el niumero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del
apartado (b) para calcular las unidades vendidas de los otros 2.

29 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il Capitulo 3: Sistemas Autora: Leticia Gonzélez Pascual

www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Alvaro Valdés

Textos Marea Verd




Sistemas de ecuaciones

22. — En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres
estaciones de servicio (A, B y C). El individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha
sido de 1.20 euros/litro y el precio de la gasolina en B de 1.18 euros/litro, pero ha olvidado el precio
en C. (Supongamos que son “m” euros/litro). También recuerda que:

- lasuma del gasto en litros de gasolina en las estaciones Ay B superé en 46.80 € al gasto en C.
- el ndmero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.
- el gasto de litros en A superé al de B en 12.60 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de "m”) para determinar los litros consumidos en
cada gasolinera.

b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funciéon de "m”. {Puedes dar algln precio al que sea
imposible haber vendido la gasolina en la gasolinera C?

23. — En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos,
mientras que los de otra mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) ¢Cuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?

b) Con los datos que se dan, é¢se puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
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Sistemas de ecuaciones

AUTOEVALUACION

x+y+z=6
Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {x +2z+2y =15
2y—x+z=11

1.- Su matriz de coeficientes es:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a)|l -2 2 b)] 1 -2 2 g1 2 =2 d|1 2 2
2 -1 1 -1 2 1 2 -1 1 -1 2
2.- Su matriz ampliada es:
1 1 116 1 1 1]6 1 1 16 1 1 1|6
a1 -2 2|5 b)| 1 -2 2[{5]| ¢l 2 =-2{5| d|1 2 2|5
2 -1 1]11 -1 2 111 2 -1 1 (11 -1 2 111

3.- Si aplicamos el método de Gauss la nueva matriz ampliada obtenida es:

1 1 1|6 I 1 1|6 I 1 1]6 1 1 1|6
a)|0o 3 —1]1 b){o -3 1/-1| ¢)|0 1 -3|-1| dj0o 1 1|-1
0 0 0|2 0 0 3|16 0 0 -10/-4 0 0 -1/20

4.- El sistema es:
a) compatible determinado b) compatible indeterminado c) incompatible  d) tiene tres soluciones

2x—y=-4y
Dado el siguiente sistema de ecuaciones
5+2y+z=3x

5.- Su forma matricial es:

? (—23 _zlj(;j:(_:yj i (—23 : (1)); :(—05] ° (—23 ;j@:(—OSJ

6.- Al afiadir la ecuacién indicada el sistema es compatible determinado

a)3y+2x=7 b) x-—y=7 C) —x+5y+z=-5 d) —3x+2y+z=7
7.- Al aiiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible indeterminado

a)3y+2x=7 b) x—y=7 C) —x+5y+z=-5 d) -3x+2y+z=7
8.- Al afiadir la ecuacion indicada el sistema es incompatible

a)3y+2x=7 b) x-—y=7 C) —x+5y+z=-5 d x+y+z=7

9.- Indica la afirmacién que es correcta:
a) Los sistemas homogéneos tienen siempre infinitas soluciones.
b) Dos sistemas son equivalentes si coincide alguna de sus soluciones.
¢) Un sistema es compatible si y sélo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el
rango de la matriz ampliada.
d) Todos los sistemas se pueden resolver por el método de Cramer.
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Sistemas de ecuaciones

Apéndice: Problemas de matrices en las P.A.A.U.

(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

xX+y+z=6

x-2y+2z=5

2x-y+z=11
a) Obtén su matriz de coeficientes.

b) Calcula el determinante de la matriz anterior.
c) Sin resolver el sistema, razonar si tendrd solucién unica.

(2) En el primer curso de un centro de la Universidad de Oviedo se han matriculado 352 alumnos
divididos en tres titulaciones distintas. En la tercera titulacion hay la tercera parte de alumnos que
en la primera, y la diferencia de alumnos que hay entre la primera titulacién y la segunda es inferior
en dos alumnos al doble de los alumnos que hay en la tercera.

a) Establece un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcién del numero de
alumnos en cada titulacién, y obtenga el nimero de alumnos que hay en cada titulacion.
b) Calcula el determinante de la matriz del sistema.

(3) En un partido de baloncesto femenino, el equipo de la Universidad de Oviedo gand al de otra
universidad espafiola con un marcador 64 a 48. El marcador obtenido por el equipo ganador se
consiguié mediante canastas de dos puntos, triples (canastas de tres puntos) y tiros libres (canastas
de un punto). El nimero de tiros libres fue dos mas que cinco veces el numero de triples. Ademas,
el nimero de canastas de dos puntos fue dos mas que el numero de tiros libres.

a) Plantea el sistema de ecuaciones resultante de lo anterior.
b) Escribe la matriz ampliada del sistema obtenido en a).
c) éCuantas canastas de cada tipo metid el equipo de la Universidad de Oviedo?

(4) Cada accién de BBA ha dado una ganancia de 6 euros y cada accidon de NKO ha dado una ganancia de
m euros. Un inversor habia comprado acciones de ambos tipos, lo que le supuso una ganancia total
de 800 euros, pero estd arrepentido de su inversidn, porque si hubiese comprado la mitad de
acciones de BBA y el doble de NKO, su ganancia total habria sido de 1150 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incégnitas x e y sean el nimero de
acciones compradas de cada tipo. Basdndote en un estudio de la compatibilidad del sistema,
éexiste algun valor de m para el que el sistema tenga mas de una solucién?

b) Si la ganancia por cada accion de NKO fue de 5 euros, écuantas acciones de NKO habia
comprado?

(5) Una tienda vende bolsas de caramelos a 2 euros cada una y bolsas de gominolas a 4 euros cada una.
La recaudacion de un determinado dia por estos dos conceptos ha ascendido a 200 euros y se sabe
gue el numero de bolsas de caramelos que han vendido ese dia es m veces el nimero de bolsas de
gominolas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de
bolsas de cada tipo que se han vendido ese dia. Basandote en un estudio de compatibilidad del
sistema anterior, ées posible que se hayan vendido el doble de bolsas de caramelos que de
gominolas?

b) Suponiendo que se han vendido el triple de bolsas de caramelos que de gominolas, écuantas
bolsas de gominolas se han vendido?
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Sistemas de ecuaciones

(6) Un tren realiza un viaje directo entre dos capitales. El viaje lo realiza por dos tipos de vias, por la
primera circula siempre a 100 Km/h y por la segunda circula siempre a m Km/h. El recorrido total
del viaje es de 1 240 Km y la duracién del mismo es de 11 horas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funciéon de m) donde las incégnitas x e y sean el numero de
horas que circula por cada tipo de via. Basandote en un estudio de la compatibilidad del sistema
anterior, ées posible que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via sea también de
100 Km/h?

b) Suponiendo que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via es 120 Km/h, écuanto
tiempo ha estado circulando por el primer tipo de via?

(7) Una academia de idiomas da clases de espafiol a un total de m alumnos, entre los de nivel basico y
los de nivel avanzado, con los que recauda 3000 euros. Los alumnos de nivel basico pagan m euros
al mes, mientras que los de nivel avanzado pagan el doble.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcidn de m) donde las incdgnitas x e y sean el nimero de
alumnos de cada tipo en las clases de espafiol de la academia. Basandote en un estudio de
compatibilidad del sistema anterior, ées posible que los alumnos de nivel basico paguen 40
euros al mes?

b) Si los alumnos de nivel basico pagan 50 euros al mes, é¢cuantos alumnos de nivel avanzado hay?

(8) Juan y Luis son dos amigos que en total tienen 10 hijos. Un tercer amigo, Javier, tiene m hijos mas
gue Juan y m veces los de Luis.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de
hijos de Juan y Luis. ¢Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucidon? En caso de existir
solucion, ées siempre Unica?

b) Si Javier tiene el doble de hijos que Luis, écuantos hijos tiene Luis?
(9) Un grupo de personas se relne para ir de excursidn, juntandose un total de 20 entre hombres,

mujeres y nifios. Contando hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser el triple del nimero de
nifios. Ademas, si hubiera acudido una mujer mas, su niUmero igualaria al de hombres.

a) Plantear un sistema para averiguar cuantos hombres, mujeres y nifios han ido de excursion.
b) Resolver el problema.
(10) Considere el sistema
ax—ay+z=2
3x+2y—-2z=a
—ax+3y—z=2
a) Estudie su compatibilidad segun los distintos valores del nimero real a.

b) Resuélvalo, si es posible, en el caso a=1.
(11) Dado el sistema

(a—l)x+2y+(a—1)z:1+a
(a+1)y—(a+1)z:2
x+y+taz=a

a) Estudie su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvalo cuando a=0.
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Sistemas de ecuaciones

(12) La matriz ampliada asociada a cierto sistema de ecuaciones lineales es:

1 1 1 2
A=l2 -1 4 0
-1 1 2 5

a) Obtener las ecuaciones del sistema.
b) Calcular el rango de la matriz formada por los coeficientes del sistema.

c) Sin resolver el sistema, deducir razonadamente si admite soluciones y en qué nimero.

1 2 1 1
(13) La matriz de los coeficientes de un sistemaes |1 4 ¢ |V ladetérminosindependientes| 1
1 4a 1 2a

a) ¢Para qué valor o valores de «a el sistema no tiene solucién?

b) Para cierto valor de a un individuo encontré 2 soluciones del sistema. ¢Cuanto valia a? ¢Tenia
mas soluciones el sistema?

¢) Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga solucién unica y, para dicho valor,
resuélvelo.

(14) Sean las matrices

A=|2x -=-1| , B:(IJ , C=(2z| v D=0
-x 1 -z %
donde x, y, z son desconocidos.
a) Calcular las matrices (4-B) + Cy 3D
b) Sabiendo que (4B )+ C = 3D, plantear un sistema de ecuaciones para encontrar los valores de x,
Y, Z.
c¢) Estudiar la compatibilidad del sistema ¢éCudntas soluciones tiene?
d) Encontrar, si es posible, una solucion.

(15) Sean las matrices

donde a es desconocido.

a) Sea el sistema de 3 ecuaciones con tres incognitas cuya matriz de coeficientes es 4 y de términos
independientes B. {Puede para algun valor de a no tener solucidon este sistema? ¢Para qué
valores de a el sistema tiene solucién Unica?

b) Si la matriz de coeficientes es 4 pero la de términos independientes es C, ies posible que para
algun valor de a el sistema no tenga solucién? Encuentra un valor de a para el que el sistema
tenga mas de una soluciéon y calcula dos de ellas.
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(16) Sean las matrices

I A B ) R ool !
fon - oob) el - o) oo

a) Calcula cada uno de los tres productos 4B, D-E, E-B.

b) Si 4B+ C = D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en
funcion de m. ¢Para qué valores de m el sistema tiene solucidon? ¢Es siempre Unica?

o) ) el

a) Si AB-C = D, plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en
funcién de a.

(17) Sean las matrices

b) éPara qué valores de a el sistema tiene solucidn? ¢Es siempre Unica? Encuentra una solucidn para
a=1lcon y=l

(18) Sean las matrices

a 1 . 1 z
A=|1 a B:(j c=|1 y D=|z
10 Y 0 z

a) Sabiendo que 4B = 2C — D, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas
por x, y, z) donde a es cierto valor desconocido.

b) Si se supiera que el sistema tiene solucidn, ¢ podriamos descartar algun valor de a?
c) Si se supiera que el sistema tiene solucién Unica, ¢ podriamos descartar algin valor de a?
d) ¢Hay algun valor de a para el que el sistema tenga mas de una solucién?

(19) Sean las matrices

1 1 x 0 0 1 0
x 0 z

A=|0 0| , B= , C=|0 -y —-z| , D=|1| , E=|a
0 y O

1 1 0 O 0 1 a

a) Sabiendo que (48 - C)D = 2E , plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incégnitas (representadas
por x, y, z) en funcién de a.

b) ¢ Para algun valor de « el sistema tiene solucién Unica?
c) Para a = 0 encuentra una solucion del sistema con z # 0

(20) Halla todas las soluciones de un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas del que se
conoce que (1,0,0), (0,2,0)y (0,0,3) son soluciones y el rango de la matriz de los coeficientes es ma-

yor o igual que uno
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Resumen

Nos adentramos en el tema mdas moderno de todos los que se imparten en la asignatura de
Matematicas en el instituto. La programacion lineal es una técnica matematica desarrollada durante la
Segunda Guerra Mundial para reducir los costes de gestion y, como tal herramienta militar, se mantuvo
en secreto hasta pocos anos después del final de la guerra. Una vez liberado a la sociedad, es empleado
por practicamente todas las grandes empresas.

En este capitulo hablaremos de problemas simples con dos variables (X e Yy), si bien en la realidad se
encuentran sistemas de mas variables. En ese caso el procedimiento es complejo y se resuelve con
medios informaticos, bien por el Método Simplex ideado por G. B. Danzig en 1951 o, mads recientemen-
te, con el algoritmo Karkamar o método del punto interior, desarrollado en 1984 por el matematico
indio Narenda Karmarkar y que suele ser mas eficiente que el Método Simplex.
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Programacion lineal

1. INECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Una inecuacidn lineal con dos incdgnitas es una expresion en la que dos expresiones lineales estan
relacionadas entre si por una desigualdad.

En su forma reducida podemos encontrar cuatro tipos de inecuaciones lineales:
ax+hby<c ax+hby>c ax+hby<c ax+hby>c
Las dos primeras se denominan desigualdades estrictas y |las dos uUltimas desigualdades amplias.

El método habitual para resolver las inecuaciones lineales es el método grafico. La ecuacion resultante
de convertir la desigualdad en una igualdad:

ax+by=c

es una linea recta, y su representacion grafica divide al plano cartesiano en dos semiplanos:
Ya

\\

\'x

Es trivial deducir que una de esas dos regiones cumplird que ax+by < ¢ o que ax+by > ¢, por tanto:

La solucién de una inecuacion seran las coordenadas de los puntos (Xo, Yo) que verifican la desigualdad
algebraica, y pertenecen a uno de los dos semiplanos definidos al representar la recta cuyas
expresiones lineales a ambos lados de la igualdad coinciden con las de la inecuacién planteada.

El semiplano solucion puede ser abierto (no contiene a la recta) o cerrado (contiene a la recta) segun la
desigualdad sea estricta o no, respectivamente.

Desde el punto de vista practico existen dos formas de averiguar qué semiplano representa la solucion
de la inecuacion:

1. Tomamos un punto cualquiera del plano y vemos si sus coordenadas cumplen la inecuacién.

Si la cumplen, el semiplano donde se encuentra dicho punto serd el conjunto solucion de la
inecuacion. Si no es asi, la region solucidn sera el otro semiplano.

2. Analizamos los signos de los coeficientes y el sentido de la desigualdad:

Desigualdad: ax+by<c ax+by<c ax+by>c ax+by>c
a>0 A laizquierda de la recta A la derecha de la recta
a<o A la derecha de la recta Alaizquierda de la recta
b>0 Por debajo de la recta Por encima de la recta
b<0 Por encima de la recta Por debajo de la recta

Basta con analizar un Unico signo, siendo mas facil analizar los coeficientes positivos.
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Programacion lineal

Actividad resuelta

e Representa la region solucion de la inecuacion 2x —y > 3.

Dibujamos la recta 2x—Yy =3. Si damos dos valores cualesquiera a una de las dos incognitas y
despejamos la otra, tenemos las coordenadas de dos puntos de la recta, y la representamos:

x - =y 4 =P;:(0,-3); P;:(2,1)

2x—y>32x—y=3—’{y=1_>2xA_1=3—>2x=4—>x=2

Determinamos ahora el semiplano solucion:

Método 1: Tomamos un punto que no esté sobre la recta, por ejemplo (0, 0), que estd a la
izquierda de la recta. Sustituimos sus coordenadas en la inecuacién:

2-:0-0=0<3

Vemos que no cumple la inecuacidn pues deberia ser mayor que 3, por lo que este punto
no pertenece al conjunto solucién. Es decir, la solucidn de la inecuacién es el otro
semiplano, en el que no estd el punto elegido (el de la derecha).

Método 2: El coeficiente de X es positivo y la desigualdad apunta hacia la derecha, por lo
que el semiplano solucion es el de la derecha.

Finalmente, decidimos que la recta no forma parte de la solucién porque la desigualdad es
estricta y, por tanto, la regién solucion es:

Actividad propuesta

1. Representa la solucidén grafica de las inecuaciones siguientes:
X+2y<3 -X+3y>4 2X—-y<-2 -Xx-y=>0

Indica en cada caso si el recinto solucion es abierto o cerrado.
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2. SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES

Un sistema de inecuaciones lineales con dos incégnitas es el conjunto de dos o mas inecuaciones que
deben cumplirse a la vez.
Para resolver un sistema de inecuaciones lineales se procede de la manera siguiente:

e Se resuelve cada inecuacién por separado, es decir, se encuentra el semiplano solucién de cada
una de las inecuaciones.

e El conjunto solucidon del sistema, también llamado region factible, estd formado por la
interseccion o regidon comun de las soluciones de todas las inecuaciones.

Actividades resueltas

e Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:

x>0 x>0 x>0
a)qy>0 b) sy>0 c)sy>0
X+2y<8 2X+3y >6 X+y<-1

e En cada uno de los casos representamos las rectas asociadas a cada inecuacién.

e Buscamos para cada una de las inecuaciones su semiplano de soluciones y, por ultimo, la
region comun a todos los semiplanos.

En las representaciones graficas siguientes puede verse la regién factible o regidn de soluciones
de los sistemas (en verde la solucién de la inecuacidn lineal, en azul la regién factible):

\
!
|

a) Solucidn acotada b) Solucién no acotada c) No posee solucién.

En los ejemplos anteriores podemos ver los tres tipos de soluciones que podemos encontrar:

1. Solucidn acotada. Los puntos de la regidn factible estan encerrados por un poligono convexo.
2. Solucion no acotada. La regidn solucion se extiende hasta el infinito.
3. Sin solucidn. Las condiciones no pueden satisfacerse simultaneamente.

Actividad propuesta

2. Representa la regién factible de los siguientes sistemas de inecuaciones:

x>0 x<0 x>0 x<0
y>0 y>0 y<0 y<0
X+2y>3 X—y>-1 2x+y<1 X+y>1

Indica en cada caso si la solucion es acotada, no acotada o no existe solucion.
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3. PROGRAMACION LINEAL

3.1. Definicion

Se llama programacion lineal, o también programa lineal, a la formulacién algebraica que pretende
optimizar (maximizar o minimizar) una funcion lineal de varias variables, sujeta a una serie de
restricciones, también lineales.

La funcion lineal a optimizar se denomina funcién objetivo, y las restricciones se expresan mediante un
sistema de inecuaciones lineales que debemos resolver.

La expresién general de un problema de programacion lineal en dos dimensiones es, por tanto:
Funcion objetivo: f(x, y) = ax + by — Maximo o minimo
ax+by=c

o a,X+b,y#c
Restricciones: 2 2 2

aux+b,y#c,

donde la desigualdad representada por # puede ser de los cuatro tipos explicados antes (>, <, < 0 >).
Tipicamente una de las restricciones es que los valores sean positivos, es decir: x>0ey > 0.

La solucion factible que hace éptima (maxima o minima, seguin se desee) la funcién objetivo, se llama
solucion 6ptima, y siempre se encuentra en la frontera de la region factible.

3.2. Teorema fundamental de la programacion lineal

En un programa lineal con dos variables, si existe una solucién Unica que optimice la funcidn objetivo,
ésta se encuentra en un punto extremo (vértice) de la region factible acotada, nunca en el interior de
dicha region.

De este teorema obtenemos dos consecuencias:

e Sjla funcién objetivo toma el mismo valor éptimo en dos vértices, también toma idéntico valor en
los puntos del segmento que determinan.

e En el caso de que la region factible no sea acotada, la funcion lineal objetivo no alcanza
necesariamente un valor optimo concreto, pero, si lo hace, éste se encuentra en uno de los
vértices de la region.

Actividad resuelta

e Una empresa aerondutica construye dos tipos de aviones A y B. Para ello dispone de 1800
millones de euros, siendo el coste de cada avién 30 y 20 millones de euros, respectivamente.
Ademds las condiciones de mercado exigen que el numero total de aviones producidos no sea
mayor de 80.

Sabiendo que el beneficio obtenido en la venta de un avion del tipo A es de 4 millones de euros y
en el tipo B, 3 millones de euros. ¢Cudntos aviones debe construir de cada clase para que el
beneficio sea mdximo?

Debemos LEER con cuidado el problema y traducirlo adecuadamente al lenguaje algebraico, tal y
como se dijo en el capitulo anterior.
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La programacion lineal pretende optimizar una funcién, en este caso es hacer mdximo el
beneficio, que depende de dos variables (las escribimos):

Sean X = namero de aviones de tipo A
y = numero de aviones de tipo B

Para plantear la funcién a optimizar (la funcidon objetivo), y las restricciones organizamos la
informacién del problema:

N2 aviones Coste Beneficio
Tipo A X 30 4
Tipo B y 20 3
Restricciones No sea mayor de 80 | Dispone de 1800 € Funcién Objetivo
X+Yy <80 30x + 20y <1800 z=4x+3y

Falta un detalle a tener en cuenta, los valores deben ser positivos (no se puede tener un nimero
negativo de aviones), es decir: x>0 ey >0, por tanto:
Funcién objetivo: f(X, y) = 4x + 3y — Maximo (en millones de euros)
rn:x+y<80
r, :30x + 20y <1800
r,:x=0
r,:y=0

Siguiendo el procedimiento explicado en la seccion (2) obtenemos la region factible:

Restricciones:

C=1(20, 60)

Ja=w0.0 B = (60N

-40 -20 ) 20 40 \ \

Teniendo en cuenta el teorema anterior, se trata de encontrar los vértices de la regién factible.

Para ello se resuelven todos los sistemas que se pueden formar con las ecuaciones de las
restricciones, que nos van dando los distintos puntos de corte de las rectas:

~80 ~80 30+ 20y = 1800
{X -y ~5 (20, 60) {X " é ~5 (0, 80) { Xrety ~5 (60, 0)
X

30x + 20y =1800 = y=0
x=0 X+Yy=280 30x+ 20y =1800
—5(0,0) 5 (80, 0) 5 (0,90)
=0 y=0 x=0
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Los puntos A(20,60), B(0,80), C(60,0), D(0,0), E(80,0) y F(0,90) son los puntos de corte de
las rectas que forman la region factible, pero no todos ellos tienen por que ser los vértices de la
region factible.

Los vértices de la regién factible cumplen todas las restricciones (y no sélo dos), por lo que
tenemos que ver cuales de estos puntos cumplen todas las restricciones. Aunque podemos verlo
en la representacidon grafica, también podemos comprobar analiticamente cudles forman la
region factible sustituimos cada punto en las restricciones restantes:

e E no cumple la restricciéon 30x + 20y < 1800, ya que 30-80 + 20-0 = 2400 > 1800, por lo que
E no es un vértice de la regién factible.

e F nocumple x+y <80, yaque 0+ 90 =90 > 80, por tanto F no es un vértice de la regidn
factible.

Es decir, que la regién factible tiene como vértices los puntos A, B, C y D, que son los que

verifican todas las restricciones:

{rl’r2} ‘ {rl’r4} ‘ {rr} ‘ {r,r

A:(20,60) ‘ B:(0,80) ‘ c:(60,0) ‘ D:(0,0)
El ultimo paso es ver cual de los vértices que forman la region factible hace maxima la funcién
objetivo.

3.2.1. Método algebraico

El método algebraico consiste en evaluar la funcidn objetivo en cada uno de los vértices (o sea,
sustituir las coordenadas de los vértices de la region factible en la funcidn objetivo) y comprobar cual
(o cuales) de ellos proporciona el maximo o minimo de la funcién objetivo.

En el ejemplo: f(X,y)=4x+3y. Sustituimos los valores de los cuatro vértices:

Punto Funcidén objetivo
A:(20,60) f (20, 60) = 4-20+3-60 = 260
B:(0,80) f(0,80) = 4-0+3-80 = 240
C:(60,0) f(60,0) = 4-60+3-0 =240
D:(0,0) f(0,00=4-0+3-0=0

La solucidn dptima corresponde al vértice para el que la funcion objetivo toma el valor maximo.
En este caso es el vértice A:(ZO ,60):

Solucién: Hay que construir 20 aviones del tipo A, 60 del tipo B y el beneficio es de 260
millones de euros.

Actividad propuesta
3. Con la misma regién factible del ejemplo, optimiza las siguientes funciones objetivo:

a)z = 2x + 4y —» Max b) z=4x + 3y — Min c) Z = 4x + 3y —» Max
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3.2.2. Método grafico o de las rectas de nivel

En este método los vértices de la region factible se hallan graficamente. Una vez hallada la regién
factible se representan las rectas de nivel asociadas a la funcion objetivo (ax+by =k) y se ve cual es
la que toma un valor k éptimo (en este caso maximo).

Para realizar este paso lo que se hace es dibujar una recta de nivel cualquiera y luego trazar paralelas a
ella hasta encontrar el vértice de la regidn factible que haga dptima la funcién objetivo:

e Sjse pretende buscar un maximo, el punto (o puntos) mas a la derecha.
e Sise pretende buscar un minimo, el punto (o puntos) mas a la izquierda.

En el ejemplo la funcidn objetivo es z = 4x + 3y. Las curvas de nivel son de la forma 4x + 3y = k. Las
representamos sobre la regidn factible empezando por la mas facil, la que pasa por el origen:

y trazamos paralelas a ella que pasen por cada vértice hasta encontrar la mas extrema:

N

La solucion dptima es la recta de color verde, que pasa por el vértice A:(ZO,GO) y hace que:

2=4x+3y=>z=4-20+3-60=260

Hay que construir 20 aviones del tipo A, 60 del tipo B y el beneficio es de 260 millones de euros.

A lo largo de la explicacién hemos ido viendo que es posible combinar ambos métodos para facilitar la
obtencién de la solucidn. Representar graficamente la regién factible ahorra tiempo al determinar los
vértices, mientras que evaluar f(X, y) es mas preciso que el trazado de paralelas.
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3.3. Tipos de soluciones en programacion lineal

Vamos a considerar las distintas situaciones que se suelen presentar en los programas lineales para dos
variables. Los programas lineales para dos variables pueden clasificarse, atendiendo al tipo de solucién
que presentan, en los casos siguientes:

- Factibles con solucion unica, cuando presentan un Unico dptimo.

- Factibles con soluciéon multiple, si presentan mas de una solucién éptima. En estos casos, las so-
luciones suelen ser todos los puntos de un segmento, es decir, los puntos comprendidos entre
dos vértices de la regién factible.

& 1 1] [ Yo.

Solucién Unica o Solucién multiple

- Factible no acotada, cuando no existe limite para la funcién objetivo, es decir, la funcién
objetivo puede hacerse tan grande como se desee en la region factible.

- No factible, si no existe el conjunto de soluciones. En estas situaciones, las desigualdades que
describen las restricciones son inconsistentes.

254A = 10, 25)

Solucién no acotada No factible

Actividades propuestas

4. Resuelve los siguientes problemas de programacion lineal:

f.o. f(x,y)=2x+3y fo.f(x,y)=x+3y fo.z=x+y f0.z=15x+2y
X+y=>2 2X+5y <300 2x+3y <120 3X+4y>12
2X+3y <6 X+Yy<90 > >
y S.a y S.a. x=Y S.a. x=Yy
x>0 x>0 0<x<45 0<x<20
y=>0 y>15 y=>0 0<y<10
292 de Bachillerato. Matematicas A. a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 4: Programacion lineal Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Eduardo Cuchillo
-_ﬂ‘

Textos Marea Vera



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa

Programacion lineal

4. PROBLEMAS RESUELTOS

Tipicamente se da un nombre genérico a los diferentes tipos de problemas de programacién lineal,
pero no suele ser necesario preocuparse de asociar cada problema a uno de esos tipos si entendemos
bien el enunciado.

4.1. Problema de produccion

Actividad resuelta

e Una casa empacadora de alimentos recibe diariamente 700 kg de café tipo C y 800 kg de café
tipo K. Hace con ellos dos mezclas. La de tipo A que consta de 2 partes de café de tipo C y una
parte de café de tipo Ky en la que gana 2,2 euros por kg; y la de tipo B con una parte de café tipo
Cy dos partes de café tipo Ky en la que gana 2,6 euros por kg.

Halla la cantidad de mezcla que la casa empacadora debe hacer de cada tipo para que la
ganancia sea maxima.

En este tipo de ejercicios es conveniente hacer un cuadro donde se vean todos los datos de que se
disponen y que nos permiten escribir las restricciones y la funcion objetivo. Sean

X =kilos demezcla A
y =kilos demezclaB

entonces:
Productos A B ReCUrsos Las restricciones son:
Factoresc P Ty — 2Xx++y <700 —> 2x+y <2100
. ;X éy 500 1x+2y <800 — x+2y <2400
Productos X y x=0
Beneficios 2,2 X 2,6y y=0

Queremos que el beneficio sea maximo, por tanto la funcién objetivo es:

2=2,2-X+2,6-y—>Max.
Hallamos la region factible: Tenemos una regién factible ACOTADA, vy los
vértices son los puntos:

A (0,0), B (1050,0), C (600,900), D (0,1200).

El siguiente paso es ver que valores toma la
funcién objetivo en cada uno de los vértices,
para saber donde es éptima (maxima):

A:2z=22-0+26-0=0

B:z2=2,2-1050 + 2,6-0 = 2310
C:2=2,2-600 + 2,6-900 = 3660 es el maximo
D:z=2,2-0+2,6-1200 = 3120

Por tanto deben producirse 600 kg de la mezcla tipo A y 900 kg de la de tipo B para que el
beneficio sea maximo e igual a 3660 euros.

2000
2x + y= 2100
X+ 2y = 2400

C = (600, 900)

A\ D=(1050,0)
-1500 =100k ~500 o 500 IN 1500
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4.2. Problemas de dietas

Son tipicos los problemas de programacién lineal en los que lo que se quiere es preparar una dieta
(mezcla) que reuna una serie de condiciones a partir de unos productos determinados que se
encuentran en el mercado. Se trata de saber que cantidades (X e y) debemos mezclar de dichos
productos.

Actividad resuelta

e Una ganaderia desea proporcionar a su ganado una dieta que contenga un minimo de 24
unidades del pienso A y un minimo de 25 unidades del pienso B. En el mercado se comercializan
dos tipos de compuestos C; y C,, elaborados con ambos piensos. El paquete de C; contiene 1
unidad de A y 5 de B, siendo su precio de 1 euro, y el de C, contiene 4 unidades de Ay 1 de B,
siendo su precio 3 euros.

¢Qué cantidades de C; y C; deberd emplear la ganaderia para preparar su dieta con el minimo

coste?
. Mercado C C Unidades Funcion Objetivo: z = x+3y —minima.
Piensos X+4y > 24
A 1 4 24 o 5x+y=>25
B 5 1 25 Restricciones: 50
Cantidad X y X=
Coste 1x 3y y=0
Hallamos la region factible:
e Se trata de una region factible no acotada, y
determinamos con exactitud los vértices:
25 A= (0, 25) X:O
A: — A:(0,25)
20 5X + y = 25
X+4y =24
i B: y — B:(4,5)
I OX+Yy =25
X+ 4y =24 — 0
\5 B=(4,5) C y 4 C (24,0)
X+4y =24
-10 E3 : [] \s 10 15 20 N

Hallamos el valor que toma la funcién objetivo, z = X+ 3y en cada uno de los vértices:
2,=0+3-25=75
2, =4+3-5=19
2. =24+3-0=24

El 6ptimo, en este caso minimo, se encuentra en el vértice B, por lo que se deben mezclar 4
paquetes de C;1 y 5 paquetes de C;, con un coste de 19 euros.
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4.3. Problemas de transporte

En estos casos se trata de resolver problemas de logistica, es decir, transportar mercancias desde varios
origenes (ofertas o disponibilidades) hasta varios destinos (demandas o necesidades), con un coste
minimo, teniendo en cuenta las cantidades de que se dispone en los origenes y las cantidades
demandadas en los destinos, asi como el coste de transporte entre cada origen y cada destino.

Actividad resuelta

e Para abastecer de madera a tres aserraderos Ai, A, y As, hay dos bosques
B1y By, que producen 26 y 30 toneladas respectivamente. Las necesida-

des de cada aserradero son 20, 22 y 14 toneladas respectivamente. Si los
precios de coste de transporte por tonelada de los bosques a los

aserraderos son (en euros) los que se indican en la tabla adjunta, propon

Al | Ay | As
B, | 10 | 30 | 10
B> | 20 | 10 | 10

el transporte con el precio minimo.

Tenemos dos origenes que son los bosques B1 y B, con sus ofertas (26 y 30 toneladas respectiva-

mente) y tres destinos que son los aserraderos A1, A2 y A3 con sus demandas.

La mayor dificultad consiste en manejar correctamente la informacion y plantear adecuadamente

todo en funcidn de las incognitas elegidas. Sean

{X = toneladasdemaderadesdeB, aA,

y = toneladas demaderadesdeB, aA,

Con ellas, las expresiones correspondientes a las toneladas desplazadas entre los demas bosques y

aserraderos se recogen en la siguiente tabla:

Origlz:::'iinos A1 A; A3 Ofertas
B X y 26— (x+Y) 26
B2 20 - x 22—y 14-[26—(x +y)] 30
Demandas 20 22 14
Costes | 10x+20(20—x) | 30y +10(22—y) | 10[26 —(x+y)]+10(-12+x+Yy) |  z

La funcidn objetivo viene dada por la suma de todos los costes y ha de ser minima:

z =10x+20(20 — x)+ 30y +10(22 — y) +10[26 — (x + y)] +10(=12 + x + y) = ~10x + 20y + 760

z =-10x+ 20y + 760

Las restricciones son las que se deducen de tener en cuenta que todas las cantidades transportadas

deben ser mayores o iguales a cero:

x>0

y>0
26—(x+y)>0—>x+y<26
20-x>0—>x<20
22-y>0->y<22
-12+x+y>20—>x+y=>12
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Por tanto, el problema queda planteado como:
f.o. f(x,y)=-10-x+20-y+ 760 =min
X+Yy<26
X+y=>12
0<x<20
0<y<22

S.a.

Construimos la region factible:

¥ =20
X+y=12
B= 0 22) \c = (4,22)
y=22 20}
A=1(0, 12)

10]

D = (20, 6)

. F=(12,00| E=™0,0)

-10 0 10\ 20 \30

Determinamos exactamente los vértices:

A (12,0); B (20,0); C (20,6); D (4,22); E (0,22); F (0,12)
Hallamos el valor de la funcion objetivo en cada uno de los vértices:

za=-10-12 + 20-0 + 760 = 640

zs8=-10-20 + 20-0 + 760 = 560

zc=-10-20 + 20-6 + 760 = 680

zp=-10-4 + 20-22 + 760 = 1160

ze =-10-0 + 20-22 + 760 = 1200

zr =-10-0 + 20-12 + 760 = 1000

Por tanto, desde el bosque B1 se deben llevar 20 toneladas al aserradero A;, ninguna al A, y 6 toneladas
al As y desde el bosque B; se transportaran 22 toneladas al aserradero A, y 8 al As.
El coste de transporte serd de 560 euros.

Actividades propuestas
5. Dibuja el recinto que cumple las restricciones:
X+2y<6
4x +3y <12
X,y=>0
y analiza si los puntos (0,2), (3,0), (1,1) y (5,6) al conjunto de soluciones del sistema anterior.
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6. Dibuja el recinto que cumple las restricciones:
X+3y<9
X+y=>10
X,y >0
y da seis puntos que sean solucion del sistema anterior
7. Maximiza la funcidn f(x,y) = 3x + 2y sujeta a las restricciones:
2x+3y <15
2x+y<9
X,y >0
y da seis puntos que sean solucion del sistema anterior
8. Sea Slaregidn del plano definida por
y>2x—-4 y<x-1 2y > X x>0 y>0
a) Representa la region Sy calcula las coordenadas de sus vértices
b) Obtén los valores maximo y minimo de la funcidén f(x,y) = x — 3y en S indicando los puntos de S en
los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.

9. Se consideran la funcion f(x;y) = 5x — 2y y la region del plano S definida por el siguiente conjunto de

restricciones:
Xx—-2y<0 X+y<6 x>0 y<3
a) Representa la region S.
b) Calcula las coordenadas de los vértices de la regidon S y obtén los valores maximo y minimo de la
funcion f en S indicando los puntos donde se alcanzan.
10. Minimiza z = =3Xx — 2y sujeta a
—-2X+y<2 X—2y<2 x>0 y<3
a) Mediante la resolucién grafica del problema, discute si existen soluciones factibles y si existe solu-
cion optima.
b) Si se afiade la restriccién: X + y > 10, discute si existe soluciéon éptima y en caso afirmativo
calculala.

11. Un astillero recibe un encargo para reparar barcos de la flota de un armador, compuesta por pesque-
ros de 500 toneladas y yates de 100 toneladas. Cada pesquero se tarda en reparar 100 horas y cada
yate 50 horas. El astillero dispone de 1600 horas para hacer las reparaciones. Por politica de empre-
sa, el astillero no acepta encargos de mas de 12 pesqueros ni mas de 16 yates. Las reparaciones se
pagan a 100 euros la tonelada, independientemente del tipo de barco. ¢Cuantos barcos de cada
clase debe reparar el astillero para maximizar el ingreso con este encargo? ¢Cudl es dicho ingreso
maximo?
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CURIOSIDADES. REVISTA

GeoGebra

Resolucion de problemas de Programacion Lineal con GeoGebra

[T T E

G GeoGebra es un software matematico libre que permite e R 5
resolver problemas de geometria (en dos y tres dimensiones), | = =
de dlgebra y de calculo. Permite el trazado dindmico de
construcciones geométricas de todo tipo asi como |Ia
representacién gréfica, el tratamiento algebraico y el cdlculo de

funciones reales de variable real, sus derivadas, integrales, etc.

Al abrir el programa aparece una pantalla como la del margen,
con menus desplegables, botones, una pantalla dividida en dos T
donde a la izquierda estan las ecuaciones y a la derecha hay una

cuadricula y unos ejes que es donde apareceran las graficas. En la parte inferior estd la “Entrada”,
donde escribimos las ecuaciones y las funciones.

Vamos a resolver el siguiente problema, que ya estd resuelto en el capitulo:

e Una casa empacadora de alimentos recibe diariamente 700 kg de café tipo C y 800 kg de café
tipo K. Hace con ellos dos mezclas. La de tipo A que consta de 2 partes de café de tipo Cy una
parte de café de tipo Ky en la que gana 2,2 euros por kg; y la de tipo B con una parte de café tipo
Cy dos partes de café tipo Ky en la que gana 2,6 euros por kg. Halla la cantidad de mezcla que la
casa empacadora debe hacer de cada tipo para que la ganancia sea mdxima.

Las restricciones son:
£Xx+1y <700 — 2x+y <2100
$X+2y<800— x+2y <2400
x>0
y>0
Podemos dibujar una tras otra las desigualdades del problema, escribiéndolas
todas en la casilla “Entrada”. Para ello, tecleamos sucesivamente:
2x+y<=2100
X+2y<=2400
x>=0
y>=0
Y el resultado es la decepcionante imagen anterior. Si alejamos y colocamos la imagen en la pantalla,
bien con los botones y menus de GeoGebra, bien con el ratdn (la rueda hace zoom), llegamos a:

La region factible es la zona que, en la imagen,
se ve color azul mas oscuro, donde se super-
ponen todas las desigualdades.

Sin embargo, esta no es la forma correcta de
obtener la regién soluciéon de un sistema de
inecuaciones.

GeoGebra dispone de comandos que facilitan
tanto la escritura como la observacion de la
region factible.

}_Vista Algebraica
Inecuacion

L@ a:2x+y < 2100
® b:x+2y <2400
@ cixz0
®d:y>0
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En este caso, nos interesa que se verifiquen todas las inecuaciones a la vez, es decir, deben verificarse la
inecuacién 1Y lainecuacion 2 Y la inecuacién 3 Y la inecuacidn 4. Ese “Y” se escribe con &&.

Entonces, desde una pantalla en blanco, escribimos en la barra de “Entrada”:
2x+y<=2100 && x+2y<=2400 && x>=0 && y>=0
y, entonces, se obtiene directamente (o después de ajustado el Zoom) la regidn factible:

} Vista Algebraica o X | M Vista Grafica

E Inecuacidn 3 1400 J
@ a: (2x+y < 2100) A(x

120

1000 §

00 1

200 1

Para hallar los vértices de la regidn factible debemos representar las rectas sobre el poligono obtenido.
De nuevo, en la barra de Entrada escribimos sucesivamente:

2x+y=2100

X+2y=2400

x=0

y=0
obteniendo:

E Inecuacidn 1400 |
@ oar (2x4y < 2100) A (x
- Recta

- b 2x+y=2100 128
ci X+ 2y = 2400

El aspecto de la imagen no es muy
atractivo, pero podemos cambiarlo
haciendo clic con el botén derecho sobre
la grafica o la ecuacion y pulsando el
botdn derecho del ratén:

Recta b

1000 4

800
Ecuaciony=ax+b

800 4 Forma paramétrica

Mostrar el objeto

400 4 Mostrar etiqueta

Entrando en propiedades tenemos de nuevo varias opciones: basico, color, estilo, algebray
avanzado. Podemos cambiar el color de las rectas, el grosor del trazo...

Para determinar los vértices, seleccionamos la opcidn “Interseccion” en el botdn “Punto” y

200 §

R w2

Rastro

Renombra
Borra

“w? Propiedades ...

-400

-200

| h
800 1000\

[A] L~

.A Punto

l{f‘_\, Punto en objeto
/ Limita/Livera Punto

- - -7 Interseccion
elegimos las rectas cuya interseccion estamos buscando, en nuestro caso, b con c, € con d,

b con e y d con e (que proporciona el origen de coordenadas).
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Tras todo el proceso, llegamos a obtener la siguiente pantalla:

~ Inecuacion

L@ oa: (2x4y < 2000) A (x| T
Punta

i@ A=(600,900)

B=(0,1200)

€ =(1050, 0}

@ D={0,0)
Recta

L b2xy=2100

120

1000

crx + 2y = 2400

; d:x=0 800
L@ ey=0

400

. . AC
-400 -200 o 200 400 600 800 1DDN 1200

Como se ve, estdn todos los vértices que ya obtuvimos en el problema. Podemos afiadir etiquetas,
mostrar u ocultar los objetos que no nos interesen,... pero continuemos con el proceso de resolucion.

Queremos que el beneficio sea maximo, por tanto la funcién objetivo es: ;
q p J E} I;_v @7 @v u
Z=22x+26y Max. . -

% Redaparalela

A

Trazamos, en color negro, una recta paralela a la funcién objetivo que pase por
el origen de coordenadas. Tecleamos en la barra de “Entrada”:

2.2xX+2. 6y:0 L isectiz
,_@_ Tangentes

\Q Recta Polar o Diametral
.

Utilizando el botén: “Recta paralela que pase por un punto”, trazamos las
rectas paralelas a la funcién objetivo, que pasan por cada uno de los vértices:

) f-/' Ajuste lineal
Vista Algebraica | b Vista Grafica

Inecuacién
L@ oar (2x4y < 2100y A(x ©
Punto
@ A=(600,900) El
@® B=(0,1200)
@& C=(1050,0)
@® D=(0,0)

-

1400

A
@
a
&

b: 2% +y=2100
cix+ 2y =2400
dix=0 B
ery=0

F22x+26y=0
g: 4.4 + 5.2y = 4620 00
h: 4.4x + 5.2y = 6240
i: 6.6x + 7.8y = 10980

200

8 D | | | | § C
.00 -200 200 00 800 a00 10008

La recta mas alejada del origen es la que hace maximo la funcién objetivo. Por tanto es la que pasa por
el punto A. Hallamos el valor de la funcién objetivo en ese punto:

A:2=2,2-600 + 2,6-900 = 3660 es el maximo

Por tanto deben producirse 600 kg de la mezcla tipo A y 900 kg de la de tipo B para que el beneficio sea
maximo e igual a 3660 euros.

Actividad propuesta

12. Intenta utilizar Geogebra para volver a resolver los problemas de las actividades realizadas.
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RESUMEN
Ejemplos
Sistemasde | Un sistema de inecuaciones lineales es el X+Yy<80
inecuaciones | conjunto de dos o mas inecuaciones que 30x + 20y <1800
lineales deben cumplirse a la vez. Xy>0

Se llama programacion lineal, o también
programa lineal, a la formulacién algebraica
qgue pretende optimizar (maximizar o
minimizar) una funcion lineal de varias
variables, sujeta a una serie de restricciones,
también lineales.

f.o..f(x,y)=a-x+b-y—> Maxomin
axX+by=c
Programacion
lineal

a,x+b,y=c,

La funcion lineal a optimizar se denomina
funcion objetivo, y las restricciones se
expresan mediante un sistema de
inecuaciones lineales que debemos resolver.

axX+by#cy

En un programa lineal con dos variables, si
existe una solucién Unica que optimice la
funcidon objetivo, ésta se encuentra en un
punto extremo (vértice) de la regién factible
acotada, nunca en el interior de dicha regién.

Teorema
fundamental

Método El método algebraico consiste en evaluar la funcién objetivo en cada uno de los
vértices (0 sea, sustituir las coordenadas de los vértices de la regidn factible en la

algebraico de o . . . (. .
funcién objetivo) y comprobar cual (o cudles) de ellos proporciona el maximo o minimo

resolucion e S
de la funcién objetivo.
En este método los vértices de la region facti-
Método aréfi ble se hallan graficamente. Sobre la regién
etodo grafico | ¢, tiple se representan las rectas de nivel

de resolucion | ;5qciadas a la funcién objetivo (ax+by = k)
y se ve cual es la que toma un valor k dptimo.

- Factibles con solucién Unica.

Tipos de - Factibles con solucién multiple,
soluciones - Factible no acotada.
- No factible.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. - Encuentra el conjunto de soluciones de las inecuaciones siguientes:
a) X+y-7<0 b) 2x—y+3>0 c) y=3 d) x<5 e) x>0 f) y<0

2. - Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:
3x+4y<9 y+3x-7<0 x—-2y <10 x>0
{2x—y212 b{y—6x+11$0 {x+y210 0<y<5
3. - Maximizar la funcion z = 3x+ 3y sujeta a las restricciones:
x>0
y>0
X+y>0
X—y>0
4. - Calcula el valor maximo y el minimo de la funcién f(X, y) = X+ 2y sometida a las restricciones
y<4 X<3 X—-y<3 X—-y>0
5. - Se quiere elaborar una dieta diaria para ganado que satisfaga unas A B C D

condiciones minimas de contenido vitaminico al dia: 2 mg de vitamina

A, 3 mg de vitamina B, 30 de la Cy 2 de la D. Para ello se mezclan| P 1 1|20 | 2

piensos de los tipos P y Q cuyo precio por kilogramo es para ambos de
30 céntimos, y cuyo contenido vitaminico por kilo se recoge en la tabla

Q 1 3175] 0

adjunta.
¢Como deben mezclarse los piensos para que el gasto sea minimo? ¢ Cual es este gasto minimo?

6. - Desde dos almacenes A y B se tiene que distribuir fruta a tres mercados de Mi | My | Ms
la ciudad. El almacén A dispone de 10 toneladas de fruta diariay el B de 15

toneladas, que se reparten en su totalidad. Los dos primeros mercados A | 10| 15| 20

necesitan diariamente 8 toneladas de fruta, mientras que el tercero

necesita 9 toneladas diarias. El coste de transporte desde cada almacén a B | 15]10 | 10

cada mercado viene dado, en euros por tonelada, en el cuadro adjunto.
Planifica el transporte para que el coste sea minimo.

7. - Una empresa construye en dos factorias, F1 y F2, tres tipos de barcos deportivos (A, By C). La
factoria F1 construye en un mes: 1 barco del tipo A, 5 del tipo B y 1 del tipo C, siendo su coste de
mantenimiento mensual cuarenta mil euros. F2 construye en un mes: 1 barco del tipo A, 1 de tipo B
y 2 de tipo C, siendo su coste mensual 20.000 euros. La empresa se ha comprometido a entregar
anualmente a un club deportivo 3 barcos tipo A, 15 de tipo By 12 de tipo C. é Cudntos meses debera
trabajar cada factoria, con objeto de que la empresa cumpla su compromiso con el minimo coste?

8. - En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. Para atender a los clientes se ha de tener
almacenado un minimo de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de aceite de oliva y, ademas, el
nlimero de bidones de aceite de oliva no debe ser inferior a la mitad del nimero de bidones de
aceite de girasol. La capacidad total del almacén es de 150 bidones. Sabiendo que el gasto de
almacenaje de un biddn de aceite de oliva es de 1 euro, y el de un biddn de aceite de girasol es de
0,5 euros, écuantos bidones de cada tipo habrd que almacenar para que el gasto sea minimo? ¢Y
para que el gasto sea maximo?
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9. -

10.

11.

12.

13.

Una empresa elabora dos productos, cada uno de ellos en una cantidad que es multiplo de 1000.
Conoce que la demanda de ambos productos conjuntamente es mayor que 3000 unidades y menor
gue 6000 unidades. Asimismo, sabe que la cantidad que se demanda de un producto es mayor que
la mitad y menor que el doble de la del otro. Si la empresa desea vender toda la produccion:

a) éDe cuantos modos puede organizar la produccion?

b) Para obtener los maximos beneficios, écudnto ha de ser la produccién de cada uno de los
productos si uno se vende a un precio que es triple que el del otro?

- Una empresa dedicada a la fabricacién de piezas de auto- Fab.1 | Fab.2 | Fab.3
movil tiene dos factorias que producen, respectivamente,

8000 y 15000 piezas mensuales. Estas piezas han de ser | Fact. 1 6 13 2

transportadas a tres fabricas que necesitan 10000, 7000 y

6000 piezas respectivamente. Fact. 2 4 4 12

Los costes de transporte, en céntimos de euro, por pieza son los que aparecen en el cuadro adjunto.
¢Como debe organizarse el transporte para que el coste sea minimo?

- Una persona va a iniciar una dieta y recibe las siguientes recomendaciones:
- Debe tomar una mezcla de dos compuestos D1 y D2

- La cantidad total diaria que puede ingerir, una vez mezclados los compuestos, no debe ser superior
a 150 gramos ni inferior a 50 gramos.

- En la mezcla debe haber mas cantidad de D; que de D,
- La mezcla no debe contener mas de 100 gramos de D1

Se sabe que cada gramo de D; aporta 0,3 mg de vitaminas y 4,5 calorias y cada gramo de D, aporta
0,2 mg de vitaminas y 1,5 calorias. ¢ Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar para obtener la
maxima cantidad de vitaminas? ¢Cudntos gramos de cada compuesto debe tomar si desea el
minimo posible de calorias?

- Una promotora pretende disefiar una urbanizacién con a lo sumo 15 edificaciones entre chalets y
bloques de pisos. Los bloques de pisos no deberian ser mas de un 40% de las edificaciones que se
construyan. La urbanizacién tendria como mucho 12 chalets y como poco 2 bloques de pisos.

a) ¢Qué combinaciones de cada tipo de viviendas son posibles? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢ Qué combinacién hace mayor la diferencia entre el nimero de chalets y de bloques de pisos?

- Para dotar mobiliario a cierta zona de una ciudad, se quiere colocar al menos 20 piezas entre
farolas y jardineras. Hay 40 farolas y 12 jardineras disponibles. Se pretende que el nimero de
jardineras colocadas no sea superior a una tercera parte del de farolas colocadas, pero de forma
gue por lo menos un 20% de las piezas que se coloquen sean jardineras.

a) ¢Qué combinaciones de piezas de cada tipo se pueden colocar? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢Qué combinacidén hace que la diferencia entre el numero de farolas y de jardineras colocadas
sea mayor? ¢Es la combinacion donde mas piezas de mobiliario se colocan?
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14. - Un restaurante quiere adecuar, en parte o en su totalidad, una superficie de 1100 m? para apar-
camiento y area recreativa infantil. La superficie de drea recreativa ha de ser de al menos 150 m?. El
aparcamiento ha de tener como poco 300 m? mas que el drea recreativa, y como mucho 700 m?
mds que la misma. El aparcamiento le cuesta 15 euros por m?, y el area recreativa 45 euros por m?.

a) ¢Qué combinaciones de superficie dedicados a cada tipo de servicio se pueden adecuar? Plantea
el problema y representa graficamente las soluciones.

b) ¢ Cual es la combinacidn mas cara? ¢ Coincide con la que dedica mas espacio al aparcamiento?

15. - Una empresa estd seleccionando empleados con contrato eventual por un afio y con contrato fijo.
El sueldo anual (en miles de euros) de cada empleado eventual es 8 y de cada empleado fijo es 15.
La empresa tiene un tope de 480 (miles de euros) para pagar los sueldos anuales de los empleados
gue contrate. Los empleados fijos han de ser por lo menos 10, y no mas de 24. Ademads el nimero
de eventuales no puede superar en mas de 14 al de fijos.

a) ¢Qué combinaciones de empleados fijos y eventuales se puede contratar? Plantea el problemay
representa graficamente el conjunto de soluciones. ¢Podria contratar 24 fijos y ningun even-
tual?

b) Si el objetivo es contratar el mayor nimero total de empleados ¢écuantos ha de contratar de cada
tipo? ¢Y si el objetivo es contratar el mayor nimero de eventuales?

16. - Una empresa de autobuses dispone de un vehiculo para cubrir dos lineas (A y B) que puede
trabajar en ellas, a lo sumo, 300 horas mensualmente.

Un servicio en la linea A lleva 2 horas, mientras que en la B supone 5 horas. Por otra parte, en la
linea B se deben cubrir al menos 15 servicios mensualmente y, ademas, el autobus no puede prestar
globalmente mas de 90 servicios cada mes entre ambas lineas.

a) éCuantos servicios puede prestar el vehiculo al mes en cada una de las lineas? Plantear el
problema y representar graficamente su conjunto de soluciones.

b) Sabiendo que la empresa obtiene un beneficio con cada servicio prestado de 60 euros y 180
euros en las lineas A y B respectivamente, ¢cuantos servicios le convendra realizar en cada una
para maximizar el beneficio total? ¢ Cudl sera su importe?

17. - En una fabrica de cajas de cartén para embalaje y regalo se fabrican dos tipos de cajas: la caja A
gue requiere para su construcciéon 4 m de papel decorado y 0,25 m de rollo de cartdn, que se vende
a 8 euros, y la caja B que requiere 2 m de papel decorado y 0,5 m de rollo de cartén y que se vende
a 12 euros. En el almacén disponen Unicamente de 440 m de papel de regalo y de 65 m de rollo de
carton. Si suponemos que se vende toda la produccion de cajas, écuantas de cada tipo deberan de
fabricarse para que el importe de las ventas sea maximo? ¢ A cuanto ascendera?

18. - Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A a
un precio de 9000 euros y el modelo B a 12000 euros. La oferta esta limitada por las existencias, que
son 20 coches del modelo A y 10 coches del modelo B, queriendo vender al menos tantas unidades
del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para cubrir los gastos de esta campafia, los
ingresos obtenidos con ella deben ser, al menos, de 36000 euros.

a) ¢Cudntas unidades de cada modelo se podran vender? Plantea el problema y representa
graficamente su conjunto de soluciones.

b) ¢Cuadntos coches deberd vender de cada modelo para maximizar sus ingresos? ¢Cudl es su
importe?
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AUTOEVALUACION
1.- Indica cudl de las inecuaciones siguientes es estricta:
a) 5x+2y<7 b) 5x+2y <7 c) Sx+2y=7 d) 5x+2y>7
2.- Indica cuadl de las regiones factibles de los sistemas siguientes es acotado:
X+y=>5 X+y<5 X+y<-5 X+y>8
a) x>0 b) x>0 x>0 d) x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

3.- Indica cual de las regiones factibles de los sistemas siguientes no posee solucién:

X+y=>5 X+Yy<5 X+y<-5 X+y>8
a) x>0 b) x>0 ¢ x>0 d) x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

4.- Indica cual de las afirmaciones siguientes es cierta:

a) La soluciéon de un programa lineal esta siempre en un vértice

b) La solucion éptima de un programa lineal siempre se encuentra en la frontera de la region factible.
c) La region factible determina la funcion objetivo.

d) En un programa lineal se optimiza la regién factible.

5.- Una nueva granja estudia cuantos patos y gansos puede albergar. Cada pato consume 3 kg de pienso
por semana y cada ganso 4 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso permite
comprar 700 kg semanales. Ademas, quieren que el nimero de patos sea mayor que el de gansos.
Denomina X al nUmero de patos e Yy al de gansos. éCuadl es el maximo niumero de animales que podria
albergar la granja?

6.- Para este problema la funcion objetivo es:
a) 3x+4y —->Min b) X+ Y —>Max c) X+ Y—>Min d) 3x+4y—>Max

7.- Para este problema las restricciones son:

3x+4y <700
3x+4y <700 3x+4y>700 4x+3y > 700 x>0
a) x>0 b) x>0 c) x>0 d) y>0
y>0 y>0 y>0 X>y

8.- Resuelve el problema e indica si la solucidn es:

a) No tiene solucién. b) 100 patos y 100 gansos. c) 233 patos y ningun ganso. d) Ninglin ganso y 175
patos.
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Apéndice: Problemas de Programacion lineal en las P.A.A.U.

(1) Una empresa fabrica Unicamente tapas y envases. Cada lote de tapas requiere de 1 litro de barniz y

(2)

(3)

(4)

5 minutos en el horno, mientras que cada lote de envases requiere de 2 litros de barniz y 3 minutos
en el horno. Semanalmente se dispone de 1000 litros de barniz y 3000 minutos en el horno. Por
restricciones de su infraestructura, la produccién semanal entre los dos productos es, como mucho,
de 650 lotes.

a) éCudntos lotes de cada tipo puede fabricar la empresa cada semana? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones. ¢Se cumplirian los requisitos si la empresa
fabricase 200 lotes de tapas y 100 lotes de envases?

b) Si la empresa vende todo lo que fabrica y gana por cada lote de tapas fabricado 3000 euros y por
cada lote de envases 4000 euros, ¢cuantos lotes de cada tipo debera fabricar para maximizar sus
ganancias?

Un empresario dispone un determinado dia de 3600 euros para fabricar ratones y teclados. Cada
ratén le cuesta 30 euros y lo vende a 34 euros. En cuanto a los teclados, cada uno tiene asociado un
coste de fabricacidn de 40 euros y un precio de venta de 45 euros. Por restricciones de la empresa,
no se pueden fabricar mas de 95 aparatos en total en un dia.

a) éCuantos ratones y cuantos teclados puede fabricar en un dia? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones. ¢Podria fabricar en un dia 15 ratones y 20 teclados?

b) Teniendo en cuenta que el beneficio es la diferencia entre el precio de venta y el coste y que la
empresa vende todo lo que fabrica, écudntos aparatos de cada tipo debe fabricar en un dia para
gue el beneficio sea maximo?

Una empresa fabrica dos tipos de piezas: A y B. Cada dia debe fabricar al menos 6 piezas,
disponiendo para ello de 160 horas de mano de obra. La fabricacién de cada pieza tipo A necesita 8
horas de mano de obra y la de tipo B necesita 16 horas de mano de obra. Existe ademas la
restriccion de que no puede fabricar mas de 4 piezas de tipo A.

a) ¢Cuantas piezas de cada tipo puede fabricar en un dia? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si vende todo lo que fabrica y por cada pieza tipo A obtiene un beneficio de 120 euros y por cada
pieza tipo B obtiene un beneficio de 100 euros, écudntas piezas de cada tipo debe fabricar cada
dia para maximizar su beneficio? ¢ A cuanto asciende dicho beneficio?

Una carpinteria elabora dos tipos de muebles, A y B. Cada mueble de tipo A requiere 6 dias de
trabajo para su elaboracién, mientras que cada mueble de tipo B requiere 3 dias. Por la estructura
organizativa de dicha empresa, cada mes, que consta de 30 dias laborables, se puede elaborar, a lo
sumo, 4 muebles de tipo Ay 8 de tipo B.

a) ¢Cuantos muebles de cada tipo pueden fabricar en un mes para cumplir con todos los
requerimientos anteriores? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de
soluciones.

b) Si venden todo lo que fabrican y el beneficio proporcionado por cada mueble tipo A vendido es
de 500 euros y por cada mueble de tipo B es de 200 euros, écuantos muebles de cada tipo
deberian fabricar para maximizar el beneficio? ¢ Cudntos tendrian que fabricar para maximizar el
numero de muebles elaborados?
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(5) Una fabrica de cerveza produce cerveza negra y rubia. Para la elaboracion de un biddn de cerveza
negra son necesarios 2 kg de lapulo, 4 kg de malta y una hora de trabajo. Para la elaboracién de un
biddn de cerveza rubia son necesarios 3 kg de ldpulo, 2 kg de malta y una hora de trabajo. Cada dia
se dispone de 60 kg de lupulo, 80 kg de malta y 22 horas de trabajo. El beneficio obtenido es de 60
euros por cada biddn de cerveza negra vendido y de 40 euros por cada bidén de cerveza rubia.

a) éCuantos bidones de cerveza de cada tipo pueden producir al dia para cumplir con todos los
requerimientos anteriores? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de
soluciones. ¢Es posible que en un dia cualquiera se hayan producido 15 bidones de cerveza
negra y 20 de cerveza rubia?

b) Si vende todo lo que produce, écudntos bidones de cerveza de cada tipo deberia producir para
maximizar el beneficio?

(6) Una vagoneta de una empresa esta destinada a transportar paquetes de tipo A y B y soporta como
mucho 1000 kg de peso. Se sabe ademas que cada paquete de tipo A pesa 20 kg y cada uno de tipo
B pesa 25 kg. Por exigencias de la produccion, en cada viaje debe transportar al menos 15 paquetes
de tipo Ay al menos 20 paquetes de tipo B.

a) ¢Cuantos paquetes de cada tipo se pueden transportar en un viaje? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones. ¢Podria transportar en un viaje 17 paquetes
de tipo A y al menos 20 paquetes de tipo B?

b) éCuantos paquetes de cada tipo deberia transportar en un viaje para maximizar el nimero total
de paquetes transportados?

(7) Una nueva granja estudia cuantas gallinas y ocas puede albergar. Cada gallina consume 1 kg de
pienso por semana y cada oca 5 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso
permite comprar 200 kg semanales. Ademas, quieren que el nimero de gallinas sea menor o igual
que cinco veces el nimero de ocas.

a) é¢Cuantas gallinas y ocas podra tener la granja? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones. ¢Se cumplirian los requisitos si albergase 40 gallinas y 20 ocas?

b) Segun estos requisitos, écudl es el maximo nimero de animales que podria albergar la granja?

(8) Una fabrica esta especializada en dos juguetes: bicicletas y patinetes. Al mes puede fabricar un
maximo de 480 bicicletas y 600 patinetes. Para la elaboracidon de cada bicicleta son necesarias 2
horas de trabajo y para la elaboracion de cada patinete es necesaria una hora de trabajo. Se dispone
de un maximo de 1000 horas de trabajo al mes.

a) ¢Cuantas bicicletas y patinetes puede fabricar en un mes para cumplir con todos los reque-
rimientos anteriores? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) éCudntas bicicletas y patinetes deberian fabricar para maximizar el nimero total de juguetes
(bicicletas mas patinetes) fabricados? ¢ Cuantos juguetes fabrica en ese caso?

(9) Una costurera dispone de 36 metros de tela para hacer faldas y pantalones. Necesita 1 metro de tela
para hacer una falda y 2 metros de tela para hacer un pantaldn. Por exigencias del cliente, tiene que
hacer al menos la misma cantidad de faldas que de pantalones y al menos 4 pantalones.

a) éCuantas unidades puede hacer de cada prenda? Plantea el problema y representa graficamente
el conjunto de soluciones.

b) Si le cuesta 3 euros cada falda terminada y 9 euros cada pantalén, écudntas unidades debe
producir de cada tipo para minimizar los costes? ¢cuanto seria en ese caso el coste total?
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(10) Una compafiia minera extrae dos tipos de carbdn, hulla y antracita, de forma que todo el carbon
extraido es vendido. Por exigencias gubernamentales, debe extraer diariamente al menos el triple
de camiones de hulla que de antracita. Ademas, por la infraestructura de la compafia, como mucho
se pueden extraer 80 camiones de carbdn en un dia y al menos 10 de ellos deben ser de antracita.

a) éCuantos camiones de cada tipo de carbdén se pueden extraer en un dia? Plantea el problemay
representa graficamente el conjunto de soluciones. ¢Podria extraer en un dia 20 camiones de
hullay 15 de antracita?

b) Si la ganancia por cada camidén de hulla es de 4000 € y por cada camion de antracita es de 6000 €,
¢cuantos camiones de cada tipo deberia extraer en un dia para maximizar sus ganancias?

(11) En cierta queseria producen dos tipos de queso: mezcla y tradicional. Para producir un queso
mezcla son necesarios 25 cl de leche de vaca y otros 25 cl de leche de cabra; para producir uno
tradicional, sélo hacen falta 50 cl de leche de vaca. La queseria dispone de 3600 cl de leche de vaca
y 500 cl de leche de cabra al dia. Por otra parte, puesto que los quesos tradicionales gustan mas,
cada dia produce al menos tantos quesos de tipo tradicional como de mezcla.

a) éCudntas unidades de cada tipo podra producir en un dia cualquiera? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si la queseria vende todo lo que produce y obtiene un beneficio de 3 euros por cada queso de
tipo mezcla y de 4 euros por cada queso de tipo tradicional, ¢cuantas unidades de cada tipo
debe producir diariamente para maximizar beneficios? ¢ Qué beneficio obtiene en ese caso?

(12) Para que una encuesta sobre politica de inmigracién sea fiable, se exige que haya al menos 2300
personas entrevistadas, entre espanoles y extranjeros, de las cuales como mucho 1000 seran
extranjeros y también se exige que los extranjeros sean por lo menos un 10% del total de personas
entrevistadas.

a) ¢Cudntos espafnoles y cudntos extranjeros pueden ser entrevistados? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si el coste estimado de cada entrevista es de 6 euros, écudl seria el maximo coste que podria
tener la encuesta? ¢a cuantos espafioles se habria entrevistado en dicho caso?

(13) Un tenista planea su entrenamiento para la préxima temporada. Dispone de 48 horas semanales
en las que puede entrenar y debe repartir ese tiempo entre la preparacion fisica y mejorar su
técnica. El entrenador le obliga a dedicar al menos 5 horas semanales a la parte fisica y al menos 30
horas en total, entre preparacion fisica y técnica. Por otra parte, él quiere dedicar al menos el doble
de tiempo a la parte técnica que a la preparacion fisica.

a) éCuantas horas puede dedicar a cada tipo de entrenamiento? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si la hora de preparacion fisica le cuesta 50 euros y la de mejora de la técnica 80 euros, écuantas
horas debe dedicar a cada tipo de entrenamiento para minimizar el coste? éa cuanto ascenderia
dicho coste?

(14) Para cubrir las nuevas necesidades de un centro hospitalario en los servicios de corta estancia y
planta se quiere asignar un maximo de 24 auxiliares de enfermeria. En corta estancia deberia haber
al menos 4. Como poco, tiene que haber 8 auxiliares mas en planta que en corta estancia.

a) ¢Qué combinaciones de auxiliares para cada tipo de servicio se pueden asignar? Plantea el
problema y representa graficamente las soluciones.

b) ¢ Cual es la combinacidon con menos personal? ¢ Cudl asigna mas auxiliares en corta estancia?
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(15) Una empresa de alta confiteria elabora tartas y bizcochos especiales, disponiendo de 80 horas cada
dia para la elaboracién de dichos productos. Cada tarta requiere 1 hora para su elaboracién y cada
bizcocho 2 horas. Ademas debe abastecer a un restaurante que compra todos los dias 20 tartas y 10
bizcochos.

a) ¢Cuantas unidades de cada tipo podra elaborar en un dia para cumplir todos los requisitos
anteriores? Plantea el problema y representa graficamente las soluciones.

b) Si cada tarta le cuesta a la empresa 15 € y cada bizcocho le cuesta 12 €, ¢cudntos productos de
cada tipo debe elaborar en un dia para minimizar el coste total? ¢Y para maximizar el nimero de
productos elaborados?

(16) Fabada Movil sélo comercializa dos platos: fabada tradicional y light. Cada racidon de fabada
tradicional lleva 100 g de fabes y 100 g de compangu, mientras que cada racién de fabada light lleva
110 g de fabes y 50 g de compangu. Cada dia Fabada Mdvil dispone de 11000 g de fabes y de 6200 g
de compangu. Tiene un cliente fijo que compra cada dia 4 raciones de fabada light y que Fabada
Movil se ha comprometido a abastecer.

a) éCudntas raciones de cada tipo puede preparar Fabada Movil en un dia para cumplir con todos
los requerimientos anteriores? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de
soluciones.

b) éCuantas raciones de cada tipo deberia preparar para maximizar el nUmero total de raciones de
fabada que puede poner a la venta? ¢Cuantas tendria que preparar para maximizar el nimero
de raciones de fabada tradicional que puede poner a la venta?

(17) El aforo maximo de un circo es de 300 personas. Se exige que cada nifio vaya acompafiado al
menos de un adulto. Por otro lado, una subvencién recibida obliga a que el nimero de adultos entre
el publico sea como mucho el doble que el de nifios. El circo gana 30 € por adulto y 15 € por nifio.

a) ¢Cuantas entradas de adulto y cuantas de nifio se podradn vender en total para la préxima sesion?
Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) éCudntas entradas de cada tipo debe vender el circo para maximizar sus ganancias? ¢Y para
maximizar el nUmero de nifios entre el publico?

(18) Una muebleria fabrica mesas y sillas. La fabricacion de una mesa requiere de 1 hora de corte,
4 horas de ensamble y 3 horas de acabado, generando un beneficio de 100 €. La fabricacion de una
silla requiere de 2 horas de corte, 4 h de ensamble y 1 h de acabado, generando un beneficio de
50 €. Cada dia se dispone de un maximo de 14 horas de corte, 32 h de ensamble y 18 h de acabado.

a) ¢Cuantos articulos de cada tipo puede fabricar cada dia esta muebleria? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si vende cuanto produce, écuantos articulos de cada tipo debe fabricar diariamente para
maximizar el beneficio? ¢A cudnto asciende dicho beneficio?

(19) Una empresa especializada organiza un cumpleafios para 10 nifios, en el que se van a servir
helados y flanes. Puesto que todos los nifios quieren tener postre, el niumero de helados mas el de
flanes tiene que ser al menos igual al niUmero de nifios en el cumpleanos. El cliente ha exigido que
haya al menos 2 helados mas que flanes. La empresa dispone como mucho de 14 helados.

a) ¢Cuantas unidades de cada tipo puede servir la empresa para cumplir todos los requisitos
anteriores? Plantea el problema y representa graficamente las soluciones.

b) Si la empresa cobra al cliente por cada helado 3 euros y por cada flan 2 euros, écudntas unidades
de cada tipo debera servir para maximizar sus ingresos? ¢ A cuanto ascenderan dichos ingresos?
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(20) En una determinada empresa, se elige energia edlica o energia eléctrica al principio de cada dia
para el funcionamiento de una maquina que fabrica coches y motos de juguete. Los dias que esta
con edlica la maquina fabrica 20 coches y 10 motos. Los dias que estd con eléctrica fabrica 40
coches y 90 motos. La empresa recibe el pedido de un cliente que desea al menos 360 coches y al
menos 600 motos y que tiene que ser abastecido como mucho en 20 dias.

a) éCuantos dias debera utilizar cada tipo de energia para abastecer a dicho cliente cumpliendo los
plazos establecidos? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si a la empresa le cuesta 1000 euros cada dia que utiliza la energia edlica y 2500 euros cada dia
gue utiliza la eléctrica, écuantos dias debe utilizar cada una para minimizar sus gastos? ¢Y para
abastecer al cliente lo antes posible?

(21) Una ONG va a realizar un envio compuesto de lotes de alimentos y de medicamentos. Como
minimo ha de mandar 4 lotes de medicamentos, pero por problemas de caducidad no pueden
mandarse mas de 8 lotes de estos medicamentos. Para realizar el transporte se emplean 4
contenedores para cada lote de alimentos y 2 para cada lote de medicamentos. El servicio de
transporte exige que al menos se envie un total de 24 contenedores, pero que no se superen los 32.

a) ¢Qué combinaciones de lotes de cada tipo pueden enviarse? Plantea el problema y representa
graficamente las soluciones. ¢ Pueden enviarse 4 lotes de alimentos y 5 de medicamentos?

b) Sila ONG quiere maximizar el nimero de lotes enviados, équé combinacion debe elegir?

(22) Una empresa de excavaciones y movimientos de tierra va a realizar un pedido de gasdleo A para
sus vehiculos de transporte (a un precio de 0,90 euros el litro) y B para la maquinaria (a 0,70 euros
el litro). Como poco, se necesitan 1000 litros de gasdleo A, y como mucho 3600 de gasdleo B. En
total, entre ambos tipos de gasdleo, no debe pedir mas de 5000 litros. Ademas, se quiere pedir por
lo menos 1000 litros mas de gaséleo B que de gasdleo A.

a) ¢Cudntos litros de cada tipo de gasdleo se pueden pedir? Plantea el problema y representa
graficamente las soluciones.

b) éCudl es la composicion del pedido mas barato? ¢Y la del mas caro?

(23) En la remodelacién de un centro de ensefianza se quiere habilitar un minimo de 8 nuevas aulas,
entre pequenas (con capacidad para 50 alumnos) y grandes (con capacidad para 120). Como mucho,
un 25 % de aulas podrdn ser grandes. Ademas, el centro necesita que se habilite al menos 1 aula
grande, y no mas de 15 pequefias.

a) ¢Qué combinaciones de aulas de cada tipo se pueden habilitar? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) éCual es el conjunto minimo de aulas pequeiias que se pueden habilitar? Si se quiere que la
capacidad total conseguida con las aulas habilitadas sea lo mayor posible écuantas tendria que
hacer de cada tipo? i Cuantos alumnos cabrian en total?

(24) En una empresa se esta discutiendo la composicién de un comité para negociar los sueldos con la
direccién. En el comité habra sindicalistas e independientes. El niumero total de miembros no
debera ser inferior a 10 ni superior a 20. Al menos un 40 % del comité serdn sindicalistas. El nimero
de independientes serd como poco una cuarta parte del de sindicalistas.

a) ¢Qué combinaciones de miembros de cada tipo puede tener el comité? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones. {Puede haber 4 sindicalistas y 16 indepen-
dientes?

b) Si se quiere que el niUmero de independientes sea maximo, écual sera la composicion del comité?
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Resumen

Ya conoces del curso pasado el limite de funciones, y algunas de sus muchas aplicaciones: en el estudio
de la continuidad de una funcién, de las asintotas en las graficas de funciones, en el concepto de
derivada... Podriamos decir que el “Andlisis Matemdtico” se basa en este concepto de limite. Hasta que
el concepto de limite no estuvo bien comprendido el Andlisis no adquirié todo su rigor.

Este curso volveremos a revisar lo que ya conoces de limites y continuidad

Dentro de este estudio nos fijaremos en el significado de “tiende a infinito”. ¢éQué es infinito? Si
reflexionas, te dards cuenta que el infinito matematico es bastante distinto de lo que ocurre en la
realidad cotidiana. La idea de infinito siempre ha planteado muchas dudas y ha costado mucho esfuerzo
comprenderlo. Para nosotros, ahora es facil. Anadimos a la recta real dos nuevos entes, el —© y el + oo,
de forma que se pueda afirmar que, todo numero real X, estd entre —oo < X < + o0.
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Limites y continuidad

LIMITES
1.1. Idea intuitiva de limite
Actividades de introduccion

4 Vamos a estudiar el comportamiento de la funcién f(X)=X> —2X para valores préximos a X = 4.

En la tabla siguiente observamos que, cuando damos a X valores proximos a
4 pero inferiores que 4, la funcién f(X) se aproxima o tiende a 8:

X 3 135|139 399 3.999 3.9999
f(X) | 3 |5.25]7.41]7.9401 | 7.994001 | 7.99940001

f0=x"-2
,l"“ Decimos que cuando X tiende a 4 por la izquierda, f(X) tiende a 8, y
, I"“" escribimos:

Six—>4 = f(X)—>8

En la tabla que figura a continuaciéon observamos que, cuando damos a X
valores proximos a 4 y superiores a 4, la funcion f(X) se aproxima o tiende a
8:

o i X 5 4.5 4.1 4.01 4.001 4.0001
f(x) | 15 | 11.25 | 8.61 | 8.0601 8.006001 8.00060001

Decimos que cuando X tiende a 4 por la derecha, f(X) tiende a 8, y
escribimos:

SiXx—>4" = f(x)>8

En este ejemplo los dos valores que obtenemos al acercarnos a X =4 por la derecha y por la izquierda
coinciden, y podemos decir que, cuando X tiende a 4, f(X) tiende a 8 y podemos escribir:

Six>4= f(x) > 8
+ Estudiemos ahora el comportamiento de la funcién g(x) = x—E(x) en x = 1, donde E(X) es la
funcidn “parte entera de X” que devuelve el mayor entero menor o igual que X.
La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la izquierda:  g0=x-Elx)

X | 0] 05|09 | 099 0.999 | 0.9999 | ... :
gx) | 0] 0.5 ] 09 | 0.9 0.999 | 0.9999 | ...
Decimos que cuando X tiende a 1 por la izquierda, g(X) tiende
a1y escribimos: X—>1 = g(X) > 1
La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la derecha:

X [ 19]1.5]1.1]1.01 |1.001 | 1.0001
gx) | 0905 1]0.11]0.01|0.001 | 0.0001 | ...
Decimos que cuando x tiende a 1 por la derecha, g(X) tiende a g(x) =

0y escribimos: X—>1" =g(x) >0

x si xe[0,1)
x—1 si xe[l,2)

Los valores no coinciden, y podemos decir que cuando X tiende a 1, g(X) no tiende a ningun valor.
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Limites y continuidad

1.2. Definicion matematica de limite

En el apartado anterior han aparecido palabras o expresiones tales como tiende a o se aproxima a.
Vamos a formalizar matematicamente el significado de estas expresiones.

Se define entorno de centro a y radio 9, y se representa por E(a,8), al intervalo abierto (a - 5,a + 8):
E(a,5)={xeR;|x-a|<5]

Se define entorno reducido de centro a y radio §, y se representa por E*(a,S), al entorno E(a,s)
excepto el propio punto a:
E'(a,8)={xer; 0<|x-a|<35 ]

% Hemos visto que la funcién f(X) = X> —2X tiende a 8 o tiene por limite 8, cuando X tiende a 4.
La idea de tendencia o aproximacidn se traduce mediante los entornos como:
“Para cualquier E(8,¢), podemos encontrar un entorno E(4,5), de modo que para cualquier X del

entorno reducido E*(4,8), se cumple que suimagen f(x) estd en el entorno E(8,¢)”.

4 Sin embargo, g(x) = x— E(x) no tiene limite en x = 1 porque no es posible definir un entorno

Unico en el que a cualquier X del entorno reducido E*(I,S), suimagen f(x) esté en un entorno
fijo, ya que podriamos definir E(,) o E(0,¢) aizquierda y derecha, respectivamente.

Podemos definir el limite de una funcién en un punto de la siguiente forma:

Una funcidn f(x) tiene por limite L cuando X tiende a X;, Y S&  iiegueeccocciocaannc. ol
representa como )}ir?f(x): L si para todo entorno E(L,z) existe un
0

I T R P S
entorno E(XO,S), de modo que para todo X perteneciente al entorno |- g-cccceeai-

reducido E’(X,,8) se cumple que f (x) pertenece al entorno E(L,¢):
lim f(x)=L < VE(L, &), 3E(X,,3) ; VX € E(x,8)= f(x) e E(L, &)
X=X

| @emmmmmm————
X @ummmmmmm——————

=
o
on
=1
b
e
+
o

o también: /
lim f(X)=L< Ve>0,38>0;si0<|x-X%,[<8d=|f(x)-L|<e

X—>Xg

Una funcién f (x) que cumple esta definicién decimos que es convergente en X; .

Observamos que para que una funcién tenga limite en X, o sea convergente, no es necesario que la

funcion esté definida en X, , pues en la definicidn se habla de un entorno reducido de X, .

Ejemplo

X* —=2Xx

X +2X
Observamos que la funcion no existe en el origen, pero si podemos hallar:
2
X~ —2X X=2)-x ., (x=2) =2
lim—; zlim( ) = 1m( )=—=—1
o0 X2 £2x 00 (X+2)-x o0 (x+2) 2

* Halla el limite en el origen de la funcion f(x) =
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Limites y continuidad

1.3. Limites laterales

Ejemplos
% En el primer apartado hemos visto que la funcién f(X)=X> —2X tiende a 8 cuando X tiende a 4 por
la izquierda. Podemos escribir: lir?<X2 —2X)= 8
X—>
4 Asimismo, la funcién g(x) = x — E(x) tiende a 1 cuando X tiende a 1 por la izquierda. Podemos
escribir: liII{{X— E(X)) =1
X—>

La idea de tendencia por la izquierda queda recogida mediante los entornos laterales a la izquierda de
Xo: E7(Xp, 0) = (X, =9, X,)

Una funcién f (x) tiene por limite L cuando X tiende a X, por la izquierda, y se representa como
lim f(x)=L

X=Xy
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la izquierda de X,, E™(X,, 8) = (X, — 8, X,), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,e):

lim f(x)=L < VE(L, &), 3E"(%,, 8); YxeE (x,8)= f(x) e E(L, &)

X—Xg

o también
lim f(X)=L< Ve>0,38>0; si0<x,-8<x<x,=|f(x)-L|<e
X—>Xg

Ejemplos

& En el mismo epigrafe hemos visto que la funcién f(X) =X> —2X tiende a 8 cuando X tiende

a 4 por la derecha. Podemos escribir: liﬂl}(x2 -2X)=8
X—>

+ Asimismo, la funcién g(x) = x— E(x) tiende a 0 cuando X tiende a uno por la derecha.
Podemos escribir: lim (x — E(x))=0
x—>1*

La idea de tendencia por la derecha queda recogida mediante los entornos laterales a la derecha de
Xo: ET(Xg, 8) = (Xg, Xo +90)

Una funcién f (x) tiene por limite L cuando X tiende a X, por la derecha, y se representa como
lim f(x)=L

XoX;
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la derecha de X,, E™(X,, 8) = (Xy, X, +9), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,e):
lim f(x)=L < VE(L, &), 3E* (%, 8); YxeE*(xy,8)= f(x) e E(L, ¢)

X—>Xg
o también
lim f(X)=L < Ve>0,38>0; si0<x, <x<xX +3=|f(x)-L|<e
X—>Xg
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Limites y continuidad

Es interesante notar que para que una funcidn tenga limites laterales en X, no es necesario que la
funcidn esté definida en ese punto.

La condicidn necesaria y suficiente para que una funcidn f (x) tenga limite en un punto X, es que

tenga limite lateral por la izquierda y limite lateral por la derecha, siendo ambos coincidentes.
lim f(X)=L=lim f(X)=3lim f(x)=L
X=Xy XX X—Xg

Ejemplos

4 Observamos que la funcion f(X)=X>—2X tiene limite lateral por la izquierda y limite

lateral por la derecha cuando X tiende a 4, siendo ambos iguales a 8, por lo que el limite de
la funcién, cuando X tiende a 4, existe y vale 8:

’ 2 _
£1£r4(x 2X)=8

4 Sin embargo, la funcién g(x) = x— E(x) no tiene limite cuando x tiende a 1, puesto que
aungue existen los limites laterales cuando X tiende a 1, no son coincidentes.

lim(x — E(x))=1

x—>1" E 1’ 3 E
lim (x - E(x))=0 = XIE}(X (x))
x—1*

Si una funcion tiene limite en un punto, éste es tnico.
Ejemplo

x> +2X si Xx<0
% Dada la funcion f(x)=4x>-x si0<x<1
X>+X si x>1
Halla los limites lateralesenx =—1,enXx=0yenXx = 1.

(1) Analizamos el punto X = —1: Los valores en torno a X = -1 no presentan problema alguno, se
evallan con el primer trozo de la funcién, y es seguro que:
lim (¥ +2x) = 1im (x* +2x)= (=1)> +2-(-1) =1
X——1" x—>—1"
Por tanto, existe el limite en x = -1:
lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)=-1
x—>-1" x—>-1" X—>—
(2) Analizamos el origen utilizando en cada caso el trozo de funcién adecuado:
im(+2x)=0 y  lim(x*=x)=0
x—0" x—0"

Por tanto, existe el limite en el origen:
lim f(x)= lirgl f(x)=0= lirr(l) f(x)=0
x—0" X—>

X—>0"

aungue la funcién no existe en el origen.

(3) Analizamos el punto x = 1:
11’m(x2 —x): 0 11’m(x2 +x): 2
x—l1~ x—l"
Por tanto, no existe el limite en X =1 ya que los limites laterales son distintos, aunque la
funcidn si existe en el punto x = 1.

292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Limites y continuidad Autora: Leticia Gonzalez Pascual
Revisor: Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones INTEF y de los autores

Textos Marea Verd



Limites y continuidad

1.4. Operaciones con limites

Si f(x)y g(x) son dos funciones convergentes en el punto X, cuyos limites son:

lim f (x) = L
X=X
Se tiene:
lim| f +g(x) = lim f (x)+ limg(x)=L+M
X=Xy X=Xy X=Xy
lim{f - g x)= lim f(x)- limg(x) =L-M

lirnQ/f(X)zn lim f(X)zx/I

X=X X=X

y

limg(x) =M
X=Xy

limlk- fx)=k-limf(x)=k-L VkeR
X=X X=Xy

f lim f(X)
}Lr%(lo|:5:|(X) = m = M S1 hm g(X) * 0

X—>Xg

lim g(x)
tim[ f () :[lim f(x)]w .
X—>Xo X—>Xo
silimf(x)#0 y limg(x)=0

X=Xy X=Xy

Estas expresiones son validas también en el caso de limites en el infinito, por tanto:

lim [f+g]x)= lim f(x)+ lim g(x)

lim [f -g ](X)z lir? f(x)- lir? g(x)

X—>*o0

lim#/ f(x) =n/ 1im f(x)

X—*t0 X—>too

lim [k- fJx)=k-lim f(x) VkeRr

f lim f(X)
1' _ :X%ioo : lr 0
XH&[Q}(@ Tim g0y o Am o)

lim [ (x)]*" = Llim f(x)]x‘i“,lng(x)

—>Fo0

si lim f(x)#0 y lim g(x)= 0

X—>to0

En el calculo de limites, es necesario operar con expresiones donde aparece infinito. Estas son algunas

expresiones cuyos resultados son conocidos:

SUMA'Y RESTA PRODUCTO COCIENTE POTENCIA
(+00)+k = +oo (1) = +00 s% k>0 L:LZO e T s% k>1
(~o0)+k=—o0 ~o si k<0 +o0  —o0 0 si 0<k<l
(+0)—k =+ (o)< -0 si k>0 l:i:() . 0 si k>1
(—o0)—k = —o0 )= +o0 si k<0 +00  —o0 4o si 0<k<l1
(oplearn | Gabaem | e s k0 | e si koo
(—oo)+(—oo):—oo (+oo) (—oo):—oo 0 - si k<0 0 si k<O
—(~0)=+w —0)- (=)= +o %:+oo %:—oo (+0)” =40 (+0)7 =0

Es importante entender que el algebra del infinito es diferente a la de los nUmeros reales y mientras
trabajamos con infinitos las cosas no suelen ser como parecen.
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Limites y continuidad

1.5. Limites infinitos

Limites infinitos en un punto finito

Observamos en la figura adjunta que, a medida que nos aproximamos a
X, por la izquierda, los valores correspondientes que toma la funcion son
cada vez mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X, por la izquierda, f (x) tiende a +o:

lim f (X) =400

X=Xy 58

LR 4

o

Una funcién f (x) tiene por limite +o0 cuando X tiende a X, por la izquierda si para todo numero real K

existe un entorno lateral a la izquierda de X;, E™(X,, 6) = (X, =90, X,), de modo que, para todo X que
pertenece a este entorno, se verifica que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VK eR,38>0;¥x e E (%), 8)= f(x)>K
X—>Xg
En esta figura observamos que, a medida que nos aproximamos a X, por

la derecha, los valores correspondientes que toma la funcién son cada vez
mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X, por la derecha, f(x) tiende a +oo:

lim f (X) =400

X—Xg Xy xgr

* pmm————

Una funcion f (x) tiene por limite +co cuando X tiende a X, por la derecha si para todo ndmero real K
existe un entorno lateral a la derecha de X,;, E"(x,, 8) = (X, — 8, X,), de modo que, para todo X que
pertenece a este entorno, se verifica que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=-+0 < VK eR,35>0; Vxe E*(x), 8)= f(x)>K
X—>Xo
En la figura de la derecha vemos que a medida que nos aproximamos a X,
los valores correspondientes que toma la funcién son cada vez mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X;, f (x) tiende a +oo: — ;
lim f (X) =+o0 e
X=X, v

Una funcion f (x) tiene por limite +co cuando X tiende a X, si para todo nimero real K existe un

entorno reducido de X, E*(X0 ,0), de modo que, para todo X que pertenece a este entorno, se verifica
que f(x) es mayor que K.
lim f(X)=+0 = VKeR,35>0; VxeE'(x),8)= f(x)>K

X—>Xg
En el caso de que al aproximarnos a X, la funcién tome valores cada vez menores, tanto si nos

aproximamos por la izquierda, por la derecha o por los dos lados a la vez, decimos que la funcion tiende
a —o0,
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Limites y continuidad

En este caso, las figuras y definiciones correspondientes a estos tres casos son:

*n

X5 B
+
H
L}
H
1
1
H
1

lim f(x)=—00eVM eR,38>0; VxeE (x,8)= f(x)<M

X=Xy

y=F(x)

lim f(x)=-0 < VMeR,38>0;VxeE"(x),8)= f(x)<M

+
X=Xy

e 'S

lim f(X)=—0 <V MeR,38>0; VxeE (x,8)= f(x)<M

X=Xy

En ocasiones no nos importa el signo y decimos simplemente que:

lim f(X)=0 < VM>0eR,38>0; VXxeE (x,8)=[f(x)<M

X=X
Cuando existe alguno de los seis limites que figuran en este apartado, decimos que la funcién f(x)

tiene una asintota vertical de ecuacion X=X;.
Algunas funciones que generan asintotas verticales son:

1. El cociente de funciones:

lim{i}(x) =+ si limg(x)=0

X—>Xg g X=Xy

en las que se incluyen las trigonométricas como tg(x), sec(x), cosec (x), ¥ cotg(x), ya que son

cocientes por definicion.
2. Lafuncidén logaritmica:

limln( f (X))=—o0 si limf(x)=0
0JO: No existen la division entre cero ni el logaritmo de cero. Hablamos de que el limite cuando el

denominador o el argumento tienden a cero es infinito.
Ejemplo

#* Halla las asintotas verticales de la funcion f(x)=In(2x —1)

Como se explicd, la funcidn logaritmica tiene una asintota vertical cuando su argumento es nulo, por
tanto:

r _ S E1 _ 1 _1 . .
11m1n(2x—1) =—00 Sl 1171‘1(2)(—1) =0=X—>3 =X, =7 es una asintota vertical
X—Xg X—Xg
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Limites y continuidad

Limites finitos en el infinito

Observamos en la figura de la derecha que, para valores positivos e
muy grandes de X, los correspondientes valores que toma la funcién

. , . L-& /—'—__._-____-
se aproximan cada vez mas hacia un valor L. 7

y=fix)

Afirmamos que, cuando X tiende a +o, f(x) tiende a L.

Una funcién f (x) tiene por limite un nimero real L, cuando X tiende a +w, y se escribe lim f(x)=L, si

X—>+o0
para todo € positivo, existe un nimero real K, de modo que, para cualquier valor de X mayor que K, se
verifica que f (x) esta en el entorno E(L,¢).

lim f(x)=L < Ve>0,IK eR; six>K= f(x)eE(L &)

X—>00
En la figura de la derecha observamos que, para valores negativos muy
grandes en valor absoluto de X, los correspondientes valores que toma e
la funcidn se aproximan cada vez mas hacia un valor L.

y=fix)

Afirmamos que, cuando x tiende a -, f(x) tiende a L.

Una funcién f(x) tiene por limite un ndmero real L, cuando X tiende a —o, y se escribe lim f(x)=L,
X—>—0

si para todo € positivo, existe un niumero real M, de modo que, para cualquier valor de X menor que M,
se verifica que f(x) estd en el entorno E(L,¢).
lim f(x)=L < Ve>0,IMeR; six<M= f(x)eE(L, &)
X—>—00
Cuando existe alguno de los limites anteriores decimos que la funcién f(x) tiene una asintota
horizontal de ecuacion y = L.
Ejemplo
In(2x 1)
2x -1
Sabemos que el dominio de la funcidn logaritmica son Unicamente los reales positivos, asi que la
funcion sélo puede tener asintota horizontal en +00. Adema3s, en la grafica adjunta:

“ Halla las asintotas horizontales, si existen, de la funcion f(X)=

glx)=2r—1

flz)=In(2z-1)

vemos que la funcién polindmica del denominador (2X — 1) crece mucho mas rapidamente que la
logaritmica, de modo que cuando X tiende a infinito, el cociente tiende a cero:

. In(2x 1)

=0 = Asintotahorizontal y=0
x40 2¥x —1]

En el tema siguiente veremos cémo hallar limites como el anterior de forma mds simple.
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Limites y continuidad

Limites infinitos en el infinito
Cuando hablamos de limites infinitos en el infinito nos encontramos con cuatro posibilidades:

% lim f(X) = 4o, la funcién tiende a mas infinito cuando x tiende a mds infinito.

X—>+0

Una funcién f (x) tiende a +oo cuando X tiende a +o si para todo nimero real K,

yfind

existe un numero real M, tal que, para cualquier X mayor que M, se verifica que
f (x) es mayor que K.

lim f(X)=+00<> VK eR,IM eR; ¥x>M = f(x)> K

X—>+00
% lim f(X)=—o, lafuncién tiende a menos infinito cuando X tiende a mas infinito.

X—+0

Una funcién f (x) tiende a —o cuando X tiende a +o0 si para todo nimero real K,

existe un numero real M, tal que, para cualquier X mayor que M, se verifica que
f (x) es menor que K.

lim f(x)=—0< VK eR,IM eR; Wx>M = f(x)<K

X—>+00
% lim f(X) = 4o, la funcién tiende a mas infinito cuando x tiende a menos infinito.
X—>—0
Una funcién f (x) tiende a +oo cuando X tiende a —oo si para todo nimero real K,
existe un numero real M, tal que, para cualquier X menor que M, se verifica que

f (x) es mayor que K.

lim f(X)=+0< VK eR.IM eR; <M = f(x)>K

X—>—0
% lim f(X)=—o, lafuncién tiende a menos infinito cuando X tiende a menos infinito.
X—>—0

Una funcién f (x) tiende a —o cuando X tiende a —o si para todo nimero

real K, existe un nimero real M, tal que, para cualquier X menor que M, se
verifica que f(x) es menor que K.

lim f(x)=—0< VK eR,IM eR, Wx<M = f(x)<K

X——00

En ocasiones no nos interesa fijarnos en el signo de infinito y decimos simplemente |im f(x) =, la
X—»00

funcidén tiende a infinito cuando X tiende a infinito. Como ejemplo sirven

Una funciéon f (x) tiende a o cuando X tiende a o si para todo niimero real
K grande y positivo, existe un nimero real grande y positivo M, tal que, para
cualquier X menor en valor absoluto que M, se verifica que f(x) es menor

en valor absoluto que K.

limf(X)=0<= VK>0eR,3IM >0€R; VX
X—»0

<M =|f(x] <K
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Limites y continuidad

1.6. Calculo de limites

Limites sencillos

El proceso de calculo de un limite a partir de la definicion es muy complejo, asi que en la practica
bastara con sustituir la variable por el valor al que tiende y operar, obteniendo un resultado que podra
ser un valor finito, infinito o indeterminado.

Ejemplos
4 Calcula los siguientes limites:

i In2x-1) _In(2-1-1) _Inl

=—=0
ol 2x—1 2-1-1 1

, _ COsX cos0 1

lim = =—=-1
—02x—1 2:0-1 -1
limln(zx—l):111(2-1—1):1n_1:O

x>1 2x—1 2-1-1 1

Sin embargo, existen casos en los que debemos tener cuidado.

Limites en los que se anula el denominador

Ya vimos anteriormente que este tipo de limite genera un infinito, pero no sabemos si sera positivo o
negativo. Debemos, por tanto, estudiar los limites laterales fijdndonos sobre todo en los signos. Si los
limites laterales son distintos, diremos que no existe el limite pedido.

Ejemplos
4 Calcula los siguientes limites:
x+2 142 _ 3 x+2

a)lm—=—==lim— = too
xo1x-1  1-1 0  x51x—1

Debemos hallar los limites laterales para ver si existe el limite de la funcidn en ese punto.

Limite por la derecha: Tomamos valores préximos a 1, pero mayores que 1.
, X+2 3
lim——=—=
x> X=1 +0
donde por “+0” representamos un numero positivo muy cercano a cero (+0.000...001).
Limite por la izquierda: Tomamos valores préoximos a 1, pero menores que 1.
, X+2 3
lim =—=
x>1” X =1 — 0
donde por “— 0” representamos un numero negativo muy cercano a cero (—0.000...001).

+00

—Q0

- . . . . X+2
Como los limites laterales no coinciden, diremos que no existe 111’1’11 .
X—> X_
Cox+2
b) lim —— = 4o
x-0 X

Este caso es diferente al anterior, sabemos que x* es una funcién siempre positiva, asi que numerador y
denominador son siempre positivos.
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Limites y continuidad

Limites en el infinito

Para resolver limites en el infinito es necesario conocer cémo se comportan las funciones mas comunes
para valores muy grandes de la variable Xx. Muchas de ellas ya se explicaron en cursos anteriores al
estudiar el comportamiento de estas funciones.

Funciones potenciales:

. . n . ,
Llamamos funciones potenciales a aquellas de la forma f(X)=X", siendo n un ndmero real. Para ellas:

. +00 si N>0ynpar

+00 si nNn>0 ) Oy p

. —oo si nN<0ynimpar

lim x" =41 si n=0 lim x" = _ ymp

X—>+00 . X—>—0 si n=0
0 si n<0 ]

0 si n<0

Ejemplos
a) limx* =+o0 porquen=4>0 b) limx* =+o0 porquen=2>0y par
X—>+00 X—>—00
c) limx’ =+o0 porquen=3>0 d) limx’ =—o0 porque n=3>0eimpar
X—>+00 X—>—0

e) limis= lim X =0 porquen=-5<0 f) lim%= lim X =0 porquen=-3<0

X—>+00 X X—>+00 X——0o X
g) meﬁl =0 porquen=-1<0 h) limXO =1
X—+00 X——00

Funciones exponenciales:

. . X . ,
Llamamos funciones potenciales a aquellas de la forma f(X)=a", siendo a un nimero real. Para ellas:

+00 si a>1 0 si a>l1
lim a* =<0 si 0O<ax<l lima* =4+ si O<acxl
X—>+00 X—>—00
noexiste si a<0 noexiste si a<0
Ejemplos
a) lim3* =+c0 porquea=3>1 b) lim3* =0 porquea=3>1
X—>+00 X——00
IS I
c) lim (Zj =(0 porquea= %E(O, 1) d) lim (Z] = +o0 porque a= % e(O, 1)
X—>+00 X—>—0
e) lim(=2)" no existe f) lim(=2)" no existe
X—>+00 X——0

Funcidn logaritmica:

De la funcidn logaritmica es imprescindible conocer los siguientes limites:

lim log, X = 4o lin}10ga X=—0

X—> +0 X—0
No podemos cometer el error de pensar que todos los infinitos que nos aparecen al calcular un limite
son iguales. Si una funcién viene expresada mediante operaciones elementales de funciones de
diferentes tipos, debemos saber cudl es el término dominante del limite planteado, es decir, qué
término crece mas rapidamente que los demas y determina el valor del limite:
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Limites y continuidad

Exponencial > Polindmica > Logaritmica > Constantes
500003

Esta relacion se aprecia en la grafica del margen en la que
vemos como para valores grandes de X la exponencial
domina frente a la potencial (en este caso, X°). 400009

300003

Ejemplos

. (3 2 .. .
a) Xllm(X —2X +X—3)=+00 porque el término dominante
—>+

0 200000

en un polinomio es el de mayor grado:

lim X > lim x* >> lim X>> lim3
X—>t+00 X—>+00 X—>+00 X—>400
es decir, los términos de menor grado son despreciables vy,
Iv]
por tanto: -

lim(x3 —2X% + x—3) = lim X’ =+o0

X—+0 X—>+00

. 5 : r S .
b) 11m<2x —X )=+00 porque aunque el lim2” =400y limX =—00 se verifica que:
X—>to0 X—>t00 X—>t00
lim?2* > lim X’
X—>+00 X—>+00
y el término potencial es despreciable frente al exponencial. Entonces:
1im(2* —x° )= lim2* =+o0

X—>+00 X—>+00

. 2x =3+ X2+ x=5
c) lim . >
X—>+00 X =3x° -1
y X°, respectivamente, y los demas son despreciables frente a ellos. Entonces:

=0 porque los términos dominantes del numerador y denominador son x*

Co2x =3+ e x=5 . 2xt+.. . 2xt 2
lim S > = lim S = lim —= lim —=0
X—>+0 X =3x° -1 X400 X 4 X—+0 X X400 X
5 4 5 5
i X>+2X"=X=5 i X +... i X o1 1
d) lim 3 = lim ———"—= lim ——= lim —=—
X240 2X7 4+ X7+ X7+ XS+ X+1 xo+0 2X7 4 x40 20X X—40 2 2
. senX . .. . ,
e) lim =0 porque aunque no existe el limite de la funcién seno, sabemos que es un numero
X—>+00 X

comprendido entre cero y uno y el término del denominador tiende a infinito:

senX numeroacotado

lim 0
X—>+00 X o0
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AL\ N [\
~ & VoS V\:

24

<
<
<
<
¢
q
A

En la grafica se aprecia lo que hemos demostrado algebraicamente. Observamos que en la primera
grafica la escala es la misma, y en la segunda, la escala del eje de ordenadas es el intervalo [- 02, 1]y

cuando X > 50 el valor de los maximos de la funcién es muy préximo a cero, por ejemplo:

f(2057)

B sen(20'5 n)

=0'01552731..
51

d) 1im(X3 'e_x)=0 porque reescribiendo el limite como:

X—>00

, 3 —X ’ X3
lim (X e )= lim —

X—>+00 x—>+0 %

el término exponencial crece mucho mas rapidamente que el potencial. Entonces:

3 -
. - . X* oo débil
llm(X3€ X): lim —=————=0
X—>+0 X—>+0 @ o fuerte

A la inversa, tendremos que:

e* oo fuerte

m—=——""-—=
X0 X oo débil

7

En otros casos, los resultados que obtenemos no nos permiten determinar si un limite existe y cual es
su resultado, o si no existe. Estos casos se denominan indeterminaciones.
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Limites y continuidad

1.7. Indeterminaciones

Existen siete indeterminaciones basicas:
2 O O w 00 — 00 1+oo CXDO y OO
00 0

. . . w
Indeterminaciones del tipo =

Resolveremos estas indeterminaciones analizando los términos dominantes tanto del numerador como
del denominador.

Ejemplos

2
a) lim X -z

x>t g3x+]1 0

El numerador tiene grado 2,yel denominador tiene grado 1/2 por tanto:

_ _ _ o
Jim ——r m = lim ——=—— «/3><T }EEO r = lim —=— \/—\/— }EBO BT
Ix? -1
b) lim
X0 4X+2
Como antes:

V-1 A x5 B x 3
lim = lim =1i m

x——0 4X+ 2 x—>-o  4¥ x——0 4X x>-o 4 x>—o 4

Indeterminaciones del tipo « — «

Aparecen al calcular limites de funciones con diferencia de cociente de polinomios o diferencia de
radicales, y pueden resolverse desarrollando la resta convenientemente o multiplicando numerador y
denominador por la expresién conjugada, respectivamente.

Ejemplos
. x? -1 x3
a) lim -
X —>+oo| X +4 x2+]_

2 3
- . . ny: . X =1 X
Observamos que tipo de indeterminacion aparece: lim - =00—00
x—+0| X +4 x4y

Desarrollamos la resta:

N RS S S T (x> +1)- (x> =1)-x° (x+4) | _ R e e
Koo (x+4)-(x? +1) oo X4 X+ 4%+ 4

—4x’ —1 . —4x’ -

= lim = lim ——-—=-4
x>k X2 4 4XE F X+ 4 o XD 4
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Limites y continuidad

b) lim(x/x2—2—\/x2+3)

X—>+00

Observamos qué tipo de indeterminacién aparece: lirn(\/x2 2@ +3):oo—oo

X—>+00

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:
lim (sz —2—x/x2+3): lim NCEFERTEE) R TR
X—>+00 X—>+00 \/X2_2 +\/X2+3
, (x/xz—z)z—(\/x2+3)z , (x2—2)—(x2+3) , -5
= lim = lim = lim =
o 2443 +3 o — 24X 43 O —2 44X+ 3
-5 =5

.. .0
Indeterminaciones del tipo 0

En ese tema sdlo resolveremos aquellas que aparecen al calcular limites con funciones polindmicas o
funciones irracionales. En ambos casos se intentara simplificar la fraccidon, normalmente factorizando el
numerador y el denominador mediante la Regla de Ruffini o usando igualdades notables.

Ejemplos
. XP=3X+2
a) 11m2—
x->2 X =4

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacion.
. X7=3Xx+2 2°-3.2+42 0
lim 5 = > =—
x>2 X" —4 2° -4 0
Factorizamos los polinomios del numerador y el denominador y simplificamos:
X -3x+2 o (x=2)-(x=1) . x-1
lim—; =lim = =...
o2 xI—4 o2 (x=2)(x+2) =2 x+2
Calculamos el limite de la expresion resultante:
2-1

+2

e

. x*-9
b) lim
X—3 X—3

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacién.
lim x> -9 _ 3*-9 :9
>3x=3 3-3 0
Realizamos las siguientes transformaciones:
2
i =t O i) 63 = e W3 =
Calculamos el limite de la expresion resultante:

..=(3+3W3-3=6-0=0
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Limites y continuidad

Indeterminaciones del tipo 0 -«

. . .0
Se resuelven transformandolas en las del tipo — o en las del tipo (—)
o0

Ejemplo

_y2
lim(x5 g% ):oo-O
X—>+00
Reescribiendo el limite como:
5

, 3 , X
hm(Xse X )z lim
X—>+00 X—>+00 eX
ya vimos que el término exponencial es dominante frente al potencial. Entonces:
) 5
lim(xse_X )z lim = =0

X—>+00 X—>+00 e X

Indeterminaciones del tipo 1”

Aparecen si la funcién es de la forma:

y =[f (0"

tales que lim f(x)=1y lim g(x)= o . En este caso, se verifica que:

, lim g () ()-1]
lHm[ f ()™ = e

X—a

Demostracion

En efecto, el nimero e se define como:

e= lim(l + l)
n—oo n

Se trata de reproducir la forma del limite “€” con nuestro limite original, asi que operamos afiadiendo

los términos necesarios:
f(x)-1
f(x)-1

79(x) g(x)

lim[ f ()]** =1lim[1+ f () -1]* =1i 1+1; =i 1+1;
ﬁf(x)—l]_ Jroo-1]
Ya sélo nos queda reestructurar el exponente:

U oltooa] ) 1\ fmg (o[ f (0-1]
f(x)-1 f(x)-1

lim[ f ()]*” = lim| 1+

1 1
- - 14—
x—a x—a /lff (X) 3 1] x—a ] /lff (X) B 1]

El limite entre paréntesis es el nUmero e, por tanto:

lim g (x)-| f (x)-1
lim[f (o = et )
X—a

A la hora de resolver la indeterminacion podemos reproducir estos pasos o utilizar directamente la
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Limites y continuidad

formula.
Ejemplos

Observamos qué tipo de indeterminacion aparece:
2 2x+1
’ X _3 ©
lim| — =1
X—>+00 X + X

lim g (x) f (x)-1]

Aplicando la féormula:
lim[f ()" =e
Calculamos f(x)-1:
F(x)—1= x> -3 - X =3-(x>+x) x*-3-x*-x -x-3
X Ex X* + X T X +x xP+x
Calculamos g(x)-[f (x)-1]:
g(x)'[f(x)—l]:(2x+1)-_x_3—(2X+1)'(_X_3) -2x* —6x-x-3 _-2x*-7x-3

X2 + X X2 + X X2 + X X2 + X
De aqui:
X2 3 2x+1 1im[—2x2—7x—3j 1
- X—>0 2 —
lim | — =e et =—
x—>+o| X 4+ X e

X417
b) lim[ j
X—>-o\ X — 3

-X“+2
Observamos qué tipo de indeterminacion aparece: lim [ X +;j =1
X—>—o\ X —

Aplicando la férmula de nuevo:

lim[ f (x)

]g(x) el g f (0-1]
X—a

Calculamos f(x)-1:
f(x)-1 = X+l x+1-(x=3) _x+1-x+3 _ 4

X=3 Xx=3 X-3 X-3
Calculamos g(x)-[f (x)-1]:
4 4-x*+1) —-4x*+4
2
o [ (- 1] (o0 1)~ 4EX )
X-3 X-=3 X-=3
De aqui:
-x?+2 —4x?+4 -
, X+1 i i lim (-4x) -
1i ( j =eo™ X3 =g X =zeor T =e" =400
x—>-o{ X =13
Sin embargo:
—x+3

_(2x=5Y"" . o,

c) lim =2"" =0, no es una indeterminacién.
x—>+0\ X 4+ 7
21

(2% +x—1)x2 )

d) lim [2— =1’ =1, no es una indeterminacién.
X—>+00| 2x° —1
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Limites y continuidad

2. CONTINUIDAD

Ya aparecid varias veces a lo largo de la ESO la idea intuitiva de continuidad:

La funcién f(x) se puede dibujar, en el entorno de X=1, sin

levantar el lapiz del papel. i

De manera mas formal, observamos que la funcién existe en el
punto X =1, tiene limite cuando x tiende a 1, y que el valor de

este limite coincide con el valor de la funcién en X=1. /
Si se cumplen estas tres condiciones, afirmamos que esta funcidn T
es continuaen X=1. /

Analicemos ahora algunos contraejemplos:

. La funcién g(x) no se puede dibujar en un entorno de X=2 sin
levantar el lapiz del papel.
"‘--- ' S Esta funcion no tiene limite finito en X=2 y tampoco estd definida
en ese punto.
Afirmamos que g(x) no es continua en X=2.
La funcién h(x) no es continua en X=3, La funcién t(x) no es continua en X=-1,
pues no existe el limite cuando X tiende a pues, aunque existen el limite y el valor de la
3, aunque si esta definida en X=3. funcién, ambos no coinciden.

y=h(x) y=t(x)

La idea de poder dibujar la grafica de una funciéon en un entorno de un punto sin levantar el lapiz del
papel, o la de una funcidén continua en ese punto se matematiza a través del concepto de limite.

Una funcion y = f (x) es continua en un punto X=X, si se cumplen las tres condiciones siguientes:
1. Existe T(X,), es decir, X, € Domf (X)
2. Existe limf(X), es decir, lim f(X)Z lim f(X)
X=X X=Xy X—>Xg

3. Los dos valores anteriores coinciden. f(Xo) Z)}ifx?f (X)

292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Limites y continuidad Autora: Leticia Gonzalez Pascual
Revisor: Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones INTEF y de los autores

Textos Marea Verde



Limites y continuidad

2.1. Operaciones con funciones continuas

Si f yg son dos funciones continuas en X=X, se verifica:

e f +g escontinuaen X,

e f —g escontinuaen X,

k- f escontinuaen X,, Vk e R

e f.g escontinuaen X,

% es continua en X, siempre que g()(o);tO

2.2. Continuidad lateral

La funcién y = f(x) no es continua en X=0, sin embargo,
tiene limite finito cuando X tiende a 0 por la izquierda y
coincide con el valor que toma la funcién en X=0. _. y=f()

Por esta razon, afirmamos que esta funcidn es continua por
laizquierda en X=0.

Una funcidn es continua por la izquierda en un punto de abscisa X, si existe limite por la izquierda en

ese punto y coincide con el valor de la funcién en X;:

lim f(x)= f(x))

X=Xy
De la misma manera, se dice que una funcion es continua por la derecha en un punto de abscisa X, si

existe limite por la derecha en ese punto y coincide con el valor de la funcién en X;:

lim f (x)= f(x,)

0

2.3. Continuidad en un intervalo

Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo abierto (a,b) si y sélo si es continua en todos los
puntos de dicho intervalo
Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] si y sélo si se cumplen las siguientes
condiciones:

e f escontinua en el intervalo abierto (a,b)

e f escontinua porladerechaen x=a

e f escontinua por la izquierda en X=Db

Ejemplo | /

La funcidn a la derecha es continua en el intervalo [0,2] (tramo de

color azul).

Vemos que es discontinua en X = 2, que continta cuando X > 2
(linea negra) y que no existe en R™.
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Limites y continuidad

Las funciones elementales son continuas en sus respectivos dominios de definicién:

Las funciones polinémicas son continuas en todo R.

- Las funciones racionales no son continuas en los puntos que anulan el denominador.

- Las funciones con radicales con indice par no existen en los valores que hacen el radicando
negativo. Si el indice es impar, son continuas en todo R.

- Las funciones exponenciales son continuas en todo R.

- Las funciones logaritmicas no son continuas en los puntos en los que la expresién de la que
gueremos hallar el logaritmo se convierte en cero o en un nimero negativo.

- De las funciones trigonométricas no son continuas aquellas que implican un cociente, es decir:
° La tangente y secante, que no son continuas en los puntos en los que se anula el coseno

(a=3+K-m, conk € ),

. La secante y cotangente, que no son continuas en los puntos en los que se anula el seno
(a=k-m, conk € 2).

2.4. Tipos de discontinuidad

Una funcion que no es continua en un punto de abscisa X, decimos que es discontinua en ese punto.

Dependiendo de la condicién o condiciones de continuidad que fallen, podemos clasificar las
discontinuidades en:

1. Discontinuidad evitable

Una funcidén presenta una discontinuidad evitable en un punto de abscisa X, cuando se produce una
de estas situaciones:
- El'limite de la funcion en Xo existe y es finito pero no coincide con el valor de la funcién en X;.
- La funcidn no esta definida en X, .

Esta discontinuidad se evita redefiniendo la funcién en X;, haciendo que en este punto tome el valor
del limite.

Ejemplo
senx

4+ Ya vimos cémo se comporta la funcién f(X)= en el infinito. Analicemos ahora qué

ocurre en el punto X=0.

Vemos en la gréfica, o bien dando valores cercanos a X=0,
que la funcién tiende a 1 cuando x tiende a 0.

. ;o . senX _
Por tanto, existe el limite: llng =1y podemos redefinir
X—>

X
senX .
la funcién como: f(X)={ yx para convertirla en
1 six=0

continua.
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Limites y continuidad

2. Discontinuidad no evitable

Una funcién presenta una discontinuidad no evitable en un punto cuando no existe el limite en ese
punto. Podemos distinguir dos casos:

- Discontinuidad de primera especie: cuando existen los limites laterales pero son distintos, por
lo que no existe el limite de la funcién.

Los limites laterales pueden ser ambos finitos y se tratara de una discontinuidad de primera
especie de salto finito, o puede ser que uno o los dos limites laterales sean infinitos,
tratandose de una discontinuidad de primera especie de salto infinito.

- Discontinuidad de segunda especie: se da cuando uno o los dos limites laterales no existen.

Podemos resumir los tipos de discontinuidad con la siguiente tabla:

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

DISCONTINUIDAD EVITABLE 12 ESPECIE

22 ESPECIE
Salto finito Salto infinito

N I :

x> —2X six<0
3X+2 six>0

Actividades resueltas
+ Estudia los puntos de discontinuidad de la funcién f(x)=

Es una funcion definida a trozos formada por dos funciones polinédmicas y por tanto, continuas en todos
los puntos. Por tanto el Unico punto dudoso es el punto de unién de los dos trozos, el 0.

Para valores menores que cero, el limite lateral por la izquierda es 0, y para valores mayores que 0, el
limite lateral por la derecha es 2. Luego existen ambos limites y son finitos por lo que en cero tiene la
funcién una discontinuidad de 12 especie de salto finito.

x> —2X+3 six<0
+ Estudia los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = 5x-3

six>0 -

X—1
Es una funcion definida a trozos formada por una funcién polindmica y una racional. Por tanto,
continuas en todos los puntos, salvo donde se anula el denominador. Por tanto los Unicos puntos
dudosos son el punto de unidn de los dos trozos, el 0, y el punto donde se anula el denominador, el 1.

Para valores menores que cero, el limite lateral por la izquierda es 3, y para valores mayores que 0, el
limite lateral por la derecha es 3 también, luego la funcién es continua en 0.

Si calculamos el limite cuando X tiende a 1 obtenemos o« por lo que en 1 tiene la funciéon una
discontinuidad de 12 especie de salto infinito.
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Limites y continuidad

Actividades resueltas

4 Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

y=f(x) . /_/ \/ J y=g(x) /\
-] /\l H T

2 1] 5

1/ R

fCe)  t3) f2) £(0) limgG)  Hma(X)  im g(x)
fm 1) et B wmeeo gmee  meld) - liml
lmf() Hmf) umre)  Jimf) limelx) me

Respuestas:

f(c6)=3  f(-3)=0 f(-2)=-3 f(0)=2  lmg()=—o limg(x)=-3 lim g(x)=—

lim f(x)=0 mf(x):zXligf_lf(x)=11xi§13f(x)=1 lim g(x)=+o0 }i{){lg(X)Z—OO 3 limg(x)

X—>-3 X—0"

imf(x)=0  jim t(x)=—3 z1im 1(x) limf(x)=1 3B limg(x)

A lim g(x
x—l1~ x—1" x—1 X—2,5 x—I* 2 g( )

4 Utiliza la definicidn de limite para demostrar:

X+3 ) TX
a) 1)(1_1;1;1 3 b) x—g{ ) C) 1x1—>nSlx+4 3
Respuestas:

La definicion de limite es:

lim f(X)=L<Ve>038>0/si0<|x—x [<8=| f(x)-L|<e

X=Xy

asi que se trata de trabajar con desigualdades intentando acotar | f(x)—L | a partir de| X=3 | <9.

X+3 x+3—6‘ x—B‘ |x-3| 5
PR 2T %2

a) lxigleH:3:>|f(x)—L|=

2 2 2 2
por tanto, haciendo €=7 se verifica la definicion.
14 2 —
b) lxlg{x —6X+8)— L= | 10-L]=|(x* - 6x+8)-(-1)|=]x* —6x+9]
Es facil ver que el trinomio es un cuadrado perfecto, por tanto:
[ FO0-L|<|(x=3) |=|x-3[" =&’

por tanto, haciendo ¢ = §° se verifica la definicién.
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Limites y continuidad

TX

X
4:3:|H@—LF

X+4

Como se trata de acercarse lo mas posible a X=3, 8 debe ser un valor pequefio. Por simplicidad
hagamos que 8 <1. Se verifica que 0 <| X—3|<1= 6 <|x+4|<8. De este modo:

4-|x=3| 4:|x=3| 4-[x-3|
< <
8 | X+4] 6

Buscamos un limite superior para | f (x) — L

7X=3x-12
X+4

4x—12
X+4

_4|x-3]
| x+4

_3‘:

, por tanto elegimos la segunda desigualdad:
4:|x=3] 4-x-3| 28
< <—
| X+ 4] 6 3

| f(0-L|=

. 28 P . e e
por tanto, haciendo € == se verifica la definicion.

= Calcula las asintotas de la funcion:
_(x+3)(x-1)

) (X+1)(x-2)

Respuesta:

Es una funcién racional. Los valores que anulan
el denominador son: X = =1 y X = 2, por tanto
tiene dos asintotas verticales que son las rectas
verticales:

X=—-1lyx=2

Para determinar el comportamiento en el
infinito se calcula el limite cuando X tiendea . @ -------- 4 -—‘-\ ——————————————————
Tanto si tiende a —oo como si tiende a +oo el

limite es 1:

lim f(x)= Il’mw— I|’mX—2:1

Yoo xoxe (X+1)(X—=2) x> X2

Por tanto tiene una asintota horizontal que es la
rectay=1.
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Limites y continuidad

CURIOSIDADES. REVISTA

La cicloide, la “Helena” de las curvas

\metal con forma de cicloide.

_

>

La cicloide es posiblemente la primera curva
verdaderamente moderna, en el sentido de que no figura en
las obras de Geometria de la antigua Grecia. Galileo fue uno
de los primeros en estudiarla, le dio este nombre en 1599 y
se interesé por el calculo de su area, pesando trozos de

J

Un punto P de una circunferencia,
que se desplaza horizontalmente sin
deslizarse, describe una cicloide. Es,
por tanto, la curva que describe un
punto de la rueda de un coche o de
una bicicleta.

7

)

Al modificar el punto, si esta dentro del circulo, o si esta fuera, se modifica la cicloide pasando a ser una

cicloide alargada o una cicloide acortada.

/ . . .
\Iiropledades de la cicloide

El interés de la cicloide estd centrado en que es braquistdcrona, es decir, la curva de descenso mas
rapido desde un punto A a un punto B, sin estar en vertical y bajo el efecto de la gravedad y
tautocrona lo que significa que una bola que dejemos caer llega al punto mdas bajo, M, en un

intervalo de tiempo que no depende del punto de partida.

La cicloide es braquistécrona

Para pasar del punto A al punto B el trayecto mas
rapido es seguir un arco de cicloide

La cicloide es tautocrona

Las dos bolas llegan a la vez al punto M.

Por la belleza de sus propiedades, o por las muchas disputas que trajo consigo se la conoce como la “Helena” de las curvas.
Otras propiedades curiosas sobre esta curva es que la longitud de un arco de cicloide es 8 veces la longitud del radio de la
circunferencia que la genera, que el area barrida por un arco de cicloide es 3 veces la del circulo generador y que es isécrona,
es decir, el periodo de un péndulo que describe una cicloide es siempre el mismo, no depende de la amplitud de la oscilacion.
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Limites y continuidad

< Las garras del leén >

Johann Bernoulli (1667 — 1748)

En 1696, Johann Bernoulli planted ante los matematicos de la Royal
Society dos problemas matematicos y ofreci6 como premio, a
quien fuese capaz de dar las soluciones de ambos, un libro
cientifico de su biblioteca personal.

El primer problema pedia encontrar la trayectoria mds rapida para
desplazarse de un punto A a uno B. Es la braquistécrona. En el
segundo se pedia encontrar una curva que al trazar una recta
desde O y que corte a la curva en P y Q, se mantenga la suma
constante. Ahora sabemos que la soluciéon de ambos problemas es
la cicloide, 1a “Helena” de las curvas.

Establecid un plazo maximo de seis meses para presentar las
soluciones, y se puso a esperar. Esperd y esperd. Esperd. Los seis
meses transcurrieron, y solo Leibniz habia encontrado la solucién a
uno de los dos problemas. Como las bases decian que el ganador
debia resolver ambos, Bernoulli extendié el plazo por seis meses

mas, en la esperanza de que alguien consiguiera la solucion al segundo. El afio transcurrid, y nadie pudo
mejorar la solucion de Leibniz al primer problema y mucho menos resolver el segundo.

Newton no habia sido informado. El 29 de enero de 1697 Halley visitd a Newton. Recuerda con asombro
la entrevista con Newton, su distraccidon extrema y su falta de concentracidn en estos términos: "Llegué

a su casa a las dos de la tarde. El estaba encerrado en su estudio,
y la servidumbre tenia estrictas drdenes de no molestarlo ni abrir
la puerta por ningun motivo. Por lo tanto, me senté afuera a
esperar que saliera. Rato después, el ama de llaves trajo el
almuerzo de Newton en una bandeja, y lo dejo en el piso, frente a
la puerta. Las horas pasaron. A las seis de la tarde, yo sentia un
hambre atroz, y me atrevi a devorar el pollo de la bandeja.
Cuando Newton por fin abrio la puerta, miro los huesos del pollo
en la bandeja, me miré a mi'y exclamo:

—jQué distraido soy! jPensé que no habia comido!".

Halley explicé a Newton la situacidn y le entregé la carta con los
dos problemas. Newton dejé la carta sobre un escritorio y
despidié rapidamente a Halley, explicando que "luego echaria

una ojeada a los problemas".

A las cuatro de la maiiana del dia siguiente los tenia listos, y a las

Isaac Newton (1643-1727).

ocho envid sus soluciones en una carta sin firma al presidente de la Royal Society. Sus desarrollos eran
tan perfectos y elegantes, que las soluciones de Newton fueron publicadas —también en forma
anénima— en el numero de febrero de 1697 de Philosophical Transactions. Newton habia resuelto en
una noche dos problemas que a cualquier otro matematico le hubiesen llevado la vida entera.

Bernoulli, impresionado por la elegancia de las soluciones de Newton, no tuvo dificultad en identificar al
autor: "Es Newton", afirmé. "éCémo lo sabe?", le preguntaron. "Porque reconozco las garras del

leon (Ex ungue leonis)".
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Limites y continuidad

RESUMEN

Entorno de un punto

Entorno de centro ay radio §, E(a,8), es el intervalo abierto (a-§,a+3):
E(a,5)={xeRr;|x-a|<35}

Limite de una
funcion en un punto

lim f(x)=L & VE(L,&),3E(X,.8); ¥xeE(x,,8)= f(x)e E(L,¢)
X—=> Xg

o también:
lim f(x)=Le Ve>0,38>0; si0<|x-X,|<d=>|f(x)-L|<e

X=X

Limite lateral de una
funcién en un punto

Limite por la izquierda:
lim f(x)=Le Ve>0,38>0; si0<x,-8<x<Xx,=|f(x)-L|<e
X—> Xg

Limite por la derecha:
lim f(x)=L< Ve>0,38>0; si0<Xx,<X<X,+8=|f(x)-L|<e

X=X

Operaciones con

lim[k-fJx)=k-lim f(x)=k-L VkeR

X=X X—>Xg

i o= p

X1in;1[f +g](x)=lim f(x)+ lim g(x)=L+M
o X=Xy X=Xy L

% si limg(x)#0

X=Xy

tim [ £ g Jx)= lim £ (x)- lim g(x)= L-M lim g(x)

limites 0 Jim g(x)
tim[ f (x)]° :[umf(x)} L
lim 8/ f (x) = o [1im f(x) =L h o
= % si lim f(x)=0 y lim g(x)=0
X=X X—Xg
. . s . . . , . . 00 0 "
Indeterminaciones Un Ilmltelndetermlnado es aquél que |mp||f:a Z 2. 0-0,0-0, ", o? y 0°
operaciones cuyo resultado no se puede precisar.| o = ()
Una funcion y = f(x) es continua en un punto X=X, si:
1. Existe f(xy), es decir, X, € Domf(x)
Continuidad 2. Existe 1im f(X), esdecir, lim f(x)= lim f(x)
X=Xo X—>Xg X=X
3. Los dos valores anteriores coinciden. f(XO> = lim f(x)
X—>Xg

Tipos de discontinuidad

DISCONTINUIDAD EVITABLE

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

12 ESPECIE

22 ESPECIE

Salto finito Salto infinito

y=fix)

\ I ‘"
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Limites y continuidad

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. — Calcula los siguientes limites:
f 1 . 1
a) lim 2 b) limx™ ¢) lim— d) imx’ e) lim(-7)  f) lim—
X—0 X—>+oo x—>-3 X2 X——c0 D x50° X0
g) lim—— h) lim —— i) lim j) limx° k) limx’ ) lim ——
x>0 ¥ 10 x—0" X13 X—>+00 )(13 X—>-1 x=0" x—=0 )(6
2. - Halla los siguientes limites:
a) limx’ b) limx’ ¢) im¥x d) im¥x e) lim i7 f) lim i7
X—>t00 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X—>+40 X X—>—0 ¥
X X " 1 1
g) lim7 h) 1im7 ) im(7) ) m(l7) K lim 7 ) lim 7"
X—>+00 X——00 X—>+00 —>—00 X—>400 X—»—00
m) limx’ n) limx° f) lim 3/x2 o) lim i/x2 o) lim —— q) lim ——
X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X—>+00 X4 X—>—00 X4
1" 1Y
r) lim5* s) lim 5 t) lim(—j u) lim(—) v) lim 4” w) lim 4%
X—>+00 X—>—00 x—>+o\ 3 x——oo| 3 X—>+00 X—>—00
3. — Halla los siguientes limites:
2 2 2 2
a) lim X *! b) 1im X" 0 lim X1 d) 1im Xt
Xo+0 X — 3 X>-0 X —3 x—+0 33X x—>-o 33X
1-x° 1-x° x* 16
e) lim ——— lim ———— lim —— h) lim ——
)H+w3x2+2x—1 x>0 3% + 2% —1 e) x>im — x4 2x% =5 )wa—z
. x> —2x+3 . x> —2Xx+3 1-x* .16
i) lim ————— lim ——— k) im ——————— ) lim ——
)H+°ox3—3x2—5 i x> X3 —3x* —5 )H+°°—x4+2x2—5 )X—>—°°x—2

4. — Determina el limite de estas funciones:

, 5
a) XlirgJ(S.x +1) b) Xl_l)r_lolom
e) XIEBO(3 —%4} f) }Lrgzx‘l
i) Xlirgw(x +3)2x-3) j) xlirgom—x—z
6Xx—2

m) lim vx? =3x -2

X—>+0

n) lim ————
x>0 3X° —TX+1

5. — Determina los limites de estas funciones:

) lm\/x2+3 b) lim 2x° +x -1
x>+ DX 41 X—>+00 [XZ +3
, ﬁ+ X . IX++3%=2
e) lim f) im ———
X—>+0 X X—+p0 2X

o) lim(x2 —5X+ 6)

X—>+00

3\
) lim (—j
g X—>—0 5

k) lim ¥/2x° +1

X—>—0

o 33X —8x+16
A) im ——M—

X—>+00 35
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d) 11’m(3—x+x2 —x3)

X—>—00

2

h) lim 33!

X—>+00

) lim(— X +8x° —x+8)

X—>+00

5-2X+3x* = x°

o) lim

x>sm 2X% —5X—4

2
d) lim 2X°—=12x+9
X—>+00 3[X5+5X_2

VX2 +1+2x

h) lim
6x-3

X——00
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Limites y continuidad

6. — Calcula los siguientes limites:

4 r , 3 -2 5 4_ —

a) limx™  p) lim4x* ¢ hm[—g} d) lim{x—} e) lim [X— f) Jim 22X

X—>+00 X—>—00 x=0"| X x=0| § x—07| 3 X—>—0 X +3

2 A oA 2T x? 3

lim| = lim3™  j) lim3™ iml| 2 im-— lim +—

g) x_>_m|:X5:| h) X—>+00 I) X—>—00 J) xllgolo 3 k) xllgc}om I) X+ X2 +1 x+2
7. — Resuelve los siguientes limites:
2 2 3 2 2

a) lim 4x 1. 36x b) lim X +5: 25x o) lim 2X +3+6x X

X 00 5X X" +1 x=+o{ 1 —=2X X +12 X—>=0 5X 3X

8. — Halla los siguientes limites de funciones:

2) lim(x’ —12x)

b) lim —
X—>00 X—>+00
e) lim(x—x’) f) lim(2x-3)

9. — Calcula los siguientes limites:

) lim[2x* =7x+2)

ikt o) amfz-3)
g) )}_i)I_IOIO(XS +5x* —3) h) Xlir_rgo[(xz +1) + 4x]

0) lim[4x4 — X+ 5]

b) lim-——————
X—>+00 x>0 IX* —SX +2 X—>—00
2
d) lim[—3x5+2x—4] e) lim[—xz+3x—2] f) lim 2X* = Tx+5
X—>—00 X—>+o0 x>t — 2X2 +4X =3
2
L NX T Ux* =3x* +2 . AX+3
g) lim h) lim ——= = ) lim
x>0 X x>0 3a4x? + 5 X%w\/&_s
. 3x° —2x+1 x> =5x+1 . =2
li k) lim ———— [) lim
J) X=—® 7X4 —2X2 ) X—>+0 2)(3 -3 ) X—-0 | — X3

10. — Calcula los siguientes limites:
x? -1 1+2x°

b) lim (\/x2 —2X — x)

c) lim(zx -1+ 4x)

a) lim( J
X—>+00 X 2x —1 X—>-+00 X—>+00
d) lim(V9x2+3x—3x) e) lim(x—\/x2—4x) ) lim(x+x/x2—4x)
11. — Calcula los siguientes limites:
2x-1 6X+2 3x+2 3x+1
a) lim| 14+ b) lim|1-> o) lim| 2 - 32! d) lim | ——
X—>+00! X X—>+00 X X—>—00 4X x——o\ X 4 3
K+ x2—x+2)"° x> —1 iy 2\
e) lim > f) lim| ——— g) li 5 h) lim|1-=
X—>+00 X X—>+00 X +1 X—>—o0l 1 X—>—00 X

12. — Calcula los siguientes limites:
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Limites y continuidad

, 2 3 (x4 3y —
) lim W x? +2x — x] b) lim X’ +27 ¢) lim| —=———"—| d) jm|2X 3%
X%+oo X—-3 X—>+od X +1 X+2 X—)—oo_ X3 +3

13. — Calcula los siguientes limites:

2 x*-1 1-x 2 X2 -3x
a) lim(x+4x) b) lim 3X2 =5 c) lim (ng d) lim w
X—>—00 x—+o| IX° 4+ X X—>—0 X x>-o| 2X° 4+ 3X -2
e) 1im(x+3‘x) f) lim Vx+ax g) limW4x> -5 —(2x—3)]
X—>—00 X—>+00 \/; + 1 X—>+00

14. - Calcula los siguientes limites:

b) lim[\Ox’ + 2x~3 —3x] o limpVx - (Vx+3 x|

a) lim 2 x2+1}

x—+e| X+ 1 X—>+oot Kook
[ g2 i 2 _ X7 4 3x x-3
d) fim | X2 _X*1 e) lim| 2% 0% ) lim| 272
X—)+oo_ X+ 1 X xa+oo_2x —X=5 x—>+oo_5_3x
15. — Resuelve los siguientes limites:
2 . A25-% 2x* —1
a) lim 21 b) lim 2%+ 2X o) lim X=X d) lim2X—18
x>-13x 4+ 3 x=0 x2 —3x -5 X—5 3 [ x2 -9

16. — Calcula los siguientes limites:

o xP=x=2 X2 —x=2 . X* +5%x% + 6% X* +5%x% + 6X
a) lim —— b) lim ———— c) lim ; > d) lim

x>2 2X° —3X -2 x=>-12X° —=3X -2 x=>-2 X7 4+ X° —8X —12 x>-3 X2 4 x? —8x —12

17. - Calcula estos limites:
2_ 2_ 2_ 2_

a) lim X~ —2X+1 b) lim *_—2X*1 o) lim X~ 2X+1L d) lim X~ 2X+1

X—2" X—3 X—2" X—3 X—3" X—3 x—3* X—3

, . X—= , . X—= 2 2
e) lim 5 f) lim 3 g) lim X_+x=6 h) lim X_+x=6

x—>-1 (X—l) x—>—1 (X—l) -2 X —x? —8x+12 -2 x> —x? —8x+12

x> -3 , X' =3
a) lim ) lim
>3 X 42 x>-2 X 42
19. — Calcula los siguientes limites:
3 2
a) 1im3x—21 b) hm&
-1 X7 +2X7 —3X -0 X* —2x* + X
4 2
e) HmXQi f) lim ﬂ
x=0 X7 4+ X -2 X* —4X + 4
i) lim \/;—\/3 )1 3- «/5+
Vs x> —9 x>4 ) _ /

) lim 1
- sen X
2
Q) lim—— 2
x>3 5X° —13Xx—-6
lim ML= X
g) x=0  2X
L A2—X—424+X
k) lim 5
X0 X"+ X
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Limites y continuidad

, X+9-3 . AX=14+4x+1
m) lim n) lim o)
0 X +16 -4 o fx+1-4/x-1

lim x*+5-3
2 AJX+7-3

20. - Calcula los siguientes limites:

3 2
a) lim X 2+_27 b) lim 22f—2
x>-3 XT -9 | X =2x+1

2x%2 -2
d) fim ——
xo1t X" —2x+1

2_
c) 11'm[X 4-

x> +4
-2 x+1 x*=2x

21. - Calcula los siguientes limites:

. xP+1 . 24X . X+5 N
allim =3 b) lim=25 ) 3 d) limlx 1}

x4 [ x+2 x-=2 . N2x—4 o xE=1
e) li f) lim| ———— g) lim——— h) lim———

x>l X +4 ol x—1 X" -1 x-2" X=2 x> \X+3-2

L [sx=2T"
j) lim

x>+ 5X+3
22. - Calcula los siguientes limites:

1= X3
V1= x2

23. — Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos que
se indican:

=3
2+InXx jX—l

a) li b) lim| —
) tim ) X—>l*(3+lnx2

x—1

2Xx—2 st x<3 2 _ i
a) f(X)z ] en X=3 b) f(x)= XT+3x-1 st x<l en X=1
2X  si 3<X X+ 2 si 1<X
24. - Halla el valor de los siguientes limites:
3o o 3ax 43¢ 4 2% oxt 43
a) 11my— b) hrr}y— c) llrr}y— d) lim DV
M XA ) 0 4% 13x -2 205/ 342X T3/ 30X

25. — Calcula el valor de los siguientes limites:

2
, NX +7-4 2X_ 4
a) im—— b) 1i
s im0 g
3x=1 si x<0
26.-Dadala funcion f(x)=4 0 si x=0 calcula:
2x+5 si x>0

a) h’ng f(x)b) 11’r1_13 f(X) c) Hr%l, f(X) d) 1in01+ f(X)

¢Tiene alguna discontinuidad?

27. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
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Limites y continuidad

x> +1 si x<2

2 .
a) f(x)=% "1 soxs2 b) f(x)={2x-1 si 2<x<4
X+2 si x>2 )
5 si X>4

28. - Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:

29. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

5 )
- <
X’ -4 si x<2 w_5 X<0
a) f(x)=4x-2 si 2<x<4 b) g(X)=<{/x+1 si 0<x<3
5 si X>4 —10 si X>3
X+2
30. - Estudia la continuidad de las funciones:
X+1 1 si Xez
a) f(x)= b) f(x)= c) f(x)={x-3
)()x2+x )(){0 si Xgz ) 1) =[x-3]
1
d)f(x)z 3* si XxeR' e) f(x)= x> =1 si x<2
0 si x=0 X+1 si X>2

1
31. - Estudia la continuidad de la funcién f(x)= ~ &N el intervalo(2,5).

32. - Estudia la continuidad de las funciones:

-

3x-2 si X< -1

X+1 s1 x<-1

a) f(x)= b) f(x)=4x*+4x—1 si —1<x<2

) () {x2—3 si x>-1 ) () Cill . >
si

4

— si x<0 _ : _
X—4 2 st X<-=2
o f(x)=4x-1 si 0<x<3 d) f(x)=1-x"+4 si -2<x<2
1 . )
— i X>3 2 si X>2
X—3
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Limites y continuidad

=9 3 s M si X#0

e) f(x)=1y 3 S X* f) f(x)= X
6 si x=3 5 si Xx=0
3-x| si x<5

f(x)=[x*-6x+5 h) f(x)= |
8 1) ‘ +‘ F1(x) {lne2 si x>5
33. - Determina el valor de a para que esta funcién sea continua en todo R:
X+1 .
f(X): T S1 X<=2

-x*+a si x>-2

34. — Determina el valor del parametro b para que la funcién

2X—-3 si X<3
f(x)= i
X+b st x>3

sea continua en todo su dominio.

35. — Halla el valor de k para que la funcién

X" -4 s1 X#-2
f(X)= X+ 2
k si X=-2

sea continuaen X =—2.

36. — Calculam, ny p para que la siguiente funcién sea continua en todo R:

2 si X< =8
X .
f(X)= —2m-11-3 s% -8<x< -4
X—— si —4<x<2
n
px si 2<X

37. - Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.

3 _ A 1+[x] si x<O0
X — si X<
a) f(x)= b) f(x)= k si x=0
) 1) {—x2+10x—13 si x>4 ) 1) .
—X+1 st x>0
2
38. — El espacio recorrido por un mévil en funcién del tiempo viene dado por la siguiente funcion:
3t? si 0<t<2
elt)=1 3t+a si 2<t<5
~t*+13t+b si  5<t

Determina los valores de ay b, para que la funcién sea continuaen t=2 y t=5.

39. — Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6 € por cada unidad.
No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x
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Limites y continuidad

unidades cobra:
6X si 0<x<10

C(x) =
) {\/600+ax2 si x>10

a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nUmero de unidades
que se compran.
b) é¢A cudnto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas” unidades?
40. — Dada la funcidn:

2
3a+3* si x<0
f(x)= 4X si 0<x<1
2+2
3
—~ Sl X>1
b-2

a) Halla ay b para que la funcidn sea continua.
b) Calcula: XILIEO f(x), Xlier f(x)y Xliongf(x)

cJsia=0yDb =%, estudia las discontinuidades.

41. - Dibuja la grafica de una funcién que se ajuste a las siguientes condiciones:
e Continuaen r —{-3,1,5,7}

* lim f(x)=+o, lim f(x)=-2, £(1)=0

e Discontinuidad de salto finito en X=5 y de salto infinitoen X =7
o f(-2)=0

42. - Dibuja la grafica de una funcién f (x) tal que:
e Dom f(x)={xeR/x>-4}
e f(-4)=2, f(0)=1, f(5)=0, f(7)=-5
{lim_ f(X)=-3 lim f(x)=0 lim f(x)=4 lim f(x)=-1
° x—>-3 x—>—3" x—0 Xx—0*

lim f(x) =+ lim f()=-2 lim f(x)=0 lim f(x)=-o
x—5* X—> X—>+00

X—5"
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Limites y continuidad

AUTOEVALUACION

X2 -3x+2 six<0

3 5 ) a la izquierda de O y a la derecha de 0
X =T7X"+3 six>0

1. Los limites de la funcion f(x) ={

valen:
a) 0,0 b) 3,7 )23 d) No existen pues f(x) no esta definidaen 0
X 2
2. Ellimite h’m(3 -3 j vale:
X—»00 3X+1
a) o b) 1 c) +o0 d) 1/3.
2
3. Ellimite lim IXHX=5 ) e
x>0 X —Xx? +2
a) -3 b) 3 c) oo d) -5/2
4. Ellimite lim(\/X+5 —\/X—2) vale:
X—>o0
a) o b) 3 c) oo d)7
o AAa—x-4a
5. Ellimite im—————— vale:
x—0 X
a) 0 b) 4 c) oo d) -1/4
3 2 .
-3 a 3
6. Para que la funcion f(x)= X 5 o S% X< sea continua a debe valer:
2x° -1 si X>3
a) 3 b) -1 c) 17 d) 1/2
7. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
2
a) f(x)=1log(x-2) b) f(x)= X _24 c) F(X)=+x-2 d) f(x)=sen(cos(x—2))
8. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota horizontal y = 2.
2x* — 4
a) f(x)=log(x-2) b) f(X)=— 5 o) f(X)=~+x-2 d) f(x)=tag(cos(x—2))
X —_

9. Indica cudl de los siguientes limites NO vale 0.

X2 +5 5 . AX—1—+/X+3 . €543
< b) lim c) lim d) lim —
X—>+°°\/X—3+\/X+2 X—>+00 X X—>+op” —§

a) lim
X—>to @

10. Los puntos de discontinuidad de la funciédn g(x) = ‘xz - 9‘ son:

a) 0y3 b)3y -3 c¢) Ninguno d)o,3y9
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Limites y continuidad

Apéndice: Problemas de limites en las P.A.A.U.

1.- Calcula:
o _g . AxP 11 . AXT+1-1 . VI+EX—4/9—X
lim| ——— lim———— lim——— lim
now| M x—0 X x—0 X x—0 ox
2.- Dado a € R, se considera la funcién
2x* —3ax—-6 . ‘<3
f(x)= X—3 !
x* -1 si x>3

Determina los valores de a para los que la funcién es continua.

X+1 si x<1

3.- Dada la funcién F(X) = { % responde razonadamente a las siguientes cuestiones.

3—ax’ si x>
a) ¢Para qué valores de a la funcién F(x) es continuaen x=17?

b) Si F(X) es continua cuando X — X, entonces no existe lif){oll:(x), ées cierto?

4.- Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en
funcion del tiempo de entrenamiento de los deportistas (X, en dias), obteniéndose que:
300

T()=97" 3(1)125

(x=5)-(x-15)

a) Justifica que la funcidon T es continua en todo su dominio.

st 0<x<30

+2 s1 Xx>30

b) Por mucho que se entrene un deportista, ésera capaz de hacer la prueba en menos de 1
minuto? ¢y en menos de 2?

5.- El rendimiento de un estudiante en un examen de una hora de duracion viene dado por la siguiente
expresion (f (X) representa el rendimiento, en tanto por ciento, en el instante X, medido en horas):
. 300x(1-x) si 0<x<0,6
(X)_{ 180(1-x) si 0,6<x<1
a) ¢Es el rendimiento una funcion continua del tiempo?

b) éEn qué momentos aumenta y en qué momentos disminuye el rendimiento? ¢Cuando obtiene el
mayor rendimiento y cual es ese rendimiento?

6.- La energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcién del tiempo
transcurrido desde que amanece (f(x) es la energia producida a las X horas de haber amanecido):
10x—x> si 0<x<8
f(x)=1 1024
X2

a) Estudia la continuidad de la funcion f en su dominio.

si 8<Xx<12

b) éEn qué momento del dia la placa produce mads energia? ¢ Cuanto produce en ese momento?
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Limites y continuidad

7.- El tiempo que un empleado tarda en realizar una tarea varia durante los cuatro primeros meses de
contrato segun su experiencia. Asi, la funcidon que relaciona el tiempo empleado en realizar la tarea
con la experiencia del operario es (f(X) representa el tiempo, en horas, que tarda en realizar la tarea
un empleado que lleva contratado un tiempo X, medido en meses):

12-x>  si 0<x<2
f(x): 2 .
(x—4)Y +4 si 2<x<4
a) Representa graficamente la funcion f. ¢Es el tiempo necesario para realizar la tarea una funcion
continua del tiempo de experiencia?

b) ¢éEn qué momento el tiempo necesario para realizar la tarea es minimo? ¢ Cuanto tiempo le lleva
finalizar la tarea en ese instante? ¢ Consigue el empleado finalizar la tarea en menos de 3 horas
en algin momento durante los primeros cuatro meses de contrato?

8.- Un proveedor cobra el aceite segun el volumen del pedido. Asi, la funcion que relaciona el importe
del pedido con el volumen del mismo es f(X) (en euros), de un pedido de X litros de aceite):
3x si 0<x<30
f(x)= .
2x+30 si 30<x
a) ¢Es el importe una funcién continua del volumen del pedido?

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y represéntala graficamente.

9.- La velocidad de un coche de carreras viene dada por la siguiente expresion:
110 +12X+6Xx> si 1<x<3

f(x)= 350—% si x>3

donde X representa el tiempo, en segundos, y f(x) representa la velocidad del coche, en km/h.
a) éEs la velocidad una funcidn continua del tiempo?

b) ¢Disminuye la velocidad del coche en algun instante?, ése podrian alcanzar los 350 km/h de
velocidad con este coche?
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Resumen

Cuando la Ciencia ha avanzado suficientemente en un
determinado camino, en ocasiones ocurre que al mismo tiempo,
pero en dos lugares alejados, fructifica una misma idea. Eso es lo
qgue ocurrié en el siglo XVII, cuando practicamente al mismo
tiempo, Newton en Inglaterra y Leibniz en Alemania llegaron al
concepto de derivada, y con él al de Cdlculo Diferencial. Esto
motivd graves disputas y enfrentamientos sobre quién era el
padre de la idea. Ahora se considera que lo fueron ambos.

El curso pasado vya
has estudiado el
concepto de derivada
y un buen numero de
derivadas de distintas
funciones. También
se utilizé la derivada
para  estudiar Ia
tendencia de una
funcidn, si crecia o decrecia, y para calcular sus maximos y
minimos.

Isaac Newton

Ahora, que ya tienes los conceptos adquiridos, es el
momento de profundizar en ellos y formalizarlos con mayor
precision.

Leibniz
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Derivadas

1. CONCEPTO DE DERIVADA

1.1. Tasa de variacion media de una funcion

El curso pasado ya estudiamos los conceptos de tasa de variacién y de pasa de variacién media de una
funcién que nos sirven para determinar, por ejemplo, la tasa de variacién de una poblacién o la
velocidad media de un vehiculo.

Tasa de variacion

Se define la tasa de variacién de una funcidn f'entre los valores a y b como:
TV(a, b) =f(b) [1 f(a)

Tasa de variacion media

Se define la tasa de variacién media de una funcidn fentre . (a,f(a))
los valores a 'y b como:

WM, by = L O 1@
b—a
La tasa de variacién media determina la velocidad media,

si la funcién f'es una funcidn espacio — tiempo, y determina
la pendiente o coeficiente angular de la recta secante que

pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

& (b, f(b)

La tasa de variacion media de una funcidn fen el intervalo (a, b) coincide con la pendiente de la recta
secante a la grafica de la funcidn que pasa por los puntos (a, fla)) y (b, f(b)).

Actividades propuestas

1. C(x) = x* +5x + 1 es la funcién de costes donde C(x) indica el coste de fabricaciéon de x unidades.
Calcula la tasa de variacién media entre 0 y 500 unidades, y la tasa de variacién media entre 200 y
800 unidades.

2. La funcién de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B(x) = x*> + 3x + 2/x , donde B(x)
indica el beneficio que obtiene la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula la tasa de variacidon
media de los beneficios entre 10 y 50 unidades, y la tasa de variacién media de los beneficios entre
100 y 400 unidades.

3. Una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado son C(x) = 2x +
Jx , y que los ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por I(x) = 3x +
x2. Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. (Observa que
estas funciones no son continuas, no se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una funcién
escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas). Determina la tasa de
variacién media si se contratan entre 400 y 4000 trabajadores.
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Derivadas

1.2. Concepto de derivada de una funcion en un punto
Del curso pasado ya conoces la definicidén de derivada. Vamos a recordarla.

Recuerda que:

La derivada de una funcién en un punto responde al estudio de dos problemas aparentemente
distintos: El primero es el estudio del ritmo de variacién de la funcidn en dicho punto. El segundo es de
indole geométrica: la derivada de una funcién en un punto indica el valor de la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcién en ese punto.

El estudio de la tasa de variacién media nos resultaba insuficiente para resolver determinados
problemas.

Por ejemplo: Si un avion (o un coche) sufre un accidente, y los expertos quieren
determinar las causas, no les interesa la velocidad media del avion, (o del
coche) sino la velocidad instantanea en el momento del accidente.

Otro ejemplo mds: Los bomberos utilizan lonas para
recoger a las personas que deben saltar de un incendio.

Para fabricar la lona y que resista deben conocer la velocidad en el momento
del impacto, no la velocidad media de caida.

Definicion:

Si X es un intervalo abierto, /> X — R una funcidén continua en a € X, se dice que f'es derivable en a si
existe el limite:

@@

x—a X—a
y es un numero real (es decir, no es infinito).

El valor del limite lo denominamos derivada de f'en x = a, y lo representamos por f’(a), Dfia) o por

dar
i (a).

r@=bF@=L @)= in IO -, [ D@

xsa X—d h—0 h
Actividades resueltas
+ Calcula la derivada en el punto x = 2 de la funcién y = x2.
Sustituyendo los valores de la funcién y = x? en la definicion resulta que:
fx) =x%A2) = 4;
R
Por lo que la solucién pasa por resolver este limite.

Recordando lo aprendido sobre limites, vemos que se trata de una indeterminacion ya que parae x = 2
se anulan el numerador y el denominador.

De manera que, igual que en otras ocasiones, debemos dividir ambos polinomios. Mediante cualquier
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Derivadas

método de descomposicién mediante raices, se comprueba que:
xX>=4=(x=2)(x+2) (suma por diferencia, diferencia de cuadrados)

Asi que, después de sustituir, el limite seria:

2
-4 -2)-(x+2
S'(2) = lim al = lim (x=2)-(x+2) = lim (x+2)=4
x=2 x—2 x—>2 x=2 x—>2

Si f es derivable en un punto entonces la funcién es continua en dicho punto.

Actividades resueltas

% Las funciones cuyas grdficas aparecen a continuacién son continuas en todos los puntos, y
derivables en todos los puntos excepto en x = 0. Observa el comportamiento de la grdfica en

dicho punto.
1] 1]
-2 -1 0 1 | -2 =1 0 i
Los limites laterales existen, pero no coinciden, Los limites laterales existen, pero no coinciden,

valen —1y 1 respectivamente. valen 0y 1 respectivamente.

1_/
1

2 1 0 " 1
T T T T
-2 -1 0 1 2 /

La funcién y = x*3 es continua pero no es La funcién y = x*/3 es continua pero no es
derivable en x = 0. derivable en x = 0.

Actividades propuestas

4. Calcula la derivada de la funciéon f{x) = |x| en x = 0 teniendo en cuenta la definicién de dicha
» six=>0 )
funcién: f(x) = |x| = ] y comprueba que no es derivable.
-x six<0
5. Utilizando la definicion de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados es el valor dado:

a) fix)=x’enx=2=71(2)=12.
b) gx)=x+2enx=a=>g’(a)=1.

6. Estudia la derivabilidad en x = 0 de f{x) = |3, (selectividad)

29 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 6: Derivadas Autora: Maria Molero Aparicio
Revisores: Leticia Gonzalez Pascual Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Derivadas

1.3. Interpretacidon geométrica de la derivada. Recta tangente
Recuerda que:

La pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f{x) en el punto (a, f(a)) es igual a f’(a). Por tanto,
la ecuacion de la recta tangente es:

y=Aa)+f(a)x-a).

Ejemplo:

4 Para encontrar la ecuacidn de la recta tangente a la grdfica de la funcién y = 2x* + 3x enx = 1
buscamos la recta de pendiente f’(1) que pase por el punto (1, f{1)):

A =2-13+3-1=5; f(x)=6x>+3; f(1)=612+3=9;
Ecuacion de una recta de pendiente 9 que pasa por el punto (1, 5):

y=5+9(x—-1)=9%x—-4.

Actividades resueltas
4+ Se consideran las funciones f{x) =x?> —=2x + 3, g(x) =ax’+b
a) Calcula ay b para que las gréficas de f'y g sean tangentes en el punto de abscisa x = 2.

b) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, dibuja las gréficas de ambas
funciones y halla la ecuacién de la recta tangente comun. (Selectividad)

a) Calculamos las derivadasen x =2 = f’(x) = 2x — 2, g’(x) = 2ax =
f(2)=2,g'(2Q)=4a=>2=4a=>a=%.
Parax=2=f2)=3=g(2)=(1/2)4+b=2+b=b=1.

b) Recta tangente en (2, 3) de pendiente 2: y =3 +2(x —2) =2x — 1.

Las funciones son parabolas de vértices (1, 2) y (0, 1) respectivamente, que
pasan por el punto (2, 3).

Actividades propuestas

7. Dada la funcidn f{x) = 6x% — x3. Halla un valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f'en el
punto (a, f(a)) sea paralela a la recta y = —15x. (selectividad)

8. Se considera la funcidn f(x) = x*> + m, donde m > 0 es una constante.

a) Para cada valor de m halla el valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f'en el punto (a, fla))
pase por el origen de coordenadas.

b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x). (selectividad)
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Derivadas

1.4. Funcion derivada. Propiedades

Recuerda que:

Si f'es derivable en X c ‘R se llama funcién derivada de f'a la funcidn que asocia a cada ndmero real de

d
X el valor de la derivada de f'en dicho punto. A esta nueva funcién la designamos por f”, Df o zf
X

Por ejemplo
En el caso: fix) = x* su derivada en x = a es f’(a) = 3-a. Por lo tanto, si f{x) = x> entonces f(x) = 3-x>.
Pero a la funcion derivada podemos volverla a derivar, y obtener asi la derivada segunda: f”(x) = 6-x.

Y volver a derivar, obteniendo la derivada tercera: f ”’(x) = 6. Y la cuarta: f(x) = 0. ¢Cuanto vale la
derivada 28 de esa funcion? ¢Sabes hacerla? iClaro que sabes! A partir de la derivada tercera todas las
derivadas valen cero.

Las derivadas sucesivas se pueden nombrar: /7, f”, £, f¥, .., f™, o también Df, D?f, D, ..., Df.

Actividad resuelta

+ Calcula la derivada n-ésima de f(x) = 1 :
X

SM(x)

(=D"n!
- n+1

f@ =t p = o e = EUED
X X X

Actividades propuestas

9. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

1 N (-1)"n! f(x):1+x:f”)(x): 2-n!
== MW= | 0 s
Notacion diferencial
La tasa de variacion media de una funcién y = f(x) en el intervalo (a, a + h) es: Ja +h2—f(a) siendo el

numerador el incremento de la funciéon y el denominador el incremento de la variable. Gottfried

Wilhelm Leibniz utilizd la notacion: d_y para denotar la derivada de la funcion y respecto de la variable
x

x, donde dy y dx no son numerador y denominador, sino un todo inseparable. Se lee, derivada de y
respecto de x.

Esta notacion es util, sobre todo, si hay distintas variables.

Ejemplo:

% Si S =42 entonces i’—S =8nr.
r

+ SiV=mar*h entonces ﬁ =2nrhy ﬁ = 2,
dr dh
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Derivadas

2. CALCULO DE DERIVADAS

La funcion derivada es lineal

Recuerda que:
La derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas de cada una. Es decir:

(f+g) @) =,(x)+g'(x)
La derivada de una funciéon multiplicada por una constante es igual a la constante por la derivada de la
funcion:

Si f(x) = c-g(x) entonces f’(x) = c' g '(x).
Estas dos propiedades, que ya conoces del curso pasado, nos indican que el operador derivada, D, es
lineal y permiten escribir: D(f+g)=Df+ Dg D(cf) = cDf

Operaciones con derivadas
Recuerda que:

Conoces el comportamiento de la derivada con otras operaciones, el producto, cociente, composicion....

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la primera funcién por
la segunda funcidn sin derivar mas el producto de la primera funcion sin derivar por la derivada de la

segunda funcion: (-2’ =f"(x) - gx)+fix) g’ )

La derivada del cociente de dos funciones es igual a la derivada del numerador por el denominador sin
derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denominador, divididos por el cuadrado del

ijl(x) )80~ ()£
g [¢0)F

denominador: (

La regla de la cadena expresa la derivada de la composicién de funciones (f o g)x) en términos de las
derivadasdefyg:  h(x)=(fcg)x)= f(g(x)) = 1'(x)=(f°g)(x)= f'(g(x)) g'(x)

& _4 dg
dx dg dx

0 escrito en notacion de Leibniz:

Actividades resueltas
+ Calcula la derivada de y = (x” + 2)°.

Para aplicar bien la regla de la cadena es muy importante que comprendas bien la composiciéon de
funciones. En la derivada propuesta tenemos la funcién potencial “elevar a 5”, cuya derivada conoces
bien 5x*, y la funcién x” + 2 cuya derivada es 7x°.

Aplicamos la regla de la cadena, primero la derivada de la funcidon potencial en el punto x” + 2, y luego
multiplicamos por la derivada de esta funcién:  y’ = 5(x" + 2)* - 7x°.
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“ Derivadas

4+ Sabiendo que la derivada de la funcién y = sen(x) es y’= cos(x) utiliza la regla de la cadena para
comprobar que:

a) y = sen’(x) =y’ = 2sen(x) - cos(x) b) y = sen(x*) =y’ = cos(x?) - 2x

+ Sabiendo que la derivada de la funcién f(x) = Jx es f'(x)= comprueba que:

1
24/x

2 2 1+4x?
) 2+x :> f'(x) = d = —
70 2-x4-x = X 1+x2 e T 1+ x7Y
e) f(X)=CB+x)V3—x= f'(x)= 3A=x) f)f(x):w/x2+9 = f'(x)=

X
2Wix NS
Actividades propuestas

10. Si f'y g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f{1) =2, f{2) =5, g(1) = 1, g(2) =
f(1)=3,f(2)=6,1'(6) =4,g°(1) =1, g’(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de: a) (f o g)'(2); b)
(gof)M;c) (g f)(2);d) (fof)A).

11. Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables en un punto x. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es

derivable obteniendo la expresion de su derivada: D[u(x)-v(x)] = v (x)-v(x) + u(x)-v’(x)
(Selectividad Septiembre 1995)

Otras reglas de derivacion

Del curso pasado ya conoces algunas reglas de derivacidn de funciones. Vamos a repasar algunas y
estudiar otras nuevas.

Derivada de la funcién potencial: La derivada de la funcién f{x) = x*, para cualquier valor numérico de k%,
es f (x) =kt

1
Derivada de la funcién logaritmo: Si f(x) = loga(x) entonces f ’(x) = — loguae.
X

Derivada de la funcion exponencial: Si y = a* entonces y’ = a*- In(a).
Derivada de la funciéon seno: Si f{x) = sen(x) entonces f ’(x) = cos(x).

Derivada de la funciéon coseno: Si f{x) = cos(x) entonces f '(x) = —sen(x).

Actividades resueltas

+ Observa cémo se han obtenido las derivadas siguientes:

Funcion |[0=x" | )= /x =x"?| )= 2/x =xn ) = 1x=x" ) = 12 = x2
Derivada /(0 =6x" | 1 ) = (1/m)xm-1 = ] -
S®= / 1 fEO=Cn?=— )= —
Wx o ((Unpeon= L 2 .
nl. n-1
nvx
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Derivadas

4 Calcula las siguientes derivadas y comprueba el resultado:

3 2 2
a) f(x>=%:>f'(x>=—ﬁ b) f(x)zx‘;—“‘: f'(x)=¥

1
d) /i) = In(® —7x%) = f(¥) = —5———5 - (5% = 56x7)

1
3%/? x5 - 7x8

_ 5 . ey L I 5 (x+1)° 3+ D)2 (x -1
e) f(x)—\/E+i/;+;:> f(x)—ﬁ‘FW—? f) f(x)="—F—=— N = f(x )_%

(x+4) (x+2)(x+4)
h - —
) fx) = x+3 S1x) = (x +3)?

0 f)=Ax= )=

8) f(x)=(2x-1)(x?=6x+3)= f'(x)=6x>-26x+12

Derivada de la funcion logaritmo

Vamos a estudiar la derivada de una funcidn muy interesante, la funcion logaritmo, y vamos a utilizar
una técnica muy util, la derivacién logaritmica, para calcular las derivadas de otras muchas funciones.

1
Si f(x) = loga(x) entonces f’(x) = —logee.
X

Demostracion

Utilizamos la definicién de derivada:

_ f(x+h)=f(x) _  log,(x+h)—log,(x) _

f(X):h—>0 X+h—x h—0 h
Por las propiedades de los logaritmos: a) loguA — logaB = loga(A/B); b) k-logeA = logaA"
xl
1 Xh E
N Xx+hYn o 1 1 1
f(x)—hnjologa( ” ] —hnjologa(1+;) —hnjologa 1+X Xh/gq log, 1+j
h h

Calculamos el limite, que es un limite tipo e.

Recuerda que € = /im [l+—j y que los limites en que la base tiende a 1, y el exponente a infinito se
n—ow n

calculan utilizando esta definicion del numero e.
f'(x)= % loga(e), c.q.d.
Actividades resueltas
+ Halla la derivada de f{x) = In(x* — 7x°)
Tenemos que utilizar la derivada de la funcidn logaritmo neperiano (f{x) = In(x) = f'(x) = 1/x) y la regla

de la cadena f'(g(x)) - 2’(x), donde g(x) = x° — 7x* y su derivada: g ’(x) = 5x* — 21x%. Por tanto:

fx) = ﬁ (5x* = 21x%)
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Derivadas

Actividades propuestas

12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = log(x> — Tx*)12
b) y = log2(3x* — 5x2)”

5 9.3
oyl =80 )

3x-2

d) y=In3/(22? + 4x7 |

Técnica de la derivacion logaritmica

Esta técnica consiste en aplicar logaritmos a los dos miembros de la funcidn, y a continuacién, derivar.

Actividades resueltas
+ Utilizando derivacién logaritmica halla la derivada de f(x) = e* =3*)

1) Aplicamos logaritmos neperianos: [n(f(x)) = ln(e™ ~7%")
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(f(x)) = In(e® = 7)) = (x> - 7x%) - In(e) = (x* — Tx*)
3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: %-f'(x) =5x* —21x?
X

4) Despejamos f7(x):
£(x) = flx)- (5x* = 21x%) = e = ") (5x* — 21x2).
4 Halla la derivada de la funcién exponencial f(x) = a*.
Utilizamos la misma técnica. Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: /n(f(x)) = In(a*)
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(fix)) = In(a*) = x - In(a)

1
3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: mf'(x) = ln(a)
X
4) Despejamos f7(x):
f'(x)=fx) -In(a) = a*- In(a).
Siy=a* entonces y’ = a*- In(a).
Siy=e*entonces y’ = e".

La funcidn exponencial y = e* coincide con su derivada, y’ = €~
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Derivadas

+ Halla la derivada de la funcién potencial f(x) = x*, k R.

Ya conoces su derivada cuando el exponente es un nimero natural. Ahora vamos a demostrarlo siendo
el exponente cualquier niumero, negativo, fraccionario... Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te
ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: In(f(x)) = In(x")
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(f(x)) = Zn(xk) =k -In(x)

3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: m f'(x)=—
4) Despejamos f7(x):
) =fx) - (kix) = x* - (k/x) = ka1
Siy =x¥entonces y’ = kx*!, k eR.
#+ Halla la derivada de la funcién exponencial — potencial: f(x) = g(x)"™.

Utilizamos la misma técnica. Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: In(f(x)) = In(g(x)"™)
2) Utilizamos las propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este
ejemplo, el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(Ax)) = In(g(x)"™) = h(x) - In(g(x))

3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: m S'(x)=h'(x)-In(g(x))+ h(x)- ? g'(x)

4) Despejamos f7(x):
/()= 1(x)- (7' (x)-In(g(x))+ A(x) L g'(x))
g(x)

Esta férmula no te la aprendas de memoria. Es preferible aplicar derivacion logaritmica en cada caso
concreto.

4 Halla la derivada de la funcién exponencial — potencial: f(x) = x*.
Utilizamos la misma técnica. Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: /n(f(x)) = In(x*)
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(f(x)) = ln(x") =Xx - In(x)

1
3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: m S'(x)=1-In(x)+x-—=In(x)+1
X

4) Despejamos f7(x):
S (x) =x"(In(x) + 1)
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Derivadas

4+ Ya sabes que la funcién tangente se define como el cociente entre el seno y el coseno y que la
derivada de la funcion seno es la funcion coseno. Calcula las siguientes derivadas utilizando la
técnica de derivacion logaritmica y comprueba los resultados:

sen (x)

te(x) \/— ( sen(x) cos(x) - ln(x))

Xcos (x)sen (%)

a) f(x) =" = 1(x) = ) (cos( x)-In(x) +

—) | b) fm=Yr = f'(x)=

Actividades propuestas

13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y:msx]]_ b) v3x \/_ _(3)&74—4)-\/;. . 3X7

- ; C)y d)y_

3% +7 Y 2x+5

14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2x* —5x

d) y=3‘/5+‘/5x—is
X

15. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

3 3
2) y= \/2: 5—7x (3 7_sy )3 b) y:\/(x +5x)(4x” —6x)

1+e

a) f(x)= log1
J4 —9senx Senx — X Ccos x

b) f(x)=(2-3x)log(2-3x)

) S(x) = log 3+2cosx d) f)= COS X + xsenx

16. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a) y= Gy b) y = (2x+7)% =)
c)y = (x + e -5 d) f(x) = ()"

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ 4 + senx V6x+8
a)y = log, b) y=e
4 — senx
7x 5x
C) y=sen(ln—) d)yzln—
V1-2x? 16 - x*
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Derivadas

3. APLICACIONES DE LA DERIVADA

3.1. Crecimiento y decrecimiento

Recuerda que:

Si f’(a) > 0 entonces la funcidn y = f(x) es creciente en x = a.

Si f’(a) < 0 entonces la funcidn y = f(x) es decreciente en x = a.

Actividades resueltas
+ Determina siy = 2x> + 5x — 8 es creciente o decreciente en x = 3.

Calculamos la derivada: y’=4x + 5; enx=3:y’(3) =4(3) + 5= 17 > 0. La funciodn es creciente.

4+ El departamento de “marketing” de una empresa estima que los ingresos mensuales que va a
producir el lanzamiento de un nuevo producto vienen dados por: y = 20 + 4> — 0.3#, donde ¢ es
el tiempo expresado en meses desde que el producto salga al mercado, e y son los ingresos en
cientos de euros. a) Calcula si los ingresos estan creciendo o decreciendo a los 3 meses de
lanzamiento del producto. b) ¢Durante qué periodo de tiempo aumentan los ingresos? c)
¢Durante qué periodo de tiempo disminuyen?

Solucion:

a)y=8t—0.9 ¢, y’(3)=24-8.1 > 0. Creciente.
b)8¢-0.9£=0—->18-09)=0—->1=0,8=0.9¢f— t=28/0.9 = 8.89.
Aproximadamente a poco menos de los 9 meses empiezan a descender los ingresos.

c¢) La funcidén derivada es una parabola que cortaa losejesent=0yen = 8/0.9 ~ 8.89. Antesdet=0vy
después de t = 8/0.9 ~ 8.89 es negativa. Los ingresos antes de 1 = 0 no tienen sentido. Luego crecen
hasta r = 8/0.9 ~ 8.89. Y luego son decrecientes en (8.89, +o0).

Actividades propuestas

18. a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x* + 27x. b) Determina
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x* — 27x. c) ¢Cédmo son en x = 0? d)
iYenx=3?¢Yenx=-3?

19. Una empresa determina que los costes de produccidn por trabajador contratado son C(x) = x + /x
, ¥ que los ingresos por ventas, también por trabajador contratado, vienen dados por I(x) = 3x + x°.
Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. La funciéon
beneficios B(x) respecto del nimero de trabajadores contratados, ées creciente o decreciente?

292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 6: Derivadas Autora: Maria Molero Aparicio
Revisores: Leticia Gonzalez Pascual Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde




Derivadas

3.2. Maximos y minimos
Recuerda que:

Una funcidén alcanza en (a, f(a)) un maximo global o absoluto si f{a) es el mayor valor que alcanza la
funcion.

Una funcidén alcanza en (a, f(a)) un minimo global o absoluto si f(a) es el menor valor que alcanza la
funcion.

Una funcién alcanza en (a, f(a)) un maximo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el
que f{a) es el mayor valor de la funcién en ese intervalo.

Una funcién alcanza en (a, f{a)) un minimo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el
que f{a) es el menor valor de la funcidn en ese intervalo.

Ejemplo:

La funcién y = x*(x — 2) + 4 de la gréfica del
margen no alcanza ni maximos ni minimos
absolutos, pero alcanza un maximo relativo en
punto 4 (0, 4) y un minimo relativo en el punto B.

Ejemplo:

: La funcion de la grafica del margen no tiene maximos
. absolutos, pero alcanza maximos relativos en x = -1.25 y
enx=0.5.

' Tiene tres minimos que son a la vez absolutos y relativos
enx=-2,x=0yenx=1.

Reflexiona:

Imagina una funcién continua y con derivada continua. Antes de que la funcién alcance un maximo,
debe ser una funcion creciente, y después del maximo debe ser la funcion decreciente. Por tanto, antes
de un maximo la derivada debe ser positiva, y después debe ser negativa.

En consecuencia, si la funcién tiene un maximo en un punto a de un intervalo y es derivable en dicho
punto, entonces la derivada en el maximo es cero.

Hacemos un razonamiento similar para un minimo.

Antes de que una funcién alcance un minimo, debe ser una funcién decreciente, y después del minimo
debe ser creciente. Por tanto, antes de un minimo la derivada debe ser negativa, y después debe ser
positiva.

En consecuencia, si la funcidn tiene un minimo en un punto a de un intervalo y es derivable en dicho
punto, entonces la derivada en el minimo es cero.
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Derivadas

Si una funcién tiene un maximo o un minimo en (q, f{a)) y existe f’(a), entonces f’(a) = 0.

Se denomina punto singular o punto critico de y = f{x) a los puntos en los que se anula la derivada.

Para saber si un punto critico es un mdaximo, o un minimo, o un punto de inflexion de tangente
horizontal podemos utilizar alguno de los tres criterios siguientes:

Criterio 1:

Si f’(a) = 0, estudiamos los valores de x préximos a a, tanto a la derecha como a la izquierda.

Criterio 2:

Estudiar el signo de la derivada en puntos x préximos a a, con lo que sabremos si la funcion crece o
decrece en esos puntos.

Criterio 3:
Sif’(a)=0yf ’(a)> 0 entonces (a, f{a)) es un minimo.
Sif’(a)=0yf (a) <0 entonces (a, f{a)) es un maximo.

Actividades resueltas
#+ Calcula los mdximos y minimos de la funcion: y="x*+ 5x.

Solucion:

Calculamos la derivada y la igualamosa 0: y’=14x+5=0=x=-5/14.

Para saber si es maximo o minimo calculamos la derivada segunda: y"" = 14 > 0. Es

un minimo.
La funcidn es una pardbola de vértice (—5/14, 7(-5/14)2 + 5(-5/14)) = (-0.38, —0.89).

Para x < —5/14 la funcidn es decreciente, y para x > —5/14, es creciente.

+ La funcién y = 20 + 42 — 0.3£ indica los ingresos mensuales por un nuevo producto que ha salido
al mercado. Calcula cuando los ingresos son mdximos y cuando son minimos.

Solucion:

Calculamos la derivada y=8t—-09 £, > 8- 0.9#=0 - #(8—-09)=0—-1=0,8=09t —>1=8/09 =
8.89. Los puntos criticossont=0y = 8/0.9.

Calculamos la derivada segunda y’’ =8 — 1.8 ¢,

Ent=0—y"'(0)=8>0, es un minimo.

Ent=8/0.9~8.89 — y’’(8/0.9) =8 — 1.8(8/0.9) = 8 — 16 <0, es un maximo.

Por tanto, la funcidon tiene un minimo local para =0, en el punto (0, 0) y un maximo local para ¢ = 8/0.9,
en (8/0.9, 125.35).
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Derivadas

Dos observaciones importantes

1) Pueden existir maximos o minimos en puntos donde no exista la derivada.

Por ejemplo:

La funcién valor absoluto de x tiene un minimo en (0, 0).

| |_ xsix>0
M= —xsix<0

Pero la derivada no se anula en (0, 0). No existe. La
derivada a la derecha de 0 vale 1, y la derivada a la
izquierda vale —1. Son distintas, luego la funcién no es
derivable en (0, 0).

2) Pueden existir puntos donde la derivada valga 0 y sin embargo no sean
ni maximos ni minimos.

Por ejemplo:

La funcién y = x* de derivada y’ = 3x%, que se anula en (0, 0) no tiene en dicho
punto ni un maximo, ni un minimo. La funcién es siempre creciente. Va a tener
en (0, 0) un punto de inflexion de tangente horizontal.

Para estar seguros de no perder ninguna posible solucidn conviene, para determinar todos los maximos
y minimos absolutos y relativos de una funcién, buscar:

1) Los puntos donde se anula la derivada: f’(x) = 0.
2) Los puntos donde la funcién no sea derivable.
3) Los valores de f{x) en los extremos del dominio de definicion de la funcion.

Determinar el valor de la funcién en todos estos puntos y comparamos estos valores.

Actividades resueltas

# Determina los mdximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = x> — 9x* + 24x, en el
intervalo [1, 3] y en el intervalo [1, 5].

La funcién es derivable en todos los puntos. f’(x) = 3x* — 18x + 24, que se anulaen x =2 y en x = 4.
Ambos valores pertenecen al intervalo [1, 5], por lo que los valores a valorarson: 1,2, 4y 5.

En el intervalo [1, 3] el punto x = 4 no pertenece, luego tenemos que valorar 1, 2 y 3.

11) = 16; f(2) = 20; f(3) = 18; f(4) = 16; f{5) = 20.
Calculamos la derivada segunda: f”’(x) = 6x — 18, en los puntos donde se anula la derivada:
f7(2)=-6<0;f(4) =6. En (2, 20) se alcanza un maximo relativo y en (4, 16) un minimo relativo.
Intervalo [1, 3]: Maximo absoluto y relativo es (2, 20) y minimo absoluto es (1, 16).

Intervalo [1, 5]: Maximos absolutos es (5, 20) y (2, 20), minimos absolutos son (1, 16) y (4, 16).
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Derivadas

4 Determina los mdximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x| en el intervalo
[-6, 2].

La funcidn no es derivable en (0, 0). La derivada vale 1 si x es positivo y —1 si x es negativo, por lo que la
derivada no se anula en ningun punto. Estudiamos los extremos del intervalo, -6 y 2:

fl-6)=1-6l =6;/2)= 2] = 2.

El minimo absoluto de la funcién se alcanza en (0, 0) y el maximo absoluto en (-6, 6). Hay un maximo
relativo en (2, 2).

Actividades propuestas
20. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=x*-1;
b)y=3x*+9;
c)y=4x*-2x*+5;
d) y =9x> - 3x2.

21. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima cuando
estos son iguales.

22. Calcula los méaximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: fix) = 2x> — 3x* + 72x, en el
intervalo [-5, 5] y en el intervalo [1, 4].

23. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=Ix-9l;
b) y=Ix+ 21 + Ix — 3I.

24. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 2| en el intervalo
[_41 4]

25. Se considera la funcidn:

e*—-1 six<0
f@=1",

x“+x six>0

Contesta, razonadamente, a las siguientes preguntas:
a) ¢Es continua en el punto x = 0?
b) ¢Es derivable en el punto x = 0?

c) éAlcanza algun extremo? (selectividad)
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Derivadas

3.3. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion
Sea f: [a, b] > R una funcidn. f'es convexa [a, b] si para toda terna xo, x, x1 del intervalo con xo< x < x1
se verifica que:

f@=fGy) _ )= ()

fes céncava [q, b] si, en las mismas condiciones, se verifica que:
VAC P ACYIACHACTY

Convexa Concava
Observa que para esta definicién no se ha impuesto ser derivable a la funcidn. Si la funcidn es derivable
dos veces en el intervalo de estudio se tiene:
= f">0
< f">0
= f"<0
< f'"'<0
Observa también que si la funcidén es convexa, la grafica queda por encima de la recta tangente, y si es
concava, por debajo.
Del mismo modo que en los puntos de la gréfica de una funcién en los que se anula la derivada primera
se produce un cambio, pasa de creciente a decreciente, o viceversa, en los puntos en los que se anula la
derivada segunda también se produce una modificacidon en la gréfica, pasa de cdncava a convexa, o
viceversa.
Vamos a analizar ese cambio estudiando algunos casos:

TN

En las cuatro gréficas de arriba hemos sefialado un punto y la recta tangente en ese punto. La derivada
segunda se anula en los puntos sefialados de las cuatro gréaficas. Analiza lo que ocurre. Observa que la
recta tangente deja a la grafica unas veces por arriba y otras por abajo. Diriamos que atraviesa la
grafica. Hay un cambio en la concavidad. Esos puntos se llaman puntos de inflexion.

Si la funcién y = f(x) tiene un punto de inflexién en x = a, y existe la segunda derivada, entonces se
anula f”’(a).

fes convexa [a, b] <> f” es estrictamente creciente

fes concava [a, b] < f” es estrictamente decreciente
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Derivadas

Si ademads, como en la primera grafica y en la cuarta, se anula la derivada primera se dice que tiene un
punto de inflexidon de tangente horizontal.

Observa las graficas siguientes. Hay maximos, minimos y puntos de inflexion en el origen (0, 0).

- 1 "
0 4
- 0 1

o

-1

0

-1

.1_

4
y =x4 y=x5 y = X6 y=-x7
y’'(0) =y”(0)=y’”(0) = 0; y“'(0) >0 y’(0) =y”(0) =y’(0) = y(0) = 0; y’(0) =y”(0) =y’ (0) = y¥(0) = y’(0) =y”(0) =y’(0) = y“(0) =
Minimo y"(0) =0 y"(0) = 0; y*!(0) < 0. y"(0) =y*’(0)=0; y""(0) =0
Punto de inflexion de tangente Madximo Punto de inflexion de tangente
horizontal horizontal

Las propiedades estudiadas se pueden generalizar con el siguiente teorema:
Sea f: [a, b] = R una funcion k + 1 veces derivable en [a, b] y sea c un punto de (a, b). Entonces:
1) Sif(c)=f"(c)=..=f"P(c)=0, f*V (c) #0y k es impar:
Si %" (c) < 0 entonces falcanza un maximo relativo en c.
Si %" (c) > 0 entonces falcanza un minimo relativo en c.

2) Sif(c)=..=fP(c)=0, f¥V (c) # 0y k es par, entonces ftiene un punto de inflexién en c. Si
ademas f’(c) = 0 la tangente del punto de inflexion es horizontal.

Actividades resueltas

+ Determina los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion f(x) =

x>+ 2x. 5
Calculamos la derivada segunda f’(x) = 5x* + 2; ”/(x) = 20x>. Se anula en x /
= 0. Calculamos las derivadas sucesivas: 1]
S77(x) = 60x%; f1M(x) = 120x; f (x) = 120; f(0) = f7(0) = 0y f (x) # .
La primera derivada que no se anula en x = 0 es la quinta, es impar, luego — g . -
en (0, 2) hay un punto de inflexidn, y como no se anula la derivada primera )
no es un punto de inflexién de tangente horizontal. i
La derivada segunda f ”(x) = 20x> es positiva si x > 0 y negativa si x < 0, por p
tanto la funcién es convexa si x > 0y cdncava si x < 0. / 3

Actividades propuestas

26. Sabiendo que una funcién f{x) tiene como derivada  f7(x) = (x — 4)%(x*> — 8x + 7),
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f
b) Halla los maximos y minimos relativos de f

c) éEs el punto x = 4 un punto de inflexidn de f? Justifica razonadamente la respuesta.
Septiembre 04. Opcion A
27. Determina los maximos, minimos y puntos de inflexion de las funciones siguientes:
a)y=x>-3x*+6x+11; b)y=x*-Tx+3§;
)y=x"+2; dyy=x*-3.

292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 6: Derivadas Autora: Maria Molero Aparicio
Revisores: Leticia Gonzalez Pascual Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Derivadas

3.4. Representacion grafica de una funcion

Una de las aplicaciones de la derivada es la representacion grafica de funciones. Vamos a seguir un
orden para hacerlo:

1) Puntos de interseccidn con los ejes coordenados.

2) Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito.

3) Derivada primera: crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
4) Derivada segunda: concavidad y convexidad. Puntos de inflexidn.

Actividades resueltas

)= (x—=1(x+3)
(x+1D)(x=-2)

1) Puntos de interseccion con los ejes coordenados: En ocasiones es dificil encontrarlos. En otras
es sencillo como en este caso. Parax =0 — y = 3/2, A(0, 3/2) punto de interseccidn con el eje de
ordenadas. La ordenada vale 0 para x =1y para x = -3, B(0, 1), C(0, —3) que son los puntos de
interseccion con el eje de abscisas.

2) Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito: La funcién esta definida en
toda la recta real excepto en los valores que anulan al denominador, donde tenemos dos
asintotas verticales: x = —1 y para x = 2. Cuando x tiende a infinito la y tiende a 1, luego tenemos
una asintota horizontal: y = 1.

#+ Haz un esbozo de la grdfica de la funcién racional: f{(x

En muchas ocasiones con esta informacion ya somos capaces de hacer un primer esbozo de la grafica:

I
|
|
|
|
|
|
|
}
|
|
|
|
|

H"“w
) [ - -2
-2
2
—2x+2
X TAATL Six<0
4 Haz un esbozo de la grdfica de la funcion: f{x) = X tl
— six>0
X

1. Puntos de interseccion con los ejes coordenados.

La rama | no corta al eje de abscisas. La rama Il tampoco. Si x = 0 en la rama Il tenemos que f{0) = 2, el
punto B (0, 2) de la gréfica.

2. Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito.
La funcién f{x) es continua en todos los puntos salvo en {0, —1}

X

Comportamientoenx =0: [im € 0. Ala izquierda de 0 toma el valor 2.
x—=0" X

En x = —1 tiene una asintota vertical.

. . . xP-2x+2 , e
Comportamiento cuando x tiendeaow: /im ———"=—w0 [im —=4wo..
X—>—0 x+1 x40 X
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188 Derivadas

3. Derivada primera: crecimiento y decrecimiento. Mdximos y minimos.’

x24+2x—4 :
5 six<0 | 4.
f@=] &+l |
¢ (xz— D six>0 I 2 A(1.e)
x : B(0,2)
En x = 0 no es derivable pues no es continua. | 0
Observando el signo de la derivada tenemos que la funcién es ’-6 '-4 '-2 | 0 '2
creciente en el intervalo (—o,-1-4/5), decreciente en el I_2
intervalo (-1-4/5,-1), decreciente en (-1, 0), decreciente en i
(0, 1) y creciente en (1, +x) : 4
En x =1 hay un minimo: 4 (1, e). | ]
Enx = —1-+/5 hay un maximo, en el punto C de la grafica. :-5_
4. Derivada segunda: concavidad y convexidad. Puntos de I
inflexion. & -8
|
10 . |
— six<0 110.
e (x"-2x+2) .
3 six>0

X

La derivada segunda no se anula en la rama | ni en la rama Il. No hay puntos de inflexion. Es cdncava de
(—o0,—1) y convexa de (-1, 0) y de (0, +).

Actividad resuelta
2x
x+1°
Ahora queremos representar graficamente la funcidn, no hacer un simple esbozo. Es decir, queremos
aplicar paso a paso todo lo que hemos aprendido sobre funciones en el dibujo de la grafica.

#+ Representa grdficamente la funcién f(x)=

- Dominio: Anulamos el denominador:
x+1#20=>x#-1
Por tanto, Dom f(x) = R — {1}.

- Cortes con los ejes:

2
0 EjeX: f(x)=—x1=O:>2x=O:>x:0:>(O,0)
X+
O Eje Y:ya hemos visto que y =0 cuando x = 0.
- Simetria: Las potencias de x son impares, pero hay un término independiente, luego no

tiene simetria. Podemos comprobarlo:

Fex) 2-(=x) -2x  2x | = f(x)
—X)= == =
(=x)+1 —x+1 x-1|=-f(x)
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Derivadas

- Regiones de existencia:

Los cortes con los ejes y el dominio definen los intervalos (-, —1), (-1, 0) y (0, +x).

Intervalo (—o0, —1) (-1,0) (0, +o0)
S (x0) f=2)=4 | f(-05)=-2 | f()=1
S(x) Positiva Negativa Positiva

- Asintotas:

O Horizontales: analizamos el limite en el infinito

. 2x , .
lim—— =2 = y =2 es una asintota horizontal

oo x +1
O \Verticales: analizamos qué ocurre en x = —1:
, 2x -2
2 -2 lim =— =+
im e N A . = x = —1 es una asintota vertical
—>-ly+1 "O" I 2x -2

im
1" x+1  0F
0 Como tiene asintotas horizontales, no tiene asintotas oblicuas.

2x 2
- Monotonia: hallamos la derivada: === )=
x+1 (x+1)
y vemos que nunca se anula. Del dominio definimos los intervalos: (— oo,—l) Y (— 1,+oo).

Intervalo (—o0, —1) (—1, +o0)

f'(x) | f1(=2)=2>0 | f(0)=2>0

Creciente Creciente

S(x) o o

Es siempre creciente.

- Maximos y minimos: Como la derivada no se anula, no hay maximos ni minimos relativos.

- Curvatura: Hallamos la derivada segunda:

) vor_ 4
POy T O oy

gue tampoco se anula en el dominio de la funcién. Consideramos, como antes, los
intervalos: (—o0, —1) y (= 1,4).

Intervalo (—o0, —1) (- L4+o0)
() | f1(=2)=+4>0 | f"(0)=-4<0
Cdncava Convexa
ARY A

- Puntos de inflexidén:

Como la derivada segunda no se anula, no hay puntos de inflexion.

Con toda la informacién recopilada podemos dibujar la gréfica de f{(x):
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Derivadas

Actividad resuelta

#* Representa grdficamente la funcién f(x)=~/x" -4 .
Si s6lo nos interesa hacer un esbozo rapido de la grafica de una funcién definida con una raiz cuadrada,
podemos hacer un esbozo de la funcion de dentro de la raiz, y teniendo en cuenta que no estd definida
cuando resulte negativa, aplicar la raiz a lo obtenido.

Ahora queremos hacer paso a paso la representacidn grafica de esta funcién:
- Dominio: Al tener indice par, el radicando ha de ser mayor o igual que cero:

x<=-2

X —4>0=>x* >4
x>+42

También podemos factorizar el radicando y analizar los signos:

xP—4=(x+2)-(x-2)

Intervalo (~o0, =2] (-2,2) [+2, +00)
(x=2) - - +
(x+2) - + +
xX2—4 + - +

f(x) Existe Existe

Por tanto, Dom f(x) = R — (-2,+2) = (00,2 ] U [+2,+0)

- Cortes con los ejes:

(_25 O)
(+2, 0)
0 Eje Y: x =0 no pertenece al dominio, por tanto, no corta al eje OY.

0 EjelX: f(x)= x2—4=0:>x=i2:>{

- Simetria: x> — 4 es par, luego f (x) también lo es:

Fx) =(=x)? =4 =Vx’ —4 = f(x) = f(x) es par

- Regiones de existencia:

Como f'(x) es una raiz de orden par, es siempre positiva en su dominio:
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Derivadas

Intervalo (—o0,-2] (=2,2) [+2,+00)

f(x) Positiva | ——— | Positiva

- Asintotas:

0 Verticales: No tiene, ya que x> — 4 es continua en todo R.
0 Horizontales: Analizamos los limites en el infinito

lim v x* —4 =+00 = no tiene asintotas horizontales
x—>to0

0 Como no tiene asintotas horizontales, analizamos las asintotas oblicuas:
2 2 M
X R B Y |x| +1s1x—> 400
m= lim f():hm—: im — = lim = ]
x—t0  x x—>to0 X x—>to0 X x>0y —1s1x > —

(Wx*—4Fx)NWx* -4 £x)
(Vx? -4 £x)

Entonces:

n=lm[f(x)—mx]= 11@[\/)8 ~4Fx]= lim

= lim(—]— hm(—)=0
x—>to0 4 + X x—>to0 _ 4 + X
Entonces, hay dos asintotas oblicuas:
y=xcuandox >+ e  y=-x cuandox —> -

- Monotonia: Hallamos la derivada:
S =X —4 = [1(x) = —=—
Nx® -4

Al intentar anularla, obtendriamos x = 0, que no pertenece al dominio. Entonces:

Intervalo (- 0,-2) (+2,+0)
fx) | f(=3)=52<0]| fB)==>0
Decreciente Creciente
S(x) o P

- Maximos y minimos:

Como la derivada no se anula en el dominio, no hay maximos ni minimos relativos.

- Curvatura: Hallamos la derivada segunda:

\Vx® -4 x
2
" Vx —4 -4
f'(x)= ﬁ:f(x)— =...=
x"—4 (\/)c2—4)z ( x> —4
gue tampoco se anula en el dominio de la funcidn, y se ve facilmente que es siempre
negativa ya que el signo de la raiz cuadrada es positivo. Por tanto, f(x) es siempre

convexa m

- Puntos de inflexion:

Como la derivada segunda no se anula, no hay puntos de inflexién.
Con toda la informacioén recopilada podemos dibujar la gréafica de f{(x):
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Derivadas

Actividades propuestas

28. Determina el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x) = 3x° = 2:* + 5, b) f(x) = cotg x, ) f(x)= x2—34 ,
o
D S0 = s ) ()27, ) /()= log(x+1).

29. Determina el conjunto imagen (o recorrido) de las siguientes funciones:

a) f(x)=x"+2x-3, b) f(x) =3x> — 2x2 + 5, ) f(x)=+x—1.

30. Analiza la simetria de las siguientes funciones:

a) f(x)=x2, b) f(x)=x, c) f(x)=x>—6x+5.

31. Estudia las asintotas y el comportamiento en el infinito de las siguientes funciones.

1
— s1 x#=0 x*+2 x2+2
a) f(x)= ) b) f(X)— ;o f)=
-2 x—2
O$x=0
32. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos y la concavidad de:
3
a) f(x)=2x—9x® +12x+5, b) f(x)=x", ) SW="5 i =
1

33. Se considera la funcién f{x) = 5

a) Indicar el dominio de definicién de la funcién fy sus asintotas
b) Hallar los extremos relativos de la funcién f'y sus intervalos de concavidad y convexidad.
c) Dibujar la grafica de f'y hallar su maximo y su minimo absoluto en el intervalo [—1, 1]. selectividad. Opcién A
34. Sea la funcion f(x) = 2x ‘ 4—x |
a) Estudia su continuidad y derivabilidad
b) Dibuja su gréfica. (selectividad)

35. Se considera la funcion

1) = (2x l)

4x? +1
Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funcién f{x). (selectividad)
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Derivadas

3.5. Problemas de optimizacion

A los problemas de maximos y minimos se les suele denominar problemas de optimizacion.

Actividades resueltas

4+ Cortando un mismo cuadrado de las cuatro esquinas de una hoja rectangular de dimensiones
a 'y b se puede construir una caja abierta por la parte superior. Calcula el lado del cuadrado
que hay que cortar para que la caja tenga mdxima capacidad.

El volumen de la caja es el producto de los tres lados. Si cortamos las esquinas el rectdngulo de longitud
b tendrd ahora una longitud » — 2x. Lo mismo el de longitud a. La altura es x.

V=(b-2x)(a—2x)x = 4x> — 2bx* — 2ax* + abx.
Para obtener el volumen maximo, derivamos e igualamos a cero.

B b+a—+b*+a*—ab

V'=12x>—4(b+a)+ab=0 = x = c

Por consideraciones geomeétricas, el valor obtenido es un maximo, pues si el lado del cuadrado vale 0, o
si vale la mitad del lado, el volumen de la caja es minimo, ya que vale 0 pues no se forma caja.

+ Entre todos los cilindros de volumen V dado determina el radio y la altura del de mayor
superficie.
El volumen de un cilindro es igual a: ¥ =nrh, y su superficie total es igual a S = 2nrh + 2172
La superficie depende de dos variables, el radio y la altura. Como nos dicen que el volumen es dado,
despejamos de su expresidon por ejemplo la altura, y la sustituimos en la superficie:

2
h :LZ = S= ZRVL2+21U"2 :—V+21tr2
T r r
Derivamos la superficie respecto a r, e igualamos a cero la derivada:
2V 2V V
S':——2+4nr:0 = 47tr:—2 = =
r r 21

Para saber si ese valor del radio conduce a un maximo o a un minimo. Hallamos el signo de la derivada
segunda:

S":4—I3/+4n:4—V+4n:12n >0
r 18
2

La solucién obtenida nos da una superficie minima.
% V n \ 2n
ol
)

Actividades propuestas

36. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea de
dos litros y la superficie empleada sea minima.

37. Determina las dimensiones de un cono de volumen maximo inscrito en una esfera de radio R =5 cm.
(Ayuda: La altura del cono es igual a R + x, y el radio de la base 72 = R? — x?).

38. Calcula la base y la altura del tridngulo isdsceles de perimetro 8 y drea maxima. (selectividad)
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Derivadas

CURIOSIDADES. REVISTA

Interés de las derivadas

El Analisis y el Cdlculo Infinitesimal han sido
durante trescientos afios una de las ramas mas
importantes de la Matematica, y las derivadas
constituyen su parte central, ya que permiten
comprender las ciencias fisicas y la técnica. Las
cuestiones que plantean proporcionan una
fuente de teoria e ideas que permiten avanzar
al pensamiento.

La razén de esta gran cantidad de aplicaciones
se debe a que la derivada se puede interpretar
como el indice de cambio de una variable
respecto de otra, y las variables que explican
los fendmenos se relacionan entre si por sus
indices de cambio.

Las derivadas sirven como modelo matematico
para el estudio de problemas que surgen en
disciplinas muy diversas. Desde sus comienzos
han contribuido de manera muy notable a
solucionar muchas cuestiones y a interpretar
numerosos fendmenos de la naturaleza. Su
origen histérico es inseparable de sus
aplicaciones a las ciencias fisicas, quimicas,
medicina, ciencias sociales e ingenieria, ya que
para resolver muchos problemas significativos
se requiere la determinacion de una funcidn
gue debe satisfacer una ecuacidon en la que
aparece su derivada.

G. W. Leibniz

Isaac Newton

\

www.apuntesmareaverde.org.es
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Antecedentes

Lo infinitamente pequefio tenia para
Galileo Galilei (1564 - 1642) una
importancia mas inmediata que lo
infinitamente grande, puesto que lo
necesitaba en su dinamica. Galileo
analizo el comportamiento del
movimiento de un proyectil con una
componente horizontal y uniforme, y una
componente vertical uniformemente
acelerada, consiguiendo demostrar que
la trayectoria del proyectil, despreciando
la resistencia del aire, es siempre una
pardbola. Estudié el problema del espacio
recorrido por un cuerpo en caida libre y
se puede considerar que utilizé para su
resolucion las derivadas.

En 1638 aparecid el problema de la
tractriz, propuesto por René Descartes
(1596 — 1650) a Fermat, que realmente
es un problema de tangentes a una
curva, (no pudo resolverlo pues no se
conocia todavia el concepto de derivada),
y fue resuelto en 1674 por Leibniz y en
1690 por Jakob Bernoulli, cuando ya se
conocian los trabajos de Newton vy
Leibniz.

El concepto de derivada comienza con
Isaac Newton (1642 - 1727) y Gottfried
Withelm Leibniz (1646 — 1716). Dice este
ultimo “Considerando la matemdtica
desde el comienzo del mundo hasta la
época de Newton, lo que él ha hecho es,
con mucho, la mitad mejor”. Muy pronto
los cientificos se dan cuenta de que las
derivadas son la expresién matematica
de las leyes naturales.
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Derivadas

/ Newton \

Isaac Newton (1642 — 1727) nacié el mismo afio en que murié Galileo. Los problemas que
motivaron sus descubrimientos fueron el estudio de la dindmica del punto y del sdélido rigido. Sus
primeros descubrimientos matematicos datan de 1665 en que expresd funciones en series de
potencias, y empezd a pensar en la velocidad del cambio de magnitudes que varian de manera
continua tales como areas, longitudes, distancias, temperaturas, etc. asociando de manera
conjunta ambos problemas, las series infinitas y las velocidades de cambio.

Su primera obra impresa: “Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica” fue en 1687
siendo el trabajo cientifico mas admirado de
todos los tiempos, donde es plenamente
consciente del papel de la derivada. Escribid, en
la segunda ley de los principios, la ecuacion de
una piedra que cae por accion de la gravedad
en diferentes medios: aire, agua, aceite... Indica
como evoluciona el sistema.

La influencia cultural fue tremenda. La
naturaleza obedece a leyes generales. Da
origen a la concepcién filosofica de Kant, al
pensamiento de la llustracion y al
determinismo cientifico por el que el
conocimiento de estas leyes llevaria a conocer
completamente el pasado y el futuro. Este
concepto de que las leyes fisicas se pueden
expresar mediante derivadas es el Uunico
concepto de Newton que, en opinidn de
Einstein, sigue hoy totalmente vigente.

Actualmente esta claro que el descubrimiento de Newton precedid al de Leibniz en unos diez
afos, asi como que Leibniz hizo sus descubrimientos de forma paralela a los de Newton, aunque
a Leibniz le corresponde la prioridad de su publicacién, pues lo publicd en la revista “Acta
Eruditorum” en 1684.

Entre sus intereses mas profundos se encontraban la alquimia y la religidon, temas en los que sus
escritos sobrepasan con mucho en volumen a sus escritos cientificos. Entre sus estudios
alquimicos se encontraban temas esotéricos como la transmutacion de los elementos, la piedra
filosofal y el elixir de la vida.

En 1693 sufrié una gran crisis psicoldgica, causante de largos periodos en los que permanecio
aislado, durante los que no comia ni dormia. En esta época sufrié depresion y arranques de
paranoia. Tras la publicacién en 1979 de un estudio que demostré una concentracidon de
mercurio (altamente neurotéxico) quince veces mayor que la normal en el cabello de Newton,
la mayoria opina que en esta época Newton se habia envenenado al hacer sus experimentos
alquimicos, lo que explicaria su enfermedad y los cambios en su conducta.
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Derivadas

/ Leibniz \

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) leyd con atencién las obras de Pascal sobre la cicloide, y
se dio cuenta, hacia 1673, de que la determinacién de la tangente a una curva depende de la
razon entre las diferencias entre las ordenadas y las abscisas, cuando estas diferencias se hacen
infinitamente pequefas. Se hacia pues necesario crear un lenguaje y una notaciéon adecuados para
tratar estos problemas, y lo elegido fue especialmente afortunado ya que facilitdé el razonamiento
légico. Utilizé la notacidon que hoy dia se emplea de dx y del signo de integral, fue el primero en
\introducir el término “derivar” en el sentido de “deducir’ (en una carta de Leibniz a Newton). /

/EI problema crucial que resolvié el calculo de Newton y Leibniz fue el siguiente. Si una\
variable y depende de otra x, y se conoce la tasa de variacidon de y respecto de x para
cambios muy pequefios de la variable x, lo que Leibniz ya denotdé: dy = f(x)-dx, entonces la
determinacion de y respecto de x se puede realizar mediante el calculo de un area, lo que es
conceptualmente mucho mds simple. Esta idea de generalizar las operaciones de derivacién
e integracién como inversas la una de la otra, es el nucleo fundamental de sus
descubrimientos. Ya en el siglo XVII se habian resuelto muchos problemas particulares: la
tractriz, la braquistécrona, la catenaria y algunos problemas isoperimétricos, pero el interés

\del trabajo de Newton y Leibniz reside en la generalizacion. /
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Derivadas

Madame de Chatelet

Gabrielle Emilie de Breteuil, (1706 - 1749), marquesa de Chatelet fue una dama francesa que
tradujo los "Principia" de Newton y divulgé los conceptos del Calculo en su libro "Las instituciones
de la fisica". Era una dama de la alta aristocracia y facilmente podia haber vivido una vida
inmersa en los placeres superficiales, y no obstante fue una activa participante en los
acontecimientos cientificos que hacen de su época, el siglo de las luces, un periodo excitante.

En sus salones, ademas de discutir de teatro, literatura, musica, filosofia... se polemizaba sobre
los Ultimos acontecimientos cientificos. ¢Podéis imaginar una marquesa estudiando
matemadticas? ¢ Podéis imaginar unos salones dorados y cubiertos de tapices en cuyas tertulias, en
lugar de hablar de cotilleos y frivolidades, se discutiera con ardor sobre Ciencia? ¢Se deliberara
acaloradamente sobre el concepto de fuerza, de masa, de derivada o de funcién?

Mme. de Chatelet, al traducir y analizar la obra de Newton, propagd sus ideas desde Inglaterra a
la Europa continental. Quizas, gracias a ella, el determinismo cientifico de Newton permanecié
como idea filosofica hasta mediados del siglo XIX.

Madame de Chatelet era marquesa y se dedicaba
con pasion al estudio. Un crater del planeta Venus
lleva el nombre de Chatelet en su honor.

Se conserva un retrato al 6leo de ella pintado por
Maurice Quentin la Tour, y comentado por un
viajero con estas palabras “adornada, cargada de
diamantes que parecia una Venus de la Opera..., a
diferencia de aquella, ésta estaba en la mesa de
trabajo, con sus instrumento y sus libros de
matemadticas...”. En ese retrato podemos verla
vestida con su traje de época, pues disfrutaba
maquilldndose y vistiéndose para la corte, pero con
un libro delante, estudiando, y con un compas en la

\ mano.

Escribid Las instituciones de la fisica. Convencida de muchas de las ideas de Descartes, Leibniz y \
Newton escribio su libro intentando explicarlo todo mediante el razonamiento cartesiano. Asi supo
aunar en lo principal las teorias de los tres grandes sabios, y sin embargo estaba en contra de todas

las corrientes, porque siempre encontraba algo en sus teorias con lo que no estaba de acuerdo.

Escribid también un interesante Discurso sobre la felicidad, en el que opinaba que la felicidad se
conseguia entre otras cosas con el estudio. Escribié que el amor al estudio era mas necesario para la
felicidad de las mujeres, ya que es una pasion que hace que la felicidad dependa Unicamente de
cada persona, “iquien dice sabio, dice feliz!”.

Hacia 1745 comenzd6 a traducir los Philosophiae Naturalis Principia Mathematica de Newton del
latin al francés, con extensos y validos comentarios y suplementos que facilitaban mucho la
comprensién. Gracias a este trabajo se pudo leer en Francia esa obra durante dos siglos, lo que hizo
avanzar la Ciencia.
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Derivadas

RESUMEN
Definicion de x)—f(a
_ @y = i LS @
derivada xsa  X—a
a+h)— f(a
@)= i L@@
h—0 h
Recta tangente y=fa)+f (a)x [ a) Tangenteay=x*+2xenel
punto (0O, 0):
y=0+2(x—0)="2x.
Crecimiento y Sif” (a) > 0 entonces y = f(x) es creciente enx = a. y=x-3x—>y'=3x>-3=0
decrecimiento |Sif’ (a) <0 entonces y =f(x) es decreciente enx = a. —x=1,x=-1.
® Parax<-1,y’>0->y
creciente.
® Para-1<x<1,y’<0->
y decreciente
® Parax>1,y'>0->y
creciente
Maximos y Si (a, fla)) es un maximo o un minimo de y =f(x) y existe |y =x3>-3x —y’=3x>-3 —
minimos /"(a) entonces f” (a) = 0. y’=6x.
Si " (@) = 0 entonces (a, fla)) es un punto critico. y'(-1)=0,y"(-1) <0, luego
?f (a)= 8 v (a)> g entonces (a, fla)) es un minimo. (=1, 2) es un méaximo relativo.
if"(@)=0yf” t 3Ximo.
!f (@)=0yf’(a)<0en .onceé ,(a,f(a)) esun ma?amo (1)=0,5(1) >0, luego
Si (a, fla)) es un punto de inflexién de y = f{x) y existe f”'(a) . )
vy N (1, —2) es un minimo relativo.
entonces /7’ (a) = 0. _ -
1’ (a) <0 = concava. /"’ (a) > 0= convexa (0, 0) es un punto de inflexion
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Derivadas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Concepto de derivada

1.
2.

Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.

Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = J/x enx=1, 4, 5...
¢Puedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

(x-1)? si x<I

) , indica cudl o cudles de las siguientes
2 six>1

Se considera la funcién f(x) = {

afirmaciones son ciertas, razonando la respuesta.

a) f'es derivable en x = 1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.

b) f'ni es continua en x = 1 ni derivable en dicho punto (selectividad)

4. ¢Cuantos puntos hay en la funcidn f(x) = ‘xz + 6x + 8| gue no tengan derivada? Justifica la
respuesta. (selectividad)

5. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = 5x> + 3x — 2 en el
punto x = 5.

6. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 30x — 0.5x2 (x
e y en km). La direccion del vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto.
Determina la direccion del vehiculo cuando esta a 4 km de distancia sobre el horizonte.

7. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos
indicados:

a) y=x3+5enx=2.
b) y=3x2+7x—-2enx=1.
c) y=2x*-5x*+4enx=0.

8. Determina las coordenadas de los puntos de la gréfica y = x> — 3x + 2 en los que su tangente
sea paralela: a) alarectay=0; b) alarectay=2x.

9. Determina la recta tangente de la gréfica de la funcién y =¥4x* enx=0.

10. Determina las rectas tangentes a la funcidn f{x) = 4x3> — 12x en los puntos en los que la
pendiente es 12. {Cual es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En
gué puntos se alcanza?

11. Determina los coeficientes a, b y c de la funcién f{x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto
A(1, 2) y es tangente a la recta y = x en el punto O(0, 0).

12. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f{x) = x> + bx + a y g(x) = cx — x?
tengan la misma recta tangente en el punto A(1, 0).

13. Determina el coeficiente a, para que la funcién f{x) = x? + q, sea tangente a la recta y = x.
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“ Derivadas

Calculo de derivadas

14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=3x*+5x—7 b)y=5x*—4x?+3x+2
c)y=6x>—4x+7 d) y=9x" — 4x® — 2x3
15. Calcula:
a) D(3x% + 6x* — 9x) b) D(7x> — 5x2 + 3x + 2x3)
c) D(5x° — 4x* + 3x3) d) %(7)63 — 8x% — 9x8)

16. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=5x2+4x—3/x b) y=7x>-5x*+4x

oy 6+/x ) Cxe(x+3)
y_(x+2)-(x2—3x+1) - ix2—3i

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 —
a)y:(x—3)-(2x—4) b)y:(Zx +5)-(7x 3)
x+5 S5x—8
| (2x+322)(ax° —5) Y _ S(x+2)-(4x-6)
T T YT +5)-(6x+3)

18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=(>+5) (8x*-17); b)y=(x*-3) - (7x*+6); c)

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

] 3 4.2 N
a)y:x ; b) y=+x—2-(6x" —3x); c)y:4x—7x; d) y= X
x+2 8x* —4x* 3x+4
20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=(x*-5x%’ b) y = (2x* — 7x6)’
7
c) )/:\/(2)c7—6xs)3 d) y:\5/(3x4+6x9)
21. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
. V5% +7x2 =2
a)y=2x +3 - (47 + 6x2)° b) y=
3x+4
3 2
¢)y = (733 +3)° - (4x° - 8x%) d) y:@—_ﬁff
(9)64 - 3)63)Z
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Derivadas

22. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:

a) y = (5x)" 3" b) y = (3x+6)* )
s as 3 3xt—4x°
C)y = el -62) d) y:\/(5x+1)( )3
23. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) y= X’ + ¢ b) y= (e3x3—5x2)7
3/ (5x°-3x8
cy= el4x® +8x%)° d) y = e( )Z

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=In((5x°— 362 (3x+1)  b) y=Iny(2 +5x°f

7x° —5x 3 4 5
) y=ln,|—— d) y =Iny/\3x" —5x
)y 3 )y ( )2
25. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
3x
a) f(x)zln% b) f(x)=(2x-3x>)In(5x-7x?)
5-3e’"
o) f(x):ln—vl64_93senx d) y = /In(5x)
+3x

26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y = y/In(arccosSx) b)y=in(7¢*?)

3 +5
0) f(x) =5 > d) y = In(in ¥/4x-5)

5—3senx

27. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = log(x* — 5x°)® b) y = log2(8x* — 3x°)*

c) y=In M d) yzln\4/(3x3+5x9)7

2x—1

Aplicaciones de la derivada
28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 1/(x — 2)%
29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = (x + 3)/(x — 4).

30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x*> — 3x% + 5. Calcula sus
maximos y minimos y haz un esbozo de su gréfica.
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Derivadas

31. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 2x3 — 3x? + 3. Calcula sus
maximos y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

32. Si f’(x) =x(3 —x), écudl de las siguientes graficas podria ser la de f{x)?

N

cl

A 0 i HE: 3

33. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)

maximos y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

= x3 — 6x. Calcula sus

34. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcion f{x) = 4x® — 6x% + 72x en el

intervalo [-5, 3] y en el intervalo [1, 5].

35. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funciéon f{x) = |x + 4] en el

intervalo [—4, 4].

Problemas

36. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de
radar, viene dado por: y = 8t + 0’3t2. ¢ Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los

3 segundos? Si continua asi, éen qué momento pasara de los 120 km/h?

37. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la
Tierra a los ¢ segundos, viene dada aproximadamente por d = 5¢2. Si se
cae un tornillo desde la primera plataforma de la Torre Eiffel, (que estd
a 57 m de altura), ¢a qué velocidad llegaria al suelo? ¢Y si cayera desde
la segunda plataforma (que estd a 115m)? ¢Y desde la tercera
plataforma (que esta a 274 m)?

38. Un depdsito cilindrico de 10 metros de diametro se llena de agua a 0’3
m3 por minuto. ¢A qué velocidad varia la altura de agua a los 2 Torre Eiffel
minutos? ¢Y a los 5 minutos?

39. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm
por 25 cm. Para ello se corta en cada esquina un cuadrado de lado

x, y se dobla. ¢{Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo?

Ayuda: Tendrds que escribir el volumen de las cajas en funcién de x.

40. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 200 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie total sea minima, écuanto debe medir su

altura y el radio de su base?
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Derivadas

AUTOEVALUACION
1. Latasa de variacion media de la funcion y = 3x®> + 3x> —x + 5 en el intervalo [0, 3] es:
a) 15 b) 70 c) 35 d) -35

L
2. Laderivada de la funcién f(x) = enx=1
X

a) no existe b) 0 c)-1 d)1

X

3. Laderivada de la funcién f(x)= eT enx=1es
X

a)e/2 b) no existe c)—e/2 d)e

- -b . . .
4. Lafuncion { ) * es continua y derivable en toda la recta real si:

3x“+d x>1

a)b=-6,d=3 b)b=3,d=-1 c)b=6,d=-3 db=-3,d=2
5. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién y = x> - 2x*enx =0 es:
a)y=2x b)y=x-6 c)y=0 d)y=2+6x
6. Lafunciony=—7x*+3x>—x+5enx=0es:
a) concava b) tiene un punto de inflexién de tangente horizontal
c) convexa d) tiene un punto de inflexidon de tangente oblicua

7. Lafunciébny=3x*+3x>—x+5enx=0es:
a) creciente b) decreciente c) alcanza un minimo d) alcanza un maximo

8. Si la derivada de una cierta funcion es: y’ = (x — 4)(x + 2) entonces los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de dicha funcion son:

a) x < -2, decreciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
b) x < =2, decreciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
c) x < -2, creciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
d) x < -2, creciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
9. Lafuncidn y = 3x? — 2x3 tiene un punto de inflexién en:
a)x=1/2 b)x=-1/2 c)x=1 dx=0

10. Si la derivada de una cierta funcidn es: y” = 3(x — 4)x entonces su grafica puede ser:

d) A
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Derivadas

PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD

1. Larampa de un tobogan, de esos que descienden los nifios en los parques infantiles, esta fabricado
empalmando dos tramos, dos piezas metalicas. ¢Qué precaucion hay que tomar al empalmar las
dos piezas para que el descenso no ofrezca dificultad a los nifios?

Se sabe que un tal tobogan tiene un tramo recto en su parte alta y un segundo tramo curvo. El tramo
recto es el segmento 4B, donde A(-3, 4) y B(0, 1). El tramo curvo empieza en B y desciende hasta el
suelo (y = 0) al que llega con tangente horizontal. Si este tramo curvo es una pardbola y = ax? + bx +
¢, hallar ésta.

2. Demuéstrese que si f{x) es una funcién derivable en un punto x = a, entonces también es derivable
en a la funcién F(x) = fx)?, y su derivada es F’(a) = 2f{a)/"(a). (Se pide una demostracién directa, no
debera recurrirse a resultados similares, como la derivada de un producto)

3. Se sabe que y = f{x) e y = g(x) son dos curvas crecientes en x = a. Analicese si la curva y = f{x) — g(x)
ha de ser entonces creciente en x = a. (Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario,
dese un contraejemplo que lo confirme).

4. Defina derivada de una funcién f'en un punto a. Aplicando la definicidn de derivada, demostrar que
si f'es derivable y periddica, de periodo 7, entonces su derivada f” también es periddica de periodo
T.

5. En la figura se representa una escalera AB, cuyo extremo inferior A
recorre el suelo (recta OA) y cuyo extremo superior B recorre una pared
vertical (recta OB). La longitud de la escalera es AB = 1. El punto 4 se aleja
de O con velocidad constante c. Se pide:

a) Sin hacer ningun cdlculo, indicar cuanto vale la velocidad de B en el
momento en el que OA4 = OB.

b) Hallar la velocidad v del punto B en funcidn de la distancia x (OA)

c) La velocidad con la que B llega al punto O. (selectividad)

6. Dibujese la gréfica de una funcién de ‘R en ‘R, que cumpla las siguientes condiciones:
f(0)=0
f(x)>0 para -1<x<0
f(x)>0 para O0<x<¥%
Sefidlense otras propiedades de la curva que se dibuje.
7. Dos lineas férreas se cortan perpendicularmente. Por cada linea avanza una locomotora (de
longitud despreciable) dirigiéndose ambas al punto de corte; sus velocidades son 60 km/h y 120

km/h y han salido simultdaneamente de estaciones situadas, respectivamente a 40 y 30 km del punto
de corte.

a) Hallar la distancia a la que se encuentran las locomotoras, en funcién del tiempo que pasa desde
gue inician su recorrido.

b) Hallar el valor minimo de dicha distancia.

2
8. Hallar los maximos y los minimos de la funcion y=¢" .
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Derivadas

9. La aceleracién de un movil que describe una trayectoria rectilinea es (formulada en funcién del

t
tiempot) a(t)=4 Y Se sabe que para t = 0 el movil estd parado en la posiciéon x =5

a) éPara qué valores de f es O la velocidad del movil?

b) Hallar la variacion de la velocidad en el intervalo de tiempo [4, 8] y el espacio recorrido en ese
intervalo

c) Hallar la funcidn de posicidon de este movil.

3senx —cosx Six>0

10. Sea f{x) la funcién definida por las expresiones f(x) = {
mx+n six<0

a) Calcular n para que f{x) sea continua en el punto x = 0.
b) Calcular m y n para que f{x) sea derivable en el punto x = 0.

11. Se considera una caja sin tapadera (consta de cuatro caras laterales y el fondo). Sabiendo que el
fondo es un cuadrado y conociendo que el drea total (de las cinco caras) es de 12 cm?, hallar sus
dimensiones para que tenga la mayor capacidad posible.

12. Se considera una ventana como la que se indica en la figura (La parte inferior es
rectangular, la superior una semicircunferencia). El perimetro de la ventana mide 6
m. Hallar las dimensiones x e y para que la superficie de la ventana sea maxima.

(Expresar los resultados en funcion de n)

13. Sea la funcién f(x) = (x — 1)e*. Representar la grafica de la funcion f(x) indicando
monotonia, extremos, puntos de inflexién y ramas asintdticas.

14. Sea la funcion f{x) =x|x -1 ‘ Se pide:

a) Hacer un dibujo aproximado de la funcién.
b) Estudiar la derivabilidad de la funcidon en x = 1.

15. La grafica de la figura corresponde a la primera derivada de una funcion f{x). ¢éQué puede decirse
sobre los posibles maximos y minimos relativos de la funcidn f{x)? Razonar la respuesta.

-1 0 1 2 3\

16. Estudiar la derivabilidad de la funcion f{x) = |x2—5x+6].
Lx

17. Sea la funcidon f(x)=—. Estudiar el dominio, las asintotas, los posibles puntos de maximo vy
X

minimo y hacer un dibujo aproximado de la gréfica de la funcién.
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Derivadas

18. Sea f: ‘R — R una funcion derivable en R; sean a y b dos raices de la derivada f'(x) tales que entre
ellas no hay ninguna otra raiz de f’(x). Razonar debidamente si puede ocurrir cada una de las
siguientes posibilidades:

1.- Entre a y b no existe ninguna raiz de f(x)
2.- Entre a y b existe una sola raiz de f(x)
3.- Entre a y b existen dos o mas raices de f(x).

19. Calcular la base y la altura del tridngulo isésceles de area mdéxima que puede inscribirse en una

circunferencia de 12 cm de didmetro. Prueba previa Selectividad 1998
D —
u 543 km B
20. Dos avionetas se encuentran situadas alas 9 B(t)
de la mafana a una distancia de 543
kildmetros, en las posiciones que se indican A(t)

en la figura. La avioneta A se mueve hacia el
sur a una velocidad de 270 km/h, mientras
que la avioneta B se dirige hacia el oeste (en
direccion a A), a 300 km/h.

a) (1 punto) Escribir las funciones que indican
las posiciones de A y B en cada instante, asi como la distancia entre ambas.

b) (1 punto) ¢A qué hora serd minima dicha distancia)

21. Se considera un triangulo isésceles cuya base (el lado desigual) mide 10 cm y cuya altura mide 6 cm.
En él se inscribe un rectdngulo, cuya base esta situada sobre la base del tridangulo.

a) Expresar al area A4 de dicho rectangulo en funcidn de la longitud x de su base.
b) Escribir el dominio de la funcién A(x) y dibujar su gréfica.
c) Hallar el valor maximo de dicha funcion.

22. Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8 dm3. Averiguar las
dimensiones de la caja para que la superficie exterior sea minima.

senx )
—+2 st x#0

23. 5ea f(x) = X

k si x=0
a) éHay algun valor de k para el cual f{x) sea continua en x = 0?
b) ¢Hay algun valor de £ para el cual f{x) sea derivable en x = 0?

c) Determinar sus asintotas.
24. Dados tres numeros cualesquiera r1, 72 y 3, hallar el nidmero real x que minimiza la funcion
D(x) = (1 = x)° +(r, =) + (15 = x)?
25. Sea f(x) = ax® + bx? + cx + d un polinomio que cumple /(1) = 0, /(0) = 2, y tiene dos extremos relativos
parax=1yx=2.
a) Determinara, b, cy d

b) éSon maximos o minimos los extremos relativos?
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Derivadas

26. a) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién continua en el intervalo [0, 4] que
tenga al menos un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el punto (3, 4)

b) Si la funcién fuese polinédmica, écual ha de ser como minimo su grado?
27. Sea la funcion f(x) = 2x + senx

a) Determinar si tiene asintotas de algun tipo.

b) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos
28. Sea la funcion flx) = x* — 4x3 + x? + 6x

a) Determinar los puntos de corte de su grafica con los ejes y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

b) Esbozar la grafica de la funcidn

29. Sea la funcidn real de variable real definida por

(2-x" & x=1

f(x)={ 2

x g x>l

a) Razonar si la funcion es continua en toda la recta real.
b) Razonar si f'es derivable en toda la recta real.

30. a) Determinar los extremos relativos de la funcidn f{x) = x? - 4x + 2. Dibujar su gréfica.

b) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grafica de f que pasan por el punto P(3,- 5).
31. Sea P(x) un polinomio de grado 4 tal que:

i) P(x) es una funcién par.
i) Dos de sus raicessonx =1, x = /5
iii}) P0)=5

Se pide:

a) Hallar sus puntos de inflexion.
b)  Dibujar su grafica.
1

x2+3

32. Se considera la funcion real de variable real definida por: f(x) =

a) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexién de abscisa positiva de
la grafica de f.
33. Se considera la funcidn real de variable real definida por:

Vx=2 si x>2
x(x=2) si x<2

f(x):{

a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad
b) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la grafica de fen el punto (3,1)

34. Sea f(x) una funcidn real de variable real, derivable y con derivada continua en todos sus puntos y
tal que: f0) =1; f(1) = 2; f'(0) = 3; /(1) = 4. Se pide:

a) Calcular g'(0), siendo g(x) = flx+£(0))
2
b) Calcular lim 2/ (%)) —f(x+1).

x—0 ex -1
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Derivadas

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Determinar los valores de las constantes A, B, C y D para los cuales la grafica de la funcion real de
variable real f{x) = A senx + B x? + C x + D tiene tangente horizontal en el punto (0, 4) y ademas su
derivada segunda es f"(x) = 3 senx -10.

Se considera la funcion real de variable real definida por:

f(x)=3%x+1-3%x .Se pide:

a) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas
b) Hallar los puntos donde la grafica de ftiene tangente horizontal
c) Representar graficamente la funcion

A-B
Nota: Para obtener las asintotas puede utilizarse la igualdad: A—B= ————
A"+ AB+B

a) Dibujar la grafica de la funcidén g(x) = e* - x

b) Calcular el dominio de definicidon de f(x) = y su comportamiento cuando x tiendea oy

e’ —x

cuando tiende a -oo.

c) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de f{x) en su dominio de definicion.

Dada la funcion f(x) = 1 - x?, se pide:

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f'en el punto P(a, f{a)), donde 0 <a < 1.

b) Halla los puntos 4 y B en la que la recta hallada en el apartado a) corta a los ejes vertical y
horizontal respectivamente.

c) Determina el valor de a €(0, 1) para el cual la distancia entre el punto 4 y el punto P(a, f(a)) es el
doble de la distancia entre el punto By el punto P(a, fla))

2x+1
Sea la funcion f(X)=—F—
(x"+x+1)
a) Halla sus mdximos y minimos relativos y sus asintotas.
b) Dibuja la grafica de la funcién utilizando la informacion obtenida en el apartado anterior,
teniendo en cuenta, ademas que f'tiene exactamente tres puntos de inflexion cuyas abscisas son
~1-43 -1 ~1+43
5 x2 =" x3 =
2 2 2
Se considera la funcién f{x) = In (1 + x2), donde In significa Logaritmo Neperiano.

x| = , respectivamente.

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los intervalos de concavidad y
convexidad.

b) Dibuja la gréfica de f.

c) Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f'en sus puntos de inflexion.

1
Dada la funcién f{x) = — se pide:
X

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a su gréfica en el punto (a, fla)).

b) Halla los puntos de corte de la recta tangente del apartado a) con los ejes de coordenadas.

c) Halla el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados en el apartado b)
sea minima.
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Derivadas

42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

49,

50.

ol

. L, e L
Se considera la funcidn f{x) = W Calcula los extremos locales y globales de la funcidn f{x).
+e

Dada la funcién: f(x) = 5 . Halla sus maximos y minimos locales y/o globales.

(1+x7)

a) Halla el punto P en el que se cortan las graficas de las funciones:
2
fx) == glx)= +Vx* -3
X

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a cada una de las curvas anteriores y
demuestra que son perpendiculares.

e . 2x . L .
Dibuja la grafica de la funcion f{x) = i indicando su dominio, intervalos de crecimiento y
X+
decrecimiento y asintotas.

Estudia y representa graficamente la funcion f{x) = W
x_

a) Calcular los valores de a y b para que la funcion:

3x+2 six<0
SIX)=1x* +2acosx si0O<x<nm

ax’ +b SIX2T

sea continua para todo valor de x.

c) Estudia la derivabilidad de f{x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.

Dada la funcién f{x) = xe?, se pide dibujar su gréfica indicando su dominio, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y
puntos de inflexion.

Dibuja la gréfica de la funcién f(x) = 2| | indicando su dominio, intervalos de crecimiento y
- X
decrecimiento y asintotas.
- . . . . . 3x> +x+3
Halla los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexidn de la funcidn: f(x) = —_—
x”+1

Sea g(x) una funcidn continua y derivable para todo valor real de x, de la que se conoce la siguiente
informacién:

i) g’'(x) >0 paratodox € (- oo, 0) U (2, +==), mientras que g’(x) < 0 para todo x € (0, 2)
ii) g”’(x) >0 paratodoxe(1,3)yg’(x) <0 paratodoxe(-o°, 1)U (3, +o).
i) g(-1) =0, g(0) = 2, g(2) = 1.
iv) limg(x)=—coy limg(x)=3,
x>0 X—>+oo
Teniendo en cuenta estos datos se pide:

a) Analiza razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas verticales, horizontales
u oblicuas.
b) Dibuja de manera esquematica la grafica de la funcion g(x).
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Derivadas

X
52. Se considera la funcion flx) = —.
e

a) Halla sus asintotas y sus extremos locales.

b) Calcula los puntos de inflexidn de f{x) y dibuja la grafica de f{x).

ax>+b i |x| <2
53. Se considera la funcion f(x) = 1 )
— Si |x| >2

x

Se pide:

Calcula a y b para que f'sea continua y derivable en todo R.
54. Obtén los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexidn de la funcién:
flx) = x (In(x))?, siendo In(x) el logaritmo neperiano de x.
55. Dada la funcién f{x) = e*(x? + 1). Se pide:
Dibuja la grafica de f, estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexién y asintotas.

56. Sea:

x2 . 3

1—7 stx<5

7= l(1-(x—2)2) x>
12 2

a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f{x).
b) Halla los maximos y minimos locales de f{x).
c) Dibuja la grafica de f{x).
57. Si la derivada de la funcidn f{x) es: /' (x) = (x — 1)3(x — 5), obtén:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Los valores de x en los cuales ftiene maximos relativos, minimos relativos, o puntos de inflexidn.
c) La funcién f'sabiendo que £{0) = 0.

58. Dada la funcion:

Egiﬁ?:éi si l+ax>0 y x=#0

f(x)= x1 se pide:

- six=0

2
a) Halla los valores de los pardmetros a y b para los cuales la funciéon f'es continua en x = 0.

b) Para a = b = 1, estudia si la funcion f'es derivable en x = 0 aplicando la definicién de derivada.

59. a) Dada la funcién f(x)zliz, halla el punto o los puntos de la grafica de f(x) en los que la
—X

pendiente de la recta tangente sea 1.
b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f{x) en el punto x = 0.

c) Sea g una funcién derivable con derivada continua en toda la recta real, y tal que g(0) = 0, g(2) = 2.
Demuestra que existe al menos un punto c en el intervalo (0, 2) tal que g’(c) = 1.
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Derivadas

60. Dada la funcion: f{x) =x3-x

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto (-1, f{-1))
b) Determina los puntos de interseccién de la recta hallada en el apartado anterior con la grafica
def
61. Dada la funcidn f{x) = e* + a €™, siendo a un ndmero real, estudia los siguientes apartados en funcién
de a:

a) Halla los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Estudia para qué valor, o valores, de a la funcién tiene alguna asintota horizontal.

X +2

62. Dada la funcion f(x)=— l.Se pide:
X

a) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x).
b) Halla los puntos de inflexidn de la grafica de f(x).

c) Halla las asintotas y dibuja la grafica de f{x).
\/;lnx
2)(
x+k si x<0

63. Dada la funcidn f(x) = si x>0 (In significa logaritmo neperiano de x), se pide:

a) Determina el valor de k para que la funcion sea continua en R.

b) Halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

c) Obtén la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcidén en el punto de abscisa x = 1.
64. Dada la funcion: f{x) = In (x? + 4x -3), donde In significa logaritmo neperiano de x, se pide:
a) Determina el dominio de definicidn de f{x) y las asintotas verticales de su grafica.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x).

65. Los puntos P (1,2, 1), 0 (2,1,1)y 4 (a, 0, 0) con a > 3, determinan un plano T que corta a los
semiejes positivos de OY y OZ en los puntos B y C respectivamente. Calcula el valor de a para que
el tetraedro determinado por los puntos 4, B, C'y el origen de coordenadas tenga volumen minimo.

2
66. Dada la funcion f(x):Lxs_zo, se pide
x+

a) Estudia y obtén las asintotas.
b) Estudia los intervalos de concavidad y convexidad.

c) Representa graficamente la funcion.

67. Dada la funcion f(x)zx;lz, se pide:
(x+1)

Obtén, si existen, los maximos y minimos relativos y las asintotas de f.

68. Halla los valores minimo y maximo absolutos de la funcién f(x)=+/12-3x’

Demuestra que la ecuacidn 4x° + 3x + m = 0 sélo tiene una raiz real cualquiera que sea el nimero m.
Justifica la respuesta indicando qué teoremas usas.
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Derivadas

ax* +1
3 7
X

69. Dada la funcion f(x)= se pide:

a) Determina el valor de a para el que la funcidn posee un minimo relativo en x = 1. Para ese valor de q,
obtén los otros puntos en que f'tiene un extremo relativo.

b) Obtén las asintotas de la grafica de y = f{x) para a = 1.
c) Esboza la gréafica de la funcién paraa =1.

2 f—
70. Dada la funcién f(x)= 2x+—);7, se pide:
X+

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcidn y = f{x)

b) Halla los intervalos donde f crece y aquellos en que f decrece. Determina todos los maximos vy
minimos locales.

c) Esboza la grafica de y = f(x) a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

71. Hallar el dominio de definicion de la funcién f{x) =.\/x> —9x+14 . Hallar el conjunto de puntos en los
que la funcién ftiene derivada

72. Dado el polinomio P(x) = x>+ ax? + bx + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen
las condiciones siguientes:

e El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas x =—1/3, x =—1.
e Llarecta tangente a la grafica de P(x) en el punto (0; P(0)) seay =x + 3.

73. Hallar a; b; ¢ de modo que la funcidn f{x) = x> + ax? + bx + ¢ alcance en x = 1 un maximo relativo de
valor 2, y tenga en x = 3 un punto de inflexion.
3x+In(x+1)

Jxt =3

a) Hallar el dominio de f{x) y lin&f(x)

74. Dadas las funciones f(x)= , g(x)=(Inx)", h(x)=sen(x —x) se pide:

b) Calcular g’(e).

c¢) Calcular, en el intervalo (0; 2m), las coordenadas de los puntos de corte con el eje de abscisas y las
coordenadas de los extremos relativos de /(x).

3x+ A4 six<3

5 ) , se pide
—4+10x—x" six>3

75. Dada la funcidn f(x):{
a) Halla el valor de A para que f{x) sea continua. ¢Es derivable para ese valor de 4?
b) Halla los puntos en los que f’(x) = 0.

c) Halla el maximo absoluto y el minimo absoluto de f{x) en el intervalo [4, 8]

76. Dada la funcion f(x )= x*senx , se pide:

a) Determina, justificando tu respuesta, si la ecuacidn f{x) = 0 tiene alguna solucion en el intervalo
abierto (1/2, ).

b) Obtén la ecuacion de la recta normal a la grafica de y = f{x) en el punto (T, f(17)).

Recuérdese que la recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente en dicho punto.
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Derivadas

2x* +3x .
— si x<0

x—1

77. Dada la funcién f(x)=4 a  si x=0 ;sepide:
1

er si x>0

a) Determinar el valor de a para que f'sea continua en x = 0.
b) Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de fen x = 0.

c) Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f{x).

3
X

78. Dada la funcién f{x) = ———, se pide:
Six) —2p P

a) Halla las asintotas de su grafica.

b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f{x) en el punto de abscisa x = 2

79. Dada la funcion f{x) = 2 cos®x se pide:

a) Determinar los extremos absolutos de f{x) en {;ﬂ z}
22

b) Determinar los puntos de inflexion de f{x) en [—1 ﬁ}
2°2

4
80. Dada la funcié =—
ada la funcién f(x) 4t 212

a) Halla las asintotas de su grafica.

, se pide:

b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcula sus puntos de inflexidn.

c) Esboza la gréfica de la funcién.

81. Dada la funcién f(x)= , se pide:

x? +1

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de fen x = 0.

1
82. Dada la funcidén f(x)=e*, se pide:

a) Calcula lim f(x), lim f(x) y estudia la existencia de limf(x),
X—>+00 X—>—00 x—0

b) Esboza la grafica de y = f{x) determinando los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) y sus
asintotas.
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Derivadas

2x°+6
six<0
83. Dada la funcién f(x)= )‘;_1 , se pide:
i six=0
x+1

a) Estudiar su continuidad.
b) Estudiar la existencia de asintotas de su gréfica y, en su caso, calcularlas.
c) Hallar los extremos relativos y esbozar de su grafica.

84. a) Sea f: R - R una funcién dos veces derivable. Sabiendo que el punto de abscisa x = -2 es un
punto de inflexiéon de la gréfica de f{x) y que la recta de ecuacién y = 16x + 16 es tangente a la
grafica de f{x) en dicho punto, determina: f{-2),; f(-2) y f"(-2).

1
85. Dada la funcién f(x)=——+—
X+

x+1

, se pide:
4 p

a) Determina el dominio de fy sus asintotas.

Ssenx 1 .
+— si x<0
2x

b) Calcula f’(x) y determina los extremos relativos de f(x). Dada la funcién f(x)={ a si x=0

xe* +3 si x>0

7

se pide:
a) Hallar, si existe, el valor de a para que f{x) sea continua.

b) Decidir si la funcidn es derivable en x = 0 para algun valor de a.
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Resumen

A estas alturas de tu vida estudiantil has aprendido muchos simbolos matematicos. Posiblemente este
sea el ultimo que aprenderds en el instituto, el simbolo de integral:

J

Fue introducido por el matemdtico alemdan Gottfried Leibniz en 1675, basandose en la palabra latina
summa, ‘suma’, escrito lumma, tomando sélo la inicial. Por tanto, este simbolo es una S, y la integral no
deja de representar una suma.

El término “Calculo integral”, por su parte, fue introducido por Jakob Bernoulli en 1690.
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Integrales

Actividades de introduccion

+ Calcula el drea de la region limitada por la funcién f(X) = X entre el origen de coordenadas y un
punto genérico de abscisa X.

Solucion:
| /

Si representamos la funcién f(X)zX y dibujamos la superficie d fle) ==

entre ella y el eje OX, obtenemos el tridngulo rectangulo de la
figura.

) . base - altura
Sabemos que el area del tridangulo es: Area = # "

Tanto la base como la altura valen x unidades, por tanto:

2 "
r XX X
Area=—=—

2 2

2
. . X
Por tanto, el area bajo la curva f(X)z X se calcula como A(X) =5

+ Calcula el drea de la regién limitada por la funcién f(x) =3+ X entre el origen de coordenadas y
un punto genérico de abscisa X.

Solucion:

Como antes, representamos la funcién f(x)=3+x y ef() - /
7 €Tr) = €T
dibujamos la superficie entre ella y el eje OX. Ahora

obtenemos el trapecio rectangulo de la figura.

Si dividimos la figura en un rectangulo de altura 3 U y un
tridngulo, el area se calcula como:

2
, X+ X X
Area:3-x+—:3x+7 .

Por tanto, el area bajo la curva f(X) =3+ X se calcula como: .

X2 /3 2 M o 1 2 3 A ops ‘
A(x):3x+7.

Actividades propuestas

1. Calcula el area de la region limitada por cada una de las funciones f(x)=a, g(x):a-x y
h(X)z a-X+b (conayb e R) entre el origen de coordenadas y un punto genérico de abscisa X.

Analiza:
e Deriva las expresiones obtenidas en los ejercicios anteriores y razona qué relacidon hay entre las
funciones A(x)y f(x).
e Recuerda la interpretacién de area como “suma de las unidades cuadradas encerradas por una
figura”. Aplicala para determinar el area de la funcién f(X)=16—X2, representandola en una
cuadricula y contando el nimero de cuadrados bajo ella para diferentes valores de Xx.

e Razona qué ocurre con el drea cuando la funcién f (X) es negativa en el intervalo analizado.
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Integrales

1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION. LA INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. Definicidon de primitiva

Se llama funcién primitiva de una funcion f(X) a otra funcién F(X) tal que la derivada de F(X) es
f(x), es decir, F'(x)= f(x)

Ejemplo:

% La funcion F(x)=x’ —%Xz +3X es una primitiva de T(X)=3%* —x+3, ya que F'(x)= f(x).

Teniendo en cuenta las propiedades de la derivada, se verifica que si F(X) es una funcién primitiva de
f(X), cualquier otra funcién primitiva de f(X) es de laforma F(X)+C, con CeR.
En efecto; consideramos la funcién F(X)+C, tal que F'(X) = f(x) y CeR. Si derivamos:
(F(x)+C) = F'(x)+C' = f(x)+0= f(x)
Por tanto, F(x)+C es primitiva de f(X).

1.2. Definicidn de integral indefinida

La integral indefinida de una funcién f (X) es el conjunto de todas sus primitivas, y se representa como
J f(x)dx. Se lee “integral de f (X) diferencial de x”.

Por tanto, si F(X) es una primitiva de f(X):
_[ f(x)dx = F(x)+C

A C se la denomina constante de integracion, y el dx nos indica que estamos integrando respecto de X.

Esto que ahora no parece tener demasiada importancia, si la tendrd mas adelante, ya que esta
relacionado con la regla de la cadena que vimos en el capitulo anterior y, en el futuro, aprenderas a
realizar integrales en varias variables.

Por otro lado, si recordamos lo visto en la actividad inicial y lo explicado en el “Resumen” acerca del
origen del simbolo de integral, la expresion de la integral indefinida es la estilizacidn de la expresidn:

sumade f(X) por AX cuando AX—> 0,
es decir:

[ f(x)dx significa “la suma del drea de todos los rectangulos de altura f(X) y base infinitesimal (dx)”

Ejemplos:
* .[4X3dx =x* +C porque (X4 +C)f =4x°,

* Ildx=lnX+C porque (lnX+C)' 1
X X
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1.3. Propiedades de la integral indefinida

Las propiedades de las derivadas justifican muchas de las propiedades de las integrales.

Suma (y resta) de integrales
Sabiendo que si h(x)= f (x)+g(x)=h'(x)= f'(x)+g'(x):

I[f (x)+ g(x)]dx :I f(x)dx+jg(x)dx

Producto por un nimero real
Sabiendo que si h(x)=k- f (x)= h'(x)=k - f'(x):

[i- F()dx=k- [ f(x)dx

Ejemplos:

+ I(Sx4 +2x)dx:I5x4dx+I2xdx: X’ + x> +C porque (x° + X’ +C), =5x" +2x.

+ I7cos XdX:7J.cos xdx =7sen X+ C porque (7senX+C)' =7cos X

Actividades resueltas

% Determina los valores de a, b y ¢ para los que F(X)z ax’ +be* +cx es una primitiva de la
funcién f(x)=7x* —5e* +3.
Como F(X) es una primitiva de f(x):
F'(x)= f(x)=3ax> +be* +c=7x*-5e* +3=>{a=1,b=-5,c=3}

% Determina a y b para que F(X) =alnx’ +bx sea una primitiva de f (X) =Inx*-5.
Como F(X) es una primitiva de f(x):

2
F'(x)= f(x)= a3i3+b #In x* —5 = Es imposible
X

+ Six representa el volumen de produccion de una fdbrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcién f (X) =3+8X+15%". Encuentra la funcién del coste total, F(X), si se sabe que
dicha funcidn viene dada por la primitiva F de f que verifica que F(O) =100.

Como F es una primitiva de f(X)z 3+8X+15x7:
F(x):'[ f(x)dx:J.(3+8x+15x2)dx:Sx3 +4x* +3x+C

Nos dicen que F(0)=100:
F(O)=100:>5-03 +4.0°+3-0+C=100=C =100
Entonces el coste total es:
F(x)=5x> +4x> +3x+100
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Actividades propuestas
2. Calcula las siguientes primitivas:

a) j4x3dx b) j3x2dx

c) ISX“dX

d) I(Sx“ —4x° +3x2)dx

3. Dada f(x)=x’—-3x*+2x+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.

4. Comprueba si F(x)=4x* +2x> —X+35 es una primitiva de f(x)=12x +4X+3. En caso negativo,

explica por qué.

5. Determina los valores de a, b, ¢ y d para los que F(x)=ax3 +bx* +cx+d es una primitiva de la

funcién f(x)=4x> —5x+3.

6. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar,
han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningun error
en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio.

Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el problema. ¢ Cémo es posible?

7. Razona por qué la grafica siguiente:

\

/
/

/

i /E(:c)da:

es una primitiva de la funcién “parte entera de Xx”, E(X), (salvo en los puntos de discontinuidad

donde no es derivable):
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Integrales

2. INTEGRALES DE FUNCIONES ELEMENTALES

2.1. Integral del diferencial de X. Integrales inmediatas

El término dx estd relacionado, como su propio nombre indica, con el concepto de diferencial visto en el
capitulo anterior. Teniendo en cuenta que la derivada y la integral son operaciones inversas una de la
otra, es inmediato deducir que:

IdX=X+C con CeR.

Esta idea nos permite definir las integrales inmediatas:
Integrales inmediatas son las que se obtienen directamente por la propia definicién de integral.

Si recordamos la regla de la cadena para la derivacion:

F(x)= f(u)=F'(x)= f'(u)-u’
podemos reescribirla en forma diferencial como:

F(x)= f(u)=dF = f'(u)-du
y, calculando su integral:

_[ f'(u)-du :.[dF =F(x)+C

Ejemplos:
+ j(s x* +6x)-eX ¥ dx = jexs”xz d(x* +3x*)= je“ du=e"+C=e"" +C

4 [Vxe 3= [(xe3) e =0T

3

2
+ jmTde:J.lnx-d—):(zjlnxd(lnx)z (1n2x) +C=1n>x+C

+C:%3 (x+3)" +C

2.2. Integral de la funcién constante

La integral de una constante es igual a esa constante multiplicada por X.

jkdx=k-X+C con CeR.

En efecto; consideramos la funcién F(X) =kXx+C, con CeR. Siderivamos:
F’(x):(kx+C)’ =k+0=Kk

También podriamos demostrarlo utilizando la propiedad del producto por un nimero (1.3) y con lo
visto en 2.1:

jkdx:k-jdx:k-xw

Ejemplos:
* I3dx:3x+C * j%dx:§x+c
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Integrales

- _[(—8)dx=—8x+C -+ Izﬁdx=2ﬁx+c
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Integrales

2.3. Integrales de funciones potenciales
Ya conocemos la derivada de la funcion potencial:

f(x)=x"= f'(x)=n-x"" conneR
También conocemos que:

f(x)=Inx= f’(x):l:x‘1

X
Es facil razonar el proceso inverso:
Xn+1
[x"dx = +C sin#-1yconCeR.
n+1
Ejemplos:
X5+1 X6
* Ixsdx: +C="—+C
5+1 6
1/3+1 4/3
+ _[%/;dx:.[x‘”dx:)i 1 +C=X4 +C=%%/x_4+c
R 3
1 5 x> X2 -1
* _[—3dx=jx‘ dx = +C="—+C=—+4C
X -3+1 -2 2X

El caso n =—1 corresponde al logaritmo neperiano:
1 q
I—dx:jx dx=In/x|+C con CeR.
X

Donde el valor absoluto se debe a que tenemos que plantear todas las posibles funciones cuya derivada
sea la funcién del integrando, y se cumple que:

— six<0 1
= f'(x)= _IX = f'(x)=— vx=0
six>0

In(-x) six<0
In x six>0

f(x)=1In| x| :{
X
Estas dos férmulas se pueden generalizar a partir de la regla de la cadena, como vimos antes:
n+1 ’
”f(x)]n - f r(x)dx:%+c sinz-1 vy I%dx=ln| f(X)|+C con CeR.

Ejemplos:

i_[ —4 dx =1In[9-4x|+C
9—-4x

5 5
+ j(xz +2) -xdx = %I(xz +2) - 2xdx =%J‘[f(x)]5 fr(x)dx =L =
6 12
cosX—sen X
+* I—dX: ln| senx+c0sx|+C
sen X+ Ccos X
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2.4. Integrales de funciones exponenciales
Partiendo de la derivada de las funciones exponenciales:
f(x)=e*= f'(x)=¢* y f(x)=a*= f'(x)=Ina-a*

deducimos:

X

Iexdx:eX+C y jaxdx: a

+C con CeRya=l.
Ina

Y su generalizacioén con la regla de la cadena:

f(x)
[e'™ fr()dx=e"+C Iaf(x)f'(x)dx:? —+C con CeRyaxl.
n
Ejemplos:
X 2X2
* jSde: > +C * j72x24xdx:7 +C
In5 In7
* JSeSde=e8X+C * j9exdx=9jexdx:9ex+c

+* J.esxdx:J‘esxs'5 dx=%je5X -de:ée5X +C

Necesitamos la derivada del exponente. Lo solucionamos multiplicando y dividiendo por 5
2 X
+ Ixz e¥dx = judx :ljeX3 Axdx = Led 4 C
3 3 3

. . . 2 2
Necesitamos la derivada del exponente, es decir, 3X”. Tenemos el X~,
pero nos falta el 3. Para solucionarlo, multiplicamos y dividimos por 3

X X

+ .fz_zdx:JLg_?’)dx:—3j—%-2_§dx:—3-£+C

In2

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, —%.

Para ello, dividimos y multiplicamos por —3.

2.5. Integrales de funciones trigonométricas directas
IsenXdX:—cosX+C y Isenf(x)- f'(x)dx = —cos f(x)+C conCeR.
IcostX:senX+C y jcosf(x)- f'(x)dx =sen f(x)+C con CeR.
J‘sec2 xdx =tgx+C y J‘sec2 f(x)- f'(x)dx=tg f(x)+C  conCeR.

Ejemplos:
+ Isen(x ~7)dx = —cos(x—7)+C
* I4X . sen(2x2)dx = —cos(2x2)+ C

- ‘[de = jcos(ln 2X)'§dx = sen(In2x)+C
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Actividades resueltas
% Calcula las siguientes primitivas:
o) J.x\/zx2 +50dx.

Observamos que la derivada del radicando es 4X, asi que multiplicamos y dividimos entre 4:

jx\/2x2 +5dx:%j4x-\/2x2 +5dx:%.|'\/2x2 +5 - 4xdx

o : 1 u 24U’
Entonces, esta primitiva es equivalente a J.«/Udu = Iu du = 3/2 +C = 3 +C
2 3 2 3
IX,/72X2+5dX:%.2—\/(2X3+5)+C:—\/2X6+5)+C

I \/E dx.
cos”

La funcién mds importante es el coseno, y vemos que la raiz de tres no tiene nada que ver
con ella. Lo sacamos fuera de la integral:

La derivada del argumento del coseno es 1, asi que multiplicamos por 2 y por 1 dentroy
fuera de la integral para obtener una integral inmediata:

\/_jdx_\/_zjld —2\/_j —2x/_tg+C

Cos CoS

eX
0 I - dx.
1+e
De todas las primitivas que hemos visto, sélo el logaritmo y las potenciales con exponente

negativo generan una fraccion. Es una integral logaritmica si en el numerador tenemos la
derivada del denominador. Lo comprobamos:

!

(l+ex) =e*

N . du
Entonces, esta primitiva es equivalente a .[— =1In|u|+C,y resulta:

I1+e dx = 1n\ “l+C

° [1eT

1+e
Ahora el numerador NO es la derivada del denominador, sino sélo de la expresién entre

e - - . du _ u' -1
paréntesis. Es facil ver que la primitiva es equivalente a .[_2 = ju *du = —1+ C=—+C,
u — u
y resulta:
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3. METODOS DE INTEGRACION
3.1. Integracion por cambio de variable

La integracion por cambio de variable busca transformar la primitiva dada en una mas sencilla, y puede
hacerse de dos formas diferentes:

Caso 1. Identificar una parte del integrando con una nueva variable t.
Ejemplo:
* ,[(3)( +2)"dx . No es necesario un cambio de variable, pero vamos a mostrar el mecanismo:

Hacemos el binomio igual a t y diferenciamos ambos términos:
3x+2=t

3dx = dt — dx = d; :>.[3X+2 ) dx = It ——_[t dt

Resolvemos la primitiva en la forma habitual:
1t t’

—jt dt—— —+C=—+C

35 15

Finalmente, deshacemos el cambio:

[(3x+2) dx

(3x4;2) LC

El caso mas frecuente es aquél en el que observamos una funciéon complicada y su derivada:

[ fla(le’(x)ax

Una vez identificada, el cambio de variable consiste en llamar a dicha funciéon t y diferenciar:

J flatla (e (()fj;tdt>

La integral se transforma en otra que integraremos: I (t)dt = F(t)+C

Para, finalmente, deshacer el cambio:

[ flo()g'(x)dt = Flg(x)]+C
Ejemplo:
+* _[(e2X +2¢" +1)-exdx.
Podriamos desarrollar el producto e integrar las exponenciales individualmente:
I(ezx +2¢e" +1)-exdx='f(e3X +2e¥ +e)-dx=1e” +e¥ +e" +C
Pero si hacemos la exponencial igual a t, integraremos un polinomio:
e’ =t
edx =dt
Deshacemos el cambio y obtenemos:
j(ezx +2e" +1)-e'dx=1e¥ +e +e* +C

>:>J-(e2X +2e" +1)~exdx=_[(t2 +2t+1)dt =1t +t> +t+C

Muchas veces se convertird en una integral inmediata y, como en los ejemplos, no habria sido
necesario dicho cambio.
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Caso 2. El cambio serd de la forma X:g(t), donde g(t) se elegira de forma adecuada para
simplificar el integrando. Se diferencia la igualdad:

I f(x)dx — x=glt)
dx = g'(t)dt

Sustituimos en la integral, integramos y deshacemos el cambio hallando la funcién inversa de Q:
[ flamlg'®md=F(t)+C —>‘X::f ! > = [ f(x)dx=Fg"(x]+C

Ejemplo:
1 6X

. dx . La derivada del logaritmo es:
j1+1n(x2+1) x*+1 &

[ln(x2 +1)]': 2X

2
X +1
gue se encuentra en la fraccién que precede al diferencial de x. Hacemos el cambio:
In(x> + 1):
2xdx j— 3dt=3-In|1+t[+C=3-In|1+In(x* +1)|+C
x> +1

Hay muchos cambios ya estudiados, de uso frecuente para casos concretos, pero superan los
contenidos de este curso.

Actividades resueltas

* I\/5X+3 dx. Como antes, es una integral inmediata, pero vamos a repetir el procedimiento:

Hacemos el binomio igual a ty diferenciamos:

5x+3=t >:>J’de=.[«/f-%dt=%f\/f'dt

5dx = dt — dx = 1dt

Resolvemos la primitiva: —Ix/— dt :—It/dt —% % = 2 \/_+C
Y deshacemos el cambio: I«/5X+3 dX=E\/( )

%+ Resuelve J.X2 .A/Xx+1-dx haciendo el cambio de variable X +1=t>

Hacemos el cambio que nos indican:

[x x+1-dx= XHI=U = x= t_l> [ 1] -Vt -2tat

dx =2tdt
Desarrollamos el cuadrado, simplificamos e integramos:

[ -1) Ve atdt = [t 27 +1) t-2tdt =2 (t° - 2t* +7 )t =2- (17 -2t + 16+ C

Y, finalmente, deshacemos el cambio:

e x| L 2] ) 2 )
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Actividades propuestas

8. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

a) J‘\/_ \/_ =12

haciendo x =
4/x
b) J‘L haciendo e* = 1.
e*+e”
5x* 2
c) | —=dx haciendo 1+2Xx=t
jw/1+2x
d) Id—x haciendo X++/x* —1=t
X+4x* -1
e) j(2 sen’ X+3sen’ X —sen X+3)cosxdx haciendo sen X =t

9. Elige el cambio de variable que simplifica las siguientes integrales:

2% +1
a) I%;dex b)j

3 4 X+1 X
d) jzx Vx* =49 - dx J.\/F+2 f) jﬁdx

pleX

dx

).[lnlnx

cos’ X X-InXx

3.2. Integracidn por partes

La integracion por partes es un método que nos permite calcular la integral del producto de dos
funciones de naturaleza diferente, una facilmente derivable y otra facilmente integrable.

En este curso nos limitaremos a los productos de funciones logaritmicas, polindmicas, exponenciales y
trigonomeétricas (senos y cosenos), que se recogen en la regla mnemotécnica A—L-P—E-S.

Con el método de integracién por partes transformaremos integrales de la forma

Iu(x)- v/(x)dx

donde v’(x) es la funcion facil de integrar, en otra expresidon mas sencilla en la que aparece una nueva
integral mas facil de calcular que la de partida.

Se utiliza la siguiente formula:
'[u(x)-v’(x)dx =u(x)-v(x)—- Iv(x)- u’(x)dx

que se suele escribir de forma abreviada como:

'fu-dv:u-v—J‘v-du

Existen muchas reglas mnemotécnicas para recordar esta formula, recogemos tres de ellas:
o Salieron Unidos De Viaje Y Un Viajero Menos Se Vino De Ujo. Ujo es un hermoso pueblo asturiano
0 Susanita Un Dia Vio Un Valiente Soldado Vestido De Uniforme.

0 Sergio Un Dia Vio Una Vaca Sorda Vestida De Uniforme.
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Demostracion:

Consideramos el producto de funciones U(X)-V(X) y calculamos su derivada:
[uG)- v =u'(x)-v(x)+ u(x)-v'(x)
Integramos ambos miembros de la igualdad:
J.[u(x)- v(x)] dx = I[u’(x)- v(x)+u(x)-v'(x)]dx :>I[u(x)- v(x)] dx = J.u’(x)- v(x)dx + J.u(x)- v'(x)dx

De donde:

u(x)-v(x)= '[u '(x)-v(x)dx + Iu(x)- v'(x o
Iu(x)- v'(x)dx = u(x)-v(x)— Iv(x)- u’(x)dx

Aunque suele escribirse en la forma anterior:

J‘u‘dv=u‘v—_|.v-du

Despejando, resulta:

Observaciones:

1. Como norma general, se elige como “U” a la primera funcién de la palabra ALPES y como dv al
resto del integrando, pudiendo darse el caso de tener que plantear dv = dx.

Ejemplo:
u—lnx—>du—% d
+ Ilnxdx: X :lnX-X—IX-—X:X-lnx—IdX:X-lnX—X+C
X

dv:dx—>v:jdx:x

2. Sabremos que estamos aplicando correctamente el método si obtenemos una integral mas
simple que la inicial.
Ejemplo:
u=Xx-—du=dx

+ IX~senX-dX:
dV=senXdX—>V=IsenXdX=—c0sX

>:X-(—cos X)—I(—cos X)- dx =
:—x-cosX+Icosde:—X-cosx+sen X+C

3. El proceso de integracidn por partes puede aplicarse varias veces. En ese caso se debe mantener
la eleccion inicial de u y v. Si se invierte, volveremos a la integral de partida.

Ejemplo:
+ sz e¥dx =

u=x>—du=2xdx

=x*>.e*—|e*-2xdx=x*-e*=2| x-e*dx =
dv:exdx—>v:'[exdx:eX -[ J-

UZX—)dUZdX 2 X 2 X Xd] 2 X 2 X 2 Xd
= =Xx-e*=2-|x-e* - X|=x*-e*¥-2x- X =
dv:exdx—>v:J'ede=eX € € je € €+ Ie

=x>.e"-2x-e*+2-e*+C :(x2 —2x+2)-eX +C
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4. Silaintegral inicial es el producto de una exponencial por una trigonométrica, se obtiene lo que
se denominan integrales ciclicas. Al aplicar por segunda vez el método de integracion por partes,
se obtiene la integral de partida, y se debe resolver como una ecuacion:

Ejemplo:
u=e"* - du=2e"dx
dv=cos3xdx—>V=Icos3de:§-sen3x

+- Iezx -cos3x-dx =

=e” -lsen3x - J}sen 3x-2e7dx = 1-e*sen 3x —%-Jezxsen 3x-dx =

u=e* - du=2e*dx
dv=sen3XdX—>v=Isen3xdx=—§~c053x

Repetimos:

Iezx -cos3x-dx =1-esen3x—2- [e2X (~4cos 3X)—j(—§cos 3x)-2e* .dx]:>
J' 2X 1 a2x 22X 4 2x
e~ -cos3x-dx=+5-e7sen3X+¢-e cos3x—3J.e cos 3X - dx
Observamos que obtenemos la integral de partida. Si denotamos | = Iezx -cos 3x-dx:

| =1.-e”sen3x+2-e™cos3x—41 = | +41 =1.esen3x+2-e**cos 3x
I

13

Bl =1.e"sen3x+2-e*cos3x= | :%-(%-ezxsen3x+%-ezxcos3x)

Entonces, sustituyendo | por su expresion y desarrollando las fracciones:
2Xx

Iezx -cos3x-dx:el—3-(3-sen3x+2-cos3x)+c

5. El método de integracion por partes no es excluyente. Podemos utilizarlo después de vernos
obligados a realizar un cambio de variable, o tener que realizar un cambio de variable después
de haber aplicado la integracion por partes.

6. Existen otras integrales que se resuelven por partes y que no estan recogidas en “la regla de los
ALPES”. La estrategia general es buscar una funcién “facilmente integrable” y otra “facilmente
derivable” para simplificar la primitiva inicial.

Actividad resuelta

+* Ix3\/x2 —1dx.
Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes:

1. Por partes:
La dificultad es encontrar la funcion fdcilmente integrable. En este caso, la eleccién es:

dv = L v=4 0115 s e s e(e 1P 2 e <) o
u=x>—du=2xdx

La segunda primitiva es mds simple que la primera, asi que estamos en el buen camino:

.|'x3x/x2 —1dx :%XZ(XZ —1)3/2 —%Ix(x2 —1)3/2dx :%xz(x2 —1)3/2 —%%(xz —1)5/2 +C
Es decir: J.x%/xz—ldx:%xz( xz—l)3 —1—25( x2—1)5+C
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2. Por cambio de variable:
El cambio de variable que buscamos es el que permite eliminar la raiz del integrando:

Tol=t o> =t > J'x X2 dx—J.x lxdx—J.(t2+1)-t-tdt:j(t4+t2)dt

2xdx = 2tdt —» xdx =tdt
Resolvemos la primitiva: J.(t4 +t2)dt =1t +1t°+C :§(\/X2 —1)5 +%(\/X2 —1)3 +C

Las dos expresiones son diferentes, pero es sencillo manipularlas para hacerlas iguales.

Actividades propuestas
10. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

1 x
a) I[4X3 +3x° —Lz+ﬁjdx b) J. n c) IseanostX
X
In(x +1 x* —1 x*—2x° +1
d) | In(xt1) e [ dx f[———
X V1-x? X* ~1
g) [x* e dx h) e dx
11. Resuelve las siguientes integrales:
a) J e ye¥ t+e )exdx b) J-x-cosexz e¥dx c) jln(cosx)tgxdx
x dx e*dx dx
d i j) |Inx+2)—
)-[1+x4 )-[1+ezx J)J( )
12. Resuelve las siguientes integrales:
a) J'(x2 + x+1)exdx b) Ilnxdx c) J‘XCOSXdX
d) Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva I cos (ln X)dx.
cos(lnx) u=Xx—du=...
Para ello, multiplica y divide el integrando por x: J— X dx = dv = cos (ln X) dX v =
X

13. Sea f(x) =e* —2x* +8, justifica si es primitiva de alguna de las siguientes funciones:
g(x)=e™ —4x+8  h(x)=2e> —4x

14. Dada la funcion f(X) = (X+1)- (3x—2).
a) Calcula una primitiva de f(x).
b) Justifica que la funcion F(x)=x* +2x* +2 no es primitiva de f(x).

15. Dada la funcion f(x) = (X+ a)cosx, donde a es una constante,
a) Encuentra una primitiva de f.
b) Si F es una primitiva de f, ¢puede serlo también G(x)= F(x)+2x?

16. Sea f(X): x> +bx donde b es una constante. Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f
con F(O): 2y F(3)= 20. Encuentra también la expresion de F.

- a oo
17. Dada la funcién f(X) =25-x’ +— (X # 0), donde a es una constante, encuentra una primitiva de
X
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Integrales

f. Posteriormente, encuentra a para que si f' es la derivada de f, entonces f'(1)=-2.

4. EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA

4.1. Area bajo una curva

Dada una funcion f(X) continua y no negativa en un intervalo [a, b], su
grafica determina una regién del plano que vendra limitada por la funcién,
el eje de abscisasy lasrectas x=a y X=D.

Veamos como podemos calcular de forma aproximada el area de dicha
region:

Tomamos una particion del intervalo [a, b]. Consiste en dividir el intervalo
en n partes, tomando para ello los puntos X,,X,,X,,...,X, verificando

a=X, <X <X, <..<X,=Db.

Asi, tenemos los intervalos [a, X ], [Xl, X, ],...,[Xn_l, b].
A continuacion, denotamos por M; al minimo valor que toma la funcién en el intervalo [Xi_l, Xi] y por

M; al maximo valor que toma la funcién en el mismo intervalo.

Asi, en cada intervalo [Xi_l, Xi] consideraremos dos posibles figuras, la creada con rectangulos de base

X; —X;_, y altura m, y la creada con rectangulos de base X, — X, ; y altura M, . Sumando las areas de los
N rectdngulos, obtenemos:

Suma inferior Suma superior

En el primer caso obtenemos una aproximacion por defecto del drea encerrada bajo la curva:

n
S= ml(Xl - Xo)"’ mz(xz _X1)+---+ mn(xn _Xn—l): Z}mi(xi _Xi—l)

=

Esta suma se denomina suma inferior de la particién en el intervalo [a, b].

En el segundo caso obtenemos una aproximacién por exceso del area encerrada bajo la curva.
n

S= Ml(xl _Xo)+ Mz(xz _X1)+---+ Mn(xn _Xn—1)= ZI:Mi(Xi _Xi—l)

=

Esta suma se denomina suma superior de la particion en el intervalo [a, b].

Hemos obtenido dos aproximaciones del area A, una por defecto Sy otra por exceso S. Se tiene que
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s<ALS

Si tenemos una particién P, del intervalo [a, b], con suma inferior S, y suma superior S,, diremos que

otra particién P, del intervalo [a, b] es mas fina que P, si contiene todos los puntos de la particion P,
y ademas otros puntos nuevos.

Para dicha particion P, , tenemos una suma inferior S, y una suma superior S, . Se verifica que:

s, <s, <ALS, <SS,

Es decir, al tomar una particion mas fina, la suma inferior aumenta (siendo todavia menor o igual que el
valor del drea) y la suma superior disminuye (siendo mayor o igual que el valor del area).

¥ ¥ ¥

A XX Xax

Particién P4 Particién P, Particién P4 Particién P,
Esto significa que cuanto mas fina sea la particién, mas nos acercamos al verdadero valor del area.
Considerando una sucesién de particiones cada una mas fina que la anterior, P, P,,...,P,, Poys---,

obtendremos S;, S,,...,Sy, Spyp--- la sucesion de dreas por defectoy S,, S,,...,S,, S.,-.- la sucesion
de areas por exceso.

Cuando N — 0, la longitud de los intervalos de la particion se hace cada vez mas pequeia, luego
X; —X,_; = 0 . Asi, cuando la funcidn sea integrable, las sumas inferiores y superiores tenderan al area:

S,—s,—>0

Esto significa que 1im(S, —s,)=0 = limS, = lims,, y de aqui: limS_ = lims, = A

n—oo n—oo n—o n—w

Suma inferior y superior con la particion P; Suma inferior y superior con la particion P
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4.2. Integral definida
Sea una funcién f(X) continua y no negativa en un intervalo [a, b].
Definimos la integral definida entre ay b de f (X) como la expresion
I: f(x)dx
Su valor es el drea comprendida entre la grafica de f(X), el eje de abscisasy lasrectas x=a y X=D.
Los valores a y b se llaman limites de integracion.

Hemos visto que dada una sucesion de particiones P, P,,...,P,, P,,;,... del intervalo [a, b], cada una

mas fina de la anterior, con sumas inferiores §S;,S,,...,S,,Sp45--- Y Sumas superiores
$1,S,,..,5,,5

ni1»- -+, S€ verifica que dichas sumas tenderan al verdadero valor del area.

b . . . . .
Se tiene que: I f (x)dx =lim S, =lims,, es decir, que la integral se puede interpretar como:
a

n—oo n—oo
“la suma del drea de todos los rectdngulos de altura f (X) y base infinitesimal (dx) comprendidos entre ay b”
Propiedades:

1. - Si los limites de integracion son iguales, la integral definida vale cero. I f( )dx 0

b
2. - Si la curva estd por encima del eje X (f(x)> 0), la integral es positiva, L f(X)dX > (0, mientras que
si la curva estd por debajo del eje X (f(X)<O), se puede definir también la integral definida, que

sera negativa: _[ f(x)dx<0.

)

| a b fo0
3.-Sea Ce (a, b), entonces podemos descomponer la integral de la forma:

_[ X)dx = j dx+j

4. - Si intercambiamos los limites de integracién, la integral cambia de signo.

J: f(x)dx = —J': f (x)dlx

5. —Dadas dos funciones f( ) y g( ) continuas en el intervalo [a b] se tiene que:

[Tt00+g(lax=[" f(x)ax+ [g(ax vy [[f(x)-g(oldx=[ f(x)ax~[ g(x)dx

6. — Dada una funcion f(X) continua en el intervalo [a, b] y una constante k € R, se tiene que:

[k £ (x)ax =k (x)ex

7. - Dadas dos funciones (x)y g(x) continuas en [a,b], verificando f(x)<g(x) Vx e[a,b], se tiene:
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4.3. Teorema del valor medio del calculo integral

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b], entonces existe un punto C € (a, b) tal que

[ £(x)ax=f(c)- (b-a).

Interpretacion geométrica:

Siendo la integral un area, la interpretacion geométrica es simple: f) A,

. L, e fesessssaadesandes S SAm—
Existe un punto C e (a, b) tal que el drea encerrada entre la curva, el A=
eje de abscisas y las rectas x=a y X=Db es igual al drea de un /

rectangulo de base la amplitud del intervalo, b—a, y altura el valor

que toma la funcion en el punto intermedio, f(C).

Ejemplo:

A=A,

Ab-cccmccccccccccaaa

# Encuentra los valores de ¢ que verifican J’: f(x)dx= f(c)-(b—a) siendo f(x) la semicircunferencia

de centro el origen y radio 1, y a y b los puntos de corte de la misma con el eje OX.

. . . 2 2 2 .
Sabemos que la ecuacion de la circunferencia en el plano es X" +Y~ =r~, asi que para el

problema que se nos plantea tenemos que f(X) =+y1-x? y los puntos de corte con el eje son

(-1,0) y (+1,0).

Se trata de encontrar el rectangulo (azul) cuya area
coincide con la de la semicircunferencia (roja),
sabiendo que la base para ambas figuras estd

comprendida entre los puntos (—1, 0) y (+ L O).

Entonces, siendo:

Arect :bh y A

Debe verificarse:

circ

flx) =|v1 — a?

=n-r’

T

lnr’=b-h=in’=2-h=h==
4

El valor de h corresponde a la variable y, pero nos piden un valor de X. Por tanto:

Xyl =r’=>x2+h? =1 = x=+/1-(2) =40.61899

Que son los valores de C que nos piden.

4.4. Funcion integral o funcion area

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b], para cualquier punto X € [a, b] se define la funcién

integral o funcién area como:

F:[a,b] > R
x = F(x)= jx f (t)dt

a

292 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 7: Integrales

www.apuntesmareaverde.org.es

f(x)

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo
llustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP

Textos Marea Verae




“ Integrales

4.5. Teorema fundamental del calculo integral
Sea f unafuncién continua en el intervalo [a, b] y sea
X
F()=[ f(t)dt

con X € [a, b] la funcién integral. Entonces F es derivable en (a, b) y

(%)= f(x)

para cualquier punto X € (a, b).

Demostracion:

j”h f(t)dt— [ £ (t)at

Aplicando la definicion de derivada tenemos:
a

F(x) = tim PN F ) =

h—0 h h—0 h

Separando la primera integral en dos sumandos (propiedad 3):

[ f(t)dt+j:+h f(t)dt— [ £ (t)dt

a

x+h
[ ft)dt
F'(x)=1im = lim = =
h—0 h h—0 h

Aplicando el teorema del valor medio del célculo integral, dC € (X,X+ h) tal que
LM f(t)dt = f(c)-(x+h—-x)=f(c)-h

Asi:

[ £ (t)dt

F'(x) = lim > i 1O £(c)

h—0 h h—0 h h—0
Como C € (x,x+h) y f es continua entonces lim f (c)= f(x)y, por tanto: F'(x)= f(x).

Actividad resuelta

x dt
* Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f '(X) si f (X) = IO ( 2)3
1+t

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:

f(X)=I0X((j—t3: f'(x)= !

1+ t2) (1 +x’ )3
Generalizacion (1):

Si en lugar de valores reales, los limites de integracidén son funciones reales de variable real, se aplica la
regla de la cadena para obtener:

Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] en Rysea

F(x)= j:(x) f(t)dt
con X € [a, b] la funcién integral. Si h(x) es derivable, entonces F es derivable en (a, b) y

F'(x)=f [n()]-h(x)

para cualquier punto X € (a,b).
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Generalizacion (2):

Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] en Ry sea

FO)= [ (1)t

g(x)
con Xe [a, b] la funcion integral. Si h(x) y g(x) son derivables, entonces F es derivable en (a, b) y

F'(x)=f [n()]-h'(x) - f g (x)]- g'(x)

para cualquier punto X € (a,b).

Actividad resuelta

xdt
4 Sin efectuar el célculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x)= j . ( - )3
T+t

Aplicando el teorema fundamental del cdlculo integral:
d 3x° 2X

S L O 7 P S 7 S S -
f()_IX2(1+t2)3 "o i1+(x3)2)3 : i1+(x2)2i i +x ] (+x)

4.6. Regla de Barrow

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y F(X) es una primitiva de f(x), entonces:

[ #(x)ax=F(b)- F(a)

Yy suele representarse como:

[ 1= ()], = Flo)-Fa)
Demostracion:
Se tiene que F(X) es una primitiva de f(X). Por otro lado, aplicando el teorema fundamental del
cdlculo integral, G(X)z J: f(t)dt también es una primitiva de f(X). Al ser dos primitivas de la misma
funcidn, sélo se diferencian en una constante:

G(x)-F(x)=C = G(x)=F(x)+C
Evaluando las dos expresiones anteriores en el punto X = a, tenemos:

G(x)=F(x)+C=G(a)=F(a)+C
6(x)= [ F(t)dt = Gla) = [ 1 (1)t = o} = F(a)+C=0=C=-F()

Evaluando ahora dichas expresiones anteriores en el punto X =D, tenemos:

G(x)=F(x)+C = G(b)=F(b)+C = G(b)= F(b)-F(a) b
G(x)=[ f(t)dt = G(b)= [ f(t)at }2 J, )dt = F(b)-F(a)
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Entonces, para aplicar |la Regla de Barrow se siguen los siguientes pasos:

1. Calculamos una primitiva F(X) de f(X)
2. Hallamos los valores de esa funcién entre a y b: F(a) y F(b)

3. Calculamos la integral J: f(x)dx = (F(X)]: =F(b)-F(a)

Ejemplos:
S 2
+ jl(—x +6x—5)dx.
La funcién f(X): —X> +6X—5 es una funcién polinédmica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [1, 5].
1. - Calculamos una primitiva de f(x):
I(— X +6x—5)dx =-1x’ +6-1x* -5x
2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo: F(X) =—1x +3x* - 5x

I’ 1 7 5° 25
Fl)=——+3-1"-5-1=—+3-5=— F(5)=——+3-5-5.5=">
W)=-5+ 3 ;v FB)=-T+ 3

3. —Aplicamos la regla de Barrow:

e 25 (7} 25 7 32
X +6x=5)x=F(5)-F(1)=2—[-L|=22,L_22
J £ +6x=5)ix= F(s)-F() 3 (:J 37373

2
* [ (x*-4)ax.

-2
La funcion f(X) = x> —4 es una funcién polinédmica, luego es continua en todo R, y por tanto es
continua en el intervalo [-2, +2].
1. - Calculamos una primitiva de f(X):

2

2 13
J:Z(x —4)dx—§x —4x

2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo y restamos:

[ 6¢ = a)ax= (o =ax] =027 -4 (12)- (20 -4 (-2) - 02 =

Actividades propuestas

18. Resuelve las siguientes integrales definidas:

6 1
a) IO (x2+x+1)dx b) J'l(x2 +x+1)dx
V3 1oX+1
c) I XA/ X* +1dx d) I —————dx
0 X7 +2X+2
T e
e) L senXdx f) Il In x dx
5
19. Halla el valor de ¢ que verifica J'O (2X + l)dX = f(C)- (5 —0) y razona su interpretacion geométrica.
. . : o 1y o e dt
20. Sin efectuar el célculo de la integral indefinida, calcula f (X) si f(x)= -~
n X
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4.7. Aplicaciones de la integral definida
Area encerrada bajo una curva

Para calcular el darea comprendida entra la grafica de una funcion f(X) y el eje de abscisas en un

intervalo en el que la grafica aparece por encima y por debajo del eje X, es necesario hallar cada una de
las areas por separado.

En los subintervalos en los que la gréfica estd por debajo del eje X, la integral serd negativa, y
tomaremos el valor absoluto en toda la integral.

) b
[ 00|+ [ £()x] =|F(x)- Fla)|+] ()~ F(x)|+ [ Fb)- F(x.)

Area = ‘ J:l f(x)dx +

fx)

+

v

Desde el punto de vista practico, si tenemos la representacion grafica de la funcion se puede plantear el
area como suma o resta de las regiones donde la funcién es positiva o negativa, respectivamente.

Ejemplo:

% Halla el drea encerrada entre la grdfica de la funcion f(X)z x* —2x-3, el eje X y las rectas
X=-3y x=4.

La funcion f(X): x> —2Xx—3 es una funcién polinédmica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [-3, 4].

La grafica de f(X) es una parabola cdéncava (). \ i
Calculamos el vértice:
x=—2_2_, Six=1=f(1)=1"-2-1-3=—4 f(x)=x’-2x-3
2a 2
Tenemos: V (1, —4)
Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje X.
Para ello, resolvemos la ecuacién f(X) =0:
2i 4_4'1' _3 6 -5 -4 5 [ 7 B 5 1 1
f(x)=0=x*-2x-3=0=>x="—" o £3)_
2444412 24416 244 [ 35(3,0) ity e
2 2 2 |-1>(~1,0)

Representando la funcién f(X)= x> —2x-3 y las rectas X=-3 y X =4 observamos que el
area que queremos calcular se divide en tres regiones.
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Hallamos una primitiva de f(X):
3

J‘(x2 —2x-3)dx :X?—x2 -3x

Hemos obtenido tres regiones. El area total sera la suma del area de cada region:

Area = ‘ J-__;(x2 —2x—3)dx‘+“j(x2 —2x—3)dx‘+‘ J-:(x2 —2x—3)dx‘ =

~[F(1)= F(=3) +| FG)= F(=1)| +| F4)—F () :|§_(_9*+|_9_§

32 32 7 71
=—+—+—=—u
3 3 3 3

_l_

_@_(_9)(:

3

2

. L . 71
Por tanto, el area de la regidn es iguala — u?

También podriamos plantear, ya que tenemos la representacion grafica de la funcion:
, ’ . r =10 3 2 4,2
Area = Area, — Area, + Area, = L (X —2X— 3)dx - .[_1 (X —2X— 3)dx +L (X —2X— 3)dx

Es decir:

) X3 -1 X3 +3 X3 +4
Area=| = — x> =3x| —|=—=x*=3x| +|=—=x*=-3x| =...
3 -3 3 -1 3 +3

ey

1. - Si la funcién es impar, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es nula:
+a
Si f(X) es impar, I f(x)dx=0
—a
2. - Sila funcidn es par, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es:

f:f (x)dx=2- IOa f(x)dx

Para entender estas dos propiedades nos basta con ver las graficas de cada tipo de funcién.

Propiedades:

0 Sila funcién es impar, es simétrica respecto al origen de coordenadas y define dos recintos de signo
opuesto e igual area a ambos lados del origen. Al sumarla, el resultado es nulo.

0 Silafuncién es par, es simétrica respecto al eje OY y define dos recintos de igual signo e igual area.

m

Funciéon impar Funcién par
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Actividad resuelta

% Calcula el drea de un circulo de radio r.

Podemos elegir la ubicacidn de la circunferencia, asi que la centramos en el origen. Para este
caso, la ecuacion de una circunferencia de radio r es:

X2+y =r’=>y=+Jr’ -x’

Podemos aprovechar la simetria del problema y calcular el drea a partir del recinto del primer

cuadrante:
r = 4+/r2 — 2 r
+r| y=+yri-zm A:4'IO /rz_xzdx

La primitiva se resuelve con el cambio:
X=r-sent=dx=r-cost-dt

y proporciona:

I\/r2 —xzdx:l-(rzarcsen§+x-\/r2 —x2)+C

2 r
Aplicando la regla de Barrow obtenemos:

r
A=4-[r2—xPdx =2 r* arcsen >+ x-Alr? =x* | =
v \

r 0
A=2-|r? arcsen£+r-\/r2 —r?-r? arcsen9+0-\/l’2 —Oj:2-(r2 -g—Oj
r r

Es decir, llegamos a la conocida férmula:

A=m-r?

Area comprendida entre dos curvas

El drea comprendida entre las graficas de las funciones f(X) y g(x) en el intervalo [a, b] es igual que

al drea que se encierra entre la funcién diferencia (f - g)(x) y el eje X en ese intervalo.

A=[[1100-g) Jo

/ ]

Siendo f(X)> g(X). Si no se determina qué funcién esta por encima de la otra, podemos escribir la

expresion general:
A= Lb| f(x)—g(x)|dx

Sin embargo, desde el punto de vista practico, en el caso en el que las funciones f(X) y g(x) tengan
varios puntos de corte, serd conveniente hallar las diferentes regiones y determinar las dreas por
separado.
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Ejemplo:

% Halla el drea comprendida entre las grdficas de las funciones f(X) =—X* +4x y g(x) =X entre
las rectas X=—1y x=3.

Las representaciones graficas de f(X) y g(x) son una parabola y una recta, respectivamente,
asi que es de esperar que haya dos cortes entre ellas y, por tanto, es posible que haya varias
regiones diferenciadas a tener en cuenta.
La gréfica de f(X) =—X" +4X es una parabola convexa. Hallamos su vértice:
e S S0 SV SN f(2)=—2"+4.2=-4+8=4 =V (2,4)
2a 2-(-1) -2
Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje X,

g(x)=x
resolviendo la ecuacién f(X) =0:

f(x):0:>—x2+4x:0<:>x-(—x+4):0<:>{xzo v
X=4 : 4 f(x)=-x"+4x

La grafica de g(x): X es una recta. Para dibujarla, basta con

obtener dos puntos: ix=-1]dl’ | x=3 P
x | o | 3 s
» ‘ 0 ‘ 3 Y.

-4

Para determinar la regién de la que queremos calcular el
area, la representamos, junto con los limites de integracion:

5

Buscamos los puntos de corte entre las dos funciones, resolviendo la ecuacion f(X) = g(x):

=0
f(x)=g(X) & x> +4x=x = X" +4x-x=0 & X +3x:0<:>x(—x+3)=0<:>{))i_3
Por tanto, el drea que queremos calcular sera:
Area=f1| (f —g)(x)|dx
Hallamos una primitiva de (f —g)(X):
(f—g)x)= f(x)—g(x)= x> +4x—x =X +3x =
3 3X2
f—g)x)dx = [(=x? +3x)dx = -2+ 2%
J(f—g)dx = [(-x* +3x)dx ="+
Hemos obtenido dos regiones. El area total sera la suma del drea de cada region:
3 2 7190 3 2 3
Area:U0 (—x2 +3x)dx‘+“3(— X’ +3x)dx‘ | S S Y | DR S =
-1 0 3 2, 3 2,
11 9 11 9 19
=|F(0)-F(-1 F(3)-F(0)|=|0——|+|=-0|=—+—=— u?
[FO)-FCD]+ FO)-FO)=[o- | +| 30|+ 2 =5
. - : 19
Por tanto, el drea de la regién es igual a ? u?
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CURIOSIDADES. REVISTA

<Eudoxo de Cnido (390 aC — 337 aC)>

(Eudoxo demostré que el volumen de una pirdmide es la tercera\
parte del de un prisma de su misma base y altura; y que el
volumen de un cono es la tercera parte del de un cilindro de su
misma base y altura.

Para demostrarlo elabord el lamado método de exhauscion.

. J

Método de exhauscién >

El método de exhauscion es un
procedimiento geométrico de
aproximacion a un resultado, con el cual
el grado de precision aumenta en la
medida en que avanza el célculo. El
nombre proviene del latin exhaustio
(agotamiento, exhausto)

Se utiliza para aproximar el area de un
circulo, o la longitud de una
circunferencia, inscribiendo y
circunscribiendo poligonos regulares
con cada vez mayor numero de lados.

Argquimedes

unr’medes, escribio su tratado sobre “E/ método de teoremth
mecdnicos”, que se consideraba perdido hasta 1906. En esta obra,
Arquimedes emplea el calculo infinitesimal, y muestra cémo el método
de fraccionar una figura en un nimero infinito de partes infinitamente
pequeiias puede ser usado para calcular su area o volumen. Fue escrito
en forma de una carta dirigida a Eratdstenes de Alejandria.

Observa como es la base de los conceptos que en el siglo XVl
permitieron a Isaac Newton y a Leibniz unificar el cdlculo diferencial con
el calculo integral, y cémo es el precursor del concepto de integral

Q&ﬁnida como las sumas inferiores y las sumas superiores de Riemann./ \ /
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¢Has pensado alguna vez en la historia de los simbolos matematicos?

Al principio las matematicas eran retdricas, es decir, todos los cdlculos se explicaban con palabras. Poco
a poco empezaron a usarse abreviaturas, simbolos para representar las operaciones. Hoy las
matematicas estan llenas de simbolos.

Por ejemplo, para indicar sumas y restas, primero se usaron letras
como p y m, pero en el siglo XV comenzd a usarse los simbolos +y
—. Para el producto se uso el aspa, x, de la cruz de San Andrés, pero
Leibniz escribid a Bernoulli que ese simbolo no le gustaba pues se
confundia con la X, y comenzé a usar el punto, . Para el cociente, la
barra horizontal de las fracciones es de origen arabe, y los dos
puntos, de nuevo se los debemos a Leibniz, que los aconseja
cuando se quiere escribir en una sola linea.

El simbolo de infinito, c, se debe a John Wallis y, a pesar de
su parecido, no esta relacionado con la cinta de Mdebius,

% sino con la Lemniscata.

En 1706 se empezd a usar m, como inicial de la palabra
griega “perimetro” y se popularizé con Euler en 1737.

T=31416

El simbolo de la integral se lo debemos, de nuevo, a Leibniz, y es una estilizacion de la
letra S, inicial de suma. También le debemos la notacién dx, dy para el célculo
diferencial.

A Euler le debemos la invencidon de muchos simbolos y la popularizacién de otros: No

sabemos por qué uso la letra

€ para representar al nimero

e, base de los logaritmos ®
neperianos, la letra i, para la unidad e I X
imaginaria compleja, 2 para el sumatorio, y la

notacién f(x) para las funciones.

En légica y teoria de conjuntos se usan muchos y nuevos simbolos, como N, U, D, &, <, €, ¢, {, 1, A, Vv,
=, ... que podemos deber a George Boole.

N,UD &G €, & LhA vV,
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RESUMEN

CUADRO DE PRIMITIVAS

f(x)

Icosecz [f(x)]f'(x)dx = —cotg[f(x)]+C

If“(x)f’(x)dx=L[f(x)]“” +C,n%-1 | P00 g In|f (x

Iaf(x) f'(x)dx
Isen[f(x)]f '(x)dx = —cos [f(x)]+C
J‘sec2 [f(x)]f"(x)dx =tg[f(x)]+C

[f()dx=f(x)+C

ja- f(x)dx=a-_|.f(x)dx

)|+C

2100

+C,a=1,a>0
Ina

L o[f ()] ' ()dx > t=f(x)=

Método de integracion

por cambio de variable 2. .[ f(x)dx x= g(t):> dx = g’(t)dt

dt = f'(x)dx
[o()dt=G(t)+C = F(x)=G[f(x)]+C

[ flo®)]g't)dt=G(t)+C = F(x)=G[g " (x)]+C
Método de integracién .[u dv=u-v— J.V - du
por partes
Regla de Barrow [ #(x)ax=(F(x) ], =F(b)- F(a)

Area entre una curvay
el eje OX

A=I:|f(x)|dx

f\rea entre dos curvas

Aj|f

|dx
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

n+l1

n+l
1. - Sabiendo que IX"dX= X_ic y j f7(x) f'(x)dx = f (X)+C , calcula:

n+1 n+1
1) _[xsdx 2) _[Xisdx 3) % 4) I37 dx 5) I6x7dx
6) [ 5xdx 7) [svxdx &) [(3-2x-x")ax  9)[(2x’ —5x+3)dx
10) [(2+3%* 11) [2( +2f'dx  12) [(1-xfx 13)[ X+2dx
14) .|.(—4xi +2xjdx 15) I(3a—$+2xajdx 16) j(—x—3+2—ﬁjdx
17) I(3x5 _%+25\/X—ZJdX 18) I(l - x)\/;dx 19) j#dx
ZO)I(SeX +%jdx 21) j%dx 22) I(ﬁ—%x+%)dx
23) jf x(x* +1)d 24) | \/x_S—%de 25) j&(3—5x)dx
26) j%dx 27) [(3x+4) 28) [(3x—7)" dx
29) [x(x* - 4) dx 30) [3x(¢ +2fdx  31) [(+2)xdx 32) [( +3)dx
33) j(x—z)%dx 34) I(a+x)3dx 35) Hx+23—(x+2)2]dx
36) J.«/3x+12 dx 37) j% 38) J.(x(i—xlf 39) j(x —x)*(2x =1)dx

1 > 3 x dx
40) J‘ﬁ(pm/;) dx 41) j()(“XT)ZdX 42) Im 43) jxx/xz —7dx

v - ‘ 45 Xy
44) J.(X 1>(X 2X+3) dx )Im X 46) J. X +2) dx
3xdx X2
47”% 48) [x-A1—x dx 49)j</xai+5 X s0) x| (10 ~1) dx
51) jx/xz—zx“dx 52) _[ e +13e dx 53) jsen3xeosxdx
54) J.XCOS4 x2senx2dx 55) Jxlnx +3)dx 56) J‘SCnX
cosS™ X

dx 60) Jlln—x dx

2
58) Itg x-sec’ x dx  59) J.Sfcjx
g 3X
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2. - Sabiendo que _[ dx = 1n| X|+C yj dX 1n| f |+C,calcula:
dx dx x dx X
1)jx+2 2)-[2x—3 3) Iﬁ 4)-[xz—l )-[1—2 o 6).[1—x3dx
3x dx X+1 1

5 Al —|d

7)‘[X2+2 8) ‘[3X+5dx 9 IX2+2X+2dX 10) J.(\/;-ij X
3 2 dx
11) j(7+;+\/§jdx 12) lenx 13) jm
2X
14) J(ZXI_I - ZXIH]O'X 16) jei 0 17) [ g x dx
18) Icotgxdx 19)J‘ 20)Isenx+cosx
X 1’1X COoS X

ZSenXCosX sen X — cos X
21) j 22j

1+ sen’x sen X + cos X

23) J.X cotg x*dx

f(x)

3.-Si _fe dx=e*+C, je )dx ef +C jaxdx—m+CyJ‘a )dx—?na +C, calcula:
1) j3 dx 2) ja“*dx 3) je**dx 4) j4e3de
5)_|.3x2exz+2dx 6) '[4e4’xdx 7) J.xzexzdx 8) J'(ex+1)2dx
9) j[ex +ixj2dx 10) _[(eX +x6)2 dx 11) je‘x2+2xdx
1
13) J‘ XX: dx 4)_[xesenxz cos X dx 15) Ie“"szx -sen 2x dx

17)'[e°°SX -sen X dx

19) Ietgzx sec” 2x dx .35 (x

20) j%

4. - Sabiendo que Isen xdx =—-cosx+C, j f'(x)-senf (x)dx =

Icos f(x)f'(x)dx = sen f(x)+C calcula:

X
1 2x+8)d 2 —d
)Isen( X + 8 )dx )J‘sen2 X

5) I(3 sen X;2 cos dex

4) IX sen x“dx

7)Iexcos e”dx
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18)j[m

H3de

21) j; 23 dx

—cos f(x)+C, jcosxdx=senX+C y

3) .[cos 3xdx

6) '[sen 2x dx

9) J-sen(inx) dx
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5—S|ICOS de J'l+tg x)jx—tgx+CyJ'—)dx Hl—i—tgf (x)] £'(x)dx =tg f(x)+C, calcula:

1) .[x (1+tg x> )dx

f(x)

3) .[tg 3xdx

2) j(l+tg x) dx

6. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:

1) I(2+5x)4dx 2) I(3+4x)6 dx

3) j6x(3+x2)5dx

3 3 e -4
4) J‘{5+4X+(5+4X)3}dx 5) I(\/3+2x+J3+2x)dx 6) I[ = jdx
7) _[sen3x~cosx~dx 8) Jsenxdx 9) J~Sceons>)((

10) [ /% +4 dx 11) j(ee;3de 12) j(e +2de

7. - Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracién por partes:

1) I3Xcos X dx 2) J.X2 -sen x dx

4) [/xInxdx 5) jlnx

3) _[xz In x dx

6) I2ex -cos X - dx

8. — Halla el valor de las siguientes integrales definidas:

3 dX
1)]15
6) [ [3x —2x+1 | d

)L x—x+5 X

5n
3) _[53 sen X dx
4

2 2
N, (nﬁj o

b
9. — Halla el valor de b para que se cumpla L(2bx—3x2 )dX =-12

x 4
4) J:‘*sen3xdx 5)J:4| x|dx

orf3-1)

10. — Halla el area entre la funcion f(X)z x> —4x, el eje de abscisas y lasrectas X=1y xX=6.
11. — Halla el area de la region limitada por la funcién f(X) =X’ —X* —6X y el eje de abscisas.
12. - Halla el area delimitada por las graficas:

a) y:%x2 -X+ley—-x-1=0.

b) f(x)=~x y g(x)=

) F(x)=x>+x+4y g(X)=—x>+2x+5

Algunos problemas resueltos por el alumnado.
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AUTOEVALUACION
1. Los valores de a, b y ¢ para los que F(X):ax3 +be* +csenx es una primitiva de la funcién
f(x)=3x> —7e* +5cos X son:
a)1,-7,5; b) 3, 7, -5; c)1,-7,-5; d)3,-7,5
2. Laintegral inmediata [ Xv/2x* +3 dx vale:
3 3 3
VX2 +5 VX2 +3 VX2 +5 VX2 +5
a)—( ) +C; b)—( ) +C c)—( ) +C; d)—( )Z+C
6 6 4 6
dx
3. Llaintegral vale:
g Il—xz
I+x I-X 1 I+Xx 1 I1-x
a) In—|+C; b) Inl—|+C c) —In——1|+C; d) —-Inj——|[+C
— I+x 2 — 2 I1+X
4. Alintegrar por partes .[X~sen X-dX se obtiene:
a) x-sen X—cosX+C; b) X-cosx—-senX+C «¢)—X-cosX+senX+C; d) —x-senX+cosx+C
5. Laintegral J.(X2 +4X+13)dx vale:
a) (x2 +4x+13)+C; b) X* +4x* +13x+C; ¢) +x* +2x> +13x; d) 1x* +2x* +13x+C
6. Laintegral jex cose’dx vale:
eX
a) sene* +C; b) —sene* +C c) senx +C; d) e*-sene* +C
€
7. Laintegral definida [jcosxdx vale:
a)L; b) m c) 0; d) -1
8. El drea comprendida entre la grafica de la funcidn f(X)=—X2 +4X, el eje de abscisas y las rectas
X=0yX=4vale:
a) 128/3; b) 32/3 c) 64/2; d) 64/3
9. Elarea comprendida entre las gréficas de las funciones f(X)z —X* +4X y g(x): X vale:
a) 9/2; b) 19/3 c) 27/2; d)3
10. La regla de Barrow sirve para...:

a) ...calcular determinantes de orden 3;

c) ...resolver integrales definidas;
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Apéndice: Problemas de integrales en las P.A.U.

3 —
(1) Calcula una primitiva de la funcién f(x)= X Z3x+5
Ux

(2) Calcula haciendo el cambio de variable €* =t:

ex ex _4eZX
a dx b) | ———dx
) -[ezx -1 ) J- 1+e*

(3) Calcula '[)th(ezx +Xcosx)dx

(4) Considera la funcién —3 y = x> —=3x> +1
a) Determina la recta tangente en el punto en que la funcién alcanza su maximo relativo.
b) Dibuja el recinto limitado por la curva y la recta tangente anterior.

c) Halla el 4rea del recinto del apartado (b).

(5) Considera la funcion f (X) = % —sen X

a) Dibuja el recinto acotado por la grafica de f(X), eleje OXylasrectasx=0y X=7.

b) Calcula el area del recinto anterior.

(6) a) Dibuja el recinto plano limitado por la pardbola y = 4x — x? y las tangentes a la curva en los puntos
de interseccion con el eje de abscisas.

b) Halla el area del recinto dibujado en (a).

(7) Sea la funcién f: R — R definida por

4x+12 si Xx<-1
f(X): 2 )
X" —4x+3 si x>-1

a) Haz un dibujo aproximado de la grafica de la funcién f.

b) Calcula el area del recinto limitado por la funcion f, el eje de abscisas y la recta x = 2.
(8) Sea la pardbola Yy =X* —3X+6
a) Halla la ecuacion de la tangente a la gréfica de esa curva en el punto de abscisa x = 3.

b) Haz un dibujo aproximado del recinto limitado por la gréfica de la pardbola, el eje OY y la recta
tangente hallada anteriormente.

c) Calcula el area del recinto anterior.
(9) Considera las curvas f(x)=x>-3x—-2y g(x)= x> —x-2.
a) Encuentra sus puntos de interseccion.

b) Representa el recinto limitado que encierran entre ellas.

c) Encuentra el area del recinto limitado por las dos curvas.

292 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 7: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP

Textos Marea Verae



Integrales

(10)

(11)

Dada la funcion f(X) = (X —a)cosX, busca el valor del numero real a sabiendo que

- T
IOZ f(x)dx:E—z

Las curvas Y =€, y=e " ylarecta X=1 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.

b) Calcula su area.

(12) Se considera la curva de ecuacion y = X* —2x% 4+ X
a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de esa curva en el origen.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la curva y la recta hallada.
c) Calcula el area de ese recinto.
(13) La derivada de una funcién f(X) es f '(X) = (X+ 2)- (X2 —9)
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de f (X)
1
b) Determina la funciéon f sabiendo que f(O):g.
(14) La grafica de la pardbola Y =2x" divide al cuadrado de vértices A(0,0), B(Z,O), C (2,2) y
D (0,2) en dos recintos planos.
a) Dibuja la grafica de la funcion y los recintos.
b) Calcula el area de cada uno de ellos.
(15) a) Calcula la funcién f () sabiendo que su derivada es f'(x)=(x—1)e* y que f(2)=e.
b) Demuestra que f(X) tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas y razona si es
maximo o minimo.
(16) Las graficasdelacurva y= X’ y de la parabola y= x> +2X encierran un recinto plano.
a) Dibuja ese recinto.
b) Calcula su area.
(17) Seaf: R — R la funcién definida por
X* s 0
f(x)=smx+n si 0<x<l1
2 Si 1<X
a) Calcula my n para que f sea continua en todo su dominio.
b) Para esos valores hallados, calcula el drea del recinto limitado por la graficade f ylarectay=1.
(18) Seala funcionf: R — R definida por
2x+4 si x<0
f(X)z 2 .
(x=2) si x>0
a) Dibuja la grafica de la funcién.
b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.
(19) Lacurva y= x> —3X y la recta y = X limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
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(20) La pardbola X = y2 +1 ylarecta X=23 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(21) Lacurva y= x* +3 ylarecta Yy =2X+3 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(22) Se considera la parabola y = 6X— NG

a) Calcula la ecuacién de las rectas tangentes a la grafica de la parabola en los puntos de corte con
el eje OX.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la pardbola y las rectas halladas
anteriormente.
c) Calcula el area de ese recinto.
e considera la funcién =
e +k® si o x>2
a) Determina el valor de k > 0 para que la funcién sea continua en el intervalo [0,4].
b) Suponiendo que k =1, halla la recta tangente en X=3.
c) Suponiendo que k =1, halla el rea que la funcidn determina con el eje OX, para X € [0,4].

(24) a) Resuelve por partes la siguiente integral: Jx(l —In X)dx

b) De todas las primitivas de f(X) = X(l—lnx) calcula la que pasa por el punto (1,3).

(25) La grafica de la parabola y* =8X vy la recta X =2 encierran un recinto plano.
a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.

4
(26) La gréfica de la curva f(X)= 2— ylasrectas Y =4 y X =0 encierran un recinto plano.
—X

a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el 4rea de ese recinto.

(27) Esboza la grafica de la parabola y = —x* + X +Z y halla el drea de la regién del plano determinada

por la parabola y la recta que pasa por los puntos (O,%) y (%,O).

(28) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la regién del plano determinada
por la parabola Yy =—X"+4 ylarecta y=1.
a) Representa graficamente la chapa y calcula su area.

b) Determina las dimensiones del rectangulo de drea maxima que se puede obtener a partir de
dicha chapa con la condicién de que uno de sus lados esté en larecta y=1.

(29) Representa graficamente las pardbolas y2 —4x=0vy x? —4y =0 y calcula el drea que encierran.
X

x> +1

a) Halla los maximos, minimos y puntos de inflexién.

(30) Se considera la funcion f(X) =2-

b) Para x [0, 5], esboza la gréfica de la funcidn y calcula el drea comprendida entre ellay el eje X.
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X
X +1
a) Halla sus asintotas, maximos y minimos.

(31) Se considera la funcién f(x)=

b) Representa graficamente la funcion.
c) Halla el drea delimitada por la funcién y el eje OX, para -1<x<1.

(32) Si x representa el volumen de produccién de una fabrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcion f(x)=3+8x+15x>. Se pide:
a) Encuentra la funcion del coste total F, si se sabe que dicha funcidn viene dada por la primitiva
Fde f que verifica que F(0)=100.
b) Estudiay representa graficamente la funcién f en el intervalo [0,00). Calcula el area limitada por

lacurvayelejeXentre x=0vy x=1.
10

(x+1)

(33) La funcion de costes marginales de una empresa es f(x) = Se pide:

a) Encuentra la primitiva F de f verificando que F(4)=0.

b) Estudia y representa graficamente la funcién f . Calcula el area limitada por la curva y el eje X
entre x=0y x=1.

1
(34) Seala funcion f(X): 5+— (x>0).Si f' representa su derivada,
X

a) Calcula f'(2).

b) Dibuja la funcién f . Halla el drea limitada por la curvayeleje Xentre x=1y x=2.
a
(35) Dada la funcion f(x) =—+ x> (x> 0), donde a es una constante,
X

a) Sise supieraque f'(2)=1 donde f' esladerivadade f,écudnto valdriaa?

b) Dibujalafuncion f si a=16 y halla el drea limitada por la curvay el eje X entre x =2 y X = 3.

(36) Sea la funcién f(X)z 3x* —6X.Si ' representa su derivada,
a) Encuentra una primitiva F de f verificando F(2)= f'(3).

b) Dibuja la funcién f . Calcula el drea limitada por la curvay el eje Xentre x =1y x=3.

(37) Dada la funcién f(X)z x® —81x%,
a) Si f' representaladerivadade f, encuentra una primitiva F de f tal que F(4)= f'(4)

b) Dibuja la funcién f . Halla el drea limitada por la curvay el eje Xentre x=—-4y x=4.
a
(38) a) Dada la funcion f(X)=25—X2+—2 (x#0), donde a es una constante, encuentra una
X

primitiva de f y halla el valor de a para que si f' esla derivadade f, entonces f'(l)z 2.

b) Dibuja la funcién f(X)=25—X2, y halla el area limitada por la curva y el eje de abscisas entre
los puntos de abscisas X =1y X=6.

(39) Determina la funcion primitiva y el area bajo la curva en el intervalo [l,e] de la funcién

f(x)=Inx.
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(40) Enuncia la regla de Barrow y aplicala a la funcion f(X): eX(X+1) en el intervalo [0,1]
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Resumen
El curso pasado ya estudiamos probabilidad. En este curso vamos a profundizar en la Teoria de la
Probabilidad. El motivo es el de sus muchas aplicaciones en las Ciencias Sociales, en todas las ciencias,
pero, como comprobaras en los enunciado de los problemas, en Medicina, Psicologia, Sociologia...

Los medios de comunicacion, televisidon, periddicos, utilizan todos los dias la Estadistica y Ia
Probabilidad: “el 40 % de los incendios son por negligencia”, “el 30 % de los muertos en accidente de
carretera no llevaban el cinturén de seguridad puesto”, “hoy llovera” ... e incluso nosotros la usamos
aunque sea de forma intuitiva, para tomar decisiones (como llevar el paraguas).

Como ya has estudiado Estadistica y Probabilidad en ESO y el curso pasado, vamos a revisar los
conceptos mas importantes y terminaremos aprendiendo cosas nuevas, como el Teorema de Bayes en
probabilidad.

El Teorema de Bayes nos va servir para resolver problemas como:

“Conocemos la probabilidad de que un enfermo que tiene hepatitis esté algo amarillo, ¢ calcula
la probabilidad de que alguien que esté algo amarillo, tenga hepatitis”.

La Probabilidad y la Estadistica es uniran en el préximo capitulo, en el que estudiaremos la inferencia
estadistica. Los intervalos de confianza y contraste de hipétesis se utilizan, como su nombre indica para
inferir de los datos que nos suministra una muestra, conclusiones sobre la poblacién. Por ejemplo:

Preguntamos a una muestra a qué partido politico tiene intencion de voto, e inducimos, con
una cierta probabilidad, el partido que ganard las elecciones.
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Probabilidad

1. PROBABILIDAD

1.1. Algebra de sucesos

Experimento aleatorio

Un fendmeno o experimento aleatorio es aquel que, manteniendo las mismas condiciones en la
experiencia, no se puede predecir el resultado.

Ejemplos:
4 Son experimentos aleatorios:
a) Lanzar un dado y anotar el nimero de la cara superior.
b) Lanzar tres dados y anotar los nimeros de las caras superiores.
¢) Si en una urna hay bolas blancas y rojas, sacar una al azar y anotar el color.
d) Tirar una moneda tres veces y anotar el nUmero de caras obtenido
e) Sacar, sin reemplazamiento, cinco cartas de la baraja.

f) Abrir un libro y anotar la pagina por la que se ha abierto.

Sin embargo, soltar un objeto y comprobar que cae, calcular el coste de la fruta que hemos comprado
sabiendo el peso y el precio por kg, calcular el coste del recibo de la compaiiia telefénica sabiendo el
gasto... no son experimentos aleatorios.

Actividades propuestas
1. Indica si son, o no, fendmenos aleatorios:
a) El nimero de habitantes de las provincias espafiolas.
b) El drea de un cuadrado del que se conoce el lado.
¢) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.

d) Saber si el proximo afio es bisiesto.
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Suceso, suceso elemental, espacio muestral

Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles resultados o sucesos posibles. Siempre se
obtendrd uno de los posibles resultados.

Se llama suceso elemental a cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio.
El conjunto de los posibles resultados de un experimento aleatorio se denomina espacio muestral, E.
Un suceso S es un subconjunto del conjunto de posibles resultados, es decir, del espacio muestral:

ScE.

Ejemplos:
#+ Los posibles resultados al tirar una moneda son que salga cara o salga cruz. El conjunto de
sucesos elementales es {cara, cruz}.
#+ El conjunto de posibles resultados de los experimentos aleatorios siguientes:

a) Extraer una bola de una bolsa con 9 bolas blancas y 7 negras es E = {blanca, negra}.

b) Sacar una carta de una baraja espafiola es E = {As de Oros, 20, 30,..., SO, CO, RO, As de Copas, ..., RC,
As de Bastos, ..., RB, As de Espadas,..., RE}

#+ Al lanzar un dado, el conjunto de posibles resultados es E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, el suceso A obtener par
es A={2, 4, 6}, el suceso B obtener impar es B ={1, 3, 5}, el suceso C obtener multiplo de 3 es C = {3,
6}, el suceso D sacar un nimero menor que 3 es D ={1, 2}.

#+ Al lanzar dos monedas el conjunto de posibles resultados es E = {(C, C), (C, +), (+, C), (+, +)}. El suceso
sacar cero caras es A = {(+, +)}, el suceso sacar una cara es B = {(C, +), (+, C)} y el suceso sacar dos
caras C ={(C, C)}.

Actividades propuestas

2. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en seis tarjetas cada
una de las letras de la palabra MONEDA y sacar una al azar”.

3. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Sacar una bola de una bolsa
que tiene bolas negras, rojas y blancas”.

4. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos dados.
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Operaciones con sucesos

Dados dos sucesos Ay B:

La unién: A U B se verifica si bien se verifica A o bien se verifica B.

La interseccion: A N B se verifica si se verifica A y ademas se verifica B.

La diferencia: A — B se verifica si se verifica A y no se verifica B.

La unidn, interseccion y diferencia de dos sucesos aleatorios, son también sucesos aleatorios, pues son
subconjuntos del espacio muestral.

Las operaciones con sucesos verifican las mismas propiedades que las operaciones con conjuntos:

Asociativa: (AuB)uC=Au(BuUC) (ANnB)NnC=An(BNC)
Conmutativa: AuB=BUA ANnB=BnA

Distributiva: AuBNC)=(AuB)n(AuC) An(BuUC)=(AnB)U(ANC)
Simplificativa: AUuBNA=A ANn(BUA)=A

Leyes de Morgan: (AN B)°*=ACUBC (AU B)¢=A¢~B°

Todas ellas puedes comprenderlas representando conjuntos usando
diagramas de Venn.

Ejemplos:

#+ Al lanzar un dado, hemos llamado A al suceso obtener par: A = {2, 4, 6},
y B al suceso obtener multiplo de 3: B = {3, 6}. Entonces AU B=1{2,3,4,6}, AnB={6}, A—B={2,
4}.

Actividades propuestas

5. Comprueba, utilizando el ejemplo anterior, que se verifican las 10 propiedades del Algebra de
Sucesos. Por ejemplo: Vamos a comprobar la Ley de Morgan: (A n B)¢ = A® U B®:

ANB={6}—>(ANB)C={l,2,3,4,5.
A={2,4,6}—>AC={1,3,5;B={3,6}—>B°={1,2, 4, 5;ACUBC={1,2,3,4, 5}

6. Al sacar una carta de una baraja espafiola, lamamos B al suceso sacar un oro y A al suceso sacar un
rey. Escribe los sucesos: AU B, A B, A—B, A%, (A U B)¢, A® U BC.
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Suceso seguro, suceso imposible y suceso contrario
Se considera un suceso al espacio muestral, E, y se le denomina suceso seguro.

Observa que al realizar el experimento aleatorio es seguro que sale uno de los posibles resultados,
luego es seguro que se verifica E.

El conjunto vacio es un subconjunto de E luego es un suceso aleatorio. Como suceso al conjunto vacio,
&, se le llama suceso imposible. Observa que como no tiene elementos es imposible que se verifique.

Dado un suceso A, se denomina suceso contrario (o suceso complementario) de A, y se escribe A, (o
A’, 0 AC, 0 noA), al suceso E — A, es decir, esta formado por los elementos del espacio muestral que no
estan en el suceso A.

Sucesos incompatibles

Dos sucesos A y B son incompatibles si A B = . En caso contrario se llaman sucesos compatibles.

Ejemplos:

+ Al sacar una carta de una baraja, si A = “Sacar un as” y B = “Sacar bastos” y C = “Sacar un rey”.
Entonces los sucesos Ay B son compatibles pues podemos sacar el as de bastos, pero los sucesos Ay
C son incompatibles pues AN C =, ninguna cartaes alavezasy rey.

Actividades propuestas

7. Utiliza un diagrama de Venn para escribir a A U B LU C como unién de conjuntos disjuntos.

8. Considera ahora un diagrama de Venn con sélo dos conjuntos, y representa en él la siguiente
situacion: Se sabe que en un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas A que toman té, 27
que toman café B y 2 personas que no toman ninguna bebida: (A W B)€. A) ¢Suman mas de 35? Eso
es porque hay personas que toman té y café, écudntas? Escribelo en funcion de Ay B, y represéntalo
en el diagrama de Venn. B) ¢ Cudntas personas sélo toman té y cuantas toman sélo café? C) Nombra
con letras a los conjuntos siguientes e indica de cudntas personas estdan formados: a) Toman café y
té. b) No toman ni café ni té. c) Toman té o bien toman té. d) Toman té y no toman café. D) De entre
las personas que toman café, éicuantas toman también té? A este conjunto lo nombramos A/B. E)
¢Cudntas personas no toman café? Némbralo con letras e indicalo en el diagrama. F) éCuantas
personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el resultado con el de las personas que
no toman ninguna de las dos medidas.
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1.2. Asignacion de probabilidades

Existe una definicién axiomatica de probabilidad debida a Kolmogorov relativamente reciente (1930),
pero antes ya se habia sido usado este concepto por ejemplo por Fermat y Pascal en el siglo XVII que se
escribieron cartas reflexionando sobre lo que ocurria en los juegos de azar. Cuando no comprendian
como asignar una determinada probabilidad, jugaban muchas veces al juego que fuese y veian a qué
valor se aproximaban las frecuencias relativas. Asi, la probabilidad de un suceso podria definirse como
el limite al que tienden las frecuencias relativas de ese suceso cuando el nimero de experimentos es
muy alto. Si los sucesos elementales son equiprobables, es decir, a todos ellos les podemos asignar la
misma probabilidad, (si la moneda no esta trucada, si el dado no esta trucado...) se puede usar la Relgla
de Laplace: Por tanto:

Para calcular probabilidades se usan dos técnicas, una experimental, a posteriori, analizando las
frecuencias relativas de que ocurra el suceso, y la otra por simetria, a priori, cuando se sabe que los
sucesos elementales son equiprobables, entonces se divide el nimero de casos favorables por el
numero de casos posibles.

Esto ultimo, cuando se puede usar, simplifica la forma de asignar probabilidades y se conoce como
Regla de Laplace que dice que:

Regla de Laplace

“Si los sucesos elementales son equiprobables, la probabilidad de un suceso es el nimero de casos
favorables dividido por el nimero de casos posibles”:

numero de casos favorables al suceso A
namero de casos posibles

P(A) =

La regla de Laplace esta basada en el principio de razén insuficiente: si a priori no existe ninguna razon
para suponer que un resultado se puede presentar con mds probabilidad que los demas, podemos
considerar que todos los resultados tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Ley de los Grandes NUmeros

Jakob Bernoulli, en 1689, definié probabilidad utilizando la Ley de los Grandes Numeros, que dice que la
frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse cuando el numero de pruebas tiende a infinito.

A ese numero al que tienden las frecuencias relativas lo llamé probabilidad.

Puedes comprender que esta definicién tiene graves inconvenientes. No sabemos cudntas pruebas
debemos realizar. Hay que hacer muchas y en las mismas condiciones. Se obtiene un valor aproximado
de la probabilidad.

Actividades resueltas

4+ La probabilidad de que salga un 3 al tirar un dado es 1/6, pues hay seis casos posibles {1, 2, 3, 4,
5, 6}, un unico caso favorable, 3, y suponemos que el dado no esta trucado. Si sospecharamos
gue el dado estuviera trucado, para asignar esa probabilidad habria que tirar el dado un montén
de veces para observar hacia qué valor se acerca la frecuencia relativa de obtener un 3.
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+ La probabilidad de sacar un nimero par al tirar un dado es 3/6 = 1/2 pues hay seis casos posibles
{1,2,3,4,5, 6}, ylos caso favorables son 3, {2, 4, 6} y suponemos que el dado no esta trucado,
luego todos ellos son equiprobables, por lo que aplicamos la Regla de Laplace.

+ La probabilidad de que al cruzar la calle te pille un coche NO es 1/2, aunque sdélo hay dos casos
posibles, que te pille el coche y que no te pille, pues ya te habria pillado un montén de veces.
Para calcular esa probabilidad se recogen datos de peatones atropellados y se calcula utilizando
las frecuencias relativas.

+ Si consideramos una baraja espafiola de 40 cartas y elegimos una carta, algunos de los sucesos
gue pueden ocurrir son “sacar una copa”, o “sacar un caballo”, o “sacar el caballo de copas”...
Como de antemano no sabemos lo que va a ocurrir decimos que estos sucesos son aleatorios o
de azar. Antes de sacar ninguna carta todas ellas son igualmente factibles, y como puede salir
una cualquiera de las 40 cartas decimos que la probabilidad, de por ejemplo, sacar el caballo de
copas es 1/40, |la de sacar una copa es 10/40, y la de un caballo es 4/40.

#+ ¢Cudl es la probabilidad de sacar un rey o bien una copa? ¢Y de sacar un rey y ademas una copa?
Debemos calcular P(rey U copa), hay 40 cartas (caso posibles), 4 reyes y 10 copas, pero esta el
el rey de copas (que lo estariamos contando dos veces), luego los caso favorables son 13,y
P(rey U copa). Debemos calcular P(rey m copa), como hay un Unico rey de copas, es 1/40.

+ En una clase hay 15 chicos y 14 chicas. Como no se presenta nadie para ser delegado y
subdelegado se hace un sorteo al azar. (Cudl es la probabilidad de que en la clase tanto la
delegada como la subdelegada sean chicas? Los casos posibles son 29:28, éipor qué? y los casos
favorables son 14-13, épor qué?, de acuerdo con la Ley de Laplace, la probabilidad pedida es

numerodecasos favorablesal sucesoA  14-13

- . = =022
numerodecasos posibles 29-28

P(A) =

Actividades propuestas

9. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.

10. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, éte basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o la asignarias por simetria?

11. Calcula la probabilidad de, al tirar un dado dos veces, sacar un 6 doble.

12. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un multiplo de 2 o bien un multiplo de 3.

13. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un multiplo de 2 y ademas un multiplo de 3.

14. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 o bien un nimero mayor
que 2.

15. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 y ademds un numero
mayor que 2.

16. Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores sea 7.

17. Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores menor que 7.
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1.3. Axiomatica de Ko/mogorov

El matemadtico ruso Andrey Kolmogorov (1903, 1987) basdandose en las propiedades del algebra de
suceso y en las propiedades de las frecuencias relativas dio una definicién de probabilidad basada en un
sistema de axiomas.

La definicidn axiomatica de Ko/mogorov es mas complicada que la que viene a continuacion. Pero esta
simplificacion puede servirnos:

Definicidn
La probabilidad es una aplicacién (funcién) que asigna a cada suceso A de un espacio muestral E un
ndimero real que debe verificar las siguientes propiedades:

E—->R

A — P(A)
1.- La probabilidad del suceso seguro es 1:

P(E) = 1.
2.- La probabilidad de cualquier suceso siempre es un nimero no negativo:

P(A) >0, para todo A.

3.- Si dos sucesos son incompatibles entonces la probabilidad de la unién es la suma de sus
probabilidades:

SiA N B = entonces P(A U B) =P(A) + P(B).

Las dos ultimas las verifican todas las medidas. La probabilidad es una medida.

Consecuencias de los axiomas
De estos axiomas se deducen las siguientes propiedades:
a) La probabilidad del suceso contrario es 1 menos la probabilidad del suceso:
P(A)=1-P(A).
Demostracion:

En efecto, un suceso y su suceso contrario son incompatibles, y su union es el suceso seguro. Por lo que
usando los axiomas 1y 3 se tiene:

1=P(E)=P(AU A)=P(A) + P(A) = P(A)=1-P(A).
b) La probabilidad del suceso imposible es 0O:
P(D) =0.
Demostracion:

En efecto, el suceso imposible es el suceso contrario del suceso seguro, por lo utilizando la propiedad
anterior y el axioma 1, se tiene:
P(@)=P(E)=1-P(E)=1-1=0.

a) La probabilidad de un suceso (finito) es la suma de las probabilidades de los sucesos elementales
que lo componen.
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Demostracion:

En efecto, los sucesos elementales son incompatibles entre si, luego si A = {ai, a,, ..., an} por el axioma 3
se tiene que:

P(A) = P{ay, a, ..., an} = P(a1) + P(a2) + ... + P(an).

Si los sucesos elementales son equiprobables de esta propiedad se deduce la regla de Laplace.

Actividades resueltas

+ (Cudl es la probabilidad de sacar al menos un 6 al tirar dos dados?
El suceso sacar al menos un 6 es el suceso contrario al de no sacar ningun 6. La probabilidad de no sacar
un 6 en el primer dado es 5/6, luego la probabilidad de no sacar ningun 6 es (5/6)-(5/6). La probabilidad
de sacar al menos un 6, al ser el suceso contrario es:

P(Sacar al menos un 6) = 1 — P(No sacar ningln 6) = 1 — (5/6)-(5/6) = 11/36.

Actividades propuestas

18. ¢ Cudl es la probabilidad de no sacar un 6 al tirar un dado? ¢éY de sacar un 7? ¢Y de sacar un numero
menor que 5 o bien un nimero mayor que 37?

19. Al tirar una moneda tres veces, écual es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de sacar al
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna
cara.

Sucesos compatibles e incompatibles
Ejemplo:

#+ Al tirar un dado, écudl es la probabilidad de sacar un nimero menor que 2 o bien un niumero
mayor que 57
A = {1}, B = {6}. Debemos calcular P(A U B) = P(1, 6) = 2/6. Los sucesos A y B son incompatibles, no se
verifican a la vez, luego P(A u B) = P(A) + P(B) =1/6 + 1/6...,Hay 10 copas y 10 oros, y ninguna carta es
a la vez copay oro, luego la probabilidad es 20/40.

+ Al tirar un dado, écudl es la probabilidad de sacar un mdltiplo de 2 o bien un multiplo de 3?
A = {2, 4, 6}, B = {3, 6}. Debemos calcular P(A U B) = {2, 3, 4, 6} = 4/6. Los sucesos A y B son
compatibles, pues el niUmero 6 es a la vez multiplo de 2 y de 3. Ahora no se verifica que la probabilidad
de la unidn sea igual a la suma de probabilidades, pues: P(A) + P(B) =3/6 + 2/6 = 5/6.

Llamamos sucesos incompatibles a los que no pueden realizarse a la vez, por lo que su interseccion es
el suceso imposible, y sucesos compatibles a los que pueden realizarse a la vez.

Designamos P(A U B) a la probabilidad del suceso “se verifica A o bien se verifica B”. Hemos visto en el
ejemplo que si los sucesos son incompatibles su probabilidad es igual a la suma de las probabilidades,
pues se verifica el axioma 3 de Kolmogorov.

P(A U B)=P(A) + P(B), si Ay B son incompatibles.
Pero si Ay B tienen una interseccidn no vacia, pueden verificarse a la vez, habrd que restar esos casos,
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esas veces en que se verifican Ay B a la vez.
P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A n B), si Ay B son compatibles.

Esta segunda expresidon es mas general que la primera, ya que en el caso en que A y B son

incompatibles entonces P(A N B) = 0.

Actividades resueltas

+ Calcula la probabilidad de los sucesos siguientes: a) Sacar una sota o una figura; b) No sale una
sota o sale un sota; c) Sacar un oro o una figura.

a) Hay 4 sotasy hay 4 - 4 = 16 figuras (as, sota, caballo y rey), pero las cuatro sotas son figuras, por
tanto P(Sota U Figura) = 4/40 + 16/40 — 4/40 = 16/40 = 0.4.

b) Hay 40 — 4 = 36 cartas que no son sotas, y hay 4 sotas, luego P(no sota U sota) = 36/40 + 4/40 =
1. Esta conclusién es mas general. Siempre:

P(AUA)=1,

pues un suceso y su contrario ya vimos que verificaban que P(A) + P(A) = 1.

c) Hay 10 oros y hay 16 figuras, pero hay 4 figuras que son a la vez oros (as, sota, caballo y rey),
luego P(Oro U Figura) = 10/40 + 16/40 - 4/40 = 22/40 = 11/20.

Sucesos dependientes e independientes

Ejemplo:

+ Tenemos una bolsa con 7 bolas rojas y 3 bolas negras. ¢Cudl es la probabilidad de sacar una bola
roja? Si sacamos dos bolas, écual es la probabilidad de sacar dos bolas rojas?
La probabilidad de sacar una bola roja es 7/10. Pero la de sacar dos bolas rojas, idepende!

Depende de si volvemos a meter en la bolsa la primera bola roja, o si la dejamos fuera.

En el primer caso decimos que es con reemplazamiento y en el segundo, sin reemplazamiento.

Si la volvemos a meter, la probabilidad de sacar bola roja volvera a ser 7/10, y la probabilidad de sacar
dos bolas rojas es 7/10 - 7/10 = 0.49. La probabilidad de esta segunda bola no depende de lo que ya
hayamos sacado, y en este caso la probabilidad se obtiene multiplicando.

Si los sucesos Ay B son independientes: P(A N B) = P(A) - P(B).

NoRoja

Roja
P(Roja y Roja) = 7/10°6/9

No Roja
P(Roja y No Roja) = 7/10°3/9

Roja
P(NoRoja y Roja) = 3/10°7/9

NoRoja
P(NoRoja y NoRoja) = 3/10*2/¢

Pero si la dejamos fuera, ahora en la bolsa sélo hay 9 bolas y de
ellas sélo quedan 6 bolas rojas, luego la probabilidad de que esa
segunda bola sea roja es 6/9, y estad condicionada por lo que
antes hayamos sacado.

Se escribe: P(Roja/Roja) y se lee “probabilidad de Roja
condicionada a haber sacado Roja”.

La probabilidad de sacar dos bolas rojas es ahora: 7/10 - 6/9 =
42/90 = 0.46.

Observa el diagrama de arbol y comprueba que la probabilidad
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de sacar primero una bola roja y luego una bola negra (no Roja) es 7/10 - 3/9 = 21/90 pues después de
sacar una bola roja en la bolsa quedan sélo 9 bolas y de ellas 3 son negras. La probabilidad de sacar
primero una bola negra (no Roja) y luego bola Roja es 3/10 - 7/9 = 21/90, y la de sacar dos bolas negras
es: 3/10-2/9 =6/90.

Los sucesos son dependientes. El que ocurra A, o no ocurra A, afecta a la probabilidad de B. Por eso se

dice que B esta condicionado a A.
B

Si los sucesos A y B son dependientes entonces: PIAYB)=p(A)'p(BIA)

P(A N B) =P(A) - P(B/A)

no B
plAynoB)=p(A)*p(noBlA)

Pero observa mas cosas.

B
plnoAyB)=p(noA)*p(BinoA)

P(A)+P(A)=1:7/10+3/10=1;6/9+3/9=1;7/9+2/9 = 1.
P(E) = P(A1)+P(A2)+ ... +P(An) = 1: 42/90 + 21/90 + 21/90 + 6/90 = 1

no B
p{noAynoB)=p(noA) p(noB/noA)

Actividades resueltas

+ Sacamos dos cartas de una baraja de 40 cartas sin reemplazamiento. ¢Cudl es la probabilidad de
sacar dos oros?
Si fuera con reemplazamiento la probabilidad seria 10/40 - 10/40, pero al ser sin reemplazamiento la
probabilidad del segundo oro viene condicionada por que hayamos sacado un oro previamente. Ahora
en la baraja ya no quedan 40 cartas sino 39, y no quedan 10 oros sino sélo 9, luego la probabilidad es:

10/40 - 9/39 = 3/52.
Observa que:
Si dos sucesos son dependientes entonces: P(B/A) = P(B).
Pero si dos sucesos son independientes entonces: P(B/A) = P(B/ A) = P(B).

Por tanto la expresiéon: P(A n B) = P(A) - P(B/A) es general, ya que si los sucesos son independientes
entonces P(B/A) = P(B) y por tanto P(A N B) = P(A N B) =P(A) - P(B/A) = P(A) - P(B).

Resumen:
Suceso contrario: P(A)+P(A)=1
Interseccion: P(A N B)=P(A) - P(B/A) Si Ay B son independientes = P(A N B) = P(A) - P(B)
Unidn: P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A nB) Si Ay B son incompatibles = P(A U B) =P(A) + P(B)

Actividades propuestas

20. En tu cuaderno haz un diagrama en arbol similar al anterior con los sucesos Ay B: A = sacar un oro
en la primera extraccion, A = no sacar oro, y B = sacar un oro en la segunda extraccién, B =no
sacar oro en la segunda extraccion. ¢Cual es la probabilidad de sacar oro en la segunda extraccion
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Y la de no sacar oro en la segunda extraccion
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Cudl es la probabilidad de sacar dos oros? ¢Y la
de sacar un solo oro? ¢Y la de sacar al menos un oro?
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21. En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 oros” y la de “no sale
ningun oro”.

22. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizas te sea mas
facil calcular la probabilidad de no sacar ningtn 6, y utilizar el suceso contrario.

23. Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los numeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 10, y el suceso B que esos nimeros
difieran en dos unidades. a) Calcula P(A) y P(B). b) Calcula las probabilidades de: P(An B); P(A U B);
P(An B); P(A nB); P(A n B). c) Calcula P(A/B); P(A/B); P(A/B).

24. La probabilidad del suceso A es 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccién es 5/8. Halla:
(a) La probabilidad de que se verifique alguno de los dos.
(b) La probabilidad de que no ocurra B.
(c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.
(d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B. Selectividad. Septiembre 96

25. En un supermercado se ha estudiado el nimero de clientes que compran tres productos A, By C.
Del estudio se ha obtenido que un 14 % de los clientes compra el producto Ay un 12 % compra el
producto B. Ademas, un 4 % compra Ay B, un 2 % compra Ay C y ningun cliente que compre C
compra también B.

(a) éCudntos clientes compran Unicamente el producto B?

(b) Sabiendo que un cliente ha comprado A, écudl es la probabilidad de que también haya
comprado C pero no B? Selectividad. Curso 96/97

26. Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A) = 1/3, P(B) =1/5y
P(AUB) = 7/15, hallar:

a) La probabilidad de que se verifique Ay B.
b) La probabilidad de que se verifique Ay no B.

c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.

d) La probabilidad de que no se verifique A, si no se ha verificado B. Selectividad. Septiembre 97
27.Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) = %, P(B)= %, P(ANB)= %
Calcular: P(AU B)a P(Am B)a P(ﬂ/ B)) P(E/A) . Selectividad. Septiembre 07

28. Se considera dos sucesos Ay B tales que: P(A) = %, P(B/A) =%, P(AUB)= %

Calcula razonadamente: (a) P(A N B). (b) P(B). (c) P(B/A) (d) P(A/B)

Nota. S denota el suceso complementario del suceso S. P(S/T) denota la probabilidad del suceso S
condicionada al suceso T. Selectividad. Septiembre 2012
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1.4. Tablas de contingencia y diagramas de arbol

Diagramas de arbol
Ejemplo:

+ Se hace un estudio sobre energias alternativas y en un pais el 30 % 50 %
de la energia alternativa es energia solar, el 50 % edlica y el resto a
otros tipos de energias. Representa esta situacion con un diagrama

de drbol.

Actividades resueltas

309 Solar

Edlica
20 %

OtrasEnergias

+ Se considera que el 40 % de los incendios forestales se deben a negligencias, tomando este dato
como una probabilidad, écudl es la probabilidad de que al considerar dos incendios, al menos

uno se deba a negligencias?

N
pINYyN)=04"04=016

06
no N
p(NynoN)=04"06=024

] N
04" binoN yN)=0%6* 04 = 0'24

o8 na N
p(noN y noN) = 0'6 * 0'6 = 0'36

Llamamos N al suceso “incendio debido a negligencia” con
P(N) = 0.4, y N = noN al suceso “incendio debido a una causa

distinta a una negligencia” con P(N ) = 0.6. Representamos la
situacién en un diagrama de darbol. La causa de un incendio se
considera independiente de la causa del segundo incendio,
por lo que tenemos que:

P(N,N)=0.4-0.4=0.16

gue es la probabilidad de que tanto en el primer incendio
como en el segundo la causa sea una negligencia

P(N, N)=0.4-0.6=0.24

gue es la probabilidad de que el primer incendio se deba a una negligencia y el segundo no.

P(N,N)=0.6-0.4=0.24

P(N,N)=0.6-0.6=0.36

La probabilidad de que al menos uno haya sido por negligencia la podemos calcular sumando las
probabilidades de (N, N), (N, N)y (N, N) que es 0.16 + 0.24 + 0.24 = 0.64. Pero mas sencillo es
calcular la probabilidad del suceso contrario P(no N, no N) =P(N, N ) = 0.36 y restarla de 1:

P(al menos uno por negligencia) = 1 — P(ninguno por negligencia) =1 —0.36 = 0.64.

Actividades propuestas

29. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que al
menos uno haya sido por negligencia siendo P(N) = 0.4.

30. Una fabrica de méviles desecha normalmente el 0,02 % de su produccion por fallos debidos al azar.
Calcula la probabilidad de que: a) Al coger dos méviles al azar haya que desechar ambos. b) Al coger
dos moéviles al azar haya que desechar sélo uno. c) Al coger dos moviles al azar no haya que
desechar ninguno. d) Verificamos 3 modviles, calcula la probabilidad de desechar los tres. e) Calcula
la probabilidad de al verificar 3 méviles rechazar sélo el tercero.
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31. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en
funcionamiento, y si también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione
correctamente cada dispositivo son: P(A) =0.99; P(B) = 0.96 y P(C) = 0.97. a) Calcula la probabilidad
de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien.

32. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las
probabilidades de que: A) La experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer
lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que
termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento).

Tablas de contingencia
Ejemplo:

#+ Se han estudiado mil enfermos del hepatitis C analizando por un procedimiento mas barato si
las lesiones son graves o leves. Luego se les volvié a analizar por el procedimiento usual
determinando qué diagndsticos habian sido correctos y cudles incorrectos. Los valores
obtenidos se representan en la tabla:

Diagndstico correcto Diagndstico incorrecto Totales
Lesion maligna 412 24 436
Lesion benigna 536 28 564
Totales 948 52 1000

Determinamos la tabla de frecuencias relativas:

Diagndstico correcto (C) Diagndstico incorrecto (l) Totales
Lesidon maligna (M) 0.412 0.024 0.436
Lesion benigna (B) 0.536 0.028 0.564
Totales 0.948 0.052 1

Actividad resuelta

+ Imagina que estas frecuencias relativas pudieran tomarse como probabilidades. Interpreta
entonces el significado de cada uno de estos valores.

0.412 seria la probabilidad de que el diagnédstico de lesion maligna fuese correcto: P(M n C).
0.024=P(M N 1);0.536 =P(B " C); 0.028 =P(B N ).

¢Y 0.4367 El numero de lesiones malignas es 218, luego 0.436 = P(M).

Del mismo modo: 0.564 = P(B); 0.948 = P(C); 0.052 = P(l).

Observa que P(M) + P(B) =1y que P(C) + P(l) = 1. Son sucesos contrarios.
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En general se denomina tabla de contingencias a:

A NoA= A
B P(A N B) P(A NB) P(B)
NoB=B P(An B) P(A N B) P(B)
P(A) P(A) 1

En una tabla de contingencia figuran todas las probabilidades o contingencias de los sucesos
compuestos.

Observa que:

Como sabemos por la probabilidad del suceso contrario:
P(A)+P(A)=1yP(B)+P(B)=1.

Observa también que:

P(A) = P(A "~ B) + P(A N B), del mismo modo que P(B) =P(ANB)+P(A N B)
pues se obtienen sumando respectivamente la primera columna y la primera fila.
También: P(A)=P(A nB)+P(A N B)yP(B)=P(An B)+P(A n B).

Actividad resuelta

#+ Dada la tabla de contingencia determina si los sucesos A y B son, o no, dependientes

A NoA= A
B 2/9 5/9 7/9
NoB=B 1/9 1/9 2/9
3/9=1/3 6/9=2/3 1

P(ANB)=P(A) - P(B/A), por tanto: 2/9 = 1/3 - P(B/A), lo que nos permite obtener:
P(B/A) = (2/9)/(1/3) = 2/3 = 0.6667

que es distinto de 7/9 ~ 0.7778 que es la probabilidad de B.

Se puede afirmar que Ay B son dependientes ya que P(B/A) = P(B).

Actividades propuestas

33. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes
probabilidades reflejadas en la tabla de contingencia:

Accidente en carretera (C) | Accidente en zona urbana (U) | Totales

Accidente con victimas (V) 0.3 0.4

Accidente con sélo daios
materiales (M)

Totales 0.7 1
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a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.

b) Determina las siguientes probabilidades: P(V n C); P(V n U); P(M n C); P(M n U); P(V); P(M);
P(C)y P(U).

c) Calcula P(U/V); P(C/V);, P(V/U); P(V/C). éSon dependientes o independientes los sucesos:
accidente con victimas y accidente en carretera?

34. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes puedan ser de carretera (C) o
urbanos (U), pero que ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) o mortales (M). Observa que lo
fundamental para confeccionar la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Diagramas de arbol y tablas de contingencia

Los diagramas de arbol y las tablas de contingencia estan relacionados. Dado un arbol puedes obtener
una tabla de contingencia, y viceversa. Tiene interés esta relacion pues con los datos del problema a
veces es mas sencillo construir uno de ellos y dar la solucion pasando al otro.

Actividad resuelta

4 Dada la tabla de contingencia, obtener el diagrama de drbol que comienza con Ay noA= A.

A NoA= A
B 0.4 0.3 0.7
NoB=B 0.2 0.1 0.3
0.6 0.4 1
Conocemos la P(A) =0.6, P(A)=0.4,P(B)=0.7yP(B)=0.3.
También conocemos P(A " B) =0.4; P(An B)=0.2;P(A nB)=03yP(A n B)=0.1.
Nos falta conocer P(B/A) que podemos obtener
dividiendo P(A m B) entre P(A): B
P(B/A) = P(A " B)/P(A)=0.4:0.6 =4/6 = 2/3. g P(AyB)=04
Del mismo modo calculamos: ' A
P(B/A)=P(An B)/P(A)=0.2:0.6 =2/6=1/3. e 2/6 No B
P(B/A)=P(A NB)/P(A)=0.3:0.4=3/4. Play No'B) =02
P(B/A)=P(A nB)/P(A)=0.1:04=1/4.
El arbol es el del margen: B
04 3/4 p(NoAyB)=0'3
NoA
1/4 NoB
p(NoA y NoB) = 0'1
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Actividad resuelta
4+ Reciprocamente, dado el diagrama de drbol del margen obtener la tabla de contingencia:
5 Ahora conocemos P(A) =4/9 y P( A) = 5/9. Ademéas conocemos:

P(B/A) = 3/5; P(B/A)=3/7; P(B /A)=2/5yP(B /A) = 4/7.

4/9 Calculamos, multiplicando:

3/5

No B P(A N B) = (4/9)-(3/5) = 12/45 = 4/15;
P(A N B)=(4/9)-(2/5) = 8/45;
5 307 _~h P(A nB)=(5/9)(3/7)=15/63=5/21y
NoA P(A n B)=(5/9):(4/7) = 20/63.

NoB
Rellenamos con estos datos una tabla de contingencia:

A NoA= A
B 12/45 15/63
NoB=B 8/45 20/63

20/45=4/9 35/63=5/9 1

Calculamos, sumando, las casillas que nos faltan,
P(B) = (12/45) + (15/63) = 159/315 y
P(B )= (8/45) + (20/63) = 156/315

A NoA= A
B 12/45 15/63 159/315
NoB=B 8/45 20/63 156/315
4/9 5/9 1
Puede ser muy interesante pasar de un diagrama de arbol a la 28/53 _.A 12/45
tabla de contingencia y de ésta, al otro diagrama de arbol, con
el que podemos conocer: B
P(A/B) = (12/45)/(159/315) = 28/53; 25/5
_ 159/315 No A 15/63
P(A/B)=(15/63)/(159/315) = 25/53
P(A/E) = (8/45)/(156/315) = 14/39 156/315 A 8/45
o 14/39
P(A/B)=(20/63)/.(156/315) = 25/39 I
25/39
NoA 20/63
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Actividades propuestas

35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.

A NoA= A
B 0.3 0.1 0.4
NoB=B 0.5 0.1 0.6
0.8 0.2 1

36. Dado el diagrama de arbol del margen, complétalo calculando las
probabilidades de las intersecciones, construye la tabla de
contingencia asociada, y después el otro diagrama de arbol.

37.Se sabe que en cierta poblacion, la probabilidad de ser hombre y a &
dalténico es un doceavo y la probabilidad de ser mujer y daltdnica es A
un veinticincoavo. La proporcién de personas de ambos sexos es la o4
misma. Se elige una persona al azar.

NoB

(a) Si la persona elegida es hombre, hallar la probabilidad de que sea dalténico.
(b) Sila persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea dalténica.

(c) éCual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo? Selectividad Junio 94

38. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo y
se sustituye por dos del otro sabor. A continuacidon se extrae un segundo caramelo. Hallese la
probabilidad de que:

a) El segundo caramelo sea de fresa.

b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero. Selectividad Septiembre 2013

39. En un avidn de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos
terceras partes del pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan
en la clase preferente saben hablar inglés y que el 40 % de los pasajeros que viajan en clase turista
no saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avién al azar.

a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, icual es la probabilidad de que viaje en la

clase turista? Selectividad Septiembre 2013

40. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5 % de los clientes atendidos por el
sastre A no queda satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por el sastre B ni el 10 % de los
atendidos por el sastre C. El 55 % de los arreglos se encargan al sastre A, el 30 % al By el 15 %
restante al C. Calculese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo.

b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A.

41. Tenemos dos urnas, Ay B. La primera con 10 bolas blancas y 8 bolas negras. La segunda con 5 bolas
blancas y 3 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta
ser negra. ¢Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna A?

Selectividad Junio 2013
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1.5. Teoremas de la probabilidad total y teorema de Bayes

Thomas Bayes en 1763 enuncid el teorema que lleva su nombre. Sirve para resolver problemas del tipo
de la pagina inicial: “Conocemos la probabilidad de que un enfermo que tiene hepatitis esté algo
amarillo. Calcula la probabilidad de que alguien que esté algo amarillo, tenga hepatitis”. Es decir
permite calcular la probabilidad de A/B conociendo la probabilidad de B/A (o mejor, las probabilidades
de B condicionado a un conjunto de sucesos Ai tales que son incompatibles dos a dos y cuya unién es
todo el espacio muestral). Vamos a enunciarlo, pero ino te asustes! jYa sabes resolver problemas en los
gue se usa el Teorema de Bayes! iNo hace falta que te aprendas la formula!l

Previamente vamos a enunciar un teorema que también ya has usado, el teorema de la probabilidad
total, que es como un paso intermedio del teorema de Bayes.
Enunciado del teorema de la probabilidad total

Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A)). Entonces:

P(B)=éP(B/A‘>'P(Ak>

Enunciado del teorema de Bayes

Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A)). Entonces:

P(B/A)-P(A) _ P(B/A)-P(A)
P(B) S P(B/A)-P(A)
k=1

P(A/B)=

Vamos a comprobar que ya lo sabes con un ejemplo sencillo, que ya has resuelto en las actividades
propuestas del apartado anterior.

Para resolver problemas tipo Bayes basta construir un diagrama de arbol, luego la tabla de contingencia
asociada, y a continuacion el otro diagrama de arbol.

Actividades resueltas

Antes de comprobar que Si sabes resolver problemas tipo Bayes, vamos a trabajar un poco la
nomenclatura de las probabilidades condicionadas.

+ Escribe con simbolos las siguientes probabilidades:

a) Sabemos que se ha verificado B, écual es la probabilidad de A? — P(A/B) = P(A N B) : P(A).
b) Probabilidad de By A— P(A nB)=P(B n A)=P(A)-P(B/A) = P(B) P(A/B)

c) Ha salido una bola negra (A), probabilidad de que sea de la segunda urna (B) — P (B/A)

d) ProbabilidaddeBoA — P(AuUB)=P(BUA)

e) El accidente ha sido en carretera (A), probabilidad de que haya sido mortal (B) — P (B/A)
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% Tenemos un conjunto de sucesos {A1, A,, As} tales que E = A; U A, U Az, y son incompatibles dos
a dos. Conocemos sus probabilidades: P(A:) = 0.3, P(A2) = 0.5, P(As) = 0.2. Tenemos otros dos
sucesos incompatibles, A y B, de los que conocemos las probabilidades condicionadas
P(A/A1) =0.4, P(B/A1) = 0.6, P(A/A2) = 0.5, P(B/A2) = 0.7, P(A/A3) = 0.5, P(B/A3) = 0.5.
Queremos calcular P(Ay/B).

Confeccionamos un arbol con los datos que tenemos.

Ahora

podemos

calcular

las probabilidades

intersecciones. Ya sabes que:

Llevamos estos resultados a la tabla de contingencia asociada:

P(A1t N A) =P(A1) -
P(A1 N B) =P(A1) -
P(A2 "N A) =P(A) -
P(A2 " B) =P(A) -
P(As " A) = P(As) -
P(As n B) = P(As) -

P(A /A1) =0.3 -
P(B/A1)=0.3-
P(A/A2)=0.5-0.3=0.15
P(B/A;)=0.5-0.7=0.35
P(A/A3)=0.2-0.5=0.10
P(B/A3)=0.2-0.5=0.10

0.4=0.12
0.6=0.18

de las

0'5

02

0'4 A

A1
0'3 0'6 B
A2

A3

{ A
o) B
A

{
o' B

A1

Az

Az

P(A1nA)=0.12

P(A2 nA)=0.15

P(As n A)=0.10

P(A) = 0.12+0.15+0.1= 0.37

P(A1 N B)=0.18

P(A2 nB) =0.35

P(AsnB)=0.10

P(B)=0.18+0.35+0.10=0.63

P(A)=0.12 +0.18 = 0.3

P(A,) =0.15 +0.35=0.5

P(As) =0.10 +0.10=0.2

1

Sumando columnas comprobamos que no nos estamos equivocando en los calculos pues las
probabilidades que obtenemos: P(A1) =0.12 + 0.18 = 0.3; P(A2) =0.15+ 0.35=0.5y P(A3) =0.10 + 0.10
= 0.2 son las conocidas.

Sumando por filas obtenemos las probabilidades:

P(A)=0.12 +0.15+0.1=0.37 y P(B) =0.18 + 0.35 + 0.10 = 0.63.

Con estas probabilidades podemos construir el otro arbol.

Ahora ya es posible calcular
condicionadas, utilizando las probabilidades de la interseccion

A1P(AyA1) =012

y dividiendo:

A A2PAyA1)=015

A3 P(AyA3) =010

A1P(ByA1)=0'18

B A2 P(By A2) = 0'35

A3 P(ByA3) =010

P(A1/A) =P(A1 N A)

P(A2/A) =P(A2N A):
P(As/A)=P(AsnA):
P(A1/B)=P(A1nB):
P(A2/B) =P(A2nB):
P(As/B) =P(As " B):

las otras probabilidades

P(A) = 0.12/0.37 = 12/37
P(A) = 0.15/0.37 = 15/37
P(A) = 0.10/0.37 = 10/37
P(B) = 0.18/0.63 = 18/63
P(B) = 0.35/0.63 = 35/63
P(B) = 0.10/0.63 = 10/63

La probabilidad pedida P(A:1/B) = 18/63 = 2/7.
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Observa que:
Vamos a repasar los calculos, para comprender mejor los teoremas de la probabilidad total y de Bayes.
Si miramos la tabla hemos obtenido P(B) sumando la fila como:
P(B) = P(A1 n B) + P(A; n B) + P(A; N B)
Y las probabilidades de las intersecciones las hemos obtenido multiplicando en el arbol:
P(A1 "~ B) =P(A1) - P(B /A1)... luego:
P(B)=P(A1 nB) + P(A2 n B) + P(As n B) = P(B /A1) - P(A1) + P(B /A2) - P(A2) + P(B /A3) - P(As).

Teorema de la probabilidad total: P(B) = i P(B/A)-P(A)
k=l

En el segundo arbol hemos obtenido P(A:/B) dividiendo P(A; n B) : P(B). Para tener el teorema de
Bayes basta sustituir de nuevo la probabilidad de la interseccion por el producto, y utilizar el teorema
de la probabilidad total:

P(BAA) _P(B/A)-P(A) __P(B/A)-P(A)
P(E) P®)  3P®/A)PA)
k=1

P(A/B)=

Teorema de Bayes: P(A/B) = P(B/A)-P(A) _ nP(B/Aﬁ)' P(A)
PE®  SP®/A)-PA)

+ Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La sequnda con 4
bolas blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar
y resulta ser negra. ¢ Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Debemos calcular P(Negra/B). Para que se parezca mas al
Blanca = A1

enunciado del teorema vamos a llamar a Blanca = A1 y a Negra = P(Ay Blanca) = P(A y A1) =2/5

A. El conjunto de sucesos {A1, A} verifica las condiciones del

Negra = A2
P(A y Negra) = P(A y A2) = 1110

teorema de Bayes. Por tanto queremos calcular P(A,/B).

Podemos construir el arbol del margen. Por el enunciado
conocemos las siguientes probabilidades. _ oo

" P(B y Blanca) = P(By A1) =1/5
Nos dicen que la eleccidon de urna es al azar, por tanto P(A) = B
P(B)=1/2. Negra = A2
P(B y Negra) = P(B y A2) = 3110
Si sacamos una bola de la urna A sabemos que P(Blanca/A) =
P(A1/A) = 8/10, pues en la urna A hay 10 bolas de las que 8 son
bolas blancas.
Del mismo modo sabemos:
P(Negra/A) = P(A2/A) = 2/10;
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P(Blanca/B) = P(A1/B) =4/10, y
P(Negra/B) = P(A,/B) = 6/10.

Multiplicando calculamos las probabilidades de los sucesos compuestos:
P(A N A1) =2/5,

P(A N Az) =1/10,

P(B n A1) =1/5,

P(B n A;) =3/10.

Estos datos nos permiten construir la tabla de contingencia asociada:

Blanca = A, Negra=A;
P(ANnA;) =2/5 P(ANA;) =1/10 P(A)= 2/5+1/10=1/2
B P(BNA;)=1/5 P(B " A2) =3/10 P(B)=1/5+3/10=1/2
P(A1) =2/5+1/5=3/5 P(A;) =1/10+3/10 =4/10=2/5 1

Comprueba como se verifica el teorema de la probabilidad total:
P(B)=1/5+3/10=1/2=P(B n A1) + P(B n A2) = P(B/A1)-P(A1) + P(B/A2)-P(Az)
Lo mismo para P(A), P(Blanca) y P(Negra).

Y ahora construimos el otro diagrama de arbol. Conocemos P(A:1) = 3/5 y P(A;) = 2/5, ademas de las
probabilidades de las intersecciones, por lo que podemos calcular las probabilidades condicionadas,
dividiendo:

Por ejemplo: P(A/A1) = P(A m A1)/P(A1) = (2/5)/(3/5) = 2/3.

Con lo que tenemos resuelto nuestro problema pues:

P(B / Negra) = P(B /A2) = 3/4.

Vamos a comprobar que es el mismo resultado (y los mismos cdlculos) que hubiéramos obtenido
usando la expresion del teorema de Bayes:

P(A,/B)-P(B) _ P(A,/B)-P(B) B P(A, N B) _3/10

PB/A)=—""F = =
(A) P(A,/A)-P(A)+P(A,/B)-P(B) P(A,nA)+P(A,nB) 1/10+3/10

3
4

Actividades propuestas

42. En un proceso de fabricacion de bombillas se detecta que el 1 % salen defectuosas. Se utiliza un
dispositivo para detectarlos que resulta que detecta el 95 % de las bombillas defectuosas, pero
sefiala como defectuosas un 2 % que no lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcta una
bombilla que el dispositivo ha calificado como defectuosa. B) Calcula la probabilidad de que sea
defectuosa una bombilla que el dispositivo ha calificado como correcta. Ayuda: Utiliza primero un
diagrama en arbol y luego una tabla de contingencia. Selectividad

43. Se tienen 3 cajas, A, B y C. La caja A tiene 20 bolas de las cuales 5 son negras. La caja B tiene 10
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44,

45,

46.

47.

bolas con una bola negra. La caja C tiene 15 bolas con 10 negras. Se coge una caja al azar y de esa
caja se saca una bola, también al azar, y es negra. Calcula la probabilidad de que se haya sacado de
la caja C.

Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 0.4. Si sale cara se escoge al
azar un numero del 1 al 10, y si sale cruz, se escoge un numero del 1 al 5. Calcula la probabilidad de

qgue el numero escogido sea impar. Selectividad

Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como deportistas
o0 no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se
clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un

trabajador al azar: Selectividad Junio 2013

a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector.
b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calculese la probabilidad de que sea deportista.

Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo
fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0.01, de que lo sea uno fabricado en B es 0.02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C es 0.03 En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina
A,30delaBy75delaC.

a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea defectuoso.

b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢Cudl es la probabilidad de que haya sido fabricado

por la maquina B? Selectividad Curso 2012/13

Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacién y perfeccionamiento en las categorias pre-
benjamin (7-8 afios), benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la

informacion con el nimero de nadadores matriculados en cada curso: Selectividad Curso. 2011/12

Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.

a)
b)
c)

d)
48.
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¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacion?

¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

Si el nadador elegido es un benjamin, écual es la probabilidad de que esté en el curso de
perfeccionamiento?

Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacion, écual es la probabilidad de que sea benjamin?

En un tribunal de la prueba de acceso a las ensefianzas universitarias oficiales de grado se han
examinado 80 alumnos del colegio A, 70 alumnos del colegio B y 50 alumnos del colegio C. La
prueba ha sido superada por el 80 % de los alumnos del colegio A, el 90 % de los del colegio B y por
el 82 % de los del colegio C.

(a) éCual es la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya superado la prueba?
(b) Un alumno elegido al azar no ha superado la prueba, écual es la probabilidad de que pertenezca

al colegio B?
Junio 2012. Opcidn A, 2 puntos
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CURIOSIDADES. REVISTA

Juan Caramuel Lobkowitz

(Madrid, 23 de mayo de 1606 — Vigevano, Lombardia, 8 de septiembre de 1682)

Juan Caramuel fue un personaje extrafo y prodigioso, tan
fascinante como olvidado. Fue matematico, fildsofo, ldgico,
linglista y monje cisterciense, que se gano el sobrenombre de
«Leibniz espafol» por la variedad y vastedad de sus
conocimientos. Lo traemos aqui, por ser un matematico espafiol
del siglo XVII, que ya es raro, y porque nacié en Madrid, donde
una calle lleva su nombre, asi como un centro de salud y un
parque.

Era hijo del ingeniero luxemburgués Lorenzo Caramuel y de la
bohemia Catalina de Frisia. De inteligencia superdotada, a los
doce afios componia tablas astrondmicas, siendo su padre su
primer maestro en esta disciplina.

Estudid humanidades y filosofia en la Universidad de Alcal3,
ingresd en la Orden Cisterciense en el Monasterio de la Santa
Espina (cerca de Medina de Rioseco Valladolid); se formé en

filosofia en el monasterio de Montederramo, Orense, y en teologia en el de Santa Maria del Destierro,
en Salamanca. Amante de las lenguas, llegd a dominar y hablar una veintena como latin, griego, arabe,

siriaco, hebreo, chino, etc..

Fue abad, obispo coadjutor en Maguncia y agente del rey de
Espafia en Bohemia.

Obra

Mantuvo activa relacidn epistolar con los eruditos mas célebres
de su época. Se rebeld contra la autoridad de Aristoteles y
adopto, por ejemplo, el mecanicismo cartesiano.

Nada escapd a su omnimoda curiosidad, de suerte que por su
espiritu enciclopédico ha llegado a llamarsele el Leibniz espafiol.
Fue ante todo un generalista y nunca aborddé un tema,
cualquiera que este fuese, sin replantearse sus fundamentos
tedricos desde todas las perspectivas posibles como un tipico
homo universalis: Caramuel se interesé y escribié sobre la
lengua, la literatura en general y el teatro y la poesia en

particular, la pedagogia, la criptografia, la filosofia y la teologia,

la historia y la politica de su tiempo, la musica, la pintura, la escultura, la arquitectura, las matematicas,
la fisica, la astronomia, etc. La obra de Caramuel fue cuantiosa, variada y dispersa (se le atribuyen
doscientos sesenta y dos titulos, entre ellos sesenta impresos).

Trabajo en teoria de la probabilidad, dando pasos en la direccién correcta hacia la formulacion de
Pascal, quien seguramente se inspird en su «Kybeia, quae combinatorize genus est, de alea et ludis
Fortunae serio disputans» (1670), un tratadito de veintidds paginas incluso en su Mathesis biceps que
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representa el segundo tratado sobre calculo de probabilidades de la historia después del tratado de
1656 de Huygens. En el tratado de Caramuel se estudian distintos juegos y el problema de la divisidon de
las apuestas.

También se le debe la primera descripcion impresa del sistema binario en su Mathesis biceps en lo que
se adelantd treinta afos a Leibniz, su mas famoso divulgador. Explicé alli el principio general de los
numeros en base n, destacando las ventajas de utilizar bases distintas de la 10 para resolver algunos
problemas. Fue también el primer espafiol que publicd una tabla de logaritmos. El sistema de
logaritmos que desarrollé fue en base 1009, donde log 1010 =0y log1=0.

Otra de sus aportaciones cientificas fue, en astronomia, un método para determinar la longitud
utilizando la posicion de la Luna.

En trigonometria, propuso un método nuevo para la triseccién de un angulo.

Sobre arquitectura escribié en espaiol su Architectura civil, recta y obliqua (Vigevano, 1678). Se trata
de una obra especulativa y destinada al lector entendido en los temas objeto de debate; por eso es
dificil de llevar a la préactica por mas que la obra se halle ilustrada con calcografias que el autor agrupa
en el ultimo tomo y que él mismo disefid y tardd mas de cuarenta anos en hacerlas esculpir y grabar. Su
origen se encuentra en una obra suya anterior, la Mathesis architectonica, publicada en latin, que
constituye la tercera parte de su Cursus mathematicus (1667-1668), que tradujo al castellano en una
version ampliada en 1678. Diseid ademas la fachada de la catedral de Vigevano (1680), transformando
el conjunto renacentista de la Piazza Ducale.

Galileo,

En el siglo XVI planteé el siguiente problema: Al tirar tres dados, épor qué
es mas probable obtener que la suma de las caras superiores sea 10, que
sea 9?

Continuaba la reflexion con las posibles descomposiciones en esas sumas:

9=3+3+3 10=4+3+3 f
( \ 9=4+3+2 10=4+4+2

\

El inicio de la

: R 2 Teoria de la

[ ier rm Z
Si quieres saber mas, busca 0-2+4+1 10=54+342 |
http://www.m|sceIaneamatematlica.org/M| 9=5+2+2 10=5+4+1 como sabes,
sc34/caballero.pdfhttp://www.miscelanea fueron los
matematica.org/Misc34/caballero.pdf 9=5+3+1 10=6+2+2 juegos de azar.

\

9=6+2+2 10=6+3+1

En ambos casos hay 6 descomposiciones posibles, sin embargo, tirando
muchas veces los 3 dados comprobaba que es mas probable sacar un 10.

Si haces un diagrama en arbol comprobards que todas esas
descomposiciones no son igualmente probables.

Por ejemplo: (3, 3, 3) tiene una probabilidad de 1/216, mientras que la
suma 6 + 2 + 2, puede salir con tres sucesos (6, 2, 2), (2, 6, 2) y (2, 2, 6),
luego su probabilidad es 3/216.
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William  Jaggers llegd a
Montecarlo con unos pocos
francos en el bolsillo y, durante
un mes anoté los numeros que
salian en cada ruleta, y en cuatro
dias gand  dos millones
cuatrocientos mil francos.
Jaggers consiguié quebrar a la
banca en Montecarlo analizando
las frecuencias relativas de cada
nimero de la ruleta vy
observando que se habia
desgastado algo del mecanismo
de una de ellas, con lo que todos
los valores no tenian igual
probabilidad. Aposté a los

/ Estadistica \

El nombre de Estadistica
proviene del s. XIX, sin
embargo ya se utilizaban
representaciones graficas y
otras medidas en pieles,
rocas, palos de madera y
paredes de cuevas para
controlar el numero de
personas, animales o ciertas
mercancias desde la
Prehistoria. Los babilonios
usaban ya envases de arcilla
para recopilar datos sobre la
produccién  agricola. Los
egipcios analizaban los datos
de la poblaciéon y la renta del
pais mucho antes de construir
las pirdmides. Los antiguos
griegos realizaban censos
cuya informacién se utilizaba

/ La ruleta \

wmeros mas probables y ganéj

hacia 600 aC. /
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Caballero de la Meré

Al Caballero de la Meré le gustaba jugar y era un gran
jugador, por eso sabia que era favorable apostar, al tirar
un dado “sacar al menos un 6 en 4 tiradas de un dado” y
gue no lo era al tirar dos dados el “sacar al menos un 6
doble en 24 jugadas”.

Se ve que habia jugado mucho para saber que las
frecuencias relativas le decian que el primer suceso tenia
una probabilidad superior a 0,5, y el segundo la tenia
inferior. Pero no lo comprendia. No era matematico y
solo se sabia la regla de tres. iEsto no es una
proporcionalidad! Dijo 6 : 4 = 36 : 24. Pero las frecuencias
relativas le decian que no era asi, por lo que escribid a
Pascal para que le solucionara el problema.

Tu ya sabes lo suficiente para soluciondrselo. Antes de
seguir leyendo, intenta resolverlo.

En lugar de calcular la probabilidad de sacar al menos un
6 en 4 tiradas, calcula la probabilidad de no sacar un 6,

4
gue es su suceso contrario, y es (gj . Por tanto la
probabilidad de sacar al menos un 6 en 4 tiradas es:
5 4
1-|=| =0,5177>0,5.
6
Calculamos del mismo modo la probabilidad de sacar al

menos un seis doble al tirar dos dados 24 veces,
calculando la de su suceso contrario, la de no sacar

24
ningun seis doble: (%j , por lo que sacar al menos un 6

doble es:
(35}24
1-| —| =0,4914<0,5.
36

iCuanto debid de jugar el Caballero de la Meré para darse
cuenta de esa peauena diferencia en las probabilidades!

Autor: David Miranda
Revisores: Alvaro Valdés y Leticia Gonzélez
llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF
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RESUMEN

Ejemplos

Sucesos

Al realizar un experimento aleatorio existen varios
posibles resultados o sucesos posibles.

Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles
resultados.

Tiramos un dado.
Posibles resultados =
{1,2,3,4,5, 6}
Suceso obtener mdltiplo de 3 =
{3, 6}

Asignacion de
probabilidades

Una medida

Limite al que tienden las frecuencias relativas.

Regla de Laplace: Si los sucesos elementales son equiprobables
entonces: p = casos favorables / casos posibles.

P(5) = 1/6.
P(sacar mdltiplo de 3) = 2/6

Axiomatica de
Kolmogorov

1. P(E)=1. 2. P(A) >0, para todo A.
3.SiANn B =Y entonces P(A U B) =P(A) + P(B).

Propiedades de
la Probabilidad

Suceso contrario: P(X) + P(noX) = 1.
Sucesos dependientes: P(A m B) = P(A) - P(B/A).
Sucesos compatibles: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(An B)

P(no5)=1-1/6 =5/6.
P(5wmal. 3)=1/6 + 2/6 =3/6
P sacar primero un 5y luego
multiplo de 3 =1/6-2/6 = 2/36

Teorema de la

P(B)= 1P(B/A)-P(A)

probabilidad
total

Teorema de P(A /B) = P(B/A)-P(A): P(B/A)-P(A)
Bayes P(B)

é}P(B/M-P(Ak)

Autor: David Miranda
Revisores: Alvaro Valdés y Leticia Gonzélez
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AUTOEVALUACION
1. Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a)5/6 b) 11/36 c) 25/36 d) 30/36
2. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c)3/8 d) 5/8
3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a) 1/2 b) 3/4 c)3/8 d) 5/8
4, Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un multiplo
de 2 es:
a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4
5. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:
a) P(A)+P(noA)=1
b) P(AyB)=P(A)-P(B)
c) P(AuB)=P(A)+P(B)
6. El enunciado del teorema de Bayes es:
2 P(A/C) = PC/A)P(A) __PC/A)P(A)
PO IREIA)-P(AY
o) P(A /) =P (B/A) P(A)

2P(B/A)-P(A)

P(B/A)-P(A) __P(B/A)-P(A)

d) P(A/A)= .
P(®) 2P(B/A)-P(A)
7. En una urna hay 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se sacan dos bolas. Llamamos A al suceso sacar
una bola roja, y B a sacar una bola negra. Los sucesos A y B son:
a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes
8. Sacamos una carta de una baraja. Llamamos A al suceso sacar un rey y B a sacar una sota. Los

sucesos Ay B son:

a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Problemas propuestos en selectividad

1. Junio 94. Opcidn B (2 puntos)

Se lanza dos veces un dado equilibrado con seis caras. Hallar la probabilidad de que la suma de los
valores que aparecen en la cara superior sea multiplo de tres.

2. Curso 94/95. Modelo Opcién A (2 puntos)

En cierto instituto se ofrece informatica y teatro como asignaturas optativas. El grupo A consta de 30
estudiantes, y los grupos B y C tienen 35 cada uno. El 60 por ciento del grupo A ha elegido teatro, asi
como el 20 por ciento del grupo By el 40 por ciento del resto han elegido informatica.

(a) Sise pregunta a un estudiante elegido al azar, hallar la probabilidad de que haya optado por
informatica.

(b) Si un estudiante ha elegido teatro, calcular la probabilidad de que pertenezca al grupo B.
3. Curso 94/95. Modelo Opcién B (3 puntos)

Se sabe que se han eliminado varias cartas de una baraja espafola que tiene cuarenta. La probabilidad
de extraer un as entre las que quedan es 0.12, la probabilidad de que salga una copa es 0.08 y la
probabilidad de que no sea ni as ni copa es 0.84.

(a) Hallar la probabilidad de que la carta extraida sea as o copa.

(b) Calcular la probabilidad de que la carta sea el as de copas. {Se puede afirmar que entre las
cartas que no se han eliminado esta el as de copas?

4. Junio 95. Opcidn A. (3 puntos)

En una ciudad en la que hay doble nimero de hombres que de mujeres, hay una epidemia. El 6 % de los
hombres y el 11 % de las mujeres estan enfermos. Se elige al azar un individuo. Calcular la probabilidad
de:

(a) que sea hombre.
(b) que esté enfermo.
(c) que sea hombre, sabiendo que esta enfermo.
5. Septiembre 95. Opcién B. (3 puntos)

Una persona despistada tiene ocho calcetines negros, seis azules y cuatro rojos, todos ellos sueltos. Un
dia con mucha prisa, elige dos calcetines al azar. Hallar |la probabilidad de:

(a) que los calcetines sean negros.
(b) que los dos calcetines sean del mismo color.
(c) que al menos uno de ellos sea rojo.

(d) que uno sea negro y el otro no.
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6. Septiembre 95. Opcién B. (2 puntos)

Tres personas viajan en un coche. Si se supone que la probabilidad de nacer en cualquier dia del afio es
la misma y sabemos que ninguno ha nacido en un afio bisiesto,

(a) hallar la probabilidad de que solamente una de ellas celebre su cumpleafios ese dia.
(b) calcular la probabilidad de que al menos dos cumplan afios ese dia.
7. Curso 95/96. Modelo Opcién A (3 puntos)

En una bolsa hay siete bolas numeradas de 1 al 7, y en otra bolsa B hay cinco bolas numeradas del 8 al
12. Se realiza la experiencia compuesta consistente en tomar una bola al azar de A, anotar su paridad e
introducirla posteriormente en la bolsa B, a continuaciones extrae al azar una bola de B y se anota
también su paridad.

(a) Calcular la probabilidad de que las dos bolas extraidas tengan la misma paridad.
(b) Hallar la probabilidad de que la bola extraida de B correspondan a un nimero impar.

8. Junio 96. Opcidn A. (3 puntos)

Una urna contiene 6 bolas blancas y 4 negras una segunda urna B contiene 5 bolas blancas y 2 negras.
Se selecciona una urna al azar y de ella se extraen 2 bolas sin reemplazamiento. Calcular la probabilidad
de que:

(a) Las dos bolas sean blancas. (b) Las dos bolas sean del mismo color. (c) Las dos bolas sean de
distinto color.

9. Junio 96. Opcidn B. (2 puntos)
De una baraja de 40 cartas se eligen al azar simultdneamente 4 cartas. Hallar:
(a) Probabilidad de que se halla elegido al menos un rey.
(b) Probabilidad de que tres de las cuatro cartas sean del mismo palo.
10. Septiembre 96. Opcion A. (2 puntos)

La cuarta parte de las participantes en un congreso son espafolas. La probabilidad de que una
congresista desayune té si es espafiola es un octavo y la probabilidad de que tome té si es extranjera, es
un tercio. Si se elige una congresista al azar:

(a) écual es la probabilidad de que desayune té?
(b) écual es la probabilidad de que no sea espafiola si desayuna té?
(c) écual es la probabilidad de que sea espafola si no desayuna té?

11. Curso 96/97. Modelo Opcién A (2,5 puntos)

Para realizar un control de calidad de un producto se examinan 3 unidades del producto extraidas al
azar y sin reemplazamiento de un lote de 100 unidades.
Las unidades pueden tener defectos de dos tipos, A y B. Si en el lote de 100 unidades existen 10
unidades con defectos del tipo A Unicamente, 8 unidades con defecto del tipo B Unicamente, y dos
unidades con ambos tipos de defecto, se desea determinar la probabilidad de que en la muestra de tres
unidades extraidas se obtengan en total:

(a) Cero defectos.

(b) Una unidad con defecto del tipo A y otra con defecto del tipo B, o bien una unidad con ambos

tipos de defecto.
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12. Curso 96/97. Modelo Opcion A ( 3 puntos)

Se realiza la experiencia compuesta consistente en lanzar al aire un dado y a continuacidn introducir
una nueva bola en una urna que contiene 2 bolas blancas y 4 negras de modo que si el nimero
obtenido en el dado es par, se introduce en la urna una bola blanca, y si es impar, se introduce una bola
negra.

(a) Calcula la probabilidad de obtener, al azar, bolas blancas al realizar dos extracciones sucesivas y
sin reemplazamiento de la urna, sabiendo que al lanzar el dado hemos obtenido un ndmero par.

(b) Si se sacan simultdneamente dos bolas al azar de la urna después de haber lanzado el dado,
écual es la probabilidad de que ambas sean blancas?

13. Septiembre 97. Opcion A. (3 puntos)

Tras un estudio realizado sobre los taxistas de una ciudad espafiola, se ha observado que el 70 tiene
mas de 40 afos y de estos el 60 % es propietario del vehiculo que conduce. También se ha averiguado
que el porcentaje de taxistas que no superando los 40 afos, es propietario del vehiculo que conduce se
reduce al 30 %. Se pide:

(a) La probabilidad de que un taxista, elegido al azar, sea propietario del vehiculo que conduce.

(b) Se elige un taxista al azar, y se comprueba que es propietario del vehiculo que conduce, ¢ Cudl es
la probabilidad de que tenga mas de 40 afios?

14. Curso 97/98. Modelo Opcién A (2 puntos)

En dos urnas A y B, se introducen dos bolas blancas y una negra, y tres bolas negras y una blanca,
respectivamente. Se selecciona una urna al azar, y se extrae también una bola de dicha urna. ¢Cual es la
probabilidad de que la urna escogida sea la A, si la bola escogida resulté ser blanca?

15. Curso 97/98. Modelo Opcién B (2 puntos)

Se dispone de dos urnas A y B, de idéntico aspecto externo. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2
amarillas, mientras que B contiene 5 bolas rojas y 3 amarillas. Un individuo se dirige a una de las urnas y
extrae sin reemplazamiento, dos bolas de la misma. Hallar la probabilidad de que:

(a) Ambas bolas sean rojas.
(b) Las dos bolas sean del mismo color.
16. Junio 98. Opcidn A. (2 puntos)
Se lanza un dado de seis caras, numeradas del 1 al 6, dos veces consecutivas.
(a) Calculese la probabilidad de que la suma de los resultados sea igual a 4.
(b) Calculese la probabilidad de que en el primer lanzamiento haya salido un 1, sabiendo que la suma es 4.
17. Septiembre 98. Opcion A (3 puntos)

En un examen hay 3 temas de maxima dificultad, 5 de dificultad media y 2 de escasa dificultad, de los
cuales se elige uno al azar. La probabilidad de que un alumno apruebe el examen si el tema es de
maxima dificultad es de 1/3, si es de dificultad media, 2/5, y si es de escasa dificultad, 3/4.

(a) Hallese la probabilidad de que el alumno apruebe el examen.

(b) Hallese la probabilidad de que el tema elegido haya sido de maxima dificultad, si el alumno lo
aprobé.
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18. Curso98/99. Modelo Opcidn A. (2puntos)

De una urna con cinco bolas, dos blanca y tres negras, extraemos dos bolas sin reemplazamiento.
Calcula la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:

a) A =Llas dos bolas extraidas son del mismo color.
b) B = Extraemos al menos una bola blanca.
19. Curso 98/99.Modelo Opcién B. (2 puntos)

Tomamos cuatro cartas diferentes de una baraja, dos cincos, un seis y un siete. Las cartas se ponen
boca abajo sobre una mesa y las mezclamos al azar. Determina la probabilidad de que al darles Ia
vuelta, todas las cartas estén ordenadas en orden creciente, si los dos cincos son indistinguibles.

20. Junio 99. Opcidn A. (2 puntos)

Se escuchan tres discos y se vuelven a guardar al azar ¢Cudl es la probabilidad de que al menos uno de
los discos haya sido guardado en el envoltorio que le correspondia?

21. Junio 99. Opcioén B. (2 puntos)

Se considera una célula en el instante t = 0. En el instante t = 1 la célula puede: o bien reproducirse,
dividiéndose en dos, con probabilidad 3/4; o bien morir, con probabilidad 1/4. Si la célula se divide,
entonces, en el tiempo t = 2 cada uno de sus dos descendientes puede también subdividirse o morir,
con las mismas probabilidades de antes, independientemente uno de otro.

(a) éCuantas células es posible que haya en el tiempo t = 2?
(b) éCon qué probabilidad?
22. Septiembre 99. Opcién A. (2 puntos)
Se lanzan dos dados. Calculese la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:
(a) A =Se obtiene cinco en alguno de los dados.
(b) B = Se obtiene un doble (los dos dados presentan la misma puntuacion).

(c) AN B (d) AV B
23. Septiembre 99. Opcidn B. (2 puntos)

Se dispone de tres urnas, la A que contiene dos bolas blancas y cuatro rojas, la B con tres blancas y tres
rojas, y la C con una blanca y cinco rojas.

(a) Se elige una urna al azar y se extrae una bola de ella, écudl es la probabilidad de que esta
bola sea blanca?

(a) Sila bola extraida resulta ser blanca, écual es la probabilidad de que proceda de la urna B?

24. Curso 99/00. Modelo Opcidn A (2 puntos)

Si se escoge un numero al azar de cierta ciudad espaiola, la probabilidad de que figure a
nombre de un hombre es 0.7 y de que figure a nombre de una mujer es 0.3. En dicha ciudad, la
probabilidad de que un hombre trabaje es 0.8 y de que lo haga una mujer es 0.7. Se elige un
nimero de teléfono al azar.

a) ¢éCual es la probabilidad de que corresponda una persona que trabaja?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que corresponda a un hombre, sabiendo que pertenece a una

persona que trabaja?
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25. Curso 99/00. Modelo Opcidn B (2 puntos)
Un examen consiste en elegir al azar dos temas de entre los diez del programa y desarrollar uno.
a) ¢éQué probabilidad tiene un alumno, que sabe seis temas de aprobar el examen?
b) ¢Qué probabilidad tiene el mismo alumno de saberse uno de los dos temas elegidos y el otro no?
26. Junio 00. Opcidn A. (2 puntos)

De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos bolas.

(a) éCudl es la probabilidad de que las bolas extraidas sean blancas?

(b) Si la segunda bola ha resultado ser negra, écudl es la probabilidad de que la primera también
lo haya sido?

27. Junio 00. Opcidn B. (2 puntos)

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio talas que P(A) = 0.6; P(B) = 0.2 y
PAUE =07

P(AnB)

(a) Calculese y razonese si los sucesos A y B son independientes.

(b) Calcdlese £ AV 5)

28. Septiembre 00. Opcion A. (2 puntos)

La probabilidad de que en un mes dado un cliente de una gran superficie compre un producto A es 0.6;
la probabilidad de que compre un producto B es 0.5. Se sabe también que la probabilidad de que un
cliente compre el producto B no habiendo comprado el producto A es 0.4.

(a) éCual es la probabilidad de que un cliente haya comprado sdlo el producto B?

(b) éCudl es la probabilidad de que un cliente no haya comprado ninguno de los
productos?

29. Septiembre 00. Opcién B. (2 puntos)

Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos legales. La probabilidad de que un
caso se deba remitir al bufete A es 0.3; de que se remita al bufete B es 0.5 y de que se remita al bufete
C es 0.2. La probabilidad de que un caso remitido al bufete A sea ganado en los tribunales es 0.6; para
el bufete B esta probabilidad es 0.8 y para el bufete C es 0.7.

(a) Calculese la probabilidad de que la empresa gane un caso.

(b) Sabiendo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado
el bufete A.

30. Curso 00/01. Modelo Opcién A. (2 puntos)

En una ciudad, la probabilidad de que uno de sus habitantes censados vote al partido A es 0.4; la
probabilidad de que vote al partido B es 0.35 y la probabilidad de que vote al partido C es 0.25. Por otro
lado, las probabilidades de que un votante de cada partido lea diariamente algin periédico son,
respectivamente, 0.4; 0.4 y 0.6. Se elige una persona de la ciudad al azar:

a) Calculese la probabilidad de que lea algun periddico.

b) La persona elegida lee algun periddico, écuadl es la probabilidad de que sea votante del partido B?
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31. Curso 00/01. Modelo Opcidn B. (2 puntos)

Una urna contiene 7 bolas blancas, 3 bolas rojas y 2 bolas negras. Se considera el experimento aleatorio
consistente en extraer tres bolas de la urna, de forma sucesiva y sin reemplazamiento. Sean los sucesos
B1: La primera bola es blanca, B2: La segunda bola es blanca y B3: La tercera bola es blanca.

a) Exprésese con ellos el suceso Las bolas extraidas en primer y tercer lugar son blancas, y la extraida en
segundo lugar no.

b) Calculese la probabilidad del suceso Las tres bolas son del mismo color.
32. Junio 01. Opcidn A. (2 puntos)

Una fabrica produce tres modelos de coche: A, B y C. Cada uno de los modelos puede tener motor de
gasolina o diesel. Sabemos que el 60 % de los modelos son de tipo Ay el 30 % de tipo B. El 30 % de los
coches fabricados tienen motor diesel, el 30 % de los coches del modelo A son de tipo diesel y el 20 %
de los coches del modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar. Se piden las probabilidades
de los siguientes sucesos:

(a) El coche es del modelo C.
(b) El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel.
(c) El coche tiene motor diesel, sabiendo que es del modelo C.
33. Junio 01. Opcién B. (2 puntos)

Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos. En una hora, la maquina A fabrica 600 tornillos, la B 300 vy la
C 100. Las probabilidades de que las maquinas produzcan tornillos defectuosos son, respectivamente,
de 0.01 para A, de 0.02 para B y de 0.03 para C. Al finalizar una hora se juntan todos los tornillos
producidos y se elige uno al azar.

(a) éCudl es la probabilidad de que no sea defectuoso?
(b) ¢Cual es la probabilidad de que lo haya fabricado la maquina A, sabiendo que no es defectuoso?
34. Septiembre 01. Opcién A. (2 puntos)

En un videoclub quedan 8 copias de la pelicula A, 9 de la B y 5 de la C. Entran tres clientes
consecutivamente y cada uno elige una copia al azar. Calculese la probabilidad de que:

(a) Los tres escojan la misma pelicula.
(b) Dos escojan la pelicula Ay el otro la C.
35. Septiembre 01. Opcién B. (2 puntos)

Con el objetivo de recaudar fondos para un viaje, los alumnos de un instituto realizan una rifa con 500
ndmeros. Un alumno compra dos numeros.

(a) Si sélo hay un premio, équé probabilidad tiene el alumno de que le toque a élI?
(b) Si hay dos premios, équé probabilidad tiene el alumno de que le toque al menos uno de ellos?

36. Curso 01/02. Modelo Opcién A. (2 puntos)
Un proveedor suministra lotes de materia prima y el 5 % de ellos resulta defectuoso. Seleccionando al
azar 3 lotes
(a) ¢Cual es la probabilidad de que al menos 2 sean defectuosos?
(b) éCual es la probabilidad de que el maximo de lotes defectuosos sea 2°?
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37. Curso 01/02. Modelo Opcidn B. (2 puntos)

Una prueba para determinar cierta contaminacion en el agua presenta los siguientes resultados en
probabilidad: 0.05 de falsos positivos, esto es, casos en los que estando el agua libre de contaminacion,
el test dice que el agua se encuentra contaminada. Si el agua estd contaminada, el test lo detecta con
probabilidad 0.99. El agua estd libre de contaminacidn con probabilidad 0.99. Si se realizar una nueva
prueba y el test indica que hay contaminacion, calcular la probabilidad de que el agua esté libre de
contaminacion.

38. Junio02. Opcién A. (2 puntos)

Se tienen tres cajas iguales. La primera contiene 3 bolas blancas, 4 negras; la segunda contiene 5 bolas
negras y, la tercera 4 blancas y 3 negras.

a) Se elige una caja al azar y luego se extrae una bola, écudl es la probabilidad de que la bola extraida
sea negra?

b) Si se extrae una bola negra de una de las cajas, écual es la probabilidad de que proceda de la segunda
caja?

39. Junio02. Opcidn B. (2 puntos)
Se lanzan dos dados equilibrados de seis caras tres veces consecutivas:
a) Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga el seis doble.
b) Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga un doble distinto del seis doble.
40. Septiembre02. Opcién A. (2 puntos)

Una persona desea jugar en una atraccion de feria, donde regala un peluche, si al tirar un dardo se
acierta en un blanco. Si solo se permite tirar tres dados y la probabilidad de acertar en cada tirada es
0.3.

a) ¢Cual es la probabilidad de llevarse el peluche?
b) ¢éCudl es la probabilidad de llevarse el peluche exactamente en el tercer lanzamiento?
c) <Y de llevarselo exactamente en el segundo?

41. Septiembre02. Opcion B. (2 puntos)

Un dia determinado, en una tienda de ropa joven, se han realizado 400 ventas pagadas con la tarjeta de
crédito V y 350 ventas pagadas con la tarjeta MC. Las ventas restantes del dia han sido abonadas en
metalico. Se comprueba que 150 de las ventas pagadas con la tarjeta de crédito V superan los 150
euros, mientras que 300 de las compras pagadas con MC superan esa cantidad. Se extrae al azar un
comprobante de las ventas del dia pagadas con tarjeta de crédito.

a) ¢Cual es la probabilidad de que corresponda a una compra superior a 150 euros?

b) Si la compra es inferior a 150 euros, écual es la probabilidad de que haya sido pagada con la
tarjeta MC?

42. Curso 02/03. Opcidn A. (2 puntos)

Un rosal no estd en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de mantenerse que
de secarse. La probabilidad de que se mantenga si no se riega es 0.25. La probabilidad de no regar el
rosal es 2/3. Si el rosal se ha secado, écual es la probabilidad de no haberlo regado?
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43. Curso 02/03. Opcidn A. (2 puntos)
Sobre los sucesos A y B se conocen las siguientes probabilidades:
P(A)=0.7 P(B)=0.5 P(AnB)=0,45
Calcular a) P(B/A) b) P(Ac N B°® ): Afrepresenta el suceso complementario del suceso A.
44. Junio 03. Opcion A (2 puntos)

El 45 % del censo de cierta ciudad vota al candidato A, el 35 % al candidato B y el resto se abstiene. Se
elige al azar tres personas del censo. Calcular la probabilidad de los siguientes sucesos:

(a) Las tres personas votan al candidato A.
(b) Dos personas votan al candidato Ay la otra al candidato B.
(c) Al menos una de las tres personas se abstiene.
45. Junio 03. Opcién B (2 puntos)

De una baraja espafiola de cuarenta cartas se extraen sucesivamente tres cartas al azar. Determinar la
probabilidad de obtener:

(a) Tres reyes.
(b) Una figura con la primera carta, un cinco con la segunda y un seis con la tercera.
(c) Un as, un tres y un seis, en cualquier orden.

46. Septiembre 03. Opcidn A (2 puntos)

Un test para detectar una sustancia contaminante en el agua presenta los siguientes resultados: si el
agua no estd contaminada, suceso que ocurre con una probabilidad igual a 0.99, el resultado del test es
gue el agua estd contaminada con una probabilidad igual a 0.05. Cuando el agua esta contaminada, el
test lo detecta con una probabilidad igual a 0.99. Se ha realizado una prueba y el test indica que hay
contaminacién. Calcular la probabilidad de que el agua no esté realmente contaminada. Interpretar el
valor numeérico obtenido.

47. Curso 03/04. Opcién A (2 puntos)

En un L.E.S. hay 156 alumnos matriculados en segundo de Bachillerato, de los cuales 120 utilizan el
transporte escolar. De estos ultimos, la mitad hace uso del comedor del centro, mientras que sélo 12 de
los que no utilizan el transporte escolar acuden al comedor.

(a) Se elige al azar un alumno de segundo de bachillerato, éicudl es la probabilidad de que no asista al
comedor?

(b) Si el alumno elegido utiliza el transporte escolar, écudl es la probabilidad de que asista al comedor?
48. Curso 03/04. Opcidn B (2 puntos)

En una clase, el 20% de los alumnos aprueba lengua, el 30% aprueba matematicas y el 40% aprueba
lengua extranjera. Se sabe ademds que el 12% aprueba matematicas y lengua extranjera y el 7%
aprueba lengua y lengua extranjera. éSon independientes los sucesos "aprobar lengua extranjera" y
"aprobar lengua”? ¢Son independientes los sucesos "aprobar matematicas" y "aprobar lengua
extranjera"?
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49. Junio 04. Opcion A (2 puntos)

Dos expertos, E1 y E», realizan peritaciones para una cierta compania de seguros. La probabilidad de
gue una peritacién haya sido realizada por E1 es 0.55 y por E; es 0.45. Si una peritacién ha sido
realizada por Ej, la probabilidad de que dé lugar al pago de una indemnizacion es 0.98 y si ha sido
realizada por E», la probabilidad de que dé lugar al pago de una indemnizacién es 0.90. Un siniestro ha
supuesto a la compaiiia el pago de una indemnizacién. Hallar la probabilidad de que la peritacién haya
sido realizada por E.

50. Junio 04. Opcidn B (2 puntos)

En una empresa se producen dos tipos de bombillas: halégenas y de bajo consumo, en una proporcion
de 3 a 4, respectivamente. La probabilidad de que una bombilla halégena sea defectuosa es 0.02 y de
qgue una de bajo consumo sea defectuosa es 0.09. Se escoge al azar una bombilla y resulta no
defectuosa, écual es la probabilidad de que sea halégena?

51. Septiembre 04. Opcion A (2 puntos)

Una cierta sefalizacién de seguridad tiene instalados dos indicadores. Ante una emergencia los
indicadores se activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer indicador es
0.95 y de que se active el segundo es 0.90.

(a) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active sélo uno, de los indicadores.
(b) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active al menos uno de los indicadores.
52. Septiembre 04. Opcidn B (2 puntos)

En una poblacidn, el 40 % son hombres y el 60 % mujeres. En esa poblacién el 80 % de los hombres y el
20 % de las mujeres son aficionados al futbol.

(a) Calcular la probabilidad de que una persona elegida al azar sea aficionada al futbol.

(b) Elegida al azar una persona resulta ser aficionada al futbol, ¢cudl es la probabilidad de que sea
mujer?

53. Curso 04/05. Opcién B (2 puntos)

En un centro de ensefianza hay 240 estudiantes matriculados en 22 curso de Bachillerato. La siguiente
tabla recoge su distribucidén por sexo y por opcién que se cursa:

Chicas Chicos
Tecnoldgica 64 52
Humanidades y C. Sociales 74 50

Si se elige un estudiante al azar de entre los que cursan 22 de Bachillerato en ese centro, calcular la
probabilidad de que:

(a) No curse la opcién Cientifico-Tecnoldgica.

(b) Si es chico, curse la opcién de Humanidades y Ciencias Sociales.
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54. Curso 04/05. Opcion A (2 puntos)

Un ajedrecista gana una partida con probabilidad 0.6, la empata con probabilidad 0.3 y la pierde con
probabilidad 0.1. El jugador juega dos partidas.

(a) Describir el espacio muestral y la probabilidad de cada uno de los resultados de este experimento
aleatorio.

(b) Calcular la probabilidad de que gane al menos una partida.
55. Junio 05. Opcidn A (2 puntos)

Una caja con una docena de huevos contiene dos de ellos rotos. Se extraen al azar sin reemplazamiento
(sin devolverlos después y de manera consecutiva) cuatro huevos.

(a) Calcular la probabilidad de extraer los cuatro huevos en buen estado.
(b) Calcular la probabilidad de extraer de entre los cuatro, exactamente un huevo roto.
56. Junio 05. Opcidn B (2 puntos)

En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultaneamente tres dados equilibrados de seis
caras, se pide calcular la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos: "Obtener tres uno”,
"Obtener al menos un dos”, "Obtener tres nimeros distintos" y "Obtener una suma de 4”.

57. Septiembre 05. Opcidn A (2 puntos)

En un colectivo de inversores bursatiles, el 20 % realiza operaciones via Internet. De los inversores que
realizan operaciones vla Internet, un 80 % consulta InfoBolsaWeb. De los inversores bursatiles que no
realizan operaciones via Internet sélo un 20 % consulta InfoBolsaWeb. Se pide:

(a) Obtener la probabilidad de que un inversor bursatil elegido al azar en este colectivo consulte
InfoBolsaWeb.

(b) Si se elige al azar un inversor bursatil de este colectivo y resulta que consulta InfoBolsaWeb, écual es
la probabilidad de que realice operaciones por Internet?

58. Septiembre 05. Opcion B (2 puntos)

Sean Ay B dos sucesos, tales que P(A) :% P(E) :§ P(KUE):% Calcular:

(a) P(B/A). (b) P(,_A/ B) Nota: A representa el suceso complementario del suceso A.
59. Curso 05/06. Opcion A (2 puntos)
Se dispone de la siguiente informacidn relativa a los sucesos A y B:
P(A)=0.6 P(B)=0.2 P(A N B)=0.12.
(a) Calcular las probabilidades de los sucesos (A U B) y (A/(A U B)).
(b) éSon incompatibles? ¢Son independientes?
60. Curso 05/06. Opcion B (2 puntos)

Una urna contiene dos bolas. La urna se llend tirando una moneda equilibrada al aire dos veces y
poniendo una bola blanca por cada cara y una bola negra por cada cruz. Se extrae una bola de laurnay
resulta ser blanca. Hallar la probabilidad de que la otra bola de la urna sea también blanca.
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61. Junio 06. Opcidn A (2 puntos)

Una persona cuida de su jardin pero es bastante distraida y se olvida de regarlo a veces. La probabilidad
de que se olvide de regar el jardin es 2/3. El jardin no estd en muy buenas condiciones, asi que si se le
riega tiene la misma probabilidad de progresar que de estropearse, pero la probabilidad de que
progrese si no se le riega es de 0.25. Si el jardin se ha estropeado, écual es la probabilidad de que la
persona olvidara regarlo?

62. Junio 06. Opcion B (2 puntos)

Se considera el experimento consistente en lanzar una moneda equilibrada y un dado equilibrado. Se
pide:

a) Describir el espacio muestral de este experimento.
b) Determinar la probabilidad del suceso: Obtener una cara en la moneda y un nimero par en el dado.
63. Septiembre 06. Opcion A (2 puntos)

Los tigres de cierto pais proceden de tres reservas: el 30 % de la primera, el 25 % de la segunda y el 45
% de la tercera. La proporcién de tigres albinos de la primera reserva es 0.2 %, mientras que dicha
proporcidon es 0.5 % en la segunda y 0.1 % en la tercera. ¢ Cual es la probabilidad de que un tigre de ese
pais sea albino?

64. Septiembre 06. Opcidn B (2 puntos)

Una urna contiene 10 bolas blancas y 5 negras. Se extraen dos bolas al azar sin reemplazamiento. ¢ Cual
es la probabilidad de que sean del mismo color?

65. Junio 07. Opcidn A (2 puntos)

Segun cierto estudio, el 40 % de los hogares europeos tiene contratado el acceso a Internet, el 33 %
tiene contratada la television por cable, y el 20 % disponen de ambos servicios. Se selecciona un hogar
europeo al azar.

(a) éCudl es la probabilidad de que sélo tenga contratada la television por cable?
(b) ¢Cual es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servicios?
66. Junio 07. Opcion B (2 puntos)

Los pianistas de Isla Sordina se forman en tres conservatorios, C1, C2 y C3, que forman al 40 %, 35 %y
25 % de los pianistas, respectivamente. Los porcentajes de pianistas virtuosos que producen estos
conservatorios son del 5 %, 3 % y 4 %, respectivamente. Se selecciona un pianista al azar.

(a) Calcular la probabilidad de que sea virtuoso.

(b) El pianista resulta ser virtuoso. Calcular la probabilidad de que se haya formado en el primer
conservatorio (C1).

67. Septiembre 07. Opcién A (2 puntos)

En el departamento de lacteos de un supermercado se encuentran mezclados y a la venta 100 yogures
de la marca A, 60 de la marca B y 40 de la marca C. La probabilidad de que un yogur esté caducado es
0.01 para la marca A; 002 para la marca B y 0.03 para la marca C. Un comprador elige un yogur al azar.

(a) Calcular la probabilidad de que el yogur esté caducado.

(b) Sabiendo que el yogur elegido esta caducado, écudl es |la probabilidad de que sea de la marca B?
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68. Junio 2008-Opcién A, 2 puntos

En un juego consistente en lanzar dos monedas indistinguibles y equilibradas y un dado de seis caras
equilibrado, un jugador gana si obtiene dos caras y un nimero par en el dado, o bien exactamente una
cara y un nimero mayor o igual que cinco en el dado. a) Calculese la probabilidad de que un jugador
gane.

b) Se sabe que una persona ha ganado. ¢Cual es la probabilidad de que obtuviera dos caras al lanzar las
monedas?

69. Junio 2008-Opcioén B, 2 puntos

Se consideran dos sucesos Ay B de un experimento aleatorio, tales que: P(A) =1/4, P(B) = 1/3, P(AUB)
=1/2

a) éSon Ay B sucesos independientes? Razénese.
b) Calculese P(K/E).Nota.— La notacién A representa al suceso complementario de A.

70. Septiembre 2008-Opcién A, 2 puntos

Se consideran dos actividades de ocio: A = ver televisiéon y B = visitar centros comerciales. En una
ciudad, la probabilidad de que un adulto practique A es igual a 0.46; la probabilidad de que practique B
esigual a 0.33 y la probabilidad de que practique Ay B es igual a 0.15.

a) Se selecciona al azar un adulto de dicha ciudad. ¢ Cudl es la probabilidad de que no practique ninguna
de las dos actividades anteriores?

b) Se elige al azar un individuo de entre los que practican alguna de las dos actividades. ¢Cudl es la
probabilidad de que practique las dos actividades?

71. Septiembre 2008-Opcién B, 2 puntos

Se supone que las sefiales que emite un determinado telégrafo son punto y raya y que el telégrafo
envia un punto con probabilidad 3/7 y una raya con probabilidad 4/7. Los errores en la transmision
pueden hacer que cuando se envie un punto se reciba una raya con probabilidad 1/4 y que cuando se
envie una raya se reciba un punto con probabilidad 1/3.

a) Si se recibe una raya, écual es la probabilidad de que se hubiera enviado realmente una raya?

b) Suponiendo que las sefiales se envian con independencia, écual es la probabilidad de que si se recibe
punto-punto se hubiera enviado raya-raya?

72. Junio 2009 Opcidn A, 2 puntos
Se consideran tres sucesos A, B, C de un experimento aleatorio tales que:
P(A)=1/2; P(B)=1/3;P(C)=1/4;, PIAuUBuUC)=2/3; P(An BN C)=0: P(A/B) = P(C/A)= 1.

(a) Calculese P(C m B). (b) Calculese P( AU B U C).

73. Junio 2009 Opcién B, 2 puntos
Para la construccion de un luminoso de feriase dispone de un contenedor con 200 bombillas blancas,
120 bombillas azules y 80 rojas. La probabilidad de que una bombilla del contenedor no funcione es
igual a 0.01 si la bombilla es blanca, es igual a 0.02 si la bombilla es azul e igual a 0.03 si es roja. Se elige
al azar una bombilla del contenedor.
(a) Calculese la probabilidad de que la bombilla elegida no funcione. (b) Sabiendo que la bombilla
elegida no funciona, calculese la probabilidad de que dicha bombilla sea azul.
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74. Septiembre 2009. Opcidn A, 2 puntos

En un cierto banco el 30 % de los créditos concedidos son para vivienda, el 50 % se destinan a empresas
y el 20 % son para consumo. Se sabe ademas que de los créditos concedidos a vivienda, el 10 % resultan
impagados, de los créditos concedidos a empresas son impagados el 20 % y de los créditos concedidos
para consumo resultan impagados el 10 %.

a) Calculese la probabilidad de que un crédito elegido al azar sea pagado.

b) ¢Cudl es la probabilidad de que un crédito elegido al azar se haya destinado a consumo, sabiendo
gue se ha pagado?

75. Septiembre 2009 Opcidn B, 2 puntos

La probabilidad de que a un habitante de un cierto pueblo de la Comunidad de Madrid le guste la
musica moderna es igual a 0.55; la probabilidad de que le guste la musica clasica es igual a 0.40 y la
probabilidad de que no le guste ninguna de las dos es igual a 0.25. Se elige al azar un habitante de dicho
pueblo. Calculese la probabilidad de que le guste: a) Al menos uno de los dos tipos de musica. b) La
musica cldsica y también la musica moderna. c) Sdlo la musica clasica. d) Sélo la musica moderna.

76. Junio 2010 Fase general. Opcidn A, 2 puntos

Una bolsa contiene diez monedas equilibradas. Cinco de dichas monedas tienen cara y cruz otras tres
son monedas con dos caras y las dos restantes son monedas con dos cruces. Se elige al azar una
moneda de la bolsa y se lanza.

a) Calculese la probabilidad de que salga cara en dicho lanzamiento.

b) Si en el lanzamiento ha salido cara, écudl es la probabilidad de que la moneda elegida tenga cara y
cruz?

77. Junio 2010 Fase general. Opcion B, 2 puntos
Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) =0.2 y P(B) = 0.4.

a) Si A y B son mutuamente excluyentes, determinese P(A B). éSon ademds A y B independientes?
Razdnese. b) Si Ay B son independientes, calculese P(A m B). éSon A y B ademas mutuamente
excluyentes? Razdnese.

c) Si P(A/B) =0, calculese P(A n B). ¢Son Ay B mutuamente excluyentes? ¢Son A y B independientes?
Razédnese.

d) Si A c B, calctlese P(A n B). éSon Ay B independientes? Razénese.
78. Junio 2010 Fase especifica. Opcidn A, 2 puntos
Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) =0.5; P(B) =0.4 ; P(A N B) =0.1.

Calculense cada una de las siguientes probabilidades:

a) P(A UB) b)P( KUE) c) P(A/B) d) P( ANB ). Nota. A representa al suceso complementario de A.
79. Junio 2010 Fase especifica. Opcion B, 2 puntos

Se dispone de un dado equilibrado de seis caras, que se lanza seis veces con independencia. Calculese la
probabilidad de cada uno de los sucesos siguientes: a) Obtener al menos un seis en el total de los seis
lanzamientos. b) Obtener un seis en el primer y Ultimo lanzamientos y en los restantes lanzamientos un
numero distinto de seis.
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80. Septiembre 2010 Fase general. Opcion A, 2 puntos
Se consideran tres sucesos A, By C de un experimento aleatorio, tales que:
P(A/C) > P(B/C), P(A/C)2P(B/C).
Razonese cudl de las siguientes desigualdades es siempre cierta: a) P(A) < P(B); b) P(A) > P(B).
81. Septiembre 2010 Fase general. Opcién B, 2 puntos
Se consideran los siguientes sucesos: Suceso A: La economia de un cierto pais estd en recesion.
Suceso B: Un indicador econdmico muestra que la economia de dicho pais estd en recesion.
Se sabe que P(A) = 0.005; P(B/A) = 0.95; P(B/ A ) = 0.96.

a) Calculese la probabilidad de que el indicador econémico muestre que la economia del pais no esta en
recesion y ademads la economia del pais esté en recesion.

b) Calculese la probabilidad de que el indicador econdmico muestre que la economia del pais estad en
recesion.

82. Septiembre 2010 Fase especifica Opcion A, 2 puntos

En una residencia universitaria viven 183 estudiantes, de los cuales 130 utilizan la biblioteca. De estos
ultimos 70 estudiantes hacen uso de la lavanderia, mientras que sélo 20 de los que no usan la biblioteca
utilizan la lavanderia. Se elige un estudiante de la residencia al azar.

a) éCudl es la probabilidad de que utilice la lavanderia?
b) Si el estudiante elegido no utiliza la lavanderia, écual es la probabilidad de que utilice la biblioteca?

83. Septiembre 2010 Fase especifica Opcién B, 2 puntos

Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que P(A) = 0.6. Calculese P( AmE) en cada
uno de los siguientes casos:

a) Ay B son mutuamente excluyentes. b)A cB.
¢)B cAyP(B)=0.3. dP(A~B)=0.1.
84. Curso 2010/11. Modelo. Opcién A, 2 puntos

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que la probabilidad de que ambos ocurran
simultaneamente es igual a 1/6 y la probabilidad de que no ocurra ninguno de los dos es igual a 7/12.
Se sabe ademas que P(A/B) = 1/2.

a) Calcula la probabilidad de que ocurra A o B. b) Calcula la probabilidad de que ocurra A.
85. Curso 2010/11. Modelo. Opcién B, 2 puntos

En una cierta poblacién, la probabilidad de que un habitante elegido al azar siga una dieta de
adelgazamiento es igual a 0.2. Entre los habitantes que siguen dieta de adelgazamiento, la probabilidad
de que uno de ellos elegido al azar practique deporte regularmente es igual a 0.6. Entre los habitantes
gue no siguen dieta de adelgazamiento la probabilidad de que uno de ellos elegido al azar practique
deporte regularmente es igual a 0.3. Se elige al azar un habitante de la poblacién.

a) Calcula la probabilidad de que practique deporte regularmente.

b) Si se sabe que dicho habitante practica deporte regularmente, écudl es la probabilidad de que esté
siguiendo una dieta de adelgazamiento?
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86. Junio 2011. Opcidn A, 2 puntos

En un edificio inteligente dotado de sistemas de energia solar y edlica, se sabe que la energia
suministrada cada dia proviene de placas solares con probabilidad 0.4, de molinos edlicos con
probabilidad 0.26 y de ambos tipos de instalaciones con probabilidad 0.12. Elegido un dia al azar,
calcula la probabilidad de que la energia sea suministrada al edificio: a) por alguna de las dos
instalaciones, b) solamente por una de las dos.

87. Junio 2011. Opcidn B, 2 puntos

En un cierto punto de una autopista esta situado un radar que controla la velocidad de los vehiculos
gue pasan por dicho punto. La probabilidad de que el vehiculo que pase por el radar sea un coche es
0.5, de que sea un camién es 0.3 y de que sea una motocicleta es 0.2. La probabilidad de que cada uno
de los tres tipos de vehiculos supere al pasar por el radar la velocidad maxima permitida es 0.06 para un
coche, 0.02 para un camién y 0.12 para una motocicleta. En un momento dado un vehiculo pasa por el
radar.

a) Calcula la probabilidad de que este vehiculo supere la velocidad maxima permitida.

b) Si el vehiculo en cuestion ha superado la velocidad méxima permitida, écudl es la probabilidad
de que se trate de una motocicleta.

88. Septiembre 2011. Opcidn A, 2 puntos

Se supone que la probabilidad de que nazca una nifia es 0.49 y de nazca un nifio es 0.51. Una familia
tiene dos hijos:

a) ¢Cual es la probabilidad de que ambos sean nifnos, condicionada porque el segundo sea nifio?
b) ¢Cual es la probabilidad de que ambos sean nifios, condicionada porque al menos uno sea nifo?
89. Septiembre 2011. Opcion B, 2 puntos

Se disponen de tres urnas A, B y C. La urna A contiene 1 bola blanca y 2 bolas negras, la urna B
contiene 2 bolas blancas y 1 bola negra y la urna C contiene 3 bolas blancas y 3 bolas negras. Se lanza
un dado equilibrado y si sale 1, 2 0 3 se escoge la urna A, si sale el 4 se escoge laurnaB ysisale 506 se
elige la urna C. A continuacidn, se extrae una bola de la urna elegida.

a) éCudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

b) Se sabe que la bola extraida ha sido blanca, éicudl es la probabilidad de que la bola haya sido extraida
de laurna C?

90. Septiembre 2011. Opcion A, (Reserva) 2 puntos

La probabilidad de que el jugador A de baloncesto consiga una canasta de tres puntos es igual a 7/9, y
la probabilidad de que otro jugador B consiga una canasta de tres puntos es 5/7. Cada uno de estos
jugadores realiza un lanzamiento de tres puntos.

a) Calculese la probabilidad de que solamente uno de los dos jugadores consiga un triple.

b) Calculese la probabilidad de que al menos uno de los dos jugadores consiga un triple.
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91. Septiembre 2011. Opcion B, (Reserva) 2 puntos

Los datos de la tabla siguiente se han extraido de las estadisticas oficiales de la prueba de acceso a
estudios universitarios (fase general) de la convocatoria del curso 2009/2010, en el Distrito Unico de
Madrid:

Chico | Chica
Apto 12109 | 9863

No apto | 1717 | 1223

Se elige un alumno al azar de entre los que se presentaron a dicha prueba.

1. ¢Cual es la probabilidad de que el alumno elegido sea chica o haya resultado apto?

2. Si el alumno elegido es chico, éCual es la probabilidad de que haya resultado no apto?
92. Curso 2011/12. Modelo. Opcién A, 2 puntos

Una bolsa contiene dos monedas equilibradas. Una de las monedas tiene cara y cruz y la otra tiene dos
caras. Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces consecutivas con independencia,
observandose dos caras. ¢Cual es la probabilidad de que la moneda elegida sea la moneda de dos
caras?

93. Junio 2012. Opcidn B, 2 puntos

Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que: P(A " B)=0.1 p(ANB)=0,6 P(A/B) =
0.5.Calcula:  (a) P(B). (b) P(AUB). (c) P(A). (d)p(B 7 A)

94. Septiembre 2012. Opcidn A, 2 puntos.

Se disponen de 5 cajas opacas. Una contiene una bola blanca, dos contienen una bola negra y las otras
dos estan vacias. Un juego consiste en ir seleccionando al azar y secuencialmente una caja no
seleccionada previamente hasta obtener una que contenga una bola. Si la bola de la caja seleccionada
es blanca, el jugador gana; si es negra, el jugador pierde.

(a) Calcula la probabilidad de que el jugador gane.
(b) Si el jugador ha perdido, écudl es la probabilidad de que haya seleccionado una sola caja?

95. Curso 2012/13. Modelo. Opcién B, 2 puntos
1 — 3 2
Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que P(A) =3 P(B):Z P(AU B)=§
a) Determinese si son compatibles o incompatibles los sucesos Ay B.
b) Determinese si son dependientes o independientes los sucesos A y B.
Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
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Resumen
Para conocer la opinién de una poblacion sobre el partido politico al que piensan votar, se selecciona
una muestra adecuadamente, se estudia, y se induce lo que va a votar toda la poblacién. La inferencia
estadistica, intervalos de confianza y contraste de hipdtesis se utilizard para, de los datos que nos
suministra una muestra, ser capaces de inducir conclusiones sobre la poblacion. Por ejemplo:
Preguntamos a una muestra a qué partido politico tiene intencion de voto, e inducimos el
partido que ganard las elecciones.

Para hacer control de calidad en un proceso de produccidn, para ajustar y programar los semaforos en
un cruce, para determinar la capacidad curativa de un medicamento... se usa el mismo sistema, se
selecciona una muestra. Las conclusiones no pueden ser del tipo: “Esto va a ser asi” sino que seran
probabilisticas: “Esto va a ser asi con tal probabilidad” o “Esto va a ser a ser con tal nivel de confianza”.

En los capitulos anteriores has utilizado frecuencias, ahora vamos a asignar probabilidades y al estudiar
las distribuciones de probabilidad podremos construir modelos que reflejen la realidad y afirmar, con
tal probabilidad, tal nivel de confianza o tal certeza, lo que va a ocurrir.

292 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 9: Estimacion. Intervalos de confianza Autora: Raquel Caro

Revisores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés Menéndez
llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

www.apuntesmareaverde.org.es




Estimacion. Intervalos de confianza

1. MUESTREO ESTADISTICO

Mediante la inferencia estadistica se intenta conocer algo acerca de las caracteristicas de la poblacion
en su conjunto mediante la generalizacion de lo obtenido en la muestra. Pero es necesario ser
consciente de que, en la mayoria de los casos, la verdadera naturaleza y caracteristicas exactas de la
poblacién van a ser desconocidas, y nunca van a poderse conocer con exactitud. A lo mas que se puede
llegar es a un conocimiento aproximado, que se pretenderd que sea lo mas exacto y objetivo posible,
dado el nivel de informacidn empirica del que se disponga. Es por ello por lo que la inferencia
proporciona conclusiones sin certeza total, sino en términos de probabilidad o de nivel de confianza.

Algunas de las caracteristicas desconocidas de la poblacion pueden ser su distribucién de probabilidad
y, en muchos casos, el valor de los pardmetros que definen dicha distribucion. Asi, muchos de los
procedimientos basicos de la inferencia estadistica cldsica estdn centrados alrededor del valor de dichos
parametros. A continuacion desarrollamos la metodologia de estimacion de pardmetros.

En muchas ocasiones se desea estimar un resultado. Resolver la forma mejor de hacerlo es toda una
parte de la Estadistica, la Teoria de Muestras, que nos indica varios detalles a tener en cuenta:

» ¢Como se deben elegir los elementos de la muestra?
» ¢Cual debe ser el tamario de la muestra?
» ¢Hasta qué punto la muestra es representativa de la poblacién?

Si se da como resultado de la estimacion un valor numérico concreto se habla entonces de estimacion
puntual, mientras que si se da un conjunto de valores, entre los cuales se espera que se encuentre el
verdadero valor del pardmetro con un cierto grado de confianza, se habla entonces de estimacion por
intervalo.

Poniendo otro ejemplo, supongamos que en una estacidon de ferrocarril se encuentra una maquina
automatica de café regulada de tal forma que se estd interesado en conocer la “cantidad media de café
qgue la maquina suministra en cada taza”. Esa “cantidad media de café” es un pardmetro poblacional vy,
por tanto, su valor exacto es desconocido y siempre lo serd. Sin embargo, mediante la informacion
muestral, es posible estimar, esto es, ofrecer una aproximacién numérica a dicho valor paramétrico
desconocido. En este caso, un posible estimador puntual de la media de la poblacidon puede ser la
media de la muestra. Si se realiza la estimacion por intervalo se obtiene con una confianza
determinada, que la “cantidad media de café” suministrada por taza estara entre dos valores numéricos
determinados.

A la hora de estimar parametros poblacionales, parece una buena estrategia inicial utilizar el que aqui
se denominara criterio de analogia. Segun este criterio, se elige como estimador de un parametro
poblacional (con significado conocido) su correspondiente analogo en la muestra.

En esta primera seccion de este capitulo vamos a estimar el valor de un estadistico de una muestra
conociendo la poblacion.

En la siguiente haremos algo mas util, estimar el valor de un pardmetro de una poblacién, la media o la
proporcién, a partir del obtenido en una muestra. Conocer el valor exacto va a ser imposible, por eso
estudiaremos los intervalos de confianza que nos dirdn, con un nivel de confianza un intervalo en el que
puede estar el parametro de la poblacidn.

En la tercera seccion estudiaremos el contraste de hipétesis.
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1.1. Poblacion y muestra

En cursos anteriores ya has estudiado lo que se entiende por muestra y por poblacién:

Definicion:

Poblacion estadistica, colectivo o universo es el conjunto de todos los individuos (personas, objetos,
animales, etc.) que contengan informacién sobre el fendmeno que se estudia.

Ejemplos:

+ Si estudiamos el precio de la vivienda en una ciudad, la poblacidn serd el total de las viviendas
de dicha ciudad.

4+ Se va a realizar un estudio estadistico sobre el porcentaje de personas casadas en la peninsula.
Para ello no es factible estudiar a todos y cada uno de los habitantes por razones de coste y de
rapidez en la obtencién de la informacion. Por lo tanto, es necesario acudir a examinar sélo una
parte de esta poblacidn. Esa parte es la muestra elegida.

Definicion:

Muestra es un subconjunto representativo
gue se selecciona de la poblacion y sobre el
que se va a realizar el analisis estadistico.

Muestreo es el proceso mediante el cual se
selecciona la muestra de la poblacion.

El tamano de la muestra es el nUmero de sus

elementos.
Cuando la muestra comprende a todos los elementos de la poblacidn, se denomina censo.
Ejemplo:

'*— Si se estudia el precio de la vivienda de una ciudad, lo normal serad no recoger informacion sobre
todas las viviendas de la ciudad (ya que seria una labor muy compleja y costosa), sino que se
suele seleccionar un subgrupo (muestra) que se entienda que es suficientemente
representativo.

'*— En control de calidad, por ejemplo, si se estudia la vida de un electrodoméstico, y para ello
deben funcionar hasta que se estropeen, es absurdo estudiar todos los electrodomésticos
(poblacién) pues nos quedamos sin fabricacién, por lo que es imprescindible seleccionar una
muestra que sea representativa de la poblacién.

Actividades propuestas
1. Seiala en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacidn o una muestra:

a) El didmetro de los tornillos que fabrica una maquina diariamente.
b) La altura de un grupo de seis amigos.

2. Se puede leer el siguiente titular en el periddico que publica tu instituto: “La nota media de los
alumnos de 29 de Bachillerato de la Comunidad de Madrid es de 7'9”. ¢Coémo se ha llegado a esta
conclusiéon? ¢Se ha estudiado a toda la poblacidén? Si hubieran seleccionado para su célculo solo a las
mujeres, éseria representativo su valor?
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Recuerda que:
La media muestral la representamos por x o por la letra m, y se define como:

- X:N: k
Y:M: infi
n i=1

La desviacidn tipica muestral la representamos por la letra s, y se define como:

La media muestral y la desviacidn tipica muestral son los estadisticos de la muestra que vamos a usar.

La media poblacional, o la media de una distribucidn, la representamos por la letra griega 1 y se define:

n= E(X)=§Xi - P(%)

n=EX) =[x f(x)-dx=0

La desviacion tipica poblacional, o de una distribucion, la representamos por la letra griega o y se

define:
o? =3 (%~ p(x) = E(x*) - EX(x) o = JECD) - E2(%)

o= [(x-p?- f(x)-dx=0

La media poblacional y la desviacién tipica poblacional son los parametros de la poblacién que vamos a
usar.

Recuerda que:

Estadistico: valor obtenido de la muestra.

Parametro: valor de la poblacién.
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1.2. Tipos de muestreos aleatorios

La forma de seleccionar la muestra, muestreo, debe reunir unas determinadas caracteristicas para que
pueda caracterizar a la poblacidn, ser representativa de la poblacién. Debe ser un muestreo aleatorio,
es decir, al azar. Todos los individuos de la poblacién deben tener las mismas posibilidades de ser
seleccionados para la muestra.

Ejemplos:

+ Se quiere estudiar el nivel adquisitivo de los personas de una ciudad, para lo que pasamos una
encuesta a la puerta del Corte Inglés, éte parece un muestreo aleatorio?

No lo es. Las personas que entran en un determinado establecimiento no representan a toda la
poblacién.

+ Vas a hacer un estudio sobre los gustos musicales de los jévenes, y para ello, preguntas a cinco
de entre tus amistades, ite parece un muestreo aleatorio?

No lo es. Tus amistades pueden tener unos gustos diferentes a los del resto de la poblacidn.

Si la muestra estd mal elegida, no es representativa, se producen sesgos, errores en los resultados del
estudio.

Hay muchos tipos de muestreo, que darian para analizar en un libro sobre “Muestreo”. Pero es
conveniente conocer alguno:

Muestreo aleatorio simple
Todos los individuos de la poblacidn tienen la misma probabilidad de ser elegidos en la muestra.
Muestreo aleatorio sistematico

Se ordenan los individuos de la poblacidén. Se elige al azar un individuo, y se selecciona la muestra
tomando individuos mediante saltos igualmente espaciados.

Muestreo aleatorio estratificado

Se divide la poblacién en grupos homogéneos de una determinada caracteristica, estratos, por ejemplo
edad, y se toma una muestra aleatoria simple en cada estrato.

Ejemplo:

#+ Se estudia el estado de los huesos de la poblacién de un pais, y se divide la poblacién en “nifios”,

n u

“jévenes”, “edad media” y “tercera edad”. En cada grupo se hace un muestreo aleatorio simple.
Muestreo por conglomerados o areas

Se divide la poblacién en conglomerados o areas, selecciona al azar uno o varios conglomerados y se
estudia.

Ejemplo

+ Se estudia la incidencia de enfermedades cardiacas en la poblacién rural espafiola. Para ello se
hace un censo de pueblos y se eligen varios al azar, donde se estudia a la poblacién

Muestreo no aleatorio

A veces también se usa. Por ejemplo, conoces la estimacidon de voto que suele hacerse a pie de urna. Es
cémodo, barato pero no es representativo.
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Estimacion. Intervalos de confianza

1.3. Tamaio y representatividad de una muestra

Cuando se elige una muestra los dos aspectos que hay que tener en cuenta son, el tamafio y la
representatividad de la muestra.

Si la muestra es demasiado pequena, aunque esté bien elegida, el resultado no sera fiable.
Ejemplo:

+ Queremos estudiar la estatura de la poblacién espafiola. Para ello elegimos a una persona al
azary la medimos.

Evidentemente este resultado no es fiable. La muestra es demasiado pequena.

Si la muestra es demasiado grande los resultados serdn muy fiables, pero el gasto puede ser demasiado
elevado. Incluso, en ocasiones, muestras demasiado grandes no nos proporcionan mejores resultados.
Vamos a aprender a encontrar cual es el tamafo adecuado para que podamos afirmar que la poblacidon
tiene tal caracteristica con una probabilidad dada, grande.

Cuando una muestra tenga el tamafio adecuado, y haya sido elegida de forma aleatoria diremos que es
una muestra representativa.

Si la muestra no ha sido elegida de forma aleatoria diremos que la muestra es sesgada.

Actividad resuelta

#+ Indica si es poblacién o muestra:

1) Enuna ganaderia se mejora el pienso de todas las ovejas con un determinado tipo de grano.

2) En otra ganaderia se seleccionan 100 ovejas para alimentarlas con ese tipo de grano y estudiar
su eficacia.

En el primer caso, todas las ovejas, son la poblacién. En el segundo se ha elegido una muestra.

& En una serie de television tienen dudas sobre qué hacer con la protagonista, si que tenga un
accidente o si debe casarse. Van a hacer una consulta. ¢A toda la poblacion o seleccionado una
muestra representativa?

Observa que no sabemos bien cudl seria la poblacidn, élos que ven esa serie? o étoda la poblacién
espainola? Si son los que ven la serie, écdmo los conocemos? ¢Cémo preguntar a todos? Parece mas
operativo preguntar a una muestra.

+ El estudio de la vida media de unas bombillas, ése puede hacer sobre toda la poblacién?

El estudio es destructivo. Si se hiciera sobre toda la poblacion nos quedamos sin bombillas. Es
imprescindible tomar una muestra.

Actividades propuestas

3. Para estudiar el numero de accidentes de una poblacién de mil conductores, de los cuales la mitad
tiene carnet de conducir entre 5 y 20 aiios, la cuarta parte lo tiene mas de 20 afios y la otra cuarta
parte lo tiene menos de 5 afios. Se quiere elegir por muestreo aleatorio estratificado proporcional,
50 conductores, ¢cuantos seleccionarias de cada grupo?
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Estimacion. Intervalos de confianza

1.4. Teorema central del limite

Cuando el curso pasado estudiamos la distribucién normal ya comentamos que se pensoé que todos los
fendmenos se ajustaban a esa distribucion, con la broma de que los matematicos pensaban que los
fisicos lo habian comprobado experimentalmente, y los fisicos que los matemadticos lo habian
demostrado.

Este ajuste de los fendmenos a la distribucién normal se conoce como Teorema Central del Limite, que
fue enunciado por primera vez por el matematico francés que ya conoces por el calculo de
probabilidades, Pierre Simon Laplace (1749 — 1827) y demostrado por el matematico ruso Alesksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857 — 1918).

Teorema Central del Limite:
Sean Xn unas variables aleatorias independientes de una poblaciéon de media p finita y desviacion tipica

c finita. Entonces: La distribucion de la media muestral de tamafio n tiene de media p y desviacion

c
tipica T, y se aproxima a una distribucién normal a medida que crece el tamafo de la muestra.
n

El problema es que no especifica qué se entiende por “crecer el tamafio”.

Aungque si sabemos que si la poblacién de partida es normal, entonces la distribucién de las medias
muestrales es también normal.

Si la poblacion de partida no es normal entonces la distribucidon de la media muestral se aproximara a
una normal cuando el tamano de la muestra sea suficientemente grande y las variables aleatorias sean
independientes. Vamos a considerar que ese tamafio es grande si es mayor que 30.

Actividad resuelta

+ Los pardmetros de una distribucién son u = 10 y desviacion tipica c = 20. Se extrae una muestra
de 100 individuos. Calcula P(8 < x < 12).

Por el teorema Central del Limite sabemos que la media muestral de una poblaciéon normal se

c
distribuye segun otra distribucién normal N(H'ﬁ) =N(10, 20/10) = N(10, 2).

Para calcular la probabilidad pedida, tipificamos y buscamos en la tabla de la normal.

) 8—-10 12 -10
P(B<x<12)=P( > <Z<T)=P(—1<Z<1)=P(Z<1)—P(Z<—1)=
2P(z<1)—1=2(08416) — 1 = 0’6832

Debes recordar para hacerlo las propiedades de la curva normal, el uso de la tabla y cdmo se calculan
probabilidades con ella.

Actividades propuestas

4. Los parametros de una distribucidn son p = 20 y desviacion tipica ¢ = 3. Se extrae una muestra de
400 individuos. Calcula P(19.9 < x < 20.3).
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Estimacion. Intervalos de confianza

1.5. Distribucion de la media muestral

De una poblacion se selecciona una muestra y se calcula su media X y su desviacidn tipica, s.

Elegimos otras muestras de la misma poblacion, y de cada una obtenemos su media y desviacion tipica.
¢Como es la distribucion de esas medias? ¢Y de esas desviaciones tipicas?

Las diferentes medias dan lugar a una variable aleatoria que la vamos a representar por X .

El Teorema Central del Limite nos garantiza que, si las variables son independientes:

La media de la variable aleatoria X es la media poblacional .

La desviacion tipica de la variable aleatoria X es ——=, donde o es la desviacidn tipica poblacional y n es
p \/ﬁ

el tamafno de las muestras elegidas.

Para valores de n suficientemente grandes, (n > 30) la distribucién de X se aproxima a una normal:
N(, =)
=)
Jn

Esta afirmacidn es cierta, sea cual sea la distribucion de la poblacion de partida, tanto si es discreta
como si es continua, tanto si es normal (entonces se aproxima a esta normal para valores de n menores
gue 30) como si no lo es.

Actividad resuelta

+ Control de las medias muestrales: En el control de calidad de una fdbrica de latas de atun, se
envasan latas de 100 gramos con una desviacion tipica de 2 gramos. Se empaquetan en cajas de
50 latas. Calcula la probabilidad de que la media de las latas de una caja sea menor que 99
gramos.

Los datos que nos dan son la media poblacional, p = 100, la desviacidn tipica poblacional, o = 2, y el
tamafio de la muestra, n = 50.

c
Sabemos que la media muestral se distribuye segln una N(M'ﬁ) = N(100, 0.28). Vamos a recordar

como calculdbamos esas probabilidades.
Queremos calcular P(x < 99).

Lo primero tipificamos para pasar a una distribucion N(O, 1).

99-100
P(x <99)=P(z <—>) = P(z < —3.54) = 1 — P(z < 3.54)
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Estimacion. Intervalos de confianza

Recuerda:

La distribucién normal es simétrica, por eso en la tabla no aparecen valores negativos, pues los
calculamos usando los positivos. Buscamos en la tabla 3.54 y obtenemos que P(z < 3.54) = 0.9998.

P(x <99)=1-P(z<3.54)=1-0.9998 = 0.0002, una probabilidad muy pequefia.

Actividad resuelta

#+ Control de la suma: En el mismo ejemplo anterior determina la probabilidad de que un lote de
400 latas pese mds de 40100 gramos.

n
2% !
Como la media muestral es igual a X =1=1— entonces Y X; =nX, por lo que su distribucién es una
n i=1
. e o \/_
normal de media nu y desviacion tipica nT =ovN:N(ny,s+/n ).
n

En nuestro caso N(np, s+/n ) = N(400-100, 2+/400 ) = N(40000, 40)
Queremos calcular

40100—-40000

P(3x >40100)=P(z > 08 = P(z > 2.5) = 1 — P(z < 2.5) = 1 - 0.9938 = 0.0062
i=1

Unas 6 cajas de cada mil pesaran mas de 40.1 kg.

Actividades propuestas

5. Los pesos de las ovejas de una cierta ganaderia tienen una media de 50 kg con una desviacidn tipica
de 4. Elegimos al azar una muestra aleatoria simple de 100 ovejas. A) Determina la probabilidad de
que su media sea superior a 51 kg. B) Sea inferior a 56 kg. C) Sea superior a 48 kg. D) Esté entre 48
kgy 52 kg.

6. Una poblacion tiene una media p = 400 y una desviacion tipica ¢ = 20. Extraemos una muestra de
1000 individuos. Halla el intervalo caracteristico, para una probabilidad de 0.95, de la media
muestral. Lo mismo para una probabilidad del 0.99.

7. El peso de una poblacion se estima que tiene de media p = 70 kg y una desviacion tipica ¢ = 10. Se
elige una muestra aleatoria simple de 100 individuos y se pesan todos juntos. Calcula la probabilidad
de que dicho peso sea superior a 7010 kg.
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Estimacion. Intervalos de confianza

1.6. Distribucion de una proporcion muestral

Hemos estudiado el curso pasado la distribucion binomial. Era una situacién en que las unicas
posibilidades eran “éxito” y “no éxito”. Queremos saber cémo se distribuye la proporcion muestral
(nimero de éxitos entre el numero de veces que se repite el experimento). Cada muestra que
obtengamos de tamafo n se distribuye segun una distribucion binomial B(1, p), por tanto la suma de n
variables B(1, p) es una binomial B(n, p) por el principio de reproductividad de la distribucion.

Por el Teorema Central del Limite se puede afirmar que la distribucidn de la proporcién muestral p:
Media: p=p.

p(1-p)

Desviacion tipica: o= -

g g g 0z oz A X q
A medida que crece n la distribucion de la proporcién muestral, p = —, Se aproxima a una normal

N <p, @), siempre que p no tome valores proximosa 0o a 1.

Actividad resuelta

+ Una envasadora detecta que el 5 % de los paquetes de kilo de arroz tienen exceso de peso.
Toman una muestra de 50 paquetes. ¢Qué distribucion sigue la proporcion de paquetes con
exceso de peso? Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida existan mds de un paquete
con exceso de peso.

La proporcidn sigue, para n grande, una distribucién:

N (p, @) =N (0.05, °'°‘:§'95> = N(0.05, 0.03)

Como nos piden que haya mas de 1 paquete con exceso de peso en la muestra, la proporcion de
paquetes con exceso de peso es % = (0.02 . Calculamos la probabilidad y tipificamos:

0.02 — 0.05

P(p > 0.02) = P(z > 003

) =P(z>-1) =P(z < 1) = 0.8413

Actividades propuestas

8. Enlos examenes de selectividad la proporcién de aprobados es del 98 %. Un centro escolar presenta
a 78 estudiantes al examen.

a) ¢Qué distribucion sigue la proporcién de aprobados?

b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 3 suspensos.
c) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya mas de 10 suspensos.
d) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida no haya ningun suspenso.

9. En una fabrica de bombillas de bajo consumo hay que rechazar por defectos al 2 % de la produccion.
Se toma una muestra aleatoria simple de 100 bombillas.

a) ¢Qué distribucidn sigue la proporcion de bombillas defectuosas?

b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 5 bombillas defectuosas.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2. INTERVALOS DE CONFIANZA
2.1. Estimadores puntuales

En el apartado anterior hemos obtenido informacién sobre las muestras aleatorias extraidas de una
poblacién conocida. Pero es mas usual querer obtener informacion de la poblacidn a partir de la
informacién suministrada por una muestra.

Son varios los procesos posibles a seguir: estimacion puntual o por intervalos de pardmetros, contraste
de hipotesis...

Deseamos conocer algo sobre la poblacién, por ejemplo, la media... y para ello se selecciona de forma
aleatoria una muestra. En ella podemos calcular esa media... A ese valor lo denominamos estimador o
estimador puntual, y al hecho de hacerlo, una estimaciéon puntual, es decir, cuando tenemos la
muestra concreta ese estimador tomara un valor concreto.

Con dicha estimacion podremos inferir esa media sobre la poblacidn. Ya sabemos que no se puede
asegurar que la poblacion tenga esa media, sino que la tiene con una cierta probabilidad. Pero al
hacerlo asi se dice que hemos hecho una estimacién puntual.

Todo pardmetro poblacional, media, desviacién tipica, varianza... tiene un estadistico paralelo en la
muestra.

Decimos que un estimador es insesgado o centrado si su media coincide con el valor del parametro que
se quiere estudiar. La media muestral y la proporcion muestral son estimadores centrados.

Sino lo es, al error cometido de le denomina sesgo.
Un estimador es eficiente si su varianza es minima.

Para medir la eficiencia de un estimador centrado se utiliza la inversa de la varianza.

Ejemplos:

#+ La media muestral es un estimador centrado de la media poblacional de eficiencia: n/c?.
#+ La proporcion muestral es un estimador centrado de la proporcidn de la poblacion de eficiencia:
n
pl-p)
#+ Al aumentar el tamafio de la muestra aumenta la eficiencia de la media muestral y de la
proporcién muestral.

Actividades propuestas

10. Determina la eficiencia de la media muestral si el tamafio de la muestra es 100 y la desviacidn tipica
poblacional es 2.

11. Determina la eficiencia de la proporcion muestral si el tamafio de la muestra es 100 y la proporcion
poblacional es 50 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.2. Intervalos de confianza

Ahora queremos, a partir de una muestra de tamano n, estimar el valor de un parametro de la
poblacién dando un intervalo en el que confiamos que esté dicho pardmetro. A este intervalo lo
denominamos, intervalo de confianza, y se calcula la probabilidad de que eso ocurra a la que se
denomina nivel de confianza.

Este curso Unicamente estudiaremos estimaciones para la media y para la proporcién.

Antes de concretarse en un valor para una muestra determinada, cualquier estadistico puede ser
tratado como una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidad dependera de la distribucion de
la variable que represente el comportamiento de la poblaciéon objeto de estudio. Parece razonable
aprovechar la distribucién de probabilidad del estadistico utilizado como estimador puntual de un
parametro para, basandose en ella, llegar a determinar un intervalo de confianza para el parametro que
se desea estimar. El método que se utiliza para la obtencion del intervalo se conoce como método del
estadistico pivote y consta basicamente de los siguientes pasos:

Se elige un estadistico t(X), denominado estadistico pivote, que cumpla los siguientes requisitos:

o Suexpresion debe depender del parametro 6 que se quiere estimar.
o Por ultimo, su distribucion de probabilidad ha de ser conocida (y en muchos casos tabulada) y
no debe depender del valor de 6.

Para un determinado nivel de confianza, y, utilizando la distribucién de probabilidad de t(X;0) se
calculan los valores k; y k2, conocidos como valores criticos.

En el siguiente apartado se muestran los desarrollos necesarios con vistas a obtener intervalos de
confianza para estimar uno de los parametros de distribucién normal, es decir, la media. También se
detalla el cdlculo de intervalos de confianza para la proporcidn de éxitos en pruebas binomiales (1, p).

Conceptos:
Intervalo de confianza: Si P(a < X <b) =0'95 tenemos el intervalo de confianza (a, b)

Nivel de confianza o coeficiente de confianza: 1 — a. =y, en nuestro ejemplo, 0.95
Nivel de significacién o de riesgo: o, en nuestro ejemplo, 0.05

Valor critico: K; y K>, que dejan a la derecha (o a la izquierda) un area o./2.

Enla N(O, 1) son—1.96 y 1.96 para o = 0.05.

Margen de error: Diferencia entre los extremos del intervalo de confianza.

Maximo error admisible: Valor prefijado que no puede superar el valor absoluto de la diferencia entre
el estimador y el parametro.

Otros conceptos ya los hemos trabajado:
Poblacion. Parametro de la poblacién (media, proporcion)

Muestra. Estadistico de la muestra. Tamano de la muestra.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Actividad resuelta

4 Sabemos que en una distribucién normal estdndar P(-1.96 < z < 1.96) = 0.95. Determina un
intervalo de confianza con un nivel de confianza del 0.95 de una N(2, 0.1). Determina el margen
de error.

P(-1.96<Z<196)=095= P(-1.96 <* =< 196) =1—a =y =095 =
P((0.1-(—-196)+2<X<(01-196)+2)=095=P(1.8< X <2.2)=0095
La variable aleatoria X estara en el intervalo (1.8, 2.2) con un nivel o coeficiente de confianza de 0.95.

El margen de error viene dado por la amplitud del intervalo:

Margen de error: 2.2 -1.8 =0.4.

Actividades propuestas

12. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 95 % de una N(5, 0.01).
Determina el margen de error.

13. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 99 % de una N(100, 4). Determina
el margen de error.

2.3. Intervalo de confianza para la media poblacional con desviacion tipica
conocida

Cuando se quiere construir un intervalo de confianza para estimar la media p de una poblaciéon normal
en la que se supone que la desviacidn tipica de la distribucion, o, es conocida, se utiliza como estimador
la media muestral, es decir, se recurre a una muestra de tamafio n de la que se obtiene la media
muestral.

- c
Ya sabemos que la media muestral, X sigue una distribucion normal de media p y desviacidn tipica T
n

si la poblacidn de partida es normal, o si, aunque no lo sea, el tamafno de la muestra es suficientemente
grande, n > 30.

040 -
Para obtener, entonces un intervalo de confianza con

un nivel de confianza 1 — a = y debemos buscar dos
valores tales que dividan el area bajo la curva normal
en tres zonas, de dreas, o/2, 1 — oy o/2.

0.30

0.20 +

o o
¢(_Zl—a/2):E; ¢(Zl—a/2):1_5 0.10

La siguiente figura ilustra la localizacion de estos
valores Z1-¢/2 Y —21-0/2.

Sabemos que
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Estimacion. Intervalos de confianza

X

[l

INE
5 [FL2

>

_ X—u
; ;N ; Z:2E N, 1)
w e

Se observa que el estadistico depende del parametro 1 que se va a estimar y que su distribucion de
probabilidad (normal tipificada) es conocida y no depende de dicho parametro.

Asi pues, dado un nivel de confianza 1 — a =y se buscan dos valores Z1.4/2 Y —Z1-4/2 que verifiquen:

P2 )<z7 y=l-a

/fz

Llamamos Z1.4/2 al valor de la N(O, 1) que deja un area a la derecha de valor o/2. Entonces, por la
simetria de la distribucién normal, a la izquierda de —z1.o/> quedara un area igual a o/2. Por tanto:

P(—z1 a <Z<z1 J=l-o=y

) 2

(Recuerda: Si (1 — a)-100 % = 95 %, entonces Z1-4/2 = 1.96).

A continuacién se puede despejar la media poblacional para obtener el intervalo de confianza:

- 1-—=
2 2 2

Pz ,<Z<z )=1- OL:>P(_ <—<Z,,) l-a =
i

(¢} (¢} (¢}
Pz -2 <x-p<z ,-)=l-a - P(R-t<z ,-)=1-a
( 1_% n u 1_% (n) = (] H“ l% (n)

Una vez obtenida la media muestral determinamos, con un nivel de confianza 1 — o =y el intervalo de
confianza. La media poblacional u, puede pertenecer o no a dicho intervalo.

Por tanto, se obtiene para la media poblacional el intervalo al (1 — a)-100 % de confianza:

(©)

e 1—f J_ 1—f ﬁ

Por ultimo, es interesante recordar que el intervalo de confianza se interpreta de la siguiente manera: si
tuviésemos un numero infinito de muestras de la poblacién, y construyésemos con cada una un
intervalo, entonces el 100-y % de dichos intervalos contendria al verdadero valor del parametro p. En la
practica, sélo tenemos una muestra, y por eso sélo podemos construir un intervalo. No tiene entonces
sentido interpretar el intervalo como la region en la que estard p con probabilidad y, puesto que en el
intervalo calculado, la media p estard o no estara. Por eso, para expresar nuestra incertidumbre sobre si
el intervalo calculado con nuestra muestra contiene o no al parametro u emplearemos la expresion
nivel de confianza.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Actividad resuelta

#+ Sise puede realizar la hipdtesis de que el consumo de combustible sigue una distribucién normal,
veamos el intervalo de confianza para la media al 95 %, suponiendo conocida la varianza (igual a
7684.3 I°). Se recoge una muestra aleatoria simple de tamafio 20, y se obtiene una media
muestral de 3937.9 I.

Para un nivel de confianza del 95 % la tabla de la normal estandar nos dan que Z1.¢/2 = 1.96.

g 87.66

- o -
(F-zpeZ ®4z e 7)) = (39379196 2%, 3937.9+ 196 - 7F) =
(3899.5, 3976.3).

Actividad resuelta

#+ El tiempo de renovacion de un teléfono mavil, expresado en afios, se puede aproximar mediante una
distribucion normal con desviacion tipica 0.4 afios. Se toma una muestra aleatoria simple de 100
usuarios y se obtiene una media muestral igual a 1.5 afios. Determinese un intervalo de confianza al
95 % para el tiempo medio de renovacion de un teléfono maovil.

Buscamos en la tabla de la normal estdndar y se obtiene que Z1.4/2 = 1.96 para un nivel de confianza del
95 %. Conocemos la desviacién tipica poblacional 6 = 0.4, y la muestra nos da una media X = 1.5.

El intervalo de confianza pedido es:

G 04 04
15-196-——— , 1'5+196- 15—00784 1'5+00784) = (14216 1'5784
1—— J_ 1—— Jn ( J100° \/10()) ( )=( )

Tenemos la confianza de que el 95 % de los casos la media poblacional pertenecera al intervalo:

(1.4216, 1.5784).

Actividades propuestas

14. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 95 % de
una poblacién de desviacion tipica conocida, ¢ = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria simple
de tamafio 400 y calculado la media muestral que es 50.5.

15. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 98 % de
una poblacién de desviacion tipica conocida, o = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria simple
de tamano 400 y calculado la media muestral que es 50.5. Compara con el anterior intervalo de
confianza.

16. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 16 pacientes y se ha anotado el numero de dias que
han recibido tratamiento para los trastornos del suefio que sufren. Los resultados han sido:

280; 285; 295; 330; 290; 350; 360; 320; 295; 310; 300; 305; 295; 280; 315; 305.

Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p desconocida y desviacidn tipica 34.5 dias. Determina un intervalo de
confianza con un nivel del 95 % para la media poblacional.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.4. Relacion entre nivel de confianza, error admisible y tamano de la
muestra

— (¢)
Hemos visto que PQX—W < Zl_g ﬁ) :l_a, es decir, el (1 — a)-100 % de las muestras cumplen que:
2

|Y_“| < Z o .i
1—5 An
Definicion:

‘s . c

Se llama error maximo admisible alvalor E=27  -—.

-2 A/n

Observa que depende del tamafo de la muestra y del nivel de confianza. Al aumentar el tamafio de la
muestra disminuye el error maximo admisible, y al aumentar el nivel de confianza también aumenta el

error maximo admisible. Puedes comprobarlo con la tabla de la normal estandar, y los niveles de
confianza mas usados:

1-a a ZI_E

2
0.90 0.10 1.645
0.95 0.05 1.96
0.99 0.01 2.575

Si nos fijan el error maximo admisible, E, y el nivel de confianza 1 — a, podemos determinar el minimo
tamaio que debe tener la muestra simplemente despejando:

(¢ (e}

— = n=|12 [
a Lo

2 E 2 E

Observa que el tamano de la muestra debe ser mas grande cuanto menor sea el error maximo
admisible:
v’ Para estimaciones mas precisas se debe aumentar el tamafio de la muestra.
Al aumentar el nivel de confianza 1 — oo aumenta el tamafio de la muestra, luego:
v Para aumentar el nivel de confianza se debe aumentar el tamafio de la muestra.
Actividad resuelta
#+ ¢Cudl es el nimero minimo de estudiantes que debemos elegir de una poblacién de ¢ = 2, para una

muestra aleatoria simple si el error minimo admisible es de 0.1, y el nivel de confianza del 95 %?

2

2
nzz 2| =n2(196 1) =153664
I,E E 0.1

La muestra debe tener al menos 1 537 estudiantes.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Conocido el tamafio de la muestra y el error maximo admisible, despejando y buscando en la tabla,
también podemos determinar el nivel de confianza.

Jn

= Z —E.—
(e)

(@)
T o
oA

E=z

Actividad resuelta

#+ FElotorrino conoce que la desviacion tipica del tiempo de respuesta a un sonido es de un sequndo.
Desea estudiar dicho tiempo de respuesta con un error mdximo admisible de 0.1 haciendo un
estudio con 100 pacientes: Determina con qué nivel de confianza obtendrd el intervalo de
confianza.

Buscamos en la tabla:

P(Z < Z1 J=1-0 =P(Z<1)=0.8413

es decir que el nivel de confianza es del 84.13 %.

Actividad resuelta

+ En la poblacién de estudiantes de desviacion tipica ¢ = 2, se quiere pasar una prueba a 100
estudiantes para determinar sus conocimientos de Matemdticas con un error minimo del 0.5. ¢ Cudl
es el nivel de confianza obtenido?

n v100
z a=E-£=0.5-—=2.5
1-7 o 2

Buscamos en la tabla:

P(Z<z ,)=1-0 = P(Z <25) = 09938

2

es decir que el nivel de confianza es del 99.38 %.

Actividades propuestas

17. ¢Qué tamafio minimo debe tener una muestra para que el error maximo cometido en la estimacion
de la media sea menor de 0,1 unidades, con un nivel de confianza del 95 %, sabiendo que la
desviacion tipica poblacional es conocida y vale 4?

18. Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre la
media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.02 afios con un nivel de confianza del
90 % sabiendo que la poblacién se distribuye segiin una normal de desviacion tipica 0.4.

19. En el estudio anterior se toma una muestra de 49 individuos. Queremos que el error maximo
admisible sea de 0.02. ¢Cual sera el nivel de confianza?
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Estimacion. Intervalos de confianza

El intervalo sobre el valor del pardmetro, que se construird utilizando las propiedades del estimador, se
denomina intervalo de confianza.

v" Cuanto mas estrecho sea dicho intervalo, menos incertidumbre existird sobre el verdadero valor
del parametro.

v" Ademds del concepto de confianza, que se acaba de analizar, en los intervalos aparecen los
conceptos de precision y de amplitud.

La amplitud es, |a diferencia entre los extremos del intervalo, es decir, ts(X) — t;(X).

Para una muestra concreta, la amplitud del intervalo construido a partir de ella sera: ts(X°) — t,(X9).

La precision es una forma de evaluar el grado de eficacia del intervalo, y esta inversamente relacionado
con el concepto de amplitud. En principio sera deseable que los intervalos construidos tengan la
maxima precision posible, aunque el tamafo muestral siempre serd una limitacidn, ya que si es muy
pequeiio, no se puede conseguir una precision elevada.

Ya se ha dicho que entre precision y amplitud existe una relacién inversa: a mayor precisidon deseada,
menor ha de ser la amplitud del intervalo construido. Por ello, en principio lo deseable es que el
intervalo presente la menor amplitud posible.

Si se obtiene un intervalo a partir de una muestra de tamafio 100, {cdmo puede mejorarse este
intervalo?

v" Una posibilidad es aumentar la precisién. Pero para aumentar la precision (lo que equivale a
disminuir la amplitud), manteniendo el tamafio muestral el Unico instrumento que existe es el
nivel de confianza. Asi, es necesario disminuir la confianza (ya que la precision ha mejorado). Es
decir, si la confianza pasa del 99 % a ser, por ejemplo, del 95 %, se puede obtener una amplitud
menor.

v' Otra posibilidad es aumentar la confianza. En tal caso, de manera andloga, deberia disminuirse
la precision (lo que equivale a aumentar la amplitud).

Si existe la posibilidad de aumentar el tamafio muestral (es decir, si se puede disponer de mas
informacién, lo que supone una situacién mejor), se puede aumentar la precisién sin modificar la
confianza o aumentar la confianza sin modificar la precisién.

Por ejemplo, si se aumenta el tamafo muestral a 200, se puede aumentar la precision o aumentar la
confianza del intervalo, sin modificar |la otra caracteristica. Realmente, aumentando el tamafio muestral
siempre mejorard el intervalo construido, pero dicho aumento suele tener un coste. Por lo tanto,
cuando se quiere construir un intervalo de confianza para un pardmetro, antes de obtener la muestra,
puede ser interesante realizar un estudio previo para obtener el valor de n éptimo en términos de
relacion coste-beneficio.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.5. Intervalo de confianza para la proporcion en muestras grandes

La construccion de un intervalo de confianza para la proporcién de éxitos en una prueba de Bernoulli se
puede llevar a cabo utilizando el estimador puntual que se ha visto en el apartado de estimacion
puntual. Entonces, se habia demostrado que el estimador de la proporcién poblacional es un estimador
insesgado p.

Sabemos por el teorema central del limite que la proporcién muestral se distribuye segin una

1—
distribucién normal N(p,wfp(—p)) para n suficientemente grande.
n

Tipificando la variable obtenemos una distribuciéon N(0, 1), por lo tanto:

Dado un nivel de confianza 1 — . =, se pueden buscar dos valores Z1.,/2 Y —Z1-4/2 que verifiquen:

o o
(I)(_Zl—a/Z):E; (I)(Zl—a/Z):l_E
De manera que construimos el intervalo de confianza para la proporcién de éxitos p. La varianza es
. - e . p-(1-p
desconocida y por tanto se utiliza como desviacion tipica su estimador puntual, M :
n

Pl =24 <P - i |=l-a =

p-d-p)
n

_ [p-(I-p _ [p-(I-p
P[_p_zl—a/Z' w<_p<_p+zl—a/2' w]:l—a =

Multiplicamos por -1, y cambiamos el sentido de la desigualdad:

_ [p-0-p _ [p-(-p
P[p—zl—a/z' w< P<P+Zi_g/2- QJZI_Q =

Tenemos el intervalo para la proporcion poblacional:

_ 5.0-p) . T
pe(p—zl_a/z- [p( D 5in . [p( p)J
n n .

Con lo que se obtiene el intervalo de confianza para la proporcion de éxitos al nivel de confianza, y. Se
puede demostrar que es el intervalo de menor amplitud dado un nivel de confianza.

Actividad resuelta

% Determina el intervalo de confianza al 99 % para la proporcién de componentes defectuosos que
se producen en una fdbrica. Para ello se ha elegido una muestra aleatoria simple de 1000
componentes y en ella se ha obtenido que la proporcion de defectuosos es del 3.7 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Buscamos en la tabla de la normal el valor de z para una probabilidad de 0.99, y se obtiene 2.58, es
decir 21.4/2 = 2.58. Conocemos P =0.037, n = 1000, por lo que el intervalo de confianza pedido es:

99%

0.037-0.963
1000 ’

0.037-0.963

0.037 — 2.58 1000

0.037 + 2.58 = (0.0216, 0.0524)999,

99%
Con un nivel de confianza del 99 % la proporcidn de defectuosos poblacional esta entre 2.16 % y 5.24 %.

Actividad resuelta
+ Determina el intervalo de confianza al nivel de confianza del 90 % y del 99 % para estimar la

proporcion enfermos de la gripe en la poblacion si de una muestra de 120 personas hay 20 con
gripe. Determina en cada caso el margen de error.

Buscamos en la tabla de la normal los valores de Z;.4/> para esos niveles de confianza y obtenemos para
90 %, Z1-o/2 = 1.645, y para el 99 %, Z1.4/2 = 2.575. Conocemos N = 120, p =20/120=1/6. Calculamos:

" —5) ,1 5
/p —P)_ |6 6_
—— = [Tz0 = 0-034

Por tanto, los intervalos de confianza pedidos son:

90% = (ﬁ —Zyay, - LG D 2y ay, ﬁu—ﬁ)) -
90%

n n

1 1
(— —1.645-0.034, —+1.645" 0.034) = (0.111, 0.223)gg99
6 6 90%
Margen de error =0.223-0.111=0.112.

Podemos interpretarlo como que habrd entre un 11 % y un 22 % de personas con gripe.

99 % = (;3 ey, PR g ﬁ(1n—ﬁ)> _
99%

1 1
(— —2.58-0.034, —+2.58- 0.034> = (0.079, 0.254)99¢,
6 6 99%
Margen de error =0.254 -0.079 = 0.175.

Podemos interpretarlo como que habrd aproximadamente entre un 8 % y un 25 % de personas con
gripe.
Observa que:

Al aumentar el nivel de confianza, aumenta la amplitud del intervalo y por lo tanto aumenta el margen
de error.

Actividades propuestas

20. Determina el intervalo de confianza para la proporcién de arboles enfermos en Madrid con un nivel
de confianza del 95 %, si se ha elegido una muestra aleatoria simple de 100 arboles de los que hay
20 enfermos.

21. Se quiere estudiar la proporcion de estudiantes que hacen actividades extraescolares. Para ello se ha
seleccionado una muestra de 400 estudiantes de los cuales 100 hacen actividades extraescolares.
Determina el intervalo de confianza para la proporcién con un nivel de confianza del 95 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.6. Determinacion del tamaio de la muestra para una proporcion
Para determinar el tamafio partimos de dos situaciones diferentes

1. Que se conozca la media o la proporcion poblaciones
2. Que no se conozca

Ya hemos determinado el tamafio de la muestra para la media poblacional, ahora veremos algun
ejemplo para la proporcién.

El procedimiento es el mismo que antes. La diferencia va a estar en despejar el tamafo pues vamos a
tener una desigualdad con raices cuadradas. Como el tamano buscado también es una desigualdad
podremos simplificar esa desigualdad.

Vedmoslo con unos ejemplos:

Actividad resuelta

+ (¢Cudl debe ser el tamafio de la muestra en una poblacidn de 8 millones de votantes para conocer si
tienen la intencion de votar a un determinado partido politico con una probabilidad de acierto del
0.95 y un margen de error inferior a 0.02? Se conoce la proporcion poblacional: 35 %.

Utilizamos intervalos de confianza:

Es una distribucién binomial, pues un votante o vota a dicho partido, o no lo vota.

Llamamos n al tamafio de la muestra, p al nimero de los que votaran al partido en la poblacién, X a los
gue votan al partido en la muestra.

X
P(=0.02 <= ~p < 0.02) = P((~0.02+p) -n <X < (0.02+p) - n) = 0.95

En la distribucion binomial tenemos que la media es np y la varianza npq = np(1-p). Pasamos de la
distribucién binomial a la distribucién normal, afadiendo 0.5 de la longitud de los intervalos:

X
P(=002 <——p <002) = P(~0.02n +pn — 0.5 < X < 0.02n + pn +0.5) > 0.95

Tipificamos:
—-0.02n-0.5 X—-np 0.02n+0.5
P > 0.95

(an(l—p) ~ Jnp(1-p) T an(l—p)) =0.95=

0.021n40.5
2P(z<——=)—-1=0.95
(z= np(l—p)) - =
0.02n + 0.5
P(z £ ————=) = 0.975

ynp(1—p)

Buscamos en la tabla de la normal estandar y obtenemos que

0.02n+0.5

—— > 1.96. (1)
Vnp(1-p)
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Estimacion. Intervalos de confianza

La proporcién es conocida p = 0.35, q = 0.65,

0.02n + 0.5 > 1.96,/np(1 — p) = 0.02n + 0.5 > 1.96vn - 0.35 - 0.65

Podemos resolver la desigualdad pero también podemos simplificarla, pues se seguira verificando para
este caso (aunque no en el otro sentido):

0.02n = 1.96Vn - 0.35- 0.65

Elevamos al cuadrado y despejamos:
n>2184.91 = n=>2185.

Por tanto se debe pasar la encuesta a 2185 votantes o mas.

Actividad resuelta

#+ ¢Cudl debe ser el tamafio de la muestra en una poblacion de 8 millones de votantes para conocer si
tienen la intencion de votar a un determinado partido politico con una probabilidad de acierto del
0.95 y un margen de error inferior a 0.02? Se desconoce la proporcion poblacional.

Es el mismo problema anterior, pero desconocemos la proporcion.

Partimos de la desigualdad (1):
0.02n+0.5

m >1.96 = 0.02n+ 0.5 = 1.96,/np(1 —p)

Donde tenemos dos variables ny p. Vamos a acotar p(1 — p). Dibujamos la parabola y = X(1 — X) que
alcanza su valor maximo, 1/4, para X = 1/2, por lo que p(1 —p) < 1/4. Sustituimos este valor.

n
0.02n + 0.5 > 1.96,/np(1 — p) > 1.96\/%

Eliminamos 0.5 (para simplificar calculos), elevamos al cuadrado, y obtenemos que: n > 2 401.
La encuesta debe de realizarse para mas de 2401 votantes.

Hemos calculado el tamafo de la muestra con un margen de error no superior a 0.02 y una certeza del
95 %.

Actividades propuestas

22. iCuantas veces se debe lanzar una moneda para que la proporcién de caras no se aparte de la
tedrica, 1/2, mas de una centésima, con un grado de certeza no inferior al 95 %? ¢Cuantas, con el
mismo margen de error y una certeza no inferior al 99 %? éLo mismo con 99.9 % de certeza?
(Soluciones: n >9504, n > 16412, n > 26632)
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Estimacion. Intervalos de confianza

Volvemos al problema de las encuestas de votos.

Actividad resuelta

#+ En una poblacién de 8 millones de votantes elegimos una muestra aleatoria de 2000 de la que
700 personas nos afirman que van a votar a un determinado partido. ¢Qué podemos asequrar
sobre el numero de votos que recibira dicho partido?

Como 700/2000 = 35, una primera respuesta podria ser que 0.35-8000000 = 2800000 votos, pero équé
confianza podemos tener de ese resultado.

Fijamos un nivel de significacion o, o un grado de confianza, 1 —a =y.Seaa =0.05yy=1—-a =0.95.

Sea p la proporcién de votantes al partido estudiado. Tenemos una distribucidon binomial de media p =
np = 2000-p y o = \/npq = \/2000 -p(1 —p). Calculamos la probabilidad de que el nimero de
votantes al partido estudiado de la muestra sea:

P(u—ko < X< pu+ko)>0.95
Pasamos de la distribucion binomial a la normal para calcular k y p:

P(u—ko—-0.5<X<u+ko+0.5)>0.95

Tipificamos:
P(—ka—O.SS 7< +ko+0.5) >0.95
o o
+ko+0'5 s
Obtenemos que z = TrorT > 1.96, por lo que ko + 0.5 > 1.96c. Debemos sustituir wy o en funcion
c

de p como se hizo anteriormente y se obtiene que: 0.3280 < p < 0.3719, es decir que la proporcion de
votantes debe estar entre el 33 % y el 37 %.

Actividades propuestas
23. Rehaz los calculos de la actividad anterior para un nivel de confianza del 99 %

24. Se investigan los habitos de consumo de una poblacién de dos millones de personas. Se pasa una
encuesta a mil personas y se les pregunta si en su domicilio se cocina con gas, de los que 600
responden afirmativamente. Qué puedes afirmar sobre el nUmero de personas en las que en su
domicilio se usa gas con un nivel de confianza del 95 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

3. CONTRASTE DE HIPOTESIS
3.1. Test de hipotesis. Contraste de hipdtesis para la proporcion poblacional

Empecemos con un ejemplo.

Actividad resuelta

#+ La probabilidad de curarse una enfermedad con un cierto medicamento es 0.68. Se investiga un
nuevo medicamento que queremos mejore el niumero de curaciones. Se tratan 200 enfermos de
los que se curan 150. {Podemos estar seguros de que el nuevo medicamento es mejor que el
antiguo?

En primer lugar vamos a calcular la probabilidad de que con el primer medicamento se hubieran curado
150 enfermos. Tenemos una distribucidn binomial de media p = np = 200-0.68 = 136,y 0 = \/npq =

V200 - 0.68 - 0.32 = /43.52 = 6.6
Ajustamos la binomial con una normal, tipificamos y buscamos en la tabla:
P(z> 150.5 - 136

6.6

La probabilidad ha salido muy pequena. Rechazamos la hipétesis. Aunque es posible que si hubiera con
el primer medicamento 150 curaciones, pero sélo en el 1.39 % de los casos.

=22)=1-P(z<22)=1-0.9861 = 0.0139

Nivel de significacion

En el ejemplo hemos partido de considerar cierta una hipoétesis, que los medicamentos fueran iguales.
Si la probabilidad sale menor que un cierto valor, llamado nivel de significacion, rechazamos la
hipétesis.

Se suelen tomar como niveles de significacién 5 %, 1 %, 0.1 % ... segln la naturaleza del problema.

En la actividad anterior diriamos que rechazamos la hipdtesis de que ambos medicamentos sean igual
de efectivos con un nivel de significacion del 5 %, pero no podriamos rechazarla con un nivel de
significacion del 1 % por ser 1.39 > 1.

Actividad resuelta

#+ En la actividad anterior, el numero de curaciones observadas, 150, ces compatible con que el
medicamento sea efectivo en el 69 % de los casos, con un nivel de significacion del 5 %? ¢Y en el
70 % con igual nivel de significacion?

Repetimos el proceso para estos nuevos valores:

p u c Z P(x > 150)
0.69 | np=200-0.69=138 | o =./npqg =+200-0.69-0.31 =6.49 150.5-138_1 op 1-0.9726 =0.0274
6.5
0.7 | np=200-0.7=140 | ¢ = ,/npq =+200-0.7 - 0.3 =6.48 1505-140_4 65 1-0.9474 = 0.0526
6.48

Rechazamos la hipodtesis con un nivel de significacion del 5 % de que el porcentaje de curaciones sea del
68 %, y del 69 %. Esperamos que el porcentaje de curaciones del segundo medicamento sea superior al
70 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Test unilateral y test bilateral

Hemos considerado en las actividades anteriores la hipdtesis de que ambos medicamentos tienen un
porcentaje de curaciones iguales, y la hipdtesis contraria de que el segundo medicamento tiene un
mayor porcentaje de curaciones. Hemos calculado P(x > 150), es decir, la probabilidad de que la
variable aleatoria tome valores a la derecha de 150. Este tipo de test se denomina unilateral.
Si debemos calcular probabilidades simétricas a ambos lados, se denomina bilateral.

Actividad resuelta

% Queremos comprobar si una moneda no estd trucada, con un nivel de significacion del 5 %.
Lanzamos la moneda al aire 100 veces y obtenemos 60 caras. ¢ Aceptamos la hipdtesis de que la
moneda no estd trucada?

Tenemos las siguientes hipotesis:

Ho = la moneda tiene una probabilidad de salir cara de 1/2.

H1i: La moneda esta trucada, la probabilidad de cara es distinta de 1/2.

Es una distribucién binomial de media p = 100-(1/2) = 50, y varianza 62 = 100-(1/2)-(1/2) =25 — ¢ = 5.

La hipétesis H1 indica que p podria ser mayor que 1/2 o menor que 1/2, por lo que debemos considerar
tanto que se obtengan mas de 50 caras como que se obtengan menos. Hemos obtenido 60 caras, que
supera en 10 al valor medio, 50, luego vamos a calcular: P( | X—50 ‘ > 10), es decir,

P(x—-50>10)+P(x+50<-10)
De nuevo aproximamos la binomial con la normal:

P(x > 60.5) + P(x < 39.5) = P(z>2.1) + P(z< -2.1) = (1 - P(2< 2.1)) + (1L - P(z £ 2.1)) = 2:(1 = P(z € 2.1))
=2(1-0.9821) = 2(0.0179) = 0.0358

Como 3.58 < 5, podemos rechazar la hipdtesis de que la moneda esté equilibrada (tenga una

probabilidad de 1/2, sea de Laplace:..) al nivel de significacion del 5 %.

En ambos ejemplos tenemos duda sobre si el parametro poblacional toma un valor determinado. Para
salir de esa duda hacemos un test estadistico, tomando una muestra aleatoria que nos permita sacar
conclusiones de la poblacidn, y aceptar o rechazar la hipdtesis previamente emitida

Caso Ho Hq
Curaciones p=69 % p>69%
Moneda p=1/2 p=1/2

Actividades propuestas

25. Repite los cdlculos de una actividad anterior para comprobar si una moneda no esta trucada, con un
nivel de significacidon del 5 %. Para ello lanzamos la moneda al aire 100 veces y obtenemos 65 caras.
¢Se puede asegurar que sea una moneda de probabilidad 1/2?

26. Se ha calculado que entre los deportistas que juegan al futbol hay un porcentaje de accidentes del
22 %. Se han estudiado el nimero de accidentes entre 400 personas que practican la natacion y han
resultados accidentadas 36 personas. ¢Es la natacidn igual de peligrosa que el futbol?
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Estimacion. Intervalos de confianza

3.2. Contraste de hipdtesis para la media poblacional

Podemos encontrar dos casos, que la hipdtesis nula Ho sea del tipo p = po, 0 que sea con una
desigualdad: pL > o, o bien p < po.

Paso 1: Hipodtesis Ho: p = po, Hi: 1 # po.

Paso 2: Zona de aceptacion.

Consideramos que la media se distribuye segun N (u,, %) lo que es cierto si la distribucion poblacional
es normal o si el tamano de la muestra es suficientemente grande. La zona de aceptacion de la hipdtesis
es el intervalo: u € (,uo - Zl_% : \%, Uo + Z1—§ : \%)

Paso 3: Verificacidon: Se extrae la muestra y se calcula X .

Paso 4: Decision: Se acepta o se rechaza la hipdtesis.

Actividad resuelta

+ Se piensa que el tiempo de renovacién de un teléfono moévil, expresado en afios, se puede
aproximar mediante una distribucion normal de media 2 y con desviacion tipica 0.4 afios. Para
contrastar esta hipdtesis se pasa una encuesta a 100 personas, y el tiempo medio de renovacion
de sus teléfonos mdviles ha sido de 1.8 afios. ¢Se puede aceptar la hipdtesis con un nivel de
significacion del 5 %?

Paso 1: Hipotesis Ho: L= pg =2, Hi: p# 2.

Paso 2: Zona de aceptacion:

(2—1.96-2’—4, 2419622

— \/%) - (1.92, 2.08)

( VA Z +z 0)
—7 o Z o=
Ho 1_E \/%; Ho 1_5 N
Paso 3: Verificacion:
Al extraer la muestra la media ha sido 1.8 que no pertenece al intervalo de aceptacién.

Paso 4: Se rechaza la hipdtesis de que la media sea 2.

Para el contraste unilateral la zona de aceptacidn no sera simétrica.

Actividad resuelta
#+ Enla actividad anterior se quiere contrastar la hipdtesis de que la media es superior a 2.

Paso 1: Hipotesis Ho: L= pg > 2, Hi: p < 2.

Paso 2: Zona de aceptacién: (,uo -z, a: \%, +°<>) = (2 —1.96- \/%, °<>) =(1.92, +x).
2

Paso 3: Verificacion: Al extraer la muestra la media ha sido 1.8 que no pertenece al intervalo de
aceptacion.

Paso 4: Se rechaza la hipétesis de que la media sea superior a 2.
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Estimacion. Intervalos de confianza

3.3. Hipotesis nula. Error de primera y segunda especie

Hemos visto ejemplos en los que hemos hecho una hipétesis, (que ambos medicamentos eran iguales,
gue la moneda no estaba trucada...).

La hipdtesis, Ho, de que no hay cambios se llama hipétesis nula.

La hacemos con la intencién de rechazarla, y aceptar la hipdtesis contraria, Hi, de que si hay cambios (el
segundo medicamento es mejor, la moneda esta trucada...).

Para decidir si rechazamos Ho hemos fijado un nivel de significacién, o, hemos realizado un test que nos
suministra una zona critica D en la que:

Si suponiendo que Ho es verdadera ocurre que P(x € D) < a, entonces rechazamos Ho.
Si suponiendo que Ho es verdadera ocurre que P(x € D) > a, entonces NO rechazamos Ho.

Podemos cometer dos tipos de errores, el error de tipo 1, es rechazar Ho siendo verdadera; y el error
del tipo 2, de aceptar Ho siendo falsa.

La probabilidad de cometer un error del primer tipo es el nivel de significacion a.

Actividades propuestas

27. La tasa de natalidad de una regién ha sido del 8.7 por mil habitantes durante un cierto afo.
Suponemos que la tasa de natalidad es la misma al afio siguiente, éhasta qué numero de
nacimientos entre 3000 habitantes estarias dispuesto a confirmar dicha hipdtesis?

3.4. Analogia entre intervalos de confianza y contraste de hipdtesis

Existe una gran relacidén entre el intervalo de confianza para un parametro de una distribucion y el
contraste de hipdtesis sobre el mismo. Si al construir el intervalo de confianza, el estimador muestral no
pertenece a él, se rechaza la hipdtesis nula de que la poblacién tenga dicho parametro.

El nivel de significacién a de un contraste de hipdtesis es el complementario del nivel de confianza de
una estimacion: 1 — a.
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Estimacion. Intervalos de confianza

CURIOSIDADES. REVISTA

EL EFECTO PLACEBO Y EL EFECTO NOCEBO

Antes de que un medicamento pueda comercializarse debe superar una
serie de estrictas pruebas que arrojen seguridad acerca de su eficacia
curativa.

Una de las pruebas mds comunes consiste en seleccionar una muestra
de enfermos y dividirlos aleatoriamente en dos grupos; un grupo recibe

el medicamento, y el otro, sin saberlo, una sustancia en apariencia igual,
pero sin ningun poder terapéutico: un placebo.

De esta forma, al final del ensayo pueden compararse los resultados
entre los dos grupos y determinar la eficacia del medicamento. Para ello

se emplean herramientas estadisticas como la correlacién.

Sorprendentemente, hay un numero significativo de pacientes que,
habiendo recibido el placebo, mejoran de forma ostensible. Por
ejemplo, esta contrastado que, en muchas enfermedades relacionadas
con el dolor, entre el 10 % y el 15 % de los pacientes experimenta un
alivio notable habiendo seguido un tratamiento exclusivamente de
placebo.

Distribucion Normal

Moivre

Gauss

La importancia de esta distribucidén se debe a que se utiliza para modelar
numerosos fendmenos naturales, médicos y sociales. Son fendmenos en los
que influyen muchas variables dificiles de controlar, por lo que podemos
suponer que es suma de distintas causas independientes.

Ejemplos clasicos de fendmenos que se distribuyen segin una normal son:

Fendmenos morfolégicos como la estatura o el peso
Fisiolégicos como los efectos de un farmaco
Sociolégicos como los de consumo

Psicolégicos como el cociente intelectual

El ruido en las telecomunicaciones

Los errores cometidos al medir una magnitud...

VVVYVVYY

La historia de la distribucién normal. Aparece por primera vez con
Abraham de Moivre en un articulo publicado en 1733, sobre la distribucion
binomial para valores grandes de n.

El resultado fue trabajado por Laplace en su libro sobre la Teoria de las
probabilidades trabajando sobre errores.

También sobre errores la utilizé Gauss, analizando datos astrondmicos. En
su honor también se denomina a la curva normal, campana de Gauss.
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Estimacion. Intervalos de confianza

RESUMEN

Muestra
aleatoria simple

Todos los individuos de la poblaciéon tienen la misma
probabilidad de ser elegidos en la muestra.

Se numera la poblacion y se usan
numeros aleatorios para elegir la
muestra.

Teorema central
del limite

Si X es una variable aleatoria de una poblacién de media p finita y
desviacion tipica o finita. Entonces: La distribucion de la media

o
-V
Jn
se aproxima a una distribucién normal a medida que crece el
tamafio de la muestra

muestral de tamafio n tiene de media p y desviacidn tipica

Poblacién N(10, 2)
Muestra de tamafio n = 100.
-

Distribucién de la media muestral;
N(10,0.2)

Media muestral

N(X, —

ﬁ)

PB8<X<12)=P(-1<z<])=
2P(z<1)-1=0'6832

Proporcion: 5 %. Muestra de tamafio

Proporcion N( p(1-p) )
s o n =100 — N(0.05, 0.03)
Intervalo de confianza: Si P(a< X <b)=095 tenemos el intervalo de confianza (a, b)
Nivel de confianza o coeficiente de confianza: 1 — o =y, en nuestro ejemplo, 0.95
Intervalo de | njyel de significacién o de riesgo: o, en nuestro ejemplo, 0.05
confianza Valor critico: k; y K, que dejan a la derecha (o a la izquierda) un area o/2.
Enla N(0O, 1) son —1.96 y 1.96 para a. = 0.05.
Margen de error: Diferencia entre los extremos del intervalo de confianza.
Intervalo de - - N(2,1),1—a=y=0.95;
3 €| X-1z —, X+12Z — _ < (X- < =
confianza parala K =% e 7n P(-1.96 < (X-2)/1 <1.96)=0.95
media 2 2 =>P(1.8<X<22)=0.95
Error maximo 2 N(2,1),1-a=0.95;n=100
admisible. E=z o % =n=|z 4 % E = 1.96-(1/10) = 0.196.
Tamafio minimo N - SiIE=0.5—n=(1.96-(1/0.5))?~ 16

de la muestra

Intervalo de
confianza parala

pe[ S ns /p(l,p) b /p(lp)}

Y

Proporcion:1/6. Muestra de tamafio
N=120.1-a=0.95—>Z14p=

proporcion 1.645; s =0.034 — (0.111, 0.223)
Paso 1: Hipétesis Ho: 1 = o, Hi: 1 # Lo.
o — (e}
Contraste de Paso 2: Zona de aceptacién. pe| X — Zl o T, X +Zl o T
B Rryrf] PR AL - n
hipotesis 2 2

Paso 3: Verificacion: Se extrae la muestra y se calcula X .
Paso 4: Decisidn: Se acepta o se rechaza la hipdtesis.
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Estimacion. Intervalos de confianza

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Utiliza las tablas de la normal estandar y comprueba las probabilidades siguientes:
a)P(z<1)=0.8413; b)P(z<£0.7)=0.7580; c)P(z>1)=1-0.8413=0.1587; d)P(z>1.86)=0.0314;
e)P(-1.83<z<-1)=0.1251; f) P(z>1.38) = 0.0838; g) P(—1.83 <2< 0.75) =0.7398.

2. Utiliza las tablas de la normal estandar para calcular las probabilidades siguientes:
a)P(z<0.72); b) P(z<1.21); c) P(z>0.93); d) P(z>-1.86);
e) P(-1,02 <z < —0.85); f) P(0.65<2<1.42); g)P(1.76 >2>0.72); h) P(-0.9 >z > -0.51).

3. Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 5 y desviacidn tipica 0.5. Calcula
las siguientes probabilidades:

a) P(X<6); b) P(X<4); c) P(X>3); d) P(X >5.5);
e) P(-3<X<-1); f) P(X > 2); g)P(3<X<7); h) P(6 > X > 2).

4. En un centro escolar hay 900 estudiantes, que son 600 de ESO y 300 de Bachillerato. Se quiere
tomar una muestra aleatoria por muestro estratificado proporcional de tamafio 50. ¢Cudantos
estudiantes se deben escoger de forma aleatoria de ESO y cudntos de bachillerato?

5. El niumero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por un grupo de clientes de una
compania de telefonia movil se aproxima por una distribucién normal con media 4 Mb y desviacion
tipica igual a 1.5 Mb. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 64.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la media muestra sea inferior a 3.5 Mb?
b) ¢éSea superior a 4.5 Mb?

c) Se supone ahora que la media poblacional es desconocida y que la media muestra toma el valor
3.7 Mb. Obtén un intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacidon. Obtén también
un intervalo de confianza al 99 % para la media de la poblacién. ¢Es mayor o menos que el
anterior? Explica este resultado

6. La duracién en horas de un cierto tipo de bombillas de bajo consumo se puede aproximar por una
distribuciéon normal de media p y desviacion tipica igual a 3600 horas. Se toma una muestra
aleatoria simple.

a) ¢Qué tamano muestral se necesitaria como minimo para que, con un nivel de confianza del 95

%, el valor absoluto de la diferencia entre py la duracién media observada X de esas bombillas
sea inferior a 100 horas?

b) Si el tamafio de la muestra es 121 y la duracién media observada X es de 4000 horas, obtén un
intervalo de confianza al 95 % para la media poblacional .
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Estimacion. Intervalos de confianza

7. La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada plantacion de mejillones se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida p y
desviacion tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 mejillones y se obtiene una media muestral igual a
70 mm. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud de los
mejillones con un nivel de confianza del 99 %. Determina también un intervalo de confianza
para la media poblacional de la longitud de los mejillones con un nivel de confianza del 95 %.

b) Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el error maximo cometido en la
estimacién de p por la media muestral sea menor o igual que 5 mm con un nivel de confianza
del 95 %.

8. El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucidn normal de media p y desviacion tipica ¢ = 3
litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (16; 20) para
estimar p, con un nivel de confianza del 95 %. Calcula la media muestral y el tamafio de la
muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 81. Calcula el error maximo cometido en la
estimacion de p mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

9. El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucidn normal de media p = 6.3 kW y desviacidn tipica 0.9 kW. Se toma
una muestra aleatoria simple de tamafio 100. Calcula:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6.6 kW.

b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza (6.1; 6.6) para la media
del consumo familiar diario.

10. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 9 pacientes y se ha anotado el numero de dias que
han recibido tratamiento para trastornos digestivos que sufren. Los resultados han sido:

100, 98, 75, 103, 84, 95, 105, 82, 107.

Se sabe que la duracidén, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica 9 dias.

a) Determina un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p.

b) ¢Qué tamafio minimo debe tener la muestra para que el error maximo cometido en la
estimacion de la media sea menor de 5 dias, con un nivel de confianza del 95 %?
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Estimacion. Intervalos de confianza

11. El tiempo de renovacion de un teléfono mdvil, expresado en afios, se puede aproximar mediante
una distribucién normal con desviacidn tipica 0.2 afos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 81 usuarios y se obtiene una media muestral igual a 1.8
anos. Determina un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacién de un
teléfono mavil.

b) Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre
la media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.03 afios con un nivel de
confianza del 95 %.

12. Se considera una variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacidn tipica igual a
1.2. Se toma una muestra aleatoria simple de 100 elementos.

a) Calcula la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y p sea
mayor o igual que 4.

b) Determina un intervalo de confianza del 90 % para y; si la media muestral es igual a 50.

13. La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada poblacién se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media pu y desviacién tipica ¢
=15cm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 individuos obteniéndose una media muestral X =
174 cm. Determina un intervalo de confianza al 95 % para L.

b) éCudl es el minimo tamafio muestral necesario para que el error maximo cometido en la
estimacion de p por la media muestral sea menor que 5 cm, con un nivel de confianza del 90 %?

14. El minimo tamafio muestral necesario para estimar la media de una determinada caracteristica de
una poblacién que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucion normal de
desviacidn tipica o, con un error maximo de 2.27 y un nivel de confianza del 90 %, supera en 1000
unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera del 95 % y el error maximo fuera de
5.23. Expresa los tamafios muestrales en funcién de la desviacion tipica o y calcula la desviacidon
tipica de la poblacion y los tamafios muestrales respectivos.
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Estimacion. Intervalos de confianza

AUTOEVALUACION

1. Indica cual de los siguientes motivos no es por el que se recurre a una muestra:

a) El proceso de medicion es destructivo

b) La poblacion es muy numerosa

c) La poblacidn es imposible o dificil de controlar
d) La poblacién tiene mal caracter

2. Una ganaderia tiene diez mil ovejas de diferentes razas. Queremos extraer una muestra de 100
ovejas. Indica el tipo de muestreo mas adecuado:

a) muestreo aleatorio sistematico b) muestreo aleatorio estratificado
c) muestreo no aleatorio d) muestreo aleatorio por conglomerados
3. Indica cual de las siguientes afirmaciones es falsa en una distribuciéon N(0, 1):
a)P(z<0)=1 b) P(z<0)=0.5 ¢)P(z=0)=0 d)P(z>0)=0.5.
4. De una poblacion de media 69 y desviacion tipica 8 se toma una muestra de tamafio 12. La
probabilidad de que un individuo de la muestra tenga un valor mayor que 93 es:
a) P(x>93)=0.9987 b) P(x>93)=0.6501 c) P(x>93)=0.1293 d) P(x >93) = 0.0013.
5. Los parametros de una distribucidn son p = 10 y desviacion tipica ¢ = 20. Se extrae una muestra
de 100 individuos. El valor de P(8 < X < 12) es:
a)P(z<1)=0.8416 b) 0.6838 c) 0.3168 d) 0.1584.
6. En el control de calidad de una fabrica de chocolate, se envasan tabletas de 100 gramos con una

desviacion tipica de 2 gramos. Se toma una muestra de 50 tabletas. Calcula la probabilidad de que el
peso medio de las tabletas sea menor que 99 gramos:

a) 0.0002 b) 0.9998 c) 0.3541 d) 0.0023.

7. En el control de calidad de una envasadora de estuches de jamdn, se envasan en estuches de
100 gramos con una desviacion tipica de 2 gramos. La probabilidad de que un lote de 400 estuches pese
mas de 40100 gramos es de:

a) 0.9938 b) 0.0062 c) 0.0002 d) 0,9998
8. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 0.95 de una N(2, 0.1):
a)P(1.8<X<22)=095 b)P(19<X<21)=095 Cc)P(1.8<X<22)=099 d)P(1<X<2) =090

9. Se ha elegido una muestra aleatoria simple de 1000 componentes y en ella se ha obtenido que
la proporcidon de defectuosos es del 3.7 %. Determina el intervalo de confianza al 99 % para la
proporcién de componentes defectuosos que se producen en una fabrica:

a) (0.0371, 0.0375) b) (0.0258, 0.0351) c) (0.0216, 0.0524) d) (0.0111, 0.0222)
10. ¢Cual debe ser el tamafio de la muestra en una poblacién de 8 millones de votantes para
conocer si tienen la intencion de votar a un determinado partido politico con una probabilidad de
acierto del 0.95 y un margen de error inferior a 0.027?:

a) 2401 b) 1959 c) 2502 d) 3026
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Estimacion. Intervalos de confianza

AREAS BAJO LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL ESTANDAR, N(0, 1)

Tabla de la uam: Universidad Autonoma de Madrid

m 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,5793 0,5832 10,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141

ﬁ 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
m 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549

ﬁ 0,7881 0,7910 10,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133

0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621

0,8849 10,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 10,8962 0,8980 0,8997 0,9015

Id
lli
I!i
Ei

0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890

ﬁ 0,9918 0,9920 10,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
0,9953 0,9955 10,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964

ﬁ 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990

0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
ﬁ 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999

d 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999

4,0] 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Estimacion. Intervalos de confianza

Apéndice: Problemas propuestos en selectividad

1. El nimero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por un grupo de clientes de una
compaiiia de telefonia mavil con la tarifa AA se puede aproximar por una distribuciéon normal con
media 3.5 Mb y desviacidn tipica igual a 1.5 Mb. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio
49.

a) ¢éCual es la probabilidad de que la media muestral sea inferior a 3.37 Mb?

b) Supdngase ahora que la media poblacional es desconocida y que la media muestra toma el valor
3.42 Mb. Obténgase un intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacién.

2. Laduracion en horas de un cierto tipo de bombillas se puede aproximar por una distribucion normal
de media p y desviacion tipica igual a 1940 horas. Se toma una muestra aleatoria simple.

a) ¢éQué tamafio muestral se necesitaria como minimo para que, con un nivel de confianza del 95
%, el valor absoluto de la diferencia entre py la duracion media observada X de esas bombillas
sea inferior a 100 horas?

b) Si el tamafio de la muestra es 225 y la duraciéon media observada X es de 12415 horas,
obténgase un intervalo de confianza al 90 % para p.

3. Lalongitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada colonia de gusanos de seda
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media desconocida p y
desviaciodn tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 48 gusanos de seda y se obtiene una media muestral
igual a 36 mm. Determinese un intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud
de los gusanos de seda con un nivel de confianza del 95 %.

b) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el error mdximo cometido en la
estimacion de p por la media muestral sea menor o igual que 1 mm con un nivel de confianza
del 90 %.

4. El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacidn tipica o = 3
litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (16.33; 19.27) para
estimar p, con un nivel de confianza del 95 %. Calculese la media muestral y el tamafo de la
muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafno 64. Calculese el error maximo cometido en la
estimacién de p mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

5. El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacién tipica 1.2 kW. Se toma una
muestra aleatoria simple de tamafio 50. Calculese:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6.6 kW, si u = 6.3 kW.

b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza (6.1; 6.9) para la media
del consumo familiar diario.
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Estimacion. Intervalos de confianza

6.

10.

Se ha tomado una muestra aleatoria simple de diez pacientes y se ha anotado el nimero de dias
gue han recibido tratamiento para los trastornos del suefio que sufren. Los resultados han sido:

290; 275; 290; 325; 285; 365; 375, 310; 290; 300.

Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucion normal de media 1 desconocida y desviacidn tipica 34.5 dias.

a) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p.

b) ¢Qué tamafio minimo debe tener la muestra para que el error maximo cometido en la
estimacion de la media sea menor de 10 dias, con un nivel de confianza del 95 %?

El tiempo de renovacion de un teléfono mévil, expresado en afios, se puede aproximar mediante
una distribucion normal con desviacion tipica 0.4 afos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 400 usuarios y se obtiene una media muestral igual a
1.75 afios. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacion de un
teléfono movil.

b) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia
entre la media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.02 afios con un nivel de
confianza del 90 %.

Se considera una variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacion tipica igual a
210. Se toma una muestra aleatoria simple de 64 elementos.

a) Calculese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y 1 sea
mayor o igual que 22.

b) Determinese un intervalo de confianza del 99 % para L; si la media muestral es igual a 1532.

La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada poblacién se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucidon normal de media p y desviacion tipica o
=16 cm.

a) Se tomo una muestra aleatoria simple de 625 individuos obteniéndose una media muestral X =
169 cm. Hallese un intervalo de confianza al 98 % para p.

b) ¢Cudl es el minimo tamafio muestral necesario para que el error maximo cometido en la
estimacioén de p por la media muestral sea menor que 4 cm, con un nivel de confianza del 90 %?

El minimo tamafio muestral necesario para estimar la media de una determinada caracteristica de
una poblacién que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de
desviacidn tipica o, con un error maximo de 3.290 y un nivel de confianza del 90 %, supera en 7500
unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera del 95 % y el error maximo fuera de
7.840: Exprésense los tamafios muestrales en funcion de la desviacidn tipica ¢ y calculense la
desviacion tipica de la poblacién y los tamafos muestrales respectivos.

Nota: Utilicese zo,05 = 1.645.
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