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Resumen

Ya conoces del curso pasado el limite de funciones, y algunas de sus muchas aplicaciones: en el estudio
de la continuidad de una funcién, de las asintotas en las graficas de funciones, en el concepto de
derivada... Podriamos decir que el “Andlisis Matemdtico” se basa en este concepto de limite. Hasta que
el concepto de limite no estuvo bien comprendido el Andlisis no adquirié todo su rigor.

Este curso volveremos a revisar lo que ya conoces de limites y continuidad

Dentro de este estudio nos fijaremos en el significado de “tiende a infinito”. ¢éQué es infinito? Si
reflexionas, te dards cuenta que el infinito matematico es bastante distinto de lo que ocurre en la
realidad cotidiana. La idea de infinito siempre ha planteado muchas dudas y ha costado mucho esfuerzo
comprenderlo. Para nosotros, ahora es facil. Anadimos a la recta real dos nuevos entes, el —© y el + oo,
de forma que se pueda afirmar que, todo numero real X, estd entre —oo < X < + o0.
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Limites y continuidad

LIMITES
1.1. Idea intuitiva de limite
Actividades de introduccion

4 Vamos a estudiar el comportamiento de la funcién f(X)=X> —2X para valores préximos a X = 4.

En la tabla siguiente observamos que, cuando damos a X valores proximos a
4 pero inferiores que 4, la funcién f(X) se aproxima o tiende a 8:

X 3 135|139 399 3.999 3.9999
f(X) | 3 |5.25]7.41]7.9401 | 7.994001 | 7.99940001

f0=x"-2
,l"“ Decimos que cuando X tiende a 4 por la izquierda, f(X) tiende a 8, y
, I"“" escribimos:

Six—>4 = f(X)—>8

En la tabla que figura a continuaciéon observamos que, cuando damos a X
valores proximos a 4 y superiores a 4, la funcion f(X) se aproxima o tiende a
8:

o i X 5 4.5 4.1 4.01 4.001 4.0001
f(x) | 15 | 11.25 | 8.61 | 8.0601 8.006001 8.00060001

Decimos que cuando X tiende a 4 por la derecha, f(X) tiende a 8, y
escribimos:

SiXx—>4" = f(x)>8

En este ejemplo los dos valores que obtenemos al acercarnos a X =4 por la derecha y por la izquierda
coinciden, y podemos decir que, cuando X tiende a 4, f(X) tiende a 8 y podemos escribir:

Six>4= f(x) > 8
+ Estudiemos ahora el comportamiento de la funcién g(x) = x—E(x) en x = 1, donde E(X) es la
funcidn “parte entera de X” que devuelve el mayor entero menor o igual que X.
La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la izquierda:  g0=x-Elx)

X | 0] 05|09 | 099 0.999 | 0.9999 | ... :
gx) | 0] 0.5 ] 09 | 0.9 0.999 | 0.9999 | ...
Decimos que cuando X tiende a 1 por la izquierda, g(X) tiende
a1y escribimos: X—>1 = g(X) > 1
La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la derecha:

X [ 19]1.5]1.1]1.01 |1.001 | 1.0001
gx) | 0905 1]0.11]0.01|0.001 | 0.0001 | ...
Decimos que cuando x tiende a 1 por la derecha, g(X) tiende a g(x) =

0y escribimos: X—>1" =g(x) >0

x si xe[0,1)
x—1 si xe[l,2)

Los valores no coinciden, y podemos decir que cuando X tiende a 1, g(X) no tiende a ningun valor.
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Limites y continuidad

1.2. Definicion matematica de limite

En el apartado anterior han aparecido palabras o expresiones tales como tiende a o se aproxima a.
Vamos a formalizar matematicamente el significado de estas expresiones.

Se define entorno de centro a y radio 9, y se representa por E(a,8), al intervalo abierto (a - 5,a + 8):
E(a,5)={xeR;|x-a|<5]

Se define entorno reducido de centro a y radio §, y se representa por E*(a,S), al entorno E(a,s)
excepto el propio punto a:
E'(a,8)={xer; 0<|x-a|<35 ]

% Hemos visto que la funcién f(X) = X> —2X tiende a 8 o tiene por limite 8, cuando X tiende a 4.
La idea de tendencia o aproximacidn se traduce mediante los entornos como:
“Para cualquier E(8,¢), podemos encontrar un entorno E(4,5), de modo que para cualquier X del

entorno reducido E*(4,8), se cumple que suimagen f(x) estd en el entorno E(8,¢)”.

4 Sin embargo, g(x) = x— E(x) no tiene limite en x = 1 porque no es posible definir un entorno

Unico en el que a cualquier X del entorno reducido E*(I,S), suimagen f(x) esté en un entorno
fijo, ya que podriamos definir E(,) o E(0,¢) aizquierda y derecha, respectivamente.

Podemos definir el limite de una funcién en un punto de la siguiente forma:

Una funcidn f(x) tiene por limite L cuando X tiende a X;, Y S&  iiegueeccocciocaannc. ol
representa como )}ir?f(x): L si para todo entorno E(L,z) existe un
0

I T R P S
entorno E(XO,S), de modo que para todo X perteneciente al entorno |- g-cccceeai-

reducido E’(X,,8) se cumple que f (x) pertenece al entorno E(L,¢):
lim f(x)=L < VE(L, &), 3E(X,,3) ; VX € E(x,8)= f(x) e E(L, &)
X=X

| @emmmmmm————
X @ummmmmmm——————

=
o
on
=1
b
e
+
o

o también: /
lim f(X)=L< Ve>0,38>0;si0<|x-X%,[<8d=|f(x)-L|<e

X—>Xg

Una funcién f (x) que cumple esta definicién decimos que es convergente en X; .

Observamos que para que una funcién tenga limite en X, o sea convergente, no es necesario que la

funcion esté definida en X, , pues en la definicidn se habla de un entorno reducido de X, .

Ejemplo

X* —=2Xx

X +2X
Observamos que la funcion no existe en el origen, pero si podemos hallar:
2
X~ —2X X=2)-x ., (x=2) =2
lim—; zlim( ) = 1m( )=—=—1
o0 X2 £2x 00 (X+2)-x o0 (x+2) 2

* Halla el limite en el origen de la funcion f(x) =
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Limites y continuidad

1.3. Limites laterales

Ejemplos
% En el primer apartado hemos visto que la funcién f(X)=X> —2X tiende a 8 cuando X tiende a 4 por
la izquierda. Podemos escribir: lir?<X2 —2X)= 8
X—>
4 Asimismo, la funcién g(x) = x — E(x) tiende a 1 cuando X tiende a 1 por la izquierda. Podemos
escribir: liII{{X— E(X)) =1
X—>

La idea de tendencia por la izquierda queda recogida mediante los entornos laterales a la izquierda de
Xo: E7(Xp, 0) = (X, =9, X,)

Una funcién f (x) tiene por limite L cuando X tiende a X, por la izquierda, y se representa como
lim f(x)=L

X=Xy
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la izquierda de X,, E™(X,, 8) = (X, — 8, X,), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,e):

lim f(x)=L < VE(L, &), 3E"(%,, 8); YxeE (x,8)= f(x) e E(L, &)

X—Xg

o también
lim f(X)=L< Ve>0,38>0; si0<x,-8<x<x,=|f(x)-L|<e
X—>Xg

Ejemplos

& En el mismo epigrafe hemos visto que la funcién f(X) =X> —2X tiende a 8 cuando X tiende

a 4 por la derecha. Podemos escribir: liﬂl}(x2 -2X)=8
X—>

+ Asimismo, la funcién g(x) = x— E(x) tiende a 0 cuando X tiende a uno por la derecha.
Podemos escribir: lim (x — E(x))=0
x—>1*

La idea de tendencia por la derecha queda recogida mediante los entornos laterales a la derecha de
Xo: ET(Xg, 8) = (Xg, Xo +90)

Una funcién f (x) tiene por limite L cuando X tiende a X, por la derecha, y se representa como
lim f(x)=L

XoX;
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la derecha de X,, E™(X,, 8) = (Xy, X, +9), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,e):
lim f(x)=L < VE(L, &), 3E* (%, 8); YxeE*(xy,8)= f(x) e E(L, ¢)

X—>Xg
o también
lim f(X)=L < Ve>0,38>0; si0<x, <x<xX +3=|f(x)-L|<e
X—>Xg
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Limites y continuidad

Es interesante notar que para que una funcidn tenga limites laterales en X, no es necesario que la
funcidn esté definida en ese punto.

La condicidn necesaria y suficiente para que una funcidn f (x) tenga limite en un punto X, es que

tenga limite lateral por la izquierda y limite lateral por la derecha, siendo ambos coincidentes.
lim f(X)=L=lim f(X)=3lim f(x)=L
X=Xy XX X—Xg

Ejemplos

4 Observamos que la funcion f(X)=X>—2X tiene limite lateral por la izquierda y limite

lateral por la derecha cuando X tiende a 4, siendo ambos iguales a 8, por lo que el limite de
la funcién, cuando X tiende a 4, existe y vale 8:

’ 2 _
£1£r4(x 2X)=8

4 Sin embargo, la funcién g(x) = x— E(x) no tiene limite cuando x tiende a 1, puesto que
aungue existen los limites laterales cuando X tiende a 1, no son coincidentes.

lim(x — E(x))=1

x—>1" E 1’ 3 E
lim (x - E(x))=0 = XIE}(X (x))
x—1*

Si una funcion tiene limite en un punto, éste es tnico.
Ejemplo

x> +2X si Xx<0
% Dada la funcion f(x)=4x>-x si0<x<1
X>+X si x>1
Halla los limites lateralesenx =—1,enXx=0yenXx = 1.

(1) Analizamos el punto X = —1: Los valores en torno a X = -1 no presentan problema alguno, se
evallan con el primer trozo de la funcién, y es seguro que:
lim (¥ +2x) = 1im (x* +2x)= (=1)> +2-(-1) =1
X——1" x—>—1"
Por tanto, existe el limite en x = -1:
lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)=-1
x—>-1" x—>-1" X—>—
(2) Analizamos el origen utilizando en cada caso el trozo de funcién adecuado:
im(+2x)=0 y  lim(x*=x)=0
x—0" x—0"

Por tanto, existe el limite en el origen:
lim f(x)= lirgl f(x)=0= lirr(l) f(x)=0
x—0" X—>

X—>0"

aungue la funcién no existe en el origen.

(3) Analizamos el punto x = 1:
11’m(x2 —x): 0 11’m(x2 +x): 2
x—l1~ x—l"
Por tanto, no existe el limite en X =1 ya que los limites laterales son distintos, aunque la
funcidn si existe en el punto x = 1.
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Limites y continuidad

1.4. Operaciones con limites

Si f(x)y g(x) son dos funciones convergentes en el punto X, cuyos limites son:

lim f (x) = L
X=X
Se tiene:
lim| f +g(x) = lim f (x)+ limg(x)=L+M
X=Xy X=Xy X=Xy
lim{f - g x)= lim f(x)- limg(x) =L-M

lirnQ/f(X)zn lim f(X)zx/I

X=X X=X

y

limg(x) =M
X=Xy

limlk- fx)=k-limf(x)=k-L VkeR
X=X X=Xy

f lim f(X)
}Lr%(lo|:5:|(X) = m = M S1 hm g(X) * 0

X—>Xg

lim g(x)
tim[ f () :[lim f(x)]w .
X—>Xo X—>Xo
silimf(x)#0 y limg(x)=0

X=Xy X=Xy

Estas expresiones son validas también en el caso de limites en el infinito, por tanto:

lim [f+g]x)= lim f(x)+ lim g(x)

lim [f -g ](X)z lir? f(x)- lir? g(x)

X—>*o0

lim#/ f(x) =n/ 1im f(x)

X—*t0 X—>too

lim [k- fJx)=k-lim f(x) VkeRr

f lim f(X)
1' _ :X%ioo : lr 0
XH&[Q}(@ Tim g0y o Am o)

lim [ (x)]*" = Llim f(x)]x‘i“,lng(x)

—>Fo0

si lim f(x)#0 y lim g(x)= 0

X—>to0

En el calculo de limites, es necesario operar con expresiones donde aparece infinito. Estas son algunas

expresiones cuyos resultados son conocidos:

SUMA'Y RESTA PRODUCTO COCIENTE POTENCIA
(+00)+k = +oo (1) = +00 s% k>0 L:LZO e T s% k>1
(~o0)+k=—o0 ~o si k<0 +o0  —o0 0 si 0<k<l
(+0)—k =+ (o)< -0 si k>0 l:i:() . 0 si k>1
(—o0)—k = —o0 )= +o0 si k<0 +00  —o0 4o si 0<k<l1
(oplearn | Gabaem | e s k0 | e si koo
(—oo)+(—oo):—oo (+oo) (—oo):—oo 0 - si k<0 0 si k<O
—(~0)=+w —0)- (=)= +o %:+oo %:—oo (+0)” =40 (+0)7 =0

Es importante entender que el algebra del infinito es diferente a la de los nUmeros reales y mientras
trabajamos con infinitos las cosas no suelen ser como parecen.
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Limites y continuidad

1.5. Limites infinitos

Limites infinitos en un punto finito

Observamos en la figura adjunta que, a medida que nos aproximamos a
X, por la izquierda, los valores correspondientes que toma la funcion son
cada vez mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X, por la izquierda, f (x) tiende a +o:

lim f (X) =400

X=Xy 58

LR 4

o

Una funcién f (x) tiene por limite +o0 cuando X tiende a X, por la izquierda si para todo numero real K

existe un entorno lateral a la izquierda de X;, E™(X,, 6) = (X, =90, X,), de modo que, para todo X que
pertenece a este entorno, se verifica que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VK eR,38>0;¥x e E (%), 8)= f(x)>K
X—>Xg
En esta figura observamos que, a medida que nos aproximamos a X, por

la derecha, los valores correspondientes que toma la funcién son cada vez
mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X, por la derecha, f(x) tiende a +oo:

lim f (X) =400

X—Xg Xy xgr

* pmm————

Una funcion f (x) tiene por limite +co cuando X tiende a X, por la derecha si para todo ndmero real K
existe un entorno lateral a la derecha de X,;, E"(x,, 8) = (X, — 8, X,), de modo que, para todo X que
pertenece a este entorno, se verifica que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=-+0 < VK eR,35>0; Vxe E*(x), 8)= f(x)>K
X—>Xo
En la figura de la derecha vemos que a medida que nos aproximamos a X,
los valores correspondientes que toma la funcién son cada vez mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X;, f (x) tiende a +oo: — ;
lim f (X) =+o0 e
X=X, v

Una funcion f (x) tiene por limite +co cuando X tiende a X, si para todo nimero real K existe un

entorno reducido de X, E*(X0 ,0), de modo que, para todo X que pertenece a este entorno, se verifica
que f(x) es mayor que K.
lim f(X)=+0 = VKeR,35>0; VxeE'(x),8)= f(x)>K

X—>Xg
En el caso de que al aproximarnos a X, la funcién tome valores cada vez menores, tanto si nos

aproximamos por la izquierda, por la derecha o por los dos lados a la vez, decimos que la funcion tiende
a —o0,
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Limites y continuidad

En este caso, las figuras y definiciones correspondientes a estos tres casos son:

*n

X5 B
+
H
L}
H
1
1
H
1

lim f(x)=—00eVM eR,38>0; VxeE (x,8)= f(x)<M

X=Xy

y=F(x)

lim f(x)=-0 < VMeR,38>0;VxeE"(x),8)= f(x)<M

+
X=Xy

e 'S

lim f(X)=—0 <V MeR,38>0; VxeE (x,8)= f(x)<M

X=Xy

En ocasiones no nos importa el signo y decimos simplemente que:

lim f(X)=0 < VM>0eR,38>0; VXxeE (x,8)=[f(x)<M

X=X
Cuando existe alguno de los seis limites que figuran en este apartado, decimos que la funcién f(x)

tiene una asintota vertical de ecuacion X=X;.
Algunas funciones que generan asintotas verticales son:

1. El cociente de funciones:

lim{i}(x) =+ si limg(x)=0

X—>Xg g X=Xy

en las que se incluyen las trigonométricas como tg(x), sec(x), cosec (x), ¥ cotg(x), ya que son

cocientes por definicion.
2. Lafuncidén logaritmica:

limln( f (X))=—o0 si limf(x)=0
0JO: No existen la division entre cero ni el logaritmo de cero. Hablamos de que el limite cuando el

denominador o el argumento tienden a cero es infinito.
Ejemplo

#* Halla las asintotas verticales de la funcion f(x)=In(2x —1)

Como se explicd, la funcidn logaritmica tiene una asintota vertical cuando su argumento es nulo, por
tanto:

r _ S E1 _ 1 _1 . .
11m1n(2x—1) =—00 Sl 1171‘1(2)(—1) =0=X—>3 =X, =7 es una asintota vertical
X—Xg X—Xg
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Limites y continuidad

Limites finitos en el infinito

Observamos en la figura de la derecha que, para valores positivos e
muy grandes de X, los correspondientes valores que toma la funcién

. , . L-& /—'—__._-____-
se aproximan cada vez mas hacia un valor L. 7

y=fix)

Afirmamos que, cuando X tiende a +o, f(x) tiende a L.

Una funcién f (x) tiene por limite un nimero real L, cuando X tiende a +w, y se escribe lim f(x)=L, si

X—>+o0
para todo € positivo, existe un nimero real K, de modo que, para cualquier valor de X mayor que K, se
verifica que f (x) esta en el entorno E(L,¢).

lim f(x)=L < Ve>0,IK eR; six>K= f(x)eE(L &)

X—>00
En la figura de la derecha observamos que, para valores negativos muy
grandes en valor absoluto de X, los correspondientes valores que toma e
la funcidn se aproximan cada vez mas hacia un valor L.

y=fix)

Afirmamos que, cuando x tiende a -, f(x) tiende a L.

Una funcién f(x) tiene por limite un ndmero real L, cuando X tiende a —o, y se escribe lim f(x)=L,
X—>—0

si para todo € positivo, existe un niumero real M, de modo que, para cualquier valor de X menor que M,
se verifica que f(x) estd en el entorno E(L,¢).
lim f(x)=L < Ve>0,IMeR; six<M= f(x)eE(L, &)
X—>—00
Cuando existe alguno de los limites anteriores decimos que la funcién f(x) tiene una asintota
horizontal de ecuacion y = L.
Ejemplo
In(2x 1)
2x -1
Sabemos que el dominio de la funcidn logaritmica son Unicamente los reales positivos, asi que la
funcion sélo puede tener asintota horizontal en +00. Adema3s, en la grafica adjunta:

“ Halla las asintotas horizontales, si existen, de la funcion f(X)=

glx)=2r—1

flz)=In(2z-1)

vemos que la funcién polindmica del denominador (2X — 1) crece mucho mas rapidamente que la
logaritmica, de modo que cuando X tiende a infinito, el cociente tiende a cero:

. In(2x 1)

=0 = Asintotahorizontal y=0
x40 2¥x —1]

En el tema siguiente veremos cémo hallar limites como el anterior de forma mds simple.
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Limites y continuidad

Limites infinitos en el infinito
Cuando hablamos de limites infinitos en el infinito nos encontramos con cuatro posibilidades:

% lim f(X) = 4o, la funcién tiende a mas infinito cuando x tiende a mds infinito.

X—>+0

Una funcién f (x) tiende a +oo cuando X tiende a +o si para todo nimero real K,

yfind

existe un numero real M, tal que, para cualquier X mayor que M, se verifica que
f (x) es mayor que K.

lim f(X)=+00<> VK eR,IM eR; ¥x>M = f(x)> K

X—>+00
% lim f(X)=—o, lafuncién tiende a menos infinito cuando X tiende a mas infinito.

X—+0

Una funcién f (x) tiende a —o cuando X tiende a +o0 si para todo nimero real K,

existe un numero real M, tal que, para cualquier X mayor que M, se verifica que
f (x) es menor que K.

lim f(x)=—0< VK eR,IM eR; Wx>M = f(x)<K

X—>+00
% lim f(X) = 4o, la funcién tiende a mas infinito cuando x tiende a menos infinito.
X—>—0
Una funcién f (x) tiende a +oo cuando X tiende a —oo si para todo nimero real K,
existe un numero real M, tal que, para cualquier X menor que M, se verifica que

f (x) es mayor que K.

lim f(X)=+0< VK eR.IM eR; <M = f(x)>K

X—>—0
% lim f(X)=—o, lafuncién tiende a menos infinito cuando X tiende a menos infinito.
X—>—0

Una funcién f (x) tiende a —o cuando X tiende a —o si para todo nimero

real K, existe un nimero real M, tal que, para cualquier X menor que M, se
verifica que f(x) es menor que K.

lim f(x)=—0< VK eR,IM eR, Wx<M = f(x)<K

X——00

En ocasiones no nos interesa fijarnos en el signo de infinito y decimos simplemente |im f(x) =, la
X—»00

funcidén tiende a infinito cuando X tiende a infinito. Como ejemplo sirven

Una funciéon f (x) tiende a o cuando X tiende a o si para todo niimero real
K grande y positivo, existe un nimero real grande y positivo M, tal que, para
cualquier X menor en valor absoluto que M, se verifica que f(x) es menor

en valor absoluto que K.

limf(X)=0<= VK>0eR,3IM >0€R; VX
X—»0

<M =|f(x] <K
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Limites y continuidad

1.6. Calculo de limites

Limites sencillos

El proceso de calculo de un limite a partir de la definicion es muy complejo, asi que en la practica
bastara con sustituir la variable por el valor al que tiende y operar, obteniendo un resultado que podra
ser un valor finito, infinito o indeterminado.

Ejemplos
4 Calcula los siguientes limites:

i In2x-1) _In(2-1-1) _Inl

=—=0
ol 2x—1 2-1-1 1

, _ COsX cos0 1

lim = =—=-1
—02x—1 2:0-1 -1
limln(zx—l):111(2-1—1):1n_1:O

x>1 2x—1 2-1-1 1

Sin embargo, existen casos en los que debemos tener cuidado.

Limites en los que se anula el denominador

Ya vimos anteriormente que este tipo de limite genera un infinito, pero no sabemos si sera positivo o
negativo. Debemos, por tanto, estudiar los limites laterales fijdndonos sobre todo en los signos. Si los
limites laterales son distintos, diremos que no existe el limite pedido.

Ejemplos
4 Calcula los siguientes limites:
x+2 142 _ 3 x+2

a)lm—=—==lim— = too
xo1x-1  1-1 0  x51x—1

Debemos hallar los limites laterales para ver si existe el limite de la funcidn en ese punto.

Limite por la derecha: Tomamos valores préximos a 1, pero mayores que 1.
, X+2 3
lim——=—=
x> X=1 +0
donde por “+0” representamos un numero positivo muy cercano a cero (+0.000...001).
Limite por la izquierda: Tomamos valores préoximos a 1, pero menores que 1.
, X+2 3
lim =—=
x>1” X =1 — 0
donde por “— 0” representamos un numero negativo muy cercano a cero (—0.000...001).

+00

—Q0

- . . . . X+2
Como los limites laterales no coinciden, diremos que no existe 111’1’11 .
X—> X_
Cox+2
b) lim —— = 4o
x-0 X

Este caso es diferente al anterior, sabemos que x* es una funcién siempre positiva, asi que numerador y
denominador son siempre positivos.

292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Limites y continuidad Autora: Leticia Gonzalez Pascual
Revisor: Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones INTEF y de los autores

Textos Marea Verde



Limites y continuidad

Limites en el infinito

Para resolver limites en el infinito es necesario conocer cémo se comportan las funciones mas comunes
para valores muy grandes de la variable Xx. Muchas de ellas ya se explicaron en cursos anteriores al
estudiar el comportamiento de estas funciones.

Funciones potenciales:

. . n . ,
Llamamos funciones potenciales a aquellas de la forma f(X)=X", siendo n un ndmero real. Para ellas:

. +00 si N>0ynpar

+00 si nNn>0 ) Oy p

. —oo si nN<0ynimpar

lim x" =41 si n=0 lim x" = _ ymp

X—>+00 . X—>—0 si n=0
0 si n<0 ]

0 si n<0

Ejemplos
a) limx* =+o0 porquen=4>0 b) limx* =+o0 porquen=2>0y par
X—>+00 X—>—00
c) limx’ =+o0 porquen=3>0 d) limx’ =—o0 porque n=3>0eimpar
X—>+00 X—>—0

e) limis= lim X =0 porquen=-5<0 f) lim%= lim X =0 porquen=-3<0

X—>+00 X X—>+00 X——0o X
g) meﬁl =0 porquen=-1<0 h) limXO =1
X—+00 X——00

Funciones exponenciales:

. . X . ,
Llamamos funciones potenciales a aquellas de la forma f(X)=a", siendo a un nimero real. Para ellas:

+00 si a>1 0 si a>l1
lim a* =<0 si 0O<ax<l lima* =4+ si O<acxl
X—>+00 X—>—00
noexiste si a<0 noexiste si a<0
Ejemplos
a) lim3* =+c0 porquea=3>1 b) lim3* =0 porquea=3>1
X—>+00 X——00
IS I
c) lim (Zj =(0 porquea= %E(O, 1) d) lim (Z] = +o0 porque a= % e(O, 1)
X—>+00 X—>—0
e) lim(=2)" no existe f) lim(=2)" no existe
X—>+00 X——0

Funcidn logaritmica:

De la funcidn logaritmica es imprescindible conocer los siguientes limites:

lim log, X = 4o lin}10ga X=—0

X—> +0 X—0
No podemos cometer el error de pensar que todos los infinitos que nos aparecen al calcular un limite
son iguales. Si una funcién viene expresada mediante operaciones elementales de funciones de
diferentes tipos, debemos saber cudl es el término dominante del limite planteado, es decir, qué
término crece mas rapidamente que los demas y determina el valor del limite:
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Limites y continuidad

Exponencial > Polindmica > Logaritmica > Constantes
500003

Esta relacion se aprecia en la grafica del margen en la que
vemos como para valores grandes de X la exponencial
domina frente a la potencial (en este caso, X°). 400009

300003

Ejemplos

. (3 2 .. .
a) Xllm(X —2X +X—3)=+00 porque el término dominante
—>+

0 200000

en un polinomio es el de mayor grado:

lim X > lim x* >> lim X>> lim3
X—>t+00 X—>+00 X—>+00 X—>400
es decir, los términos de menor grado son despreciables vy,
Iv]
por tanto: -

lim(x3 —2X% + x—3) = lim X’ =+o0

X—+0 X—>+00

. 5 : r S .
b) 11m<2x —X )=+00 porque aunque el lim2” =400y limX =—00 se verifica que:
X—>to0 X—>t00 X—>t00
lim?2* > lim X’
X—>+00 X—>+00
y el término potencial es despreciable frente al exponencial. Entonces:
1im(2* —x° )= lim2* =+o0

X—>+00 X—>+00

. 2x =3+ X2+ x=5
c) lim . >
X—>+00 X =3x° -1
y X°, respectivamente, y los demas son despreciables frente a ellos. Entonces:

=0 porque los términos dominantes del numerador y denominador son x*

Co2x =3+ e x=5 . 2xt+.. . 2xt 2
lim S > = lim S = lim —= lim —=0
X—>+0 X =3x° -1 X400 X 4 X—+0 X X400 X
5 4 5 5
i X>+2X"=X=5 i X +... i X o1 1
d) lim 3 = lim ———"—= lim ——= lim —=—
X240 2X7 4+ X7+ X7+ XS+ X+1 xo+0 2X7 4 x40 20X X—40 2 2
. senX . .. . ,
e) lim =0 porque aunque no existe el limite de la funcién seno, sabemos que es un numero
X—>+00 X

comprendido entre cero y uno y el término del denominador tiende a infinito:

senX numeroacotado

lim 0
X—>+00 X o0
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Limites y continuidad

AL\ N [\
~ & VoS V\:

24

<
<
<
<
¢
q
A

En la grafica se aprecia lo que hemos demostrado algebraicamente. Observamos que en la primera
grafica la escala es la misma, y en la segunda, la escala del eje de ordenadas es el intervalo [- 02, 1]y

cuando X > 50 el valor de los maximos de la funcién es muy préximo a cero, por ejemplo:

f(2057)

B sen(20'5 n)

=0'01552731..
51

d) 1im(X3 'e_x)=0 porque reescribiendo el limite como:

X—>00

, 3 —X ’ X3
lim (X e )= lim —

X—>+00 x—>+0 %

el término exponencial crece mucho mas rapidamente que el potencial. Entonces:

3 -
. - . X* oo débil
llm(X3€ X): lim —=————=0
X—>+0 X—>+0 @ o fuerte

A la inversa, tendremos que:

e* oo fuerte

m—=——""-—=
X0 X oo débil

7

En otros casos, los resultados que obtenemos no nos permiten determinar si un limite existe y cual es
su resultado, o si no existe. Estos casos se denominan indeterminaciones.

292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Limites y continuidad

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde

Autora: Leticia Gonzalez Pascual

Revisor: Alvaro Valdés

llustraciones INTEF y de los autores




Limites y continuidad

1.7. Indeterminaciones

Existen siete indeterminaciones basicas:
2 O O w 00 — 00 1+oo CXDO y OO
00 0

. . . w
Indeterminaciones del tipo =

Resolveremos estas indeterminaciones analizando los términos dominantes tanto del numerador como
del denominador.

Ejemplos

2
a) lim X -z

x>t g3x+]1 0

El numerador tiene grado 2,yel denominador tiene grado 1/2 por tanto:

_ _ _ o
Jim ——r m = lim ——=—— «/3><T }EEO r = lim —=— \/—\/— }EBO BT
Ix? -1
b) lim
X0 4X+2
Como antes:

V-1 A x5 B x 3
lim = lim =1i m

x——0 4X+ 2 x—>-o  4¥ x——0 4X x>-o 4 x>—o 4

Indeterminaciones del tipo « — «

Aparecen al calcular limites de funciones con diferencia de cociente de polinomios o diferencia de
radicales, y pueden resolverse desarrollando la resta convenientemente o multiplicando numerador y
denominador por la expresién conjugada, respectivamente.

Ejemplos
. x? -1 x3
a) lim -
X —>+oo| X +4 x2+]_

2 3
- . . ny: . X =1 X
Observamos que tipo de indeterminacion aparece: lim - =00—00
x—+0| X +4 x4y

Desarrollamos la resta:

N RS S S T (x> +1)- (x> =1)-x° (x+4) | _ R e e
Koo (x+4)-(x? +1) oo X4 X+ 4%+ 4

—4x’ —1 . —4x’ -

= lim = lim ——-—=-4
x>k X2 4 4XE F X+ 4 o XD 4
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Limites y continuidad

b) lim(x/x2—2—\/x2+3)

X—>+00

Observamos qué tipo de indeterminacién aparece: lirn(\/x2 2@ +3):oo—oo

X—>+00

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:
lim (sz —2—x/x2+3): lim NCEFERTEE) R TR
X—>+00 X—>+00 \/X2_2 +\/X2+3
, (x/xz—z)z—(\/x2+3)z , (x2—2)—(x2+3) , -5
= lim = lim = lim =
o 2443 +3 o — 24X 43 O —2 44X+ 3
-5 =5

.. .0
Indeterminaciones del tipo 0

En ese tema sdlo resolveremos aquellas que aparecen al calcular limites con funciones polindmicas o
funciones irracionales. En ambos casos se intentara simplificar la fraccidon, normalmente factorizando el
numerador y el denominador mediante la Regla de Ruffini o usando igualdades notables.

Ejemplos
. XP=3X+2
a) 11m2—
x->2 X =4

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacion.
. X7=3Xx+2 2°-3.2+42 0
lim 5 = > =—
x>2 X" —4 2° -4 0
Factorizamos los polinomios del numerador y el denominador y simplificamos:
X -3x+2 o (x=2)-(x=1) . x-1
lim—; =lim = =...
o2 xI—4 o2 (x=2)(x+2) =2 x+2
Calculamos el limite de la expresion resultante:
2-1

+2

e

. x*-9
b) lim
X—3 X—3

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacién.
lim x> -9 _ 3*-9 :9
>3x=3 3-3 0
Realizamos las siguientes transformaciones:
2
i =t O i) 63 = e W3 =
Calculamos el limite de la expresion resultante:

..=(3+3W3-3=6-0=0

292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Limites y continuidad Autora: Leticia Gonzalez Pascual
Revisor: Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones INTEF y de los autores

Textos Marea Verde



Limites y continuidad

Indeterminaciones del tipo 0 -«

. . .0
Se resuelven transformandolas en las del tipo — o en las del tipo (—)
o0

Ejemplo

_y2
lim(x5 g% ):oo-O
X—>+00
Reescribiendo el limite como:
5

, 3 , X
hm(Xse X )z lim
X—>+00 X—>+00 eX
ya vimos que el término exponencial es dominante frente al potencial. Entonces:
) 5
lim(xse_X )z lim = =0

X—>+00 X—>+00 e X

Indeterminaciones del tipo 1”

Aparecen si la funcién es de la forma:

y =[f (0"

tales que lim f(x)=1y lim g(x)= o . En este caso, se verifica que:

, lim g () ()-1]
lHm[ f ()™ = e

X—a

Demostracion

En efecto, el nimero e se define como:

e= lim(l + l)
n—oo n

Se trata de reproducir la forma del limite “€” con nuestro limite original, asi que operamos afiadiendo

los términos necesarios:
f(x)-1
f(x)-1

79(x) g(x)

lim[ f ()]** =1lim[1+ f () -1]* =1i 1+1; =i 1+1;
ﬁf(x)—l]_ Jroo-1]
Ya sélo nos queda reestructurar el exponente:

U oltooa] ) 1\ fmg (o[ f (0-1]
f(x)-1 f(x)-1

lim[ f ()]*” = lim| 1+

1 1
- - 14—
x—a x—a /lff (X) 3 1] x—a ] /lff (X) B 1]

El limite entre paréntesis es el nUmero e, por tanto:

lim g (x)-| f (x)-1
lim[f (o = et )
X—a

A la hora de resolver la indeterminacion podemos reproducir estos pasos o utilizar directamente la
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Limites y continuidad

formula.
Ejemplos

Observamos qué tipo de indeterminacion aparece:
2 2x+1
’ X _3 ©
lim| — =1
X—>+00 X + X

lim g (x) f (x)-1]

Aplicando la féormula:
lim[f ()" =e
Calculamos f(x)-1:
F(x)—1= x> -3 - X =3-(x>+x) x*-3-x*-x -x-3
X Ex X* + X T X +x xP+x
Calculamos g(x)-[f (x)-1]:
g(x)'[f(x)—l]:(2x+1)-_x_3—(2X+1)'(_X_3) -2x* —6x-x-3 _-2x*-7x-3

X2 + X X2 + X X2 + X X2 + X
De aqui:
X2 3 2x+1 1im[—2x2—7x—3j 1
- X—>0 2 —
lim | — =e et =—
x—>+o| X 4+ X e

X417
b) lim[ j
X—>-o\ X — 3

-X“+2
Observamos qué tipo de indeterminacion aparece: lim [ X +;j =1
X—>—o\ X —

Aplicando la férmula de nuevo:

lim[ f (x)

]g(x) el g f (0-1]
X—a

Calculamos f(x)-1:
f(x)-1 = X+l x+1-(x=3) _x+1-x+3 _ 4

X=3 Xx=3 X-3 X-3
Calculamos g(x)-[f (x)-1]:
4 4-x*+1) —-4x*+4
2
o [ (- 1] (o0 1)~ 4EX )
X-3 X-=3 X-=3
De aqui:
-x?+2 —4x?+4 -
, X+1 i i lim (-4x) -
1i ( j =eo™ X3 =g X =zeor T =e" =400
x—>-o{ X =13
Sin embargo:
—x+3

_(2x=5Y"" . o,

c) lim =2"" =0, no es una indeterminacién.
x—>+0\ X 4+ 7
21

(2% +x—1)x2 )

d) lim [2— =1’ =1, no es una indeterminacién.
X—>+00| 2x° —1
292 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Limites y continuidad Autora: Leticia Gonzalez Pascual

Revisor: Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es

Seae—rt
Textos Marea Verde

llustraciones INTEF y de los autores



Limites y continuidad

22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Limites y continuidad Autora: Leticia Gonzalez Pascual
Revisor: Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones INTEF y de los autores

=
Textos Narea Verde



Limites y continuidad

2. CONTINUIDAD

Ya aparecid varias veces a lo largo de la ESO la idea intuitiva de continuidad:

La funcién f(x) se puede dibujar, en el entorno de X=1, sin

levantar el lapiz del papel. i

De manera mas formal, observamos que la funcién existe en el
punto X =1, tiene limite cuando x tiende a 1, y que el valor de

este limite coincide con el valor de la funcién en X=1. /
Si se cumplen estas tres condiciones, afirmamos que esta funcidn T
es continuaen X=1. /

Analicemos ahora algunos contraejemplos:

. La funcién g(x) no se puede dibujar en un entorno de X=2 sin
levantar el lapiz del papel.
"‘--- ' S Esta funcion no tiene limite finito en X=2 y tampoco estd definida
en ese punto.
Afirmamos que g(x) no es continua en X=2.
La funcién h(x) no es continua en X=3, La funcién t(x) no es continua en X=-1,
pues no existe el limite cuando X tiende a pues, aunque existen el limite y el valor de la
3, aunque si esta definida en X=3. funcién, ambos no coinciden.

y=h(x) y=t(x)

La idea de poder dibujar la grafica de una funciéon en un entorno de un punto sin levantar el lapiz del
papel, o la de una funcidén continua en ese punto se matematiza a través del concepto de limite.

Una funcion y = f (x) es continua en un punto X=X, si se cumplen las tres condiciones siguientes:
1. Existe T(X,), es decir, X, € Domf (X)
2. Existe limf(X), es decir, lim f(X)Z lim f(X)
X=X X=Xy X—>Xg

3. Los dos valores anteriores coinciden. f(Xo) Z)}ifx?f (X)
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Limites y continuidad

2.1. Operaciones con funciones continuas

Si f yg son dos funciones continuas en X=X, se verifica:

e f +g escontinuaen X,

e f —g escontinuaen X,

k- f escontinuaen X,, Vk e R

e f.g escontinuaen X,

% es continua en X, siempre que g()(o);tO

2.2. Continuidad lateral

La funcién y = f(x) no es continua en X=0, sin embargo,
tiene limite finito cuando X tiende a 0 por la izquierda y
coincide con el valor que toma la funcién en X=0. _. y=f()

Por esta razon, afirmamos que esta funcidn es continua por
laizquierda en X=0.

Una funcidn es continua por la izquierda en un punto de abscisa X, si existe limite por la izquierda en

ese punto y coincide con el valor de la funcién en X;:

lim f(x)= f(x))

X=Xy
De la misma manera, se dice que una funcion es continua por la derecha en un punto de abscisa X, si

existe limite por la derecha en ese punto y coincide con el valor de la funcién en X;:

lim f (x)= f(x,)

0

2.3. Continuidad en un intervalo

Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo abierto (a,b) si y sélo si es continua en todos los
puntos de dicho intervalo
Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] si y sélo si se cumplen las siguientes
condiciones:

e f escontinua en el intervalo abierto (a,b)

e f escontinua porladerechaen x=a

e f escontinua por la izquierda en X=Db

Ejemplo | /

La funcidn a la derecha es continua en el intervalo [0,2] (tramo de

color azul).

Vemos que es discontinua en X = 2, que continta cuando X > 2
(linea negra) y que no existe en R™.
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Limites y continuidad

Las funciones elementales son continuas en sus respectivos dominios de definicién:

Las funciones polinémicas son continuas en todo R.

- Las funciones racionales no son continuas en los puntos que anulan el denominador.

- Las funciones con radicales con indice par no existen en los valores que hacen el radicando
negativo. Si el indice es impar, son continuas en todo R.

- Las funciones exponenciales son continuas en todo R.

- Las funciones logaritmicas no son continuas en los puntos en los que la expresién de la que
gueremos hallar el logaritmo se convierte en cero o en un nimero negativo.

- De las funciones trigonométricas no son continuas aquellas que implican un cociente, es decir:
° La tangente y secante, que no son continuas en los puntos en los que se anula el coseno

(a=3+K-m, conk € ),

. La secante y cotangente, que no son continuas en los puntos en los que se anula el seno
(a=k-m, conk € 2).

2.4. Tipos de discontinuidad

Una funcion que no es continua en un punto de abscisa X, decimos que es discontinua en ese punto.

Dependiendo de la condicién o condiciones de continuidad que fallen, podemos clasificar las
discontinuidades en:

1. Discontinuidad evitable

Una funcidén presenta una discontinuidad evitable en un punto de abscisa X, cuando se produce una
de estas situaciones:
- El'limite de la funcion en Xo existe y es finito pero no coincide con el valor de la funcién en X;.
- La funcidn no esta definida en X, .

Esta discontinuidad se evita redefiniendo la funcién en X;, haciendo que en este punto tome el valor
del limite.

Ejemplo
senx

4+ Ya vimos cémo se comporta la funcién f(X)= en el infinito. Analicemos ahora qué

ocurre en el punto X=0.

Vemos en la gréfica, o bien dando valores cercanos a X=0,
que la funcién tiende a 1 cuando x tiende a 0.

. ;o . senX _
Por tanto, existe el limite: llng =1y podemos redefinir
X—>

X
senX .
la funcién como: f(X)={ yx para convertirla en
1 six=0

continua.
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Limites y continuidad

2. Discontinuidad no evitable

Una funcién presenta una discontinuidad no evitable en un punto cuando no existe el limite en ese
punto. Podemos distinguir dos casos:

- Discontinuidad de primera especie: cuando existen los limites laterales pero son distintos, por
lo que no existe el limite de la funcién.

Los limites laterales pueden ser ambos finitos y se tratara de una discontinuidad de primera
especie de salto finito, o puede ser que uno o los dos limites laterales sean infinitos,
tratandose de una discontinuidad de primera especie de salto infinito.

- Discontinuidad de segunda especie: se da cuando uno o los dos limites laterales no existen.

Podemos resumir los tipos de discontinuidad con la siguiente tabla:

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

DISCONTINUIDAD EVITABLE 12 ESPECIE

22 ESPECIE
Salto finito Salto infinito

N I :

x> —2X six<0
3X+2 six>0

Actividades resueltas
+ Estudia los puntos de discontinuidad de la funcién f(x)=

Es una funcion definida a trozos formada por dos funciones polinédmicas y por tanto, continuas en todos
los puntos. Por tanto el Unico punto dudoso es el punto de unién de los dos trozos, el 0.

Para valores menores que cero, el limite lateral por la izquierda es 0, y para valores mayores que 0, el
limite lateral por la derecha es 2. Luego existen ambos limites y son finitos por lo que en cero tiene la
funcién una discontinuidad de 12 especie de salto finito.

x> —2X+3 six<0
+ Estudia los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = 5x-3

six>0 -

X—1
Es una funcion definida a trozos formada por una funcién polindmica y una racional. Por tanto,
continuas en todos los puntos, salvo donde se anula el denominador. Por tanto los Unicos puntos
dudosos son el punto de unidn de los dos trozos, el 0, y el punto donde se anula el denominador, el 1.

Para valores menores que cero, el limite lateral por la izquierda es 3, y para valores mayores que 0, el
limite lateral por la derecha es 3 también, luego la funcién es continua en 0.

Si calculamos el limite cuando X tiende a 1 obtenemos o« por lo que en 1 tiene la funciéon una
discontinuidad de 12 especie de salto infinito.
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Actividades resueltas

4 Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

y=f(x) . /_/ \/ J y=g(x) /\
-] /\l H T

2 1] 5

1/ R

fCe)  t3) f2) £(0) limgG)  Hma(X)  im g(x)
fm 1) et B wmeeo gmee  meld) - liml
lmf() Hmf) umre)  Jimf) limelx) me

Respuestas:

f(c6)=3  f(-3)=0 f(-2)=-3 f(0)=2  lmg()=—o limg(x)=-3 lim g(x)=—

lim f(x)=0 mf(x):zXligf_lf(x)=11xi§13f(x)=1 lim g(x)=+o0 }i{){lg(X)Z—OO 3 limg(x)

X—>-3 X—0"

imf(x)=0  jim t(x)=—3 z1im 1(x) limf(x)=1 3B limg(x)

A lim g(x
x—l1~ x—1" x—1 X—2,5 x—I* 2 g( )

4 Utiliza la definicidn de limite para demostrar:

X+3 ) TX
a) 1)(1_1;1;1 3 b) x—g{ ) C) 1x1—>nSlx+4 3
Respuestas:

La definicion de limite es:

lim f(X)=L<Ve>038>0/si0<|x—x [<8=| f(x)-L|<e

X=Xy

asi que se trata de trabajar con desigualdades intentando acotar | f(x)—L | a partir de| X=3 | <9.

X+3 x+3—6‘ x—B‘ |x-3| 5
PR 2T %2

a) lxigleH:3:>|f(x)—L|=

2 2 2 2
por tanto, haciendo €=7 se verifica la definicion.
14 2 —
b) lxlg{x —6X+8)— L= | 10-L]=|(x* - 6x+8)-(-1)|=]x* —6x+9]
Es facil ver que el trinomio es un cuadrado perfecto, por tanto:
[ FO0-L|<|(x=3) |=|x-3[" =&’

por tanto, haciendo ¢ = §° se verifica la definicién.
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TX

X
4:3:|H@—LF

X+4

Como se trata de acercarse lo mas posible a X=3, 8 debe ser un valor pequefio. Por simplicidad
hagamos que 8 <1. Se verifica que 0 <| X—3|<1= 6 <|x+4|<8. De este modo:

4-|x=3| 4:|x=3| 4-[x-3|
< <
8 | X+4] 6

Buscamos un limite superior para | f (x) — L

7X=3x-12
X+4

4x—12
X+4

_4|x-3]
| x+4

_3‘:

, por tanto elegimos la segunda desigualdad:
4:|x=3] 4-x-3| 28
< <—
| X+ 4] 6 3

| f(0-L|=

. 28 P . e e
por tanto, haciendo € == se verifica la definicion.

= Calcula las asintotas de la funcion:
_(x+3)(x-1)

) (X+1)(x-2)

Respuesta:

Es una funcién racional. Los valores que anulan
el denominador son: X = =1 y X = 2, por tanto
tiene dos asintotas verticales que son las rectas
verticales:

X=—-1lyx=2

Para determinar el comportamiento en el
infinito se calcula el limite cuando X tiendea . @ -------- 4 -—‘-\ ——————————————————
Tanto si tiende a —oo como si tiende a +oo el

limite es 1:

lim f(x)= Il’mw— I|’mX—2:1

Yoo xoxe (X+1)(X—=2) x> X2

Por tanto tiene una asintota horizontal que es la
rectay=1.
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CURIOSIDADES. REVISTA

La cicloide, la “Helena” de las curvas

\metal con forma de cicloide.

_

>

La cicloide es posiblemente la primera curva
verdaderamente moderna, en el sentido de que no figura en
las obras de Geometria de la antigua Grecia. Galileo fue uno
de los primeros en estudiarla, le dio este nombre en 1599 y
se interesé por el calculo de su area, pesando trozos de

J

Un punto P de una circunferencia,
que se desplaza horizontalmente sin
deslizarse, describe una cicloide. Es,
por tanto, la curva que describe un
punto de la rueda de un coche o de
una bicicleta.

7

)

Al modificar el punto, si esta dentro del circulo, o si esta fuera, se modifica la cicloide pasando a ser una

cicloide alargada o una cicloide acortada.

/ . . .
\Iiropledades de la cicloide

El interés de la cicloide estd centrado en que es braquistdcrona, es decir, la curva de descenso mas
rapido desde un punto A a un punto B, sin estar en vertical y bajo el efecto de la gravedad y
tautocrona lo que significa que una bola que dejemos caer llega al punto mdas bajo, M, en un

intervalo de tiempo que no depende del punto de partida.

La cicloide es braquistécrona

Para pasar del punto A al punto B el trayecto mas
rapido es seguir un arco de cicloide

La cicloide es tautocrona

Las dos bolas llegan a la vez al punto M.

Por la belleza de sus propiedades, o por las muchas disputas que trajo consigo se la conoce como la “Helena” de las curvas.
Otras propiedades curiosas sobre esta curva es que la longitud de un arco de cicloide es 8 veces la longitud del radio de la
circunferencia que la genera, que el area barrida por un arco de cicloide es 3 veces la del circulo generador y que es isécrona,
es decir, el periodo de un péndulo que describe una cicloide es siempre el mismo, no depende de la amplitud de la oscilacion.
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< Las garras del leén >

Johann Bernoulli (1667 — 1748)

En 1696, Johann Bernoulli planted ante los matematicos de la Royal
Society dos problemas matematicos y ofreci6 como premio, a
quien fuese capaz de dar las soluciones de ambos, un libro
cientifico de su biblioteca personal.

El primer problema pedia encontrar la trayectoria mds rapida para
desplazarse de un punto A a uno B. Es la braquistécrona. En el
segundo se pedia encontrar una curva que al trazar una recta
desde O y que corte a la curva en P y Q, se mantenga la suma
constante. Ahora sabemos que la soluciéon de ambos problemas es
la cicloide, 1a “Helena” de las curvas.

Establecid un plazo maximo de seis meses para presentar las
soluciones, y se puso a esperar. Esperd y esperd. Esperd. Los seis
meses transcurrieron, y solo Leibniz habia encontrado la solucién a
uno de los dos problemas. Como las bases decian que el ganador
debia resolver ambos, Bernoulli extendié el plazo por seis meses

mas, en la esperanza de que alguien consiguiera la solucion al segundo. El afio transcurrid, y nadie pudo
mejorar la solucion de Leibniz al primer problema y mucho menos resolver el segundo.

Newton no habia sido informado. El 29 de enero de 1697 Halley visitd a Newton. Recuerda con asombro
la entrevista con Newton, su distraccidon extrema y su falta de concentracidn en estos términos: "Llegué

a su casa a las dos de la tarde. El estaba encerrado en su estudio,
y la servidumbre tenia estrictas drdenes de no molestarlo ni abrir
la puerta por ningun motivo. Por lo tanto, me senté afuera a
esperar que saliera. Rato después, el ama de llaves trajo el
almuerzo de Newton en una bandeja, y lo dejo en el piso, frente a
la puerta. Las horas pasaron. A las seis de la tarde, yo sentia un
hambre atroz, y me atrevi a devorar el pollo de la bandeja.
Cuando Newton por fin abrio la puerta, miro los huesos del pollo
en la bandeja, me miré a mi'y exclamo:

—jQué distraido soy! jPensé que no habia comido!".

Halley explicé a Newton la situacidn y le entregé la carta con los
dos problemas. Newton dejé la carta sobre un escritorio y
despidié rapidamente a Halley, explicando que "luego echaria

una ojeada a los problemas".

A las cuatro de la maiiana del dia siguiente los tenia listos, y a las

Isaac Newton (1643-1727).

ocho envid sus soluciones en una carta sin firma al presidente de la Royal Society. Sus desarrollos eran
tan perfectos y elegantes, que las soluciones de Newton fueron publicadas —también en forma
anénima— en el numero de febrero de 1697 de Philosophical Transactions. Newton habia resuelto en
una noche dos problemas que a cualquier otro matematico le hubiesen llevado la vida entera.

Bernoulli, impresionado por la elegancia de las soluciones de Newton, no tuvo dificultad en identificar al
autor: "Es Newton", afirmé. "éCémo lo sabe?", le preguntaron. "Porque reconozco las garras del

leon (Ex ungue leonis)".
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RESUMEN

Entorno de un punto

Entorno de centro ay radio §, E(a,8), es el intervalo abierto (a-§,a+3):
E(a,5)={xeRr;|x-a|<35}

Limite de una
funcion en un punto

lim f(x)=L & VE(L,&),3E(X,.8); ¥xeE(x,,8)= f(x)e E(L,¢)
X—=> Xg

o también:
lim f(x)=Le Ve>0,38>0; si0<|x-X,|<d=>|f(x)-L|<e

X=X

Limite lateral de una
funcién en un punto

Limite por la izquierda:
lim f(x)=Le Ve>0,38>0; si0<x,-8<x<Xx,=|f(x)-L|<e
X—> Xg

Limite por la derecha:
lim f(x)=L< Ve>0,38>0; si0<Xx,<X<X,+8=|f(x)-L|<e

X=X

Operaciones con

lim[k-fJx)=k-lim f(x)=k-L VkeR

X=X X—>Xg

i o= p

X1in;1[f +g](x)=lim f(x)+ lim g(x)=L+M
o X=Xy X=Xy L

% si limg(x)#0

X=Xy

tim [ £ g Jx)= lim £ (x)- lim g(x)= L-M lim g(x)

limites 0 Jim g(x)
tim[ f (x)]° :[umf(x)} L
lim 8/ f (x) = o [1im f(x) =L h o
= % si lim f(x)=0 y lim g(x)=0
X=X X—Xg
. . s . . . , . . 00 0 "
Indeterminaciones Un Ilmltelndetermlnado es aquél que |mp||f:a Z 2. 0-0,0-0, ", o? y 0°
operaciones cuyo resultado no se puede precisar.| o = ()
Una funcion y = f(x) es continua en un punto X=X, si:
1. Existe f(xy), es decir, X, € Domf(x)
Continuidad 2. Existe 1im f(X), esdecir, lim f(x)= lim f(x)
X=Xo X—>Xg X=X
3. Los dos valores anteriores coinciden. f(XO> = lim f(x)
X—>Xg

Tipos de discontinuidad

DISCONTINUIDAD EVITABLE

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

12 ESPECIE

22 ESPECIE

Salto finito Salto infinito

y=fix)

\ I ‘"
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. — Calcula los siguientes limites:
f 1 . 1
a) lim 2 b) limx™ ¢) lim— d) imx’ e) lim(-7)  f) lim—
X—0 X—>+oo x—>-3 X2 X——c0 D x50° X0
g) lim—— h) lim —— i) lim j) limx° k) limx’ ) lim ——
x>0 ¥ 10 x—0" X13 X—>+00 )(13 X—>-1 x=0" x—=0 )(6
2. - Halla los siguientes limites:
a) limx’ b) limx’ ¢) im¥x d) im¥x e) lim i7 f) lim i7
X—>t00 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X—>+40 X X—>—0 ¥
X X " 1 1
g) lim7 h) 1im7 ) im(7) ) m(l7) K lim 7 ) lim 7"
X—>+00 X——00 X—>+00 —>—00 X—>400 X—»—00
m) limx’ n) limx° f) lim 3/x2 o) lim i/x2 o) lim —— q) lim ——
X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X—>+00 X4 X—>—00 X4
1" 1Y
r) lim5* s) lim 5 t) lim(—j u) lim(—) v) lim 4” w) lim 4%
X—>+00 X—>—00 x—>+o\ 3 x——oo| 3 X—>+00 X—>—00
3. — Halla los siguientes limites:
2 2 2 2
a) lim X *! b) 1im X" 0 lim X1 d) 1im Xt
Xo+0 X — 3 X>-0 X —3 x—+0 33X x—>-o 33X
1-x° 1-x° x* 16
e) lim ——— lim ———— lim —— h) lim ——
)H+w3x2+2x—1 x>0 3% + 2% —1 e) x>im — x4 2x% =5 )wa—z
. x> —2x+3 . x> —2Xx+3 1-x* .16
i) lim ————— lim ——— k) im ——————— ) lim ——
)H+°ox3—3x2—5 i x> X3 —3x* —5 )H+°°—x4+2x2—5 )X—>—°°x—2

4. — Determina el limite de estas funciones:

, 5
a) XlirgJ(S.x +1) b) Xl_l)r_lolom
e) XIEBO(3 —%4} f) }Lrgzx‘l
i) Xlirgw(x +3)2x-3) j) xlirgom—x—z
6Xx—2

m) lim vx? =3x -2

X—>+0

n) lim ————
x>0 3X° —TX+1

5. — Determina los limites de estas funciones:

) lm\/x2+3 b) lim 2x° +x -1
x>+ DX 41 X—>+00 [XZ +3
, ﬁ+ X . IX++3%=2
e) lim f) im ———
X—>+0 X X—+p0 2X

o) lim(x2 —5X+ 6)

X—>+00

3\
) lim (—j
g X—>—0 5

k) lim ¥/2x° +1

X—>—0

o 33X —8x+16
A) im ——M—

X—>+00 35
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d) 11’m(3—x+x2 —x3)

X—>—00

2

h) lim 33!

X—>+00

) lim(— X +8x° —x+8)

X—>+00

5-2X+3x* = x°

o) lim

x>sm 2X% —5X—4

2
d) lim 2X°—=12x+9
X—>+00 3[X5+5X_2

VX2 +1+2x

h) lim
6x-3

X——00
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6. — Calcula los siguientes limites:

4 r , 3 -2 5 4_ —

a) limx™  p) lim4x* ¢ hm[—g} d) lim{x—} e) lim [X— f) Jim 22X

X—>+00 X—>—00 x=0"| X x=0| § x—07| 3 X—>—0 X +3

2 A oA 2T x? 3

lim| = lim3™  j) lim3™ iml| 2 im-— lim +—

g) x_>_m|:X5:| h) X—>+00 I) X—>—00 J) xllgolo 3 k) xllgc}om I) X+ X2 +1 x+2
7. — Resuelve los siguientes limites:
2 2 3 2 2

a) lim 4x 1. 36x b) lim X +5: 25x o) lim 2X +3+6x X

X 00 5X X" +1 x=+o{ 1 —=2X X +12 X—>=0 5X 3X

8. — Halla los siguientes limites de funciones:

2) lim(x’ —12x)

b) lim —
X—>00 X—>+00
e) lim(x—x’) f) lim(2x-3)

9. — Calcula los siguientes limites:

) lim[2x* =7x+2)

ikt o) amfz-3)
g) )}_i)I_IOIO(XS +5x* —3) h) Xlir_rgo[(xz +1) + 4x]

0) lim[4x4 — X+ 5]

b) lim-——————
X—>+00 x>0 IX* —SX +2 X—>—00
2
d) lim[—3x5+2x—4] e) lim[—xz+3x—2] f) lim 2X* = Tx+5
X—>—00 X—>+o0 x>t — 2X2 +4X =3
2
L NX T Ux* =3x* +2 . AX+3
g) lim h) lim ——= = ) lim
x>0 X x>0 3a4x? + 5 X%w\/&_s
. 3x° —2x+1 x> =5x+1 . =2
li k) lim ———— [) lim
J) X=—® 7X4 —2X2 ) X—>+0 2)(3 -3 ) X—-0 | — X3

10. — Calcula los siguientes limites:
x? -1 1+2x°

b) lim (\/x2 —2X — x)

c) lim(zx -1+ 4x)

a) lim( J
X—>+00 X 2x —1 X—>-+00 X—>+00
d) lim(V9x2+3x—3x) e) lim(x—\/x2—4x) ) lim(x+x/x2—4x)
11. — Calcula los siguientes limites:
2x-1 6X+2 3x+2 3x+1
a) lim| 14+ b) lim|1-> o) lim| 2 - 32! d) lim | ——
X—>+00! X X—>+00 X X—>—00 4X x——o\ X 4 3
K+ x2—x+2)"° x> —1 iy 2\
e) lim > f) lim| ——— g) li 5 h) lim|1-=
X—>+00 X X—>+00 X +1 X—>—o0l 1 X—>—00 X

12. — Calcula los siguientes limites:
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, 2 3 (x4 3y —
) lim W x? +2x — x] b) lim X’ +27 ¢) lim| —=———"—| d) jm|2X 3%
X%+oo X—-3 X—>+od X +1 X+2 X—)—oo_ X3 +3

13. — Calcula los siguientes limites:

2 x*-1 1-x 2 X2 -3x
a) lim(x+4x) b) lim 3X2 =5 c) lim (ng d) lim w
X—>—00 x—+o| IX° 4+ X X—>—0 X x>-o| 2X° 4+ 3X -2
e) 1im(x+3‘x) f) lim Vx+ax g) limW4x> -5 —(2x—3)]
X—>—00 X—>+00 \/; + 1 X—>+00

14. - Calcula los siguientes limites:

b) lim[\Ox’ + 2x~3 —3x] o limpVx - (Vx+3 x|

a) lim 2 x2+1}

x—+e| X+ 1 X—>+oot Kook
[ g2 i 2 _ X7 4 3x x-3
d) fim | X2 _X*1 e) lim| 2% 0% ) lim| 272
X—)+oo_ X+ 1 X xa+oo_2x —X=5 x—>+oo_5_3x
15. — Resuelve los siguientes limites:
2 . A25-% 2x* —1
a) lim 21 b) lim 2%+ 2X o) lim X=X d) lim2X—18
x>-13x 4+ 3 x=0 x2 —3x -5 X—5 3 [ x2 -9

16. — Calcula los siguientes limites:

o xP=x=2 X2 —x=2 . X* +5%x% + 6% X* +5%x% + 6X
a) lim —— b) lim ———— c) lim ; > d) lim

x>2 2X° —3X -2 x=>-12X° —=3X -2 x=>-2 X7 4+ X° —8X —12 x>-3 X2 4 x? —8x —12

17. - Calcula estos limites:
2_ 2_ 2_ 2_

a) lim X~ —2X+1 b) lim *_—2X*1 o) lim X~ 2X+1L d) lim X~ 2X+1

X—2" X—3 X—2" X—3 X—3" X—3 x—3* X—3

, . X—= , . X—= 2 2
e) lim 5 f) lim 3 g) lim X_+x=6 h) lim X_+x=6

x—>-1 (X—l) x—>—1 (X—l) -2 X —x? —8x+12 -2 x> —x? —8x+12

x> -3 , X' =3
a) lim ) lim
>3 X 42 x>-2 X 42
19. — Calcula los siguientes limites:
3 2
a) 1im3x—21 b) hm&
-1 X7 +2X7 —3X -0 X* —2x* + X
4 2
e) HmXQi f) lim ﬂ
x=0 X7 4+ X -2 X* —4X + 4
i) lim \/;—\/3 )1 3- «/5+
Vs x> —9 x>4 ) _ /

) lim 1
- sen X
2
Q) lim—— 2
x>3 5X° —13Xx—-6
lim ML= X
g) x=0  2X
L A2—X—424+X
k) lim 5
X0 X"+ X
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Limites y continuidad

, X+9-3 . AX=14+4x+1
m) lim n) lim o)
0 X +16 -4 o fx+1-4/x-1

lim x*+5-3
2 AJX+7-3

20. - Calcula los siguientes limites:

3 2
a) lim X 2+_27 b) lim 22f—2
x>-3 XT -9 | X =2x+1

2x%2 -2
d) fim ——
xo1t X" —2x+1

2_
c) 11'm[X 4-

x> +4
-2 x+1 x*=2x

21. - Calcula los siguientes limites:

. xP+1 . 24X . X+5 N
allim =3 b) lim=25 ) 3 d) limlx 1}

x4 [ x+2 x-=2 . N2x—4 o xE=1
e) li f) lim| ———— g) lim——— h) lim———

x>l X +4 ol x—1 X" -1 x-2" X=2 x> \X+3-2

L [sx=2T"
j) lim

x>+ 5X+3
22. - Calcula los siguientes limites:

1= X3
V1= x2

23. — Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos que
se indican:

=3
2+InXx jX—l

a) li b) lim| —
) tim ) X—>l*(3+lnx2

x—1

2Xx—2 st x<3 2 _ i
a) f(X)z ] en X=3 b) f(x)= XT+3x-1 st x<l en X=1
2X  si 3<X X+ 2 si 1<X
24. - Halla el valor de los siguientes limites:
3o o 3ax 43¢ 4 2% oxt 43
a) 11my— b) hrr}y— c) llrr}y— d) lim DV
M XA ) 0 4% 13x -2 205/ 342X T3/ 30X

25. — Calcula el valor de los siguientes limites:

2
, NX +7-4 2X_ 4
a) im—— b) 1i
s im0 g
3x=1 si x<0
26.-Dadala funcion f(x)=4 0 si x=0 calcula:
2x+5 si x>0

a) h’ng f(x)b) 11’r1_13 f(X) c) Hr%l, f(X) d) 1in01+ f(X)

¢Tiene alguna discontinuidad?

27. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
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Limites y continuidad

x> +1 si x<2

2 .
a) f(x)=% "1 soxs2 b) f(x)={2x-1 si 2<x<4
X+2 si x>2 )
5 si X>4

28. - Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:

29. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

5 )
- <
X’ -4 si x<2 w_5 X<0
a) f(x)=4x-2 si 2<x<4 b) g(X)=<{/x+1 si 0<x<3
5 si X>4 —10 si X>3
X+2
30. - Estudia la continuidad de las funciones:
X+1 1 si Xez
a) f(x)= b) f(x)= c) f(x)={x-3
)()x2+x )(){0 si Xgz ) 1) =[x-3]
1
d)f(x)z 3* si XxeR' e) f(x)= x> =1 si x<2
0 si x=0 X+1 si X>2

1
31. - Estudia la continuidad de la funcién f(x)= ~ &N el intervalo(2,5).

32. - Estudia la continuidad de las funciones:

-

3x-2 si X< -1

X+1 s1 x<-1

a) f(x)= b) f(x)=4x*+4x—1 si —1<x<2

) () {x2—3 si x>-1 ) () Cill . >
si

4

— si x<0 _ : _
X—4 2 st X<-=2
o f(x)=4x-1 si 0<x<3 d) f(x)=1-x"+4 si -2<x<2
1 . )
— i X>3 2 si X>2
X—3
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Limites y continuidad

=9 3 s M si X#0

e) f(x)=1y 3 S X* f) f(x)= X
6 si x=3 5 si Xx=0
3-x| si x<5

f(x)=[x*-6x+5 h) f(x)= |
8 1) ‘ +‘ F1(x) {lne2 si x>5
33. - Determina el valor de a para que esta funcién sea continua en todo R:
X+1 .
f(X): T S1 X<=2

-x*+a si x>-2

34. — Determina el valor del parametro b para que la funcién

2X—-3 si X<3
f(x)= i
X+b st x>3

sea continua en todo su dominio.

35. — Halla el valor de k para que la funcién

X" -4 s1 X#-2
f(X)= X+ 2
k si X=-2

sea continuaen X =—2.

36. — Calculam, ny p para que la siguiente funcién sea continua en todo R:

2 si X< =8
X .
f(X)= —2m-11-3 s% -8<x< -4
X—— si —4<x<2
n
px si 2<X

37. - Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.

3 _ A 1+[x] si x<O0
X — si X<
a) f(x)= b) f(x)= k si x=0
) 1) {—x2+10x—13 si x>4 ) 1) .
—X+1 st x>0
2
38. — El espacio recorrido por un mévil en funcién del tiempo viene dado por la siguiente funcion:
3t? si 0<t<2
elt)=1 3t+a si 2<t<5
~t*+13t+b si  5<t

Determina los valores de ay b, para que la funcién sea continuaen t=2 y t=5.

39. — Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6 € por cada unidad.
No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x
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Limites y continuidad

unidades cobra:
6X si 0<x<10

C(x) =
) {\/600+ax2 si x>10

a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nUmero de unidades
que se compran.
b) é¢A cudnto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas” unidades?
40. — Dada la funcidn:

2
3a+3* si x<0
f(x)= 4X si 0<x<1
2+2
3
—~ Sl X>1
b-2

a) Halla ay b para que la funcidn sea continua.
b) Calcula: XILIEO f(x), Xlier f(x)y Xliongf(x)

cJsia=0yDb =%, estudia las discontinuidades.

41. - Dibuja la grafica de una funcién que se ajuste a las siguientes condiciones:
e Continuaen r —{-3,1,5,7}

* lim f(x)=+o, lim f(x)=-2, £(1)=0

e Discontinuidad de salto finito en X=5 y de salto infinitoen X =7
o f(-2)=0

42. - Dibuja la grafica de una funcién f (x) tal que:
e Dom f(x)={xeR/x>-4}
e f(-4)=2, f(0)=1, f(5)=0, f(7)=-5
{lim_ f(X)=-3 lim f(x)=0 lim f(x)=4 lim f(x)=-1
° x—>-3 x—>—3" x—0 Xx—0*

lim f(x) =+ lim f()=-2 lim f(x)=0 lim f(x)=-o
x—5* X—> X—>+00

X—5"
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Limites y continuidad

AUTOEVALUACION

X2 -3x+2 six<0

3 5 ) a la izquierda de O y a la derecha de 0
X =T7X"+3 six>0

1. Los limites de la funcion f(x) ={

valen:
a) 0,0 b) 3,7 )23 d) No existen pues f(x) no esta definidaen 0
X 2
2. Ellimite h’m(3 -3 j vale:
X—»00 3X+1
a) o b) 1 c) +o0 d) 1/3.
2
3. Ellimite lim IXHX=5 ) e
x>0 X —Xx? +2
a) -3 b) 3 c) oo d) -5/2
4. Ellimite lim(\/X+5 —\/X—2) vale:
X—>o0
a) o b) 3 c) oo d)7
o AAa—x-4a
5. Ellimite im—————— vale:
x—0 X
a) 0 b) 4 c) oo d) -1/4
3 2 .
-3 a 3
6. Para que la funcion f(x)= X 5 o S% X< sea continua a debe valer:
2x° -1 si X>3
a) 3 b) -1 c) 17 d) 1/2
7. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
2
a) f(x)=1log(x-2) b) f(x)= X _24 c) F(X)=+x-2 d) f(x)=sen(cos(x—2))
8. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota horizontal y = 2.
2x* — 4
a) f(x)=log(x-2) b) f(X)=— 5 o) f(X)=~+x-2 d) f(x)=tag(cos(x—2))
X —_

9. Indica cudl de los siguientes limites NO vale 0.

X2 +5 5 . AX—1—+/X+3 . €543
< b) lim c) lim d) lim —
X—>+°°\/X—3+\/X+2 X—>+00 X X—>+op” —§

a) lim
X—>to @

10. Los puntos de discontinuidad de la funciédn g(x) = ‘xz - 9‘ son:

a) 0y3 b)3y -3 c¢) Ninguno d)o,3y9
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Limites y continuidad

Apéndice: Problemas de limites en las P.A.A.U.

1.- Calcula:
o _g . AxP 11 . AXT+1-1 . VI+EX—4/9—X
lim| ——— lim———— lim——— lim
now| M x—0 X x—0 X x—0 ox
2.- Dado a € R, se considera la funcién
2x* —3ax—-6 . ‘<3
f(x)= X—3 !
x* -1 si x>3

Determina los valores de a para los que la funcién es continua.

X+1 si x<1

3.- Dada la funcién F(X) = { % responde razonadamente a las siguientes cuestiones.

3—ax’ si x>
a) ¢Para qué valores de a la funcién F(x) es continuaen x=17?

b) Si F(X) es continua cuando X — X, entonces no existe lif){oll:(x), ées cierto?

4.- Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en
funcion del tiempo de entrenamiento de los deportistas (X, en dias), obteniéndose que:
300

T()=97" 3(1)125

(x=5)-(x-15)

a) Justifica que la funcidon T es continua en todo su dominio.

st 0<x<30

+2 s1 Xx>30

b) Por mucho que se entrene un deportista, ésera capaz de hacer la prueba en menos de 1
minuto? ¢y en menos de 2?

5.- El rendimiento de un estudiante en un examen de una hora de duracion viene dado por la siguiente
expresion (f (X) representa el rendimiento, en tanto por ciento, en el instante X, medido en horas):
. 300x(1-x) si 0<x<0,6
(X)_{ 180(1-x) si 0,6<x<1
a) ¢Es el rendimiento una funcion continua del tiempo?

b) éEn qué momentos aumenta y en qué momentos disminuye el rendimiento? ¢Cuando obtiene el
mayor rendimiento y cual es ese rendimiento?

6.- La energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcién del tiempo
transcurrido desde que amanece (f(x) es la energia producida a las X horas de haber amanecido):
10x—x> si 0<x<8
f(x)=1 1024
X2

a) Estudia la continuidad de la funcion f en su dominio.

si 8<Xx<12

b) éEn qué momento del dia la placa produce mads energia? ¢ Cuanto produce en ese momento?
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Limites y continuidad

7.- El tiempo que un empleado tarda en realizar una tarea varia durante los cuatro primeros meses de
contrato segun su experiencia. Asi, la funcidon que relaciona el tiempo empleado en realizar la tarea
con la experiencia del operario es (f(X) representa el tiempo, en horas, que tarda en realizar la tarea
un empleado que lleva contratado un tiempo X, medido en meses):

12-x>  si 0<x<2
f(x): 2 .
(x—4)Y +4 si 2<x<4
a) Representa graficamente la funcion f. ¢Es el tiempo necesario para realizar la tarea una funcion
continua del tiempo de experiencia?

b) ¢éEn qué momento el tiempo necesario para realizar la tarea es minimo? ¢ Cuanto tiempo le lleva
finalizar la tarea en ese instante? ¢ Consigue el empleado finalizar la tarea en menos de 3 horas
en algin momento durante los primeros cuatro meses de contrato?

8.- Un proveedor cobra el aceite segun el volumen del pedido. Asi, la funcion que relaciona el importe
del pedido con el volumen del mismo es f(X) (en euros), de un pedido de X litros de aceite):
3x si 0<x<30
f(x)= .
2x+30 si 30<x
a) ¢Es el importe una funcién continua del volumen del pedido?

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y represéntala graficamente.

9.- La velocidad de un coche de carreras viene dada por la siguiente expresion:
110 +12X+6Xx> si 1<x<3

f(x)= 350—% si x>3

donde X representa el tiempo, en segundos, y f(x) representa la velocidad del coche, en km/h.
a) éEs la velocidad una funcidn continua del tiempo?

b) ¢Disminuye la velocidad del coche en algun instante?, ése podrian alcanzar los 350 km/h de
velocidad con este coche?
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