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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

o, EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
|£ ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
A= Ak GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir
entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:
x—2my+z=1

19) Dado el sistema de ecuaciones {mx + 2y — z = —1, dependiente del parametro real m:
x—y+z=1

a) Discuta el sistema segun los valores del parametro m.

. 1
b) Resuelva el sistema para el valorm = >

1
29) Sea la funcién f(x) = {x3 e x* st x # 0.
0 si x=0

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.
b) Estudie si f(x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

c) Calcule la siguiente integral: [ = ff% - dx.

32) Con un dispositivo laser situado en el punto P(1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una par-
2x —y =10

ticula que se desplaza sobre larectar = { .
g P x—z=-90

a) Calcule un vector director de 7 y la posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el plano
z=0.

b) Calcule la posicidn mas préxima de la particula al dispositivo laser.

c) Determine el angulo entre el plano de ecuacionm = x +y = 2ylarectar.

49) Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el ultimo trimestre de 2.020, el porcentaje de
mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracién de las empresas que componen el
Ibex-35 fue del 27,7 %. Se reunieron 10 de estos consejeros:

a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

c) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que un congreso de
doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de representacién femenina?
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59) Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9.450 euros de forma directa-
mente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afios al
doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afios. Sabiendo que en el
reparto del premio Pablo recibe 420 euros mas que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el di-
nero que recibe cada uno por el premio.

x .
x2+1°

62) Sea la funcion f(x) =
a) Compruebe si f(x) verifica las hipdtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [—1, 1].

b) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.

c) Determine el area comprendida entre la grafica de la funcion f(x) y el eje OX en el intervalo [—1, 1].

x=1+41
7°)Seaelplanor =x+y+z=1,larectar; ={y =1— 1,1 € Ryelpunto P(0,1,0).
z=-1

a) Verifique que la recta r; esta contenida en el plano 7 y que el punto P pertenece al mismo plano.
b) Halle una ecuacion de la recta s contenida en el plano  que pase por Py sea perpendicular a r;.

c¢) Calcule una ecuacién de la recta r, que pase por P y sea paralela a la recta r;. Halle el drea de un
cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r; y 1.

82) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco, se
toma, al azar, un pafnuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y ne-
gros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un panuelo de otro cajon que contiene 2 pafnuelos blan-
cos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del sombrero.

b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafiuelo) aparez-
ca el color negro.

c¢) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo ha sido de
cuadros.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

x—2my+z=1
19) Dado el sistema de ecuaciones [mx + 2y — z = —1, dependiente del parametro real m:
x—y+z=1

a) Discuta el sistema segun los valores del parametro m.
) 1
b) Resuelva el sistema para el valorm = e

Solucion:
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 -2m 1 1 -2m 1 1
A=|m 2 —1|yAd' =|m 2 -1 -1
1 -1 1 1 -1 1 1
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el siguiente:

1 -2m 1
|A] = |m 2 —1|=2-m+2m-2-14+2m?*=2m?*+m—-1=0;
1 -1 1
-1+V/1+8  -1+/9 -1+3 1
= = e m1 — _1'm2 =,
4 4 4 2
m+ —1
Paray . _1 (= Rang A= Rang A' =3 =n%incég.= S.C.D.
2

1 2 1 1
Param=-1=>A4" = <—1 2 -1 —1) = {C; = C,} = Rang M’ = 2.
1 -1 1 1

2

1 -1 1 1
Paramz%:A’ =<1 2 -1 —1>:>{C3 =C,} = Rang M' = 2.
1 -1 1 1

Para {n:n _ 11} = Rang A = Rang A’ =2 <n®incég.= S.C.I.
2
x—y+z=1
b) Param = % el sistema resulta %x + 2y — z = —1, que es compatible indeterminado y equiva-
x—y+z=1
x—y+z=1
lente al sistema {%x +2y—z=—1 Haciendo x = 24:

—-y+z=1-22
2y —z=-1-1

Solucion: x =24,y =—-34,z=1—-54VAER.

sy=-31 z=1-22-31=1-52
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1
29) Sea la funcién f(x) = {x3 e x* st x # 0,
0 si x=0

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.

b) Estudie si f (x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

c¢) Calcule la siguiente integral: [ = ff% -dx.

Solucion:

a) Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcidn f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

x3
—_ =

Parax =0= lim f(x) = lim f(x) = lim
x—0~ x—-0% x—0

o
HEE

S 0
ex? ¢

lim fGo) = lim £() = £(0) =

La funcion f(x) es continua en R.

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

{05ix<0

fr(x):{e_xiz-(3x2+2)six¢0 N =x=0 = f'(0) = 0 si x>0

0 six=0
= f'(07) =f'(0") =

La funcion f(x) es derivable en R.

* 3. 07F o f! 2. 07 4 o3 .Y o
(*) fx)=x-e 2> f'(x)=3x"-e > +x e P =
L L L
=3x%-e xZ+2e Z=¢ 2-(3x%2+2).
3 —+)3 3
B f)=% fle =L =X =—f) =
ex? e(-%)? ex?

= La funcion f(x) es simétrica con respecto al origen.

1

2 f(x) 2x3.e x2 2e
o)l =[~Fdx=[——dx=[—
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xz 1 1
X=2-ot=—- 1 = 1 -
=14 2x3-dx =dt 4 :E-f_l‘*et-dt=5-[et]_i=
x—3dx_§dtx—1—)t——1
_1.(6—2_6-1)_1. L N ) Ver 1)
_2 _2 e% e _2 % e _2 e e
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32) Con un dispositivo laser situado en el punto P(1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una par-

. 2x —y =10
ticula que se desplaza sobre larectar = { .
g P x—z=-90
a) Calcule un vector director de 7 y la posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el plano

z=0.
b) Calcule la posicidn mas préxima de la particula al dispositivo laser.

c) Determine el angulo entre el plano de ecuacionm = x +y = 2ylarectar.

Solucion:
x=A

a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr = {y = —10 + 24.
z=90+1

Un vector director de r es 7, = (1,2, 1).

La posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el plano z = 0 es el punto Q, inter-
seccion de la recta r con el plano z = 0:

z=0
x=2A
rE{y=—10+2/1 =90 +1=0; 1=—90.
z=90+ 71

x =-90
/1=—90:»1y:—10+2-(—90):—190}:
z=90—-90=0

Q(—90, 190, 0).

x=A
b) El haz de planos, B, perpendiculares a la recta r = {y = —10 + 24 tiene por expresién general f =
z=90+ 1

x+2y+z+D=0.

De los infinitos planos del haz 8, el plano ¥ que contiene al punto P(1,1, 1) es el que satisface

Ssu ecuacion:
ﬁzx+2y+z+D=O} A _ _
P(1,1,1) =14+2:-1414+4D=0;44+D=0=>D=—-4>
>y=x+2y+z—4=0.
x=A
El punto P’ buscado es la interseccién de larectar ={y = —10+ 24y el planoy = x + 2y +
z=90+ 41
z—4=0:
y=x+2y+z—-4=0
x=A — (-
rE{y=—10+2/’l = 442 (=10 +22) + (90 + 1) — 4 = 0;
z=90+ 41

A—204+42+90+1—-4=0; 64=-66; A =—11.
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x=-11
/1=—11=>{y=—10—22=—32}=>
z=90—-11=79
P'(—11,—32, 79).

Proyeccién de r

Un vector normal del planomr =x+y =2 esii = (1,1,0).

Por definicidn de producto escalar: 71 - v, = |71] - |[v,]| - cos 6.

nvy . vy
coséd = L Ll Por ser @ y 6 complementarios: sen a = %
7] [or] |7l [or
1,1,0)(1,2,1 14240 3 3
1(1,1,0)-(1,2,1)] _ | | 2 -08660 =

sena = = = =
V12+12+402V12+22+12  V1+1+V1+4+1 V246 V12
= a = arc sen 0,8660 =

a = 60°.

Textos Marea Verde

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

49) Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el ultimo trimestre de 2.020, el porcentaje de
mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracién de las empresas que componen el
Ibex-35 fue del 27,7 %. Se reunieron 10 de estos consejeros:

a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

c) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que un congreso de
doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de representacién femenina?

Solucion:

a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

n=10; p=0277; q=1-0277 =0,723. P(r) = ('r‘) D" g

P=P(5) = (150) .0,2775-0,7235 = —2 . 00016 -0,1976 =

(10-5)!-5!
= 100878 0,000322 =2-2-9-7-0,000322 = 0,0812.
5:4-3-2.5! eethettrte
b) La probabilidad de que un consejero sea hombre es la unidad menos la probabilidad de que sea

mujer:p = 1—0,277 = 0,723.

Datos:n =10; p =0,723; q = 0,277.

La probabilidad de que hubiese al menos un hombre es equivalente a la unidad menos la proba-
bilidad de que no hubiera ningin hombre:

10
0

=1-0,000002659 = 0,99999734.

P=1-P0)=1- ( ) .0,723°-0,277 =1 —1-1-0,000002659 =

c) El 35% de 200 es: n = 0,35 - 200 = 70.
Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n = 200; p=0,277; q =0,723.

n-p=70-0,277 =18,39 > 5
n-q=70-0,723=50,61>5
tribucién normal de las siguientes caracteristicas:

p=n-p=200-0277 = 55,4

Por ser } puede aproximarse la distribucidon binomial a una dis-

o= \/n “p-q =+200-0,277-0,723 = /40,05 = 6,329.

X = B(200; 0,277) = N(55,4; 6,329).

X-u _ X-554

Tipificando la variable: X — — > Aplicando la correccién de Yates:

P=P(X>70)=P (Z > 69'5‘55'4) =P (Z > %) =~ P(Z>223) =

6,329

=1-P(Z<223)=1-09871=0,0129.
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59) Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9.450 euros de forma directa-
mente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afios al
doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afios. Sabiendo que en el
reparto del premio Pablo recibe 420 euros mas que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el di-
nero que recibe cada uno por el premio.

Solucion:

Sean x, y, z las edades de Pablo, Alejandro y Alicia, respectivamente.

. . 9.450
La cantidad que corresponde a un afio de edad es: e 210 euros.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x+y—-3=2zy x+y—2z=3 G+ +y—27=3

xX+y+z=45¢ x+y+z=45 :x:Z+2:>(z+2)+ +Z=45}
x=z+2 X—z=2 y
bR e s b I VTS VIS P

y+22=43} y+22=43 :>3Z—4-2, Z_14: x—16, y—Z+1—15

Pablo tiene 16 anos; Alejandro tiene 15 anos y Alicia tiene 14 ainos.

Pablo: 16 - 210 = 3.360.
Alejandro: 15 - 210 = 3.150.
Alicia: 14 - 210 = 2.940.

Reciben: Pablo, 3.360 euros; Alejandro, 3.150 euros y Alicia, 2.940 euros.
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x .
x2+1°

62) Sea la funcién f(x) =
a) Compruebe si f(x) verifica las hipdtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [—1, 1].

b) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.

c) Determine el area comprendida entre la gréfica de la funcion f(x) y el eje OX en el intervalo [—1, 1].
Solucion:

a) El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c € (a, b) tal que f(c) = 0”.

La funcién f(x) es continua en R por ser x2 + 1 # 0,Vx € R, por lo cual le es aplicable el teo-
rema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se considere.

-1 -1 1
fCD=mmm=m= 270
1 1 1
f=g5=15:=3>0

Queda comprobado que f(x) satisface el teorema de Bolzano en [—1,1].

b) La condicidn necesaria para que una funcién tenga un maximo o un minimo relativo es que se anule
su primera derivada.

, _ 1(x?41)-x2x _ x241-2x2 _ 1-x2
fx) = x2+1)2 (2+1)2 (x2+1)%
1-x2=0=>x,=-1,x,=1.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa pa-
ra los valores que anulan a la primera derivada se trata de un maximoy, si es positiva, de un minimo.

"(x) = —2x-(x2+1)2—(1—x2)-[2-(x2+1)-2x] _ —2x(x%+41)—-4x-(1-x2)
NG (x2+1)* - (x2+1)* -
_ —2x3-2x—4x+4x® _ 2x3-—6x " _ 2x(x2-3)

- (x2+1)* =Gt f00) = (x2+1)*

ne_qy = 26D (D28 —2(=2) 1 ] . - _
f'(=1) = o T T 1s — 3> 0= Min. relativo para x = —1.
-1 -1 1
fD = =-->

(—Dz2+1_ 2 2

Minimo: A (—1, - %)

2:1-(12-3) _ 2:(-2) _
241 2

)=

—2 < 0 = Max. relativo para x = 1.

0 1 1
=— -
/ 124+1 2

Maximo: B (1, %)

c) Determine el area comprendida entre la gréfica de la funcion f(x) y el eje OX en el intervalo [—1, 1].
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Teniendo en cuenta que f(—x) = —f(x), la funcidén es simétrica con respecto al origen; que
contiene al origen de coordenadas y que f(%) > 0, la superficie a calcular es la siguiente:

x=1—>t=2}:>

2 —
1 1 x“+1=t
5:2.f0f(x).dx:2.f0 X d.')C:){ x=0ot=1

x2+1 x-dngdt

21 1 29 ,
:S=2-J—~—wﬂ=Jﬂ—wﬁ=[uh=L2—L1=L2—0:
Lt 2 Lt

S = L2 u?.
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x=1+41
79)Seaelplanor =x+y+z=1,larectar; ={y =1— 1,1 € Ryelpunto P(0,1,0).
z=-1

a) Verifique que la recta r; esta contenida en el plano 7 y que el punto P pertenece al mismo plano.
b) Halle una ecuacion de la recta s contenida en el plano  que pase por Py sea perpendicular a r;.

c¢) Calcule una ecuacién de la recta r, que pase por P y sea paralela a la recta r;. Halle el drea de un
cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r; y 5.

Solucion:
a) Una recta estd contenida en un plano cuando lo estdn dos de sus puntos.
x=1+41
Dos puntosder; =iy =1—Ason: 4(1,1,-1) y B(2,0,—-1).
z=-1

La recta r; esta contenida en el plano 7 si lo estan sus puntos Ay B:

n=x+y+z=1) _ .
A(1,1,-1) =>1+1-1=1=>Si=>A4€m.

T=x+y+z=1) _ ,
B(2,0,—1) =224+0—-1=1=>S8Si=>BeEm.

n=x+y+z=1) _ .
P(0,1,0) =>04+1—-0=1=>S8Si=>Pe€emn.

Queda verificado que r, y P estan contenidos en el plano m.

b) Un punto genéricoder; esQ(1+ 4,1 — A, —1).
Los puntos P y Q determinan el vector:
PQ=00-0P=[1+41-21-1)—(0,1,0)] = (1+4,—1—1).
Un vector director de r; esv; = (1,—1,0).

Si los vectores PQ y v; son perpendiculares, entonces, el vector PQ es linealmente dependiente
del vector director de la recta s pedida.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
PQ-T7;=0=>(1+14-2,-1-(1,-1,0)=0; 1+1+1—-0=0;
20=—1; 1= —=.
2
1_ 3R 11 11 — _
Paral=—>=P0=(1-235-1)~(53,-1) =% = (1,1,-2).
La expresién de s dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x _y-1_ z

S

1 1 —2

c) La recta 1y, por ser paralela a 7y, tienen vectores directores linealmente dependientes, por lo
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cual, v; = v, = (1,—-1,0).

_y—1_z

-1 0

X
Ty I

El lado del cuadrado ¢ es la distancia del punto B(1,1,—1) € r; alarectar,.

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el drea del pa-
ralelogramo que forman dos vectores es el mddulo de su producto vectorial y, de forma geométrica, es
el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un esque-
ma de la situacion.

n punto y un vector director de r, son P(0,1,0) y v, =
(1,—1,0).

§= |E"PB|}:> 73 APB| = [75] - £ = € = d(B,r;) =
S = |U2| "g
72075
w21

PBE=0B—0P =[(1,1,—-1) —(0,1,0)] = (1,0,—1).

i j ok
R 1 -1 0
£=d(B,r,) = [2APB| _ |l1 o —1ll _ li+k+jl _ li+j+kl _ V12412412 V3
2 7z ZrCDZ VML V2 V2 V2

G

2 2

I
U
S
Il

u. S=7=2=
4

S==u?=1,5u’

N|Ww
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82) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco, se
toma, al azar, un pafiuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y ne-
gros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un pafiuelo de otro cajon que contiene 2 pafiuelos blan-
cos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del sombrero.

b) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafiuelo) aparez-
ca el color negro.

c¢) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo ha sido de
cuadros.

Solucion:

Sea A la cesta que contiene 6 sombreros blancos y 3 negros, B el cajon que contiene 2 blancos, 2
negros y 5 con cuadros blancos y negros y C el cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 4 con cuadros
blancos y negros.

a) P=P(Sbnpn)+P(Sbnpc)+P(Snnpb)+P(Snnpc):
= P(Sb) 'P(pn/sb) +P(Sb) ) P(pc/sb) +P(Sn) : P(pb/sn) +P(Sn) ) P(pc/sn) =

_6.2,65,3, 2 3 4 _12.3 6 12_42 18_14 1 _ 70427
9 9 9 9 9 10 9 10 81 81 9 9 81 90 27 5 527
97
= P=—=0,7185.
135
b) La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que el sombrero vy el
pafiuelo sean blancos:
=1 -1 — p(Pe\l =1 8.2 1 _12_1_2_
P=1=P(s, Npy) = 1—|P(sp) P(Sb)] 1-2.229-2-9-2
=2t 5 p=2=08519.
27 27
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P(snNpc) P(sp)-P(Dc/5n) P(sp)-P(pc/sn)
Cc P=P(s = = = =
) ( n/pC) P(pc) P(spNpc)+P(spNpc) P(sp)-P(pc/sp)+P(sn)-P(pc/sn)
3 12 12

_ 9°10 _ 90 _ 90 _ 12 -81 _ 4-9 _ 36
"65.3 4 30 127 30:90+12-81 30-90+12-81 10-10+4-9 136

99 91 81 0 81-90

9

P=—=0,2647.
34 !

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022. Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Comunidad Auténoma de MADRID

EE
Textos Marea Verde
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Al i, EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
s '% LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
A= Ak CURSO: 2021-2022

MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir
entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

19) En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis libros
de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos a
las novelas. Si retiramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarias ciento cinco
libros. Calcule el niumero de libros de cada clase que hay en la estanteria.

z+l si x<O0
29) Sea la funcién f(x) = { :
x> —4x+3si x>0
a) Estudie la continuidad f(x) en R.
b) ¢Es f(x) derivable en x = 07? Justifique la respuesta.
c¢) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) Determine para x € (0, ) el punto de la grafica de f(x) en el que la pendiente de la recta tangen-
te es nula y obtenga la ecuacion de la recta tangente en dicho punto. En el punto obtenido, ¢alcanza
f(x) alguin extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

39) Sean el planow = z = x y los puntos A(0, —1,0) y B(0, 1, 0) pertenecientes al plano 7.

a) Si los puntos Ay B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices A, B, Cy D que se encuentra
en el plano 7, encuentre los posibles puntos Cy D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano m, determine
los otros dos vértices del mismo.

42) En una comunidad auténoma tres de cada cinco alumnos de segundo de bachillerato estan matri-
culados en la asignatura Matematicas Il. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos los alumnos de se-
gundo de bachillerato. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados en Matematicas Il.
b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matemiticas II.

¢) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular, aproximando
la distribucion mediante una distribucion normal, la probabilidad de que mas de 60 de estos alumnos
estén matriculados en Matematicas Il.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de MADRID

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 -1 &k 11
59) Se consideran las matrices reales A = (k 1 _1),B = (1 —1).
1 0

a) Calcule para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz A - B. Calcule la matriz inversa de
A-Bparak =1.
b) Calcule B - A y discuta su rango en funcidn del valor del pardmetro real k.

¢) En el caso de k = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas
cuya matriz de coeficientes sea B - A.

x si x<0

62) Sea la funcion f(x) = {x Ik si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) enx = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos y minimos
relativos.

¢) Calcule I = flzf(x) - dx.

x=2-2t
0 =x+y+2=0 )
7)Seanlasrectasr_{y_zz_l_lzoys_ ;1:t5+2t,AER.

a) Estudie la posicidn relativa de las rectas dadas y calcula la distancia entre ellas.
b) Determine una ecuacion del plano  que contiene a las rectas r y s.

c) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan contenidos en el plano de
ecuacion z = 0. Calcular una ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py Q.

82) Una empresa comercializa tres tipos de productos A, B y C. Cuatro de cada siete productos son de
tipo A, dos de cada siete productos son de tipo By el resto lo son de tipo C. A la exportacién se destina
un 40 % de los productos tipo A, un 60 % de los productos tipo B y un 20 % de los productos tipo C.
Elegido un producto al azar, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacion.

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la exporta-
cion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis libros
de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos a
las novelas. Si retiramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarias ciento cinco
libros. Calcule el numero de libros de cada clase que hay en la estanteria.

Solucion:

Sean x,y, z el nimero de ensayos, novelas y biografias que hay en la estanteria de la biblioteca,
respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

3
X—E'(’“’y“ﬂ 16x = 3x + 3y + 3z 13x—3y—3z=10
Z+§—2=y 3z+x—6=3y x—3y+3z=6¢.
§+%+Z=105J 5x 4+ 8y 4+ 10z = 1.050) 5x + 8y + 10z = 1.050

Resolviendo por la regla de Cramer:

0 -3 -3
6 -3 3
1050 8 10 -144-9.450-9.450+180 _ —18.864
—390-24—45-45-312+30 -786
1 -3 3
5 8 10
13 0 -3
1 6 3
_ s 1050 10l _ 780-3150+90-40950 _ 43230 _
y -786 -786 -786
13 -3 0
1 -3 6
~40.950-90-624+3.150 _ —38.514
, =15 8 1050 _ = = 49,
-786 -786 -786

En la estanteria hay 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias.
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2x+1 .
— si x<0

X2—4dx+3six=0
a) Estudie la continuidad f(x) en R.

29) Sea la funcion f(x) = {

b) ¢Es f(x) derivable en x = 07? Justifique la respuesta.
c) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) Determine para x € (0, o) el punto de la grafica de f(x) en el que la pendiente de la recta tangente
es nula y obtenga la ecuacién de la recta tangente en dicho punto. En el punto obtenido, éalcanza f(x)
algun extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Solucion:
a) La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a con-
tinuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
. .2
lim f(x) = lim 22 =2 = o
Parax =0 = {*>0 x=0 X 0 =
lim f(x) =lim(x? —4x + 3) =3 = f(0)
x—07F x—0
= lim f(x) # lim f(x) = f(x) no es continua para x = 0.
x—0~ x—07%

La funcion f(x) es continua en R — {0}.

b) La funcién f(x) es derivable en R, excepto para x = 0. Para que una funcion sea derivable en un
punto es condicidn necesaria que sea continua en ese punto, por lo cual, por ser discontinua para x =
0:

La funcioén f(x) es derivable en R — {0}.

) Asintotas horizontales:
lim f(x) = lim 24 2% o Ind.> {L'Hopital} = lim 2_2,
X——00 X—>—00 X —00 x—>—001

Asintota horizontal paray = 2 en su parte negativa.

Asintotas verticales:

2x+1 1
= — = —O00,
0-

lim f(x) = lim

x—0" x-0" X

Asintota vertical para x = 0 en su parte negativa.

d) La pendiente de la tangente de una funcién en un punto es el valor de su primera derivada en
ese punto.

Parax € (0,0) = f'(x) = 2x — 4.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de MADRID

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

ffxX)=0=22x—4=0; x—2=0=x=2.
f(2Q)=22-4-243=4-8+3=-1>P(2,-1).
Porserf"(x)=2>0=

El punto P(2,—1) es un minimo relativo.
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39) Sean el plano = z = x y los puntos A(0, —1,0) y B(0, 1, 0) pertenecientes al plano 7.

a) Si los puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices A, B, Cy D que se encuentra
en el plano i, encuentre los posibles puntos Cy D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano 7, determine
los otros dos vértices del mismo.

Solucion:
a)
Los puntos del planom = x — z = 0 son de la forma P(a, b, a).

AB = 0B — 04 = [(0,1,0) — (0,—1,0)] = (0,2, 0).

C, B Ci
BC, =0C;, — 0B =[(a,b,a) — (0,1,0)] = (a,b — 1, a).
AB-BC=0=(0,2,00-(a,b—1,a)=0; 2b—2=0; b—1=
0=>b=1.
D, A D, El vectorB—Cl) resulta ser de la forma: B_Cl) =(a,1,a).

Por tratarse de un cuadrado: |Z§| = |B—C1)| =222 =Va2 + a2 = 2 =2a?;
4=2a% a?=2=a,=V2,a,=—2>
C1 (\/Ep 1; \/E) y CZ(_\/E) 1) _\/E)-

Teniendo en cuenta que TQ = AD, y siendo D, (x,y, z):

BC; = [(v2,1,¥2) = (0,1,0)] = (vV2,0, ﬁ)} -
A—Dl) = [(x»y'z) - (O,—l,O)] = (x»Y‘i‘ 112)

B—C'1)=A_D1>:»{

x=v2
>y+1=0-y=-1;=
z=v2

D,(VZ,~1,VZ).

Teniendo en cuenta que BC, = AD, y siendo D,(x,y, z):

B—@’=m:{§= [(=v21,7v2) ~(0.1,0] = (2.0, —ﬁ)}z
AD; = [(x,y,2z) — (0,—-1,0)] = (x,y + 1,2)
x=—V2
={y+1=0-y=-1,=
2= 2

D,(—V2,-1,—/2).

b)
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C
El punto medio de A(0,—1,0) y B(0,1,0) es 0(0,0,0). ~ 7 B
AN 7/
Siendo C(x,y,x) = 0C = (x,y,x). 0A = (0,—1,0). /)«\6\
Los vectores OC y 04 son perpendiculares, por lo cual, su producto escalar 2 -7 ™ D

es cero:
0C-04=0= (x,y,x)-(0,-1,00=0; —y=0=y=0.
El punto C es de la forma C(x, 0, x) ym‘) = (x,0,x).

N

|0C| = |04 > Va2 +xZ = /(-2 =1; 2x? = 1; x2=%=>x=i7.

Notese que los puntos C y D son simétricos con respecto al origen, por lo cual, las soluciones
son:
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42) En una comunidad autdnoma tres de cada cinco alumnos de segundo de bachillerato estan matricu-
lados en la asignatura Matematicas Il. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos los alumnos de segun-
do de bachillerato. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados en Matematicas Il.
b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matemiticas II.

c¢) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular, aproximando
la distribucion mediante una distribucidn normal, la probabilidad de que mas de 60 de estos alumnos
estén matriculados en Matematicas II.

Solucion:
a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
3 n _
n=6 p=2=06 q=1-06=04 P(r)=(r)-pr-q” r
_ —(%).06%. 042 =5 . . _ 65, _
P=P4) = (4) 0,6*- 0,42 = —=—-0,1296-0,16 = 22 - 0,0207 =
=15-0,0207 = 0,3110.
b) La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que ninguno de ellos

esté matriculado en Matematicas Il.

6

P=1-P0)=1-(;

) 06°-04°=1—1-1-0,0041 = 0,9959.

¢) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular, aproximando
la distribucion mediante una distribucidn normal, la probabilidad de que mas de 60 de estos alumnos
estén matriculados en Matematicas Il.

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n=120; p=0,6; q=04.

n-p=120-06=72>5
n-q=120-04=48>5
cion normal de las siguientes caracteristicas:

u=n-p=120-0,6 =72.
o= \/n -p-q=+120-0,6 - 0,4 =+/28,8 = 5,367.
X = B(120; 5,367) = N(72; 5,367).

Por ser } puede aproximarse la distribucién binomial a una distribu-

I . X- X-72 . C
Tipificando la variable: X — Tﬂ dpys Aplicando la correccién de Yates:

P=P(X>60)=P(z>°22)=p(z>22) = p(z > -2,14) =

5,367

5,367

= P(Z <2,14) = 0,9838.
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1 -1 &k 11
59) Se consideran las matrices reales A = (k 1 _1),B = (1 —1).
1 0

a) Calcule para qué valores del pardmetro k tiene inversa la matriz A - B. Calcule la matriz inversa de
A-Bparak =1.
b) Calcule B - A y discuta su rango en funcidn del valor del parametro real k.

c) En el caso de k = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas
cuya matriz de coeficientes sea B - A.

Solucion:
1 1
_(1 -1 kY. L) (k 2
o =) a)-¢ 2
1 O
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
a-Bl=¢ 2 |=k—k-2k=0; kK2=3k=0; k(k=3)=0=

= kl = 0, k2 = 3
La matriz A - B es invertible Vk € R — {0, 3}.

Parak=1=>A-B=G g)

1 1

4-Bl=-2 A4-BY=(; ,

) Adj.dea-By =(° %)

0 -2
(A4-B)1 = Adj.de (AB)" _ (_1 1 ) N

|A-B| -2

(A-B)'=

N | =

((1) _21)

1+k 0 k-1
B-A=<1—k -2 k+1>.

1 -1 k

1+k 0 k-1
1-k -2 k+1
1 -1 k

=2k(1+k)+k-1D*+2k—-1)+(k+1)*=
=2k —2k*+k*>—-2k+1+2k—2+k*+2k+1=0.

De lo anterior se deduce que Rang (B-A) < 2.

|B - A| =

Todos los menores que se pueden formar tienen el factor (1 + k), por lo cual:
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1+k=0=>k=—-1= Parak # —1 = Rang (B - A) = 2.

0O 0 -2 0 —2
Paraelvalork=—-1=>B-A=(2 -2 0 =>|_2 0|=—4¢0=>
1 -1 -1
= Rang (B - A) = 2.

Rang (B - A) = 2,Vk € R.

2 0 0
c) Parak=1:B-A=<0 -2 2).

1 -1 1
Se trata de encontrar una matriz ampliada cuyo rango sea 3.

2 0 0 a
Por ejemplo: (B - A)' = (O -2 2 O) = Rang (B - A)' = {C,C5,C,} >

1 -1 1 0
2 0 a
=0 2 0[=2a+#0,YVaeR,a+0.
110
El sistema puede ser, por ejemplo, paraa = 1:
2x =1
y—z=0}
x—y+z=0
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x si x<0

62) Sea la funcion f(x) = {x Ik si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) enx = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos y minimos
relativos.

¢) Calcule I = flzf(x) - dx.
Solucion:

a) Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =limx =0
x—-0" x—0 =
im f(x) =lim(x - Lx) =0 =f(0) (%)
= lim f(x) = lim f(x) = f(0) =

f(x) es contnua para x = 0.

Parax =0>

(*) lir%(x -Lx) =0-(—) = Ind.=> lir% LTx =2 = Ind.= L'Hopital =
x— x-0 = R
1
= lim % =-limx=-0=0.
x—0 >z x—0

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

1six<0

/ _ 1six<0
f(x)_{Lx+1six20 (%)

—o0 si x=0
= f'(07) # f'(07) =
f(x) no es derivable para x = 0.

>x=0=f(0)=]{

M gx)=x-Lx=>g(x) = 1-Lx+x-%=Lx+1.
b) Para x < 0 la funcidén es f(x) = x, que es mondtona creciente.
Parax = 0 lafuncidnes f(x) = x - Lx, cuya derivada es f'(x) = Lx + 1.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.
_ 1
ffx)=0=>Lx+1=0; Lx=—-1=>x=e1=-

e
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Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién y de lo anterior se deducen los periodos de cre-
cimiento y decrecimiento, asi como sus extremos relativos, que son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—,0) U (% +00).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe€ (0, %)

La funcion tiene un minimo relativo para x = -, cOmo se deduce de los periodos de crecimiento

y decrecimiento; no obstante, se justifica a través de la segunda derivada:

f(x) = % = f"(2) = % = e > 0 = Minimo relativo, como se queria justificar.
e

f@)=3-L:=2-1-Le)=2-(0-1)=-3=

e

Min.: A(3, 7).

e e

u=Lx=>du=l-dx

C)I=f12f(x)'dx=f12(x'Lx)-dx:» S
dv:x-dxz:»v:7

1 x271?

- -dx]:=[’;—Z-Lx—%-fx-dx]i=[xz—2-Lx——-—]1 =

x2 x
PR
2 2 2 2

NOR R

=["72-(2Lx—1)] =[?(2L2—1)]—[§-(2-L1—1)]=2L2—1—i-(—1)=

1

2L2 1+1 2L2 3
= —_ —_ = —_—_
4 4

I=f12f(x)-dx=L4—%.
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x=2-2t
0 x+y+2=0 B
7 )Seanlasrectasr_{y 2s+1=0YS= y:t5+2t,AER.

a) Estudie la posicidn relativa de las rectas dadas y calcula la distancia entre ellas.
b) Determine una ecuacion del plano  que contiene a las rectas r y s.

c) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan contenidos en el plano de
ecuacion z = 0. Calcular una ecuacidn de la recta que pasa por los puntos Py Q.

Solucion:
a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
x+y+2=0 o o _
{y 2z41=0"2=A y="1+424 x=-2-y=-2+1-24>
x=-1-22
>x=—-1-21>r=Jy=-1+24
z=4A

Un punto y un vector director de la rectar son A(—1,—1,0) y v, = (2,-2,—1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(2,5,0) y v, = (2,-2,—1).

Los vectores v, y U, son linealmente dependientes por ser proporcionales (iguales) sus compo-
nentes; esto implica que las rectas r y s son paralelas o coincidentes.

Para diferenciar el caso hacemos comprobamos si el punto B(2,5,0) € s pertenece también a

2=-1-24
r:{S:—1+2,1 S>A>Bér.
0=21

Lasrectasry s son paralelas.

La distancia entre las restas r y s es la misma que la del punto B(2,5,0) € s a la recta r. La dis-
tancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el drea del paralelogramo
que forman dos vectores es el mddulo de su producto vectorial y, de forma geométrica, es el producto
de la base por la altura.

Para una mejor comprensién del proceso se hace un esquema de la situacion.
S = |[v; A AB|
S=191-h
AB = 0B — 04 = [(2,5,0) — (=1,—1,0)] = (3,6,0).

Aplicando la férmula al punto B(2,5,0) y a la recta r:

[y AAB|

[vr]

}=>|_’/\AB| 7] -h = h=d(r,s) =

i j ok
2 -2 -1
d(r,s) = [orndBl _ 3 6 o —
[orl 22+(=2)2+(-1)?
1= 3]+12k+6k+61| |6i— 3]+18k|
- Vata+1 NG
|6l 3j+18k| _

—— =[2i—j+6kl =22+ (-1)2+62=V4+1+36>
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= d(r,s) = V41 u.

b) El plano 7 pedido contiene a un punto de una de las rectas, por ejemplo, B(2,5,0) € sy tiene como
vectores directores al vector director de las rectas r y s y el vector w que tiene como origen el punto
A €1y extremo el punto B € s: W = AB = 0B — 04 = [(2,5,0) — (—1,—-1,0)] = (3,6,0). Su ecua-
cién general es la siguiente:

x—2 y-5 =z
n(B; v, v5) =| 2 -2 -1/=0;
3 6 0

—3(y—-5+12z+6z+6(x—2)=0; 2(x—2)—(y—5)+6z=0;
2x—4—-y+5+6z=0=>
n=2x—y+6z+1=0.

z=0
x=-1-21
C)rE{y=—1+2/1 =1=0= P(-1,-1,0).
z=2A
z=0
x=2—-2t
SE{y:5+2t =t=0=Q(25,0)
zZ=t

Sea ¢ la recta que pasa por los puntos Py Q.
PQ¢ =0Q - 0P =[(2,5,0) — (-1,-1,0)] = (3,6,0) = 7, = (1,2,0).
La expresién de ¢ por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x-2 _y-5__z

1 2 o
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82) Una empresa comercializa tres tipos de productos A, By C. Cuatro de cada siete productos son de
tipo A, dos de cada siete productos son de tipo B y el resto lo son de tipo C. A la exportacion se destina
un 40 % de los productos tipo A, un 60 % de los productos tipo B y un 20 % de los productos tipo C. Ele-
gido un producto al azar, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacion.

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la exporta-
cion.

Solucion:
4
->p= = 0,40 = 0,2286
4
->p= = 0,60 = 0,3429
2
->p= 7 0,60 =0,1714
0,60
0,40 2
-p= 7 0,40 =0,1143
1
->p= = 0,20 = 0,0286
1
->p= = 0,80 = 0,1143

a) P=P(E)=P(ANE)+P(BNE)+P(CNE) =
= P(A) - P(E/A) + P(B) - P(E/B) + P(C) - P(E/C) =
= % . 0,40 + § . 0,60 + ; .0,20 = 0,2286 + 0,1714 + 0,0286 = 0,4286.

b) P = P(C/E) = P(CNE) _ P(C)-P(E/C) _ 2020 00286 — 0,0667.

P(E) P(E) 04286 04286
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