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Introduccion

Licencia

Este trabajo se publica bajo la licencia Creative Commons 4.0 de Reconocimiento-Compartirlgual
4.0 Internacional (CC BY-SA 4.0).

Usted es libre de:

e Compartir — copiar y redistribuir el material en cualquier medio o formato

e Adaptar — remezclar, transformar y crear a partir del material para cualquier finalidad,

incluso comercial.

El licenciador no puede revocar estas libertades mientras cumpla con los términos de la licencia.

Usted debe cumplir las condiciones siguientes:

¢ Reconocimiento — Debe reconocer adecuadamente la autoria, proporcionar un enlace a la
licencia e indicar si se han realizado cambios. Puede hacerlo de cualquier manera razonable,
pero no de una manera que sugiera que tiene el apoyo del licenciador o lo recibe por el uso

que hace.

e CompartirIgual — Si remezcla, transforma o crea a partir del material, deberd difundir

sus contribuciones bajo la misma licencia que el original.

e No hay restricciones adicionales — No puede aplicar términos legales o medidas tec-

nolégicas que legalmente restrinjan realizar aquello que la licencia permite.

Avisos:

No tiene que cumplir con la licencia para aquellos elementos del material en el dominio publico
o cuando su utilizacién esté permitida por la aplicacion de una excepciéon o un limite. No se dan
garantias. La licencia puede no ofrecer todos los permisos necesarios para la utilizacién prevista.

Por ejemplo, otros derechos como los de publicidad, privacidad, o los derechos morales pueden

©00]

limitar el uso del material.
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Parte 0. Introduccion

Este es un libro peculiar, por dos razones. En primer lugar, es un documento vivo y lo seguird
siendo durante mucho tiempo. Voy a ir anadiendo métodos para resolver cuestiones de lo mas
variado y mejorando los que conozca. Ahora mismo no teno claro como terminard ni en qué se

centraré el material.

La segunda razén por la que es especial es por su enfoque. Hay muchisimos libros excelentes sobre
las mas variadas partes de la Matematica: Algebra Lineal, Analisis, Ecuaciones Diferenciales... que
desarrollan la teoria de modo general y exhaustivo. Sin embargo hay muchos menos que piensen
en el no especialista. Si yo quiero ver si una serie converge y no soy un especialista, me interesa
poco una demostracion de los criterios de convergencia. Quiero que me digan como los utilizo y

en qué orden. Es a esta audiencia a la que me dirijo.

Una cuestion mas. He intentado, en la medida de lo posible, poner solo referencias a material
libre. Considero que cualquier obra que se necesite consultar deberia estar disponible para toda la

Humanidad.

Andrés Garcia Mirantes ) (version 2021)
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Part 1

Transformaciones afines

1 Introduccion

El objetivo de este capitulo es desarrollar la teoria de transformaciones afines en el contexto de
la Geometria Métrica. Realmente estas trasnformaciones se pueden definir en espacios afines y es
ese su contexto natural, pero aqui no se trata de estudiarlas en abstracto sino de utilizarlas como
herramientas para la Geometria Analitica clasica, con angulos, distancias, etc. Por eso asumiremos

la estructura adicional de espacio euclideo.

2 Definicién y primera propiedades
A lo largo de todo el capitulo consideramos F' = R2, el plano euclideo, con el sistema de referencia

usual (0, €7, €é3) siendo 0 = (0,0), €1 = (1:0), €5 = (Ojl). Utilizaremos los vectores en vertical u

horizontal indistintamente e identificaremos puntos con coordenadas.

2.1 Definicién de transformacion afin

f: R* — R?
L. y L nip N2
Una transformacion afin es una aplicacion x x con M = ,
y — y + N Nno21 MN22

n
N = ( ! ), y la tnica restriccion de que |A| # 0.
no

Nota

Toda transformacion afin es biyectiva.

El siguiente resultado tiene solo interés tedrico y no lo demostraremos. Nuestro objetivo es utilizar
las transformaciones, no ver cuando algo es transformacion. No obstante, aunque el interés solo

sea tedrico, merece la pena verlo.

Proposicién
Si f: R? — R? es biyectiva y conserva:
(1) Puntos alineados [i.e. A, B,C alineados = f(A), f(B), f(C) alineados]

(2) Proposicion de distancias entre puntos alineados [i.e. si A, B,C estan alineados, A" = f(A),
d(A,B) d(A',B)
Bl = B 4 = ? = ?

entonces f es una transformacion afin.

El siguiente concepto tampoco es 1til en este contexto pero lo incluimos para que no se confunda.

Andrés Garcia Mirantes 6 (version 2021)
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2.2 Definicion de funcion afin

f: R2 — R? ny o nis
Una funcién afin es una aplicacion x x con M = ! ,
y — M + N No1  N29

n
N = ( ! ), sin ninguna restriccion sobre M. Se admite pues tanto |M| = 0 como |M]| # 0.
T2

Como antes, ésto es tedrico y no lo demostraremos.

Proposicién

Sea f: R? — R? tal que conserva,

(1) Puntos alineados [i.e. A, B,C alineados = f(A), f(B), f(C) alineados].

(2) Combinaciones convexas [ f[AA+ (1 — A\)B] =Af(4)+ (1 =X f(B) VA € [0,1]].

entonces f es una funcion afin.

La relacién entre ambos conceptos es clara. La resumimos ahora.

2.3 Relacién entre ambos conceptos

(1) Toda tranformacién afin es una funcién afin.

(2) Si una funcion afin es biyectiva entonces es tranformacion afin.

El siguiente es el teorema fundamental de transformaciones afines.

Teorema

Si A, B,C son tres puntos NO alineados, y A’, B, C’ son tres puntos NO alineados cualquiera,
entonces existe una tnica transformacion afin f : R? — R? tal que A’ = f(4), B’ = f(B),
= f(C).

Demostracién

e Existencia

a b
Sean A = ! , B= ! y asi sucesivamente.
az ba

MA+N=A
Debe ser { MB+ N =B’
MC+N=C

M(B—A)=B — A

Restando debe ser
MC-A)=Cc"-A4A

Andrés Garcia Mirantes 7 (version 2021)
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b1 — c1—a
Definimos pues I' = 1maa !
bQ —as Co2 — a9

Como No estan alineados, |I'| # 0y |I'| # 0. El sistema se resume en MT = I". Nuestra
candidata a M serd M =TT ! y nuestra candidata a N serd N = A’ — M A.
Veamos que efectivamente se cumple.

Lo primero |[M| = |TI’||T7!| #£ 0. MA+ N = A’ por construccion. MB+ N = M(B — A) +
MA+N=B -A+A =D

Anélogamente, MC + N = (.

e Unicidad

Sean f(z) = MX + Ny f(z) = MX 4+ N. Debemos ver que f = f.

f(A)=f(A) = MA+N=MA+N
f(B)=f(B) = MB+N=MB+N
f(C)=f(C) = MC+N=MC+N
Restando tenemos MT = MT = M # M

~~

50
M=M - _ v = N=N
MA+N=MA+N

3 Propiedades afines

Una propiedad afin es aquella que se conserva por transformaciones afines. Veamos a continuacion

las més importantes.

Lema

f: R? — R?

Si 2 C R? es un conjunto medible, y
r — MX+N

con |M| # 0 entonces

wlf(Q)] = n(2) - | M|, con p la medida de Lebesgue. En otras palabras, las areas se multiplican
por |M|.

Demostracion

Sea 2’ = f(xz) = MX + N. El jacobiano es constante |J| = |M].
dz' = |M|dz

W) = /f RS [ vde = jag) [ o= (v (@)

Ejemplo

Area de la elipse.

Andrés Garcia Mirantes 8 (version 2021)
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Solucién

swn= {(2)' 4 () <1}

Hacemos el cambio {

VR
(E\ &\
~—
Il
VR
O [l
TI= O

71 = (@) = (@) > | (@) = wab

Estamos ahora en condiciones de describir las principales propiedades afines.

Denotaremos A’ = f(A) y escribiremos primero el enunciado informal y luego el formal.

Proposicion
Sean propiedades afines

(1) Alineacion de puntos
Si A, B, C estan alineados A’, B’, C’ también.
(2) Incidencia

fIQ N 6] = () N f(O). En particular, si dos rectas se cortan en un punto, sus imagenes

en el punto imagen.

(3) Paralelismo

Si 7y s son rectas paralelas, f(r) y f(s) son paralelas.
(4) Razon simple

d(A
Si A, B, C estan alineadas y son distintas (4, =

d(A,C)  d(A,C")

(5) Tangencia

Si 2y O tienen un tnico punto en comun, f(0) y f() tienen un Gnico punto en comun, la

imagen del punto en comin.

(6) Proporcion de areas

plf)] _ p()

plf©)  u(©

Si Q2 y © son dos conjuntos medibles

~—

Andrés Garcia Mirantes 9 (version 2021)
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(7) Centro de masas
(8) Combinaciones convexas

fOP+ (1 =XQ) =Af(P)+(1-M)f(Q)
Demostracién

Sea f(x) =MX + N con |[M|#0

(1) Alineaciéon de puntos

Sean A, B, C puntos alineados

A'=MA+N
B'= MB+ N portanto A’B' =M - AB, A’/C" = M - AC.
C'=MB+ N

Si estan alineados I\ € R/ AC = AAB.

Pero entonces A’B' = M- AC =M -AAB=X-M-AB = \A'B’ luego estan alineados.
(2) Incidencia

Se cumple cualquier f biyectiva.

(3) Paralelismo

Sean 7 y s paralelas.

Entonces r = {(z,y) = (w0, y0) + )‘(Uljv2)} y s ={(2,y) = (x1,51) + )‘<U1:U2)}' Calculemos
los vectores directores de f(r) y f(s).

Dos puntos de f(r) son P, = M ( o ) +NyPy, =M ( ot > + N luego el vector

Yo Yo + V2
es M U1 .
V2

Analogamente , el vector de f(s) es M ( i

> . Como tienen el mismo vector son paralelas.
vg
(4) Razén simple
Como hemos visto en (1) A’B' = M - ABy A/C" = M - AC.
Como son alineadas, AC = AAB luego AT’ = MAC.
d(A,B) _||AB|| _ ||AB|| _ 1

d(A,C)  |AC|  |INAC| A

dA,B) _||AB _ ||AB]| _ 1

d(A.C) e |are] A

claramente son iguales.
(5) Tangencia
Es un caso particular de (2).

(6) Proporcion de areas

plf (O] M) ()
plf©)  [M|p©)  p(O)
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(7) Centro de masas (demostracion intuitiva).

Si una recta divide a la figura en dos partes de igual 4rea, la recta transformada también
divide a la figura transformada en dos partes de igual drea. Basta tomar dos rectas con esa
propiedad para ver que el centro de masas se conserva.

(8) Combinaciones convexas

Es evidente a partir de (1) y (4).

4 Aplicaciones de las transformaciones

Veamos algunas aplicaciones de las transformaciones como ejemplo.

Ejemplo 1

Probar que la mediana divide a un tridngulo en dos de igual area.

Solucién

Sea el triangulo

A= (1,0

i

0.5

La mediana por el vértice superior es la recta {x = 0}. Los dos tridngulos que delimitan tienen
area igual. Sea ahora un tridngulo PQR cualquiera. Existe una transformacién afin que convierte
ABC en PQR, con f(B) = Q. La mediana por @ es la recta que pasa por @ y el punto medio
de Py R. Pero como Q = f(B) y f se conserva puntos medios es f({z = 0}). Como conserva

proposiciones de areas, f({z = 0}) divide a PQR en dos de igual area.

Ejemplo 2

Calcular la tangente a la parabola (r —y)? = x +y — 2 por el punto (2, 1).

Andrés Garcia Mirantes 11 (version 2021)
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Solucién

=xz—y x 1 -1 T 0
Sea que corresponde a = +
Y =xz+y—2 y 1 1 y -2

La parabola pasa a ser y’ = (2)2.

1 -1 2 0 1
2,1 - + =
La tangente a y' = g(z') es ¢y — y, = ¢'(z() (2’ — x(), g’ (x) = 22'. Luego es

y—1=2-12"-1) & ¢y —1=22"-2 6 y =22 —1

Sustituyendo (x +y —2)=2(x —y) —lesdecirz +y —2=22—2y — 1

1
Jy=z+1 o) y:x+

Ejemplo 3

Dado un tridngulo ABC' cualquiera, trazamos las tres paralelas a los aldos por el vértice opuesto
para construir un tridngulo PQR. Calcular la proporcion de las dreas de ambos triangulos.
Solucién

El paralelismo, la incidencia y la proposicion de dreas son propiedades afines. SIN PERDIDA
de generalidad, puede tomarse cualquier tridngulo ABC, por ejemplo A = (0,0), B = (1,0) y
C=(0,1).

. i
% :
~ 15 ]
% H
H
S Q=(-11) C=(0,1) L P=(11
___________ F S
H
H
1]
;
v B=(1,0)
15 % ' 15 2 25
. :
\‘ :
A ]
05 N H
R H
o |
‘I
5 & R=(1,-1)
15 E by
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1-1
L ., 2 |1
a proporcion es —=5- =| -

2

Part 11

Estudio de convergencia de series

El objetivo de estas notas es dar un método general para estudiar si una serie es convergente o no.
Hay muchos criterios y es facil perderse, de modo que voy a restringirme a los més ttiles. Me falta

la primera serie que no salga con estos métodos.

1. Series de términos positivos
2. Series alternadas

3. Series de potencias

4. Series generales

5. Criterio de Abel

5 Series de términos positivos

Una serie Y @y, es de términos positivos si a,, > 0V n (la definicién es bastante obvia, ciertamente).

Observacion

Si una serie es términos positivos, entonces es convergente o divergente (no puede ser oscilante).

Usaremos C para convergente y D para divergente.

Criterios

Solo son necesarios cuatro criterios, que citaré a continuacion. El primero sirve para series expo-

nenciales (una sucesion elevada a otra) y el resto para todas las demaés.

e Criterio 0. Criterio logaritmico.

Si lim Lnl1/an) =1 ~In(an) = L entonces:
n—oo  Ln(n) n—oo  Ln(n)
1. Si L > 1 [vale también L = oo] la serie converge
2. Si L <1 [vale también L = —o0] la serie diverge

3. En el caso de que valga 1 (o que el limite no exista) no podemos decir nada

Andrés Garcia Mirantes 13 (version 2021)
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e Criterio 1. Criterio de comparacion con paso al limite.

Si lim Z—" =L € (0,4+00) (no vale ni 0, ni +00) entonces Y a, y > b, tienen el mismo
n—oo n

caracter. Es decir,
> a, € = > b Cy Y anD & > b, D

Notacion

Si dos series tienen el mismo caracter se representa Y a, ~ Y by,.

e Criterio 2. Criterio del cociente.

. a
Supongamos que 3 lim —*! = L. Entonces,

n—oo @,
1. Si L <1 [vale también L = 0] la serie es convergente.
2. Si L > 1 [vale también L = 4o0] la serie es divergente.

3. En el caso de que valga 1 (o que el limite no exista) no podemos decir nada

e Criterio 3. Criterio de condensacion de Canchy.
Si ant1 < a, Vn, entonces las series > a, y Y. 2" asn tienen el mismo caracter.

Es decir, si cambiamos n por 2™ y multiplicamos por 2™, el caricter no varia.

Veamos algunos ejemplos para demostrar que algunas series conocidas convergen. Luego, estas

convergencias pueden usarse sin demostracion.
Ejemplo. Una serie exponencial

oo 1 n
Estudiar el caracter de Z <1 + 3>
n

n=0
Solucién

Esta es una serie exponencial. Hacemos el limite. Es més facil con la segunda expresion:

1
lim 7—Ln(an) = lim ——nLn(l + ﬁ)
n—00 Ln(n) n—00 Ln(n)

y, usando la equivalencia del logaritmo es:

i —n# = lim 1 =0
n—oo Lm(n)  n—oon2Ln(n)

con lo que concluimos que la serie diverge.

Ejemplo. La serie geométrica.

o0
Sea x € (0,+00), estudiar el caracter de Z 2™ en funcién de z.

n=0

Andrés Garcia Mirantes 14 (version 2021)
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Solucién

Por el criterio del cociente:
SL‘"+1

|
8

n—oo M

Luego

l.za<l = Y a"C
2.2>1 = Y a"D
.Y qué pasa con x = 17

Pueses1+4+1+1+4...4 ... obviamente divergente.

Luego converge si € (0,1), diverge si z € [1, +00).

Ejemplo. La serie armoénica.

o0
Estudiar la convergencia de Z — con a € (0,+00).
n

n=1
Solucién
Probamos el criterio del cociente, tenemos
1
lim (t1)* _ lim

no

) =1%=1 Inconclusivo

Asf pues, hay que probar el de condensacién (el criterio del limite requiere otra serie y no tenemos

nada que se parezca). Tenemos que ver que es monotona.

1 < L b >0
a = — =ap ST &
n+1 (n + 1)(1 ne n

Una manera de verlo es notar n 1 = n® 1 = -

Luego Y -L ~ Y 2n —(2,})0 =5 (2"t

Usamos el criterio del cociente:

(2n+1)1—a _ 21_a

R =
217 <1 & (1-a)log2<logl=0 & 1-a<0 & a>1
Luego,
1. Sia>1C
2.85a<1D
3. Sia=1serfa) (2")l=*=>"(2")°" =31 divergente

Nétese que al saber que > =& ~ > (27)1=@ = 3~ (21=%)? podrfamos haber hecho z = 21=% y

no

aplicar que es geométrica.

Andrés Garcia Mirantes 15 (version 2021)
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Veamos ahora el método general.

Método general

1. Si es una serie exponencial, aplicar el criterio logaritmico. En caso contrario, seguir al paso

2.

2. Usar el criterio del limite para convertirla en una serie sencilla.

Recordar los grados de infinitud: logn << n® << " << nl << n™.

3. Probar el criterio del cociente.

4. Si no sale, utilizar el criterio de condensaciéon y volver al paso 3.

Ejemplo 1
Estudiar el caracter de i ;
—n(n+1)

Solucién

1 1 1

= . Va a ser como —.

n(n+1) n24n n?
En efecto,
Pero

1
2

Ejemplo 2
Z Ln (1 + 1)
n=1 n
Solucién

Sabemos que Ln (1 + %) ~

1
n

lim
n— 00

Pero

E:if>:>§:Ln<l+i>Z)

Ejemplo 3

n®—>5

. Por tanto,

Estudiar el caracter de Z

3n*+n3+ Ln(n)’

Ln(1+2)

1
n

1
- Zn(n+1) b

(Las series armoénica y geomeétrica son conocidas y SIEMPRE se pueden usar).

=1

Andrés Garcia Mirantes
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Solucién

Lo de arriba es como n?. Lo de abajo es como 3n*. Luego sera como ?12 C. Vamos a verlo,

2
__n"=5 4 2 4 5
. 3nt+nd3+Ln(n) . n* —n T n (1_ n2) 71
A T S gy T A =3 € (0
L
1341y L)
n
——
0

Por tanto la serie es convergente.

Ejemplo 4

1
Estudiar Z oy en funciéon de a € (0, +00).

Solucién

En primer lugar, hay que mirar a ver si domina n® o n. Podemos encontrar dos casos:

* Sia <1 domina 5n.

Es como +. Veamoslo,

=

n*Ln(n n . 1
lim % - lm — =
n—00 - n— 00 5
L
" ?(n) 45
n -
——
0
Luego es como Y % divergente.
* Sia>1 domina n®Ln(n).
Veamos el limite,
S TR n® Ln(n)
lim 2CEEOR iy —1
OéL 1 P
nLn(n) |1+ no=1Ln(n)
————
0
El limite del cociente es poco claro.
1 @
lim DLt oy n lim 7Ln(n)
—_——
le=1
El otro es
Ln(n + 1) nil
1 = — =1
n—00 n(n) n—oo 1
Andrés Garcia Mirantes 17

(version 2021)



Matemadticas Generales 18

Sale 1. Inconclusivo.
nt= n*t

Ln(n) 1
sacion,

Pero —=To

} = n%*Ln(n) T = ﬁ J. Podemos aplicar el criterio de conden-

1 on B (217a)n
2 neLn(n) 2 (2)*Ln(2") 2. nLn?2

(21711)71 N Z (21704)71

In 2 soélo estorba, es constante. Y es
’ 2 nlIn?2 n

Por el contrario del cociente,

e "
. n+1 — 1 ol—a _ 9l-a
S eEo it s B
Sia < 1es 27> 1 divergente.
(21—a)n 1
Queda a=1. Peroesaes y ——=>"—1D
n n

En conclusion,

5 1

m converge si a > 1, diverge si o < 1.

6 Series alternadas

Las series alternadas son de la forma Z (—1)” a” con a >0 VYn.

Puede estudiarse asociando términos o bien, usando el siguiente criterio.

Criterio de Leibniz

Si a, | 0 entonces Y (—1)™ a™ converge.

Ejemplo
. ) — (—1)nt?
Estudiar el caracter de Z -
n=1 n
Solucién

Vamos a hacerlo de dos maneras. En primer lugar, asociando. Podemos ponerla como 1 — % + % —

1 1 1
1t T o~ angp quees

g (a2k+1 - a2k) = g - = E o1 1 1N/0L 1 o)
= =2kt 2k+2 o~ (2k+1)(2k + 2)
1

1
m que es como — convergente.

Seria > 12

1
En segundo lugar, con el criterio de Leibniz. Es facil notar que n T = % $yque — — 0 luego
n

por el criterio de Leibniz converge.
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7 Series de potencias

Son series del tipo Y @, £ con € C (ntimeros complejos).

Podemos ver su convergencia de golpe. a,, no tiene porqué ser positivo, puede hasta ser complejo.

Criterio del cociente para series de potencias

Sea L = lim ¢

n— oo

suponiendo que exista.

QAn
1. Si L =0 converge Vz € C.

2. Si L € (0,+00) converge si |z| < 1/L, y no converge si |z| > 1/L. En |z| = 1/L no sabemos

nada.

3. Si L = 400 so6lo converge para x = 0.

A % se le llama radio de convergencia, por razones obvias. Para L = 0 se habla de radio de

convergencia infinito, y para L = 400 se llama radio de convergencia nulo.

Ejemplo
o0 Jjn
Estudiar la convergencia de Z —— en funcién de x € R.
=n® 4+ 5
Solucién
anrl
. |(n+1)2+5 , n?+5 || HL
lim |-——%——| = lim - = |z
n2+5 v v
1 ||
Asi pues, converge si |z| < 1y no converge si |z| > 1.
.Y qué pasa en |z| =17
Podemos encontrar dos casos:
= (=" 1 criterio de Leibni
erx=—-les) g bore criterio de Leibniz, converge.
les Y g =% o~ S t
e x=1es =5 ——— ~ Y — convergente.
n%+5 n?+5 n? &

Luego converge si |z| < 1, y no converge en otro caso.

8 Series generales

Estamos ya en disposiciéon de resolver el problema general, que no es otro que estudiar la conver-

gencia de > a, donde a,, € C es arbitrario.

La mayor parte de los casos se simplifican mucho ( e incluso es frecuente que se resuelvan del todo)

estudiando la serie de términos positivos.
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Proposicion

Si " |an| converge entonces > a, converge. En otras palabras, si la serie absoluta converge la

original también.

El reciproco es falso.

Ejemplos
" | i 1
1. Y g s convergente porque lo es ) 3| =2
o~ (=D D"
2. Z es convergente por el criterio de Leibniz. Pero Z ‘ = Z — que es diver-
n n n
n=1 n=1 n=1
gente.
Proposicién

Si > a, es convergente entonces lim |a,| = 0. En otras palabras, si una serie converge su término
n—oo
general tiende a 0. El reciproco es falso.
Notese que lim |a,| =0 < lim a, =0, pero creo que es més claro con el modulo.
n—oo n— oo
Ejemplos
2

o0
1 .1
1. E — es convergente y, en consecuencia, — — 0.
n n
n=1

1 =1
2.2 50 = di )
n pero Z n 1verge

n=1
(oo}
. . . o n—2 n
3. Sin aplicar ningtn criterio, sabemos que E 1 (=1)" no puede converger, pues
n
n=0
. n—2 "
e [ T = 1A

9 Meétodo general para series

1. Considerar la serie Y |ay|.

(a) Si ) |ayn| converge = > a, converge. Hemos acabado.

(b) Si nhHH;O |an| # 0 (o no existe el limite) la serie NO converge. Hemos acabado.
2. ;Es una serie de potencias? Aplicar los criterios.
3. ;Es una serie de términos positivos? Aplicar los criterios.
4. ;Es una serie alternada? Aplicar los criterios.

5. Como ultimo recurso, utilizar el Teorema de Abel (ver mas adelante).

Ejemplo 1
Estudiar el caracter de la serie Z eat ) e funcion de a y b (reales).
n=0
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Solucién

Lo voy a hacer de dos maneras, primero como serie general, y luego como serie de potencias.

o Serie general

Sea C,, = ‘e(““b)”

_ }ean| |ezbn| e

1
Vamos a estudiar > C,.

Comencemos por el criterio del cociente.

6a(n+1)
lim ——— =e¢° e’ <1l & Ln(e*)<In(l) & a<0

n—oo e

diverja NO indica que Z platbi)n

n=0

Luego converge si a < 0. jOJO! que la serie C,, = ‘e(‘”‘bi)"
diverja o no converja. El criterio s6lo va en un sentido.

Calculemos ahora el limite del término general.

+oo e*>1
lim e = lim (e*)"=4¢ 1 e’ =1
n—oo n—oo

0 e* <1

Luego e® > 1 = la serie no converge. Pero eso es a > 0.

Hemos tenido suerte (o, quizas mejor dicho, el problema estaba preparado) pues cubrimos

todos los casos.
En resumen:

o0
*a>0 = Z a7 1o converge.

n=0

o]
*a<0 = Ze(a“b)” converge.

n=0

El valor de b es irrelevante.

e Serie de potencias

(oo} oo n (oo}

Z elatibn — Z (e““b) = Z 2™ con la (obvia) de funci6n.
n=0 n=0 n=0

5 = 6a+bi

o0
La serie es Zan 2" con ap, =1Vn € RU{0}.
n=0

El limite del cociente no puede ser més sencillo,

. e’ o1
li "= lim =1
n—oo | n—oo 1
Luego el radio de convergencia es 1 = 1. Converge si |z| < 1y no converge si |z > 1.

Y qué pasasi |z| =17

El criterio no nos dice nada. Hay que tratarla como una serie general. Su término general es

ay 2",y sumodulo es {an z”| = |ag| |2|* =1-1™ = 1 que, obviamente, no tiende a 0.
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Luego converge si e* < 1, y no converge si e* > 1, es decir, converge si a < 0, y no converge

sia>0.

Ejemplo 2
>, sen (l) x™

Estudiar el caracter de Z n

2 5 d en funcién de x € R.

Solucién

Lo primero notamos que es una serie de potencias. Afortunadamente, real. Aplicamos el criterio

del cociente.

e (%H) 1 Sen< 1 > 1
lim bl 4 _ m 5+ Sen(m): lim 5t -1 ntl n ot
n—oo  sen (%) n—oo 57l + 4 sen (%) n—oo Bt 4+ 4 n—oo 1 won (1) 1
5n 4 4 1 1 n+1 n n
1 Y 1

1
El radio de convergencia es pues + = 5.
5

Converge si |x| < 5, y no converge si |z] = 5.

En el caso |z| =5 tenemos x =5y x = —5.

e r=>5

1
n (L1
Para x =5 es (”) -5™ que es de términos positivos.

5n +4
1 . 1
=) es equivalente a = 1
S(Z} (".) am n } Probamos —
W) tlende al n
sen (%) - 5"
5n 1 4 sen (l) 5"
lim = lim ———2~. =1
n— 00 l n—00 l 5" 44
n n

1
Como Y — D la original diverge.
n

e r=-5

5 1 5n 1
Laotra, x = —5 es mas facil pues es (71)"~5 n 15en <) y el término a,, = 5n ot 15en ()
n n n n

no es decreciente. Pero es

St () S () 2 e ()

y, ahora si, por el criterio de Leibniz, ambas convergen.

10 El Criterio de Abel

Esta es una medida desesperada y casi se aplica s6lo a series complejas. Pero, por completar, lo

ponemos. Es una generalizacién del criterio de Leibniz.
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Criterio del Abel

Si > a, es una serie compleja con las sumas parciales acotadas, y b, es sucesion real con b, | 0

entonces Y a, b, converge [nétese que el criterio de Leibniz es el caso especial a,, =

Ejemplos

n

oo
_1 n
1. La serie Z (=1) puede ponerse como Y a, b, con a, = (—=1)" y b, =
n=1

Las sumas parciales son acotadas

Por el criterio de Abel converge.

in

2. Estudiar Z n. Puede ponerse como »_ a, b, con a,

n=0

Las sumas parciales son acotadas

n 1 (2| 3| 4
an —1]1|-1
Sp=ao+...+a, | -1 0| —-1] -1
=i"yb,=210.
n 1 |2] 3 |4
an i —i |1
Sp=ap+...+an 1+i|i| 0|1

Por el criterio de Abel converge.

1

Lo

(~1)"].
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Part III

Suma de series

Introduccion

En muchos problemas, aparece la suma de una serie o una suma finita en funcion del numero de

valores. Muy raramente en el problema completo, pero es necesario saber sumarlas.

11 Ideas generales

En esencia, para las series y sumas finitas, lo que hay es una serie o suma modelo que sabemos lo
que sale. Lo dificil es ver por qué este modelo suma eso. Puede venir de un desarrollo de Taylor,

de un

Asi, por ejemplo, el desarrollo ilimitado de Taylor nos dice que

X n
=3
n!
n=0
y un razonamiento sobre restas como se hace en Secundaria o el desarrollo de nuevo que
o0
1
D DL
—x
n=0

Por su parte, el binomio de Newton nos dice que
N
N
N N—
(@+y)N =73 ( aty
n
n=0
Salvo en las inversas de polinomios, la idea es siempre la misma:
1. Buscar una serie (o suma finita) de referencia.

2. Transformar la serie buscada. Las operaciones més frecuentes son:

(a) Separar en sumas. Es habitual, por ejemplo, que haya que poner un factorial, algo como
n?=n(n—1)+1.

(b) Derivar.

(c) Integrar.

(d) Cambios de variable.

3. Identificar cada parte con la serie original.

Sumas conocidas

Solo hay cuatro tipos de series o sumas finitas que se pueden calcular directamente. Las demas

son variantes y combinaciones de ellas. Son, donde P(n) denota un polinomio.
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1. Geométricas y variantes. Del tipo Pa;(,? ). Sies infinita, que es el caso méas usual, debe ser
|z < 1.

z" P(n)
n!

2. Exponencial y variantes. Del tipo . ¢y P pueden ser cualesquiera.

N /N
3. Bindmicas, del tipo Z ( )x”yN_"
n

n=0

4. Polinémica inversa. Del tipo & ( y con grad (P) > 1.

12 Geométricas

oo

Definimos f(r) = Zr". Si |r| < 1, la suma es esta serie serfa f(r) = %—. Un poco menos
n=0
ol 1—rV
frecuente, pero también conocida es f(r) = Z r" = T que en este caso solo requiere r # 1.
—-r
n=0
El caso r = 1 es trivial, sale N.
Ahora bien, cada vez que derivamos, aumentamos en 1 el grado del polinomio f'(n Z nr" ",
oo
f"(n) = Z n(n —1)r"2.
n=2

Por ello es método es claro:

1. Definir f(r Zr

2. Derivar tantas veces como el grado del polinomio.

3. Ajustar la serie con la derivada.

4. Sustituirf’()_UT f(k)()—ﬁ
Ejemplos
1,1, 1 1 1
1.Sumar§+§+3—2+._.+W:ZW
n=0
=1 I 1 1 1 1 4 2
ZW:’Zﬁ:*'jZ*'*Z*
2 2420 2 1-17 2373
S 1
) o
umarz5n
n=0
= 1
f(T)ZZrnzl_r
n=0
flir)= an"’l
n=1
D N P M
n=0

Nos sobra parte, identificando:
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n= n=0
\“,_/ N—_——
suma f’(é)

Luego

La suma es

1 125 1 25 5 25 105

95 64 25 16 64 16 64

3. Sumar i (="
) —in- on

(=Y "=
n=0

y tomaremos r = —3 pero en este caso integraremos:
/ °° n+1
1) 1
n= O n+

de donde tenemos la igualdad

con lo que finalmente, tomando r = 5~

nil 5;12): =—Ln (1 + ;) =—ILn (;) = Ln(2) — Ln(3)

Obsérvese que la suma es negativa, igual que su primer término. No hay razén a priori para

que una serie con términos negativos y positivos salga positiva.

Nota sobre series en el limite. El teorema de Abel

o0
Es interesante notar que, si bien la formula no es valida si |r| = 1, si sabemos que la serie E an,
n=0
o0 o0
es convergente y la funcion f(r) = E a,r" es continua en r = 1 entonces E an, = f(1)
n=0 n=0

Este teorema se usa en muchas series famosas. Su demostracién puede verse en el anexo.

Ejemplo

Sumar la serie 1 — % + % — % + ... demostrando previamente su convergencia.
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o0
-1 n—1
La serie es E L y es convergente por el criterio de Leibniz.
n

n=1

o0
-1 n—lTn
Definiendo f(r) = E L es claro que su radio de convergencia es 1. Derivando tenemos
n

n=1
[e%S) [eS)

1
fi(r)= Z(fl)"*lr"*1 = Z(fr)”*l = o7 [basta hacer el cambio de variable k = n — 1].
n=1 n=1

Por otro lado, f(0) = 0 de donde f(r) +le1%6 =Ln(l+r).

Esta funcién es continua en 7 = 1 de donde
e -1 n—1
27( 7)1 = f(1) = Ln(1+1)

n=1

con lo que, finalmente

1 1 1
l— 4. =1InE
53757 n(2)

Demostrando el teorema de Abel de una manera un poco diferente podriamos haberlo hecho con
e n

y tomando r = —1.

13 Exponencial y variantes

=\ P(n)z" = "
Son del tipoz ———. El método es similar, pero la serie de referencia es f(z) = Z — =¢",
o n! o n!

y no es necesario derivar, basta identificar. Concretamente:
1. Expresar P(n) como suma de 1,n,n(n —1),n(n —1)(n —2),.. ..
2. Simplificar. Ojo con el 0, j;;iNO SE PUEDE SIMPLIFICAR 0! CON 0!!!!
3. Poner igual al exponente de x y el factorial, multiplicando o dividiendo por .

4. Identificar. Es posible que haya términos sueltos.

Ejemplos

oo 2n
1. Sumar Z n '
n!

n=0

n o __ n
Observese que ;5 = eI

Esto es igual a 1), sin #£ 0.

n2" = n2" = on—l
pr— pr— 2
Z n! Zn(nfl)! Z (n—1)!
n=1 n=1 n=1
o0
00
Hacemos el cambio k =n — 1. Asin = k
1
0

o0
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2. Sumarz n? Qn

Empieza en 1. Ponemos k = (n — 1)! n = k

k! k!
k=0 k=0

i (k4 1)2 2k+1 ik2+2k+12k+1

Hay que buscar el denominador.

kU= k(k —1)(k — 2)! = (k% — k)(k — 2)!

k2 —k i =3k w28
D 2 T
n=0 n=0 k=0
. > k(k—1) bl o3 N 2M )
El primero es Z WQ =2 Z =8e
oo 2k 1
El segundo es Z o 2’chl =322 Z =12¢2
k=0 -t
gk+1 < ok
El tercero es ZT =2 o =2¢?
k=0 k=0

El total es 82 + 12¢e2 4+ 2¢2 = 22¢2.

14 Inversas de polinomios

Son series del tipo % con grad (P) > 2. Me centraré en el caso de raices enteras simples.

El método es el siguiente:

1. Descomponer % = nézl + ...+ nA’“ en fracciones simples.
1

2. Definir Sy =1 + % +... .+ % Poner Z Pln) en funcion de varios Sy, que seran algo asi
n

1 1
como §SN — §SN+2.

3. Si es sencillo, se puede desarrollar. Si no, se cumple siempre que Sy4, = Sy + ry con

limN_ﬂx, rnN = 0

4. Simplificar y tomar limites.

Ejemplos
L. S 1+i+1+2 oyt
1 A . B An—A+Bn—-B 1 N A+B=0
n2—1 n—-1 n+1 n?—1 Cn2-1 A-B=1
_1 _ 1 .
A=3 B = —35 como es simple lo podemos desarrollar
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oo N N
1 1 1 1
il _ _
DD L N D D B D
n=2 n=2 =
—n—-1 2 N -1
)L I S I B
—nt+l 2 N+1
por lo que
I U S VU O T | O R S
—n?-1 2 2 N -1 3 2 77 N+1)| 2 2 N N+1

y finalmente

YN ST S IS N § Y B
n2—1 2 N-ooo 2 N N+1 2 2/ 8

n=2

= n+1
2. —_—
Sumar nzz:l w2+ )

n+1 A B C

n(n +2)(n+4) E+n+2+n+4

A(n*+6n+8)+ Bn(n+4) +Cn(n+2) =n+1

(A+B+CO)n®+ (6A+4B+2C)n+8A=n+1

—2-2B-2C=0 A
gH4B+20=1 = 2B=¢

1
8A=1= A=
i+2B=1

—2(3+B+0)=0
S+4aB+20=1

1 2
gtgt¢=0=

También puede hacerse sustituyendo.

An+2)(n+4)+Bn(n+4)+Cn(n+2)=n+1

w0+ a-2-4=1 = [A=] ]
n=-2= B(-2)-2=-2+1 = —4B+1=-1 = [B=1=2 |
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n=-4 = O(-4)(-2)=-4+1 = C(-8) = -3 =

En cualquier caso:

AR
=5 —1-==S5 - =
712::1 nt2 N+2 N TN
Yo 1 1 1 12464443 25
=S —1l-=—-=-—-= =—+8 =25 N— —
;n+4 N 2 3 1 12 TONTINZONTIN T
257 1|13 .
[SN+2SN—3+2TN—3SN—3TN+4 g Z+2TN—3’I"N — %
0 0

15 Sumas finitas
Polinomios
N
Z P(n) siendo P(n) un polinomio de grado K.
n=1
Proposicién
Sea P un polinomio de grado K, entonces existe un polinomio ) de grado k + 1 tal que
VY NeN, QN Z P(n
Demostraciéon
Sea f(N Z P(n), es funciéon bien definida. Sea A el operador definido por A f(z) = f(2') —
flz=1).

Sabemos que A f(N) = P(N) y que A2 f(N) = A**1 P(N) = 0 luego f es un polinomio de
grado k + 1 (a lo sumo).

Método

Puesto que Q(N Z P(N) es un polinomio, podemos escribirlo como

Q(N):A0+A1N+A2N( —1)+4...+ Ay N(n—1)...(N — K).
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Pero sabemos ademaés que,
Ap=Q(0)=0

Ao+ A =Q(1) = P(1)
Ao+241+2A, =Q(2) =P(1)+ P(2)

Igualando coeficientes obtenemos la formula.

Ejemplo
Q(N)=12+422+ . .+ k% Es grado 3. Ay + A;N + A, N(N — 1) + AsN((N — 1)(N — 2))

Q0)=0 = Ay =0
Ql(l)zl = A1:1

Q2)=12+2>=5
Q(2) =241 +24; & 5=2+24; = 3=24, = Ay =3
QB)=12+22+32=14

)

Q?) *14*3A1+6A2+6A3 4 14*3+9+6A3 -~ A3

La formula es

N
; N+ N(N 4 éN((N C 1V —2)

Es mas habitual ponerla junta:

6N +9N? —9N +2N3 —6N2 +4N  2N3+3N?2+ N  N(N+1)(2N +1)

3 1
N+ZN(N-1)+5(N-1)(N-2) = - = -

sin méas que sacar factor comin a N, notar que —1 es raiz, y dividir por Ruffini.

Numeros combinatorios

Sumas del tipo Z P(N)z¥. La idea es usar el binomio de Newton Z ") gk = (1+z)".
k=0 imo \ I

1. Expresar P(n) como P(k) =ap+ a1 K + as K(K — 1) +.... Hacer cada una por separado.

2. Para sumar Z " n(n—1)...(n —q) 2% se desarrolla como
imo \ &

(;) XKEK(K ~1)... (K q) = KK ~1)...(K — q) - ptgeyz

3. Los primeros g + 1 términos son nulos. Hacemos el cambio
n

p

n—q

p—q

K=14qg4+ror=K—-q—-1 K - r
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Ahora es

n—q—1 n 1

Z . n! -xH'q'H:n(n—l)...(n—q)xq+1 f (n—q—1)! T —

— rlin—(r+q+1)] = rlf(n—q—1)—7]

=n(n—-1)...(n—q) Xq+1[1 + x]nfq—l

n
4. Sies Z ( X ) z¥ sumar y restar los p primeros.

k=p
Ejemplo
Sumar Zn: ( In( ) " (K? — K)
k=0
- n 3 " n! 3 -
¥< K ) SR DY < vy ey 5T R i i
_ = _ w r+5 __ o 5'“72 n—2 ro__ o n—
e T s AP D ( , ) o =n(n=1a’ (1+a)
[(n—2)—r]

16 Anexo. Teorema de Abel

Una ¢

Part IV

Integracién indefinida

El calculo de primitivas (integracion indefinida) es realmente muy extenso, pero la inmensa mayoria

de las funciones que aparecen en la practica se integran con muy pocas ideas.

Ademas, contrariamente a lo que parece creerse, las integrales no son en general una cuestiéon de
ingenio e ideas felices, sino de método. Recomiendo a todo aquel, que quiera ampliar conocimiento,

el libro de Puig Adam ’Calculo integral’.

17 Planteamiento del problema

Dada una funcién f, calcular otra funcién F tal que F’ = f. La funcién F se dice primitiva de F.

Nota

e Dos primitivas difieren a la suma en una constante. Eso implica que, aunque métodos distin-

tos pueden dar formas funcionales distintas, realmente sélo hay una primitiva salvo constante.

e No importa cémo se calcule ni si el método es poco riguroso. Si al derivar da la original, esta

resuelto.
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18 Técnicas elementales
e Integraciéon por cambio de variable
Sea [ f(z)dz. Siz = g(t) entonces
[r@ds= [ slglg @
e Integraciéon por partes

/udvzuv—/vdu

e Funciones integrables inmediatamente

2ot

Javdx = = Sy +Csia# —1
— Inx+Csia=-1

1.

2. fexdz:e“"JrC'
3. [senzdr = —cosz+C
4. [coszdx = senxz + C

5. fliﬁ,z =arctgz +C

Pasemos pues a describir los métodos generales.

19 Integrales racionales

Toda funcién racional se puede integrar. SIN EXCEPCIONES. El método se describe a contin-
uacion:

1. Sea f(z) = ggg Entonces ggg = R(z) + xfil;l + (321—4791:21)2 +...4 (xf;ﬁnl + (1,{29;2) +...por

los desarrollos de Laurent complejos.

2. Se integra cada una por separado. Si hay coeficientes complejos, se agrupan. De este modo,

quedan varios tipos de integrales:

(a) Integral polinémica J R(z) dx

n n a, - Xk+1
/anX"—i—...—l—alx—l—aodm:/E apXF dx = —_—+
k+1
k=0 k=0
: dz
(b) Integral de cociente Aij | a5

&=

Hacemos el cambio t =x —a — dt = dx y queda

f—; = Int+C=ILn(z—a+C)sin=1
t—n+1 C - (w_a)fvﬂrl C . 1
- SatC="Fmg tCsin#
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(c) Integral de grado 1 compleja ’ [ i de con 22 + Bx + C con raices
complejas.
Mzx+ N

X2+ Br+C™

Como no tiene raices, debe ser

/ Mx+ N d
(x —a)? + b2 *

Sacamos la b:

Mz + N 1 [ Mz+N
i (7@

— 2 2 2 a2
r—a)?>+b b eza)® 4
Hacemos el cambio ¢t = #3¢ dﬁ:%$ = dr=>bdt
1 fct+e tdt 9
— = t 1 tgt + C
b/t2+1 /t2+1 b/t2+1 In(t+1) +arctgt +

(d) Integral de grado 2 o grado n compleja con z2 + Bz + C con

) oemsterer |

raices complejas.

Lo primero, hay que notar que si es T se puede dividir como

___P@
X Bzt O)"
P(r) = Q(z)(X?% + Bx + C) + Mz + N por lo que es

P(z) _ Q(x) Mz + N
(X2+Bx+C)»  (X2+Bx+C)»!  (X2+ Bx+QO)"

y asi sucesivamente.

De ello se deduce que el numerador puede tomarse de grado 1, y de hecho, se puede

imponer en la descomposicion.

. s Mz+N
Asi pues, nos retringiremos a f X+ Brt Oy

/ ct+e d
——dx
(t2 4 1)

Se descompone

c 2t e [(#+1) dt
5/(t2+1)n+e/(t2+1)n_2/ (1—n) +/(t2+1)”

Basta hacer esta dltima. De hecho, basta reducir el grado, pues para n = 1 ya la

como antes, se puede expresar como

sabemos hacer.

Sea I, = f (1+t2)"' Sumamos y restamos:

t?4+1—t2 dt t2
/ ant:/ 2 n71_/ 2ndt
(1+1¢?) (t2+1) (1+1¢2)

Por partes,

u=t dv = ﬁ

du=dt p=1.0807"

S e =SS~ ant [ ade
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RESUMEN
Alnl

1.- Sea f(z) = ngg Entonces ggg = R(z)+ A“ + (m Gz T T Gy T (m 25 + - .- por los desarrollos

de Laurent complejos.

2.- Se integra cada una por separado. Si hay coeficientes complejos, se agrupan. De este modo, quedan varios
tipos de integrales:
2.1) Integral polinémica J R(z)dx
2) Integral de cociente Aij | = di

+Bz+C
4) Integral de grado 2 o superior compleja Ik (X2+1§’67m+c)n con 22 + Bz + C con raices complejas.

)
2.3) Integral de grado 1 compleja [ XQI 2N dx con 22 + Bz + C con raices complejas.
)

20 Integraciéon de exponenciales

Si engEZzg dz basta el cambio t = e* dt = e do = dx=}dt
Ejemplo
e* t—1 1
dr = —dt = —_— —— =t+ILn(t-1
/ew—1 * / /t—l it ottt =

Sit=¢e" dt =e"dx

=e"+ In(e*-1)+C

21 Integracion trigonomeétrica

Si tenemos una funcion racional de senos y cosenos, podemos integrarla SIEMPRE.

Hay varios cambios posibles, que desarrollaremos y pondremos en tablas. Estos cambios reducen
las integrales trigonométricas a racionales, que se pueden hacer SIEMPRE.

La ides es que deben ser racionales y/o simplificarse senx, cosz y dx.

Sea f(x) = R(senz,cosx)

Cambio general

t=tg5
dt =(1+tg?2)sde = do= 25dt Racional

142
_ T\ 2 (z\_ 2(x\ 2(T\_1 _ 2 _72*(1+t2)717t2 .

cosx = cos 2(3) = cos® (§)—sen” (5) = 2cos” (5)—1 = 1777 T l="F%" =1 Racional
senx = 2sen 3 cos g
Pero cos £ = 1 = -1

2T irA(3)  VIHE

2

senx = 2./1 —cos? 5 cos § =2,/1 — L _— 2vi 2t

1+t2 TE T I T T Racional

Otros cambios racionalizan una parte si y otra no.

Solo dt

t=tgx — dt =1+tg’rdr & do= Racional

1th2
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cosT = L = =l Irracional
V1+tg2t 1+t
_ — 2 1 t .
sent =+v1—cos?x = ,/1 e = i Irracional

Solo vale si sen x y cos x aparecen miltiplicados o con potencias pares, es decir, si R(—sen z, cos x) =

R(senx, cos x)

Solo sen x

dt
1—¢2

t=senx — dt =cosxdr & dx =
cosT =1 —t2
Solo vale si queda un cos x suelto para eliminar la raiz de dt, es decir, si es impar en cos z.

Solo cos x

t = cosx y es analogo, pero impar, en sen x, es una aplicacién.

RESUMEN
Cambio | t=1g 5 t=tgx t=senx t=cosz
senx 13_1;2 \/117 t V1 —t2
2
cosx % ﬁ V1 —¢2 t
dx 2dt dt dt dt
1442 I+¢2 Vi—t? Vi—t?
Uso Siempre | Par en senxcosz | Impar en cosz | Impar en senx
Ejemplo
™ dx

0 14cosu senx

Solucién

Sicosu=0es z.

Se aplica el cambio general t = tg 5

dt

/ o / dt / dt / dt / 1
= = = = (
1+cosu% 14+ t2 4 2tcosu (t+cosu)?2+1—cos’u (t + cosu)? + sen?u 1—senu senx

Sitgg =t
dt = (1+tg® Dydz = do = —
B 99 C1+t2
9 T T 2
SeNn T = 48en — CoS — =
2772 142
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9 T 1 T 1
cos” — = cos— =

2 1+tg?t 2 V1482

sen 2 = l—cos2x—\/1— ! —\/ vt
2 2 1+82 V1+82  J14¢2

/ 2, _/ dt _/ dt B
1—senu1itt2 ) 1+t2—senu2t ) t2—2tsenu +1

_/ dt _/ dt o dt B
) (t—senu)2+1—sen2u ) (t—senu)?+cos>u  cos?u (M)Q 1

cosu

St _ o dt _
Sis=20w ds = S~ = cosuds =dt
1 d 1 1 t—
/ 5 L arctgs+C = arctg |:8€TL’U,:|+C:
cosu | s2+1 cosu cosu cosu

1 tgZ —senu

= cosa e tg 2cosu +C
22 Integracidn irracional
22.1 Caso directo
Una funcién del tipo R ( Rabr, . .., % b k) Estas funciones se transforman en racionales con el

cambio t9 = X siendo Q = mem (q1 ..., qx).

Ejemplo

Lo

El cambio t'2 = x nos da 12t''dt = dx y

dt racional

V12 ” 4t
T _ggpes dt:/t?’—?)tlo

22.2 Caso lineal

D1
. . b b
Funciones del tipo R ( d (ﬁf];) ey ! (?iL))

axr+b
cr+e

En este caso, hacemos el cambio ¢ = ( ) y queda reducida al caso anterior.

Veéamoslo:

Qp
Claramente R ( q*/ ‘jgfi:, .. ) =R (t ﬁ) = R*(t) funcién racional.

Basta ver que dz es racional. Distinguiremos tres casos:

1.a=0
2
Entonces es t = ot = dt = —hopede = dt = —§ (55 ) de = —§de = do =
—Cbtg“ Racional

Notese que es b # 0 pues si no, no tiene sentido.
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2. a#0,c=0

Entonces es t = %2+ % = dt = ¢dx = da = dt Racional

3. a#0,c#0

a _bg —pa
Entonces es t = ’Z;fig = ?(Cxt;’r;b < =94 izie
o reescribiendo A =%y B=b— %’1 es

B —(A—1t)?
t=A+ édtz—idxidtzudx
cr+e (cx + €)? B
—-B
dr = mdt Racional

Notese que la funcion debe ser siempre la misma, por ejemplo [ \/gﬁdx no se puede

integrar asi.

22.3 Integracién irracional de grado 2

Solo lo veremos para raices cuadradas R(vax? +bx +c). La clave estd en convertirlo en una
trigonométrica o hiperboélica.

1. Si a = 0 estamos en el caso anterior.

2. Sia#0

Un cuadrado siempre puede ponerse como \/:I:f2(x —e)? £ g%. El proceso después es:

* Sacar f—/E£f2(x —e)2 £ g2 = |f]\/E(x —e)2 £ g2

2
* Sacar g—|fllgl\/ £ (mge) +1

* Hacer el cambio t = ”;e. Nos queda R (\/ +2 + 1) pues dt = %z

El caso v —1 — t2 no tiene sentido en los reales.

Quedan tres casos:

(a) R(V1-—1?)
El cambio t = sen u nos da dt = cosu du

V1—12=+/1—=sen?u=cosu

Una funciéon R(senu,cosu) Racional
(b) VI+t

El cambio ¢t = Shu nos da dt = Chudu

V1i+£2 =vVCh2u=Chu

Pero Chu = SQL*T‘EW = R(V1—12) — S(e*) Racional
(c) V-1+¢2

El cambio ¢t = Chu nos da dt = Shudu

V2 —1=+5h?u= Shu

Como antes, es S(e*) Racional
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Nota sobre hiperbélicas

Si no deseamos el resultado en funcién del Arc Shu, basta eshacer los cambios

ezy—l
2

y= ArcShu < Shy=u é%zu &
ZEVACE ) p oVl + 1

Luego es y = Ln (1 + vu? 4+ 1) (o la otra, es lo mismo), = ArcShu = Ln(1+ vu? —1).
Analogamente Arc Shu = Ln(1 4+ vu? — 1)

=eVu & e -2Y-1=0 & e¥=

Part V

Ecuaciones con soluciones enteras

(ecuaciones diofanticas)

23 Introduccion

Las ecuaciones diofanticas son aquellas donde se exige que las soluciones sean enteras. Reciben su
nombre de Diofanto de Alejandria, un matematico del s. IT a.C. Como nota curiosa, podemos notar

que Diofanto no resolvia ecuaciones diofanticas, él consideraba también soluciones racionales.

Como las Ecuaciones Diferenciales, en general no pueden resolverse. Trataremos pues aqui los
casos generales donde si se puede. Para ampliar el tema recomiendo el Libro «Introduccién a la
Teoria de Numerosy de Walter Mora, disponible en la Revista digital de educaciéon matemética
(enlace directo 7777) o bien en mi pagina web (enlace directo ?7777). Naturalmente con licencia

Creative Commons.

24 Plantemiento del problema y notacién

Una ecuacion diofdntica n variante es una expresion F(xq,...,x,) =0 donde F : Z" — Z.

Soluciéon de una ecuacion diofantica es una n-tupla (x7,...,z}) con F(z},...,z}) =0.

25 Ecuacién diofantica lineal

La ecuacion diofdntica lineal es aquella donde F' es una funcion lineal o afin, es decir aqz1 +
oot apr, —8=0con a; €ZZ,B € 7.

Esta ecuacion si puede resolverse explicitamente, como veremos.

25.1 Ecuacién univariante

La ecuacion univariante: se trata de ajz; — 5 = 0, es decir, ayz; = . Tiene solucion, si y

solo si, s € Z, es decir, si a1]|S.
aq

La solucidn, si existe, es siempre tnica (excluimos el caso trivial 0z = 0).
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25.2 Ecuacién bivariante

La ecuacion bivariante: se trata de ayxy + asxs — S = 0. Suele escribirse ax + by = c.

Para estudiar las soluciones de la ecuacién, vamos a ver un caso particular primero. Es un resultado

conocido y no lo demostraremos.

Teorema 1

La ecuacion diofantica lineal bivariante ax + by = ¢ tiene solucion, si y solo si, med(a, b)|c.

Eso significa que podemos suponer que a y b primos entre si, como veremos.

Nota

Si la ecuacion ax+by = c tiene solucion, sea mcd(a, b). Entonces puede ponerse como a’x+b'y = ¢/

/I_a
@ =3
/ b
con b =4
! [4
¢ =1

Veamos la forma de la soluciéon. Por su interés, esto si lo demostraremos.

Proposicion

Sea la ecuacién ax + by = ¢ con a y b primos entre si. Si (x,y9) es una solucion particular, las

T =1x9—tb
soluciones son 0 cont € Z.
Yy =1%o t+ta

Demostraciéon
Veamos primero que toda expresion de esa forma es solucién

a(xg — tb) + b(yo + ta) = axg + byg —tab+tab=c+0=c¢

Veamos ahora que toda solucién es de esa forma.

Sea x1, y1 otra solucién

axg + by =c
{ 0T Yo = a(xry —x0) +b(y1 —yo) =0

ar; +by; =c
a(r1 — o) = —b(y1 — yo)

med(a,b) =1 = {a| —b(y1 —y0) = al(yr —yo)}

Anéalogamente b|(z1 — o).
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Por tanto,

Y1 — Yo = tia

= atyb = —btia = ty = —t;
Tr1 — Ty = tgb

Llamando t = t; tenemos el resultado.

Método para la ecuaciéon bivariante

Consideremos la ecuacion general ax + by = ¢

19) Dividir por el mcd de a y b.

29) Si |a] =1 la solucion es zg = 2, yo = 0. Lo mismo con |b| = 1.

32) Sil < al y 1< |b| dividimos el mas grande entre el mas pequeflo, y hacemos un cambio de
variable. Eso reduce el médulo hasta que unosea 0 o 1, y entonces, resolvemos. Naturalmente,

si en algunos
42) Deshacer el cambio de la variable. Ya tenemos una soluciéon particular (zo, yo)

T =1z9—1tb
52) La solucién general es 0 teZ
Yy =1yo+ta

Ejemplo

Calcular el menor R € N no nulo tal que, la ecuacién diofintica 15z + 65y = R tiene solucion y
hallar dicha solucién.

Solucion

25 =52, 65 = 13 - 5. Hay solucién < 5|R. Luego R = 5.
La ecuacién es 156z + 65y = R < bxr + 13y = 1.

13=5-24+3={5x+13y=15+(5-2+3)y=1< 5(z+2y) + 3y =1}

Hacemos pues el cambio 2/ = x + 2y con lo que la ecuacion queda 5z’ + 3y = 1. Continuamos

simplificando.

5=3-1+2= {52’ +3y=16 (3-1+2)2' +3y =1 22" +3(&' +y) =1}

Hacemos pues el cambio ' = 2’ + y con lo que la ecuacion queda 2z’ + 3y’ = 1. Podriamos
seguir simplificando hasta que uno sea 0. Pero es bastante innecesario, es obvio que una solucion
esz' =—-1,y =1.
Vamos hacia atras.
==y =1y =2"+ty=1=-1+y=y=2
¥=-ly=22=2+2y=>-1=2+2-2=2=-5

Naturalmente, en cuanto tenemos una de las soluciones sin cambio de variable también podriamos

haberla llevado a la inicial:

x+13y=1y=2=524+13-2=1=0r=-25=2= -5
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En cualquier caso, ya tenemos una soluciéon particular x = —5,y = 2. Por tanto la solucién general
r=—-5—13t

sera teZ
y =245t

25.3 Ecuacioén multivariante

Sea la ecuaciéon ayxy + ...+ apx, = c. Es bastante similar, basta ir tomando cada uno de las

variables como pardmetros. Veamos primero el teorema de existencia de solucién.

Teorema 2

La ecuacién ayxy + ... + anx, = ¢ tiene solucion, si y sélo si, med(ayq, ..., a,)|c.

Método para la multivariante

Consideremos la ecuacion general a1z + asxo + ... + apx, = ¢
Dividir por el mcd de a y b.

19) Dividir por el maximo comun divisor.

29) Calcular todas las soluciones de med(aq, ..., an—1) - & + apy, = c.
32) Para cada solucion z,, resolver a1z1 + ... + Qp_1&Tp—1 = € — QpTp.

Es mucho més claro con un ejemplo.

Ejemplo

Resolucién de 4z + 6y + 9z = 1.

Solucién

med(4,6,9) = 1. No hay que dividir.
med(4,6) = 2. Resolvemos 2z’ + 9z = 1.

Una solucion es (—4,1). La solucion general

' =—-449t
z=14+2t

Queda pues 4x + 6y + 9(1 4+ 2t) = 1.

dr+6y=—-18t—-8 & 22 +3y=-9t—4

Resolvemos 2z + 3y = 1, queda x = —1, y = 1. Una solucién es

x=(-1)(-9t —4)
y=1-(=9t—4)

Multiplicando, la solucién de 2x + 3y = —9t — 4 sera
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r=9t—4—-3s y=-9—-442s
Y finalmente la original es
r=9t—-35s—-4
y=-9+2s—4 cont,s € Z
z=1+2¢

26 Ecuaciones no lineales

Fuera de la ecuacion lineal, no hay métodos generales. Como en el estudio de ecuaciones diferen-
ciales, lo que hay son ecuaciones especiales. Vamos a ver la despejable, que es una caso general y

la Pitagoérica, que aunque no es general, si tiene importancia por si misma.

26.1 La ecuacién despejable

Si una ecuacion bivariante se puede poner como y = f(z) entonces las soluciones enteras son los
cortes con las rectas horizontales y = entero. Si estas soluciones son finitas, se reduce a estudiar
un niumero finito de ecuaciones univariante.

Ejemplo

Resolver 22y + 5y — 12 = 0.

Solucién
S de d j 12
e puede despejar y = ———.
pu pejar y = ———
12
Si = .
1 f(x) IQ + 5
Como f'(z) = o x| crece en (—o0,0) y decrece en (0,00). Su grafica es:
(x2 +5)2
12 12
Se reduce a dos ecuaciones o =1, o =2
12
—— =16 2°-7=0
2245 v
Sin solucion
12

& 222-2=0 & =41
2 +5

Soluciones (—1,2), (1,2).

Un caso especial de ecuacién despejable es la ecuacion cuadrdtica bivariante ax? +bry+ cy? +

dx + ey + f = 0, pues podemos despejar y. E incluso fi(x)y? + fa(x)y + f3(x) = 0.
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26.2 La ecuacién pitagoérica

Se trata de 2 + y2 = z2. Tiene infinitas soluciones, ya aparecen en tablillas babilénicas de hace

5000 anos. Para resolverla, supongamos, sin pérdida de generalidad, x < y.

Tenemos z2 = 22 — y? = (z — y)(z + ¥).

A =
Llamamos “ty
B=z-y
A+ B A-B
Entonces z = ; , Y = 5 que son enteros, si y solo si, A y B son de la misma paridad.

El proceso pues es el siguiente. Para cada valor de z.

192) Factorizar 22 en factores primos.

29) Descomponer (si es posible) > = A- B con A y B de la misma paridad, y A < B [si no es 0].
A-B  A+B

z =
2 2
Veamos las primeras ternas. Todo consiste en ir escogiendo valores de z. (*NE significa No existe).

es la misma soluciéon

39) z es dado, y =

z | 22 A B Solucion
0| 0| NE| NE ——
1|1 | NE| NE ——
2| 4 | NE| NE ——
319 1 (3,4,5)
4116 2 (4,3,5)
50250 1 | 25 | (5,12,13)
6 | 36 2 18 (6,8,10)
7149 1 49 (7,24,25)
s | 64 2 32 (8,15,17)
4 16 (4,6,10)

Part VI

Recurrencia lineal

27 Ideas generales sobre ecuaciones en diferencias

Podemos definir informalmente una ecuacién en diferencias como el problema de calcular una
sucesion donde el futuro depende de manera conocida del pasado. Las ecuaciones en diferencias
aparecen en numerosas ocasiones, desde el simple problema de sacar caramelos de un tarro (tengo
20 caramelos en un tarro y saco 2 al dia jcuantos tengo dentro de una semana?) a los problemas
mas complejos de prediccion de Bolsa donde se trabaja con variables aleatorias. Este libro es un
pequefio intento de dar una panordmica general de las ecuaciones en diferencias, desde lo més

basico a algunos problemas mas complejos. El objetivo ha sido doble:

Mi modelo en ambas cosas han sido las “Lecture Notes on Differential Equations” de Bruce E.

Shapiro. Mi intencién ha sido hacer con las ecuaciones en diferencias lo mismo que ha hecho él con
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las ecuaciones diferenciales. Me conformaria con que mi libro fuera la mitad de bueno y tutil que

el suyo.Naturalmente, son los lectores los que tienen que juzgar en qué medida lo he conseguido.

27.1 Principios béasicos y primera notaciéon

La mayor parte de las ideas bésicas son validas tanto en el caso no lineal como en el lineal. Es
por ello que las desarrollaremos aqui con detalle y luego nos limitaremos a repetirlas en la parte

de recurrencia no lineal.

Definiciones y notacién sobre sucesiones

En general se suele definir una sucesiéon en un conjunto E cualquiera es una aplicacién de los
naturales en dicho conjunto. A nosotros nos serd conveniente, en ocasiones, considerar que la
sucesién toma indices negativos. Por tanto, vamos a ampliar un poco el concepto de sucesién que

utilizaremos.

Una sucesidén bilateral es una aplicacion del conjunto Z de los nimero enteros en un conjunto
E. Una sucesidén unilateral es aplicacion del conjunto N U 0 en un conjunto E. En general, el

conjunto origen se llama conjunto de indices.

Si el conjunto E es el de los nimeros reales (R) o los nimeros complejos (C) y hablaremos de
sucesion real y sucesion compleja respectivamente. Cuando el conjunto sea un conjunto de

vectores (del tipoC? por ejemplo) se hablara de sucesién vectorial y para R o C.

Asi, la sucesién xg = i, 2, = i2, ... es una sucesién unilateral escalar compleja en tanto la sucesiéon
wox_1 =(1,-1),20 = (0,1),27 = (—1, 3) es una sucesion unilateral vectorial real. Cuando quede

claro por el contexto, diremos simplemente sucesion.

Es conveniente introducir algo de notacién. Si S es el conjunto de indices y E es el conjunto de
llegada, E° es el conjunto de es el conjunto de las sucesiones en E con indices S.

. . . . . N .
Asi, CZ son las sucesiones bilaterales complejas escalares mientras que (RP)" son las sucesiones

unilaterales reales vectoriales de dimensién p. Obsérvese cuando se simplifica el nombre...

Una ecuacién en diferencias (real) de orden k es una expresion del tipo z,+1 = f(n, Tn, Tn—1, -, Tn—k+1)
donde cada x; €R y f es una funciéon de R**! en (R). Lo mismo vale en cualquier espacio sin mas

que cambiar la definicién de la funcion. Una ecuacion se dice auténoma si f no depende de n.

Un problema de valor inicial es una ecuacién en diferencias donde se especifican los primeros
valores ag, ..., ap_1.
Tp41 = f(na Ty Tp—1y -y In—k—i—l)

To = A0y .-y Lh—1 = A — 1
Observacién

Todo problema de valor inicial tiene SIEMPRE una tinica sucesion unilateral como solucion. Basta

iterar.

27.2 Los operadores

Consideraremos ahora sucesiones definidas en Z. Sea H = CZ el espacio vectorial de todas las
sucesiones complejas.Denotamos los operadores adelanto y retardo (de H en H) como F' y L
(“forward” y “lag” respectivamente) definidos como F(z,) = zp+1 y L(z,) = x,—-1. Es evidente

que son biyectivos e inversos entre si, es decir F~' =L, L1 = F.

Definimos a su vez el operador diferencia (delta) denotado A como A = F — I por lo que

Az, = Tpyp1 — Tp.
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En ocasiones, con cierto abuso de notacién, aplicaremos el operador F' a sucesiones unilaterales.
Esto no puede hacerse pues, si z, = F(z,) tendriamos zg = x_1 y _; no esta definido. Debe

entenderse en ese caso que x_1 es la condicion inicial.

Con esta salvedad, una ecuacion en diferencias puede escribirse como F'(zp+1) = f(Zn,Tn—1, -..; Tn—k+1)-
Con esa notacion, a veces se especifican las ecuaciones como Az, = f(Zp, ..., Tn—gt+1) — Tn. A la
primera expresion (con el operador F') se le llama forma recurrente y a la segunda (con el

operador delta) forma general.

27.3 Reduccién a auténoma de orden uno

Todas las ecuaciones se pueden expresar como una ecuacion auténoma de orden 1. El método es

muy sencillo. Empecemos con un ejemplo.

Ejemplo

Para la ecuacion x,1 = n + 22,1 + 22 a forma general.

ZTn
Definimos y, = | x,_1
n
Tn+1 n+2xr,-1+ x%
Se cumple T = Ty
n+1 n+1

Haciendo G(a,b,c) = ((a® +2b+ ¢),a,(c+ 1)) se cample y,+1 = G(y»)

Método general

. . . n
e Si hay n, anadir n a la sucesién ( )
In

e Si hay varios retardos, aumentar el vector para incluirlos.

28 Resolucion del problema lineal

Introduccion

El caso méas simple de sucesién recurrente es aquél en el que el altimo término es combinacion
lineal de los anteriores. Se habla entonces de recurrencia lineal. Ademés, muchas ecuaciones con

término independiente pueden ponerse como lineales.

28.1 Resolucioén de ecuaciones recurrentes lineales

Una ecuacién en diferencias lineal (k— dimensional) es aquella que puede escribirse como z,+1 =

Az, con z,, € R* o z,, € C*. Vamos a ver como resolverla.

Sea una ecuacion del tipo

Tn1 = Axn
xo € CP

Por construccion, la solucion es simplemente x,, = A™xq. El problema, pues, se reduce a calcular

las potencias de una matriz. Pero hacer eso es sencillo. Sabemos que A de orden k.
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Sea J la forma canonica de Jordan A = P~1JP = A™ = P~ 1P,

La forma candnica se puede expresar como

d 0 ... 0 d ... ... 0 o 0 ... 0
I=1 . . = +
lkl lk2 cee dk 0 0 oo dg lgr lpo ... 0
esdecir J= D + R
~~ ~~
diagonal  nilpotente de orden a lo sumo k—1

Luego, si n < n,

J" = (D+R)" = D"+< 711 ) D" 'R+.. .+< . K ) pro-DRk-1 0

las otras potencias de R son 0

Notese que, por construcciéon, D y R conmutan.

Luego
_ p-1|pn n n—1 n n—(k—1) pk—1
r, =P D" + D' "R+...+ D R Pxg
1 k—1
Ejemplo
Resolver la ecuacién multidimensional
Tn+1 = Tn
Yn+1 = Yn + Zn
Zn+1 = T + 2yn + zn
con condiciones iniciales xg =1, yg =0, 2z = 3
Definimos
Ty
an = Yn
Zn
Tpt1 1 0 0 Ty 1 0 0
Unt1 = | Y1 [ =] 1 1 0 yo | =1 1 1 0 |an
Zn+1 1 2 1 Zn, 1 2 1
apg = 0
3
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1 00 10 00
A=]11 1 0 |=|0 1 +1 1 0
1 2 1 0 0 1 20
B=I c
0 0
c?=(0 0
2 0
C? =0
0 0 0 0 0 0
Obsérvese que, como habiamos dicho, BC = 10 0 |,CB= 1 0 0 | =BC
1 20 1 2 0

Asi A" = (B+C)"=B"+ ( 7; )B"lC—l— ( Z )B”2C2 + 0 pues las demas potencias son 0.

La solucion es pues a,, = A"ag. Basta pues imponer la condicién inicial. Ya que:

|
ag = 0
3
00 0 1 00 0 1
an=| 0 |+n| 1 0 0 o+<z>ooo - nt1
12 0 3 2 0 0 3 3+ n+3n(n+1)

por lo que definitivamente x,, = 1,y, = n,z, =3+ n+3n(n+1).

28.2 Simplificaciones de la solucién lineal. La ecuacién unidimensional

La diagonalizacién de una matriz suele ser trabajosa y normalmente es innecesario calcular los
autovalores. Si J es una caja de Jordan, es de la forma:

d 0 0
1 d 0
J=1 0 1 0
0 0 0

luego
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N
I
ISH
3
+
/N
= 3
~
ISH
3
“ee o O
o
+
VR
ol
|3
.
~_—
o
o

Por tanto, la solucién es combinacién de d*, nd"~!, n(n —1)d"=2, ..., n(n —1)...(n — k + 1)d".

De ésto se deduce el siguiente resultado, reorganizando:

Proposicion

Sea la ecuacién

Tnt1 = Az,
xg € CP
donde A tiene autovalores Ap,..., A, con multiplicidades k1,..., k.. Entonces la solucion es (en
cada componente) una combinacién lineal de A7, nAY, ..., n*t= AR A2 pAR . pkroln

Ecuaciones unidimensionales

Si aparece una ecuacién nada més, el tipo x,4+1 = apxy, + a12p—1 + ... + apTn_k, entonces los
autovalores pueden calcularse como las raices de la ecuacion M — a1 — = dap_q1 —ar = 0.
Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacién carateristica. Una manera de recordar ésto es

buscar soluciones tipo A"™. Se cumplira:
A" = g\ 4@ AT e AT g\ g AT = 0 AT (W o T - —a) = 0
Para verlo, basta notar que en el sistema

ap a; ... Qg

Ty,
Int1 1 0 0
on -1 0 1 0
Tk 0 0 ... 0 Tn—k—1

el polinomio caracteristico de la matriz asociada es exactamente la ecuacién caracteristica.

Ejemplo. La sucesion de Fibonacci

Sea a1 = as =1, apt1 = ap + ap—1. Hallar el término general.

Noétese
a2:a1+a0:>F0:a2—a1:1—1:0

Es mas cémodo pues tomar ag y a1 en vez de a1 y az Su ecuacién caracteristica es:

Pl ="t e —r-1=0

Dando como raices x1 =
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La solucién es

1+V5,, 1+V5,,
— )"+ Bl——)

an = A(
O:a0:A+B
1:m:A%ﬁ+Blﬁ{ A==

A1+2\/5_A1—2\/5:1:>\/5A:1:>A= .

La solucién es a,, = % [<1+2\/5>n _ (1+2\/5)n}

2

S

5

28.3 Ecuaciones lineales con término independiente

A pesar de las apariencias, la ecuacion x, 4, = n?+z, es lineal. O mejor dicho, puede ponerse como
una ecuacion lineal. De hecho, cualquier ecuacion del tipo x, 11 = P(n) + Ax, puede linealizarse
para cualquier orden del polinomio P. E incluso algunas més.

Esta discusioén, sin embargo, corresponde mas bien al capitulo siguiente. Nos limitaremos aqui a los
casos mas simples, que pueden resolverse de manera casi intuitiva y dejaremos para mas adelante

la teoria general.

Supongamos que tenemos una ecucion del tipo x,+1 = Ax,, + Hu,, pero sabemos que u,, es parte

de una ecuacién cumple una ecuacién en diferencias lineal del tipo

unt1 | _ [ Bu B Un
Unt1 Bi1 B Un,

En este caso, el método es simple:

1. Definir el vector de estado como

Tn
Yn = Un,
Un
2. La ecuacion en diferencias serd entonces
Tpt1 A H 0 T
Upt+1 | =| 0 Biui Bia Up,
Upnt1 0 By DBz Up

3. Resolver la ecuacion en diferencias incluyendo, si es necesario, los valores iniciales de los
demés. Téngase en cuenta que sélo nos interesa z,, de modo que, en el caso unidimensional,

basta con calcular los autovalores y resolver el sistema.

Observaciéon

Es muy facil notar que

y que
(n+1)2 1 2 1 n?
n+1 = 0 1 1
1 0 0 1 1
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de modo que podemos incluir polinomios en n en los términos de la ecuacion.

Ejemplo

Resolver z,,41 = 2z, +n

n 110
yn=| 1 |A=]10 10
T 1 0 2
Los autovalores son 1, 1y 2. Luego y, = A-1"+ B -nl"+ C - 2"

JJO:O

r1=2-04+41=1

2o =2-142=4
A+B-0+C-20=0 A+C=0
A+B-1+C-2'=1 A+B+2C=1
A+B-24C-22=4 A+2B+4C =4

10 1 0 1 010
1 1 2 1 | haciendo la tercera menos el doble de la segunda 1 1 2 1
1 2 4 4 -1 0 0 2

A=-2

Cc=2

B=-1

Tp=—-2-n+2-2" =z, =2"T —n -2

Ejemplo. Examen de oposicion de Andalucia 2004

La sucesion de término general a,, cumple a1 = 2 y a, = 5 a, + 3. Calcular lim,,_, o, g—z
(* existen otros dos apartados pero no corresponden a esta seccion).

Solucién

g 1 1 1 0 1 1
ea Yn, = y YUn = = R =
Y a, Yn+1 P 3 5 a, Y1 9

A-1
( \ )\05):(A—l)(A—B):>an:A—1”+B—55:A+BS”

a1:2,a2:5~2+3:13

A+5B=2
a+25B =13

11
20B =11 B=—
0 = 20
A= 5. H_ 1

20 20
511,
an—*%+2705
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15 | 11 kn
a —55 t 350 11
Iim =% = lim —=20 20~ _ ~—
En ocasiones, las matrices son muy grandes. Es util el siguiente resultado.
Lema

By

Si A es de la forma A = (
Br By

> entonces | A |=| By | | B2 |. Es andlogo con A =

0 B

Demostraciéon

By Bgr .
sin méas que tomar transpuestos.

Por induccién en n — dimension de B

by 0...0
b2
Sin=1,Bi1=by A= . luego basta desarrollar la primera fila.
. By
b1
Paran+1,
b11 . bln 0...0
| A= Bi 0
Br By
. Desarrollando por la primera fila es,
Bi1 0 B2 0
0 —by | 2 —...=by|Bi1||By| +...=| By || Bz |
Br B Br Bs

por induccién.

Ejemplo. Examen de oposicion de Madrid 2000

Los cuatro primeros términos de la sucesion a, son ag = a1 = a2 = az = 0 y cumplen la ley
de recurrencia ani4 + Gpiz + Gz + Anp1 + an = 12n. Calcular a, y agy. INDICACION:
et 4202 o+ 1= (2?2 +1)(2® +x+1).

Solucién

nt1 1 1.0 0 0 0 n
1 01 0 0 0 0 4
s | 120 21 2 21 41 Gia
Yn s 01 0 0 0 G2
Ap+42 0 0 1 0 0 Ap+1
— 00 0 1 0 a
A

A41 2 1 1

A-l 1 1 A 0 0
N~ A|= _

0 A1 0 1 A 0

0 0 1 A
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= A=A 4+ X4+ 20+ 0 +1) = A=1)2N2+ DA+ 2 +1)

la ecuaciéon A2 + XA + 1 = 0 da como raices:
A = —1+2\/T3 _ 71451'\/5 v Ao = —1—2¢?3 _ —1—2i\/§

Raices = {1, 1, I, ’HTM, ’“T“/g}
La solucién es de la forma:

—1 1 " —1—1 "
an = A+ Bn+ Ci" 4+ D°(—i)" + E; (J;“@) + B, (2“/§>

a1 =0= B+ (C - D)i+ (Z£F)

El sistema es

. 0 ) 0
B~1+CiO+D(fi)0+E<—1+Tl\/§) +F(-1-T¢§> ~

Su soluciéon es A=4, B=2, C=-3, D=3, E=2+1'15;, FF =2 — 1'15idando agg = 180 .
Este sistema es muy complicado de resolver y lo he resuelto con ordenador. Veremos en el capitulo

siguiente cémo hacerlo de una manera simple.

29 Meétodo de los anuladores

El método de los anuladores es es especifico de los problemas unidimendionales pues, si bien puede
adaptarse sin dificultad a varias variables, la complejidad de las férmulas no justifica su ventaja

sobre los métodos del capitulo anterior.
No obstante, en el caso unidimensional si son realmente mucho mas eficaces. Ademas, desde el

punto de vista teéricos, muchos resultados se demuestran facilmente usando operadores

29.1 Conceptos generales

Notacion

Recordemos la notaciéon del capitulo 1. Consideraremos ahora sucesiones definidas en Z. Sea

H = C” el espacio vectorial de todas las sucesiones complejas.

Los operadores adelanto y retardo (de H en ) se denotaban F'y L (“forward” y “lag” respectiva-
mente) y definian como F(x,) = z,41 y L(z,) = ,—1. Son lineales, biyectivos e inversos entre si,
esdecir F-'=L, L7 =F.

Observacion

Una ecuacion en diferencias unidimensional de la forma x,,+1 = apxy +... +arx,—x puede escribirse
como F(x,) = apl(xy,)+...+apL*(x,). Siaplicamos F* a los dos lados (y podemos hacerlo porque

es biyectivo), tenemos la ecuacion

FMY2,) = aoF*(x,) + oo + apd(z,) & (F* —agF*(2,) — ... — apI)(2n) = OP(F)(2,) = 0
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k+1 k

para el polinomio P(x) = 2" — agz” — ... — ax. Es decir, cualquier ecuacion se puede poner como

un polinomio.

Definicion

Diremos que un polinomio en P(x) anula a una sucesion a,, si P(F)(a,) = 0. En otras palabras,
si al sustituir la variable por el operador F' y aplicarlo a la sucesién sale 0. También diremos que
el operador P(F) anula a la sucesion y en ocasiones (con cierto abuso de terminologia) que el

polinomio P(F') anula a la sucesion.

Ejemplos

e r—1lanulaax, =1pues (F-I)(1)=1-1=0.

e (x—1)? anula a x, = n pues (F —I1)?(n) = (F - I)(F - I)(n) = (F-D)(n+1-n) =
(F—-1I)(1) =0.

e Si 7 es un nimero fijo cualquiera, (z —r) anula a x,, = r™ pues (F —rI)(r") = 7"t —p.p" =
prtl _pntl — .

Vamos a ver en primer lugar las propiedades de los operadores. Salvo que se diga especificamente lo
contrario, consideraremos los operadores y las sucesiones en H = CZ. Estudiaremos los operadores
(F —rL) donde r € C. Comencemos por el més famoso, el operador A = (F —I).

Notacion

1,k=
Denotaremos los nimeros combinatorios " con k > 0 como ") = n(n—1) (’nf & +(1)) .
k k k>0

Obsérvese que esta expresion es valida para cualquier n entero y coincide con la conocida expresiéon

Teorema. Propiedades de A

1. Ac =0 si es ¢ es constante.

2. Si P(n) tiene grado k, AP(n) tiene grado k — 1.

3. Si k > 0 entonces (F —rI) ( Z ) = ( L " ) ) En el caso k = 0 se trata de una constante

y se reduce al apartado 1.

4. (F = rI)enbrn = krte y (B — pI)EHink =
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Demostraciéon

Apartado 1. Ac=c—c=0

Apartado 2. Veamoslo por induccion. Para k = 1 es claro pues A(an+b) = a(n+1)+b—an—b=a
de grado 0.

Supongamoslo cierto para n— 1 y veamoslo para n. Sea P(n) = dyn* +Q(n) con grad(Q) = k — 1.

AQ tiene claramente grado a lo sumo k — 2 por induccion.

Pero An* = (n+ 1)k — n* lo que es igual a:

k .
nk—&—( 1 >nk_1+...

de grado exactamente k — 1.
Luego AP(n) = dyAn* + AQ
——

grado k—1  grado k—1alo sumo

Apartado 3. A ( : ) _ (n+1)n(n—1])€-!~(n+l—k+1) _ n(n—l).].e(!n—k—‘rl)’ expresion de la que sacando

factor comin, se obtiene:

nn—1)..n+2—-k)
k!

[(n+1)—(n+1-k)] =

n(n—l)..(n+2—k).k:n(n—l)..[n—l—l—(k—i—l)] _ ( n )
k! (k—1)! k—1

que es el resultado deseado.

Apartado 4. Sabemos que A de constante es 0 luego aplicando recursivamente el 3 tenemos

A*+1nk =0y de hecho en general A’P;(n) = 0 si P;j(n) es un polinomio de grado a lo sumo i.

Ahora bien,
nk = k! < Z ) + Pr_1(n)

siendo P(n) un polinomio de grado a lo sumo k — 1. Luego:

Akp¥ = AFE ( : ) + AFPe_y(n) = kA" ( : ) +0 = klAF! ( k” . ) = .=k

No so6lo nos interesa el operador A. Vamos a ver los operadores F' — rI. Pero no es necesario

repetir todas las demostraciones

Proposicién

Si P(n) es un polinomio y r € C entonces (F — rI) [P(n)r"] = [AP(n)] r"t1.

Demostraciéon

(F—7rI)[P(n)r"] = P(n+1)r"*t—pr.P(n)r™® = [P(n + 1) — P(n)] 7"t = [AP(n)] r"*!

Teorema. Propiedades de F' —rl

Si P(n) es un polinomio y r € C entonces:

1. (F'—rI)r™ =0 si es ¢ es constante.
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2. Si P(n) tiene grado k, (F — rI)P(n)r™ es de la forma tiene Q(n)r"*! con @ polinomio de
grado k — 1.

3. Si k > 0 entonces (F —rI) Z r’ = ( f " ) > r"T1. En el caso k = 0 se trata de una

constante y se reduce al apartado 1.

4. (F —rD)Fn® = Klr"th y (F — L)k nkrk =0

Demostraciéon
El apartado 1 ya lo habiamos visto. Los demaés son evidentes sin mas que aplicar la férmula
(F —rI)[P(n)r"] = [AP(n)] r"**

v las propiedades ya demostradas del operador A.

De lo anterior se deduce que el operador (F — 7I)* anula a los términos del tipo n*~17". Como
sabemos que toda solucién de una ecuacion lineal es combinacion lineal de estos términos, podemos
anular selectivamente partes de la solucién. La mejor manera de ver esto es con un ejemplo y qué

mejor ejemplo que el més clasico, la sucesiéon de Fibonacci.

Ejemplo

Resolver la sucesion de Fibonacci. a1 = as =1, apy1 = ap + ap—1.

Lo primero lo ponemos despejado

Up42 — An41 — Ap = 0

y de ahi deducimos que su ecuacién caracteristica es r2

F?—-F-1=0.

—r—1=0y en términos del operador es

S

Resolviendo la ecuacién ya vimos que sus soluciones son rq = 152 y ry = # y por tanto la

solucion es del tipo a, = Ar? + Bry. Hasta aqui es todo igual. También, como antes, iterando

hacia atras, vamos a considerar ag = 0.

Ahora bien, en vez de resolver el sistema vamos a utilizar los anuladores. El operador de la ecuacion

se puede factorizar como F? — F — [ = (F — r1I)(F — r2I)0. Definimos entonces:
Tn = (F —ri)(ay)

para calcular directamente uno de los coeficientes. Sus condiciones iniciales se pueden calcular

sustituyendo como zg =a; — a9 =1—7r1-0=1.

Pero es que ademas sabemos mas.
2y = (F —11)(an) = (F —r1)(Ar{ + Bry) = B(ry™ —ri - r%)

Sustituyendo en 0 tenemos

1:B(T2—T1):>B: = —
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Si tenemos uno de los coeficientes, el otro se puede calcular sin dificultad imponiendo 0 = ag =

A— % o bien aplicando el mismo proceso otra vez. . En cualquier caso, tenemos

(%) -(57)

que es la misma expresién que habiamos obtenido antes.

A—i:>a _ L
N

Coémo anular una parte

Supongamos que a, = Az, + By, y que el polinomio P(x) anula a y,,. Entonces puede calcularse
A del siguiente modo:

1. Definimos b, = P(F)(a,). Tenemos entonces:

bp = P(F)(an) = AP(F)(zy) + BP(F)(yn) = AP(F)(zn)

2. Si hay que imponer condiciones iniciales, basta sustituir la n de la ecuaciéon anterior por 0,
1, 2...

Vamos a ver ahora una aplicacién tedrica, que nos permitird calcular directamente algunos de los

coeficicientes de la solucion.

Proposicion

P(F)(a,) =0

donde P(L) = 0 es un polinomio de grado k con coeficientes
ag, ..., A, €

Sea la ecuacion {

reales. Entonces si 7 es complejo no real y parte de la solucion, es decira,, = AnPr* + BnPi* +
...(otros términos que pueden ser con n de orden mayor o menor) se cumple que A y B son

conjugados.

En otras palabras, si el polinomio es real y las condiciones iniciales son reales los coeficientes de

las raices conjugadas son conjugados.

Demostracién
Veamoslo primero para grado 2. Luego veremos el caso general. Lo primero, hay que asumir que

(F —rI)(F — 7I)(an) = 0

el polinomio tiene raices complejas, obviamente. En este caso sera { R
ap, a1 €

La solucién es por tanto del tipo a, = A1r™ + Axr™. Sean A1 = ay +1by y As = ag + ibo.

Sustituyendo la solucion en 0, tenemos
A + Ay’ € R = (ag +iby) + (ag +iby) € R = by = —by
luego podemos poner A; = as — iby. Sustituimos en 1.
Ar' + Apr' € R = (ay +ib1)r + (az — ib1)F € R = arr + aor +iby (r — 7) € R

Ahora bien, r — 7 es imaginario puro. Por tanto ib; (r — 7) es real. De ello se deduce que a1 + a7
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es real también. Si ponemos r = ¢ + id tenemos entonces:
arr + as € R = a1(c+id) + az(c—id) e R =i(a; —az)d € R = a1 = as

pues d # 0 por hipoétesis.
29.2 Términos independientes. El método completo.

Supongamos ahora una ecuacion del tipo P(L)(ay) = x,. Ya habiamos visto como resolver algunas

de ellas. Es hora de ver el caso general e introducir el método de anuladores para ella.

La idea es muy simple. Si x,, es del tipo n*r™ entonces el operador (F' — 7I)**! anula a z,. Si es
una combinacién lineal de elementos de ese tipo, es el producto de ellos. El método general es el

siguiente:

Método general de anuladores

Supongamos que queremos calcular la soluciéon de una ecuaciéon unidimensional del tipo P(F)(a,) =

x, con grado(P) = k y condiciones iniciales ay, ..., ax—1. Los pasos a seguir son los siguientes:

1. Buscar un polinomio que anule a z,. Para ello, x, debe ser la suma de elementos del tipo

nkir? (tomamos sélo los de mayor orden) y el polinomio que lo anula es

Q) = T[(F =yt

g

2. El problema pasa a ser resolver P(F)Q(F)(a,) = 0. Cambiando F por r tenemos la ecuacion

caracteristica.

3. Resolver la ecuacion P(r)Q(r) = 0. Si la raiz es r; es simple, entonces una solucion es r*. Si

tiene multiplicidad k; son r7,...,n%i = 1rn,
4. Expresar la solucién como suma de sus componentes

an = A017a? + Allnr? + ...Akllnkl_lr? + ...+ Akppnkp_lr;

5. Calcular los coeficientes, imponiendo las condiciones iniciales. Puede hacerse resolviendo el

sistema parte, anulando una parte o combinando ambos métodos.

Ejemplo

Resolver la ecuacion
Uny1 = 2a, + 3+ 271
ag = —1

Sigamos el método. En primer lugar, pasamos al otro término y expresamos como la solucién de
un operador:
Uni1 — 2an, =3+2""1 & (F—20)(a,) =3 +2"!

Tenemos que buscar un operador que anule a 3 y otro que anule a 2!, Sabemos que F — I anula

aly que F — 2] anula a 2". Pero valen los mismos operadores, pues son multiplos. Con mas
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detalle:
(F-013=F-013-1=3(F-1)1=3-0=0

(F 202" = (F—-20)2-2" =2(F —21)2" =2-0=0

Pero si F' — I anula al primer sumando y F' — 2] al segundo entonces su producto (F — I)(F — 2I)

anula a ambos. La ecuacién pasa a ser entonces:

(F = 2I)(F = I)(F — 21)(a,) = 0 < (F — 21)*(F — I)(a,) = 0

La ecuacién caracteristica es pues (r —2)?(r — 1) = 0 y sus soluciones son evidentemente 2 (doble)

y 1 (simple). Por tanto la solucién debe ser de la forma:

A2" + Bn2" 4+ C -1

Vamos a ir eliminando cosas. El operador (F' — I)(F — 2I) anula a todo excepto a la parte de B.
Por tanto definiendo

xp=(F—=I)(F —2I)(a,) = (F—I)(F—=2I)(a,) = (F = I)(apn+1 — 2ay) =
(an+2 - 2an+1) - 2(an+1 - an) = (an+2 - 3an+1 + 2an)
También puede hacerse multiplicando el operador:

(F—I)(F —2I)=F%-3F+2I

Asi pues, tenemos, aplicando a Bn2" (las otras son 0) la igualdad
T, = B(n+2)2""% — B3(n +1)2""' + B2n2™ = Bl4(n +2) — 6(n + 1) + 2n]2" = 2B - 2"
Para despejar B necesitamos las condiciones iniciales. Iterando vemos
ap=2(-1)+3+2=3

as=2(3)+3+4=13

de modo que sabemos que
To = a2 — 3(11 + 2a0 =13 — 3(3) +2(*1) =2
de lo que finalmente se obtiene, sustituyendo en 0:

2=19=2B2"=>B=1

De una manera maés resumida, vamos a hacer lo mismo para calcular C'. El operador que anula al
resto es (F — 2I)? = F? — 4F + 4. Definiendo y,, = (F — 2I)*(a,) tenemos

yn = (F=20)%(C-1)=C(1—4+4)=C

Yo = (CLQ —4aq + ao) =13 — 4(3) +4(—1) =-3
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de lo que se deduce C' = —3.

Como es habitual, el ultimo es mas facil de calcular sustituyendo. Puesto que ag = —1 y se cumple
ap = A2" + 1n2" + (-3)1 = A2" +n2" 4+ -3
aplicando la condicién en 0 tenemos
—1=ap=A42"4+1-0-2"-3=A4A-3=>A=2
por lo que finalmente la solucién es

a, = 2"t 4 n2" —3

Finalizaremos el capitulo con un dltimo ejemplo mucho méas complicado, que ya tiene todas las
dificultades. Si el lector es capaz de seguirlo (y mejor ain, resolverlo por su cuenta) le doy mi mas

sincera enhorabuena, ha dominado plenamente el capitulo.

Ejemplo (examen de oposicion de Madrid 2000)

Resolver la ecuacion en diferencias
Ap+4 + Ap+3 + 2an+2 +any1 +an = 12n

siendo a4 = a3 = as = a1 = ag = 0. Calcular agg.
Dato: 24+ 23 + 222 + o+ 1= (22 + 1) (2> + 2 + 1)
Solucién

Lo primero, lo expresamos como un polinomio: (F* + F3 +2F? + F + I)(a,) = 12n. Pero eso no

es igual a 0 de modo que hay que anular el segundo miembro. De modo que tenemos:
(F-D*F*+F}*+2F? + F+1)(a,) =0

Las soluciones vienen de las raices del polinomio (z — 1)?(z* + 23 + 222 + 2 + 1) que ya nos da el
problema como dato que es (z — 1)%(z2 + 1)(2? + z + 1).

Sus raices son: 1 (doble), i, fi,_l'gi‘/‘g’ y _1_2i‘/§. Las dos ultimas raices tienen moédulo 1 y

. . 27 . 2, .
argumentos 1202 y 2402 respectivamente, es decir, son e3* y su conjugada e 3 0 e3 °.

Por tanto la solucion es de la forma

an = A+ Bn+ Ci" + D(—i)" + B4 (W) + B (2“/§>

con los coeficientes adecuados (hemos puesto Es para no confundir con el operador de adelanto
Ahora podriamos utilizar las condiciones iniciales para calcular los coeficientes. Necesitamos seis,
asi que calculamos a5 con la ecuacién original haciendo n = 1. Sale a5 = 12. Pero lo que tenemos
ahora es un sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas. Muy complicado.

Podemos usar los anuladores para quitar pardmetros. Si definimos z,, = (F*+F3+2F2+F+1)(a,)

obtenemos que

Tp=AF* + F* 4+ 2F2 + F+1)(1) + B(F*+ F* +2F? + F +1)(n)
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pues ese polinomio anula a los otros dos. En cuanto a las condiciones iniciales basta aplicar el

mismo filtro. Al ser x,, = apt4 + ant3 + 2642 + apt1 + ay, tenemos xg =0y 1 = 1.

Por otra parte (F* + F2 +2F2 + F+)(n)=n+4+n+3+2n+2)+n+1+n=6n+12y
(F*4+ F3+2F2+ F+1)(1) =1+1+2(1)+ 1+ 1 = 6. Por tanto debemos resolver:

T, =6A+ (6n+ 12)B
.’170:0,.%‘1 =1

obteniéndose sin dificultad A = —4 y B = 2. Notese que al sustituir da x,, = 12n como nos decian

al principio.

Vamos a hacer los otros de una manera un poco distinta. El operador (F — I)?(F? + F + I) anula
todas las sucesiones en que se descompone a,, menos las de coeficientes C'y D. Podriamos aplicar
el operador directamente pero vamos a simplificarlo un poco. Estas dos sucesiones se anulan con el

operador (F?+1I). Luego sobre ellas F? = —I. Podemos aprovechar esto para hacerlo méas simple:

(F-D*(F?*+F+I) = (F?-2F+1)(F*+F+I) — (—I-2F+I)(—I+F+I) = (2F)(F) = 2F? — —2I

Por tanto, sobre ese subespacio es —2I. Vamos a aplicar ahora el operador a "™ multiplicado por
(F +4I) que anula al resto:

(F4+il)(F —D*(F* 4+ F +I)(an) = C(F +il)(F — )*(F? + F + I)(i") = C(F +4I)(=2I)(i") =

= —20(i" +in+1) = —4iCi"

La condicién inicial sale de aplicar (F +iI)(F —I)?(F? + F + I)(a,) y sustituir por 0. Sale 12 (es

especialmente facil porque todos son 0 excepto el as que corresponde a F'). Por tanto tenemos:

Yn = —4iCi"
Yo = 12
Sustituyendo yg = 12 tenemos —4iC =12 = C = _%, = —3i.

El D se calcula de modo analogo y sale 3i (de hecho no hacia falta, es el conjugado de C'). También
puede utilizarse la propiedad de que, si un operador se aplica a una potencia del tipo A" el resultado

es la misma potencia multiplicado por una constante que es sustituir F' por h. De este modo
(F —il)(F = D)*(F? + F+I)(an) = D((—1) —il)((—i) = 1)*((=0)* + (=) + D) [(—1)"] = 3iD(—i)"

El resto es igual y la condicién inicial también es 12.

Asi pues, sabemos que

an = (—4) + 20+ (=30)i" + (30)(—1)" + Ey (W) + B, (4;\&)

Solo queda entonces calcular los dos ultimos coeficientes. Podriamos anular los otros términos pero
el problema es que las raices que quedan son complicadas. De hecho por eso las hemos dejado para
el final. Asi que nos limitaremos a sustituir. Para no ir arrastrando la expresion de las raices,

llamamos r = _1%"/5 La otra es su conjugada, 7
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0=ag=(—4)+2-0+ (=3i)i° + (3i)(—4)" + BE1r° + Eof’ = E1 + By — 4 = Ey + By = 4

0=a; = (—4)+2- 1+ (=3i)i' + (3i) (=)' + Eyr' + Eof' = rEy + 7By +4=0=rE) +7Ey = —4
por lo que resulta el sistema

Ei+FEy=4
rE +T7FEy = —

Para resolverlo, multiplicamos arriba por —r y sumamos. Tenemos pues

=T —r)By=—-4(14r)= Ey =

—rEy —rEy = —4r —4(+r)
rE1+T7Ey = —4 rT—r

pero claro, hacer esa operacién es un poco lata. Vamos a hacerla por partes:

_ —1—4/3 —1+iV3 .
r—r= 5 —< 5 ):—z\/§

41 +7r) =4 <1+_1“;Zf> —2(1+iv/3)

Podemos pues hacer ya la divisién

—2-2iV3) 2 _ _&
—3 *i\/§)+2*2

La otra se obtiene simplemente restandola de 4

2
E1—4 E2—2+’Li

y, como era de esperar, es su conjugada.

Resulta mas simple si sabemos que ambos coeficientes son conjugados. En ese caso, si llamamos

E1 = a+ bi tenemos de la primera ecuacién
(a+bi)+(a—bi)=4=2a=4=a=2

Llevandolo a la segunda se puede expresar como

o (F508) 0o (2500) -

que operando resulta

2
72+bi-i\/§:74é7\/§b:72¢b:$
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La solucioén final, en cualquier caso, es:

s ) (25925

Nos piden ahora agy. Hay que hacer las potencias pero afortunadamente no es dificil. Para la i,
puesto que i2 = —1 se cumple i?° = (i2)?° = (1) = —1. Anélogamente (—i)% = (—1)% . =

—1. Para los otros es necesario pasar a forma polar (también podria hacerse para la i, claro).

90
—1+iV3 _ N <1+“/§) =230 =

2

90
-1-iV3 14z -1-iv3 i-1207
———— =l =¢"3 = s =e =1

Asi pues, tenemos:
ago = (—4) +2(90) + (—3¢)(—1) + (3i)(—1) + (2 + z?) (1) + (2 - z\f) (1) = 180

Obsérvese que en el capitulo anterior los teniamos en decimal. Haciendo la cuenta (a mano o con

calculadora) es facil notar

2+¢§z2+1’15i,2—i§x2—1’15i

Part VII

Recurrencia no lineal

Es el momento de tratar la recurrencia no lineal. Por su complejidad y porque aparece casi
siempre asi en los problemas, me limitaré al caso unidimensional, si bien especificaré cuando puede

generalizarse al multidimensional.

Planteamiento

Tny1 = f(on)

R , se pide estudiar el comportamiento de la sucesiéon en funcién de
xXo €

Sea la sucesion {
ZQ-.

Existen dos enfoques principales, el Teorema del punto fijo de Banach y el Teorema general de
recurrencia no lineal. Si bien volveremos sobre ellos en su momento y los demostraremos, los

enunciamos aqui primero.

30 Ideas generales

Teorema del punto fijo de Banach

Si f es contractiva (veremos mas adelante ), entonces la sucesion recurrente x,, = f(x,) converge

cualquiera que sea zy. Y ademés su limite es el tinico punto fijo de f.
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Teorema general de recurrencia no lineal

Tpy1 = f(xn)

siendo f continua y no decre-
T9 € R

Sea la sucesiéon definida recurrentemente como

ciente. Entonces:

1. Si x, converge a un valor L € R entonces f(L) = L.

2. Si zg < f(zo) (0 lo que es lo mismo zg < x1) entonces la sucesion z,, es monotona creciente

(no necesariamente estrictamente). Ademas:

(a) Si hay algin punto fijo en [zg,+00), x, converge al menor de todos ellos (en otras

palabras, el primero que se encuentra al crecer).
(b) Si no hay ningtan punto fijo en [zg, +00), x, tiende a infinito.

3. Sizg > f(xo) (0lo que es lo mismo xy > x1) entonces la sucesion z,, es mondtona decreciente

(no necesariamente estrictamente). Ademas:

(a) Si hay algun punto fijo en (—o0, 2], , converge al mayor de todos ellos.

(b) Si no hay ningan punto fijo en (—o0, xo|,z, tiende a menos infinito.

La demostracién de este teorema la iremos desgranando en este apartado. Si cambiamos no de-
creciente por estrictamente creciente en f y z, el teorema se sigue cumpliendo y lo mismo no

creciente. La demostracion es perfectamente anéloga.
Lo primero que vamos a ver es, en el caso de que exista limite, qué limite puede ser. Y la lista de
limites posibles es mucho més corta de lo que pueda parecer a primera vista.

En lo sucesivo y salvo que se diga lo contrario, f se supone continua.

Teorema

Sea x,, definida por recurrencia como

o €R

{ Tnt1 = fl@n)

siendo f continua. Entonces
lim 2, =L= f(L)=1L

n—oQ

Demostraciéon

lim z, = L= lim z,41
n— oo n— oo
pero 41 = f(zn)
luego

L=t o = i flom) = i 2 = FL)/1

Eso significa que podemos saber todos los posibles limites finitos de una sucesién recurrente.

Veamos un pequeno ejemplo.
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Ejemplo

Sea la sucesiéon z,41 = H%

El posible limite dependera de xg pero no puede ser cualquier cosa. La funcion es f(z) = H%
Los limites finitos cumplen f(L) = L. Asi pues, debe ser una solucién de la ecuacion L = T2LZ =

L+L3=2= L3+L—-2=0.

Resolvemos por la Regla de Ruffini, y obtenemos
LP+L—-2=(L—-1)(L*+L+2)

L+ L+2=0=L[="1%£4"8 3

luego el limite posible es 1.//

.Y qué pasa con el infinito?

Pues algo parecido pero no tan general. Recordemos la definicién de limite de aislacion.

Definicion de limite de aislacion

Diremos que f(x) tiene un limite de aislacion L en a si existe una sucesion x,, # a,x, — a tal que

f(zn) = L. Tanto a como L pueden ser infinitos.

Observacién

Si
lim f(z) =1L

Tr—a

entonces su unico limite de aislaciéon en a es L.

Proposicién

Tn41 = f(xn)

Sea f continua o no, y la sucesion
o € e

Si z,, = +o0o entonces f tiene un limite de aislacion oo en +o0.

Analogamente x,, — —oo hace que el limite de aislacién de f en —oo sea —oo.

Demostracién

Tp = +00 = Tpg1 — +00 = f(z,) = +00

luego por definicién +o0o es limite de aislacion en +oco.

El —o0 es anélogo.//
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Ejemplo

lim ——
z—oo 1 =+ .132 rz——o0 1 + .132

luego el tinico limite posible de

{ Tnt1 = flan)

9 €R

es 1.

Nota

Este es el resultado mas fuerte que puede esperarse, pues no se puede asegurar que el limite exista.

Para verlo, consideremos la siguiente sucesion:
Tpt1 = (T + 27)cos(xy,)
To = 0

es facil ver x,, = 2mn. En efecto, para n = 0 es claro, y si
Ty = 2TN = Tpy1 = (270 + 2m)cos(2mn) = 2w (n + 1)

Pero entonces,

lim z, = lim 27mn =400
n—oo n——oo

Sin embargo,

A lim (x4 27)cos(x)

n—oo

pues basta tomar y, = § +27mn y z, = 27n para que salgan distintos ( 0 y +oo respectivamente).

Hasta aqui hemos visto qué limites posibles hay. Pero eso no sirve de mucho si no sabemos cuando

la sucesién converge a dichos limites.

Hay dos métodos bastante diferenciados para saber como es la convergencia. El primero es la
aplicacién del teorema del punto fijo de Banach, que es muy conocido. Necesitamos una definicion

y un resultado previo.

Definicion de funcién contractiva

Una funcion real de variable real f se dice contractiva si M € (0,1) tal que Va,y € R se cumple
|f(2) = fy)] < M|z —y].

Lema

Toda funcioén contractiva es continua
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Demostraciéon

Sea zo € R. Vamos a ver que es continua en ese punto. Sea ¢ > 0. Tomamos J = 1. Entonces, si

| — xg| < 0 se cumple

|f(x) = f(zo)| < Mlz — ao| < M& < Mﬁ —¢//

Teorema del punto fijo de Banach

Si f es contractiva, entonces la sucesion recurrente x,, = f(z,) converge cualquiera que sea xg. Y

ademas su limite es el inico punto fijo de f.

Demostracién

Sea xg cualquiera. Vamos a ver que la sucesion z,+1 = f(z,) es de Cauchy. Sea ¢ > 0. Sea ng > 0
y sean g > p > ng.

Podemos separar |z, — z,| y entonces tenemos

|zg — ap| = |2g — g1 + g1 + ... + Tpp1 — Xp| < |xg — Tgo1| + g1 — Tgo2| + oo F |Tpr1 — Tp)
Vamos a acotar cada término por separado. Aplicandolo recursivamente la condicién tenemos que
|Zp+1—2p| = |f(xp)—f(2p-1)| < Mzp—2p1| = M|f(2p)— f(2p-1)| < M2|xp—1*xp—2| < ... < MPlzy—x0
de modo que

|2q — p| < l2g — wgo1| + wg1 = zgoo| + oo+ |par — 2| S MOy — 20| + o+ MPlay — 2o

que agrupando, sumando y acotando por la serie completa nos da:

qg—1 o
|zg—2p| =< |2g—Tg—1|H|Tgo1—Tg—a|+F|Tpr1—2p| < Moy —20|+.. - MP|21—20| = ZMk|x1—x0| < |z1—x0| z
k=p k=

A su vez, esta serie se puede sumar
00 00
MP
k _ D k _
Stk a3t - A
k=p r=0

con lo que tenemos la cota
MP
|[2q — @p| =<

—1-M

Basta por tanto tomar ng tal que % < e y automaticamente, para cualesquiera g > p > ng se

cumple
MP Mmo

1M S1-M

|zg — 7p| =< <e€

De ahi se deduce que la sucesion es de Cauchy y por tanto convergente.
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Ademas, puesto que f es contractiva, es continua y su limite es un punto fijo (nétese que no puede

ser infinito porque las sucesiones de Cauchy convergen a limites finitos).

Solo queda ver que el punto fijo es tnico. Pero esto es facil, pues su Ly y Ly fueran dos puntos

fijos distintos tendriamos
|L1 = La| = | f(L1) = f(L2)| < M|Ly — Ly| < |Ly — Ly

lo que es absurdo. //

Observaciéon

Si f es derivable y existe un M tal que |f'(z)| < M < 1Vx € R entonces f es contractiva.
Ejemplo

cos(xp)—1

5 en funcién de z.

Estudiar el comportamiento de la sucesion x4, =

La sucesion es x, 1 = f(z,) siendo f(x) = % Esta funcién es obviamente continua. Ademés
es contractiva puesto que
, —sen(x) 1
e 2l |
) = |5 < ]

lo que nos indica que, independientemente del punto inicial va a converger al tnico punto fijo.
.Y cuél es ese punto fijo? La ecuaciéon
cos(xz) — 1

2

tiene como solucién al menos a z = 0, se ve inmediatamente. Pero no tenemos que esforzarnos en

flz)=zex=

buscar otras, puesto que el teorema de Banach nos dice que dicho punto fijo es tnico.

En conclusién, la sucesion converge a 0 independientemente del punto inicial zg.

Pero no hay tantas funciones que sean contractivas en todo R. ;Basta con una parte? Si, basta

con eso. Veamos tres resultados. El primero es

Teorema 1. Resolviendo contractividad en intervalos

Sea f:R — Ry sea I un intervalo de la forma [a, b],[a, 00) 0 (=00, b] en el que se cumple:
1. f es contractiva en I
2. f()cI
entonces la sucesion recurrente x,, = f(x,,) converge cualquiera que sea zo. Y ademas su limite es
el tnico punto fijo de f en el intervalo I.
Demostracién

Es esencialmente idéntica a la del teorema del punto fijo de Banach. Vamos, por tanto, a hacer
lo mismo y omitiremos los pasos comunes. Sea x(y cualquiera. Vamos a ver que la sucesion
Znt1 = f(xn) es de Cauchy. Aplicando el mismo razonamiento que para el teorema del punto fijo

de Banach, tenemos la cota

MP
|$q_xp| :S lfM
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de modo que efectivamente la sucesiéon es de Cauchy. Por tanto es convergente a un valor L €

Ahora bien, si f es contractiva en I también es continua en I luego z, — L = f(L) = L. Para

demostrar que efectivamente es tinico se procede como en el teorema del punto fijo de Banach.

Nota

Toda esta demostracion podria omitirse sin més que notar que un intervalo de la forma [a, b],[a, 00)

0 (—o00,b] es un espacio de Banach.

Teorema 2. Caso multidimensional

Sea f: D CR¥ — RFysea L un punto fijo. Supongamos que 35 > 0/ f es contractiva en
B(L,8) < D [recordemos B(L, ) = {x € R¥/ ||z — L|| < €}], entonces, si consideramos la sucesién

{ Tnt1 = fl@n)

zo € R™ dado

si existe algiin ng € N/ z,,, € B(L,¢) la sucesién z,, es convergente y z,, — L.

Demostracion

Sin pérdida de generalidad, supondremos xo € B(L,6). Sino fuera si, eliminariamos los anteriores.
Sea A = B(L,4).

Veamos, por induccion en n, que x,, € A. Sea M la constante n = 0 por construccion.

Para n + 1.

Si ||znt1 — Ll = ||f(xn) = f(D)|| < M|z, — L|| < |lzn — L|| por ser f constructiva en A y
xn, L € A.

Luego ||zp+1 — L|| <0 = zp41 € A
Seae>0.3ng € N/ Vn>ng, M"||zg — L|| <e.
Ahora bien

lzn — LI = [If (#n-1) = FL)| < Ml[zn 1 — LI < ... < M"[|lzo — L|| < e

Corolario

Tnt1 = f(zn)
ro € R dado
utivos x, y Tn+1, y un valor L tales que:

Sea la recurrencia unidimensional . Supongamos que existen dos valores consec-

1. f es contractiva en [Ty, Zn11] (0 [Tnt1,Tn] S Tpi1 < Xn).
2. f(L)=1L
3. 2, <L<xpy1 (0xpy1 <L < Ty 81 Tpy1 < Tp)

Entonces z,, — L.
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Demostracion

Supondremos z,, < x,,41. El otro es perfectamente anélogo.
Sea 0 = |r,+1 — L|. Veamos z contractiva en B(L,J).

Para ello, veamos B(L,d) C [zn,Tni1],

[@n1 — Ll = |f(zn) = f(L)| < Mlzn — L] < |z, — L]

Por tanto, z,4+1 — L < z, — L.
Sea xz € B(L,8) = [L — 6, L+ §]. Tenemos dos casos:
¥*Sia>L, L<az<L+d=xp41 = T € [Tn,Tni1)

*Siz<L = L-0<z<L.Peroéd<L-—z, = z,<xz<0L.

Asi pues x,, € B(L,5) y f es contractiva en B(L,d). Por el teorema anterior x,, — L.

Ejemplo

Probar que la siguiente expresién para el nimero atireo: ¢ = 1 + ﬁ
1+ 1+1. "
Lo que significa esa expresion es que la sucesion

xn+1:1+i
.TO:].

converge al niimero adreo.

Asi pues f(z) =1+ zi Los puntos fijos son las soluciones de la ecuacion f(L) = L es decir

1++5
2

1
L:1+ZéL2:L+1:>L:

1-v5
2

ver que es convergente.

es negativo y la sucesién es claramente positiva, solo puede ser V5 ¢. Falta

Puesto que 5

|f'(z)| = | — %] = 2 que es menor que una constante menor que uno en cualquier intervalo de la
xT x

forma [a,00) con a > 1 pero NO en [1, +00).

La condicion f(I) C I tampoco estd muy clara. Sin embargo, sabemos que ¢ = 1+2\/5 ~ 1’6 asi

que vamos a iterar.

1 1 3
xo = I + 1 = T2 + B B
por lo que tenemos que x5 < ¢ < 1 y f es contractiva en [xo,21] = [3/2,2] por lo que, aplicando

el corolario anterior, converge al tnico punto fijo del intervalo [3/2,2] que es ¢

.Y qué hacemos si no es contractiva en regiones que nos vengan bien?Entonces podemos apo-
yarnos en otra propiedad que es bastante mas frecuente que la contractividad. Nos referimos a la

monotonia. Eso nos lleva al apartado siguiente.
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31 Regiones de convergencia

Vamos a ampliar el estudio a la monotonia y la convergencia de las sucesiones en funcion de xg.

Fijemos primero algunos conceptos:

Definicion

f se dice creciente en sentido amplio o no decreciente si x < y = f(z) < f(y).

Proposiciéon

Sea f no decreciente y continua. Sean L; y Lo puntos fijos con —oo < Ly < L < +ooy f(z) #x

YV x € (L1,Ls) . Sea zg € (L1, La) y la sucesion z,,41 = f(z), entonces hay dos casos posibles:
a) Si f(xg) > xo entonces x,, es no decreciente, y lim,,_, oo T, = Lo
b) Si f(zg) < xo entonces x,, es no creciente, y lim, oo z, = L1

Demostraciéon

Vamos a hacer el apartado “a)”, el apartado “b)” es anélogo en su desarrollo.

Veamos primero, por induccién, que para todo n se cumple x,,+1 € L1, Lo, 241 > . Paran =0
por hipétesis se cumple z1 = f(z9) > zo > L1.

Veamos z1 < L. f es mondtona luego f(zo) < f(L2), cierto para n, para n + 1.

Si x, = Lo entonces z,11 = f(z,) = f(L1) = Lo luego xy4+1 > Tpn, Tpnt1 € (L1, La).

Si z, < Lo entonces f(xy) # xn.

Ahora bien, f es continua luego g(x) = f(z) — x es continua g(L;) = g(Ls) = 0,g(x) # 0en Ly, Lo,
y g(zo) > 0. Por tanto, g es positiva en (Lq, L2) = g(x,) > 0.

Pero eso significa f(x,) — 2 > 0= 2511 = f(zn) > zp.
Debemos ver @, 1 # L. Pero eso es trivial puesto que z,, # Lo = @41 = f(x,) # f(L2) — Lo.

Luego x,, es creciente y acotada, luego convergente. El limite debe ser un punto fijo mayor que L

y menor o igual que Lo, asi que es Ly//

Observacion 1

Si f es estrictamente creciente entonces x,, es estrictamente monotona. La demostracion es com-

pletamente anéloga.

Observaciéon 2

En el teorema anterior es claro que basta que f sea no decreciente en (L1, Ls).

Veamos ahora el caso infinito. Haremos sélo el primer caso, el otro es anédlogo

Proposicion

Sea f continua y no decreciente en (L, +o0) siendo f(L) = L. Sea la sucesion z,4+1 = f(z,) con
xo € (L,+00). Sea f(x) # aVx € (L,400). Entonces:

a) Si f(zo) > xo limy, 00 f(xy) = 00, , no decreciente.

b) Si f(zo) < xo limy, 00 f(2n) = L, x5, no creciente.

Demostraciéon

El apartado “b)” es idéntico al apartado “a)” del teorema para intervalos finitos. Veamos el “a)”.
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Vamos a ver que x,, es creciente y mayor que L.
Paran = 0,21 = f(zg) =29 > L.

Para n+1,2,11 = f(z). en el intervalo (L,+00) f es continua y no tiene puntos fijos, luego,
g(x) = f(z) —x es no nula en (L, +00). Ademéas g(xg) > 0 luego g(z) > 0 en (L, +0o0). De ahi
g(xn) > 0= xp11 = f(xn) > xp > Tp_1 > ... > L. Por tanto x,, es creciente. Si estuviera acotado
seria convergente a un valor L* > L. Pero entonces L* seria punto fijo y en (L, +00) no hay puntos

fijos. La tnica alternativa es, por tanto x, — 4oc.

La demostraciéon del caso —oo es analoga. Nos limitaremos al enunciado en la siguiente obser-
vacién.

Observaciéon

Sea f continua y no decreciente en (—oo, L) tal que f(L) = Ly f(x) # aVx € (—oo,L). Sea

ZTnt1 = f(x,) entonces:
a) Si f(xo) > wo, s T L
b) Si f(z,) < xg, Tpn L —00

Estos resultados pueden condensarse en el siguiente. La demostracién consiste simplemente en

copiar las demostraciones anteriores.

Teorema general de recurrencia no lineal

Tnt1 = f(zn)
Xo €

Sea la sucesion definida recurrentemente como { siendo f continua y no decre-

ciente. Entonces:

1. Si x, converge a un valor L € R entonces f(L) = L.

2. Si zg < f(zo) (0 lo que es lo mismo zg < x1) entonces la sucesion z,, es monotona creciente

(no necesariamente estrictamente). Ademas:

(a) Si hay algun punto fijo en [z, +00), 2, converge al menor de todos ellos.

(b) Si no hay ningtan punto fijo en [zg, +00), x, tiende a infinito.

3. Sixzg > f(zg) (0lo que es lo mismo xy > 21) entonces la sucesion z,, es mondtona decreciente

(no necesariamente estrictamente). Ademas:
(a) Si hay algin punto fijo en (—o0, 2], x,, converge al mayor de todos ellos.

(b) Si no hay ningin punto fijo en (—o0, z¢],z, tiende a menos infinito.

Ejemplo (examen de oposicion de Asturias 2016)

1 = 2(z3 +6)

To=a

., xn+ - . .2
Sea la sucesion { Estudiar un comportamiento en funcion de a.

Lo primero, es z,41 = f(z,) con % (a3 +6) f/'(z) = 222 > 0.

Es creciente (de hecho, estrictamente creciente). Sus puntos fijos cumplen f(z) =z <z = $(2* +
6).
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La ecuacién es 7z = 23 +6 < 23 — Tz + 6 = 0.

Una raiz es = 1. Dividiendo por Ruffini queda (z — 1)(2? + x + 6) =

Solo hay tres posibles limites 1, 2 y -3.

Basta estudiar el signo del intervalo. Tomamos puntos

f(—4) =2 [(—4)® + 6] = =22 ~ —8 < —4. Decrece.
f(0) =% [(0)3+6] =& > 0. Crece.

f(1'5) = 1 [(3)* + 6] = & < 15 .Decrece
f(3)=1[3*+6] =2 >3 .Crece.

Luego a < —3 = x,, decreciente, x,, - —0

a=-3=>z,=-3Vn
e(-3,)=z, 11

a=1=z,=1Vn

a€(,2)=a, |1

a=2=x,=2VVn

a € (2,+0) = x, T +oo

También se puede resolver graficamente. Basta dibujar juntas y = f(z)

(= D(w - 2)(z +3).

e y = x. En vertical vamos

a la funcién y en horizontal hacia la recta. Asi, el comportamiento de la sucesion si zg € (—3,1).

€s:

2 22

.1
e ]

(a:f(2)

4 4

Y puede verse asi también que converge a 1, como habiamos dicho. Repitiendo el proceso, tenemos

el esquema siguiente:
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Método general para estudiar el comportamiento

19) Resolver f(x) = z. Esos son los puntos fijos y los posibles limites.

29) Comprobar si f es contractiva. Si lo es, ya esta resuelto.

3°) Si no lo fuera, estudiar el intervalo donde f(z) > z y donde f(z) < z.

Siz < f(z) = z, <x,y1 y por tanto x, es creciente. En caso contrario, es decreciente.

4%) Dibujar la funcién y la recta y = z. Eso nos da una idea de como se mueve. (Puede dibujarse

al principio).
52) Aplicar los teoremas para justificar rigurosamente lo que se ve en el dibujo.
Ejemplo

Tnt1 = f(iL‘)

en funcion de zg. Este lo vamos a resolver
o €R

Sea f(x) = x°. Estudiar la sucesién {

graficamente.
1°) f(z)=2 & 2?’=2 & 2(r—1)=0 & x=00x=1
29) f’(x) = 2z. No es contractiva.

3%) f(z)>x & 22>z & z(r—1) > 0& 2 € (—00,0) U (0, +00) El problema es que la funcion

solo es creciente en (0,4+00). De modo que vamos a ver primero qué pasa para zq > 0.

42) Si dibujamos, tenemos la siguiente grafica:
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En el dibujo ya se ve que zg > 1, x,, - o0 y que si 0 < xp < 1,2, — 0. Tenemos ya los siguientes

resultados para los positivos y el 0.

Caso 1. 2y = 1 entonces f(xg) =x9 =1 = x, constante igual a 1

Caso 2. zp € (0,1) entonces f(zg) < x¢ por tanto =, J 0
Caso 3. zy > 1. entonces f(zg) > xo por tanto x,, T 0

Caso 4. g = 0. Entonces z es constante igual a 0.

En general, para los negativos no se puede razonar del mismo modo. Hay que iterar la funcion

hasta que lleguemos a una region de convergencia. Ahora bien, si z < 0 entonces f(z) = 22 > 0

por lo que en un paso ya estamos en una region “de las buenas”.

Asi, si 29 < 0, 11 = 23 > 0. Luego todo depende donde estemos luego (en z7).

Caso 5. g = —1 entonces x1 = x% =1=z,—1
Caso 6. 79 € (—1,0) = z? € (0,1) = z, =0
Caso 7. zp < -1 = z, > +©

Conclusion:
e 1y € (—00,—1)U(1l,00) = x, = +00
e rp=—1loxp=1= z, =1
ez € (-1,1) = z, =0

Veamos otro ejemplo:

Ejemplo. Examen de Cataluna 1998 (Deimos 4, 98.36)

Sea z > 0, definimos por recurrencia,

_ 1 2
2Tpy1 = 5+,
r1 =2

Estudiar la convergencia en funcién de x.

Solucién

N

2
a:’!L

$n+1:i+ 2 = f(x) =

x

T3

=
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19 f(z)=2z < %—1—2—2:‘% & 14222 -4z & 2x2—4x+1:0x:74iv416_8 = 4£/8

Esos son los tnicos puntos fijos. Notemos 1 — ? ~03y1+ g ~ 17

I
-
H_

SN

29) f/(z) = . No es contractiva.

32) Hay que estudiar tres intervalos, (0,1 — g), (1-— g, 1+ g) y (14 g, +00).

o f(0'1)=1+ 0/201 > 0’1 = x,, creciente en (0,1 — ﬁ)
o f(1)=1+1<1=u, decreciente en (1 — 2,1+ ¥2)

o f(2)=1+3>2= =, creciente en (1+ Qd—oo)

42) Lo mismo se ve en la grafica

En conclusion:
o Size(0,1-2)=ux, 11— L2
OSizzlfgéznzlfé Vn

e Size(1-L21+2)=q,|1- L2

0.1’214-??.1'“:1—}—% Vn
. Sixe(l—i—?,—i—oo)éa?nT—i—oo

Finalizaremos el capitulo con un problema

Cataluna 1997 (Deimos 4, 97.4)

. 14++v4a-+1
Probar que para cualquier a > 0, \/a +vVa+... < T

Solucién

Consideremos la sucesion definida por recurrencia como

{ Tnt+l = V0 + Tn

.’EOZO
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Con z¢ = 0, tenemos zg = 0, 1 = v/a, x2 = y/a + v/a,... de modo que que nos estan pidiendo es

que demostremos que x,, < V2oL,

Por construccién es f(x) = v/a + z. Calculamos sus puntos fijos.

f@)=2 & Vatr=2 & ®’=a+r & 22 —r-a=0 & =15

Al tener dos, no puede ser contractiva. Es f/(z) = \/al? > 0 de modo que si que es monoénona.

No necesitamos hacer el estudio entero, slo piden lo que pasa con zy = 0. Al ser

1—+V4a+1 1++4a+1
0¢ 2 ’ 2

basta tomar un valor (el mismo 0) y se cumple f(0) = v/a > 0 por lo que z,, T 1ryiatl V;““.

14+v3aF1
2

Asi pues z,, < Vn. Pero no puede ser igual puesto que si lo alcanzara en algtn valor

de n tendria que haber sido siempre ese valor. De modo que concluimos lo que nos piden z,, <
1+vdatl ; atlyp,

Otro modo de verlo (llamando L = @)

es que, al ser f creciente estrictamente,
Zn=L= f(xn_1)=f(L) = xp_1 =1L

y aplicandolo recursivamente concluimos zy = L, pero eso es absurdo pues xzg = 0.
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