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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El  alumno  contestará  a  SÓLO  CINCO  ejercicios  de  entre  los  planteados.  En  caso  contrario,  el  corrector  corregirá  los  cinco  que  haya 
contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuación. Es necesario justificar las respuestas. 
Se  permite  el  uso  de  calculadoras  científicas  siempre  que  no  sean  programables  ni  gráficas  ni  calculen  integrales.  Si  algún  alumno  es 
sorprendido con una calculadora no autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora sin que tenga 
derecho a que le proporcionen otra. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución 

𝑎  Por ser una función racional su dominio en el conjunto de  los números reales, excepto  los valores 
reales de 𝑥 que anulan el denominador. 

  𝑥 2 𝑥 1 0 ⇒ 𝑥 1, 𝑥 2 ⇒ 

 𝑫 𝒇 ⇒ 𝑹 𝟏, 𝟐 . 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

0. 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒚 𝟎 𝒆𝒋𝒆 𝑿  𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒙 𝟏 𝒚 𝒙 𝟐 𝒔𝒐𝒏 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍𝒆𝒔. 

 

𝑏   Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

𝑓 𝑥 .  

       𝑓 𝑥 . 

  Por ser  𝑥 2 𝑥 1 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷 𝑓 , 𝑓 𝑥  será positiva o negativa cuando sea positivo o 
negativo la expresión  𝑥 2. 

  𝑥 2 0;  𝑥 2 ⇒ 𝑥 √2, 𝑥 √2. 

  Siendo la función 𝑔 𝑥 𝑥 2 una parábola cóncava  ∩  por ser negativo el coeficiente de 

𝑥 , que corta el eje de abscisas en los puntos 𝑃 √2, 0  y 𝑃 √2, 0 . Teniendo en cuenta lo anterior y 

el dominio de la función, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
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𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇 𝒙 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐 ∞, √𝟐 ∪ √𝟐, 𝟐 ∪ 𝟐, ∞ . 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇 𝒙 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐 √𝟐, 𝟏 ∪ 𝟏, √𝟐 . 

  De  los  periodos  de  crecimiento  y  decrecimiento  se  deduce  que  la  función  tiene  un  mínimo 

relativo para 𝑥 √2 y un máximo relativo para 𝑥 √2. 

𝑓 √2 √

√ √

√

√ √

√

√

√ √

√ √
  

√2 4 3√2
16 18

√2 4 3√2
2

√2 4 3√2
2

⇒ 

𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐:  𝑨 √𝟐, √𝟐 𝟒 𝟑√𝟐

𝟐
. 

 𝑓 √2 √

√ √

√

√ √

√

√

√ √

√ √
  

√2 4 3√2
16 18

√2 4 3√2
2

√2 4 3√2
2

⇒ 

𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐:  𝑩 √𝟐, √𝟐 𝟒 𝟑√𝟐

𝟐
. 
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Problema 2: 

 

Solución 

Los puntos de corte de las dos parábolas tienen por abscisas las raíces de la ecuación que resulta 
de la igualación de sus expresiones: 

𝑥 2𝑥 1 2𝑥 2𝑥;   

3𝑥 4𝑥 1 0;  𝑥 √
  

⇒
𝑥 → 𝐴 ,

𝑥 1 → 𝐵 1, 0
.  

La parábola 𝑦 𝑥 2𝑥 1 𝑥 1  es convexa  ∪  por ser positivo el coeficiente de 𝑥  y 
cuyo vértice es 𝐵 1, 0 .  

La parábola 𝑦 2𝑥 2𝑥 es cóncava  ∩  por ser negativo el coeficiente de 𝑥  cuyo vértice es 
el siguiente: 

𝑦 4𝑥 2 0 ⇒ 𝑥 ⇒ 𝐶 , . 

  La  situación  se  expresa,  de  forma  aproximada,  en  la  figura  adjunta,  de  la  cual  se  deduce  la 
superficie a calcular, que es la siguiente: 

  𝑆 2𝑥 2𝑥 𝑥 2𝑥 1 𝑑𝑥 3𝑥 4𝑥 1 𝑑𝑥  

𝑥 𝑥 2𝑥 𝑥   

1 2 1 1 2 ⇒   

⇒ 𝑺
𝟒

𝟐𝟕
 𝒖𝟐 ≅ 𝟎. 𝟏𝟒𝟖 𝒖𝟐. 
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Problema 3: 

  

Solución 

𝑎  lim
→

𝑒 𝑥 𝑒 0 1 0 1 ⇒ 𝐼𝑛𝑑. 𝑑𝑒𝑙 𝑛º 𝑒 ⇒     

⇒ 𝐴 lim
→

𝑒 𝑥 ;   𝐿𝐴 𝐿 lim
→

𝑒 𝑥 lim
→

L 𝑒 𝑥   

lim
→

𝐿 𝑒 𝑥 lim
→

⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒  

⇒ 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 ⇒ lim
→

lim
→

1 ⇒  

  ⇒ 𝐿𝐴 1 ⇒ 𝐴 𝑒 ⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒆𝒙 𝒙𝟑
𝟏
𝒙 𝒆. 

 

b   lim
→

∞ ∞ ⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ lim
→

   

lim
→

𝑥 2𝑥 𝑥 2 𝑥 2𝑥 𝑥 2
𝑥 4

lim
→

4𝑥 2𝑥
𝑥 4

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→

𝒙𝟐 𝟏

𝒙 𝟐

𝒙𝟐 𝟏

𝒙 𝟐
𝟒.  
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Problema 4: 

 

Solución 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀
1 𝑎 1 1
1 1 𝑎 1

𝑎 1 1 1
 y 𝑀′

1 𝑎 1 1
1 1 𝑎 1

𝑎 1 1 1
    

𝑎
𝑎
𝑎

. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

       |𝑀|
1 𝑎 1 1
1 1 𝑎 1

𝑎 1 1 1
 

1 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1   𝑎 1 2 𝑎 1 3 𝑎 1  

2 𝑎 3𝑎 3𝑎 1 3𝑎 3 𝑎 3𝑎 𝑎 𝑎 3 0 ⇒
𝑎 0   
𝑎 3.   

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 𝟎
𝒂 𝟑

⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟑 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 0 ⇒ 𝑀
1 1 1
1 1 1
1 1 1

    
0
0
0

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 1.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟏 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

(Con dos grados de libertad, o sea, dos parámetros). 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 3 ⇒ 𝑀
1 2 1
1 1 2
2 1 1

    
3
3
3

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒  

⇒
1 2 3
1 1 3
2 1 3

3 3 12 6 3 6 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

 

Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 0, 𝑎 3: 

  Resolviendo por la regla de Cramer: 

𝑥   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)308 

. 

 𝑦  

 . 

𝑧   

. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 𝒚 𝒛
𝒂

𝒂 𝟑
, ∀𝒂 ∈ 𝑹 𝟎, 𝟑 . 

 

Para  𝑎 0  el  sistema  resulta 

𝑥 𝑦 𝑧 0
𝑥 𝑦 𝑧 0
𝑥 𝑦 𝑧 0

,  que  es  homogéneo  y  también  compatible 

indeterminado, equivalente a 𝑥 𝑦 𝑧 0. 

Haciendo 𝑦 𝜆, 𝑧 𝜇; 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 𝝀 𝝁;   𝒚 𝝀;   𝒛 𝝁, ∀𝝀, 𝝁 ∈ 𝑹. 
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Problema 5: 

 

Solución 

  El  determinante  de  una matriz  es  igual  que  el  determinante  de  su  traspuesta,  por  lo  cual,  el 
apartado (1) no produce variación en el valor del determinante. 

  Si se intercambian dos líneas de una matriz, el valor de su determinante cambia de signo, por lo 
cual, el aparado (2) cambia de signo el valor del determinante. 

  Si  se multiplica  una  línea  de  una matriz  por  un  número  real,  el  valor  del  determinante  de  la 
matriz  queda  multiplicado  por  dicho  número,  por  lo  cual,  el  apartado  (3)  multiplica  el  valor  del 
determinante por  4. 

  Como se multiplica  la matriz por un número, y  la matriz es de dimensión 4 4, por  lo cual, el 
apartado (4) multiplica el valor del determinante de la matriz por 4 . 

  Teniendo en cuenta lo anterior, el valor resultante es el siguiente: 

  𝐷 2 1 4 4 2 4 ⇒ 

𝑫 𝟐. 𝟎𝟒𝟖. 
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Problema 6: 

 

Solución 

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴|
1 1 0

𝑎 1 𝑎 1 1
𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1

 

𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1   

𝑎 𝑎 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 𝑎 2𝑎   

𝑎 𝑎 𝑎 2 0 ⇒ 𝑎 0;  𝑎 𝑎 2 0;   𝑎 √ √ ⇒   

⇒ 𝑎 2, 𝑥 1. 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝒆𝒔 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 ∀𝒂 ∈ 𝑹 𝟐, 𝟎, 𝟏 . 

Para 𝑎 2 la matriz es 𝐴
1 1 0
1 3 1
3 1 3

.  

Se obtiene su inversa por el método de Gauss‐Jordan. 

𝐴|𝐼
1 1 0
1 3 1
3 1 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⇒
𝐹 → 𝐹 𝐹

𝐹 → 𝐹 3𝐹 ⇒  

⇒
1 1 0
0 2 1
0 2 3

1 0 0
1 1 0
3 0 1

⇒ 𝐹 → 𝐹 ⇒
1 1 0
0 1
0 2 3

1 0 0
0

3 0 1
⇒  

⇒
𝐹 → 𝐹 𝐹

𝐹 → 𝐹 2𝐹 ⇒
1 0
0 1
0 0 4

0
0

4 1 1
⇒ 𝐹 → 𝐹 ⇒  

⇒
1 0
0 1
0 0 1

0
0

1
⇒

𝐹 → 𝐹 𝐹

𝐹 → 𝐹 𝐹
⇒

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
0
1

⇒  

⇒ 𝑨 𝟏
𝟏 𝟑

𝟖
𝟏
𝟖

𝟎 𝟑
𝟖

𝟏
𝟖

𝟏 𝟏
𝟒

𝟏
𝟒

𝟏

𝟖

𝟖 𝟑 𝟏
𝟎 𝟑 𝟏
𝟖 𝟐 𝟐

. 
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Problema 7: 

 

Solución 

La expresión de la recta 𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

𝑟 ≡ ⇒ 𝑟 ≡
𝑥 3 0       
𝑦 1 𝑧 5;   𝑟 ≡

𝑥 3 0       
𝑦 𝑧 6 0. 

La recta 𝑟 el plano 𝜋 determinan el sistema 
                             𝑥 3
                  𝑦 𝑧 6
3𝑥 2𝑦 11𝑧 3

. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀
1 0 0
0 1 1
3 2 11

 y 𝑀
1 0 0
0 1 1
3 2 11

     
3
6
3

. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀  pueden presentarse los siguientes casos: 

1º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2 ⇒ La recta está contenida en el plano. 

2º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3 ⇒ La recta es paralela al plano. 

3º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3 ⇒ La recta es secante al plano. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  
1 0 0
0 1 1
3 2 11

11 2 9 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3. 

 

𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟑 ⇒ 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)312 

Problema 8: 

 

Solución 

La  recta  𝑡  que  pasa  por 𝐴 0, 2, 3   y  es  perpendicular  al  plano 𝜋 ≡ 𝑥 𝑦 𝑧 4  tiene  como 
vector director al vector normal de 𝜋: 𝑛 1, 1, 1 . 

La expresión de 𝑡 dada por unas ecuaciones paramétricas es: 𝑡 ≡
𝑥 𝜆        
𝑦 2 𝜆
𝑧 3 𝜆

.  

El punto 𝑀, intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡 es la solución del sistema que forman: 

𝜋 ≡ 𝑥 𝑦 𝑧 4

      𝑟 ≡
𝑥 𝜆        
𝑦 2 𝜆
𝑧 3 𝜆

⇒ 𝜆 2 𝜆 3 𝜆 4;    

𝜆 2 𝜆 3 𝜆 4;   3𝜆 5 ⇒ 𝜆 ⇒  

⇒ 𝑀 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥                  

𝑦 2

𝑧 3   ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝑀 , , . 

  Tiene que cumplirse que 𝐴�⃗� 𝑀𝐴⃗. 

  𝐴�⃗� 𝑂�⃗� 𝑂𝐴 , , 0, 2, 3 , , . 

  𝑀𝐴⃗ 𝑂𝐴⃗ 𝑂�⃗� 𝑥, 𝑦, 𝑧 , , 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 . 

, , 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 → 𝑥       

𝑦 → 𝑦     

𝑧 → 𝑧 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒  

⇒ 𝑨′
𝟏𝟎

𝟑
,

𝟏𝟔

𝟑
,

𝟏

𝟑
. 

   

𝐴 𝑥, 𝑦, 𝑧  

𝐴 0, 2, 3
𝑡 

𝜋 

𝑀 
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Problema 9: 

 

Solución 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎    𝑃 𝑃 𝐷 𝑃 𝐴 ∩ 𝐷 𝑃 𝐵 ∩ 𝐷 𝑃 𝐶 ∩ 𝐷  

𝑃 𝐴 𝑃 𝐷/𝐴 𝑃 𝐵 𝑃 𝐷/𝐵 𝑃 𝐶 𝑃 𝐷/𝐶   

0,80 0,10 0,10 0,20 0,10 0,05 0,080 0,020 0,005 0,105. 

 

𝑏  𝑃 𝑃 𝐴/𝐷 ∩ / , ,

,

,

,
0,7619. 

   

0,10
0,90

0,80
0,20

0,05
0,95

0,80 

0,10 

0,10 
𝐶 

𝐵 

𝐴 

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

→ 𝑝 0,80 0,90 0,7200 

→ 𝑝 0,80 0,10 0,0800 

→ 𝑝 0,10 0,20 0,0200 

→ 𝑝 0,10 0,80 0,0800 

→ 𝑝 0,10 0,05 0,0050 

→ 𝑝 0,10 0,95 0,0950 
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Problema 10: 

 
Solución 

𝑎  𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 26;   𝜎 5. 

𝑋 → 𝑁 𝜇;  𝜎 𝑁 26, 5 .    Tipificando la variable: 𝑍 . 

𝑃 𝑃 𝑋 31 𝑃 𝑍 𝑃 𝑍 𝑃 𝑍 1   

1 𝑃 𝑍 1 1 0,8413 0,1587. 

𝑷 𝑿 𝟑𝟏 𝟎, 𝟏𝟓𝟖𝟕. 

 

𝑏  𝑃 𝑃 21 𝑋 31 𝑃 𝑍 𝑃 𝑍   

𝑃 1 𝑍 1 𝑃 𝑍 1 1 𝑃 𝑍 1 𝑃 𝑍 1 1 𝑃 𝑍 1   

2 𝑃 𝑍 1 1 2 0,8413 1 1,6826 1 0,6826. 

𝑷 𝟐𝟏 𝑿 𝟑𝟏 𝟎, 𝟔𝟖𝟐𝟔. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El  alumno  contestará  a  SÓLO  CINCO  ejercicios  de  entre  los  planteados.  En  caso  contrario,  el  corrector  corregirá  los  cinco  que  haya 
contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuación. Es necesario justificar las respuestas. 
Se  permite  el  uso  de  calculadoras  científicas  siempre  que  no  sean  programables  ni  gráficas  ni  calculen  integrales.  Si  algún  alumno  es 
sorprendido con una calculadora no autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora sin que tenga 
derecho a que le proporcionen otra. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

 

Problema 6: 

 

 

Problema 7: 

 

 

Problema 8: 
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Problema 9: 

 

 

Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución 

𝑎    El dominio de una función racional es el conjunto de valores reales, excepto los valores reales de 
𝑥 que anulan el denominador, por lo cual: 𝐷 𝑓 ⇒ 𝑅 0 . 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

        𝑘 lim
→

𝑓 𝑥 ∞ ⇒ 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇 𝒙  𝒏𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍𝒆𝒔. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador (sin que se anule el numerador). 

  Asíntota vertical: 𝒙 𝟎 𝑬𝒋𝒆 𝒀 . 

Asíntotas oblicuas:   Son de la forma 𝑦 𝑚𝑥 𝑛, siendo: 

𝑚 lim
→

  y  𝑛 lim
→

𝑓 𝑥 𝑚𝑥 , con 𝑚 finito y 𝑚 0. 

  𝑚 lim
→

lim
→

lim
→

∞. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇 𝒙  𝒏𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒐𝒃𝒍𝒊𝒄𝒖𝒂𝒔. 

 

𝑏    Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

  𝑓 𝑥 . 

      𝑓 𝑥 0 ⇒ 0;  12𝑥 𝑥 1 0 ⇒ 𝑎 𝑥 ⇒ 

⇒ 12𝑎 𝑎 1 0;   𝑎 𝑥 √ √ ⇒ 𝑎 , 𝑎 . 

  Deshaciendo el cambio de variable: 

   𝑎 ⇒ 𝑥 ⇒ 𝑥 √ , 𝑥 √
.        𝑎 ⇒ 𝑥 ⇒ 𝑥 ∉ 𝑅. 
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  Por ser 𝑓 𝑥 𝑓 𝑥  la función es simétrica con respecto al origen. 

  Considerando, por ejemplo, el valor 𝑥 1 ∈ √ , ∞ : 

  𝑓 1 12 1 1 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

.  Teniendo en cuenta lo anterior, el dominio de la función y la simetría con respecto al origen, los 
periodos de crecimiento y decrecimiento de la función son los siguientes: 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇 𝒙 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ∞, √𝟑

𝟑
∪ √𝟑

𝟑
, ∞ . 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇 𝒙 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ √𝟑

𝟑
, 𝟎 ∪ 𝟎, √𝟑

𝟑
. 

La condición necesaria para que una función tenga un máximo o un mínimo relativo es que se 
anule su primera derivada.  

Para  diferenciar  los máximos  de  los mínimos  se  recurre  a  la  segunda derivada:  si  es  negativa 
para los valores que anulan a la primera derivada se trata de un máximo y, si es positiva, de un mínimo. 

𝑓 𝑥 . 

𝑓 √ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 √
. 

𝑓 √
1 4

81
1
9

√3
3

81 4 9
81
√3
3

76

27√3

76√3
81

⇒ 

𝑴í𝐧.  𝑨 √𝟑

𝟑
,

𝟕𝟔√𝟑

𝟖𝟏
.  

Por simetría con respecto al origen: ⇒ 

𝑴á𝐱.  𝑩 √𝟑

𝟑
,

𝟕𝟔√𝟑

𝟖𝟏
. 
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Problema 2: 

 

Solución 

Los  puntos  de  corte  de  las  parábolas  se  obtienen  teniendo  en  cuenta  que  las  abscisas  de  los 
puntos de intersección de las parábolas son las soluciones de la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 

       𝑥 8𝑥 10 𝑥 ;   

2𝑥 8𝑥 10 0;  𝑥 4𝑥 5 0;   

𝑥 √ √ 2 3 ⇒  

⇒
𝑥 1, → 𝐴 1, 9
𝑥 5, → 𝐵 5, 15

.    

La  parábola  𝑦 𝑥 8𝑥,  que  es  convexa  ∪   por  ser 
positivo  el  coeficiente  de  𝑥 ,  tiene  su  vértice  en  el  punto 
siguiente: 

𝑦 𝑥 2𝑥 4 0;  𝑥 4 0;  

𝑥 4 ⇒ 𝑉 4, 16 . 

  Otros puntos de la parábola son 𝑂 0, 0  y 𝐶 8, 0 . 

La  parábola  𝑦 10 𝑥 ,  que  es  cóncava  ∩ ,  por  ser 
negativo  el  coeficiente  de  𝑥 ,  tiene  su  vértice  en  el  punto 
𝑉 0, 10 . 

  La  representación  gráfica  de  la  situación  se  expresa,  de 
forma aproximada, en la figura adjunta. 

La superficie pedida es la siguiente: 

  𝑆 10 𝑥 𝑥 8𝑥 𝑑𝑥 2𝑥 8𝑥 10 𝑑𝑥   

10𝑥 4𝑥 10𝑥   

4 5 10 5 4 1 10 1    

250
3

100 50
2
3

4 10
252

3
154 84 156 ⇒ 

𝑺 𝟕𝟐 𝒖𝟐.   

𝑌 

𝑂 
𝑋

𝑦 𝑥 8𝑥

8 

3

10

4 

6

𝑆 

𝐵
𝑉

< 

𝐴 

𝐶

𝑉  

3 

5

𝑦 10 𝑥

15
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Problema 3: 

 

Solución 

𝑎  lim
→

cos 2𝑥 cos 0 1 ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. 𝑑𝑒𝑙 𝑛º 𝑒. 

         𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑥 cos 2𝑥
𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 1          

𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑥 cos 2𝑥
𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 1   

⇒ cos 2𝑥 1 2𝑠𝑒𝑛 𝑥.  

  lim
→

cos 2𝑥 𝐴.   Tomando logaritmos neperianos: 

𝐿𝐴 𝐿 lim
→

cos 2𝑥 lim
→

𝐿 cos 2𝑥 lim
→

𝐿 cos 2𝑥   

3 lim
→

 3  3 ⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 ⇒  

⇒ 𝐿𝐴 3 lim
→

 

6 lim
→

lim
→

 6 1 1 6 ⇒  

⇒ 𝐿𝐴 6 ⇒ 

𝑨 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙
𝟑

𝒙𝟐 𝒆 𝟔 𝟏

𝒆𝟔.  

 

b   lim
→

1 𝑥 1 ∞ ∞ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ lim
→

1 𝑥 𝐴 ⇒  

⇒ Tomando logaritmos neperianos: 

 

       𝐿𝐴 𝐿 lim
→

1 𝑥 lim
→

𝐿 1 𝑥 lim
→

𝐿 1 𝑥 lim
→

  

⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 ⇒ lim
→

lim
→

0 ⇒  

⇒ 𝐿𝐴 0 ⇒ 𝐴 𝑒 1 ⇒ 

𝑨 𝐥𝐢𝐦
𝒙→

𝟏 𝒙
𝟏
𝒙 𝟏. 
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Problema 4: 

 

Solución 

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴|
1 𝑎 1 1
1 1 𝑎 1

𝑎 1 1 1
0; 

1 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1 𝑎 1 0;  

2 𝑎 3𝑎 3𝑎 1 3𝑎 3 0;  𝑎 3𝑎 0;  𝑎 𝑎 3 0 ⇒  

⇒ 𝑎 0, 𝑎 3.  

 𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝒆𝒏 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 ∀𝒂 ∈ 𝑹 𝟎, 𝟑 . 

 

  Para 𝑎 2 ⇒ 𝐴
1 3 1
1 1 3
3 1 1

.      |𝐴|
3 3 0
2 4 2
7 0 6

2 2 3 20. 

𝐴
1 1 3
3 1 1
1 3 1

.       𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴

⎝

⎜⎜
⎛

1 1
3 1

3 1
1 1

3 1
1 3

1 3
3 1

1 3
1 1

1 1
1 3

1 3
1 1

1 3
3 1

1 1
3 1 ⎠

⎟⎟
⎞

 

2 2 8
8 2 2
2 8 2

2
1 1 4
4 1 1
1 4 1

.  

𝐴
𝐴𝑑𝑗.  𝑑𝑒 𝐴

|𝐴|

2
1 1 4
4 1 1
1 4 1
20

 ⇒ 

𝑨 𝟏 𝟏

𝟏𝟎

𝟏 𝟏 𝟒
𝟒 𝟏 𝟏
𝟏 𝟒 𝟏

. 
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Problema 5: 

 

Solución 

𝑎    𝑀𝑀
2 𝑥
0 𝑦

2 0
𝑥 𝑦

5 1
1 1

;  
4 𝑥 𝑥𝑦

𝑥𝑦 𝑦
5 1
1 1

⇒ 

⇒ 𝑦 1 ⇒ 𝑦 1;   4 𝑥 5;  𝑥 1 ⇒ 𝑥 1.  𝑥𝑦 1. 

𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 
𝑥 1
𝑦 1 ⇒ 𝑀 2 1

0 1
;   𝑆𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 

𝑥 1
𝑦 1 ⇒ 𝑀 2 1

0 1
. 

𝑏      
𝐴𝑋 𝐵𝑌 𝐶
𝐴𝑋 𝑌           

;   𝐴𝑋 𝐵𝑌 𝐶
𝐴𝑋 𝑌

⇒ 𝐵𝑌 𝐶 𝑌;   𝐵𝑌 𝑌 𝐶;  𝐵 𝐼 𝑌 𝐶;  

𝐵 𝐼 𝐵 𝐼 𝑌 𝐵 𝐼 𝐶;   𝐼 𝑌 𝐵 𝐼 𝐶;   𝑌 𝐵 𝐼 𝐶. 

   𝐵 𝐼 2 0
1 1

1 0
0 1

3 0
1 2

.  |𝐵 𝐼| 3 0
1 2

6. 

𝐵 𝐼 3 1
0 2

.  𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐵 𝐼 2 0
1 3

. 

𝐵 𝐼 .   

| |
 ⇒ 𝐵 𝐼 2 0

1 3
. 

𝑌 𝐵 𝐼 𝐶 2 0
1 3

15 3
7 3

30 6
6 6

⇒ 𝑌 5 1
1 1

. 

𝐴 𝑋 𝑌;  𝐴 𝐴 𝑋 𝐴 𝑌;   𝐼 𝑋 𝐴 𝑌 ⇒ 𝑋 𝐴 𝑌.  

|𝐴| 2 1
0 1

2;  𝐴 2 0
1 1

;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴 1 1
0 2

.  

𝐴 .   

| |
 ⇒ 𝐴 1 1

0 2
. 

𝑋 𝐴 𝑌 1 1
0 2

5 1
1 1

4 0
2 2

⇒ 𝑋 2 0
1 1

.   
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Problema 6: 

 

Solución 

Se obtiene la inversa de 𝐴 por el método de Gauss‐Jordan. 

𝐴|𝐼
0 3 4
1 4 5
1 3 4

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⇒ 𝐹 ↔ 𝐹 ⇒  

⇒
1 4 5
0 3 4
1 3 4

0 1 0
1 0 0
0 0 1

⇒
𝐹 → 𝐹 𝐹

𝐹 → 𝐹 ⇒
1 4 5
0 1
0 1 1

0 1 0
0 0

0 1 1
⇒  

⇒
𝐹 → 𝐹 4𝐹
𝐹 → 𝐹 𝐹 ⇒

1 0
0 1
0 0

1 0
0 0
1 1

⇒ 𝐹 → 3𝐹 ⇒  

⇒
1 0
0 1
0 0 1

1 0
0 0

1 3 3
⇒

𝐹 → 𝐹 𝐹
𝐹 → 𝐹 𝐹

⇒
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 1
1 4 4

1 3 3
⇒  

⇒ 𝑨 𝟏
𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟒 𝟒

𝟏 𝟑 𝟑
.  

 

  Se comprueba que 𝐴 𝐼. 

𝐴 𝐴 𝐴
0 3 4
1 4 5
1 3 4

0 3 4
1 4 5
1 3 4

1 0 1
1 4 4
1 3 3

. 

𝐴 𝐴 𝐴
1 0 1

1 4 4
1 3 3

0 3 4
1 4 5
1 3 4

1 0 0
0 1 0
0 0 1

. 

Queda comprobado que 𝐴 𝐼. 

𝐴 𝐴 𝐴 𝐼 𝐴 𝐼 𝐴 ⇒ 

𝑨𝟐𝟎 𝑨𝟐
𝟏 𝟎 𝟏

𝟏 𝟒 𝟒
𝟏 𝟑 𝟑

.  
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Problema 7: 

 

Solución 

  El  vector  normal  del  plano 𝜋  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  vector  que 
determinan los puntos 𝑃 1, 0, 1  y 𝑄 3, 2, 5 . 

         𝑃�⃗� 𝑂𝑄 𝑂�⃗� 3, 2, 5 1, 0, 1 4, 2, 6 ⇒ 𝑛 2, 1, 3 . 

  La expresión general del plano es 𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 3𝑧 𝐷 0. 

  Para determinar el valor de 𝐷 se tiene en cuenta que 𝜋 contiene a 𝑄 3, 2, 5 : 

 
𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 3𝑧 𝐷 0
                           𝑄 3, 2, 5

⇒ 2 3 2 3 5 𝐷 0;  

6 2 15 𝐷 0; 23 𝐷 0;   𝐷 23 ⇒ 

𝝅 ≡ 𝟐𝒙 𝒚 𝟑𝒛 𝟐𝟑 𝟎.  

La recta 𝑡 que pasa por 𝑃 1, 0, 1  y es perpendicular al plano 𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 3𝑧 23 0 tiene 
como  vector  director  al  vector  normal  de  𝜋:  𝑛 2, 1, 3 .  La  expresión  de  𝑡  dada  por  unas 

ecuaciones paramétricas es 𝑡 ≡
𝑥 1 2𝜆   
𝑦 𝜆         
𝑧 1 3𝜆

. 

El punto 𝑄 3, 2, 5  es la intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡. 

  Tiene que cumplirse que 𝑃�⃗� 𝑄𝑃⃗. 

𝑃�⃗� 4, 2, 6 . 

  𝑄𝑃⃗ 𝑂𝑃⃗ 𝑂𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 3, 2, 5  

𝑥 3, 𝑦 2, 𝑧 5 . 

  4, 2, 6 𝑥 3, 𝑦 2, 𝑧 5 ⇒ 

 

⇒
𝑥 3 4 → 𝑥 7
𝑦 2 2 → 𝑦 4      
𝑧 5 6 → 𝑧 11    

⇒ 

𝑷′ 𝟕, 𝟒, 𝟏𝟏 . 

   

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧  

𝑃 1, 0, 1  
𝑡 

𝜋 

𝑄 3, 2, 5  
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Problema 8: 

 

Solución 

Las  matrices  de  coeficientes  y  ampliadas  del  sistema  que  forman  los  tres  planos  son  las 
siguientes: 

  𝐴
𝑚 1 1
1 𝑚 1
1 1 𝑚

 y 𝐴
𝑚 1 1
1 𝑚 1
1 1 𝑚

    
1
𝑚

𝑚
. 

  Según sean los rangos de 𝐴 𝑦 𝐴  pueden presentarse los siguientes casos: 

1. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 3 ⇒  Los planos son secantes. Se cortan en un punto. 

2. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 2 ⇒  Los planos se cortan en una recta. 

(dos de los planos pueden ser coincidentes) 

3. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 1 ⇒   Los tres planos son coincidentes. 

4. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 2 ⇒  Hay planos paralelos. 

(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos) 

  (si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero) 

5. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 3 ⇒  Hay planos secantes. 

(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma) 

  (si dos planos son paralelos son secantes al tercero) 

|𝐴|
𝑚 1 1
1 𝑚 1
1 1 𝑚

𝑚 1 1 𝑚 𝑚 𝑚   

𝑚 3𝑚 2 0. 

  Resolviendo por Ruffini: 𝑚 𝑚 1, 𝑚 2. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 1
𝑚 2

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 3. 

𝑳𝒐𝒔 𝒕𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒚 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 1 ⇒ 𝐴
1 1 1
1 1 1
1 1 1

    
1
1
1

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 1.  

𝑳𝒐𝒔 𝒕𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒊𝒏𝒄𝒊𝒅𝒆𝒏𝒕𝒆𝒔. 

3 1
2

  2   2

2 

 0 

 1
2

 1 

 1 1

 1 

 1 

  2 

1

1

1 0 

0  2 

0
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  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 2 ⇒ 𝐴
2 1 1
1 2 1
1 1 2

    
1
2
4

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒  

⇒
2 1 1
1 2 2
1 1 4

16 1 2 2 4 4 9 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 3.  

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 2 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 3. 

  No hay planos paralelos. 

𝑳𝒐𝒔 𝒕𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒅𝒐𝒔 𝒂 𝒅𝒐𝒔 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒖𝒏 𝒑𝒓𝒊𝒔𝒎𝒂. 
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Problema 9: 

 

Solución 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎    𝑃 𝑃 𝑇 𝑃 𝐽23 ∩ 𝑇 𝑃 𝐽6 ∩ 𝑇 𝑃 𝑂𝐽 ∩ 𝑇  

𝑃 𝐽23 𝑃 𝑇/𝐽23 𝑃 𝐽6 𝑃 𝑇/𝐽6 𝑃 𝑂𝐽 𝑃 𝑇/𝑂𝐽   

0,45 0,65 0,15 0,25 0,40 0,10 0,2925 0,0375 0,0400 0,3700.  

 

𝑏  𝑃 𝑃 𝐽23/𝑇 ∩ / , ,

,

,

,
0,7905.  

   

0,65
0,35

0,75

0,25

0,10
0,90

0,45 

0,15 

0,40 
𝑂𝐽 

𝐽6 

𝐽23 

𝑇

𝑇

𝑇

𝑇

𝑇

𝑇

→ 𝑝 0,45 0,35 0,1575 

→ 𝑝 0,45 0,65 0,2925 

→ 𝑝 0,15 0,25 0,0375 

→ 𝑝 0,15 0,75 0,1125 

→ 𝑝 0,40 0,10 0,0400 

→ 𝑝 0,40 0,90 0,3600 
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Problema 10: 

 

Solución 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 180;   𝜎 10. 

𝑋 → 𝑁 𝜇, 𝜎 𝑁 180, 10 .       Tipificando la variable:  𝑍 . 

 

𝑎   𝑃 𝑃 𝑋 200 𝑃 𝑍 𝑃 𝑍 𝑃 𝑍 2   

1 𝑃 𝑍 2 1 0,9772 0,0228. 

𝑷 𝑿 𝟐𝟎𝟎 𝟎, 𝟎𝟐𝟐𝟖. 

 

𝑏  𝑃 𝑃 170 𝑋 190 𝑃 𝑍 𝑃 𝑍   

𝑃 1 𝑍 1 𝑃 𝑍 1 𝑃 𝑍 1 𝑃 𝑍 1 1 𝑃 𝑍 1    

  𝑃 𝑍 1 1 𝑃 𝑍 1 2 𝑃 𝑍 1 1 2 0,8413 1   

1,6826 1 0,6826. 

𝑷 𝟏𝟕𝟎 𝑿 𝟏𝟗𝟎 𝟎, 𝟔𝟖𝟐𝟔. 


