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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
= | ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
u 3 GENERAL JUNIO
E

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES
El examen consta de 10 preguntas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningun caso debera responder a un nimero mayor del indi-
cado porque en la correccidn del examen sélo se tendran en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguira el orden en el
que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de
tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademas de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregird la que ocupe el
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

2 3 1
12) Sean las matricesA=(1|,B=|-1]|yC=|2]
a —4 1

a) Comprobar, cuando sea posible, las matrices C - BY; B - C; B - C, cuando B? es la matriz traspuesta
de B.

b) Hallar a € R para que el sistema x - A+ y - B = C de las tres ecuaciones y dos incégnitas x e y, sea
compatible determinado y resolverlo pare ese valor de a.

3 00 0 1 0
22) Dadas las matricesM =2 3 O|yN={2 0 —2|.Calcularla matriz X cuadrada de orden
1 2 3 0 -1 3
3quecumpleM - X — N = 2X.
0 _ L _f(y—2x=1,
39) Dadoselplanor =x + 2y —z Oylarectar_{x_Z:0 :

a) Hallar el punto de interseccion del plano Ty la recta r.

b) Calcular la distancia del origen a la recta r.

x-1 +1 _ z-2
42) Dada larectar = —= yT ==

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene a la recta r.

b) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por el origen y es perpendicular a la recta r.

x-eX¥—senx . 0
59) Calcular el valor de a € R para que la funcion f(x) = { x2 St x
a six=0

sea continuaenx = 0.

62) Dada la funcion f(x) = |x + 1| + |x — 2|:
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion.
b) Calcular el intervalo donde la funcién permanece constante.

79) Determinar la funcién f(x) tal que su grafica pase por el origen de coordenadas y su derivada sea
f'x)=R2x+1)-e7*.

89) Calcular el area encerrada por la funcion f(x) = sen 2x, el eje OX y las rectas de ecuaciones x = 0
yXxX =T.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

99) En un centro educativo han preguntado a sus alumnos acerca de alergias alimentarias, resultando
que un 10 % es celiaco y un 15 % es alérgico a la lactosa. Ademas, el 20 % tiene alguna de las dos aler-
gias. Si se elige un alumno al azar, calcular las siguientes probabilidades:

a) Tenga solo una de las dos alergias.

b) Sea celiaco si sabemos que no es alérgico a la lactosa.

1092) Un examen con opcion multiple estd compuesto por 10 preguntas, con cuatro respuestas posibles
cada una, de las cuales sélo una es correcta. Suponga que uno de los estudiantes responde a todas las
preguntas del examen al azar. Calcular la probabilidad de que conteste bien:

a) Cinco preguntas. b) Alguna pregunta.

¢) Calcular la media y la desviacion tipica de la distribucidn.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

2 3 1
12) Sean las matricesA=(1|,B=|-1]yC=|2]
a —4 1

a) Comprobar, cuando sea posible, las matrices C - Bt; B - C; B - C, cuando B! es la matriz traspuesta
de B.

b) Hallar a € R para que el sistema x - A+ y - B = C de las tres ecuaciones y dos incégnitas x e y, sea
compatible determinado y resolverlo pare ese valor de a.

Solucion:

a)
1 3 -1 —4
C-Bt= (2) 3 -1 —4)= (6 -2 —8>.
1 3 -1 -4

1
Bt-c=3 -1 —4)'<2>=—_3)-
1

3 1
B-C= (—1) : (2) = No es posible.
—4 1

Para que dos matrices se puedan multiplicar es necesario que el nimero de columnas del multi-
plicando sea igual al numero de filas del multiplicador y, en este caso, el multiplicando tiene una co-
lumna y el multiplicador tiene tres filas.

2 3 1 2x+3y=1
b) x-A+y-B=C=>x-<1)+y-<—1)=<2>=> x—y=2}.
a -4 1 ax —4y =1

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 3 2 3 1
M=|1 —-1|yM={1 -1 2|
a —4 a —4 1

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para que un sistema sea compatible determinado es
necesario que los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada sean iguales e iguales al nimero de
incégnitas.

En el caso que nos ocupa, ambos rangos tienen que ser dos, por ser dos el nimero de incdgni-
tas.

RangM' =2 = |M'| = 0:

2 3 1
1 -1 2|=0,-2—-4+4+6a+a+16—3=0; 7a+7=0>a=—1.
a —4 1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

2x+3y=1
El sistema resulta: xX—y= 2}. Para su resolucién son suficiente dos de sus ecuaciones, por
—x—4y=1

ejemplo, segunda y tercera:

X=Yy=2) o _ 5 o __3 3_ . - =7
—x—4y=1}:’ 5y=3; y= s x+5—2, 5x+3—10=>x—5.
., 7 3
Soluciéon: x = Y=z
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

3 00 0 1 0

29) Dadas las matrices M = (2 3 0) yN = (2 0 —2). Calcular la matriz X cuadrada de orden
1 2 3 0 -1 3

3quecumpleM - X — N = 2X.

Solucion:

M-X—N=2X; M-X—-2X=N; (M—-2I)-X=N;
M=-2D"t-M-2D)-X=M-2D"1-N; - X=M-2D"1-N>
>X=WM-2)"t-N. (¥

3 00 2 0 0 1 0 0
M—21=<2 3 0)—(0 2 O)=<2 1 O).
1 2 3 0 0 2 1 2 1

Se obtiene la inversa de (M — 2I) por el método de Gauss-Jordan.

1 0 01 0 0
(M—21|1)=<2 1 0j0 1 0>:>{PI'§__’)P;§ _2;1}=>
1 2 110 0 1 37031
10 0]1 0 O 1 0 0/1 0 O
=><0 1 0]-2 1 0>=>{F3—>F3—2F2}=><0 1 0[-2 1 o):
0 2 1l-1 0 1 0 0 113 -2 1
1 0 0
:(M—ZI)‘1=<—2 1 0). Sustituyendo en (*):
3 -2 1
1 0 0 0 1 0
X=(M—21)‘1-N=<—2 1 0)-(2 0 —2>=>
3 -2 1/ \—-4 -1 3

0 1 0
X=12 -2 -2
—4 2 7
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32) Dadoselplanom =x+ 2y —z=0ylarectar = {3; :?C::Ol
a) Hallar el punto de interseccion del plano Ty la recta r.

b) Calcular la distancia del origen a la recta r.

Solucion:

a) El punto de interseccion del plano i y la recta r es la solucion del sistema de tres ecuaciones con tres

x+2y—-z=0
incégnitas que determinan: —2x + y = 1. Resolviendo por sustitucion:
x—z=0

_ :>x+2y—x=0} 2y =0
Z=x —2x+y=1) -2x+y=1

p(-Lo-2)

b) La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el area del
paralelogramo que forman dos vectores es el médulo de su producto vectorial y, de forma geométrica,
es el producto de la base por la altura.

}:>y:0; x=—%:>

Para una mejor comprensién del proceso se hace el
esquema de la situacidn adjunto.

S = |vL/\AO|}:> (%7 A G0 = [57] - h =
S=lv|-h

_ w0

=> h= d(O,T) —W.

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
la siguiente:

—2x=1 x =4
rE{y o mx=z=A>y=14+21=>r={y=1+ 2.
x—z=0
z=2A
Un punto y un vector director de r son A(0,1,0) y v, = (1,2,1).
A0 = [0 — A] = [(0,0,0) — (0,1,0)] = (0,—1,0).

Aplicando la férmula al punto O y alarectar:

i j k
R 1 2 1
_ 4o _llo =1 oll _ I=k+il _ li—kl _ JPP+(=DZ _ V2 _ 1

d(O,T') = —_ >

7l ViZ+22+12  Vit4a+1 V6 NG NRE

d(o,r) = ‘/3—5 u.

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
El haz de planos perpendiculares a r es el siguiente:a =x + 2y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz «, el plano 8 que contiene al punto 0(0, 0,0) es el que satisface
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

su ecuacion:

a=2y+3z+D=0
0(0,0,0)

El punto B, interseccidn de la recta r con el plano 8 es la solucidn del sistema que forman:

}=>D=0=>,85x+2y+z=0.

ﬁzx+2321+_21=0 x+22y+2f$=> ~ =>x+2y+x=0}
T‘E{y_ x= Xty = x=2 —2x+y=1
x—z=0 x—2z=0

2 2y =0
_chx++¥:1}=>3y=1=>J’=§; —2x+§=1; —6x+1=3; —6x = 2;
1 11 1
3x = —1; x——gﬁB(—g,g,—g). ﬁ
La distancia pedida del punto O a la recta r es equivalente a la dis-

tancia entre los puntos O y B, o sea el médulo de |@|

00 =108 = (-3 + () + (-3 =

B 1+1+1_ 3_1_1
9 9 9 |9 3 3
3
d(O,r)—\g—_u
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x—1 +1 z—-2
49) Dadalarectar = -~ YT = -

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene a la recta r.
b) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por el origen y es perpendicular a la recta r.
Solucion:
a) Un punto y un vector director de r son P(1,—1,2) y v, = (2,3,1).

0P =[(1,-1,2) — (0,0,0)] = (1,-1,2).

El plano i que contiene al origen y a r es el siguiente:

x—1 y+1 z-2
(v, OP; P)=| 2 3 1 |=0;
1 -1 2

6x—1D+Wwy+1)-2(z-2)-3z-2)+(x—-1)—-4(y+1)=0;
7x—1)-3(y+1)-5(z—2)=0; 7x—-7—-3y—3-5z24+10=0=

>nm=7x—3y—5z=0.

b) El haz de planos perpendiculares a r es el siguiente:a = 2x + 3y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano f que contiene al punto 0(0,0,0) es el que satisface
su ecuacion:
a=2x+3y+z+D=0

0(0,0,0)}=’D =0=

p=2x+3y+z=0.
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x-e*-senx . 0
59) Calcular el valor de a € R para que la funcién f(x) = { x2 St x
a six=0

sea continuaenx = 0.

Solucion:

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

m = -e¥— 20—
li f(X) lim f(.'X') — limxe sen x 0-eY—sen 0 0
x>0 x—0%* x—0

= Ind.=> {L’Hopital} =

x2 02 )
. l-e*+x-e*—cosx e%+0-e®—cos0 140-1 0 , ,
= lim = = =-= Ind.= {L'Hopital} =
x—0 2x 20 0 0
. eX*+1.eX+x-eX+senx . 2e*4+x-e¥+senx 2e940-e%4sen0 24040
= lim =lim = = =1.
x—0 2 x—0 2 2 2

Jim £ = lim fG) = f(0) 5 a=1.

La funcion f(x) es continua para x = 0 para el valor a = 1.
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62) Dada la funcion f(x) = |x + 1| + |x — 2|:

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién.

b) Calcular el intervalo donde la funciédn permanece constante.
Solucion:

La funcion f(x) = |x + 1| + |x — 2| puede redefinirse de la forma siguiente:
—x—-1six<-1
x+1six>-1"
—x+2six<2
x—2six>2 "

lx+1|=x+1=0; x=—1:>|x+1|={
lx —2]|=2x—-2=0; x=2:>|x—2|={

—x—1

Ix+1] = | x+1

—2x+1 | 3 | 2x —1
| |
=1
—2x+1si x<-1
f@=|x+1l+|x—-2|=4 3 si—1<x<2.
2x—1 si x> 2
La funcién f(x) es continua en R, excepto quizas para x = —1 y x = 2 cuya continuidad es du-
dosa; se estudian ambos casos a continuacion.

lx — 1|+ |x = 2] =

lin}_f(x) = liml(—Zx +1)=3
_ x-— X—>—
Y=l i fe) = lim3=3=f(-1) [~
x—->—1% x—--1
= liml_f(x) = liml+f(x) = f(—1) = La funcién f(x) es continuaenx = —1.
x—— x——
lilg_f(x) = lin%S =3=f(2)
_ x— x—
X¥=22 lim f(x) =limQ2x—-1)=3 =
x-2% x—2

= lirg_ fx) = lilgf(x) = f(2) = La funcién f(x) es continuaenx = 2
x— x—

La funcioén f(x) es continua en R.

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para los valores x = —1 y x = 2 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcidn es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales existen y son iguales en di-

cho punto.
-2 si x<-1
f'(x) =40 si —1<x<2.
2 si x>2
—_ f,(_l_) = _2 ! _ 1A + e .
Parax = —-1= F1(=1%) =0 = f'(—=17) # f'(—17) = La funcién f(x) no es derivable pa-
rax =—1.
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f'27)=0
@2t =2
La funcion f(x) es derivable en R — {—1, 2}.

Parax =2 = { } = f'(27) # f'(2*) = La funcién f(x) no es derivable para x = 2.

b) De la explicacién del apartado anterior se deduce que:

La funcion f(x) permanece constante en [—1, 2].
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79) Determinar la funcién f(x) tal que su grafica pase por el origen de coordenadas y su derivada sea
f'x) =2x+1)-e7*.

Solucion:
Sea la funcién f(x). Se cumple que f(x) = [(2x + 1) - e - dx.

Procediendo por el método “por partes”:

_ L -x. 2x+1=u »du=2-dx
f)=[C2x+1)-e dx:{e‘x-dx=dv—>v=—e‘x}:>

= 2x+ D) (—e™)—[—e™ - 2-dx)=—Qx+1)-e*+2-[e X -dx=
=—2x+1)-e*—-2-e*+C=—-e"-2x+1+2)+C>
= f(x) =—-e*-(2x+3)+C.
Por pasar por el origen de coordenadas:
f(O)=0=>-e"%-(2-04+43)+C=0; -3+4C=0>C=3.
f(x) =—e™-(2x+3)+3.
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89) Calcular el area encerrada por la funcion f(x) = sen 2x, el eje OX y las rectas de ecuaciones x = 0
yX =T.

Solucion:

Conviene recordar como es la funcion f(x) = sen 2x y su relacién con la funcién f(x) = sen x.

sen 2x
1 —

X) =5
N\ N\ AN
% AN --2\ WK \z\/\ P\ Y X

- =1
f(x) =senx

f(x) = sen 2x De la observacién de la figura se deduce la superficie a cal-
cular, que es la siguiente:

S=fofsen2x-dx+f£nsen2x-dx=
2

S =2 [?sen2x-dx = [?sen2x-2-dx =
2x =t
=>{z-dxzalt

=cos0—costr=1—-(-1) =

S =2 u?.

x="ot=n1
x=0-t=0

}:S=f0nsent-dt=

[— cos t]F = [cost]d =
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99) En un centro educativo han preguntado a sus alumnos acerca de alergias alimentarias, resultando
que un 10 % es celiaco y un 15 % es alérgico a la lactosa. Ademas, el 20 % tiene alguna de las dos aler-
gias. Si se elige un alumno al azar, calcular las siguientes probabilidades:

a) Tenga solo una de las dos alergias.
b) Sea celiaco si sabemos que no es alérgico a la lactosa.
Solucion:
Datos: P(C) =0,10; P(L) =0,15; P(CUL) = 0,20.
a) P(CUL)=P(C)+P(L)—P(CNL)=>
=>P(CNnL)=PC)+P(L)—P(CUL) =
= 0,15+ 0,10 - 0,20 = 0,25 - 0,20 = 0,05.
P(ColL)=P(CUL)—P(CNL)=020-0,05=
P(CoL) =0,15.

P(AoC)=1-P(ANB)

=y _ P(cnL) _ P(C)-P(CNL) _ 0,10-0,05 _
b) P(C/L) = P(L) ~  1-PL) ~ 1-015 ¢
=205 - 0,0588. = L
085 —————

P(cnL)=P()-P(CNL)

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ESTREMADURA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

102) Un examen con opcién multiple estd compuesto por 10 preguntas, con cuatro respuestas posibles
cada una, de las cuales sélo una es correcta. Suponga que uno de los estudiantes responde a todas las
preguntas del examen al azar. Calcular la probabilidad de que conteste bien:

a) Cinco preguntas. b) Alguna pregunta.
c¢) Calcular la media y la desviacion tipica de la distribucidn.
Solucion:

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

=025 ¢=1-0025=075  P(r)= (’rl) T T

a)r=5=>P(5)=(10

5
_ 1(;-3-.2-.72-6 .0,00023=3-2-7-6-0,00023 = 0,0584.

=

n=10; p =

10!
(10-5)-5!

) . 0,255 0,755 = .0,0010 - 0,2373 =

b) Utilizando la probabilidad del suceso contrario: la probabilidad de que conteste bien alguna pre-
gunta es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que conteste mal las diez.
P=1-P0)=1- (100) .0,259-0,751° =1 —1-1-0,0563 = 0,9437.
c) Cuando se quiere aproximar una distribucién binomial a otra normal tiene que cumplirse que
{n ‘p>5
n-q>5

Distribucién normal: X = (u, o).

Distribucién binomial: X’(n “p,Jn-p- q).

n-p=10--=25<5 n-q=10->=75>5
4 4

Il
—_
(@]

A
~w

[
Q

Il

,u=n-p=10-i:>y=2,5. o
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
== : LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
u - CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS i
INSTRUCCIONES GENERALES

El examen consta de 10 preguntas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningln caso debera responder a un nimero mayor del
indicado porque en la correccion del examen sdlo se tendrdn en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguira el orden en
el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha
de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademds de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregird la que ocupe el
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

19) Sea la matriz A = (2 i)

a) Estudiar el rango de la matriz A — Al segun los valores de 4 € R, donde [ es la matriz identidad de
orden 2 X 2.

x
b) Para A = 2 solucionar el sistema AX = AX, donde X = (y)

dx+y—2az=a
29) Discutir el sistema de ecuaciones {ax —y+2z=0 ,segun los valores reales del parametro A.
y—az=-1

=1
39) Dados los puntos A(0,0,2) y B(1,1,0) y larectar = {i _ Calcular un punto P € r para que el

triangulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

xX=2-2y
z=1—x

S_x—l_y—3_2+1.
VS="F =T =

49) Sean las rectas r = {
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

3
1-x2"

59) Dada la funcion f(x) =

a) Estudiar asintotas, monotonia y puntos extremos de f(x).
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).

62) Hallar los puntos de inflexion de la gréfica de la funcién f(x) = x — L(x? + 1).

- dx.

79) Calcular la integral I = [

x3—x
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

89) Hallar el parametro positivo a € R tal que el area de la regién plana encerrada por las graficas de
las funciones f(x) = x? y g(x) = ax sea 4/3.

99) El 50 % de los alumnos de la UEX practica “running” y el 30 % monta en bicicleta. Ademas, se sabe
que el 70 % de los alumnos de la UEX practica uno de los dos deportes. Si seleccionamos un alumno al
azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes.
b) Si practica el deporte de montar en bicicleta, écual es la probabilidad de que practique running?

c¢) éSon independientes los sucesos “Practicar running” y “Practicar montar en bicicleta”?

109) El didmetro de las cerezas picotas del Jerte se distribuye normalmente con media 2,5 cm y desvia-
cién tipica 0,2 cm.

a) Si se desea seleccionar, para su exportacion, el 10 % de las mas grandes, éa partir de qué tamafio
hay que cogerlas?

b) Si tomamos una cereza picota del Jerte al azar, équé probabilidad tiene la cereza de tener un didme-
troentre 2,2cmy2,8cm?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

19) Sea la matriz A = ((1) i)

a) Estudiar el rango de la matriz A — Al segun los valores de 4 € R, donde [ es la matriz identidad de
orden 2 X 2.

b) Para A = 2 solucionar el sistema AX = AX, donde X = (;)
Solucion
o amri=( -0 9=(F ;%)
A—2-1] = |‘1’1 = -aa-n-2=0s 242 -2=0;

1+V1+8 _ 14+/9 _ 143 S =12, =2

A2—1-2=0; A=

2 2 2
Para {’1;;_21} = Rang (A — AI) = 2.
Para {A)f__zl} = Rang (A — AI) = 1.

b)Para/1=2=>A-X=2X:»((1) i)(gﬁ):(;;ﬁ), (Jf_ﬁ}):@;)z

2y=2x} x—y=0

x+y=2yf x—y= 0} = x—y =0. Sistema compatible indeterminado.

Haciendoy = u =

Solucion:x =y = u,vu € R.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

dx+y—2az=a
29) Discutir el sistema de ecuaciones {ax —y+z=0 ,segun losvalores reales del parametro A.
y—az=-1

Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

4 1 2a 4 1 2a a
M=|a -1 1 |yM'=(a -1 1 0 |
0 1 -a 0 1 —a -1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

4 1 2a
IM|=la -1 1|=4a+2a*°—-4+a*>=0; 3a°+4a—4=0;
0 1 -—a
—4+y/16+48 —4+V64 —4+8 —2+4 2
= = = = =>a1=—2,a2=—.
6 6 6 3 3
Para Y- = Rang M = RangM' =3 =n%inc6g.> S.C.D
a+2/3 g M =hang =23 = g.= .5 U

4 1 -4 =2
Paraa=-2=>M=(-2 -1 1 0 |= RangM' = {C,,C,,Cs} >
0 1 2 -1

4 1 =2
=22 -1 0|=4+4-2=6+0=RangM' =3.
0 1 -1
4 1 &
3
Paraa=§=>M’= 2 -1 1 ¢ |= RangM' ={C,,C,,Cy} >
0o 1 -2
4 1 2
>z -1 0|=4+:+2#0=RangM =3.
0o 1 -1
a=-2 , . , ,
Para a=12/3 = Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible.
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39) Dados los puntos A(0,0,2) y B(1,1,0) y larectar = {;C, Z ; Calcular un punto P € r para que el

tridngulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

Solucion
x=1
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr = {y = A.
z=2A

Un punto genéricoder es P(1,1,1).

AB = 0B — 04 =[(1,1,0) — (0,0,2)] = (1,1, -2).

AP =0P — 04 =[(1,1, 1) —(0,0,2)] = (1, 1,1 = 2).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

AB-AP=0=(1,1,-2)-(L4L,1—2)=0; 1+1—21+4=0=>21=5.
El punto pedido es P(1,5,5).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

xX=2=2y —x1_y-3_z+1
7=1—x YS=F =0 T4

a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

49) Sean las rectas r = {

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

Soluciéon
a) La expresién de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
—o_> x=2-21
rs{x— Yoy=2 x=2-24 z=—-1+21=>r={y=1 :
z=1-—x
z=—-1+24

Un punto y un vector director de larectar son A(2,0,—1) y v, = (2,—1,-2).
Un punto y un vector director de la recta s son B(1,3,—1) y v, = (2,1, —2).

Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen-
tes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB =0B — 04 =[(1,3,-1) — (2,0,—1)] = (=1, 3,0).

Segln que los vectores {v,, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, v;, W} son coplanarios cuando el valor del determinante que forman es cero y
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 -1 =2
Rang (v, vow}=|2 1 =2|=-12-2-24+12=—-4#0=>
-1 3 0

= Rang {v,,v,,Ww} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy s secruzan.

b) Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralelepipedo cuyas dimen-
siones son los vectores directores de las rectas, v, y Vg, y el vector w = (—1, 2,0) hallado en el aparta-
do anterior.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra parte, también
se puede determinar el volumen como el producto del area de la base por la altura. Observando que la
altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

Ve @ x W) =[v X 5| -h=v x 5| -d =»d =X

o7 x vg]
2 -1 -2
2 1 -2
Uy (Vg X W -1 3 0 -4 4 1
d(r,s)zlr_(f_QN: — T = o .Il — = — =—=
|vr % vg| vt J |2i—4j+2k+2k+2i+4j| |4i+4kK| li+k]|
2 -1 =2
2 1 =2
1 1
=
V12412 V2
V2
d(r,s) =—u.
2
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59) Dada la funcion f(x) =

1x2

a) Estudiar asintotas, monotonia y puntos extremos de f(x).
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).

Solucion

a) Por tratarse de una funcién racional, su dominio es el conjunto de los nimeros reales, excepto
los valores reales de x que anulan el denominador:
1—X2 = O; x1 = —1,x2 - 1 =>D(f) ﬁR_{_l,l}.
(_x)B _x3 x3

Tenien n nt —x) = = = — = —f(x), la funcién imétri n
eniendo en cuanta que f(—x) o = 1o — f(x), la funcién es simétrica co

respecto al origen de coordenadas.

Las asintotas de la funcidn son las siguientes:

Horizontales: son de la forma y = k y son los valores que toma la funcién cuando la variable
tiende a mas infinito y menos infinito

y=k= llm g(x) = lim = oo = No tiene sintotas horizontales.

x—oo 1 —x2

Vertlcales. Son los valores finitos de x que anulan el denominador.
1-x2=0=>x =-1,x, = 1.

Son asintotas verticales lasrectas x = -1y x = 1.

Oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

= lim =~ f( 2y n=lim [f (x) — mx], con m finitoy m # 0.
xX—0 X—00
x3
T2 3
_hmf()_l =lirnx3=_]_
xX—0 X X—o X x—00 X—X
n = lim[f(x) —mx] = lim ( = 41 x) = lim i S
x—o0 \1-x2 rooo  1-x2

Asintota oblicua: y = —x

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

(x) = 3x2.(1-x2)-x3-(-2x) _ 3x2-3x*+2x* _ 3x%2-x*  x?(3-x?)
f B (1-x2)2 -2 a-x)? . (1-x2)2

Para estudiar el signo de la derivada (crecimiento y decrecimiento) se tiene en cuenta que
> 0,Vx € D(f), el signo de f'(x) es el que tenga 3 — x?

3—x2=0=>x =—V3,x, =3.

Las raices halladas dividen al dominio de la funcion en los intervalos
(—00, —\/§), (—\/§, \/§) y (\/§, +00), en los cuales la funcidn es, alternativamente, positiva o negativa.

(1- xz)2

Considerando, por ejemplo, el valorx = 2 € (\/§, +00):

22.(3-22)

x=2=f'(2) = FEDE

——< 0 = Decrec.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Teniendo en cuenta lo anterior y el dominio de la funcién, se deducen los periodos de creci-
miento y decrecimiento de la funcidn, que son los siguientes:

Decrecimiento = f'(x) <0 = x € (—»,—V3) U (V3, +).

Crecimiento = f'(x) >0 = x € (—V/3,-1) U (-1,1) U (1,V3).

Una funcidn tiene un extremo relativo (maximo o minimo) para los valores de x que anulan su
primera derivada.
x (3 x%)

f(X)_O=> x2)2 =0; x2(3 2)=0:>x1=—\/§,x2=0,x3=\/§_

Para dlferenC|ar Ios maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa pa-
ra los valores que anulan la primera derivada se trate de un maximo relativo vy, si es positiva, de un mi-
nimo relativo.
(6x—4x3)-(1- xz) —x2(3-x2)-[2-(1-x2)-(- 2x)] (6x—4x3)-(1-x2)+4x-x2(3-x2) _

14
frx) = (1—x2)* (1-x2)3
_ 6x—6x3—ax3+4x5+12x3-4x5 _ 6x+2x3 = f(x) = 2x(3+x?%)
N (1-x2)3 T (1-x2)3 (1-x2)3 "
f'(=V3) = _2(\/1_3:;3;:3) = _2_2;/_ > 0 = Minimo relativo para x = —/3.

Por simetria con respecto al origen: Maximo relativo para x = /3.

f(\/§)=lf(fj);) 2= 26> Max.» A(V3,-22) ~ A(1,7;-2,6).

-2

Por simetria: Min.= B (—\/§ 3‘2/_) B(—1,7;2,6).
2:0-(3+0%)

f"(0) = o i = 0 = Ni maximo ni minimo (punto inflexion).
b | 4
) N\ 474 |
N ol |
N
N | |
%\ | |
N3
% ||
\}\\‘i i f(x)
ERNVAN: ,
-6 -3 —ﬁi @\i 3 6 X
L
- L y = —x
e 3 | Q;
r | P
| | N\l
[ [ AN
| | N\
A ! N\
Lol \
[ N\
v N\

La representacion grafica, aproximada, de la funcidn es la que se indica en la figura adjunta.
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62) Hallar los puntos de inflexién de la gréfica de la funcién f(x) = x — L(x? + 1).

Solucion

La condicién necesaria para que una funcién tenga un punto de inflexién es que se anule su se-
gunda derivada.

, 4 2x _ x241-2x _ (x—1)?
fr)=1 x2+1  x241  x2+1°
. _ 2:(x-1)(x2+1)—(x-1D)2%2x _ 2-(x—1)-[(x%+1)-x(x-1)] _
fre) = (x2+1)2 - (x2+1)2 -
_ 2:(x-1)-(x2+1-x24x) _ 2:(x—1)-(x+1) /" _2:(x%-1)
- (x2+1)2 =T e fr) = (x2+1)2°
(x2-
f”(x)=0=o%=0; 22 —1)=0; x2—1=0=x = -1,x, = 1.

f(-1D)=-1-L[(-1)*+1]=-1-12=
P.1.:A(-1,-1-L2).
f=1-L124+1)=1-12>
P.I1.:.B(1,1 - L2).
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79) Calcular la integral I = fxsl_x - dx.

Solucion
1 1 1
I'= fx3 “x dx = J‘x(xz—l) Hdx = J‘x(x+1)(x—1) Hdx =
= 1 _A B + c A(x+1)(x=1)+Bx(x—1)+Cx(x+1) __
x(x+1)(x— 1) x x4+l x—-1 x(x+1)(x—1) -
_ Ax2-A+Bx?-Bx+Cx%+Cx _ (A+B+C)x%+(-B+C)x+(—A) N A+ g + g i 8 a4 =—1
x(x+1)(x—1) - x(x+1)(x-1) —B+(= o !
—-A=1
B+C=1 . _1, _1
:_B+C:J:ZC—LC— ; B=1.
_ 1/2 _ _
[ = _f( o dex— Llx| +5Llx+ 1]+ Llx = 1]+ C =
%[ux+H+LM—1H—Mﬂ+C——LM — 1| = L|x| + C.
_ 1 . |x2-1|
I=[5—dx=L T C
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89) Hallar el parametro positivo a € R tal que el drea de la regidn plana encerrada por las gréficas de las
funciones f(x) = x?y g(x) = ax sea 4/3.

Solucion

Los puntos de corte de ambas funciones tienen por
abscisas las raices de la ecuacién que resulta de la igualacidon
de sus expresiones.

fx) =gkx)>x?=ax; x?—ax =0;
x(x—a)=0>x;, =0,x, =a.

Los puntos de corte son el origen de coordenadas y el

punto P(x,x2), que también puede expresarse como
P(a,a?).

De la observacion de la figura se deduce que:

S=[lg@) —f)]-dx=3; [((ax —x?)-dx =
a_fax? £ _a
37 L2 3ly 3’
a-a* a? 4 a® a® 4
—_—— - == — = _. 3_2q3=8 g3 =8=23
<2 3>03,2 33,3a a®=8; a®=8 =
a=2u.
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99) El 50 % de los alumnos de la UEX practica “running” y el 30 % monta en bicicleta. Ademads, se sabe
que el 70 % de los alumnos de la UEX practica uno de los dos deportes. Si seleccionamos un alumno al
azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes.
b) Si practica el deporte de montar en bicicleta, écudl es la probabilidad de que practique running?
¢) éSon independientes los sucesos “Practicar running” y “Practicar montar en bicicleta”?
Solucion
Llamamos: R = Runnnig y B — Bicicleta.
Datos:P(R) =0,5; P(B)=10,3; P(RUB) =0,7.
a)
P=P(m)=1—P(RUB)=1—0,7=0,3=30%.

_ _ P(RNB) _ P(R)+P(B)-P(RUB) _ 05+03-07 _ 01 _ 1 _
b) P=PR/B)="000 = e = 0510307 _ 91 _ 2= 10,3333,

c¢) Dos sucesos Ry B son independientes si P(R N B) = P(R) - P(B).
P(RNB)=P(R)-P(B)=0,5-0,3 % 0,1 =

Ay Bno son independientes.
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109) El didametro de las cerezas picotas del Jerte se distribuye normalmente con media 2,5 cm y desvia-
cion tipica 0,2 cm.

a) Si se desea seleccionar, para su exportacion, el 10 % de las mas grandes, éa partir de qué tamafo hay
que cogerlas?

b) Si tomamos una cereza picota del Jerte al azar, ¢qué probabilidad tiene la cereza de tener un didme-
troentre 2,2cmy2,8cm?

Solucion

a) Datos: u =25 o=0,2.

X-2,5

X -> N(u; 0) =N(2,5;0,2). Tipificando la variable: Z = R

Nos piden elegir el 10 % de las mds grandes, o sea, eliminar el 90 % de las cerezas mds pequefias.

X-2,5
0,2

P=P(X<09)=P(z<

de, aproximadamente, 1,28:

) = 0,9. Mirando en la tabla N(0,1) al valor 0,9 le correspon-

X-2,5
0,2

=1,28 X-25=02-128 X =2,5+0,256 = 2,756.

Las cerezas elegidas deben tener un diametro igual o mayor que 2,756 cm

B)P=PR2<X<28) =P <z<222) - p(cz<¥)=

0,2 0,2 0,2 0,2
=P(-15<Z<15)=P(Z<15)—-P(Z<-1,5) =
=P(Z<15)—-[1-P(Z<15]=P(Z<15)—-1+P(Z<1,5)=
=2-P(Z<15) —1=2-09332—-1=1,8664—1=0,8664.
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