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CAPITULO 7: INTEGRALES

Actividades de introduccion

4 Calcula el &rea de la region limitada por la funcion f(x)=x entre el origen de coordenadas y un punto genérico de
abscisa x.

Si representamos la funcién f(x)zx y dibujamos la superficie entre ella y el eje OX,

obtenemos el tridngulo rectdngulo de la figura. Sabemos que el area del triangulo es:

< base - altura .
Area=————. Tanto la base como la altura valen x unidades, por tanto:

2 2
< XX X . : X — :
Area=7=7. Por tanto, el area bajo la curva f(x)=x se calcula como A(x)=7. I T
4+ Calcula el area de la region limitada por la funcién f(x)= 3+x entre el origen de coordenadas y un punto genérico

de abscisa x.
Como antes, representamos la funcién f(x)=3+ x y dibujamos la superficie entre ella y el eje
OX. Ahora obtenemos el trapecio rectangulo de la figura. Si dividimos la figura en un rectangulo

2
. , ‘ X- X X
de altura 3 u'y un tridngulo, el area se calcula como: Area=3- x+7 =3X +7 . Por tanto,

A fEy =3+

XZ

el area bajolacurva f(x)=3+ x se calcula como: A(x)=3x+7. /I

Actividades propuestas|

1. Calcula el area de la region limitada por cada una de las funciones f(x)=a, g(x)=a-x y h(x)=a-x+b (cona

y b € R) entre el origen de coordenadas y un punto genérico de abscisa x.
Analiza:
« Deriva las expresiones obtenidas en los ejercicios anteriores y razona qué relacion hay entre las funciones A(x) y f(x).

e Recuerda la interpretacion de area como “suma de las unidades cuadradas encerradas por una figura”. Aplicala para

determinar el &rea de la funcion f(x) :16—X2, representandola en una cuadricula y contando el nimero de cuadrados

bajo ella para diferentes valores de x.
e Razona qué ocurre con el 4rea cuando la funcion f(x) es negativa en el intervalo analizado.

1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION. LA INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. Definicién de primitiva

Se llama funcién primitiva de una funcién f(x) a otra funcion F(x) tal que la derivada de F(x) es f(x), es decir,
F(x)=f(x)

Ejemplo:

4 Lafuncion F(x)=x3 —%xz +3x esunaprimiivade f(x)=3x? —x+3, yaque F'(x)= f(x).

Teniendo en cuenta las propiedades de la derivada, se verifica que si F(x) es una funcién primitiva de f(x), cualquier otra
funcion primitiva de f(x) es de la forma F(x)+C, con C e R. En efecto; consideramos la funcién F(x)+C, tal que

F'(x)= f(x) y CeR. Siderivamos: (F(x)+C) =F'(x)+C' = f(x)+0= f(x). Por tanto, F(x)+C es primitiva de f(x).
1.2. Definicién de integral indefinida
La integral indefinida de una funcién f(x) es el conjunto de todas sus primitivas, y se representa como | f(x)dx . Se lee
“integral de f(x) diferencial de x". Por tanto, si F(x) es una primitiva de f(x): | f (x)dx = F(x)+C
A C se la denomina constante de integracion, y el dx nos indica que estamos integrando respecto de x.
Esto que ahora no parece tener demasiada importancia, si la tendrd mas adelante, ya que esta relacionado con la regla de la
cadena que vimos en el capitulo anterior y, en el futuro, aprenderas a realizar integrales en varias variables.
Por otro lado, si recordamos lo visto en la actividad inicial y lo explicado en el “Resumen” acerca del origen del simbolo de
integral, la expresion de la integral indefinida es la estilizacion de la expresion: Suma de f(x) por Ax cuando Ax — 0, es
decir:

[ f(x)dx significa “la suma del area de todos los rectangulos de altura f(x) y base infinitesimal (dx)”

22 de Bachillerato. Matematicas A. a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 7: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

LibrosMareaVerde.tk www.apuntesmareaverde.org.es Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo




125
% Ejemplos:
j4x3dx= x* +C porque (x4 + c) =ax3. j%dx =Inx+C porque (Inx+C) ==
1.3. Propiedades de la integral indefinida
Las propiedades de las derivadas justifican muchas de las propiedades de las integrales.
Suma (y resta) de integrales
Sabiendo que si h(x)= f (x)+ g (x)= h'(x)= f'(x)+g'(x):
JIE()+g(x)]dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
Producto por un namero real
Sabiendo que si h(x)=k- f (x)=h'(x)=k- f'(x):

k- f(x)dx =k [ f(x)dx

Ejemplos:
+ j(Sx4 +2x)dx:j5x4dx+j2xdx: x° +x2 +C porque (x5 +x%+ C) =5x% 4+ 2x.
+* [7cos xdx = 7[cos xdx = 7sen x+C porque (7senx+C)’ =7C0SX
Actividades resueltas
4 Determina los valores de a, b y c para los que F(x)zax3 +be*+cx es una primiiva de la funcion

f(x)=7x% —5¢* +3.
Como F(x) es una primitiva de f(x): F'(x)= f(x)=>3ax?+be* +c=7x?-5e* +3= {a =L, b=-5¢c =3}
4 Determinaay b para que F(x) =alnx®+bx seauna primitiva de f(x) =Inx? -5,
2
Como F(x) es una primitiva de f(x): F'(x)= f(x)= as%+b # Inx? -5 = Es imposible
X

Si x representa el volumen de produccion de una fabrica, el coste marginal de la misma viene dado por la funcién
f(x) =3+8x+15¢. Encuentra la funcién del coste total, F(x), si se sabe que dicha funcién viene dada por la primitiva F
de f que verifica que F(0)=100.

Como F es una primitiva de f(x)=3+8x+15%:  F(x)=| f(x)dx= j(3+8x +15x2)dx= 5x3 +4x% +3x+C

Nos dicen que F(0)=100: F(0)=100=>5.0% +4-02 +3.0+C =100=C =100
Entonces el coste total es: F(X) =5x +4x2 +3x+100
Actividades propuestas
1. Calculalas siguientes primitivas: a) [4x3dx  b) [3x%dx ¢) [5x*dx d) j(5x4 —4x3 +3x2)dx
Dada f(x)=x®—3x?+2x+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.

2 )

3. Comprueba si F(x)=4x +2x? —x+5 es una primitiva de (x) 12x% +4x+3. En caso negativo, explica por que.

4. Determina los valores de a, b, ¢ y d para los que F(x):ax +bx?+cx+d es una primitiva de la funcion
f(x)=4x? —5x+3.

5. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar, han obtenido
expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningun error en los calculos, le llevan el
problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio. Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen
bien el problema. ¢, Cémo es posible?

6. Razona por qué la gréfica siguiente:

fz) |= B{x)

\ Thisti es una primitiva de la funcion “parte _ N
entera de x”, E(x), (salvo en los puntos -
\ / de discontinuidad donde no es _ N &
derivable): —
74 i
N P
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2. INTEGRALES DE FUNCIONES ELEMENTALES

2.1. Integral del diferencial de x. Integrales inmediatas

El término dx est& relacionado, como su propio nombre indica, con el concepto de diferencial visto en el capitulo anterior.

Teniendo en cuenta que la derivada y la integral son operaciones inversas una de la otra, es inmediato deducir que:
Jdx=x+C con CeR.

Esta idea nos permite definir las integrales inmediatas:
Integrales inmediatas son las que se obtienen directamente por la propia definicion de integral.

Si recordamos la regla de la cadena para la derivacion: F(x)= f(u)=F'(x)= f'(u)-u’, podemos reescribirla en forma
diferencial como: F(X)= f(u)=dF = f'(u)-du, y calculando su integral: | f'(u)-du = [dF = F(x)+C
+* Ejemplos: j(s x4+ 6x)-exs+3xz dx :je)‘5+3"2 d(x5 + 3x2):je“ du—e' +C =¥ ¢

n i/_ /3 (X+3)4/3 33 4
[¥x+3dx=[(x+3) d(x+3):T+C:Z (x+3)* +C

3

Inx
X

2.2. Integral de la funcion constante

La integral de una constante es igual a esa constante multiplicada por x.

[kdx=k-x+C con CeR.

+ ]

2
dx:jlnx-%:jlnxd(lnx): (In2x) +C=1In*x+C
X

En efecto; consideramos la funcién F(x)=k x+C , con C e R. Si derivamos: F'(x)=(kx+C) =k+0=k.

También podriamos demostrarlo utilizando la propiedad del producto por un nimero (1.3) y con lo visto en 2.1:
[kdx=k-[dx=k-x+C

% Ejemplos: [3dx =3x+C j%dx:%x+c [(-8)dx = -8x+C jZ\/§dx:2\/§x+C
2.3. Integrales de funciones potenciales
Ya conocemos la derivada de la funcion potencial: f(x) =x"= f'(x) =n-x"? conneR

y 1 - ,
También conocemos que: f(x)=Inx = f'(x)=== x*. Es facil razonar el proceso inverso:

X
Xn+1
[x"dx==——+C sin=-1yconCeR.
n+1
541 6 1/31 ar3
. X X X X 33 2
% Ejemplos: x° dx = +C="—+C Yx dx = [xH3 dx = +C= +c=2%x4 ,c
jemp I 51 5 [¥xax=] v : 4J_
341 2 B
jidx:jx_3dx:x c=Xic-t.¢
x3 ~3+1 -2 22

El caso n = -1 corresponde al logaritmo neperiano:
jldx=jx‘1dx= In|x|+C con CeR.
X

Donde el valor absoluto se debe a que tenemos que plantear todas las posibles funciones cuya derivada sea la funcion del
integrando, y se cumple que:

-1
_ ; — six<0
f(x):ln|x|:{::(x ¥ SI,X<O:> f'(x)= _1X = f’(x)=i VX =0
six>0 = six>0 X
X

Estas dos formulas se pueden generalizar a partir de la regla de la cadena, como vimos antes:

j[f(x)]”-f’(x)dx:MJrC sinz-1 y f@dx=ln|f(x)|+c con CeR.

n+1 f(x)
. - CoOsX—senx
% Ejemplos: [ dx =In[9—4x|+C J'—dx:ln|senx+cosx|+C
9 - 4x Sen X + Cos X
6
2 2 5 , [f(X)]6 X2+2
j(x +2)5~xdx:%j(x +2)5~2xdx:%j[f(x)] fr(x)dx =1 s +C = 5 +C
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2.4. Integrales de funciones exponenciales
Partiendo de la derivada de las funciones exponenciales: f(x)=e*=f'(x)=e* y  f(x)=a*= f'(x)=Ina-a*,

deducimos:
X

[e*dx=e*+C 'y jaxdx=ﬁ—a+c con CeRya=1.

Y su generalizacién con la regla de la cadena:

f(x)
fef(x)'f'(x)dx=ef(x)+c y jaf(x)f'(x)dx=a —+C con CeRyaxl
. X 5" 2x2 72X2 8x 8x
% Ejemplos: |5 dx=E+C [72% 4xdx = I 7+C [8edx =€ +C
n
5x'5

+ [9e*dx=9[e*dx=9e*+C J'e5xdx =] ¢ 5 dx = %je5x -5dx = %95’( +C
Necesitamos la derivada del exponente. Lo solucionamos multiplicando y dividiendo por 5
3
X

2
4+ sz e dx = j%sdx :%jex3 -3x2dx :%e"3 +C

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, 3x? . Tenemos el x?,

pero nos falta el 3. Para solucionarlo, multiplicamos y dividimos por 3
X

X

4 IZ?dx:[

(AJ‘X

2 3.(-3 1. 23
———;lldxz—ﬁ——-z3dx=—&-——+c
-3 3 In2

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, —%.

Para ello, dividimos y multiplicamos por —3.
2.5. Integrales de funciones trigonomeétricas directas

[sen xdx = —cos x + C y [sen f(x)- f'(x)dx = —cos f(x)+C con CeR.
[cos xdx =sen x +C y [cos f(x)- f'(x)dx =sen f(x)+C con CeR.
[sec? xdx=tgx+C y  [sec? f(x)- f'(x)dx=tg f(x)+C conCeR.
+ Ejemplos:  [sen(x-7)dx = —cos(x - 7)+C j4x-sen(2x2)dx= —cos(2x2)+c
jwdx:jcos(anx)-ldx=sen(ln2x)+C
X X

Actividades resueltas
4+ Calcula las siguientes primitivas:

o) jx\/2x2+5dx.

Observamos que la derivada del radicando es 4x, asi que multiplicamos y dividimos entre 4:

[ x 2x? +5dx=%j4x- 2x? +5dx=lj\/2x2 +5-4xdx
u 2\/

32"

2y[2x% +5 Vh 2 sf
J'x 2X2+5dx:1.JX_+ﬁ+C: X+ +C
4 3 6

Entonces, esta primitiva es equivalente a [+u du = [u Zqu=

dx .

V3
o '[ .
cos” %
La funcién mas importante es eI coseno, y vemos que la raiz de tres no tiene nada que ver con ella. Lo sacamos fuera de la

integral: | \/_ L - 3[ ¢

COS COS

. La derivada del argumento del coseno es L, asi que multiplicamos por 2y por 4 dentro
2
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. . . . Ldx
y fuera de la integral para obtener una integral inmediata: /3| ax__ V3.2.[-2 — = 24/3[ sec? gd?x - 243 g % +C
g X

2 x
cos” 3 cos” 3

X
e
o | dx .
1+e*
De todas las primitivas que hemos visto, sélo el logaritmo y las potenciales con exponente negativo generan una fraccién. Es

una integral logaritmica si en el numerador tenemos la derivada del denominador. Lo comprobamos: (1+ ex) =e*

+C

eX
X

Entonces, esta primitiva es equivalente a | du_ Inju|+C, yresulta:
u l+e

dx = In‘1+ex

X
o [ ux.

X
peerf
Ahora el numerador NO es la derivada del denominador, sino s6lo de la expresion entre paréntesis. Es facil ver que la

i . du ) ut -1 _ e -1
primitiva es equivalente a [—- = [u™“du = —tC=—+Cyy resulta: [ dx = +C
u - u

(1+QX)2 1+

3. METODOS DE INTEGRACION

3.1. Integracién por cambio de variable
La integracién por cambio de variable busca transformar la primitiva dada en una mas sencilla, y puede hacerse de dos
formas diferentes:

Caso 1. Identificar una parte del integrando con una nueva variable t.

= Ejemplo:

j(3x + 2)4 dx. No es necesario un cambio de variable, pero vamos a mostrar el mecanismo:

3x+2=t
L , , - dat 1

Hacemos el binomio igual a t y diferenciamos ambos términos: | g4, _ 4t —>dx=%> = j(3x+2)4dx= jt"’ 3 =§jt4dt

- oo leg 100 t°
Resolvemos la primitiva en la forma habitual: = [t*dt==.-—+C=—+C

3 3 5 15
5

Finaimente, deshacemos el cambio: [(3x + 2)*dx = % +C

El caso més frecuente es aquél en el que observamos una funcion complicada y su derivada: [ f [g(x)]g'(x)dx
Una vez identificada, el cambio de variable consiste en llamar a dicha funcién t y diferenciar:

[ flol)]g x| K=t >

g'(x)dx = dt
La integral se transforma en otra que integraremos: | f (t)dt = F(t)+C
Para, finalmente, deshacer el cambio: [ f[g(x)]g'(x)dt = F[g(x)]+ C

4 Ejemplo: j(ezx +2e% +1)-exdx.
Podriamos desarrollar el producto e integrar las exponenciales individualmente;
| e +2e% +1 e¥dx = e 122 4 -dx:%e3x +e2X +e¥+C
Pero si hacemos la exponencial igual a t, integraremos un polinomio:
e* =t
eXdx = dt

>:>j(e2x +2e* Jrl)-exdx:[(t2 +2t+1)dt:%t3+t2 +t+C

Deshacemos el cambio y obtenemos: j(ezx +2e% +1)- e¥dx=1e¥ +eP +e¥ +C
Muchas veces se convertira en una integral inmediata y, como en los ejemplos, no habria sido necesario dicho cambio.

Caso 2. El cambio sera de la forma x = g(t), donde g(t) se elegira de forma adecuada para simplificar el integrando. Se
diferencia la igualdad:

x=glt
[ f(x)dx — g( )
dx = g'(t)dt
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Sustituimos en la integral, integramos y deshacemos el cambio hallando la funcién inversa de g:

: x=g(t) _
[flo®]g't)ydt=F(t)+C — ou g_l(x)>:>I f(x)dx = F[g 1(X)]+c
%+ Ejemplo:
! Y 26 X_dx . La derivada del logaritmo es: [In(x2 +1)]'= 2X
1+In(x +1) X< +1 x? +1
que se encuentra en la fraccion que precede al diferencial de x. Hacemos el cambio:
In(x2 +1):t 1
2xdx :j—-3dt:3~In|1+t|+C:3~In‘1+ln(x2+1)‘+C

2—+1 =dt 1+t
X

Hay muchos cambios ya estudiados, de uso frecuente para casos concretos, pero superan los contenidos de este curso.
Actividades resueltas

+ j«/5x+3 dx. Como antes, es una integral inmediata, pero vamos a repetir el procedimiento:

Hacemos el binomio igual a t y diferenciamos:
5x+3=t
5dx =dt — dx =

%dt>:>j\/5x+3dx:j«/f-%dt:%j\/f-dt

_ 3
Resolvemos la primitiva: lj«/f.dt = ljt%dt = l,ﬂ,té +C= i\/t_3+ c
5 5 5 3 15
Y deshacemos el cambio: [+/5x +3 dx = % (5x+3) +C

+ Resuelve sz -¥x+1-dx haciendo el cambio de variable x +1=t?

x+1=t2 = x =t —1> (t2_1)2.\/t_2-2tdt

Hacemos el cambio que nos indican: sz Vx+1-dx = i — 21d
X=2tat

Desarrollamos el cuadrado, simplificamos e integramos:
j(t2 ~1f % 2t = j(t“ -2t? +1)-t-2tdt = zj(t6 - 2t? +t2)dt = 2-(%t7 -2t + §t3)+c

X+1=t 2 7 4 )
t—J_1> 7(@) —g( x+1)5+§(m)3+c

Y, finalmente, deshacemos el cambio: [x%-x+1-dx=

Actividades propuestas|

7. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

dx 4
) 123X 4y haciendo x = £ b) J——— haciendo "= t &) [~ dx haciendo 1+2x=t2
e” +e J1+2X

d) | dx haciendo x-+4/x2 —1 =t e) j(ZSen3 X +3sen’ x—senx+3)cosxdx haciendo sen x =t

x+Vx2 -1
8. Elige el cambio de variable que simplifica las siguientes integrales:
3 tgx X+1 X
8) [k b) [S——dx ©) j'“ (Inx) j2x Vx4 —49-dx ¢) f ) [-——dx
(x“+2x)3 €os” X «/x+1+2 1— 4x>

3.2. Integracion por partes

La integracion por partes es un método que nos permite calcular la integral del producto de dos funciones de naturaleza
diferente, una facilmente derivable y otra facilmente integrable.

En este curso nos limitaremos a los productos de funciones logaritmicas, polinémicas, exponenciales y trigonométricas (senos
y €0Senos), que se recogen en la regla mnemotécnica A-L-P-E-S.

Con el método de integracion por partes transformaremos integrales de la forma j u(x)- v’(x)dx donde v/(x) es la funcion
facil de integrar, en otra expresion méas sencilla en la que aparece una nueva integral mas facil de calcular que la de partida.
Se utiliza la siguiente férmula: Iu(x)- v/(x)dx = u(x)-v(x)— Iv(x)- u’(x)dx

que se suele escribir de forma abreviada como:
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Existen muchas reglas mnemotécnicas para recordar esta formula, recogemos tres de ellas:
- Salieron Unidos De Viaje Y Un Viajero Menos Se Vino De Ujo. Ujo es un hermoso pueblo asturiano
- Susanita Un Dia Vio Un Valiente Soldado Vestido De Uniforme.
- Sergio Un Dia Vio Una Vaca Sorda Vestida De Uniforme.

Demostracion:

Consideramos el producto de funciones u(x)-v(x) y calculamos su derivada: [u(x)- v(x)] = u’(x)-v(x)+u(x)-v'(x)
Integramos ambos miembros de la igualdad:

[Tu(x)-v(x)] dx = [u’(x)-v(x)+u(x)-v'(x)]dx = [u(x)-v(x)] dx = [u’(x)- v(x)dx + [u(x)-v'(x)dx
De donde: u(x)-v(x)= Ju’(x)-v(x)dx + [u(x)-v'(x dx
Despejando, resulta: [u(x)-v'(x)dx = u(x)-v(x)- [v(x)-u’(x)dx
Aunque suele escribirse en la forma anterior:

Ju-dv=u-v—[v-du
Observaciones:
1. Como norma general, se elige como “u” a la primera funcion de la palabra ALPES y como dv al resto del integrando,

pudiendo darse el caso de tener que pIantear dv = dx.

0 q _dx
& Ejemplo: [inxdx =|" =M XM=

=In x~x—jx~d—X=x~In x—[dx=x-Inx-x+C
dv=dx - v=[dx=x X

2. Sabremos que estamos aplicando correctamente el método si obtenemos una integral mas simple que la inicial.

= du=d
4 Ejemplo: [x-senx-dx= H =X A=EX > x-(~cosx)-[(~cosx)-dx=

dv=senxdx—>v= j'senxdx— —COSX

= —X-C0S X+ [€0s X dx = —X-C0S X +sen X+C
3. El proceso de integracion por partes puede aplicarse varias veces. En ese caso se debe mantener la eleccion inicial
de uy v. Si se invierte, volveremos a la integral de partida.
u=x%— du=2xdx

& Ejemplo: [x2.e*dx =
Jemplo: J dv =e”dx > v =[e*dx =e”

>:x2-ex—jex~2xdx:x2~ex—2jx~exdx:

U=Xx—->du=dx
~|dv=e"dx—v =[e’dx=¢"

>= x2-e"—2-[x-eX —jexdx]: G e —2x-e" +2[e*dx=

=x2-ex—2x-ex+2-eX+C=(x2—2x+2)~eX+C

4. Si la integral inicial es el producto de una exponencial por una trigonométrica, se obtiene lo que se denominan
integrales ciclicas. Al aplicar por segunda vez el método de integracion por partes, se obtiene la integral de partida, y
se debe resolver como una ecuacion:

2X

%+ Ejemplo: jezx-cos3x-dx—

u=e?* - du = 2e%¥dx
dv=cos3xdx - v= jcosSxdx—3 -sen 3x

—e?X -%sen 3x —j%sen 3x-2e2Xdx = §~ e2*sen 3x —%-jezxsen 3x-dx =

=e?X 5 du = 2e%¥dx
Repetimos:
dv=sen3xdx > v= jsenSxdx——E cos 3x
jezx 0S 3X - dx—3 .eXsen3x -2 [ZX ( 1cossx%j( cosSx) 2x dx]:
jezx-cos3x~dx:§-e sen3x+§-e cos3x—%jezxcos3x-dx
Observamos que obtenemos la integral de partida. Si denotamos | = _[ e? .cos 3x-dx:
I :% e?*sen 3x+§ g2X cos3x—4 =Y +4 I —5 e? sen3x+§ e2*cos 3x

2X00s 3x = | _13 (1~e2 sen 3x+%-e

3

13,_1 2 2x )
9I 3 g2 sen3x+g -e cos 3X

2Xx
Entonces, sustituyendo I por su expresion y desarrollando las fracciones: | e?X.cos 3x-dx = 61—3.(3-sen 3x+2-c0s3x)+C

5. El'método de integracién por partes no es excluyente. Podemos utilizarlo después de vernos obligados a realizar un
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cambio de variable, o tener que realizar un cambio de variable después de haber aplicado la integracion por partes.

6. Existen otras integrales que se resuelven por partes y que no estan recogidas en “la regla de los ALPES". La
estrategia general es buscar una funcion “facilmente integrable” y otra “facilmente derivable” para simplificar la
primitiva inicial.

Actividad resuelta

+ jx3\Ix2—1 dx .

Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes:
1. Por partes:
La dificultad es encontrar la funcion facilmente integrable. En este caso, la eleccion es:

dv=xvx®-1dx >v=1 (x —1)3/ >:>jx \/—dx—% (x _1)3/ (x —1)3 dx

u=x2 - du=2xdx

La segunda primitiva es mas simple que la primera, asi que estamos en el buen camino:

jx3\/x2 —1dx :%xz(x2 —1)3/2 —%jx(xz —1)3/2dx = %xz(x2 —1)3/2 —%%(xz —1)5/2 +C
Es decir: jx3VX2 —1dX:%X2(\/X2—1j3—%( x2—1j5+C

2. Por cambio de variable:
El cambio de variable que buscamos es el que permite eliminar la raiz del integrando:

X2-1=t? o =t? 41 >:> [x3Vx% —1dx = [ x24/x? —1 xdx :j(t2 +1)-t~tdt :j(t4 +t2)dt

2xdx = 2tdt - xdx =tdt

5 3
Resolvemos la primitiva: j(t“ +t2)dt =1+idsc :%( X2 —1) +%( x2 —1) +C

Las dos expresiones son diferentes, pero es sencillo manipularlas para hacerlas iguales.

Actividades propuestas|

9. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

a) j(4x3 +3x° —%+«/§de jln—xdx C) [sen xcos x dx d) jln()i:rl)dx
X
x2 -1 x4 —2x2 +1 2 2
e) [ dx f) [=—————dx g) [x?-e*Xdx h) [e* dx
V1-x? x? -1
10. Resuelve las siguientes integrales:
xdx . X .
a) j( 3 42X )exdx; b) jx'cosex2 ¥ dx; €) [In(cos x)tg xdx ; d) | 20 fe—d;;J) j(lnx+2)%
1+x 1+e* X
11. Resuelve las siguientes integrales:
a) | x% +x+1)e*dx b) [In x dx €) [xcos xdx  d) Curiosidad - idea feliz: Resuelve la primitiva [ cos (In x )dx
= du=...
- o . ccos(Inx) ~ u=x-
Para ello, multiplica y divide el integrando por x: [———=-xdx = dy = 08 (Inx) dx s v =

12. Sea f(x)=e?* —2x? +8, justifica si es primtiva de alguna de las siguientes funciones: g(x)=e?* —4x+8,
h(x)=2e2* - 4x.

13. Dada la funcion f(x)=(x+1)-(3x—2). a) Calcula una primitiva de f(x). b) Justifica que la funcion F(x)=x® + 2x2 + 2
no es primitiva de f(x).

14. Dada la funcion f(x)=(x+a)cosx, donde a es una constante, a) Encuentra una primitiva de f. b) Si F es una
primitivade f, ¢puede serlo también G(x) = F(x)+2x ?

15. Sea f(x)=x2 +bx donde b es una constante. Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f con F(0)=2 vy
F(3)=20. Encuentra también la expresion de F.

16. Dada la funcion £ (x)= 25 - x? +iz (x#0), donde a es una constante, encuentra una primitiva de f. Posteriormente,
X

encuentra a paraque si T’ es la derivada de f, entonces f'(1)=—2.
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4. EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA
4.1. Area bajo una curva
Dada una funcion f(x) continua y no negativa en un intervalo [a, b], su grafica determina una

region del plano que vendra limitada por la funcion, el eje de abscisas y las rectas x=a y Xx=b.
Veamos cdmo podemos calcular de forma aproximada el area de dicha regién:
Tomamos una particion del intervalo [a, b]. Consiste en dividir el intervalo en n partes, tomando

para ello los puntos Xg, %, Xp,..., X, Verificando a =Xy < X; <Xp <...<Xp =Db.
Asi, tenemos los intervalos [a, xq }[x;, X2 }...,[Xn1. b].

A continuacion, denotamos por m; al minimo valor que toma la funcién en el
intervalo [x_5,x;] y por M; al méximo valor que toma la funcién en el mismo
intervalo.

Asi, en cada intervalo [x;_y, ;] consideraremos dos posibles figuras, la creada

con rectangulos de base x; —x;_; y altura M, y la creada con rectangulos de

base x; —xj_1 y altura M;. Sumando las areas de los n rectangulos, obtenemos:

a X X K% Xaab

Suma superior

a Xy X .xl—l*i. X1 b
Suma inferior
En el primer caso obtenemos una aproximacion por defecto del &rea encerrada bajo la curva:

n
S = ml(xl - X0)+ mz(xz - X1)+-~+ mn(xn - Xn—1)= _Zlmi(xi - Xi—l)
i=

Esta suma se denomina suma inferior de la particién en el intervalo [a, b].
En el segundo caso obtenemos una aproximacion por exceso del area encerrada bajo la curva.

n
S =My(x; —Xg)+Ma(xa = x1)+...+ My (%, _Xn—l)z_z‘iMi(Xi ~Xi1)
i=

Esta suma se denomina suma superior de la particion en el intervalo [a, b].

Hemos obtenido dos aproximaciones del area A, una por defecto s y otra por exceso S. Se tiene que s< A<S .
Si tenemos una particion P del intervalo [a, b], con suma inferior s, y suma superior Sy, diremos que otra particion P, del

intervalo [a, b] es mas fina que P, si contiene todos los puntos de la particion B, y ademas otros puntos nuevos.
Para dicha particion P, , tenemos una suma inferior s, y una suma superior S, . Se verifica que: s; <s, <A<S, <§;

Es decir, al tomar una particion mas fina, la suma inferior aumenta (siendo todavia menor o igual que el valor del area) y la
suma superior disminuye (siendo mayor o igual que el valor del area).

Xi_1%i *n-1b 3 x|y %1 b

Xy X Xogx *n-1 b

Xi1%i *n-1P
Particion P1 Particion P2 Particion P1 Particion P2

Esto significa que cuanto mas fina sea la particion, mas nos acercamos al verdadero valor del area.

Considerando una sucesion de particiones cada una mas fina que la anterior, P, Ps,...,P,, Pyi1,..., obtendremos

1, 52,-.415ns Spat--- la sucesion de areas por defectoy Sq, So,...,Sp, Spi1,-.. lasucesion de areas por exceso.
Cuando n — oo, la longitud de los intervalos de la particion se hace cada vez mas pequefia, luego x; —Xj_y = 0 . Asi,
cuando la funcion sea integrable, las sumas inferiores y superiores tenderan al area:

S-S, —0
Esto significa que lim (S, —s,)=0= lim S, = lim s, ydeaqui: lim S, = lim s, = A
nN—oo nN—oo N—oo N—o0 N—oo
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a X3 X3 |x_1% Xp-1b

Suma inferior y superior con la particion P1 Suma inferior y superior con la particion P2 Area

4.2. Integral definida
Sea una funcién f(x) continua y no negativa en un intervalo [a, b].
Definimos la integral definida entre ay b de f(x) como la expresion [2 f (x)dx

Su valor es el area comprendida entre la gréfica de f(x), el eje de abscisas y las rectas x=a y X=b.

Los valores a y b se llaman limites de integracion.
Hemos visto que dada una sucesion de particiones Py, P,,...,P,, Pyy.... del intervalo [a, b], cada una mas fina de la

anterior, con sumas inferiores Si, So,...,Sns Spats--- Y Sumas superiores Sq, S,,...,S, Spa1.--., S€ verifica que dichas
sumas tenderan al verdadero valor del area.

Se tiene que: j:f(x)dx= lim S,, = lim s, es decir, que la integral se puede interpretar como:
N—o0 N—o0

“la suma del area de todos los rectangulos de altura f(x) y base infinitesimal (dx) comprendidos entre ay b”
Propiedades:

1. - Si los limites de integracion son iguales, la integral definida vale cero. j: f(x)dx =0

2. - Si la curva esta por encima del eje X (f(x)>0), la b : b

integral es positiva, j:f(x)dx >0, mientras que si la
curva esta por debajo del eje X (f(x)<0), se puede
definir también la integral definida, que serd negativa:
j;) f(x)dx <0.

3.-Sea c e (a, b), entonces podemos descomponer la integral de la forma: j: f(x)dx = [7 f(x)dx + jff (x)dx .
4. - Si intercambiamos los limites de integracion, la integral cambia de signo. [ f (x)dx = —j;’ f (x)dx
5. — Dadas dos funciones f(x) y g(x) continuas en el intervalo [a, b], se tiene que:
j:[f (x)+ g(x)]dx = j: f(x)dx + j:g(x)dx y j:[f (x)=g(x)]dx = j: f(x)dx — j:g(x)dx
6. — Dada una funcién f(x) continua en el intervalo [a, b] y una constante k € R, se tiene que: j:k f(x)dx = kj: f (x)dx
7. - Dadas dos funciones f (x)y g(x) continuas en [a,b], verificando f(x)<g(x) x [a,b], se tiene:

Jo F(x)dx< [2g(x)dx

4.3. Teorema del valor medio del célculo integral
Dada una funcion f continua en el intervalo [a, b], entonces existe un punto ¢ < (a, b) tal

que j:f(x)dx: f(c)-(b-a). il
Interpretacion geométrica:

Siendo la integral un area, la interpretacién geométrica es simple:

Existe un punto c (a, b) tal que el 4rea encerrada entre la curva, el eje de abscisas y
las rectas X =a y x=b es igual al area de un rectangulo de base la amplitud del a ¢ b
intervalo, b —a , y altura el valor que toma la funcion en el punto intermedio, f (c)

Ay
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Ejemplo:
+ Encuentra los valores de ¢ que verifican j::f(x)dx: f(c)-(b—a) siendo f(x) la semicircunferencia de centro el
origen y radio 1, y a'y b los puntos de corte de la misma con el eje OX.

iy , : 2022 . h
Sabemos que la ecuacion de la circunferencia en el plano es x“ + y“ =r<, asi flz) =|v1i—a?

que para el problema que se nos plantea tenemos que f(x)= +1-x2 y los
puntos de corte con el eje son (-1,0) y (+1 0).

Se trata de encontrar el rectangulo (azul) cuya area coincide con la de la
semicircunferencia (roja), sabiendo que la base para ambas figuras estd ==

comprendida entre los puntos (-1, 0) y (+1,0).

Entonces, siendo: At =b-h Yy Agjre =7-r2
Debe verificarse: 17-r% =b-h=1n-12 =2-h=h =%
El valor de h corresponde a la variable y, pero nos piden un valor de x. Por tanto:

> .
x2+y?=r2=>x?+h? =12 = x= J_q/l—(%) =+0.61899, que son los valores de ¢ que nos piden.

4.4. Funcién integral o funcion area
Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b], para cualquier punto x [a, b] se define la 0
funcion integral o funcién area como:

F:[ab]>R

x = F(x)= [ (t)t | |

4.5. Teorema fundamental del célculo integral
Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b] y sea F(x)= j:f(t)dt con x<|a, b] la funcion integral. Entonces F es

derivable en (a,b) y F'(x)= f(x) para cualquier punto x (a, b).
Demostracion:

x+h X
_ f(t)dt— | f(t)dt
Aplicando la definicion de derivada tenemos: F'(x) = r!im0 Flx+ hh) F(x) _ rI]lm0 L) - L0
— —

Separando la primera integral en dos sumandos (propiedad 3):
[0 £ ()t

Xt (t)dt+ M (t)dt — [ F (t)dt
SO AL O RIOLY HLIOL

Aplicando el teorema del valor medio del calculo integral, 3¢ e (x, x+h) tal que jx+h (t)dt = f(c)-(x+h—x)=f(c)-h

Lo f)dt i £@)h

Asi: F'(x)= lim = lim f(c).
h—0 h h—0 h h—0
Como ¢ e(x,x+h) y f es continua entonces lim f(c)= f(x) y, portanto: F'(x)= f(x).
—0

Actividad resuelta

4 Sin efectuar el célculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x)= [j-—— ( )3
1+t

Aplicando el teorema fundamental del célculo integral: f(x)= IXL: f'(x)= 1

o2
Generalizacion (1):
Si en lugar de valores reales, los limites de integracion son funciones reales de variable real, se aplica la regla de la cadena
para obtener:

Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b] en R y sea F(x)= j:(x)f(t)dt con x € [a,b] la funcién integral. Si h(x)

es derivable, entonces F es derivable en (a,b) y F'(x)= f [h(x)]- h'(x) para cualquier punto x < (a,b).
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Generalizacion (2):
Sea f una funcién continua en el intervalo [a b] enRysea F(x)=| g (t)dt con XE[a b] la funcién integral. Si h(x) y

f
g(x) son derivables, entonces F es derivable en (a,b) y F'(x)=f[h(x)]-h'(x)- f[g(x)]-g'(x) para cualquier punto
xe(a,h).
Actividad resuelta

4+ Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x
Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:

(0=

by

4.6. Regla de Barrow
Si (x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y F(x) es una primitiva de f(x), entonces: [ f(x)dx=F(b)-F(a) y

gy
(e} _(u(xz)Zf'2X2ﬁ+x6f_@+x4f

= f'(x)=

b

suele representarse como: j;’ f(x)dx = (F(x) ]a =F(b)-F(a)
Demostracion:
Se tiene que F(x) es una primitiva de f(x). Por otro lado, aplicando el teorema fundamental del célculo integral,
G(x)= j;‘f(t)dt también es una primitiva de f(x). Al ser dos primitivas de la misma funcién, sélo se diferencian en una
constante: G(x)—F(x)=C = G(x)=F(x)+C
Evaluando las dos expresiones anteriores en el punto x = a , tenemos:

G(x)=F(x)+C = G(a)=F(a)+C

G(x)=[Xf(t)dt = G(a)=[J f(t)dt =0
Evaluando ahora dichas expresiones anteriores en el punto X = b, tenemos:

G(x)=F(x)+C = G(b)= F(b)+C = G(b)= F(b)-

F(a)
G(x)= [ F (1)t = G(o)= [° £ ()ct = [2f(t)dt=F(b)-F(a)
Entonces, para aplicar la Regla de Barrow se siguen los siguientes pasos:
1. Calculamos una primitiva F(x) de f(x)
2. Hallamos los valores de esa funcion entre ay b: F(a) y F(b)

}: F(a)+C=0=C=-F(a)

b
3. Calculamos la integral j: f(x)dx=(F(x)]_ =F(b)-F(a)
% Ejemplos: jf(— X2 + 6x—5)dx .
La funcion f(x)=—x2 +6x—5 es una funcion polinémica, luego es continua en todo R, y por tanto es continua en el
intervalo [1, 5].
1. - Calculamos una primitiva de f(x): j(— X2 + 6x —S)dx =-1x®+6-1x* -5x

2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo: F(x)= - %x3 +3x2 —5x
3 3
|=(1)=—1—+3~12—5.1=—1+3—5=—Z y F(5)=—5—+3~52—5~5=§
3 3 3 3 3

_ Apli - 5L x2 1 6x—5kx= F(5)—F@)=22_[ 1|2 7_32
3. — Aplicamos la regla de Barrow: jl( X© +6X 5)dx_F(5) Fl)= 2 ( Sj_ 233

+ j_zz(x2 —4)dx.
La funcion f(x)= x2 —4 es una funcion polindmica, luego es continua en todo R, y por tanto es continua en [-2, +2].

1. - Calculamos una primitiva de f (x): jzz( )dx =1x3 _4x

2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos deI intervalo y restamos:

j_zz(x2 —4)dx:(%x3 —4XE :(%(+ 2)? —4-(+2))—(%(—2)3 _4.(_2)):__16_E:__32

3 3 3
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Actividades
17. Resuelve las siguientes integrales definidas:

a) jg(x2+x+1)dx; b) El(x2 +x+1)dx :C) ja/gx x? +1dx: d) jflz)(;l
X

dx; e) [Tsenxdx;f) [ Inxdx
+2X+2 IO Il

18. Halla el valor de c que verifica j§(2x +1)dx = f(c)-(5-0) y razona su interpretacion geométrica.

19. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x)= Exlni
X

4.7. Aplicaciones de la integral definida

Area encerrada bajo una curva

Para calcular el area comprendida entra la gréfica de una funcién f(x) y el eje de A
abscisas en un intervalo en el que la gréafica aparece por encima y por debajo del eje X, es ,. x 0
necesario hallar cada una de las areas por separado. 1 v
En los subintervalos en los que la grafica esta por debajo del eje X, la integral sera

negativa, y tomaremos el valor absoluto en toda la integral.
£ ()| | 22 £ ()| | ) £ | = Foxa) = F(@)] | Flxo) - Floxa)| +| Flb)- o)

X
Desde el punto de vista practico, si tenemos la representacion grafica de la funcién se puede plantear el area como suma o
resta de las regiones donde la funcion es positiva 0 negativa, respectivamente.

Area=

Ejemplo:
4 Halla el &rea encerrada entre la gréfica de la funcion f(x) = x> —2x—3, eleje Xy las rectas x=-3y x=4.
La funcion f(x)=x2—2x—3 es una funcién polinémica, luego es continua en

todo R, y por tanto es continua en el intervalo [-3, 4].
La grafica de f(x) es una parabola concava (). Calculamos el vértice:

x=—2_2_4 Si x=1= f(1)=12-2.1-3=—4
2a 2

fo)=x%-2x-3

Tenemos: V (1, —4)
Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X. Para ello, resolvemos

2+/4-41.(-3)

la ecuacién f(x)=0: f(x)=0=x?>-2x-3=0= x= -

5 6 7 8 3 10 1

21
244112 24416 2+4 _{ 3-(30)

2 2 2 |-1-(-10)

Representando la funcion f(x)=x%-2x—-3 y las rectas x=-3 y x=4
observamos que el area que queremos calcular se divide en tres regiones.

it 2 o
Hallamos una primitiva de f (X): _[(x —2X— 3)dx =5 X< —3x
Hemos obtenido tres regiones. El area total sera la suma del area de cada region:
Area= ‘ j:;(xz —2X —3)dx‘+‘ jfl(xz —2X —3)dx‘+‘ j;( 2_2x —3)dx‘ =

=|F(-1)-F(-3)|+|F(3)-F(-1)|+|F(4)-F@)|= E-(— 9)1+

Por tanto, el area de la region es igual a % u2

5

924
3

_E_(_g — 224_24_1:2 u2
3 3 3 3 3

También podriamos plantear, ya que tenemos la representacion grafica de la funcion:
Area= Area; — Area, + Areag = j__; (X2 —2X— S)dx - ﬁl(x2 —2X— S)dx + j;( 2 _2x-— S)dx

x3 (o (s +4 5 5 20 2 32 7 71 U2
A =2 _x2_ g2 2 x?2_ - =|2-(9)|--9-2 L YD) L LA
Area [3 X 3><}3 (3 X 3x} +[3 X 3x}3 (3 ( )j ( 3)+[ 3 ( )) 3+3+3 3
- -1 +

Propiedades:
1. - Si la funcion es impar, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es nula:
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c : +a
Si f(x) esimpar, [*?f(x)dx=0
2. — Sila funcion es par, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es:

Si £(x) espar, ["f(x)dx=2- 3£ (x)dx
Para entender estas dos propiedades nos basta con ver las gréficas de cada tipo de funcion.

- Si la funcién es impar, es
simétrica respecto al origen de
coordenadas y define dos
recintos de signo opuesto e
igual &rea a ambos lados del
origen. Al sumarla, el resultado
es nulo.

- Sila funcion es par, es simétrica
respecto al eje OY y define dos
recintos de igual signo e igual
area.

Funci6n impar Funcion par
Actividad resuelta
4 Calcula el area de un circulo de radio r.
Podemos elegir la ubicacién de la circunferencia, asi que la centramos en el origen. Para este caso, la ecuacion de una

circunferencia de radio r es: x2 +y2 =r?2 = y=+yr? - x?
7| y=4+Vr2—a? Podemos aprovechar la simetria del problema y calcular el area a partir del recinto
del primer cuadrante: A=4- [[Vr? - x*dx
La primitiva se resuelve con el cambio: x=r-sent=dx=r-cost-dt Yy

proporciona: [vVr? —x%dx == (r arcsen> + x.- \/rz—Xz)-l-C
r

" Aplicando la regla de Barrow obtenemos:
r

A:4-j(;\/r2 —x2dx=2o(r2arcsenﬁ+xo r2 —xz} =
r

0

A=2. [r arcsen =+ rr2 —r2 —r2arcsen 2+ 0-4r —0):2 ( 2 g—oj
r r

2

Es decir, llegamos a la conocida formula: A=r-r
Area comprendida entre dos curvas
El 4rea comprendida entre las graficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo

[a, b] es igual que al area que se encierra entre la funcion diferencia (f - g)(x) yeleje X

en ese intervalo. Azj;’[f(x)—g(x)]dx Siendo f(x)>g(x). Si no se determina qué
funcién estd por encima de la otra, podemos escribir la expresion general:
A= j:| f(x)- g(x)|dx
Sin embargo, desde el punto de vista préctico, en el caso en el que las funciones f(x) y
g(x) tengan varios puntos de corte, serd conveniente hallar las diferentes regiones y
determinar las &reas por separado.
Ejemplo:
+ Halla el &rea comprendida entre las gréaficas de las funciones f(x):—x2 +4x y g(x): X entre las rectas
X=-1y x=3.
Las representaciones graficas de f(x) y g(x) son una parabola y una recta, respectivamente, asi que es de esperar que
haya dos cortes entre ellas y, por tanto, es posible que haya varias regiones diferenciadas a tener en cuenta.
La grafica de f(x)=—x2 +4x es una parabola convexa. Hallamos su vértice:
x—2__ A A, Six=2= f(2)=22+4-2=4+8=4 = V (2,4).
2a 2-(-1) -2
Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje X, resolviendo la ecuacion f(x)=0:
x=0
X =14

f(x)=0= -x2+4x =0 x-(7x+4):0<:>{
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La gréfica de g(x)= X es una recta. Para dibujarla, basta con obtener dos .
puntos: )
X | 0 | 3 A
y | o [ 3 T
Para determinar la region de la que queremos calcular el érea, la T F(x) = -3+ 4x
representamos, junto con los limites de integracién Buscamos los puntos de qf
corte entre las dos funciones, resolviendo la ecuacion f(x)=g(x): . | A —
2 2 2 x=-1 |/ x=3
f(x)=g(x) e —x° +4x=x = X" +4x-x=0x*+3x=0
X(-x+3)=0 x=0 [/
e x=3 [ -
Por tanto, el &rea que queremos calcular sera: Area = jfl| (f —g)x)|dx [
Hallamos una primitiva de (f —g)x): ’
(f—g)x)= f(x)-g(x)=—x® +4x—x=—x* +3x =
3
x3  3x?
f —g)x)dx = 3xJdx = -2+ 22—
I( g)(x)xj(x+x)x 7
Hemos obtenido dos regiones. El &rea total seré la suma del area de cada region:
< 0 3 x3  3x? ° x3  3x? ’
Area:‘jfl(— x2 +3x)dx‘+‘j0(—x2 +3x)dx‘ W55 | "5 5| |
=] 0
11 9 11 9 19
=|F(0)-F FB)-F(O)|=|0-==|+|2-0|=242 =22 2
FO)- R PO FO) = o] 5-0] 545 =
Por tanto, el area de la region es igual a % u?
RESUMEN
CUADRO DE PRIMITIVAS
Jdx=x+C [f(x)dx=f(x)+C [(F()xg(x)...)dx =] f(x)dx £ [ g(x)dx +
fa-f(x)dx=a-] f(x)dx jf”(x)f'(x)dx:i[f(x)]n+1+c,n;t—l .[lx)dx=ln|f(x)|+c
n+1 f(x)
f(x)
J'ef(x)f’(x)dXZef(X)+C jaf(x)f’(x)dX:aI +C a=1 a0 [eos[f(x)]f'(x)dx =sen[f(x)]+C
na
[sen [f(x)]f(x)dx = —cos [f(x)]+C [sec[f(x)]-tg[f(x)]f'(x)dx =sec[f(x)]+C
[sec? [f(x)]f'(x)dx = tg [f(x)]+C [cosec? [ (x)]f'(x)dx = —cotg [f (x)]+C
Método de integracién L. Jg[f( ) £/(x)dx -t = f(x)= dt = f(x )dx'jg() G()"‘C:F( )=G[f(x )]+C
por cambio de variable |2. | f (x)dx — x = g(t)= dx = g'(t)dt; [ f[g(t)]g'(t)dt = G(t)+C = F(x [
Método de integracion por partes fu-dv=u-v-[v-du
Regla de Barrow I: f(x)ax=(F(x); = F(b)- F(a)
Area entre una curvay el eje OX A= f:| f(x) dx
Area entre dos curvas A= j:| f(x)— g(x)|dx
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30) [ 3x(x2 +2)3dx
34) J.(a +x)° dx
dx

(x=1)°
X dx
(x +4)3

46) J.( 8x>

X3+ 2)2

0) sz(x3 —1)% dx

39) j

42)

dx

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. - Sabiendo que [x"dx = );ni +Cy [£"(x) f'(x)dx =
1) [x5x 2) j):ide 3) j:—’z‘
6) ISX%dx 7) f5\/x_3dx
10) [(2+3x3)2dx 11) jz(x2+2)3dx

2
14) j[4x3 +ZXJ dx 15) ".(3&—3%4- 2XaJdX
e
x3 +5x2 _4
8) [(L—xWx dx 19) | . dx
X

22) j[&—%x+%)dx 3) jﬁ(x3+1)dx
26) | %dx 27) [(3x+4)?dx

31) j'(x3 + 2)2 x2dx
5) [fix+ 2

—(x+2)? ]dx

9) [(x? —x)*(2x~1)dx

43) [x x2 —7dx
3xdx

e
51) [Vx? —2x*dx

n+l
f—(x) +C, calcula:
n+1

4) [37 dx 5) [6x"dx

9) j(2x5 —5X + 3)dx

X2 x+2

8)](3—2x—x4)dx

12) fl- ¢ f ax 13) (2o
3 3 4
16) j(—x—3+2—ﬁde 17) j(?:xs —3X—2+2§/X—2jdx
L 2x3-3x 45 2
20)][5e + 2 4X’2‘ i de 21) j%dx
24) j[dx? _%de 5) [v/x(3-5x)dx

28) [(3x-7)*dx 29) J‘x(x2 —4)3dx

32) | (x3+3)x2dx 33) [(x-2)%2dx
6) j V3x+12 dx 37) | \/%
1 2 x>
40) [—={++x) d 1) [——dx
)J&(+ X) X J(X4_l)z
3
a4) [0 -2x+3f'ax 4 fﬁdx
2
48) [x-31-x2dx 49) | -——x

\/4 x3+5

52) j(ex +1)3€de 3) jsen3x cos x dx

2
4) [xcos* x%senx?dx 55) Iﬂnzﬂdx 56) J.sensx ox
X“+3 C0S°X
eX 5. .2 59 se023xd In_xd
57) I2ex—3dx 8) [tg°x-sec” x dx ) | 9 3x X 0 |
- Sabi 1
2. - Sabiendo que I;dx In| x|+ C yJ' f( )dx = In| f(x)|+c calcula:
2 2
1) 2) dx 3) dx 4 X dx 5 X 6 X
J.X+2 J2X—3 Ix— )sz ).[1_2X3dx )Il—x3
7)) 3 B [ 9 [, XL 10 J[(Vx+ Lo
X5+ 2 3X+5 X2 +2x+2 X
dx dx
1) (3,2 x]dx 12 13)
J‘(XZJFXJF\/_ )lenx J.\/;il—\/;}
o[ )x W e W[ 7) [1tg xox
2x -1 2x+1 e’ +1 e?* +3
18) [ cota x dx 19 d 20) [ S€N X + €OS X
)I g )lenxx )I CO0S X

21) |

1+ sen 2x
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f(x)
3.-Si [e*dx=e* +C, [ef™i(x)dx=e'®+C, [a¥dx=2— - “ic y ja f(x) dx:alna +C, calcula:
1) [3%dx 2) [a*dx 3) [e *dx 4) [4e>dx 5)j3x2eX3+2dx
2
4- 2 2 1 6
6) [4e* *dx 7) [x%e " 8) j(ex +1) dx 9) j[ex +e—XJ dx 10) j(ex+x ) dx
1
%242 glnx x2 2 2 3c0s2x
11) [e™ **xdx 12) [———dx 13) (&5 4 14) [xe¥*"* cosx“dx 15) fe -sen 2x dx
X ) ,[ X3 X
Jx 1+e2
e +€ X+3
16 dx 17) €% % .sen x dx 18) [| ———-e dx
) IS«/; I I 2e
9) Ietgzx sec? 2x dx 20) j% 335" gy 21) jg .23°5x" gy
4. - Sabiendo que [senxdx=-cosx+C, [f'(x)-senf(x)dx=-cosf(x)+C, [cosxdx=senx+C Y
[cos f(x)f'(x)dx =sen f(x)+C calcula:
1) [sen(2x +8)dx 2) jsengdx 3) [cos 3xdx
4) [xsen x2dx 5) j(wjdx 6) [sen 2x dx
7) jexcos eXdx 8) jxcos(2x2)~sen(2x2)dx 9) jwdx
5.-Si| dx = [ﬁ+tg x)j x=tgx+C yj Z(fz )dx jb+tg f )] f(x)dx =tg f(x)+C , calcula:
cos? x
1) jxﬁ+tgx )dx 2) j(l+tg x) dx 3) jtg23xdx
6. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:
3 3
4 6 2 4 d
1) [(2+5x)"dx 2) [(3+4x)°dx 3) I6X(3+X )de ) I[5+4X+(5+4x)3} X
X p—
5) j(\/3+2x +\3/3+2x)dx 6) j[e 2X4}dx 7) [sen3x-cos x - dx 8) j:r;zdx
e
Cos X e* +3 e X +2
9) dx 2 11 dx 12 dx
Isen4x 10) [xVx? +4dx )I{ o ] )j[ = J
7. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracién por partes:
Inx
1) [3xcos xdx  2) [x?-senxdx  3) [x?Inxdx 4) [JxInxdx ~ 5) [—5dx 6) [2e* -cos x-dx
X
8. — Halla el valor de las siguientes integrales definidas:
3 dx X g Sn ud
NEo; 2% b X 3) [ .3 senxdx 4) [4sen3xdx 5) ﬁ4| x| dx
4 6
2 3 2 (3a X
6 2 7) - g 2|22
)j (3X X+ ]dx )j‘l[x+2 X—3j dx )LZ(S 2} dx
9. — Halla el valor de b para que se cumpla jf’l(be—sz)dx =-12
10. - Halla el &rea entre la funcién f(x)= X2 —4x, el gje de abscisas y las rectas x =1y x=6.
11. - Halla el &rea de la region limitada por la funcién f(x)= x3 —x% —6x y el eje de abscisas.
12. - Halla el area delimitada por las graficas: a) y = %xz -x+1e y—x-1=0.
f(x)=+x y g(x)=x?; ) f(x)=x®+x+4y g(x)=—x® +2x+5
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AUTOEVALUACION
1. Los valores de a b y c para los que F(x)=ax®+beX+csenx es una primitiva de la funcion
f(x)=3x2 —7e* +5cos x son:
a)l,-7,5 b) 3,7, -5; c)1,-7,-5; d)3,-7,5
2. Laintegral inmediata [ x 2x? +3dx vale:
2x% +5 2x2 +3 2x2 +5 2x2 +5
a)l_iw;w, b)l_ﬁvxgw C)J_VX;)z+C; d)l_ivxgw
. dx .
3. Laintegral | vale:
1-x?
a) Inl+—x +C; b) Inl_—x +C c)l-ln“—x +C; d)l-lnl_—x +C
- 1+x 2 1-x 2 |1+x
4. Alintegrar por partes [x-sen x-dx se obtiene:
a) x-senx—cosx+C; b) x-cosx—senx+C C) —X-Cosx+senx+C; d) —x-senx+cosx+C
5. Laintegral j(x2 +4x+13)dx vale:
a) (x2+4x+13)+c; b) x3 +4x2 +13x+C; c)%x‘°’+2x2 +13x; d)%x3+2x2+13x+c
6. Laintegral [e* cose*dx vale:
X . X sene” . X X
a) sene” +C; b) —sene” +C C) —+C. d) e”-sene” +C
e
7. Laintegral definida [jcosxdx vale:
a)l; b) c)0; d) -1
8. Elarea comprendida entre la grafica de la funcién f (x) =—x% +4x, el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 4 vale:
a) 128/3; b) 32/3 c) 64/2; d) 64/3
9. Elarea comprendida entre las gréficas de las funciones f(x)= X2 +4x y g(x): X vale:
a) 9/2; b) 19/3 c) 2712; d)3
10. Laregla de Barrow sirve para...:
a) ...calcular determinantes de orden 3; b) ...resolver sistemas de ecuaciones;
c) ...resolver integrales definidas; d) ...calcular la probabilidad de sucesos.
Apéndice: Problemas de integrales en las P.A.U.
I - x3 —3x+5
(1) Calcula una primitiva de la funcién f (x)=>—>=—
3x
eX eX _482x
(2) Calcula haciendo el cambio de variable e =t : a) [ dx b) [———adx
2X X
e’ -1 l+e
n
(3) Calcula f2 (e2X + xcosx}ix
(4) Considera la funcién -3 y = x3 —3x2 +1. a) Determina la recta tangente en el punto en que la funcién alcanza su
maximo relativo. b) Dibuja el recinto limitado por la curva y la recta tangente anterior. c) Halla el area del recinto del
apartado (b).
(5) Considera la funcién f(x)= %—sen x . @) Dibuja el recinto acotado por la gréfica de f(x), eleje OXylasrectasx =0y
X =7 . b) Calcula el area del recinto anterior.
(6) a) Dibuja el recinto plano limitado por la parabola y = 4x — x* y las tangentes a la curva en los puntos de interseccién con
el eje de abscisas. b) Halla el area del recinto dibujado en (a).
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4x+12  si x<-1

x2 —4x+3 si x>-1
funcién f. b) Calcula el area del recinto limitado por la funcién f, el eje de abscisas y la recta x = 2.

(8) Sea la pardbola y= X2 —3x+6. a) Halla la ecuacion de la tangente a la grafica de esa curva en el punto de abscisa x =

3. b) Haz un dibujo aproximado del recinto limitado por la gréfica de la parébola, el eje OY y la recta tangente hallada
anteriormente. c) Calcula el &rea del recinto anterior.

(9) Considera las curvas f(x)= X2 —3x-2 y g(x)= X2 —x-2. a) Encuentra sus puntos de interseccion. b) Representa el
recinto limitado que encierran entre ellas. ¢) Encuentra el &rea del recinto limitado por las dos curvas.

(7) Seala funcion f: R — R definida por f(x):{ . @) Haz un dibujo aproximado de la gréafica de la

T
(10) Dada la funcién f(x)=(x—a)cosx, busca el valor del nimero real a sabiendo que [p f (x)dx = g— 2

(11) Las curvas y =e*, y=e ™™ ylarecta x =1 limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto. b)
Calcula su area.
(12) Se considera la curva de ecuacion y = X3 —2x2 4 X, a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esa curva

en el origen. b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la gréfica de la curva y la recta hallada. c) Calcula el &rea de
ese recinto.

(13) La derivada de una funcion f(x) es f'(x)= (x+2)-(x2 —9). a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
los maximos y minimos de f (x). b) Determina la funcién f sabiendo que f(0)= % :
(14) La gréfica de la parabola y = 2x? divide al cuadrado de vértices A(0,0), B(2,0), C(2,2) y D(0,2) en dos recintos
planos. a) Dibuja la gréafica de la funcion y los recintos. b) Calcula el area de cada uno de ellos.
(15) a) Calcula la funcién f (x) sabiendo que su derivada es f'(x)=(x—1)e* y que f(2)=e.
b) Demuestra que f(x) tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas y razona si es maximo o minimo.

(16) Las gréficas de la curva y = x3 y de la pardbola y = x2 +2x_encierran un recinto plano. a) Dibuja ese recinto. b) Calcula
su area.

x2 si x<0

(17)Sea f: R — R la funcion definida por f(x)={mx+n si 0<x<1.a) Calculamy n para que f sea continua en todo
2 sii 1<Xx

su dominio. b) Para esos valores hallados, calcula el area del recinto limitado por la graficade f y larectay = 1.

i » 2x+4 si x<
(18) Sea la funcion f : R — R definida por f(x)= {(XX ;)2 i ;( i 8
- Sl

recinto limitado por la gréfica de f y el eje de abscisas.

(19)Lacurva y = x3 - 3x ylarecta y = x limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto. b) Calcula su
area.

(20) La pardbola x= y2+1 y larecta x =3 limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto. b) Calcula
su area.

(21)La curva y= x2+3 y la recta y=2x+3 limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(22) Se considera la pardbola y =6x— X2, a) Calcula la ecuacion de las rectas tangentes a la gréafica de la pardbola en los

puntos de corte con el eje OX. b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la parabola y las rectas
halladas anteriormente. ¢) Calcula el area de ese recinto.

2X—2 si X<2
23) Se considera la funcion f(x)=
(23) () {ex‘ZJrk2 si x>2

. @) Dibuja la grafica de la funcidn. b) Halla el area del

. a) Determina el valor de k > 0 para que la funcion sea continua en

el intervalo [0,4]. b) Suponiendo que k =1, halla la recta tangente en x =3. c¢) Suponiendo que k =1, halla el area que
la funcién determina con el eje OX, para x < [0,4].
(24) a) Resuelve por partes la siguiente integral: .f X (1— In x)dx

b) De todas las primitivas de f(x)=x(1—Inx) calcula la que pasa por el punto (L,3).
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(25) La gréfica de la parabola y2 =8x ylarecta x =2 encierran un recinto plano. a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el &rea de ese recinto.

(26) La gréfica de la curva f(x)= Zi y las rectas y=4 y x=0 encierran un recinto plano. a) Dibuja aproximadamente
- X

dicho recinto. b) Calcula el area de ese recinto.
(27) Eshoza la grafica de la parabola y = —x? + x + £y halla el area de la region del plano determinada por la parabola y la

recta que pasa por los puntos (0%) y (%0)

(28) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la region del plano determinada por la parabola
y=-x%+4 ylarecta Yy =1. a) Representa graficamente la chapa y calcula su area. b) Determina las dimensiones del

rectangulo de area maxima que se puede obtener a partir de dicha chapa con la condicién de que uno de sus lados esté
enlarecta y =1.

(29) Representa graficamente las parabolas y2 —4x=0 y x2 -4y =0 y calcula el area que encierran.

X

x2+1

eshoza la gréfica de la funcién y calcula el &rea comprendida entre ella y el eje X.

(30) Se considera la funcion f(x)=2- . @) Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion. b) Para x e|0, 5],

(31) Se considera la funcion f(x)=

. a) Halla sus asintotas, maximos y minimos. b) Representa graficamente la
X +1

funcion. c) Halla el area delimitada por la funcién y el eje OX, para —-1< x<1.
(32) Si x representa el volumen de produccion de una fabrica, el coste marginal de la misma viene dado por la funcién

f(x)=3+8x+15x2. Se pide: a) Encuentra la funcion del coste total F , si se sabe que dicha funcién viene dada por
la primitiva F de f que verifica que F(0)=100. b) Estudia y representa graficamente la funcion f en el intervalo
[0,00). Calcula el area limitada por la curva y el eje X entre x=0y x=1.

L. Se pide: a) Encuentra la primitiva F de f
(x+1)?
verificando que F(4)=0. b) Estudia y representa graficamente la funcion f . Calcula el area limitada por la curva y el

ejeXentre X=0y x=1.

(34) Sea la funcion f(x):5+i2 (x>0).Si ' representa su derivada, a) Calcula f'(2). b) Dibuja la funcion f . Halla
X

(33) La funcion de costes marginales de una empresa es f(x)=

el area limitada por lacurvay el eje X entre x=1y x=2.
(35) Dada la funcion f(x):%+ x2 (x>0), donde a es una constante, a) Si se supiera que f'(2)=1 donde f' esla
X
derivada de f, ¢cuanto valdria a? b) Dibuja la funcion f si a=16 y halla el area limitada por la curva y el eje X entre
X=2Yy x=3.
(36) Sea la funcion f(x)= 3x2-6x. Si f’ representa su derivada, a) Encuentra una primitva F de f verificando
F(2)= f'(3). b) Dibuja la funcién f . Calcula el &rea limitada por la curva y el eje X entre x =1y x=3.

(37) Dada la funcion f(x)= x3—81x%,A) Si ' representa la derivada de f , encuentra una primitva Fde f tal que
F(4)= f'(4) B) Dibujalafuncion f .Halla el &rea limitada por la curvay el eje X entre x=-4 y x=4.

(38) a) Dada la funcion f(x)=25-x2 +i2 (x#0), donde a es una constante, encuentra una primitiva de f y halla el
X

valor de a para que si f' es la derivada de f , entonces f'(1)=—2. b) Dibuja la funcién f(x)=25-x2, y halla

el area limitada por la curva y el eje de abscisas entre los puntos de abscisas x =1y x=6.
(39) Determina la funcion primitiva y el area bajo la curva en el intervalo [1, e] de la funcion f(x)=Inx.

(40) Enuncia la regla de Barrow y aplicala a la funcién f(x)=e*(x+1) en elintervalo [0,1]}
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