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Resumen

A estas alturas de tu vida estudiantil has aprendido muchos simbolos matematicos. Posiblemente este
sea el ultimo que aprenderds en el instituto, el simbolo de integral:

J

Fue introducido por el matematico alemdan Gottfried Leibniz en 1675, basandose en la palabra latina
summa, ‘suma’, escrito [umma, tomando sélo la inicial. Por tanto, este simbolo es una S, y la integral no
deja de representar una suma.

El término “Calculo integral”, por su parte, fue introducido por Jakob Bernoulli en 1690.
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Actividades de introduccion

4+ Calcula el drea de la regién limitada por la funcién f (X) = X entre el origen de coordenadas y un
punto genérico de abscisa X.

Solucion:

; /

Si representamos la funcién f(x)= X y dibujamos la superficie
entre ella y el eje OX, obtenemos el tridngulo rectangulo de la
figura.

. » : base- altura
Sabemos que el drea del tridngulo es: Area:T g

Tanto la base como la altura valen X unidades, por tanto: R R

2 g

. X-X X

Area=—=—
2 2

X2

Por tanto, el drea bajo la curva f(x)= x se calcula como A(X):T'

4+ Calcula el drea de la regién limitada por la funcién f (X) =3+ X entre el origen de coordenadas y
un punto genérico de abscisa X.

Solucion:
Como antes, representamos la funcién f(x)=3+x y ’ /
dibujamos la superficie entre ella y el eje OX. Ahora nfl@)=3+e
obtenemos el trapecio rectangulo de la figura. :
Si dividimos la figura en un rectdngulo de altura 3 U y un 5
tridngulo, el drea se calcula como:
2
e X'X X
Area=3-X+—=3X+— :
2 2 '
Por tanto, el area bajo la curva f(x): 3+ X se calcula como: .
X2 /3 2 4 o 1 2 a A ops 5
A(X):3X+?. 7

4 Repite los procedimientos anteriores para calcular el drea de la regidn limitada por las funciones
f(x)=a, f(x)=a-x y f(x)=a-x+b (con ay b e R) entre el origen de coordenadas y un
punto genérico de abscisa X.

Analiza:

e Deriva las expresiones obtenidas en los ejercicios anteriores y razona qué relacidon hay entre las
funciones A(x) y f(x).

e Recuerda la interpretacién de area como “suma de las unidades cuadradas encerradas por una
figura”. Aplicala para determinar el area de la funcién f(X)=16—X2, representandola en una
cuadricula y contando el nimero de cuadrados bajo ella para diferentes valores de x.

e Razona qué ocurre con el drea cuando la funcién f(x) es negativa en el intervalo analizado.
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1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION. LA INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. Definicidn de primitiva

Se llama funcién primitiva de una funcién f(x) a otra funcién F(x) tal que la derivada de F(x) es f(x)
, es decir, F'(x)= f(x)

Ejemplo:

% La funcion F(X) =X’ —% X* +3X es una primitiva de f (X) =3x> —X+3, ya que F'(x)= f(x).

Teniendo en cuenta las propiedades de la derivada, se verifica que si F(X) es una funcion primitiva de
f(x), cualquier otra funcién primitiva de f(x) es de la forma F(x)+C, con CeR.

En efecto; consideramos la funcion F(x)+C, tal que F'(x)= f(x) y C<R. Si derivamos:
(F(x)+C) = F'(x)+C'= f(x)+ 0= f(x)
Por tanto, F(x)+C es primitiva de f(x).

1.2. Definicidn de integral indefinida
La integral indefinida de una funcién f(x) es el conjunto de todas sus primitivas, y se representa como
[ f(x)dx . Se lee “integral de f(x) diferencial de x”.
Por tanto, si F(X) es una primitiva de f(x):
I f(x)dx = F(x)+C
A C se la denomina constante de integracidn, y el dx nos indica que estamos integrando respecto de X.

Esto que ahora no parece tener demasiada importancia, si la tendra mas adelante, ya que estd
relacionado con la regla de la cadena que vimos en el capitulo anterior y, en el futuro, aprenderas a
realizar integrales en varias variables.

Por otro lado, si recordamos lo visto en la actividad inicial y lo explicado en el “Resumen” acerca del
origen del simbolo de integral, la expresion de la integral indefinida es la estilizacidn de la expresion:

Suma de f(x) por AX cuando AXx — 0,
es decir:

j f(x)dx = “la suma del drea de todos los rectangulos de altura f(x) y base infinitesimal (dx)”

Ejemplos:

+ j4x3dx = x* + C porque (x4 + C)’ =4x°.

- IldX=lnX+C porque (lnX+C)’ 1
X X
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1.3. Propiedades de la integral

Las propiedades de las derivadas justifican muchas de las propiedades de las integrales.

Suma (y resta) de integrales
Sabiendo que si h(x)= f (x)+g(x)=h'(x)= f'(x)+g'(x):

j[f (x)+ g(x)]dx = _[ f(x)dx + J' g(x)dx

Producto por un nimero real
Sabiendo que si h(x)=k- f (x)= h'(x)=k - f'(x):

[l £ 0)dx = k- [ £ (x)dx

Ejemplos:

+ I(5X4 +2x)dx =ISx4dx+j2xdx =x° + x? + C porque (x5 +x2 +C), =5x* +2x.

+ J7cos x dx =7Jcos xdx = 7sen x + C porque (7 sen X+C)’ =7 cos X

Actividades resueltas

4% Determina los valores de a, b y C para los que F(x):ax3 +be* +¢X es una primitiva de la
funcién f(x)=7x* —5e* +3.
Como F(X) es una primitiva de f(x):
F'(x)= f(x)=3ax> +he* +c=7x> -5e* +3={a=1,b=-5,c=3]

% Determina ayb para que F(X) =alnx’ +bX sea una primitiva de f(X) =Ilnx*-35.

Como F(X) es una primitiva de f(x):

2
F'(x)= f(x)= a3i3+b # In x> —5 = Es imposible
X

+ Six representa el volumen de produccion de una fdbrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcién f(X) =3+8X+15X>. Encuentra la funcién del coste total, F(X), si se sabe que
dicha funcion viene dada por la primitiva F de f que verifica que F(O) =100.

Como F es una primitiva de f(X):3+8X+15X2:
F(x)= j f(x)dx = I(3+8x+15x2)dx =5%’ +4x* +3x+C
Nos dicen que F(0)=100:
F(0)=100=5-0+4-0* +3-0+C =100=C =100
Entonces:
F(x)=5% +4x* +3x+100
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Actividades propuestas

1. Calcula las siguientes primitivas:

d) I(5X4 —4x° +3x2)dx

Comprueba si F(X)z 4x* +2X> —X+5 es una primitiva de f(X) =12x* +4X+3. En caso negativo,

Determina los valores de a, b, ¢ y d para los que F(x)=ax3 +bx* +cx+d es una primitiva de la

Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar,

han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningun error

Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el problema. ¢ Cdmo es posible?

a) J.4x3dx b) I3x2dx c) .[Sx“dx

2. Dada f(x)=x’=3x*+2x+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.
3.

explica por qué.
4,

funcién f(X)=4x> —5x+3.
5.

en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio.
6. Razona por qué la grafica siguiente:

/
/

/

j /E(a:}d:r

\:

es una primitiva de la funcidn “parte entera de x”, E(X), (salvo en los puntos de discontinuidad

donde no es derivable):

(@),
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2. INTEGRALES DE FUNCIONES ELEMENTALES

2.1. Integral del diferencial de X. Integrales inmediatas

El término dx estd relacionado, como su propio nombre indica, con el concepto de diferencial visto en el
capitulo anterior. Teniendo en cuenta que la derivada y la integral son operaciones inversas una de la
otra, es inmediato deducir que:

Idx =x+C con CeR.

Esta idea nos permite definir las integrales inmediatas:
Integrales inmediatas son las que se obtienen directamente por la propia definicidén de integral.
Si recordamos la regla de la cadena para la derivacion:
F(x)= f(u)= F'(x)= f'(u)-u’

podemos reescribirla en forma diferencial como:

F(x)= f(u)= dF = f'(u)-du
y, calculando su integral:

[ fr(u)-du=[dF =F(x)+C
Ejemplos:

* J(S X* +6x)-e* 7 dx = [er d(x* +3x>)= [etdu=e"+C=e""" +C

4+ '[%/X—de:'[(x+3)”3d(x+3):w+c :%%/(x+3)4 +C

4
3

Inx dx Inx)’
* J.de:_[lnx-y =I1nxd(lnx)=(T)+C =1In*x+C
2.2. Integral de la funcion constante

La integral de una constante es igual a esa constante multiplicada por X.
Ikdx =k-x+C con CeR.

En efecto; consideramos la funcién F(x)=k x+C, con C € R. Si derivamos:
F'(x)=(kx+C) =k +0=k

También podriamos demostrarlo con lo visto en 1.3.2 y en 2.1:

jkdx:k-jdx:k.xw

Ejemplos:
+ j3dx:3x+C * j%dx:%x+C
* [(-8)dx =-8x+C + [2V3dx =2V3x+C
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2.3. Integrales de funciones potenciales

Ya conocemos la derivada de la funcion potencial:
f(X):Xn = f'(X):I’]-Xn_1 conn eR
También conocemos que:

f(x)=Inx= f’(x)zizx‘l

Es facil razonar el proceso inverso:

n+l1

X
J-x”dx:—1+C sinz—-1yconCeR.

n+
Ejemplos:
X5+l X6
+ [Xdx==——+C="—+C
j 5+1 6
1/3+1 4/3
- J‘%/;dx:_[xlndx:)( +c=2 +C:§"{/x_4+C
1+1 3 4
1 x> X2 -1
ij—3dx:jx‘3dx: +C=—+C=—+C
X -3+1 -2 2X

El caso n =—1 corresponde al logaritmo neperiano:
1 q
I;dx:jx dx=1In/x|+C con CeR.

Donde el valor absoluto se debe a que tenemos que plantear todas las posibles funciones cuya derivada
sea la funcién del integrando, y se cumple que:

— six<0 1

= f'(x)= _IX = f'(x)=— Vvx=0
— six>0
X

In(-x) six<0
In X six>0

u@:mxp{

Estas dos férmulas se pueden generalizar a partir de la regla de la cadena, como vimos antes:

jlecar el ey (Wi oee con cen

f(x)

Ejemplos:
+ | —4 dx=1n|9—4x|+C
9—-4x
6 ( 2 o
- J(x2 +2)5 -xdx =%J'(x2 +2)5 - 2xdx :%j[f (X) - f/(x)dx =1 [f (2)] +c=¥ 1+22) +C
+ J.de =In|senX+cosx|+C
sen X+ CcosX
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2.4. Integrales de funciones exponenciales

Partiendo de la derivada de las funciones exponenciales:

f(x)=¢* = f'(x)=¢* y f(x)=a*= f'(x)=Ina-a*
deducimos:

X

a
jexdx=eX+C y IaXdX=E+C con CeRya=l.

Y su generalizacién con la regla de la cadena:
f(x
a ( )

fer™ . fr()dx=e™+C vy J.af(x)f'(x)dX:EﬂLC con CeRya=1.

Ejemplos:

5% . 72¢
+ [5dx=—+C %+ |7 4xdx=——+C
j In5 J. In7

+ J'Se“dx=e8X+C +* j9exdx:9.[exdx:9ex+c

* jesxdx: I eSXS' >

Necesitamos la derivada del exponente. Lo solucionamos multiplicando y dividiendo por 5

dx:ljeSX-de:leSXJrC
5 5

+ sz -eX3dx:jx2+xz'3dx=%J‘ex3 -3x2dx=%eX3 +C

. . . 2 2
Necesitamos la derivada del exponente, es decir, 3X". Tenemos el X°,

pero nos falta el 3. Para solucionarlo, multiplicamos y dividimos por 3
X X

+ j2_3dx=jL(_fs)dx=—3j—l-2_3dx=—3-£+c
-3 3 In2

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, —%.
Para ello, dividimos y multiplicamos por —3.

2.5. Integrales de funciones trigonométricas

jsen xdx = —cos x+C y jsen f(x)- f'(x)dx = —cos f(x)+C conCeR.
jcos xdx =sen x+C y jcos f(x)- f'(x)dx =sen f(x)+C con CeR.
[sec? xdx = tgx+C y  Jsec’ f(x)- f'(x)dx =tg f(x)+C  conCeR.
Ejemplos:
* jsen(x—7)dx =—cos(x-7)+C
+* j4x-sen(2x2)dx=—c0s(2X2)+C

+ J‘M dx = Icos(ln2x)-§dx =sen(In2x)+C
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2.6. Integrales cuyo resultado son funciones trigonométricas inversas
{ arcsen X+ C

—arccosX+C -[ /1_f

dx arctgX+C 1 '
- ———— f'(x)dx=arctg f C
'[1+X2 {—arccotgx+C Y I1+f2(x) (x)dx =arctg f(x)+ con CeR,

j o ={ arcsec X+ C y j gk =arcsec|[f(x)]+C conCeR.

xyx?—1 |—arccosecXx+C f (X) /fZ(X)_l

Ejemplos:
SR . SV R
I Wy
+ - _
e e A P = =

2
1 6X t X dx:3-arctg[ln(X2+1)+C

I1+1n2(x2 +1). x> +1dx:3j1+ln x> +1) x> +1

x)dx = arcsen f(x)+C conCeR.

-4dx = arc sen(4x)+C

20x = arc sen (2x)+C

Actividades resueltas

+ Calcula las siguientes primitivas:

0 IX\/2X2 +5dx. Observamos que la derivada del radicando es 4X, asi que multiplicamos y

dividimos entre 4:

J'x\/zx2 +5dx:ﬂ‘4x-\/2x2 +5dx=%j\/2x2 +5-4xdx

u% 2\/U_3
3/2 3

_[X Iox® + 5 dx = 1 '2\1(2X§ -4-5)3 oo 1/(2X26+ 5)3 L

4

Entonces, esta primitiva es equivalente a J'\/Udu = ju% du =

1
o] I(I_NW dX. La funcién mds importante es la exponencial, y vemos que la expresion mas
+e -€

compleja se encuentra en un denominador en una forma similar al arco tangente.

La reescribimos como:

1 1 1
-[1+e’2X 'e_XdX:-[He’2X ¢

Y se confirma la hipdtesis. Multiplicando y dividiendo entre (—1), para completar la

e *dx

derivada de &%

L [ B [
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3. METODOS DE INTEGRACION

3.1. Integracidon por cambio de variable

La integracion por cambio de variable busca transformar la primitiva dada en una mas sencilla, y puede
hacerse de dos formas diferentes:

Caso 1. Identificar una parte del integrando con una nueva variable t.
Ejemplo:

* I(3x +2)"dx . No es necesario un cambio de variable, pero vamos a mostrar el mecanismo:

Hacemos el binomio igual a t y diferenciamos ambos términos:

o2t dt 3x+2) dx= [t4- 3= L gt
3= dt - dx =" = [(3x+2)'dx= '3‘3[

Resolvemos la primitiva en la forma habitual:

5 5
ljt“dt:l-t—+c:t—+c
3 35 15
Finalmente, deshacemos el cambio:
5
j(3x+2)4dx=@+c

El caso mas frecuente es aquél en el que observamos una funcién complicada y su derivada:
[ £la()]g"(x)dx

Una vez identificada, el cambio de variable consiste en llamar a dicha funcién t y diferenciar:
, g(x)=t
[ flo()]g'(x)dx—

g'(x)dx = dt
La integral se transforma en otra que integraremos:
[ft)dt=F(t)+C

Para, finalmente, deshacer el cambio:

[ tlo()]g’(x)dt = Flg(x)]+ C

Ejemplo:
2 dX . ' 2 1 ,
* j(3tg X+2tgx+1) >— . La derivada de la tangente es (th) =8eC” X=—-—7—,yasi:
Ccos” X cos” X
Hacemos la tangente igual a t, diferenciamos ambos términos e integramos:
tgXx =t dx
dx tg® X+2tgXx+1 = |(3t7 +2t+1)dt =t° +t* +t
ot :>J.(3g +g+)c052X J.(S + +)d +t" +t+C
cos” X
Deshacemos el cambio y obtenemos:
dx
I(3tg2 X+2tgx+1)cosz " =tg’ X+tg’ X+tgx+C

Muchas veces se convertira en una integral inmediata y, como en los ejemplos, no habria sido
necesario dicho cambio.
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Caso 2. El cambio sera de la forma x = g(t), donde g(t) se elegird de forma adecuada para
simplificar el integrando. Se diferencia la igualdad:

x=g(t)
Ji(x)ax—| g?(t)dt>

Sustituimos en la integral, integramos y deshacemos el cambio hallando la funcién inversa de ¢:

X= t
[flamlg'tdt=F(t)+C %‘ :fi ; >:>j x)dx = Flg ' (x)]+C
Ejemplo:
I La expresion del radical es similar a la relacidon que existe entre las funciones
\/ 1-x trigonométricas, asi que intentamos el cambio:
X= sent dx costdt costdt costdt . dt
dx = costdt :J. _J.cos3t _Icoszt
\/ \/[1 sent ]3 \/cos t
Esta primitiva es inmediata:
t
=tgt+C
jcoszt
Finalmente, deshacemos el cambio:
X =sent
IL = = tg(arcsen x)+ C
(1—X2)3 t = arcsen X

En este caso, la expresion final es bastante fea, pero podemos mejorarla. Si en lugar de
deshacer el cambio directamente buscamos la relacion entre el seno vy la tangente:
sent sent

cost  \1-sen’t

tgt =

Obtenemos:
sent

dt X
e Y C:‘U N

Hay muchos cambios ya estudiados, de uso frecuente para casos concretos. Sera el método que
explicaremos en los apartados 3.3 y siguientes.

Actividades resueltas

+ .[«/Sx +3 dx . Como antes, es una integral inmediata, pero vamos a repetir el procedimiento:

Hacemos el binomio igual a ty diferenciamos:

S5x+3=t >:>J‘dezj‘«/t-§dt=%j\/f'dt

5dx = dt —» dx = +dt
2\/t_3+C

1 2
Resolvemos la primitiva: —J.\/_ dt=— J-tydt—g 5
3) +

Y deshacemos el cambio: IV5X+3 dX:Ewl( X+
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1
J‘I-Jrln,z(x2-+r1)‘x2-+1

dX. La derivada del logaritmo es:

[

X" +1
gue se encuentra en la fraccion que precede al diferencial de X. Hacemos el cambio:
2XdX_dt =I —3-arctgt+C=3-arctg[ln(X2+1)+C
x> +1

%+ Resuelve J'x2 ./X+1-dx haciendo el cambio de variable X +1=t>

Hacemos el cambio que nos indican:

sz-m-dxz X+1:t2:>X:t2_1>=j(t2—1)2'\/t_2'2tdt

dx = 2tdt
Desarrollamos el cuadrado, simplificamos e integramos:

[ -1 e atde=[(t* -2 +1)-t-2tdt =2t - 2t* +£2 )t =2- (17 27 + 48 )+C

Y, finalmente, deshacemos el cambio:

[ T i = tx“=‘2>:%(m)7 ) <2 ) e

=4/X+1 7

Actividades propuestas

7. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

X —3/X
a) —dx haciendo x = t'2.
4

b) I haciendo e* =t.
e¥+e7*

haciendo 1+2x =t>

C)J‘w/l+2x
d) | —— haciendo x++vx*—1=t
‘[x+\/x2—1

e) I(2 sen® X+ 3sen? X —sen X+3)cos X dx haciendo sen x =t
f) I\/l—xz dx haciendo x = sen t

8. Elige el cambio de variable que simplifica las siguientes integrales:

)J, %3 +1 b) J’earctgx dx 9 J-ln(th)dX

—dx
X +2x)3 1+X2 XlnX

1
4) [2xx" —49 - dx e) -[J:T++2 f jﬁdx
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3.2. Integracidn por partes

La integracidon por partes es un método que nos permite calcular la integral del producto de dos
funciones de naturaleza diferente, una facilmente derivable y otra facilmente integrable. Los casos
mas frecuentes son arcos, logaritmos, polinomios, exponenciales y trigonométricas (senos y cosenos),
gue nos permiten crear la regla mnemotécnica A—L—P—E-S.

Con el método de integracién por partes transformaremos integrales de la forma

Iu(x)-v’(x)dx
donde v'(x) es la funcion facil de integrar, en otra expresion mas sencilla en la que aparece una nueva
integral mas facil de calcular que la de partida.

Se utiliza la siguiente formula:
I u(x)-v'(x)dx = u )-v(x)—jv(x)-u x )dx

que se suele escribir de forma abreviada como:
ju-dv =u -v—jv-du

Existen muchas reglas mnemotécnicas para recordar esta formula, recogemos tres de ellas:
- Salieron Unidos De Viaje Y Un Viajero Menos Se Vino De Ujo. Ujo es un hermoso pueblo asturiano
- Susanita Un Dia Vio Un Valiente Soldado Vestido De Uniforme.

- Sergio Un Dia Vio Una Vaca Sorda Vestida De Uniforme.

Demostracion:

Consideramos el producto de funciones u(x)-v(x) y calculamos su derivada:
[u()- VO] = u'()-vx)+ u(x)- v'(x)
Integramos ambos miembros de la igualdad:
j[u(x v(x)] dx = I[ u’(x)-v(x)+ u(x)-v'(x)]dx :>j[u(x v(x)] dx = Iu )-v(x)dx +Iu(x)-v'(x)dx
De donde:

u(x)-v(x)= ju (x)-v(x dx+j u(x)-v'(xdx
ju(x)-v’(x)dx =u(x)-v(x)- jv(x)-u'(x)dx

Despejando, resulta:

También puede obtenerse a partir de la diferencial del producto:
du-v)=du-v+u-dv=>u-dv=d(u-v)-v-du
Integramos ambos miembros de la igualdad:
Id(u V)= J'(du VHu-dv)= J.v-du +Iu -dv

Y obtenemos: Iu-dv=u-v—jv-du
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Observaciones:

1. Como norma general, se elige como “U” a la primera funcién de la palabra ALPES y como dv al
resto del integrando, pudiendo darse el caso de tener que plantear dv = dx.

Ejemplo:
u=arctgXx —>du= dx
* jarctgxdx= 8 1+ x? :arctgx-x—J.x- Sdx =
dv:dx—>v=jdx=x I+Xx
=x-arctgx—j X dx:x-arctgx—lj 2 dX:X-arcth—l-ln‘l+X2‘+C
1+x° 291+ x? 2

2. Sabremos que estamos aplicando correctamente el método si obtenemos una integral mas
simple que la inicial.

Ejemplo:
u=X-—du=dx

* Ix-senx-dX: :X-(—cosx)—f(—cosx)-dX:

dV=senXdX—>V=jsenXdX:—cosX

= —X-Cos X+Icos XdXx =—X-cos X+sen X+C

3. El proceso de integracion por partes puede aplicarse varias veces. En ese caso se debe mantener
la eleccion inicial de u y v. Si se invierte, volveremos a la integral de partida.
Ejemplo:

. u=x>—du=2xdx

* _[x e¥dx =

=x?.e*—|e*-2xdx=x?-e* =2 x-e*dx =
dv=exdx—>v=jexdx:eX -[ -[

U=X—du=dx

:dV=ede—>v=Iede=eX =X2-ex—2-[x-ex—jexdx]=x2-ex—2x-ex+2jexdx=

=X>-e* —2x-e" +2-e* +C = (X’ —2x+2)-* +C

4. Silaintegral inicial es el producto de una exponencial por una trigonométrica, se obtiene lo que
se denominan integrales ciclicas. Al aplicar por segunda vez el método de integracion por partes,
se obtiene la integral de partida, y se debe resolver como una ecuacién:

Ejemplo:

I jezx . dx u=e* - du=2e*dx ~
cos B dv=cos3XdX—>V=J‘cos3XdX:§.sen3x B

=e” - Lsen 3x —‘Hsen 3x-2e*dx =1-e**sen 3X—%-Iezxsen 3x-dx =

Renet u=e> — du=2e"dx
epetimos: =
P dv=sen3xdx—>V:Isen3XdX:—§-cos3X
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J.ezx -cos 3x-dx =1-esen 3x - 2- [e2x (= Lcos 3X)—J-(—§cos 3x)-2e* -dx]:
Ie“ -cos 3x-dx =1-e**sen 3x +2-e**cos 3X—§J.e“cos 3x - dx
Observamos que obtenemos la integral de partida. Si denotamos | = Ie“ -cos 3x-dx:
| =1.-e¥sen3x+2-e™cos3x—41 = 1 +#1 =1.e”sen3x+2-e™cos3x
By =1.e¥sen3x+2-e¥cos3x= | =%-(%-eZXsen3X+%-e2Xcos3x)

Entonces, sustituyendo | por su expresion y desarrollando las fracciones:
2X

Iezx -cos3X- dx= 61—3 -(3-sen3x+2-cos3x)+C

5. El método de integracion por partes no es excluyente. Podemos utilizarlo después de vernos
obligados a realizar un cambio de variable, o tener que realizar un cambio de variable después
de haber aplicado la integracion por partes.

Ejemplo:
X earCSenx arcsen X =t — X =sent dx
ﬁ_ '—.dX: dx _ — [ x. gesenx _ sent-etdt
i e & peem e

Que se resuelve como en el ejemplo anterior, y proporciona:
Isen t-e'dt =Lle'-(sent—cost)+C
Antes de deshacer el cambio, expresamos el coseno como:
Isent -e'dt=1e' -(sent —+/1-sen’ t)+C

Entonces:

X . earcsenx
[ k= eI o
V1-x? ’

6. Existen otras integrales que se resuelven por partes y que no estan recogidas en “la regla de los
ALPES”. La estrategia general es buscar una funcién “facilmente integrable” y otra “facilmente

derivable” para simplificar la primitiva inicial.

Ejemplo:
U=X—du=dx

_[ x*dx x dx 1 :>J- x*dx - X _[ —dx
oy |y =dvov= = -
(].+X2)2 (1+X2)2 2'1+X2 (1+X2)2 2'(1+X2) 2'(1+X2)
Y la segunda integral es inmediata:
dx 1 X 1
j 5 :—I > =—arctgx+C
2-(1+x%) 2014x% 2
Por tanto:
I X" - X +larcth+C
(1+x2) 2-(1+x2) " 2
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Actividad resuelta
-+ jx3\/x2 —1dx -

Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes:
1. Por partes:
La dificultad es encontrar la funciéon fdcilmente integrable. En este caso, la eleccién es:

dV:Xsz_ldx_’V:%(Xz_ 3)/2>:>J.x Ix—1dx = 1x( ) 2—%J-x(xz—l)mdx

u=x*—du=2xdx

La segunda primitiva es mas simple que la primera, asi que estamos en el buen camino:

Ix VX* - dx_lx( )32—%Ix(x2—1)3/2dx:§x2(x2—1)3/2—%( —1)5/2 C
Es decir: Ix Vx? —1dx=§x2(\/x2—1)3—%(\/x2—1T+C

2. Por cambio de variable:
El cambio de variable que buscamos es el que permite eliminar la raiz del integrando:

o=t 5> xP =241 >:’IX Y =Tk = [N —Txdx = [(t2+1)-t-tdt = [+t )t

2xdx = 2tdt > xdx =tdt

Resolvemos la primitiva: j(t“ +t2)dt =t +1t'+C = (\/X - )ﬁ ( )3 +C

Las dos expresiones son diferentes, pero es sencillo manipularlas para hacerlas iguales.

Actividades propuestas
9. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

1 1
a) _[(4)(3 +3X° 2 "‘\/;]dx b) j X c) [sen xcos xdx

@Y™ dx arctgX ln X+1)
d)J' — e)j - dx f)J- y dx g)jtgxoosxdx
4 2
Xz—l)dX X =2X"+1
h (— i) [e dx j) [ x*-e*dx j—dX
10. Resuelve las siguientes integrales:
dx
a) J'(e3X +e +e”)erdx b) j(lnX+2)7 ¢) [ In(cos x)tg x dx
x dx ) | e"dx . -
d)jl+x4 i) e J)J'x-cose e dx
11. Resuelve las siguientes integrales:
a) J'(x2+x+1)exdx b) J.lnxdx C)IXcostX
d) Iarc sen X dx e) Isen ax-e™dx cona,beR.
f) Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva _[cos (1n x)dx .
cos(lnx) Uu=x—du=...
P llo, multipli divide el int d X | ———=. = In X
ara ello, multiplica y divide el integrando por J- X dx dV:cos(n )dx—>v:...
X
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3.3. Integracion de funciones racionales

P(x
Abordamos ahora las integrales de la forma IQ(L)(;dX donde P(x) y Q(X) son polinomios, con Q(X) un

polinomio mdénico o normalizado (el coeficiente principal vale uno: Q(X)z X" +bx"" +cx"? +...).

El primer paso es descartar que sea inmediata. Una vez descartado que es inmediata, el procedimiento
para integrarlas se basa en determinar las raices del denominador y descomponerla como suma de
fracciones algebraicas cuyas integrales resulten mas sencillas de calcular.

Se nos pueden plantear las siguientes situaciones:

Q(x) sdlo tiene raices reales simples
Q(X) tiene una raiz real multiple
Grado P(X) < Grado Q(X) Q(x) tiene raices reales simples y multiples
(x)

Q(x) tiene raices complejas

Grado P(x) > Grado Q(x)

Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador

Sea J‘%dx con grado P(x) < grado Q(x).

3.3.1. El denominador solo tiene raices reales simples

Sean a, b,... n las raices de Q(X), polinomio mdénico como ya se dijo. Entonces, podemos factorizarlo en
la forma Q(x)=(x—a)-(x—=b)-...-(x—n). El procedimiento consiste en descomponer el cociente como:

Px) A B ) N

Q(x)_x—a+x—b " x=n
con AB,...,N € R. Asi, expresamos la integral de partida como suma de integrales inmediatas:
I%dx:fxéadxﬁX?bdx+...+j%dx= A-In| x—a|+B-In x—b|+...+N-In x—n|+C
Ejemplo:
5
- dx=
* -[x2+3x—4 X

Calculamos las raices del denominador y factorizamos el denominador:
+1
X +3X-4=0=>x=-- :{ 2= x> +3x—4=(x+4) (x-1)

Por tanto, expresamos la fraccién como suma de fracciones simples:
5 5 A B
3 = = —+
X2 +3x—4  (x—1)-(x+4) x-1 x+4
Calculamos los coeficientes:

5 A B
TN e =5=A-(x+4)+B-(x-1)
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Y calculamos Ay B dando a X los valores de las raices encontradas:
- SiXx=—4=5=0-A-5-B=>B=-1
- SiX=1=5=5-A+0-B=>A=1

De aqui ya obtenemos las dos integrales logaritmicas:

5 5 B 1 -1
J.x2+3x—4dx J.(x 1)- (x+4 dx= j—dx+ x+4dX_J.x—1dXJr mdx_
X—1
[ dx— [——dx=In|x—1|—In| x+4|+C =1
I dx I dx 1 x—1|—In| x+4|+C n‘x+4 +C

3.3.2. El denominador tiene una uUnica raiz real multiple

Si a es la raiz multiple de Q(x), se puede escribir Q(X)z (X—a)n. En este caso, la descomposicion es:

P(X): A + & + +L AB,..,NeR
Q(X) X—a (X—a)2 (x—a)” con s .

Asi, expresamos la integral de partlda como suma de integrales inmediatas de la forma:

—dx+ dx+...+
e L [ e
Que son potencnas de exponente negativo, es deC|r
1 N
—d d dx=A-1 -— . C
_[ I X+ a) X+.. +I o x=A-ln/x-a| x a+ — (x—a)”‘1+
Ejemplo.
X+2
I 5 5 dx =
XT—6X"+12x -8

Factorizamos el denominador usando el método de Ruffini o el teorema del resto:
X —6x* +12x -8 =(x -2’
Por tanto, expresamos:
- X2+2 = X+23= A, B —+ ¢ - = x+2=A(x-2)" +B-(x-2)+C
X’ —6x* +12x—8  (x-2) x-2 (x-2) (x-2)
Ahora calculamos A, By C dando valores a x:
- SiXx=2=4=0-A+0-B+C=C=4
Para hallar Ay B podemos dar cualesquiera otros dos valores:
- SiX=3=>5=A+B+C=5=A+B+4=A+B=+1
- siXx=1=23=A-B+C=3=A-B+4=A-B=-1
Resolvemos el sistema: A+ B =+1 A+B=+1 A=0
N S

=
A-B=-1 2A=0]  B=1

Entonces, X+2 1 4 -2 -3
tenemos: I—(x—2)3 dx:j—(x_z)2 dX+I—(X_2)3 dx= [ (x—2)"dx+4[(x—2) " dx=
:(X_z)_l+4-(x_2)_2+C:— L __2 ¢
1 ) x=2 (x-2)

jOjo! No confundir la C del sistema con la constante de integracion.
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3.3.3. El denominador tiene raices reales simples y multiples

Este caso es una combinacién de los dos anteriores. La fraccion se descompone en sumandos cuyo
numerador es una constante, y los denominadores son los factores de Q(X) en el caso de las raices

simples y las potencias sucesivas de la factorizacién en el caso de las raices multiples. Es decir, si

Q(x)=(x—-a)-(x=b)-...-(x=¢)" - (x—=d)"
La descomposicion es:

Px) A B C D E F G H
= + +...+

= + +...+ + + +..+——
Q(x) x-a x-b (x—c)"  (x—c)*' x—C (x—d)" (x—d)™' x—d

con AB,...,He R los pardmetros a obtener. La integral quedard descompuesta en una suma de

logaritmos y fracciones algebraicas simples:

P(x) A B C D E F G H
J.—dx=.|. + +...+ —+ — ..t + —+ — ...+ dx
Q(x) x—a x-b (x—c)"  (x-c) x—¢ (x—d)" (x-d) x—d
1 C 1 F
=A-ln|x—a|+B-In| x-b|+...-———- ——...+E-In| x—¢|-——- ——...+H:In|x-d|+K
n-1 (x—c) m—-1 (x—d)
Donde K representa la constante de integracion, para no confundirla con la C de la factorizacién.
Ejemplo:

J- x> +3 e 1 0 3 2
XP-3x+2 1 1 1 -2
Calculamos las raices del denominador usando el método de Ruffini o 1 1 } “g 0
el teorema del resto y factorizamos el denominador: T 9 B

x> =3x+2=(x—1)-(x+2) -2 -2
1 0
Por tanto, expresamos:
x>+3  x*+3 _ A, B C
X' =3x+2  (x=1)-(x+2) x-=1 (x-1) x+2
= x> +3=A(x-1)x+2)+B(x+2)+C(x-1)
Ahora calculamos A, By C dando valores a x:
- Six=1=24=0-A+3-B+0-C=B=1
- Six=—2=7=0-A+0-B+9-C=C={
Para hallar A damos un valor cualquiera:
- Six=0=3=(-2)-A+2-B+C=3=-2-A+2-4+I1 = A=2
Por tanto, tenemos:
X* +3 20 dx 4 dx
I —I dx+j dx+j =—I +—I I
(x=1)*-(x+2) x—1 Xx+2 99 x-1 37 (x-1) X+2
——dx—xldx——dx——lxl 1x+2+C
[ Lt LR [RLIt
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3.3.4. El denominador tiene alguna raiz compleja simple

Si el denominador Q(x) contiene algutn factor irreducible de la forma ax® +bx+c, al descomponer la

fraccion en suma de fracciones algebraicas, a dichos factores les corresponderdn sumandos de la forma:
Mx+ N

ax” +bx+c
Antes de analizar la descomposicién completa, vamos a resolver este tipo de primitivas:
Mx+ N

Las integrales de la forma jz—dX, cuando el denominador no tiene raices reales,
ax” +bx+c

se transformardn en una integral logaritmica y otra de arco tangente.
Para ello, se puede proceder de dos formas distintas:
Forma 1. Manipulacién algebraica de la fraccién.

El mecanismo consta de dos pasos: primero se transforma el numerador en la derivada del
denominador y, a continuacién, se convierte la expresion de segundo grado para llegar al arco
tangente.
Ejemplo:

X+1
jz—dX. Es automatico comprobar que el denominador no tiene raices reales.
X" +4x+13

En primer lugar, intentamos que el numerador sea la derivada del denominador.

(x> +4x+13) =2x+4
Multiplicamos la X del numerador por el factor necesario, en este caso por 2:

j X+1 :_j x+1 __j 2X+2 _
X +4x+13 X’ +4x+13 X’ +4x+13
A continuacién, sumamos y restamos para obtener el 4:
j 2X+2 B I2X+2+2 2 vl I2X+4 2 _
x* +4x+13 X +4x+13 X +4x+13

Y separamos la integral como suma de dos, una con el término buscado y “el resto”:
X+1 1 2X+4 1 2X+4 dx
e tmv et B P e B P et P e
X" +4x+13 219 X" +4x+13 X" +4x+13 29 X" +4x+13 X" +4x+13

dx
En segundo lugar, trabajamos con la segunda integral: _[2—
X" +4x+13

Se trata de identificar un cuadrado perfecto en el denominador. Vemos los términos X +4X, que nos
recuerda al cuadrado perfecto: (X+ 2)2 = X* +4X+4, por tanto:

J' d :j' dx :J. _
X +4x+13 7 X +4x+4+9 7 (x+2) +9

!

Ya que buscamos una integral de la forma j du, extraemos factor comun al 9:

u®+1

j(x+g) 1o 9{(x+92+1y_j [x;z) B
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Ya casi hemos terminado, hemos conseguido la forma de la derivada del arco tangente. Solo nos
gueda conseguir la derivada de Ia fraccién obtenida:

ey i kv T

EERECIE (*221 .

X+1 2Xx+4
s e s

Entonces:

Que son dos integrales inmediatas:
J. X+1

X* +4x+13
Forma 2. Cambio de variable.

dX:%-ln(X2 +4X+13)—%-arctg(x%2j+c

Ahora nos basta con hacer un cambio de variable basado en la solucidon compleja que se obtiene al
intentar resolver la ecuacién de segundo grado del denominador.

ax’ +bx+c=0=>x=atpfi—x=a+p-t =dx=p-dt
Ejemplo:
J‘ X+1

x> +4x+13
Anulamos el denominador:

dx.

—4+4+/4% -4.1. —444/- —4+6i
X +4X+13=0=> X = 4—‘214113= 4—2 36 _ 4;6¥:x=—2iy

El cambio de variable es, por tanto:
X=-24+3t=dx=3dt
Entonces:

f X+1 ‘j (-2+3t)+1
X* +4x+13 (=2+3t) +4-(-2+3t)+13

Desarrollamos las expresiones y obtenemos:

Iz X+1 dx=3-j 3t— 1 3 I3t L {3tdt }:
X" +4x+13 t? +1 t2 +1 t2 +1

Que son, directamente, las integrales de un Iogarltmo y un arco tangente:
1 3tdt dt 1 3 1 ]
—- In(t? +1)—arctegt |[+C =—Inlt> +1)=2 aretett+ € ¢
3[}t2+1 It2+1} 3 [2 ( ) g} 2 ( ) 2 @
Deshacemos el cambio:

X+1 1 x+2) Xock-2
I——————Wz—m _3_ +1——amw——+a7

-3dt

x> +4x+13 2 B

Desarrollando el argumento del logaritmo obtenemos la integral del mecanismo anterior:

X+1 1 1 X+2
Iz—d ln(x +4X+13)—— -arctg| —— |+C
X" +4x+13 2 3 3
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Una vez que sabemos cdmo resolver esta primitiva, abordamos el caso general. Si el denominador Q(X)

. P . . 2 . s
contiene algln factor irreducible de la forma aXx” +bX+cC, al descomponer la fraccién en suma de
fracciones algebraicas, a dichos factores les corresponderan sumandos de la forma:
Mx+ N

ax’> +bx+c
y los factores correspondientes a las raices reales se descompondran como en los apartados anteriores:

si Q(x) = (@ +bx+c)-(x—d)-...-(x—e)"-...

La descomposicidn es:

P(x) Mx+N A B C AB. M.NecR
= con AB,....,M,N € R.
Q(x) ax’+bx+c x-d (x—e)"  (x—e)"" X—e
Ejemplo:
X=5
*J‘ 3 2 dx =
X =3X"+x-3 1 3 1 -3
Calculamos las raices del denominador usando el método de Ruffini o 3 3 0 3
el teorema del resto y factorizamos el denominador: |1 0 1 0

x> —=3x* +X—3=0 = Tenemos: X’ —3X° +X—3:(X—3)-(X2 +l)
Por tanto, expresamos:
X—35 B X—35 A +Mx+N
X =3 +x-3  (x=3)-(C+1) x=3  x*+1
Ahora calculamos A, My N dando valores a X; tenemos:

= x=5= A +1)+(Mx+N)-(x=3)

- Six=3=3-5=10-A+0-(B)+C=>A=-2=-1

5

- Six=0=0-5=1-A+(0-M +N):(-3)=>-5=A-3N=>N=%

- Six=2=2-5=5-A+(2-M+N)-(-1)=>-3=5A-2M -N=>M =

Tenemos, por tanto:

X—=35 A Mx+ N —tdx ix+2
dx = dx+ | ———dx=|—2 > dx=
I(x—3)-(x2+1) " -[x—3 J X*+1 x—3 +Ix2+l "
_d de+lj‘ 2X dx+§j 21 dx=—l de+i 22X dx+§j 21 dx =
59x-3 59x°+1 5% +1 59x-3 107 x~ +1 5% +1

=—lln| X—3|+iln‘ x> +1‘+§arctgx+C
5 10 5

Si hubiera mas de un polinomio de grado dos con raices complejas, la descomposicion implica una
fraccién para cada término:

P(x)  Hx+K Mx+N
Q(x) ax+bx+c ax’+bx+c’

+...con H,K,M,N,...e R.
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3.3.5. El grado del numerador es mayor o igual que el grado del
denominador

Sea I%dx con grado P(x)> grado Q(x).

En este caso, en primer lugar dividiremos el numerador entre el denominador. De esta forma, la
fraccién se descompone en la suma de un polinomio y una fraccién algebraica con el grado del
numerador menor que el grado del denominador:

EQQ X= X X+BQQ X
[ dx=[c(x)d j()d

Q) Qlx
Ejemplo:
IXZ_X+5dx:
T3 x* -x +5 | x+3
Dividiendo el numerador entre el denominador, tenemos: -x2=3x x-4
X2—X+5_ 4a 17 -4x+5
X——|-3_ — X+3 4x+12
Asi: .
; X2
jx —X+5 j(x 4dx+j—dx (x—4)dx+17 —dx_——4x+17ln\x+3\+C
X+3 X+3 2

El denominador Q(X) no es un polinomio mdnico

P(x
Si en la integral racional I@dx el polinomio del denominador no es ménico (su coeficiente principal

no es 1), la factorizacidn se realiza del modo habitual en el que se factorizan los polinomios.

Ejemplo:

Q(x)=2x*+x-3 Q(x)=0:>{x

X=1

:>Q() (x=1)-(x+2)-2=(x-1)-(2x+3)

Para el calculo de integrales se utiliza la factorlzaC|on obtenida y se procede de la forma ya explicada:

Ejemplo:
dx
* | .
2x° 4+ x -3
La descomposicién resulta ser:
1 A B
2 - +

2X°+x-=3 X-1 2x+3

Resolvemos la ecuacion como hicimos varias veces antes, y obtenemos:

A=< dx 1 dx LRI |
Bz%}:-“2x2+x—3_§jx _I2x+3_51n|x 1| 51n|2x+3|+C

=1=A-(x-1)+B-(2x+3)
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Actividades propuestas

12. Halla las siguientes primitivas:

dx dx xadx x>dx
a)jx2—4 b)J.(x+1)2 C)I(x+l)2 Ny (x+1)
X* +X+1 3x2 +1 X2 -2
JAX3 —4x* +4x f -[ (2x-1)- 3x +2)dx g) -[x3ix2 +1idx

X* +2x> +5%+3 _ (x+1)-dx
) I x? +1 . | I(x—l)(x+1)2(x2 +1) J J.x -1

3.4. Integracion de funciones trigonométricas.

Para integrar una funcién trigonométrica no inmediata, tenemos que clasificarla en una de las cate-
gorias que veremos a continuacién. Es importante seguir el orden planteado; si no lo hacemos,
obtendremos integrales mucho mds complicadas de lo necesario.

Cuadrados de funciones trigonométricas
Si la funcién es el cuadrado de una funcién trigonométrica, podemos ahorrar mucho trabajo si las
estudiamos antes que las demas:

1. Cuadrados de seno y coseno: Para resolver estas primitivas nos basamos en las expresiones:
sen’ X+cos’X=1 y cos2X=cos’ X—sen’ X
Sumando y restando miembro a miembro:
1+cos2Xx=2cos’ X y 1—cos2x=2sen’ X

Obtenemos las siguientes simplificaciones:
[eos? xdx =4 [ (1+cos 2x)dx = +(x+%sen 2x)+C v

Jsen XdX=7j —cos 2x)dx = +(x — Lsen 2x)+ C

2. Cuadrados de secante y cosecante: Ya sabemos que son integrales inmediatas:

jseczxdx =tgx+C vy Icoseczde=—cotg x+C

3. Cuadrados de tangente y cotangente: Se convierten en integrales inmediatas facilmente:
thz xdx = j(secz X—l)dx =tgx-x+C ¥y Jcotgz xdx = j(cosecz X—l)dx =-cotgX—-x+C

Actividad resuelta
gl s
SCIl X- COS X

Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes. En este apartado usaremos las
transformaciones recién aprendidas:

4d 4d
I - dx - :I - X : _I :J 2X =—2cotg2x+C
sen” X-cos” X * 4sen” X-cos” X 2senx cosx)

sen” 2X
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3.4.1. Funciones impares en seno de X
Si la integral es de la forma JR(sen X, CoS x), (es decir, una funcion racional en senx y cosx) y verifica que
R(—sen x,cos X) = —R(sen X,cos x) debemos aplicar el cambio cos x =t .

Tras transformar las funciones trigonométricas con el cambio, obtendremos una funcidn racional que
resolveremos con los métodos anteriores.

Ejemplo:

3
sen” X
J dx=

1+cos’ X

El exponente del seno es impar, por tanto es impar en seno:

3
R(senx,cosXx) = %
Por tanto:
(~senx)’ sen’ X
R(-senx,cosx)= =— = —R(senx,cosX)

l+cos’x  l+cos” X
Aplicamos el cambio indicado, manipulando ligeramente la integral:

cosx =t sen’ X cos’ X
:I—senxdx I— en x dx

J- sen’ X

1+cos’® X —senxdx = dt 1+cos’® X 1+ cos® X

Entonces:

sen’ X t* —1
J‘1+coszx j1+t2 JAtz ldt

Que podemos resolver como integral de una funcion racional:

t? -1 t2+1-2 2
dt=||1- dt=t—-2arctgt+C
-[t2+l j t? +1 j( t2+1j 8

Y deshacemos el cambio:

3
sen’ X
——dx=cosx—2arctglcosx)+C
J.1+cosz X g( )

Cuando no es tan simple manipular el integrando, podemos utilizar las siguientes igualdades:

—dt

cos X =t X =arccost = dx = - senX = v1—cos® X =1t
1-t

Ejemplo:
sen’ X
+ J dX= Ahora vamos a utilizar las expresiones tabuladas para obtener la primitiva:
1+cos* X
J. sen’ X J~( )3 —dt J-(\/l t? )2 I J-
1+coszx 1+t° Jf1_¢2 1+t° 1+t° 1+t°

Que es la misma integral que resolvimos antes (como no podia ser de otro modo)
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3.4.2. Funciones impares en coseno de X
Si la integral es de la forma IR(sen x,cos x), y verifica que R(sen X,—COS x)= —R(sen X,Cos x) debemos

dt
cosx=\/1—sen2 X =\/1—t2

aplicar el cambio sen x = t . Como antes, tenemos las siguientes igualdades:
X =arcsent = dx = -
1-t

sen X =1

Ejemplos:

- Icos3x-senzx dx =
Comprobamos que el radicando es impar en coseno:
3 2 3 2
R(sen X, cos X) = cos’X - sen’x = R(sen X,—cos X) = (—cos X)’ -sen” X = —R(sen X, cos X)

Aplicamos el cambio indicado:
| :Icos3x-sen2XdX= senx =1 >:jcoszx-scanzx-cosde:J‘t2 -(l—tz)(dt)
cos X dx = dt
Desarrollado el producto,
= [(-t* +t2)dt=—Lt" + 1t 4 C
Y deshacemos el cambio:
I =Icos3x-senzxdx =—1lsen’x+Lsen’x+C

+ jsecxdx:jccd);(x =

Es evidente que el radicando es impar en coseno, aplicamos el cambio:

dt
dx senX=t=dX=—= dt dt
I dx = 1-t* =,[ / [ =j 2
cosX cosx=1-t* -t 1=t Tt

La resolvemos como integral de una funcidn racional:
1 A B R S
= + =... = +
-t 1-t 1+t 1-t> 1-t 1+t
Entonces:
dt ledt 1, dt 1 1 I, |1+t
=— +—= =——In1-t|+=In1+t|+C=—=In—|+C
e I R IP LIRSt
Y deshacemos el cambio:
IsechX:ll I+senx +C
2 |1-senX

Curiosidad — idea feliz:
A veces, existen estrategias especificas para resolver primitivas mas rapidamente.
Para esta primitiva, jsec xdx , si multiplico y divido entre (secX + tgx):
sec X +tg X sec’ X+sec X tg X
. g dX=I g dX=ln|secX+th +C

.[secxdx =Isecx
secX+tg X sec X +tg X
Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
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3.4.3. Funciones pares en seno de X y coseno de X

Si la integral es de la forma IR(sen x,cos x), Y verifica que R(~sen x,—cos x) = R(sen X, cos x) debemos

aplicar el cambio tgX=t. En este caso, podemos hallar la expresién para el seno y el coseno como:

2 2 2 2 1
sen” X+cos” X=1=tg" X+1=———=c08" X=—F——=>COsX =
cos” X tg” X+1 t2 +1
y
1 tg” X
sen’ X =1—-cos’ X =1-— = 2g = senX =
tg"x+1 tg”x+1 t2 +1
Que resumimos en la tabla siguiente:
tgx =t tgt=d senx cosX !
gX= X=arctgt = adx= = =
1+t > +1 t+1
Ejemplo:
* oot
sen” X-cos” X
Es evidente que el radicando es par en seno y coseno:
R(sen X,cosx) = 5 — = R(~sen x,—cos x) = R(sen X, cos X)
sen” X-cos” X
Aplicamos el cambio indicado:
dt
dx tgx=t->dx="""s dt 1+t
J‘senzx-coszxz t? 1 :'[ t’ 1 :'[ t’ a
sen’ X = ~—cos’ X = . ( 2). L
1+t t 1+t? 1+t2
Que es inmediata si la separamos en sumandos:
t? +1 dx 1
j dt—t——+C:>J‘ﬁ—th——+C—th cotgx+C
sen” X-cos” X tg X

Curiosidad - idea feliz:
Como antes, podemos seguir buscando felices ideas que simplifiquen integrales. Usando la relacién
fundamental de la trigonometria, sen” X+cos” x=1:

=tgX—cotgx+C

J' dx :J-senzx+coszde:J- dx +J~ dx

sen’ X-cos” X ¥ sen’ X-cos” X cos’ X Y sen’ X

O bien, como vimos anteriormente, acudir a las expresiones del dngulo doble como hicimos antes:

4dx
J‘d—— —J —chosec2 2X-2dx=—cotg2x+C
sen” X-cos® X sen” 2X
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3.4.4. Cambio general

Si no pudimos resolver la integral con los cambios anteriores, deberemos aplicar el cambio universal:

X
tg= =t
2

De aqui tenemos:

tgi:t:>§:arctgt:>X:2-arctgt:>dX:2- dt

5 dt=> dx=
1+t 1+t

2

Aplicando ahora las propiedades de las razones trigonométricas del dngulo doble, tenemos:

sen % 1 2t
sen X =2-sen®-cos* =2- 2.cos’2=2-tgx.cos’ 2 =2 -tgr - ——— =>senX=
o cos% ? &2 ? e 1+tg*2 1+t
2 2
cosX=0052%—sen2§=2-cos2§— =2-;2—1:>cosx= 22—1=2 (1+2t ):1 tz
1+tg” 5 1+t 1+t 1+t
Tenemos, por tanto:
2 1-t
to = =t dx= t sen X = COSX =
£ 1+t 1+t? 1+t
Ejemplo
d
+ Il X: Es facil ver que no cumple ninguna de las tres condiciones anteriores, por tanto
—COos
tg—=t=dx= 2 dt
&5 RS Y R S 2 dt =
_ 1=t -t 1+t2 (+t2)-(-t2) ( .,
CoS X = P - -(1+t )
1+t 1+t 1+t
2 1 t! 1 X
= [t =j—2dt_j—2dt=jt-zdt=—+cz——+cz— +C =—cotg—+C
I+t" -1+t 2t t -1 t tg3 2

Curiosidad — idea feliz:
Para esta primitiva, si multiplico y divido por el conjugado del denominador, (1 + cos X):
.[ dx _J~ (1+cos x)dx _J~(l+cosx )dx J‘I-I-COSX Jdx
I-cos X 1 cos X) (1 +cos X) I—cos” X sen” X
Ahora separamos en dos sumandos obtenemos sendas integrales inmediatas:

(1+cosx)dx cos X dx 1
J' _ J' - J' = —cotgX — +C =—cotgXx —cosecx +C
sen’

sen® X sen® X senX

En general, en las integrales de la forma:

J~ dx
asenX+bhcosx

Haciendo a=K-coso y b=k-sena., con k y a valores a obtener, la primitiva se transforma en:
dx dx 1
:chosec(x+oc)dx

J~ dx _J- _
asenx+bcosx < ksenxcoso+kcosxseno J ksen(x+a)

gue ya vimos cdmo resolver en apartados anteriores.
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Actividades propuestas

13. Halla las siguientes primitivas:

) “ v J~sen3xdx
a 2 1
Jsen ) X+ X m
cotgxdx sen2xdx

<) I—z I (1)

sen” X (cos2x+1)
e)jtgzxdx f)jtg2X+X+l)dX

tg(x)

——d. h)

g) J‘cosz(x) X JAl sen X

dx
. H 2
i) jsenx i) .[sen X cos X dx
k)J'senZXdX I)jsen“xdx

o o cos(lnx)
m) Icos 4 X dx n) Jcos(ln x)dx  truco: multiplica y divide por x: I—XdX
N (1+sen2 X)dx dx
) -[ sen X cos X ° J‘1+sen2 X
) ] ) IL

p jsen S5Xcos 4xdx q 13+12cosx

Actividad resuelta — Idea feliz
sen2xdx
‘*‘ j 4 4
sen” X+cos X
En este ejemplo podriamos acudir a que el integrando es par en seno y coseno y aplicar el

cambio tgX =1. Entonces:

5. 1

J» sen 2X dx :J»2senXCostX :_[ t

I\-)

t
1 \/ dt :J~2t(t2+1)dt:

2l+t2 t* +1
t2+1 t2+1

Pero también podemos jugar un poco con el denominador, completando un cuadrado perfecto:
I sen 2X dx I sen2X dx

sen4 X+ COS4 X sen4 X+ COS4 X

sen® X +cos* X+ 2sen” xcos® X —2sen” Xcos” X sen X + COS x) —2sen” xcos® X

sen2xdx sen2xdx sen2xdx sen2xdx
:'[ _I _'[ _2'[2—sen22x

1—2sen® Xcos® X 1—%4sen2 Xcos® X sen 2X

La ultima idea feliz consiste en obtener el cos 2X en el denominador:
f sen2xdx _ f sen2xdx _ f sen2xdx

2—sen?2x 1+1-sen?2x 1+cos?2x
Y hemos obtenido una integral inmediata:
sen2xdx sen2xdx
J.ﬁ =2 [——— = —arctg(cos2x) + C
sen’ X+cos" X 1+cos®2x
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3.5. Otras integrales

Los apartados anteriores dejan claro que el proceso de resolucién de integrales no es tan facil como el
de derivacién. Todas las simplificaciones que se pueden realizar después de derivar una funcién es lo
que complica el calculo de primitivas. Por tanto, en muchas ocasiones nos tendremos que limitar a
obedecer los cambios aconsejados.

Ademas, existen funciones que no tienen primitiva o no puede expresarse en términos de funciones
elementales. Incluso algunas de ellas sirven para definir otro tipo de funciones. Algunos ejemplos son:
2 sen X
Iex dax I ax Icosexdx , Icosxzdx
X
Podemos intentar calcularlas con GeoGebra, por ejemplo. Tecleamos en la barra de entrada:

1. Integral[sen(x)/x]
2. Integral[cos(e™x)]

Y observamos que aparecen expresiones como:

senX . )
I dx=Si(x) , J.cosede=C1(eX)
X
Donde Ciy Si son las siglas de Cosine Integral y Sine Integral, cuyas graficas son:

- Funcién
..... 8 f(x) = Si(x)
L@ glx) = Ci(e") iy

o

T T T T T T \J’I\v i =T T -
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3

s
m
@

Listamos a continuacién los cambios de variable y mecanismos aconsejados para otras primitivas.

Integrales de funciones exponenciales
1 dt
jR(aX)dx: a*=g(t)=t; dx:ﬁ'T' cona= 1.

Integrales de funciones irracionales
TREAT U5 . Jams x= glt) = tmemone
J‘R(\/a2 -x’ )dx = x=g(t)=a-sent
J‘R(\/a2 + X )dx:> x=g(t)=a-tgt
IR(VXZ -a’ )dx:> x = g(t)=a-sect
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Actividad resuelta
- I\/ 4—x*dx

El cambio aconsejado es X=2sent, entonces:

'[\/4—X2dX: X=2sent >:J‘\/4—(2sent)2 -ZCostdt:Iv4—4sen2t~200stdt=

dx =2costdt
Utilizando la relacion fundamental de la trigonometria:

J.\/4—4sen2t -ZCostdtz_[Z\/l—senzt -2 cost dt:I2cost-2cost dt=4Icosztdt

Que ya resolvimos antes:
4I cos’ tdt = 2I (14 cos 2t)dt = 2(t + L sen 2t)+C

Para deshacer el cambio, jugamos de nuevo con las expresiones trigonométricas,

X=2sent

=t+isen2t=t+5-2-cost-sent=t+sent- l—-sen’t
t = arcsen 3

y obtenemos:
[V4 —x%dx = 2-(arcsen§+£-\/4—x2) +C
Otras integrales trigonométricas

- IR(sen mx, cos nx )dx : Se utilizan las expresiones:
sena-senb =1 -[cos(a—b)—cos(a+b)]
cosa-cosh=1[cos(a+b)+cos(a—b)]

sena-cosb =1-[sen(a+b)+sen(a—b)]

u=sen""x sen"' X-cosX n-1
- Jsen”xdx= =..=- + jsen"’zxdx
dv = sen X dx n n
u=cos""x cos"'x-senx n-1
- Jcos”xdx= =...= + J‘cos”’zxdx
dv = cos x dx n n
n n-2 2 tgn_l X n-2 ,
- Itg XdX=Itg X-(sec” x-1)dx= —Itg X dx (andlogamente con la cotangente)
- J.sec” X dx = Isec”"z X -sec? X dx (andlogamente con la cosecante)

Sin par:J.sec"_2 X-sec’ X dx = J(1+ tg? x)™ 2 .sec? x dx
Cambio de variable: tg x =t = jsec "xdx = I(l +12)"22
Si nimpar: Por partes, elegimos: U =sec"” X y dv=sec’ xdx

:>J.secn XdX:L sec"” X-th+(n—2)-J.sec”’2 de]
n-1
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4. EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA

4.1. Area bajo una curva

Dada una funcién f(x) continua y no negativa en un intervalo [a,b], su
grafica determina una regién del plano que vendra limitada por la funcién,
el eje de abscisasylasrectas x =a y X= b.

Veamos como podemos calcular de forma aproximada el area de dicha
region:

Tomamos una particién del intervalo [a,b]. Consiste en dividir el intervalo

en N partes, tomando para ello los puntos X;,X;,X,,...,X, verificando

a=X, <X <X, <...<X, =b.

Asi, tenemos los intervalos [a, x, |.[x,, %, ]....,[x, ,,b].
A continuacion, denotamos por M, al minimo valor que toma la funcién en el intervalo [Xi_l,Xi] y por

M, al maximo valor que toma la funcién en el mismo intervalo.

Asi, en cada intervalo [Xi_l,Xi] consideraremos dos posibles figuras, la creada con rectangulos de base

X; — X, y altura M. y la creada con rectangulos de base X; — X, y altura M, . Sumando las areas de
los n rectdngulos, obtenemos:

Suma inferior Suma superior

En el primer caso obtenemos una aproximacion por defecto del drea encerrada bajo la curva:
n
S= ml(xl _Xo)"'mz(xz —x1)+...+mn(xn _Xn—l)zzmi(xi _Xi—l)
i=1
Esta suma se denomina suma inferior de la particién en el intervalo [a,b].

En el segundo caso obtenemos una aproximacién por exceso del area encerrada bajo la curva.
n
S= MI(XI _Xo)"' |\/|2(X2 _X1)+~--+ Mn(Xn _Xn—l): ZMi(Xi _Xi—l)
i=1

Esta suma se denomina suma superior de la particion en el intervalo [a,b].

Hemos obtenido dos aproximaciones del area A, una por defecto Sy otra por exceso S. Se tiene que
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S<ALS

Si tenemos una particion P, del intervalo [a,b], con suma inferior S, y suma superior S, diremos que
otra particion P, del intervalo [a,b] es més fina que P si contiene todos los puntos de la particién Py
ademas otros puntos nuevos.

Para dicha particion P, , tenemos una suma inferior S, y una suma superior S, . Se verifica que:

s, <s, <A<LS, <SS,

Es decir, al tomar una particion mas fina, la suma inferior aumenta (siendo todavia menor o igual que el
valor del drea) y la suma superior disminuye (siendo mayor o igual que el valor del area).

¥ ¥ ¥

Particion P, Particion P, Particion P; Particion P,

Esto significa que cuanto mas fina sea la particién, mas nos acercamos al verdadero valor del area.

Considerando una sucesién de particiones cada una mas fina que la anterior, P,P,...,P,P. ...,

obtendremos S,,S,,...,S,,Sy.»--- la sucesién de areas por defectoy S,,S,,...,5,,5,,;,... la sucesién
de dreas por exceso.

Cuando n — «, la longitud de los intervalos de la particion se hace cada vez mas pequeia, luego
X; —X;_, =0 . Asi, cuando la funcién sea integrable, las sumas inferiores y superiores tenderan al area:

S,—s,—0

Esto significa que 1im(S, —s,)=0= lim S, = lims_, y de aqui: lim S, = lims, = A

n—o n—o0 n—ow n—ow

Suma inferior y superior con la particion P; Suma inferior y superior con la particion P
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4.2. Integral definida
Sea una funcién f(X) continua y no negativa en un intervalo [a,b].
Definimos la integral definida entre ay b de f(x) como la expresién
J:’ f(x)dx
Su valor es el area comprendida entre la grafica de f(X), el eje de abscisasy lasrectas x=a y X=D.
Los valores ay b se llaman limites de integracion.

Hemos visto que dada una sucesidn de particiones P,P,,...,P,,P..;,... del intervalo [a,b], cada una

mas fina de la anterior, con sumas inferiores §,,S,,...,S,,S,,,--- Y Sumas superiores

S,,S,,...,S,,S,.,,,..., se verifica que dichas sumas tenderdn al verdadero valor del drea.

Se tiene que: I dx =1lim S, =lims,, es decir, que la integral se puede interpretar como: “la suma del
n—oo n—oo

area de todos los rectangulos de altura f(x) y base infinitesimal (dx) comprendidos entre ay b”

Propiedades:

a
1. - Si los limites de integracion son iguales, la integral definida vale cero. _[ f(X)dX =0
a

b
2. - Si la curva esta por encima del eje X (f(X)>0), la integral es positiva, L f(x)dx >0, mientras que
si la curva esta por debajo del eje X (f(X)<0), se puede definir también la integral definida, que

serd negativa: I f(x)dx<0.

fix)

| a h fix)

3.-Seace (a,b), entonces podemos descomponer la integral de la forma:
j X)dx = j dx+j

4. - Si intercambiamos los limites de integracion, la integral cambia de signo.

La f(x)dx = - _[: f (x)dx
5. — Dadas dos funciones f(x)y g(x) continuas en el intervalo [a,b], se tiene que:

[Tt0+g)ax= [ f()ax+ [g(ax v [Tf(x)-g]dx= [ f(x)ax-[ g(x)d

6. — Dada una funcién f(x) continua en el intervalo [a,b] y una constante k € R, se tiene que:

[k £ (x)ax =k [ £ (x)x
7. - Dadas dos funciones f(x)y g(x) continuas en [a,b], verificando f(x)< g(x) Vx € [a,b], se tiene:

_[: f(x)dx < _[: g(x)dx
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4.3. Teorema del valor medio del calculo integral

Dada una funcién f continua en el intervalo [a,b], entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que

[ f(x)dx= f(c)(b-a).

Interpretacion geométrica:

Siendo la integral un area, la interpretacion geométrica es simple: f) A,

Existe un punto ¢ € (a,b) tal que el drea
eje de abscisas y las rectas x=a y X

rectangulo de base la amplitud del intervalo, b—a, y altura el valor
que toma la funcién en el punto intermedio, f(c).

Ejemplo:

encerrada entre la curva, el A=

=Db es igual al drea de un /] P
1772

o) Tl S SR —

* Encuentra los valores de ¢ que verifican j: f(x)dx = f(c)-(b—a) siendo f(X) la semicircunferencia

de centro el origen y radio 1, y a y b los puntos de corte de la misma con el eje OX.

Sabemos que la ecuacién de la

. . 2 2 2 .
circunferencia en el plano es X" +Y~ =r", asi que para el

problema que se nos plantea tenemos que f(x) =++4/1—x* vy los puntos de corte con el eje son

flx) =|v1 —a?

(-1,0)y (+1,0).

Se trata de encontrar el rectangulo (azul) cuya area
coincide con la de la semicircunferencia (roja),
sabiendo que la base para ambas figuras esta
comprendida entre los puntos (— 1, 0) y (+ 1, O).

Entonces, siendo:

Debe verificarse:

1
Rl

r’=b-h=ig1? :2~h:>h:Z

2

A.,=bh vy A ==nrt

circ

T

El valor de h corresponde a la variable y, pero nos piden un valor de X. Por tanto:
x?+y?=r’ = x> +h? =1 = x=1,/1- ()} =20.61899

Que son los valores de € que nos piden.

4.4. Funcion integral o funcidn area

Dada una funcién f continua en el intervalo [a,b], para cualquier punto x  [a,b] se define la funcién

integral o funcién area como:

F:[a,b] >R
X — F(x)= jx f (t)dt

a
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4.5. Teorema fundamental del calculo integral
Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y sea
F(x)= f(t)dt

con x € [a,b] la funcién integral. Entonces F es derivable en (a,b) y

F'(x)= f(x)
para cualquier punto X € (a,b).
Demostracion:

Aplicando la definicién de derivada tenemos:
x+h X
[ f)de—[ f(t)dt

F(x) = im PN F Oy =

h—0 h h—0 h

Separando la primera integral en dos sumandos (propiedad 3):

X x+h X x+h
f(t)dt+ f(t)dt—| f(t)dt f(t)dt
FI(X) =1lim L ( ) jx ( ) L ( ) = lim jx ( ) —
h—0 h h—0 h
Aplicando el teorema del valor medio del calculo integral, 3¢ € (X,X + h) tal que

Lx+h f(t)dt = f(c)-(x+h-x)=f(c)-h

Asi:
X+h
F'(x)= limm = 1imM = lim f(c)
h—0 h h—0 h h—0

Como ¢ e (x,x+h) y fes continua entonces lim f(c)= f(x)y, por tanto: F'(x)= f(x).

Actividad resuelta

x - dt
+ Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f ’(x) si f(X) =J:) ( ; )3
1+t

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:
x dt 1
)= = )=
J:’(1+t2)3 (1+x2)3
Generalizacion (1):

Si en lugar de valores reales, los limites de integracién son funciones reales de variable real, se aplica la
regla de la cadena para obtener:

Sea f una funcidn continua en el intervalo [a,b] c Rysea

Fo0= [ t)dt
con x € [a,b] la funcién integral. Si h(x) es derivable, entonces F es derivable en (a,b) y

F'(x)=f [h(x)]-h'(x)

para cualquier punto X € (a,b).
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Generalizacion (2):

Sea f una funcidn continua en el intervalo [a,b] c Rysea
h(x)
F(x)= L(x) f (t)dt
con X e [a,b] la funcién integral. Si h(x) y g(x) son derivables, entonces F es derivable en (a,b) y
F'(x)=f [h(x)]-h"(x)~ f [g(x)]-9'(x)
para cualquier punto X (a,b).
Actividad resuelta

o dt
+ Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f ’(X) Si f(X) = Lz ( 2)3
1+t

Aplicando el teorema fundamental del célculo integral:
dt 3x° 2X

_XS—: "(x) = 1 .3x% — 1 X = -
e el T B SV B RV )

4.6. Regla de Barrow

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y F(x) es una primitiva de f(x), entonces:

[ f(x)dx=F(b)-F(a)

y suele representarse como:

J; 10ax=(F() | = Flb)-F(a)
Demostracion:
Se tiene que F(x) es una primitiva de f(x). Por otro lado, aplicando el teorema fundamental del
calculo integral, G(x)= LX f(t)dt también es una primitiva de f(x). Al ser dos primitivas de la misma
funcidn, sélo se diferencian en una constante:

G(x)-F(x)=C = G(x)=F(x)+C
Evaluando las dos expresiones anteriores en el punto X = a, tenemos:

G(x)=F(x)+C =G(a)=F(a)+C
G(x)= [ t(t)dt = G(a)= [ f(t)dt = 0}3 Fla)+C=0=C=-F(a)

Evaluando ahora dichas expresiones anteriores en el punto X =0, tenemos:
G(x)=F(x)+C = G(b)= F(b)+C = G(b)= F(b)- F(a)
G(x)= [ f(t)dt = G(b)=[ f(t)at -
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Entonces, para aplicar la Regla de Barrow se siguen los siguientes pasos:

1. Calculamos una primitiva F(x) de f(x)

2. Hallamos los valores de esa funcién entreay b: F(a)y F(b)

b
3. Calculamos la integral I x)dx =(F(x)] =F(b)-F(a)
a
Ejemplos:
5
2
+ _[1 (= X2 + 6x—5)dx.
La funcion f(x):—x2 +6X—35 es una funcidn polindmica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [1, 5].
1. - Calculamos una primitiva de f (x):
I(— X> +6X—5)dx = — x> +6-1x7 - 5x
2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo: F(x)= —1x* +3x% = 5x

I’ 1 7 5° 25
Fl)=——+3-1°-5-1=—=43-5=—= F(5)=——+3-52-5.5==2
() 3+ 3+ 3 y () 3+ 3

3. — Aplicamos la regla de Barrow:

J-ls(_ X2 +6X—5)dx = F(S)— F(l):é_

3 3) B

(_Zj_é 7_32
33 3

2
* j (x2 —4)dx.
-2
La funcion f(X) = x> —4 es una funcién polindmica, luego es continua en todo R, y por tanto es
continua en el intervalo [-2, +2].

1. - Calculamos una primitiva de f (x):

r (x2 —4)dx:§x3 —4x

2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo y restamos:

F o aJox=(40 o] =(be 2 4.6 22 - 2016 =22

Actividades propuestas

14. Resuelve las siguientes integrales definidas:

a) J‘Oﬁ(x2 +x+1)dx b) _r (x2 +x+1)dx
c) IOﬁX\/X2+1dX )IIX J):;xl+2 X
e) Lnsenxdx f) J; In x dx

15.Halla el valor de ¢ que verifica [’(2x+1)dx=f(c)-(5-0), donde f(x)=2x+1, y razona su

interpretacién geométrica.

. . . . . e* dt
Sin efectuar el célculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x) = fz o
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4.7. Aplicaciones de la integral definida

Area encerrada bajo una curva

Para calcular el area comprendida entra la grafica de una funcién f(x) y el eje de abscisas en un
intervalo en el que la grafica aparece por encima y por debajo del eje X, es necesario hallar cada una de
las dreas por separado.

En los subintervalos en los que la grafica esta por debajo del eje X, la integral serd negativa, y
tomaremos el valor absoluto en toda la integral.

J:] f(x)dx‘+

Area=

[ (x| +| [ ()0 =| ) @)+ o)~ FOs )+ Flb) - F(x )|

f(x)
+

v v

Desde el punto de vista practico, si tenemos la representacion grafica de la funcidn se puede plantear el
area como suma o resta de las regiones donde la funcién es positiva o negativa, respectivamente.
Ejemplo:

% Halla el drea encerrada entre la grdfica de la funcion f(X): X* —2x-3, el eje X y las rectas
X=-3y X=4.

La funcién f(X)z x*> —2X—3 es una funcién polinémica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [-3, 4].

Lla grafica de f(x) es una parabola céncava (). o
Calculamos el vértice:
-b 2 ) ) o
x=—===1 six=1=f(1)=1"-2-1-3=-4 f)=x*-2x-3
2a 2
Tenemos: V (l, —4)
Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X.
Para ello, resolvemos la ecuacion f(x) =0: b
2i 4_4'1' _3 6 -5 -4 B 5 & 7 8 9 1011
f(x)=0=>x> -2x-3=0=x=""" o ( j:
2444412 24416 _2+4 [ 3-5(3,0) oo 3
2 2 2 |-1-(-10)

Representando la funcién f(X)z x> —2x-3 y las rectas X=-3 y X =4 observamos que el
area que queremos calcular se divide en tres regiones.

Hallamos una primitiva de f(x):
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3

X
J(xz —2x—3)dx:?—x2 -3X
Hemos obtenido tres regiones. El drea total sera la suma del area de cada region:

J: (x2 —2x—3)dx + fl(xz —2x—3)dx +“34(x2 —2x—3)dx

Area=

—1
3

:|F(_l)_F(_3)|+|F(3)_F(_1)|+|F(4)_F(3)|:E_(_9H_9_§+_?_(_9)1:
32327 7
EERERE
71

Por tanto, el area de la region es igual a ? u?

También podriamos plantear, ya que tenemos la representacion grafica de la funcion:
, , ’ ’ —1 P 3 2 4 2
Area = Area, — Area, + Area, = L (X —2X— 3)dX - L (X —2X— 3)dX + L (X —2X— 3)dX

Es decir:

) X3 -1 X3 +3 X3 +4
Area=| " —x>-3x| —|=—=x?>=3x| +|——-x>=-3x| =...
3 -3 3 -1 3 +3

(o (r g (B2

1. - Si la funcidn es impar, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es nula:

Propiedades:

Si f(x) esimpar, raf(x)dx:O

—a

2. - Sila funcidn es par, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es:
i +a a
Si f(x) es par, j f(x)dx = 2-L f(x)dx
-a
Para entender estas dos propiedades nos basta con ver las graficas de cada tipo de funcion.

- Sila funcidn es impar, es simétrica respecto al origen de coordenadas y define dos recintos de signo
opuesto e igual drea a ambos lados del origen. Al sumarla, el resultado es nulo.

- Sila funcién es par, es simétrica respecto al eje OY y define dos recintos de igual signo e igual area.

Funcién impar Funcioén par
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Actividad resuelta
% Calcula el drea de un circulo de radio r.

Podemos elegir la ubicacién de la circunferencia, asi que la centramos en el origen. Para este
caso, la ecuacion de una circunferencia de radio r es:

X>+y?=r’=y=+Jr’ -x’

Podemos aprovechar la simetria del problema y calcular el drea a partir del recinto del primer

cuadrante:
+r = 412 — 22 r
L A_—4-IO\/r2—x2dx

La primitiva se resuelve con el cambio:
X=r-sent=>dx=r-cost-dt
y proporciona:
1 X
I\/rz —xzdx=5-(r2 arcsen—+ X-vr’ —x2j+C
r
Aplicando la regla de Barrow obtenemos:

A=4-[r? —x*dx=2- rzarcsen£+x- r’—x*| =
o \

r 0

A=2. rzarcsen£+r-\/r2 —r? —rzalrcsen9+0-\/r2 —Oj:2-[r2 -g—Oj
r

r
Es decir, llegamos a la conocida formula:

+r

A=m-r

Area comprendida entre dos curvas

El drea comprendida entre las graficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [a, b] es igual que al
area que se encierra entre la funcién diferencia (f - g)(x) y el eje X en ese intervalo.

Siendo f(x)> g(x). Si no se determina qué funcién esta por encima de la otra, podemos escribir la
expresion general:

A=[] £(x)-g(x)|dx

Sin embargo, desde el punto de vista practico, en el caso en el que las funciones f(x) y g(x) tengan

varios puntos de corte, serd conveniente hallar las diferentes regiones y determinar las areas por
separado.
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Ejemplo:

4+ Halla el drea comprendida entre las grdficas de las funciones f(X) =—X* +4x y g(x) = X entre
las rectas X =—1 y X=3.

Las representaciones graficas de f(X) y g(X) son una parabola y una recta, respectivamente,
asi que es de esperar que haya dos cortes entre ellas y, por tanto, es posible que haya varias
regiones diferenciadas a tener en cuenta.
La gréfica de f(X) =—X’ +4X es una parébola convexa. Hallamos su vértice:

x=—D__—4 _—4_, Six=2=f(2)=-2"+4-2=-4+8=4 =V (2,4)

2a 2-(-1) -2

Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X,
resolviendo la ecuacion f(x)=0:

g(x)=x

x=0 -
X=4 ;

La grafica de g(x)= X es una recta. Para dibujarla, basta con

f(x):0:>—x2+4x:0<:>x-(—x+4):0<:>{

f(x)=-x2+4x

. -3 -2 o 1 ] 5 b
obtener dos puntos: x=-1 | =3

x | o | 3 .
y | o [ 3 y-
Para determinar la regién de la que queremos calcular el >
area, la representamos, junto con los limites de integracion: ’ *

Buscamos los puntos de corte entre las dos funciones, resolviendo la ecuacién f (X) = g(x):

X=0
f(X)=g(x) & X" +4x=x x> +4x-x =0 = X’ +3x:0<:>x(—x+3)=0<:>{x_3
Por tanto, el area que queremos calcular sera:
Area = .[-31| (f - g)(x)|dx
Hallamos una primitiva de (f - g)(x):
(f—g)x)= f(x)—g(x) = —x* +4x—x=—x> +3x =
X 3x’
f —g)x)dx=[(-x* +3x)dx =——+—"—
[(f —g)x)ax=( Jax=—"+
Hemos obtenido dos regiones. El drea total sera la suma del drea de cada region:
3 2 10 3 2
Areaz“o (—x2 +3x)dx‘+“3(—x2 +3x)dx‘ [ S S B | DS,
-1 0 3 2, 3 2 o
11 9 11 9 19
=|F(0)-F(-1)[+|F(3)-F(0)|=|0——|+|==0|=—+—=— u?
[FO)- )]+ FE)- FO)] = 0~ 4|2 -0| = {2 =2
. L 19
Por tanto, el drea de la regién es igual a ? u?
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Integrales. Matematicas Il

Volumen de un sdlido de revolucion

Una curiosidad relacionada con este apartado hace referencia a Johannes Kepler. Su segunda esposa,
Susana, narraba en una carta que en la celebracion de la boda, Kepler observé que el volumen de los
barriles de vino se estimaba con una varilla introducida diagonalmente en el tonel por el agujero de la
tapa. Kepler empezd a pensar en el razonamiento matematico que justifica ese proceso, y de ese modo
comenzo el estudio de los volumenes de los sélidos de revolucién.

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces el volumen del sélido generado al girar
la funcién en torno al eje OX:

se calcula mediante la funcion:

V= an[f (x)J dx

Ejemplo:

% Halla el volumen del cono de altura 3 unidades definido al girar en torno al eje de abscisas la
recta y =3X.

Los datos del ejemplo nos hacen calcular la integral:

373 3 3
VZTEJ-S(:SX)Z dX=91tJ.3X2 dx=97- x =9r- 3——0— =81In u?
0 0 3 3 3

Actividad resuelta
% Calcula el volumen de una esfera de radio R.

Como antes con el circulo, elegimos una circunferencia centrada en el origen, cuya ecuacién es:

X*+y’=R’= y=+JR*-x’
Como antes, la simetria permite calcular el volumen a partir del recinto del primer cuadrante:
| y=t+/=a R 2 R
e V=2 (\/Rz—xz)dx=2-.|.o (R* —x? )dx

Que es una primitiva inmediata y, aplicando la regla de
Barrow obtenemos:

X3 R RS 03
& V=2|R*x-—| =2-/|R**R——|-|R*-0-—
3], 3 3

Con la que obtenemos la conocida férmula:

47
3
V="2"R
3
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Integrales. Matematicas Il

CURIOSIDADES. REVISTA

<Eudoxo de Cnido (390 aC — 337 aC)>

(Eudoxo demostré que el volumen de una piramide es la tercera\
parte del de un prisma de su misma base y altura; y que el
volumen de un cono es la tercera parte del de un cilindro de su

misma base y altura.

Para demostrarlo elaborod el lamado método de exhauscion.

Método de exhaucion >

El método de exhaucion es un
procedimiento geomeétrico de
aproximacion a un resultado, con el cual

el grado de precision aumenta en la
medida en que avanza el calculo. El
nombre proviene del latin exhaustio
(agotamiento, exhausto)

Se utiliza para aproximar el drea de un
circulo, o la longitud de una

circunferencia, inscribiendo vy
circunscribiendo poligonos regulares
con cada vez mayor numero de lados.

Arquimedes

ﬁvquimedes, escribid su tratado sobre “El método de teoremﬁ
mecdnicos”, que se consideraba perdido hasta 1906. En esta obra,
Arquimedes emplea el célculo infinitesimal, y muestra cémo el método
de fraccionar una figura en un nimero infinito de partes infinitamente
pequeiias puede ser usado para calcular su area o volumen. Fue escrito

en forma de una carta dirigida a Eratdstenes de Alejandria.

Observa como es la base de los conceptos que en el siglo XVl
permitieron a Isaac Newton y a Leibniz unificar el calculo diferencial con
el calculo integral, y cémo es el precursor del concepto de integral

J

Qefinida como las sumas inferiores y las sumas superiores de Riemann./ \
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a0 Integrales. Matematicas Il

¢Has pensado alguna vez en la historia de los simbolos matematicos?

Al principio las matematicas eran retoricas, es decir, todos los cdlculos se explicaban con palabras. Poco
a poco empezaron a usarse abreviaturas, simbolos para representar las operaciones. Hoy las

matematicas estan llenas de simbolos.

Por ejemplo, para indicar sumas y restas, primero se usaron letras
como p y m, pero en el siglo XV comenzé a usarse los simbolos + vy
—. Para el producto se uso el aspa, x, de la cruz de San Andrés, pero
Leibniz escribid a Bernoulli que ese simbolo no le gustaba pues se
confundia con la X, y comenzd a usar el punto, -. Para el cociente, la
barra horizontal de las fracciones es de origen darabe, y los dos
puntos, de nuevo se los debemos a Leibniz, que los aconseja

cuando se quiere escribir en una sola linea.

diferencial.

sabemos por qué uso la letra

€ para representar al nUmero

e, base de los logaritmos
neperianos, la letra i, para la unidad

imaginaria compleja, 2 para el sumatorio, y la
notacién f(x) para las funciones.

El simbolo de infinito, o, se debe a John Wallis y, a pesar de
su parecido, no estad relacionado con la cinta de Mdebius,

% sino con la Lemniscata.
En 1706 se empezd a usar m, como inicial de la palabra

griega “perimetro” y se popularizé con Euler en 1737.

El simbolo de la integral se lo debemos, de nuevo, a Leibniz, y es una estilizacién de la
letra S, inicial de suma. También le debemos la notacién dx, dy para el calculo

A Euler le debemos la invenciéon de muchos simbolos y la popularizacidon de otros: No

ei 2 f(x)

En logica y teoria de conjuntos se usan muchos y nuevos simbolos, como N, U, D, &, <, €, &, {, }, A, V,

=, ... que podemos deber a George Boole.

N,UD &G €, & LhA vV,
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Integrales. Matematicas Il

J-cos [f(x)]f'(x)dx = sen

[

Jiee [1(:)]- e £ ()] (x

—arc COS

RESUMEN
CUADRO DE PRIMITIVAS
[dx=x+C [(dx = F(x)+C
[(F()£g0)=...)dx=[ f(x)dx= [ g(x)dx + fa-f()dx=a-[f(x)dx
[ £ (7 (x)ox ﬁ[f(x)]“”+c,n¢-1 I%dx:lnﬁ(x)HC
[e'f(x)dx=e"+C [ar®(x)dx = f(X)+C,a¢1,a>O

Ina

J-sen [f(x)]f'(x)dx = —cos [f(x)]+C
Isecz [f(x)]f'(x)dx =tg[f(x)]+C

[f(x)]+C

)dx =sec [f(x)]+C

cosec” [f(x)|f'(x)dx = —cot X) [+ f’(x)dx _ arctg[f(x)]+C
Joosee (1010 () =-eome TG0 ec | [ _{_amcotg[f(x)]+c
arcsen[f(x) +C f/(x)dx arcsec[f(x)]+C

—arc cosec[f(x)]+C

Mt

Método de integracion
por cambio de variable

1. Ig f(x)]- f'(x)dx >t = f(x)= dt = f'(x)dx
[a)dt =G(t)+C = F(x)=6[f(x)]+C
2. I f(x)dx - x = g(t)= dx = g'(t)dt

[la®]g'®dt=G@t)+c = F(x)=6lg" (x)]+C

Método de integracion
por partes

Iu-dv=u-v—jv-du

Regla de Barrow

F(b)-F(a)

1 &)ax=(F (L.

Area entre una curvay
el eje OX

A:Lb|f(x dx

f\rea entre dos curvas

A= [1£(00-g(x)

Volumen de revolucion
en torno al eje OX

V=n~E[f(X)]de
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“ Integrales. Matematicas ||

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

n+l n+l
1. - Sabiendo que JX"dX: :+1 +Cy .[ f7(x) f'(x)dx = fn (IX)+C , calcula:
+

1) jxsdx 2) J.Xisdx 3) % 4) J37 dx 5) j6x7dx

6) [5x"dx 7) [53x dx 8)[(-2x-x')dx 9] 2x5—5x+3)dx

x+2dx

1O)j<2+3x3)2dx 11) I2(x2 +2)3dx 12) I(l—x3)2dx 13) I

2 1 .
14) I[—4x3 +2xjdx 15) J‘(Sa—§+2x de 16) J.(_FJFZ_EJdX
17) I(3x5 _ oy jdx 18) j(l — xWx dx 19) J‘X3 +5x° 4 dx
3x° X2
. 2x*=3x>+5 1+ x)’ . 2
ZO)J.(SE +—4x2 de 21) j%dx 22) J‘(&_E)Hﬁjdx

23) [Vx(x* +1)ax 24) | ﬁ—%}dx 25) [V/x(3-5x)dx

26) jwdx 27) j (3x+4) 28) j(3x—7)4dx

Jx

29) Ix(x2 —4f dx 30) j3x (+2fdx  31) J‘(x3 +2f x2dx  32) I(x3 +3x%dx
33) I(x—z)% dx 34) I(a+ x)’ dx 35) J[(x +2) = (x+ 2)2]dx

36) J\/3x+12 dx 37) J.%
X

40) I%(H&)de 41) fﬁdx 42) I de) 43) 'fx\/xz —7dx

39) j'(x2 - x)*(2x —1)dx

3X
44) [(x—1)x> —2x+3) dx 45) dx 46) dx
)J.( )( ) .[ ,1+7X2 J.X +2)
7) J I 48) jx-ﬁdx 49) f < dx 50) sz x3 —1)%dx
VX* +3 VX’ +5
51) _[\/ x* —2x*dx 52) j e +1 3exdx 53) Isen3x cos X dx
54) J-XCOS4 X ”sen X dx 55) IXIHX +3)dx 56) jse dx
COS X
e* sec’3X
dx 58) |tg’x-sec’ x dx 59 dx 60 —dX
>7) Izex -3 I ) -[ tg3x ) -[ 3X
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“ Integrales. Matematicas ||

2.- Sablendoquej dX-1n|X|+Cyj )dX ln| |+C,calcula:
dx dx X dx x2 NG
ulns s ARG e el el
3x dx 4 X+1 1
X ~ld
7)-[x2+2 8)j.’ax+5dx ) J.x2+2x+2dx 10) I(&JFXJ X
3

5 d dx
11) I[F+;+«/§jdx 12) -[xlr)l(x 13) J.‘(—)«/;I—«/;

14) I ! — ! dx 16 I e dx 17)Itgxdx
2x—-1 2x+1 ) e 43
sen X +cos X
18) Icotg x dx 19) j X 20 j—
XIn X Ccos X
51 )J-ZSeanosX dx 22) J~senx CcoS X 23) J-XCO'[g 2 dx
1+sen’X sen X + cos X
) " ) af(x)
3. -Si [eXdx=e*+C, [e™f'(x)dx=e'™+cC, Jadx: dx= +C
-[ -[ () Ina Ina
calcula:
1) jstx 2) ja“dx 3) je-de 4) j4e3xdx
5) [3x%e* dx 6) .|.4e4’xdx 7) [x?e* dx 8) I(ex +1)2dx
1 2 ) . elnX
9) j(e +—Xj dx 10) j(ex +x6) dx 11) e~ **xdx 12) j dx
e X
1
sen x2 2 3cos2Xx
13) je—3dx 14)Jxe cos x2dx 15) Ie -sen 2xdx

Jx f
16) J' € dx 17)je°°SX-sen X dx 18)‘[[ L+e’ “3de
2X 2 X 2
19) etg2x 2 2X dX 20 _.33+5x dX 21 __23—5X dX
j sec ) I 3 )jz

4. - Sabiendo que J.sen Xdx =—-cos x+C, J. f'(x)-sen f (x)dx = —cos f(x)+C, jcos xdx =sen Xx+C Yy
jcos f(x)f'(x)dx = sen f(x)+C calcula:

X
1) [sen(2x +8)dx 2) | sen—dx 3) | cos 3xdx
J ) Jsen J
3senX—2cosX
4) IXsen x2dx 5) I dx 6) Isen 2 X dx
4

X X 2 2 Sen(lnX)

7)Ie cos e*dx 8) Ix cos (2X )-sen (2X )dx 9) I—dx
X
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5.-Si jcoszxdx j1+tg x)jx tgx+C y.[

Integrales. Matematicas Il

1) J.x 1+ tg xz)dx

dx = [[1+ g F(x)]- £'(x)dx=tg f(x)+C, calcula:

()

cos’
2).[1+th) dx 3)_[tg23xdx

6. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:

1) [(2+5%)"dx

3 3
4) +
I[5+4x (5+4x)
7) Isen3x-cos X - dx

10) ijx2+4dx
13) Iﬁ%ldx

}dx

2) [(3+4x) dx 3) I6x(3+x2)5dx

6) I[e;;4de

sen X cos X
8) 9 dx
'[COSX ) J.sen“x
2j
dx

11)I[ee;3jdx 12)](6;'j
14) I!2+;’>f}2 dx 15) Isen Jx dx

5) j(J3+2x +3312x )

7. - Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracién por partes:

1) I3XCOS X dx
4) J.\/;Inxdx

7) IZeX -sen X dx

Z)Ixz-senxdx 3)Ix21nxdx

8. — Halla el valor de las siguientes integrales racionales:

1) jx22+1dx
5) j

9) I—dx

x+3

X* +2X+2
13) j—+2

dx

22) -[x +3x+2
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2) |
s)j

5) J'ln_xdx 6)j2ex-cos X - dx
2
8) jex -cos 3xdx 9) J4_2X -Inxdx
3 2
dx 3) |——dx 4 dx
2x% +2 ) X—3 )~[3x2+3
3x-2 (2x-3) X+2
7 8
x> +1 7 I 3x? dx ) j

x> +4x? —2x+5 2
14 I dx 15)J.X2_4dx
4x+3 3x?
17) 18) | ———dx
I )Jx2+6x+9
3X 2 3x+1
)Ix —4x+4 )I —4x? +3x
X—1 3x—1
23) | ————dx 24) | ——dx
)Ix2—4x+4 )jx2+6x+9
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Integrales. Matematicas Il

9. — Halla el valor de las siguientes integrales definidas:

30X 30X s 3 4
1) Ew z)j2 3 _ldx 3) If sen X dx 4) stenSXdX 5).[_4| x| dx
(L, 1 2 2 3 2(3a X
6) L(‘O’X _2X+§j dx 7) J‘—1(x+2 - x—3j x 8) I—Z(?_Ej ox
3 1 0( 5y 3 =L 2
9) Lmdx 10) L(e + e3xjdx 11) Jf (senx—cos X) dx

b
1

10. — Halla el valor de b para que se cumpla I_ (2bx - 3x? )dX =-12.

11. - Halla el drea comprendida entre la funcién f(X)= x> —4X, el eje de abscisas y las rectas X=1y
X=6.

12. — Halla el 4rea limitada por la funcién f(x) = 0.5 + cos x, el eje de abscisas y las rectas X =0 y
X=m.

13. — Halla el area de la regién limitada por la funcion f(X) =X’ —x* —6X y el eje de abscisas.

1
14. — Calcula el 4rea de la porcidn de plano que limitan las curvas Y =§X2 —X+ley-x-1=0.

15. — Halla el area delimitada por las graficas:
a) f(x)=+/x y g(x)=x*

b) f(x)=x*+x+4y g(x)=—x*+2x+5
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Integrales. Matematicas Il

AUTOEVALUACION

1. Los valores de a, b y c para los que F(x)=ax3 +be* +csenXx es una primitiva de la funcién

f(x)=3x*>-7e* +5cosx son:
a)1,-7,5; b)3,7,-5; c)1,-7,-5; d)-1,-7,5
2. Llaintegral inmediata [x+/2x* + 3 dx vale:

a)ﬂ@x2+5f .C. b)ﬂ@x2+3f ic C)V@x1+5f_+c; d)ﬂ@x1+5f_+c

. 2xd.
3. Laintegral j% vale:
Sen x+cos x
a) tg(arccosx) + C; b) — 2 arc sen(arctgx) + C;  c) arctg(arcsenx) + C; d) —2arctg(cos2x)+C

arc sen X

X-€e

V1= x?

a) earcsenx(ll_xz); b) %earcsen x<x+ ’1—X2)+C C) esenx(x_ /1_X2)+C;
%earcsenx(x_ ,l—Xz)-i-C

4. Alintegrar por partes | -dx se obtiene:

, 2X+2
5. Laintegral [—————dx vale:
X" +4x+13
a) ln(x2 +4X+13)—arctg X+2 +C; b) ln(X2 +4X+13)—arctg 2x+2 +C
c) ln(X2 +4X+13)—arctg X+2 +C;
d) Ninguna es correcta
6. Laintegral | dx vale:

sen” X-cos> X
a) tgx—sen X+C; b) —tgx—cotgXx+C ¢) tgx+cotgXx+C; d) tgx—cotgx+C

7. Llaintegral definida [fcos x dx vale:
a1 b) n c) 0; d) -1

8. El area comprendida entre la grafica de la funcion f(x): —x* +4X, el eje de abscisas y las rectas
X=0yX=4vale:

a) 128/3; b) 32/3 c) 64/2; d) 64/3

9. El area comprendida entre las graficas de las funciones f(X)z —Xx* +4x y g(x): X vale:

a) 9/2; b) 19/3 c) 27/2; d)3

10. El volumen del sélido de revolucién generado por y = X2, entre 0 y 2, al girar en torno al eje de
abscisas es:
a) 32x; b) 167t/5 c) 16w; d) 32n/5

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

Revisores: Luis Carlos Vidal, Maria Molero y Javier Rodrigo

www.apuntesmareaverde.org.es TEXtUE H?T"“"J Ver da llustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP
4L Gl AT AT =)

d)



Integrales. Matematicas Il

Problemas de integrales propuestos en Selectividad

o B x> —3X+5
(1) Calcula una primitiva de la funcién f(X)z—
%
(2) Calcula:
2%7 =3x* —2x~1 . dx
a)-[ x> —X—2 dx b) [xIn? xx | X% +3x
d) E(sen(ZX)+ X -sen X ) dx e) Iex cos 3x dx ) J‘arc tan (3 ) dx

(3) Calcula haciendo el cambio de variable e* =t:

ex ex _4ezx
a)Je“—ldx b)j 1+¢€* dx

(4) Calcula E(ezx + Xcosx)dx

(5) a) Encuentra todas las funciones f(x) cuya segunda derivada es f "(X) = xe”.
b) De todas ellas, determina aquella cuya grafica pasa por los puntos A(0,2)y B (2,0).
(6) Considera la funcién y = X’ —=3x* +1
a) Determina la recta tangente en el punto en que la funcién alcanza su maximo relativo.
b) Dibuja el recinto limitado por la curva y la recta tangente anterior.

c) Halla el 4rea del recinto del apartado (b).

(7) Obtén el area del recinto cerrado por las curvas Yy =1+cosX e Yy =0 en el intervalo [— TC,-H'E].
(8) Considera la funcion f(x) = %— sen X

a) Dibuja el recinto acotado por la grafica de f(x), eleje OXylasrectasx=0y X=7.

b) Calcula el area del recinto anterior.

(9) a) Dibuja el recinto plano limitado por la pardbola y = 4x — X’ y las tangentes a la curva en los puntos
de interseccion con el eje de abscisas.

b) Halla el area del recinto dibujado en (a).

(10) Halla el area de la zona del plano limitada por las rectas y =0, x=1y x=e¢, y la grafica de la
curva y =In’ (X)

(11) Las graficas de las funciones f(X) = sen(% X) y g(X) = X* limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.

b) Calcula su area.
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Integrales. Matematicas Il

(x-1) si x<1 o _ _
(12) Sea f (X) = , donde In X significa logaritmo neperiano de X.
Inx si x>1

a) Dibuja el recinto acotado comprendido entre la grafica de f(X) ylarectay=1.
b) Calcula el area del recinto anterior.

(13) Sealafunciénf: R — R definida por
4x+12  si x<-1
9=

X2 —4x+3 i x>-1
a) Haz un dibujo aproximado de la grafica de la funcién f.
b) Calcula el area del recinto limitado por la funcion f, el eje de abscisas y la recta x = 2.
(14) Seala parabola y = x> —3X+6
a) Halla la ecuacidn de la tangente a la gréfica de esa curva en el punto de abscisa X = 3.

b) Haz un dibujo aproximado del recinto limitado por la grafica de la parabola, el eje OY y la recta
tangente hallada anteriormente.

c) Calcula el area del recinto anterior.

(15) Dada la funcién f(X) = (X—a)COSX, busca el valor del numero real a sabiendo que

> T
'[02 f(x)dx =22

(16) Lascurvas y=¢€*, y=e " ylarecta x =1 limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(17) Se considera la curva de ecuacién y = X? —2%% +X

a) Calcula la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la curva y la recta hallada.

c) Calcula el area de ese recinto.
(18) La derivada de una funcién f(X) es f '(X) = (X+ 2)- (X2 —9)
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de f(X).

b) Determina la funcién f sabiendo que f(0)= %
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Integrales. Matematicas Il

(19) La gréfica de la parabola y =2x> divide al cuadrado de vértices A(0,0), B(Z,O), C (2,2) y
D (0,2) en dos recintos planos.
a) Dibuja la grafica de la funcion y los recintos.
b) Calcula el area de cada uno de ellos.
(20) a) Calcula la funcion f(X) sabiendo que su derivada es '(x)=(x—1)e* y que f(Z) =e.
b) Demuestra que f(X) tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas y razona si es
maximo o minimo.
(21) Las graficas de la curva y= X’ y de la parabola y = X* +2X encierran un recinto plano.

a) Dibuja ese recinto.
b) Calcula su area.

2

(22) seaf:R — Rlafuncién definida por x2St x<0

(X)=qmx+n si 0<x<1
2 si 1<X

a) Calcula my n para que f sea continua en todo su dominio.
b) Para esos valores hallados, calcula el area del recinto limitado por la graficadef ylarectay = 1.
2X+4 si x<0

(23) Seala funcionf: R — R definida por f(x)z{ ,
(x=2)° si x>0
a) Dibuja la grafica de la funcién.
b) Halla el drea del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.
(24) Lacurva y= x> —3X y la recta y = x limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(25) La parabola X = y2 +1 ylarecta x =3 limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(26) Lacurva y= x> +3 y larecta y = 2x+ 3 limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(27) Se considera la parabola y = 6X — x?

a) Calcula la ecuacién de las rectas tangentes a la grafica de la parabola en los puntos de corte con
el eje OX.

b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la paradbola y las rectas halladas
anteriormente.

c) Calcula el area de ese recinto.

] S ()= 2X—-2 si X<2
(28) Se considera la funcion (X)—{ex_2 K2 s x>0
a) Determina el valor de k > 0 para que la funcién sea continua en el intervalo [0,4].
b) Suponiendo que k =1, halla la recta tangenteen x=3.
c) Suponiendo que k =1, halla el area que la funcién determina con el eje OX, para Xe[0,4].
(29) a) Resuelve por partes la siguiente integral: J.x(l—ln x)dx

b) De todas las primitivas de f(X)z X(l—lnX) calcula la que pasa por el punto (1,3).
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(30) La gréfica de la parabola y2 =8X ylarecta x = 2 encierran un recinto plano.

a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.

(31) La gréfica de la curva f(x): % ylasrectas Yy =4 y x = 0 encierran un recinto plano.
—X

a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.
(32) Esboza la gréfica de la pardbola y = —x* + X +7Z y halla el drea de la regién del plano determinada

por la pardbola y la recta que pasa por los puntos (O,i) y (%,0).

\ (33) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la region del
| plano determinada por la pardbola y = —Xx>+4 ylarecta y=1.

: a) Representa graficamente la chapa y calcula su area.

b) Determina las dimensiones del rectangulo de drea maxima que se puede

obtener a partir de dicha chapa con la condiciéon de que uno de sus lados esté en
larecta y=1.

(34) Representa graficamente las pardbolas y2 —4x =0y X —4y =0 y calcula el area que encierran.

(35) Se considera la funcién f(x)=2-—

x> +1

a) Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion.

b) Para XE[O, 5], esboza la gréfica de la funcidn y calcula el drea comprendida entre ellay el eje X.
X

x> +1

a) Halla sus asintotas, maximos y minimos.

b) Representa graficamente la funcion.

c) Halla el area delimitada por la funcién y el eje OX, para -1<x<1.

(37) a) Calcula: IX3 In(x)dx donde In(X) es el logaritmo neperiano de X.

(36) Se considera la funcidn f(x):

b) Utiliza el cambio de variable x =¢e'— e

1
para calcular I—dx .
Va4 + x?

Indicaciéon: Para deshacer el cambio de variable, utiliza: t =1n

{X%—M]
=

(38) a) Sifes una funcidn continua, obtén F'(X) siendo:
F(x)zjox(f(t)+t2 +t3)dt
b) Si f(1)=1 y ademds J.Ol f (t)dt = 1, halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F(X) en
el punto (1, F(l)).

(39) a) Sea la funciodn f(t)=;t. Calcula I f(t)dt. b) Se define g(x)=j " f(t)dt. calcula limm
1+e 0 Xx=>0 X

(40) a) Halla el 4rea del recinto limitado por la grafica de f(X) = —sen X y el eje OX entre las abscisas X = 0
y X = 21 b) Halla el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al hacer girar la gréfica de
f(x) = —sen x alrededor del eje OX entre las abscisas X =0y X = 2m.
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AMPLIACION

A lo largo del tema hemos desarrollado varios métodos, estrategias y aplicaciones de las integrales, pero
hay mucho mas. Dejamos este apartado para mostrar otras que superan los contenidos del temario.

Integral de una funciéon racional cuando el denominador tiene raices
complejas multiples
Si al resolver la primitiva de una funcién racional:

Imdx con Grado de Q(x) > Grado de P(x)
Q(x)
Q(X) tiene raices complejas multiples, es decir, en su factorizacidn aparecen términos de la forma:
Q(x)=(ax +bx-+cf - (x—d)-...-(x—e)"-
Descomponemos la fraccion algebraica como:
|
o) (007, S0 [Pl P g A), 1C0)
Q(x) [B(x)] D( Q(X) - B(x) 'D(x)

con:
e B(X) el maximo comun divisor de Q(x) y Q'(x);
o A(X) un polinomio, de grado uno menor que B(X), a determinar;

Q(x)

o D(X) el polinomio que resulta del cociente m;
X

o C(X) un polinomio, de grado uno menor que D(X), a determinar.

El desarrollo requiere bastante habilidad con las expresiones algebraicas, y acaba proporcionando una
integral racional cuyo denominador tiene raices complejas simples.

Volumen de un sdlido de revolucion generado al girar en torno al eje OY

Si f(X) es una funcion continua en el intervalo [a,b], entonces el volumen del sélido generado al girar
la funcién en torno al eje OY se calcula con la integral:

Y :ZnI:x- f(x)dx

Longitud de un arco de curva

Si f(X) es una funcidn continua en el intervalo [a,b], entonces la longitud del arco de la curva entre los

L= I:w/ 1+ [F/(X)] dx

Superficie de un sélido de revolucion generado al girar en torno al eje OX

puntos de abscisa ay b se calcula como:

Si f(X) es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces la superficie del sélido generado al girar
la funcion en torno al eje OX se calcula mediante la integral:

S :275‘[: f(x)-y 1+ [F' (X)) dx
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Ejemplos:
% Halla el volumen de la “plaza de toros” generada al girar la recta y = x alrededor del eje OY en el
intervalo [1,2].

La figura cuyo volumen queremos hallar es:

Y se trata de calcular la integral:

3

V:anzx-x~dx:2nf2x2dx:2n- L =20 | ———— |=— 3
1 1 3

%+ Halla la longitud de una circunferencia de radio r.

b
Debemos utilizar la expresion: L=J J1+[f'(X)J dx, asi que derivamos la ecuacién de la
a

circunferencia:
- X
Xty =r’sy=trl-x' oy =—=—
[r2 _X2

Entonces, utilizando la simetria de la circunferencia otra vez:

2
r —X r f X2
L:4.J.O 1+ W dX:4'IO 1+de
r r? rooodx
=4'L\/de=4r'fo—m

La primitiva se resuelve con el cambio:
X=r-sent= dx =r-cost-dt
como vimos en el apartado 3.5, y proporciona:

y=+/r -2

J» dx :J- r-cost-dt
Nr?=x? Vri—r?sen’t

Aplicando la regla de Barrow obtenemos:

L=4. (arcsené} =4. (arcsen£ - arcsenQJ =4. (E - O)
ri, r r 2

L=2xnr u

X
= jdt =arcsent+C = arcsen?+C

Es decir:
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