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Integrales

1. Calcula las siguientes primitivas

a) J4x3dx b) J3x2dx c) J5x4dx d) J(Sf —4x* +3x7 )a'x
a) [4x3dx=x*+C
b)[3x2dx="C4C=xP+C
o [sxtdx="C+C=x5+C

d) [(5x*—4x34+3x%)dx = x°—x*+x3 + C

2.Dada f(x) = (x3—3x? + 2x + 1), calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0) = 4
4 3 2 4
F(x) = [(P-3x2 +2x + Ddx = =35+ 25 +x+C="—x* +x2 +x+C
4
Como F(0) =4, F(0)=07—O3 +0%24+0+C =4,luego C=4, de donde,

4 3 2
F(x) =% —=3=+2>+x+4

3. Comprueba si F(x) = (4x3+2x%* — x + 5) es una primitiva de f(x) = (12x%? + 4x + 3). En
caso negativo, explica por qué.

La derivada de F(x) ha de ser igual a f(x)

Si derivamos F(x) obtenemos F'(x) = 12x% + 4x — 1 # f(x)
Por tanto, F(x) no es una primitiva de f(x)

4. Determina los valores de a, b, cy d para los que (4a3 + bx? + cx + d) es una primitiva de la
funcién f(x) = (4x* — 5x + 3)

3 2
F(x) =f(4x2—5x+3)dx=4%—5x?+3x+C , por tanto,

5. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de
esperar, han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no
encontrar ningun error en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quien
tiene bien el ejercicio. Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el
problema. ¢Como es posible?

Pueden diferir en constantes y estar los dos bien, ademas de las posibles simplificaciones.

6. Razona por qué la grafica siguiente:
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Integrales

’: fE(:r)da:

T/
\:

es una primitiva de la funcién “parte entera de x”, E(T) (salvo en los puntos de discontinuidad
donde no es derivable):

[1ldx =x [2dx=2x  [3dx=3x [(-Ddx=-x [(-2)dx=—-2x

7. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

a) j‘i}% dx

haciendo x = /2.

V-
iz
t13

to—t4 ¢15
ft—312t11dt = [(t® —t*)12t8dt = 12 [(t1* — t13)dt = 12 (— — —) +C

x = t1?, dx = 12t'1dt , sustituyendo, obtenemos [——— " 12t!!dt, simplificando,

3 12 12 =13
x=t2,t="3/x , deshaciendo el cambio, f@ cdx =12 <( ﬁ) —( v¥) > +C

Vx 13
b) ‘[ d haciendo &' =+.
? +€
dt d .
eX*=t, e¥dx=dt, dx= —i = —t, ex=2L1-1 sustituyendo,
e t ex t
d dt dt dt
. at at
== f:tl =[5 = ft2+1 = arctg(t) + C = arctg(e*) + C
t Tt
c)j 5’ dx haciendo 1+ 2x =¢*
Jl<2x '
2_
1+2x=t2, 2dx=2tdt, de=tdt, x="" , t=VI+2x

5 t?2-1
fm f (\/—) tdt—5f(t 1) dt = Gf(t8—4t6+6t4—4t2+1)dt=

_5 (v 4t7+6t5 4t3+t +C=
- 9 7 5 3 B
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Integrales

9 7 5 3
_ 1_56((\/1+92x) _4(\/1+72x) + 6(x/1+52x) _4(V1+32x) +m) +C

Q) [— B haciendo x++vx>—1 =1
2
r+x" -1

x+Vx2—1=t, Vx2—-1=t—x, (\/3(2—1)2=(t—x)2

t2+1
2t

2 _1=t?4+x%>—2xt, 2xt=t*+1, x=

)

(2 i 2_ 2_

dx = Mdt =2 4r = "21at , de donde,
4t 2t
dx 1 t™2
e o e e C
Vx2 —

Deshaciendo el cambio, f \/x2_ <In|x + Vx | + 2(X+ 1)’ > +C
e) J(2 sen’ x+3sen’ x—senx+3)cosxdx haciendo senx =1

senx =t , cosxdx = dt, sustituyendo, nos queda,
s 5 4 t3  t? sen*x sen?x
t°+3t* —-t+3)dt=2—+3———+3t+C=

+ 3senx + C

3¢
2 3 > > + sen°x >

f) fVl—dex = Haciendo x=sent ; t=arcsenx ; dx= costdt

[ V1 —sen?t cost dt = [Vcos?t - cost dt = [ cost - cost dt = [ cos?t dt = I%dt =

= [2dt+=[cos2tdt = [~dt+=-=[2cos2t dt ==t +~- sent = ~arcsenx +~x + C
2 2 2 2 2 2 4 2 4

8. Elige el cambio que simplifica las siguientes integrales:

2x% +1
Mg
(420 t=x*+2x, dt=(4x3+2)dx=22x3+ 1)dx
tgx
b) [———dx )
Ccos” x _ —
t=tgx , dt = T
0 Illl(llllx)dr . )
Yo t=Imn(nx) , dt=-%dx=—dx
Inx xlnx
d) [2x°x" —49 - dx
t=x*—49 , dt =4x3dx
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Integrales

J' x+1
v+l +2 S =x+1 , 3t?dt=dx

f) j%dx
I=dx t=1-—4x? , dt = —8xdx

9. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

a) j{élxs +3x37%+\/; dx
X

SI.
lnr
b) )
‘[ Si (fln—xdx—flnx-ldx
X
c) Jsenxcosxdx ;
SI
earcsenxdx _ arcsenx ,
d) j‘—fvaigr— =e +C S
arctgx (arctgx)2 p
e) [ o ——+C Si
J~1n(x+l)dx
f) x NO
senx e
g) [ tgx - cosxdx = [—— cosxdx = [ senxdx = —cosx+C Si
J ¥ —1
hy V1= si
i) Jerds NO
4 2
J-x 722x +1dx
koo si [x*—2x2 + 1= (x? — 1)?]
2 3
i) JY e’ dx NO
10. Resuelve las siguientes integrales:
x 3x 2x
o) [+ e+ ) rwxm—emxﬂﬁ+ﬂ+ﬂm_—+ + +C——qf—+—+c
dx
(lmx+2)= 2
b) J v e
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Integrales

c) J]_Il(COS x)tg x dx

senx
e ln(cosx), dt = - cosx dx = _thCdx =
2 2
=—ftdt=-C 4= o
2 2
X dx
d) j ki
T2 f 1+(x2)2 dx = > aT'Ctg(x )+ C
L €e'dx
! J—u o

Ieem of o dx = arctg(e®) +C

, t= exz, dt = 2xe*’dx , %f costdt = %sent +C = 1sen(e"z) +C

. ‘[nr-(:«:)se)r e dx
) =3

11. Resuelve las siguientes integrales:
a) [(x* +x+1)edx {u =x’+x+1 - du=Q2x+ l)dx}
dv = e*dx - v=[e¥dx =e*
[(x?+x+ DeXdx = (x> + x + De* — [(2x + De*dx =

{ u=2x+1 - du=2dx }

dv=eXdx - v = fede = eX = (xZ + x4+ 1)ex - [(Zx + 1)ex — f Zexdx] =

=(x?+x+1De*—QRx+1e*+2e*+C=(x2—x+2)e*+C
b}jlnxdx { u=lIlnx - du=§dx

} flnxdx=ln|x|x—fxldx=xln|x|—x+C
dv=dx -» wv=[dx=x *

c}jxcosxo’x u=x - du=dx
dv = cosxdx - v = [ cosxdx = senx

[ xcosxdx = xsenx — [ senxdx = xsenx + cosx + C

Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva Jcos (Inx)dx.

H=x—>du=.._.
Para ello, multiplica y divide el integrando por x: _[ o8 .(:n ) "xdx = dy =3 (o x) dx - v= >
X

_ _ [cos(inx) _ u=x - du = dx
I =[cos(lnx)dx = [ ——xdx = {dv — wdx - v = sen(Inx)
= xsen(Inx) — [ sen(Inx)dx.

__ rsen(Inx) _ u=x - du = dx

[ sen(Inx)dx = f—x xdx = {dv = Se“iﬂdx - v = —cos(lnx)

= —xcos(Inx) + [ cos(Inx) dx.
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Integrales

I = xsen(Ilnx) + xcos(Inx) — 1, 2I = xsen(Inx) + xcos(Inx)

I= %x(sen(lnx) + cos(lnx) )+ C

1
d) [ arcsenxdx = [u = arcsenx = du = F=mdx =
dv=1dx »v= X
t
arcsenx-x—f\/%dx= [t=1—x2 —>dt=—2xdx—>_—2=xdx]
dt _ 1
= 1,22 1t2
arcsenx - x — [ =2 = arcsenx - x += [tz dt = arcsenx - x + =+ =
vt 2 2 >

1
= arcsenx - x + tz = arcsenx - x +V1 —x2+C

u; = sen(ax) - du, = a- cos (ax)dx

e) [ senax - e?*dx = - ebx
dv, =e dx—>v1=7

2
= . — —
eP*sen(ax) faebx cos(ax) u, = a- cos(ax) —>b du, ab sen(ax)dx
= —_ = X X
b b ¢ ¢
dl71 —_ b - 7.71 —_ b2

ePXsen(ax) (aebx cos(ax) + fazebx sen(ax)) _
b b2 b2 -

bx bx 2
eP*sen(ax) (ae cos(ax) . a bx )
= - — | senax - e”*dx
b bZ +b2f
beP*sen(ax)—aeb* cos(ax)
b2

2
a
oz | senax - eP¥dx

Haciendo I = [ senax - eP*dx

_ bebP*sen(ax)—aeb® cos(ax) a2
- b2 b?

I I

a? beP*sen(ax)—aeb* cos(ax) a?+b? beP*sen(ax)—aeb* cos(ax)
I+=1= ; I=
b2 b2 b2 b2

eb*sen(ax)—aeb* cos(ax)
aZ+b2

+C

De donde, I = D

12. Resuelve las siguientes primitivas.

dx
a) fxz_4 x2—4=0; x;,=2,x, = =2
1 _ A | B _ A(x+2)+B(x-2) _ _
22 2 x2 wan 1=Ax+2)+B(x—2)
x=m1=4AaA=V4
x=-2; 1=-4B->B=-1/,
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- Integrales

dx [ 1/4 1/4 _
f 2o Aant [ oax= [ Laxt [ Lax

X2
=%f ﬁdx—%fmdx:ilnlx—2|—%lnlx+2| =Z(ln|x—2|—ln|x+2|) =%ln %|+C
dx
b) f(x+1)2
_ _ -2 x+1)1 _—_1
f(x+1)2 f(x+1)2dX—f(X+ )™ dx =0 —X+1+C
d
) f(xx+1x)z (X+1)2 =0; X, =-1,x, =-1
X __A B A(x+1)+B _
(X+1)2_(X+1) (x+1)2_ (x+1)2 - x_A(x+1)+B
x dx 1 -1 1
= d —d = _d _ 1 _Zd —
f(x+1)2 IX+1 X+f(+1)2x fx+1X J(x+ 1) 2dx
x+ 11

1
—lnlx+1|+——+C

=In|x+ 1| — 1

-1

d) f( 1)2 dx , efectuamos la divisidn, obtenemos C(x)=x—2; R(x)=3x+2, luego

3x+2
f(x+1)2dx = J(x=2)dx + [ G dx , comox® +2x + 1 = (x + 1)°
[ madx = [(x=2)dx 42 [ o —dx+2 [ s dx =

X x4+l 4 2x 41— 4C
2 2 x+1

e)f x2+x+1 _f x24x+1 _f x24+x+1
x3— 4-x2+4x T (xZ—ax+a)(0) T (0)(x-2)2

x24+x+1 _ é B C
(O(x-2)2  x  (x-2)  (x—2)2

x2+x+1=A(x—-2)>+B(x)(x—2) +C(x)

1
x=0; 1=4A>A==
4
7
x=2; 7=2C-C= >
1, 3=2-B+i5 - _po>_p
= 1 = — — _— — = — —_ - =
=0 4 27 4 4
X2 +x+1 1 3 7( 1
f—(x)(x—z)z f dx + = f—d + = f 2)2 dx - Zlnlxl +Zln|X — 2| _E(E) +C
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“ Integrales

)f 3x2+1 X 3x%+1 _ A Mx+N
(2x—1)(3x2+2) ' (2x—-1)(3x242)  2x-1 = 3x2+2

->3x2+1=ACBx*+2)+(Mx+N)(2x — 1)

x=0-1=24-N->N=24-1-2(1)-1 SN=2

x=1-4=AG)+M+N)>4=5A+M+N->4=5A+M+24—-1 >M==

x=2->13=14A+ (2M + N)3 » 13 = 14A+ 6M + 3N —>A=l1
3x“+1 7 6x+3 7 6x+3
f(Zx—l)(3x2+2) X = HIZx—l dx f11(3x2+2) X = Zf2x 1 Hf3 2+2
6x+3
_—ln|2x—1|+ f3 =5 d ——ln|2x—1|+ f3 =54 Hf(\/ix)uzdx_
_7 ~ 11 4 Lnl3y2 3 V3x
—221n|2x 1|+111n|3x +2|+ \/_arctan(\/_)+C
x%-2 x%-2 A B 6 C Dx+E
g)f X3(X2+1) X x3(x2+1) %3 x2 ;+ x2+1

>x2=2=A(x*+1) +B(x(x? + 1)) + Cx*>(x> + 1) + (Dx + E)x% -
x=0;,-2=A

x=-1;, -1=—-4—-2B+2C— (-D 4+ E)
x=1,-1=-44+2B+2C+D+E
x=2;2=-10+ 10B + 20C + 8 (2D + E)
x=-2;2=-10—10B + 20C — 8 (2D + E)

3=-2B+2C+D-E
6 =4C+ 2D

27 =30C + 21D + 3E

—-3=10C +11D - 3E

_>F1+F2_)5F1+F3_)_5F1+F4

-B=0,C=3D=-3;E=0-

x2-2
fx3(x2+1)dx— —_Zf dx +3f dx __f 2+1 B
B X2 3 2 1 3 2
__2__2+31n|x|—51n|x +1|+C = ;+3ln|x|—51n|x +1|+C
h)f +2XX2:15X+3dX= (x3+2X2+5x+3)1(X2+1)5 r(x) =4x+1; c(x)=x+2
_f(x+2+4x+1)dx—

= x? +2x+2In(x?+ 1)+ arctg(x) + C

)f x+1 dx - X+1 — A B C Dx+E
(x-1)(x+1)2(x2+1) (x—1)(x+1)2(x2+1) (x-1)  (x+1)2  (x+1) (x2+1)

x+1=A+1D?x?+1D)+Bx—-DE*+D+Cx—-DEx+DE2+ 1)+ Dx+E)(x—1)(x + 1)

292 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra




“ Integrales

x=-1, 0=4B; B=0
x=1, 2=84;, A=4
x =0; 1=4-C—-E
{x=—2; —-1=20-9C+6D—-3E ->C=-7,D=-9E =10
x=12; 3=180+15C + 18D + 9E

—-9x+10
(x 2+1)

dx =

x+1
f (x—1)(x+1)2(x2+1) f d + J-( +1) dx + f

dx+f dx+10 [ dx =

7f( x+1) 2+1) (x2+ 1)

9
=4In|x — 1| — 7In|x + 1| —Elnlx2 + 1| + 10arctgx + C

13. Halla las siguientes primitivas:

a)fsen(§x+1)dx; t=§x+1 %=§—>dx=%

e Ahora sustituimos en la integral y la resolvemos.

2-dt 2 2
jsen(t)T - §-jsen(t) dt — §-(—cost) -

e Sustituimos otra vez t por lo que teniamos y obtendremos el resultado.

2-cos (%x + 1)
o +C
3
b sen(3x) dx = [ =" (3x) dx
) f 31/cos(3x) (cos (3x))%
at dt
t=cos(3x) > — = —sin(3x) -3 —dx = —sen(3x)-3

Ahora lo sustituimos y realizamos la integral

sen{3xy dt 11 1 1171
1 T 3—>f——1§dt—) ——1dt—>—§ —1dt
t3 3%) t3 3t3 t3

1 t3 1 33/cos(3x)? 3,/cos(3x)2+c
q —
2 2

1
3f“d“‘§ 2773

3
( ) COS(X) ( )
COtg X sen(x) Cos(X
c) fsenz(x) f sen?(x) dx - fsen3(x)
= sen(x) (0 = dx = —
=sen(x) ; —=cos(x) »dx = ———;
dx cos(x)
ees@é dt 1
f —>f—dt—>ft‘3dt—>——>——+c
3 2sen(x)?
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Integrales

1

cotg® T ¢
2sen(x)?

sen?(x)

J

d) [

sen2x f
(cos 2x+1)2 -

t=(cos2x+1)

(-2)-sen 2x _ 1
(cos 2x+1)2 2

-1

dt= (—2) - sen 2xdx

(cos2x+1) te

- 2(cos2x+1)

L __4¢

e) [(tanx)?dx=[(1+ (tanx)? —1)dx=[(1+ (tanx)?)dx — [1dx=tanx —x + C

f) [(tanx)? +x+ 1) dx=[(1+ (tanx)? + x)dx = [(1 + (tanx)?) dx + [ x dx =

xZ
=tanx+7+C

tanx tan?x
g)f cos?x 2 +C
x 1-t2
t=tg- cosx =
dx 2
h)f 5 caso general 2 1+t
- 2-d 2
1-sen®x dx = 222 senx = ——
1+t 1+t
4 2t _2_ , . ,
X _ 1+t2 142 (t— _
fl—senzx = -2t / 1+t2-2¢ f(t_l)z dt - T C= 1 +C
142 1+t2 2
dx 1 1
i)/ senx fsenx dx Caso: o = " oon Impar en seno
cosx =t senx = V1 — cos?x = V1 — t?
dt dt
—senxdx = dt; dx = o T
f dx — f — J' 1 . —dt =f 1
senx senx Vi-tZ VJ1-t2 t2
t2-1  t-1 t+1
1=A(t+1)+B(t—-1)
t=1; 1=A2 _>A=%
t=—-1; 1=-2B —>B=—%

1

1 _1
dt—ft%ldt+ft+—21dt

[ &

=3 (lnlcosx - 1]

t2-1
cosx—1

—In|cosx + 1))+ C = Zln
2 cosx+1
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Integrales

j) [ sen’xcosxdx ; senx =t , cosxdx = dt;
3
[ sen?x cosx dx = [ t2dt =%+C = s x+C

k) [sen’xdx; senx = 1_C(2)52x :
[ sen?xdx = [0 =% [(1 = cos 2x)dx =%f1dx—%fc052xdx =
%x—%fcostdx =%x—%-%fc052x-2dx =§x—%sen2x+€ =§—Ser;2x +C
) [sen*xdx ; sen?x = 1_“2’5 2. Ccos?x = 1+CZS 2x

4 _ 2 .52 _ 1—c052x) (1- cost) _ 1-2cos2x+(cos 2x)? _
fsenxdx—f(senx)dx—f( . x=[——dx=| - dx =
=—f1dx——f2c052xdx+ f1+C°S4xdx =§ Senzx+— —fld +— —fcos4xdx =
= Sen2x+ + = —fcos4x-4dx=%x—¥+%+6

m) [(cos x)*dx = [((cos x)?)? dx=%f(1 + cos 2x)?dx =
=%f1+2c052x+(cost)de=%f1dx+%f2c052xdx+%f1+cos4x=
=§f1dx+%f2c052xdx+if1dx+%f4cos4xdx=

=2x+2sen2x +~x +=sendx + C =-sen4x +-sen2x +>x +C
2 2 4 8 8 2 4

n)[ cos(In x) dx
u=cos(In x) dv= dx
1
du = —sen(Inx) ;dx V=X

[cos(Inx)dx = x-coslnx — [ % (— sen(Inx) i) dx=x cos(Inx) + [ sen(Inx) dx
fudv=uv—fvdu
u=sen(Inx) dv=dx

du = cos(In x);dx v=2x

1
x cos(Inx) + xsen(Inx) — J % cos(In x) - dx =

=x cos(Inx) + x sen(Inx) — [ cos(In x)dx
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Integrales

f cos(lnx)dx = xcos(Inx) + xsen(lnx) — f cos(ln x)dx

I = xcos(Inx) + xsen(Inx) — I

_ xcos(Inx) + xsen(Inx)

2] = xcos(Inx) + xsen(Inx);

2
x cos(Inx) + xsen(lnx
jcos(lnx)dx= ( )2 ( )+C
oy  (1+(sinx)? ) (senx)?
)f sinxcosx fSBDXCOSX fseﬂ%cosxdx
*Hacemos la primera integral:
1
—dx
Senx cos x
Sabemos que:
42
tan> =t - dx = szt; senx = iz ; cosx =- tz
2 1+t 1+t 1+t
Sen x COS x = 2t 1-t2 _ 2t—2t3
TO1+t2 14t2 (1+t2)?2
1 (1+t2)® 2 _ 2(1+2)?
fsenxcosx _f 2'5-2’-“3 1+t2 th 263 1+t Tedt= f2t+2t3—2t3—2t5 dt
(1+t2)
2 2
_x o pwe?) o (e?) (1+£2)* 1+t?
2 “f t—t5 dt ft(l—t‘*) dt ft(l tz)(—L-I-F)dt ft(l t2)
14t _ AL B L C 2 _ _ 42 _
st 1tt= AQ—-t) +Bt(1+t)+Ct(1—1t)

*Calculamos A, By C dando valores a t:
Sit=0; 1=A(1-0%); 1=A4
Sit=1; 2=B-1(1+1); 1=B
Sit=-1, 2=2C; 1=C

*Sustituimos los valores:

1 1 1
f( +1—_t+?)dt—1n|t| In|1 —t| +In|1 + ¢|

*Sustituimos t por tan E :

1 X X x
jmdx =In |tan §| —ln|1 — tan §| +ln|1 + tan §|

*Realizamos la segunda integral:

fsenxdx = —In|cosx|
COsSXx
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Integrales

*Por tanto:
1+(sen x)? x x x
f—( (sen x) )dx =1In |tan —| —In |1 — tan —| +In |1 + tan —| — In|cosx| + C =
sen x cos x 2 2 2
o) J dx t=tgx Senx=-——— sen’x = ¢
1+sen?x 8 t2+1 et
dx = de COSX = . COSZX
= 1i2 T Ve T 241

dt

dx 1+t2 2 dt dt 1 dt
f1+sen2x - f 1_|1_+tt2 - f t21:1t+t2 - f2t2+1 - fz(t2+l) = Eft2+l =
tZ+1 t2+1 2 2

1 1
= +C———rctg +C==--—
2 V2 \/; \/_ = V2

Nln—\

\/_ —arctg—= f
2

arctg5* + C = —arctg(V2 - tgx) + C

p) [ sen 5x - cos 4x dx sen(a + B) + sen(a — B)

sena-cosf =

2

f sen (5x+4x)+sen (5x—4x) d

[ sen 5x - cos 4x dx = -

=— (f sen 9x dx + [ sen x dx) ——( [ sen9x - 9dx+fsenxdx)

1

=3 (;-(—cos 9x) + (—cosx))+C = ——(

2

COos 9x

5 +cosx)+C

= lf(sen 9x + sen x)dx =

f dx (=t X
D | 3712 cosx 83

1 —t? 2t
Sen x =

1+ t2 1+ t2

2

=arctgt—> x=2arctgt dx = ——=dt

1+t2
2t
1 —t2

tgx =

2de 2dt 2dt
i dx — 1+t2 ~= 1+t2 = 1+t2 = 2dt
13+12 cos x 12-12t2 13+13t2412-12t2 t2425
13+12( =5 13+ EiAE i e Ll
14t 14t 1+t

tg®
= thzisz dt =2 -éarctg§+ C= %arctg(%) +C

14. Resuelve las siguientes integrales definidas:

3 2 6 3 2 3 2
=44 =(5+5+6)-(T+5+0)=92
3 2 0 3 2 3 2

a) Jj(x2 +x+1)n’x

=2[——dt=

t2+425

1( 9
b) L(x +x+])dx =x_3+x_2+x|1 =(13—3+172+1)—<(_;) (1)2 + (= 1)>
-1
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Integrales

c) Lﬁx\/-‘) +1dx 13 2 1 1 (x2+1)% » 1 2 2 2 3 7
=Ef0 2x(x® + 1)zdx = 3 3 =3 (W32 +1) —((0 +1)2) =3
0
1 x+1
i By =100 22 gy =linjx? 4 2x + 2|, = 2[(In5) — (n1)] = 22
27-1x242x+2 2 -1 2 2
e) rsenxdx
0 = —cosx|§ = —cosm + cos0 = 2

f}f]ﬂﬂfx u=Inx - du=%dx

[ Inxdx = {

}:xlnx—fxldx=xlnx—x+6
dv=dx -v=[dc=x *

fle Inxdx = xlnx — x|¢ = (elne —e) — (1ln1 —1) =1

15.

5
Halla el valor de ¢ que verifica L (2x+1)n’x = f[c]-(S—O) Yy razona su interpretacion geométrica.

5 5 5
f0(2x+1)dx=x2+x|3=30, f(c)=2c+1, 30=(2c+1)5, c=i—0=5
. . . . . . *d

16. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x) = fze Htt

. 1 . .
La funcion g(t) = ——es continua en [2,b], g(x) =e* esderivable,
Por el teorema fundamental del calculo integral:

1
"(x) = -e*
fre) = @
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“ Integrales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.
Pl +1 f"*'[x}
Sabiendo que [x"dx = +Cy [f™(x) fx)ax +C , calcula:
n+1 n+l
1) [x%dx = §+C
4 4 = [ax—Sdy = aX - =1
2) Ixsdx—Mx dx=4—=—+C
dx 1L o 2y S
3) Ixz —fxz dx=[x~2dx= —+C
4) [37dx=37x+C
5) [6x7dx = 6-£ +C
6) [5x# dx = 5 —4‘§/_+c
. 5
7) [5-Vx3dx = [5x2 dx = 5-% =2Vx5+C
2
8) [(3—2x- x4)dx—3x————+C—3x x? ——+C

9) [(2x5- 5x+3)dx—2i——+3x+(]
10) (2 +3x%)dx = [ 4+ 9x6 + 122%dx = 4x + 9% + 125 + C = 4x + 2+ 3x* + ¢
11) [(2-(x% + 2)3dx = [2-((x2)3+(3x2)2-2+3x2-22423)dx= [2-(x6+18x*+12x2+8)dx=

J(2x6 + 36x* + 2422 + 16)dx= 25 +36 - 5 + 24 - + 163+ C

4 7
12) [(1 — x3)%dx = J1-2x3+(x %)% dx= x—2-xT +x7 +C

3_
13) [ x’;”dx = Ig dx-f% dx+f%dx = [1dx fx—lz dx + fxz—gdx =[ (1-x72 + 2x~3)dx=

-2

-1 -1
=x+—+2-—=x+"——-x2+C
1 —2 1

5

2
14) [(-4x3+20)dx =45 +2- 2+ C=- 12;( e

3

a+1

1 aydx = (33— x
15) [(3a-; 5 + 2x%)dx = (3a—)x+2——

+C

1

3 3 _ _3 = x~2 x2 _
16)f—x—3+2—\/—§dx—f—3x +2—3x2dx——3_—2+2x—3T+C—
2

=2 yox—6vx+C
2x
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7 7
17) J(3x5 — +2§/_)dx-—-12—+2 T_"?—%#‘;"S C
5
1 1 1 3 x% xg Zx% 2x§
18) J(1-x)Vx)dx = [Vx — xvxdx =[xz — x - x2 dx=[xz — xzdx = T o=
2 2
19) I"*i—"‘*d = S dx + [ dx — [ 2 dx= Jx o 5 o -J4x~2ax=
—+5x—4 —1 —+5x——+C
20) [(5e* +ﬁ)dx— Isede+J—d -1% d + ]2 dx=
=J5€xdx+f2—xdx—fidx+f5x_2dx = Se"+lx2—§x—5x_1
4 4 4 4
=5e +ix2—2x+i+c
(1+x)2 -1 3 L | xl2  x'2
21)f dx —f(x2+2x+1)(x2)dx=f(x2+2x2+x2)dx— 5, +23/ +1/ +C =
J_
1 2 19 -1 x/2 2x'/2
ZZ)I(\/E—Ex+ﬁ)dx=f(x2—5x+2x2)dx

2Vx3  x2
= =

23) [ Vx (23 + Ddx = f(x%) (x3+ 1)dx = f(x;) (x2)

/2 3/
dx—’;/ +3;/ C=
_2vx? | 2Vad
9 3
-1 7
5 2 _ §_2x2 _x/2 2x'/2 _Zm_ﬂ
2) [ (VxS Sﬁ)dx—f<xz 3>dx—7/2 31/2+C— _Ric
1 £ 3 3x7/2  s5x°/2
25) [Vx (3 — 5x)dx = [(x7) (3 — 5x)dx = [ (3x2 — 5x2) dx = S-S tC=
2 2
=2Vx3 —2Vx5 4+ C
— -1 3 1 -1 5/ 3/ 1/
26) f%d f(xz+x—2)(x7)dx=f(x5+xf—2xT)dx=x—2 Xz

T Uy
27) [ Bx+4)?dx = [3(3x +4)?%dx =

(3x+4) L C = (3x;-4)3 i C
28) [(3x — 7)*dx = %f 3(3x — 7)*dx = (3x 7) LC= (3x1 7)5 +C
—_a\4
29) [ x (x* —4)3dx == [ 2x(x? — 4)dx = —:) o=@,

8
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“ Integrales

Y
30. [ 3x (x% +2)% dx = [ 2x (x? + 2)%dx = —3("22.:2)“ +c=3 8+2) +C
31 (8 +2)222 dx =1 [ +2)23x2dx = T 4 0 =D 4 ¢
3 2 3 2
32.f (x3+3)x2dx=§f(x3+3)3x2dx=(x3;23)+6=¥+c
33. [ (x—2)%%dx = Z(x_2+ C
34. [ (a + x)3dx=@+c
3
35. [ [(x+2)%- (x+2)%]dx = (x:2)4 _ (x;z) +C
3
36. [V3x +12dx = —f 3(3x + 12)2dx _ (3X+;/2) 2. ¢ =2,/(3;;+1z)3 L C
2
1/
37f f(x+3)2d (x+j)2+C 2Wx+3+C
134y — &~D7? -1
38. (x— 1)3 = [(x —1)73dx - +C—2(x_1)2+C
2_,\5
39.f (xz _|_x)4 (2x + 1) dx:%_kc

20. [ = (1+VR)%dx =2 = (1++x) dx =2y ¢

_ (x*-p7t _ t-n! _
41. f(x4 1)2dx—fx3(x - 1) dx——f4x3(x - 1) de—— T tc="——+c=
1

4(x%-1) tc

_ 2 35 _1 2 3, _ 1 (P+97? N _
42. f(x2+4)3dx JxG?+9)Pdx =2 [2x(x* + ) Pdx =5 - F——+c="——+c=
- 4(x2+4)?

1 1 1 1 (x2—7)% (x2—7)%
43.fxvax? —7dx = [x(x? = 7)pdx = [2x(x* = T)zdx = -~ —+c="—F—+c=
2
‘/@237)3+c
44.[(x — 1)(x% —2x + 3)*dx =
_ 2_ 5
—f(2x—2)(x —2x +3)*dx = : @+c=%+c
3x _ 25 Av —
45.fmdx—f3x(1+7x ) Fdx =
1
1 2\ N 2

2 [ 14x(1+ 7x2) 2 dx =2 )R oS L
14 14 : 7
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Integrales

46f( 2 dx=f8x2(x3+2)‘2dx=
X
2 [ 3x? (x3+2)_2dx=§'(x3+2)_1+c:—L
3 3 -1 3(x3+2)
47f§/_dx—f3x(x +3)” 3dx——f2x(x +3)” Sdx =
2
2 3 2 2
%.(x ;3)3+C_w+c
3

48.[ XNT— 2% dx = [ x(1—x?)5 dx = [ 2x(1 — x?)7 dx =

_2i 3[1—x2)%
EONCE S i
2 3 4
3
2 _1 2 1 (x3+5)% _ 44(x3+5)3
49ff/_dx—fx(x +5)4dx f3x(x +5)4dx—3 : te=—""—""+c

3 3
50.f x*(x® — 1)5 dx = 3 [ 3x2(x* — )5 dx =

1 (x3;1)% te= 53/(x3-1)8

3 = 24
5

51.[Vx% —2x*dx = [ Jx2(1 — 2x%) dx = [ xV1 — 2x2%dx = [ x(1 — ZxZ)% dx = —%f —4x(1 —
ZxZ)% dx =

+c

3

1 (1-2x2)2 J(1-2x2)3

—— # + cC = — (T) + C
2
e*+1)*
52.[(e* + 1)3e¥dx = %
sen*x
53.f sen3x(cos x) dx = +c
4.2 2 1 4.2 2 1 cos®x? cos5x?
54.[ x(cos*x*)sen x* dx = —Efo(cos x?)(=senx?)dx = —2-——+c=————+c
x-In(x?+3)

55| ————dx=|In(x 3 dx =

f Z+3 f ( + ) 2+3

2+3 2 2 4
senx

56. dx = [ cos™3x(sen x)dx =

fcos3x f ( )

-3 cos™%x cos™?x 1
—1 [ cos™3x(—sen x)dx = —1- +c= +c=—
2c0s“x
1

57. x ==-In|2e* —-3|+¢

fz ol fz g dx =3l |+
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“ Integrales

6x

58.[ tg°x(sec’x)dx = th +c

sec® 3x 1 3-sec?3x 1
59f d _Efthd —g-ln|tg3x|+c

In(x) 1 _ 1 In? |x| _In?|x|
60.f—3x dx = fln |x| - dx — - tc=—=+c

2. Sabiendo que

J‘%dx ~In|x|+C Y f‘;[[j]]dlen| flx)]+C j@dx =In| f(x)|+C, calcula:

(x)

)fx+2—f—dx—ln|x+2|+C

X+2

dx 1
2)f 3 = 5 n2x =3[+ C

3)fi—x1=fxflldlen|x—1|+c

a)f 2= —zf 2 dx=%1n|x2—1|+C

x2-1 x2-1
5)f —gdx =1 [ =20 = nj2xd — 1] + C
=22 dx=Thnlx® — 1]+ C
7 — 2+2 =;fx22i2dxzzln|x2+2|+c

s)fﬁd =3[ ——dx=In|3x+5| +C

3x+5

2(x+1) 2X+2 1
9)f x2+2x+2 _fx2+2x+2 _fx2+2x+2 - 51n|X2 +2x+2|+C
3
2
10)f(x/§+§)dx=f\/§dx+fidx=%+ln|x| +C
2
2 ¥l
1)f (G+2+VX)dx=[3x2+2 +xzdx_—+21n(x)+§ C=—3x 2
2
d
12)fﬁ = In(|In|x||) + C
dx 1 -1
13)_[&(1_&) = f&(l_&)dx = —medx = — 211’1('1 —\/QD +C
1 1 2 2 1 1
14)f g X _E(f oD dx — | - dx) =>In(|2x - 1]) = ZIn(I2x + 1)) + C
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“ Integrales

15)f ef; dx = In(eX + 1) + C

16)[ o —_dx = —f S dx=2In(e® +3) +C

17)f tan(x) dx = f:i%((xx))dx = —In(]Jcos(x)|) + C

18)f C?SEX)) dx = In(|sin(x)]) + C

19 )fl—()dx = 5In(|In(x)|) + C

20)f sin(x)+cos(x) dx = f (sin(X) + &(X)) dx = f(m + 1) dx = fj:;((i)) dx + f 1dx =

cos(x) cos(x) cos(x) cos(x)

—In(|cos(x)]) + x+ C

21)[ 2 —2 sin(x) )” dx = In(|1 + sin(x?)|) + C

)f sin(x)—cos(x) dx = —In(|sin(x) + cos(x)|) + C

sin(x)+cos(x)

23)fxcotx2dx=§f2 cos(x?) 4o ‘M”

sin(x2)
3.Si [eXdx=e*+C(, [ ef® . £ (x)dx = ef® + C,

X f(x)
X — _a f(x) . f = —a :
Ja¥dx=—+C y [a'® -f(xdx="—+C, calcula:

X gy = 2
1 [3¥dx=—+C

4x _1 4x _ a*
2. [a dx—4f4(a ydx =——+C

3. [eXdx=-1[(-1D(e™¥)dx = ;—i+ C

4. [4e%*dx = 4(3) [3(e%)dx = 4633" .

5. [(3x%- e D) dx =eX*2 +C

6. [(4e"™)dx =4 (-1 [(-D(e*¥)dx = —4(e*™*) + C

7. J2eydx =1 [[3x2(e")]dx = T +C

8. [(e* +1)?dx = [[(e)? + 2(e¥)(1) + 12]dx = [ eXdx + [ 2e¥dx + [ 1dx =

=%f262xdx+f23xdx+f1dx=?+Zex+x+c
2
9- f(ex +eix) dx = f(ex + e—x)de :J'[(ex)z + Z(ex)(e_x) + (e_x)z]dx
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" Integrales

2x
+C
2

e

:fezxdx+f2dx+fe—2xdx:?4_236_
10. [(e* +x)dx = [[(e%)? + 2(e)(x®) + (x)?]dx =
= %f 2e2% dx + f 2(e*)(x®) dx (por partes) + fxlzdx _

13
= %ez" +2e*(x® — 6x5 + 30x* — 120x° + 360x? — 720x + 720 ) +>—+C -
_(o—x%+2
11, [ e *2xdx = = [ e 2 (—2x)dx = L) . )i c

Inx
12. ferx=f§dx=fdx=x+C

1

2 1 1 1
ex - 1 -1 -2 -1
13. | —dx=[ex?-=dx=—|ex?2-—dx =—ex2+(C
fx3 f x3 2 f x3 2

w

sinx2

14. [ xeSin®* cosx? dx = %fo esSin** cos x2 dy = 2 —+C
—_ _p3cC0S2x
15. [(e3°°s%*sin 2x)dx =?1f(—6) (€305 2% 5in 2x)dx = — —+C
e‘/} 1 e‘/} 2e‘/}
17. fecosxsinxdx — _fecosx (—sinx) dx = —e08* +C
N 2 2
18. f(i_ ex—3> dx = ix —eX34C
2e 2e
tan2x
19. [etan2%gec? 2x dx = %f 2e'AN2X gac2 2y dx = £ —+C

2 2 2 2 2(1 2 1 (33+5%7
20. [ 2 (3345 dx = 2 [ 235 )dx = 2 () [ 10x3¥5)dx = - () + ¢

3-5x2

In2

2 1 2 1 1 2 -1
f§(23-5x Ydx = —f x(2875)dx == (— 0 f(—10x)(23-5x )dx = ETRS

> > )+ C

4.Sabiendo que [sinxdx=—cosx+C, [ f'(x)-sinf(x)=—cosf(x)+C,
[cosxdx =sinx+C y [cosf(x)-f'(x)=sinf(x)+C calcula:

—cos(2x+8)

: R _
1. [sin(2x + 8)dx = 2fsm(Zx + 8)2dx = :

+C

2. fsinx;dx = 2fsin(§)(%)dx = -2 cos§+ C

sin 3x
3

+C

1
3. [cos3xdx= gf 3(cos(3x)dx) =

—cos x?

4. [ xsinx?dx =%f 2x(sinx?) dx = —

+C

3sinx—2cosx 1 . —-3cosx sinx
5. f(f)dx=zf(3smx—2cosx)dx= ———+C
. 1 . — COS 2x
6. [sin2xdx=-[2(sin2x)dx =——+C
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“ Integrales

7. [e*cose*dx =sine* +C
8. [xcos(2x?) - sin(2x?)dx = if 4x cos(2x?) - sin(2x?)dx = —%cos(ZxZ) +C

9. f@dx =f% -sin(lnx) dx = — cos(inx) + C

7. Si

T TR fx)
= ﬂ’x—j{l+tg x}tr—tgx+("}"_[cn3

cos~x 5 1

}a’x = [l + tng{_r}]- [x)dx=tg flx)+C, calcula:

1) [x(1+tanx?)dx = %f 2x(1 +tanx?) dx = %tan(xz) +C

2) [(1+tanx)?dx = [(1+ tan?x + 2tanx)dx = [((1 + tan?x) + 2tanx)dx = tanx —

Zf_smxdx =tanx — 2In|cos x| + C
CosXx
3) ftan23xdx=f(1—1+tan23x)dx=§f3(1+tan23x)dx—f1dx=

=§-tan3x—x+C

6. Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:

40 (44 L g 1o g4 1 t5 t5 (245%)°
1) [(Q2+5x)%dx=[t sdt-sft dt=;-—=—="""—+c
t=245x dt=5dx9dx=%dt

t7_t7 _(3+4%)7

60— (6.1 3. 10 16 1
2) [ (3+4x)°dx=[t L at= ftdt— = s

+c

=3+4x dt =4x dx—>dx = idt

t% t® (3+x2)°

3) [6x(3+x%)5dx=[6x - t5 - —dt=[ 3t3dt=3[ t3dt="—="=CT 1 4 ¢
t=3+x2 , dt=2xdx>dx=_dt
Y [t o= [ 1 Jlde + [ 5 Jlde= [7de + [ [5lde=
2f Blde +2 [ 12122 Blde + 2 f [e721de=2Infe] + 2 S =2in)e) - X
ZInjt] = —5=>In|5 + 4x| — 8(5f4x)2
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Integrales

t=5+4x , dt=4dx>dx = idt

3 4
5) [ (V3+2x + Y3+ 2x)dx=[ (Ve + V1) -Sdt=2 [ (&7 + ts)dt—§ T4
2 3
_3+3t3 x/__l_s\/_ J(3+2x)3 3\/(3+2x)4
T3 8 3 8 3 8
t=3+2x

 dt=2dx>dx =§dt

6) JC 2x)d f(“) —dt f( Zdt= f(—ﬁdt"f( —)dt=
= [ (dt —4f Bde=[ t72dt —af tPde="0 T 2y Ty
t=e* , dt=ec¥dx>dx=—dt=-dt
7) [ sin®(x) - cos(x)dx=/ t3 - cos(x) -ﬁ(x)dt:f £3de=1=S0 )

t =sin(x) , dt=cos(x)dx—>dx = Cosl(x) dt

8) f(::;gg Ydx=[ (2 ﬁ =] = dt = —In|t|=—In|cos(x)| + ¢
t =cos(x) , dt = —sin(x)dx—>dx = sm(lx) dt

9) [ (S Edr=f (B0 o de=f (dt=[ =T e

3 3t3 3sin3(x)

t = sin(x)

, dt =cos(x)dx—>dx = !

cos(x)

10) [ xVx? + 4dx=] x/t - —dt f(—)dt f( )dt_tz 262 2 3Z+ )2

s s 3 T¢
t=x2+4 dt=2xdx%dx=%dt
11) [ Eydx= G2 Dat=[ CDydt=f (Hde + [ (Z)de=
[t-t73dt + [ 3t73de=[ t2dt + [ 3t73dt=— UL S W

= +c
-2t 2t2 eX¥ 22X

292 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS

IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es

llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde




Integrales

t=e* |  dt=e*dx>dx =elxdt =%dt

LA dt=[ ( ”Z)dt [ (—)dt+ [ (—)dt—
[ (—t) - t™*dt + [ 2c7*dt=] (—t~3)dt + [ 2t‘4dt=; - Zt: - e_;x - Ze:x +c
t=e* , dt=edx>dx = eixdt =ldt
13) f(x 2\/_) dx
2vx 2_4\x+4 x2 4 1 _3 1
a2k " ax = (Y e = 1 (G-t B ax = 2 (f1de -4 fx T dx + 4 f Ldx) =

1
1 4% -1 8
—3<x 4_1+4ln|x|>+C—3(x+ﬁ+4ln|x|)+C

2

2
14) | %dx

(2+3v%)? 1 22412/x+9x 1 4 12vx | 9x 1 4 _1 _
= dx—zf(—)dx—zf(;— +;)dx—z(f;dx+12fx2dx+f9dx)—

X X

1
=§<4ln|x|+12§+9x)+c In|x| + 6vx + =+ C

2
15) [senVxdx ; x=t* ; dx=2tdt ; t=+x

[ senVt22tdt = [ sent2tdt u=2t, du=2dt ; dv=sentdt, v=-cost
[ sent2tdt = —2tcost + [ cost2dt = —2tcost + 2sent + C = 2+/xcosvx + 2senv/x + C

7. Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracién por partes.
1) [3xcosxdx= (dv=cosx dx u=3x ; v=senx du=3dx)

=3x-(senx)-fsenx-3dx=3x-senx+3-cosx+C

2) Ix?-senxdx = (dv=senxdx u=x?; v=-cosx du=2xdx)
=x2 - (-cos x) - [ (- cos x)- 2x dx = (dv=-cosxdx u=2x; v=-senx du=2dx)
=(x*-(-cosx))—[2x-(-senx)-[(-senx)-2dx]=
=x?-(-cosx)+2x-(senx)-2-(-cosx)+C=
=-x?cosx+2xsenx+2cosx+C
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Integrales

3) [x*Inxdx= (dv=x2dx wu=Inx ; v=x? du=;)
3 3 3 3
=Inxx-x—-jx—-1dx=Inx-x—-Jx—dx=
331 3 x 5 33 3x
=lnx-=-Zfx2dx=Inx-=-Z+C
3 3 3 9
1 3
4) [Vx-Inxdx= (dv=vxdx=xzdx u=lnx; v==§ du=%dx)
3 3 3 1 ’
x-S Zdx = x-S dx=
2 2 2
% 2 1 x% 2 xi x% 4x§
=Inx-G-2fxzdx=Inx-2-=- S =Inx-5-=+C
z 3 2 2 2 2 0
5) 2% dx= (dv=x"2dx u=Inx ; v=* du == dx)
x2 ! -1 X
-1 -1 -1 -1
=fInx-x2dx=lnx-2—- % Zdx=Inx-Z—- X _dx=
. ) -1 ) —11 x 1—1){_1 —-X
=Inx-x—+j—2dx=-lnx—+j—2dx=-lnx—+—+C=
;1 1x x x x -1
=-Inx ——=+C
X X
6) J2e*-cosxdx=
Cambios 1 Cambios 2
dv = cos x dx vV =sen X dv = sen x V = - COS X
u=2e* du =2e*dx u=2e* du=2e* dx
(cambios 1) =2e* -senx-[senx-2e*dx=
(cambios 2) = 2e* -senx—[2e* - (-cosx)-[(-cosx)-2e*dx)]=
=2e* -senx—[2e* - (-cosx)+[cosx-2e*dx]=
=2e* -senx +2e* - cosx - Jcosx-2e* dx] (haciendo Jcos x * 2e¥*dx =1)

|=2e¥-senx+2e*-cosx -
21 =2e* - sen x + 2e*- cos x

l=e*-senx-e* cosx+C

7) [ 2e* - senx dx

- Férmula: fu-dv=u-v—[v-du
- u=2e* >du=2e*dx
- dv = senxdx - v = [ senx dx = —cosx

[ 2e*-senx dx = 2e* - (—cosx) — [ — cos x - 2e¥dx = 2e* - (—cosx) + [ cosx - 2e¥dx =
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Integrales

Repetimos el método de integracidén por partes:

- u=2e*->du=2e*dx

- dv = cosxdx - v = [ cosx dx = senx
= 2e* - (—cosx) + 2e* - senx — [ senx - 2e*dx
Hacemos [ senx - 2eX =1 de donde,
I = 2e* - (—cosx) + 2e* - senx — |
21 = 2e* - (—cosx) + 2e* - senx
I =e*  (—cosx) + e* - senx

I =e*-(senx —cosx)+ C

8) [ e* - cos3x dx
- u=e*->du=e dx
- dv = cos3xdx - v = [ cos3x dx = % - sen3x

eX eX eX 1
J e - cos3xdx = —-sen3x — [ — sen3xdx = —-sen3x — - [ e* sen3x dx =

Repetimos el método de integracidn por partes:
- u=e*->du=e*dx
- dv =sen3xdx - v = [ sen3x dx = —%cos?,x

= e3—xsen3x - é (—e3—x - c0s3x — é - [ e*(—cos3x) dx)
Hacemos f eXcos3x dx = I, de donde,

e* e~ 1
I = ?senSx +?cos?>x -5 I

10 e* e*
5 I = 5 sen3x + ?cos3x

cos3x
3

I=%-(358n3x+ )+C

4-2 x?
X

9) [ - In(x)dx

- u=ln(x)—>du=idx

dx—>v=f(g—Zx)dX:éL-ln(x)—x2

4-2 x?

- dv=

S22 n(x) dx = In(x) - (4 In(x) — x) — f%- (In(x) — x)dx =

=In(x) - (4 - In(x) — x?) — (—4x + f% -In(x) dx) =

=In(x) - (4-In(x) — x?) +4x—4f¥dx =
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Integrales

4In?(x)

=4In%(x) — x%In(x) + 4x — =2In%(x) —x?In(x) + 4x + C

8. Halla el valor de las siguientes integrales racionales:
2
1 dx
) fx2+1

Las raices del denominador son raices complejas.

x>+1=0; x=+i luego:

f x2+1

3
2)| ——dx
)f 2x2+42
Las raices del denominador son raices complejas.

2x>+2=0; x= +i luego:

3arctan (x)

— +C

3 3 3
f2X2+2 dx —fm X = Efx2+1dx = sarctan(x) + C =
3
3)§dx
La raiz del denominador es una raiz real simple.
x—3=0; x=3 luego:

3 1
f;dszfdez 3ln|x—3|+C

2
4) f3x2+3 dx

J‘ 2 p _f 2 4 _Zf 1 4 2 " ()_I_C_Zarctan(x)_l_c
3x2+3 0 ) 302+ 1) T3) 2T AN -3

5) f 2+3

5
x = —1 2
fx2+3 f(2+3) 3nlx +3|+C

3x-2
6) fx;+1d

3x-2 3x 1 31n|x2+1]
dx = ( - ) == x—2 dx = ———— — 2arctan(x) + C
fx2+1 f X241 x2+41 fx2+1 fx2+1 2 ( )+
f (ZX 3) d
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“ Integrales

f(ZX 3) dx _J‘4X+9 12Xd —f dx +f 12Xd +f—dX—
=§fdx—4f;dx+3fx—2dx=§x—4ln|x|+3fx‘2dx=

-1
=£X_4'ln|X| +3X—+C=EX—4lnlxl _E+C
3 -1 3 X

f X+2

Segun la division euclidea, obtenemos:

C(x)=1 R(x)=1 Q(x)=x+1

fﬂd —f(1+$)dx=fldx+fﬁdx=x+ln|x+1|+C

x—-1
9.[/ —d
Segun la divisién euclidea, obtenemos:
C(x)=1 R(x)=-2 Q(x)=x+1
x—1 -2 -2
Jgdx=[QA+_Ddx=[1ldx+[_~dx=x—2Injx+ 1| +C

10) J-Sx 1
Efectuando la division obtenemos: C(x): 3 R(x): =10 Q(x):x+3
P(x) f R(x)
dx C(x)dx+ dx
Q) QM)
3x—1
j dx=f3dx+(—10)f dx; 3x —10In(Jx + 3|) + C
x+3 x+3
= dx; C(x): 3x R(x): 12x Q(x): x? — 4
12x
f * —J3 d +6j 6 g 3 6n(x? 4D +
x2_4x— x dx x2_4x,2 n(|x
3
12) f?;L_dx; C(x):3x  R(x): 3x Q(x): x — 1
f3xdx+ f(z 1)dx —+ ln(lx —-1D+cC
13) fx P42 dx; efectuando la division obtenemos C(x) = x; R(x) = 2; de donde
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Integrales

fX2+2X+2

— dx=f(x)dx+f}(2:dx=f(x)dx+2fﬁdx=X7+21n|x+2|+C

14) fMdX' efectuando la divisién, C(x) = x? + 6x + 10; R(x) = -25; de donde
fw = [(x? 4+ 6x + 10)dx+f—dx—

X—2

=f(xz+6x+10)dx—25f—dx=x—+3x2+10x—251n|x—2| +C
X—2 3

A B 1

1
ooan w2 T wes 2 = A(x+2) + B(x-2), sustituyendo porx=yx=-2,A = 7 ,B = —3
fm f d +f—d f dX+f—2(+2) —f—d —fde—
Lp2 ——f—dx——lnlx—2|——ln|x+2|+C =llnﬂ|+c
27 2x-2 2x+2 2 Ix+2
3x +2
16) [ 5
1. Se analizan las raices del denominador: x> +3x = 0;x(x +3)=0->x=0;x = -3
2. Se escribe la descomposicidn en fracciones simples:
3x +2 A N B
x2+3x x (x+3)
3. Para hallar Ay B, se sustituye la x por el valor de las raices:
3x +2 =A(x +3) + Bx
2
x=0- 2=3A—>A=§
x=-3->-7=-3B-B
4. Se escribe la integral como suma de integrales:
f3x+2 —f/3d + [ s dx = ln|x|+zln|x+3|+C
x2+3x (x+3) 3
17) f 4x +3
1. Se analizan las raices del denominador: x2 —1=0;x =Vl o x=1,x = -1
2. Se escribe la descomposicidn en fracciones simples:
4x +3 A 4 B
x2—1 (x—-1) (x+1)
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Integrales

3. Para hallar Ay B, se sustituye la x por el valor de las raices:

4x+3=Ax+1)+B(x—-1)

4. Se escribe la integral como suma de integrales:

4x43 /2 1, 7 _ 1
f f d f—(x+1)dx— 2lnlx 1|+21n|x+1|+C

18) [

> dx
x“+6x+9

1. Alser el grado del polinomio del numerador igual que el del denominador, debemos realizar la
divisién de estos, 3x2: (x? + 6x + 9) — y obtenemos como cociente 3 y como resto —18x —

27

—18x-27
x2+6x+9

—18x—-27
x2+6x+9

a. Obtenemos la siguiente integral: [ 3dx + [ dx »3x+ [ ——

2. Conla nueva integral obtenida, realizamos el procedimiento habitual para integrales racionales:

a. lgualamos el polinomio del divisor a cero: x2 + 6x + 9 = 0 - x = —3 (doble)

-18x—27 _ A B
x2+6x+9  x+3  (x+3)2

b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

—18x — 27 = A(x + 3)> + B(x + 3)
Sustituimos x por un valor cualquiera:

x=—2->9=A+4+B; x=-1--9=44A+4B

27 45
Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido: 4 = — 5 B = 5
3. Gracias a este procedimiento hemos obtenido:
=z s 27  d 45 » d
X X
3x + dx+ dx =3x—— | —+— =
f f (x +3)2 2 Y x+3 2 Y (x+3)2
45 (x-3 27 45 1
3x——ln|x+3|+ Q—Sx——ln|x+3|——-—+6

-1 2 2 x+3
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Integrales

x+2
19)f x2-5x+6 dx
1. Como el grado del polinomio del denominador es superior al del polinomio del numerador, utili-

zamos el procedimiento habitual para estos casos:

a. lgualamos el polinomio del denominadoracero: x> —5x + 6 =0 > x; = 3;x, = 2
b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

S = b s+ 2=A(x—2) + b(x - 3)

x2-5x+6  x-3

Sustituimos x por un valor cualquiera:
x=2—->4=—-B > B =-—4; x=3->5=4
2. Gracias a este procedimiento obtenemos:

5 —4
fgdx+fﬁdx =5In|x —3| —4ln|x 2|+ C

3x-2
24+4

20)
1. Como el grado del polinomio del denominador es superior al del polinomio del numerador, utili-
zamos el procedimiento habitual para estos casos:
a. lgualamos el polinomio del divisor a cero: x> —4x + 4 = 0 —» x = 2 (doble)

b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

sx2 _ A, B g o B
x2—4x+4  x-2 + (x—2)2 - 3x—2 A(X 2) + B(x 2)

Sustituimos x por un valor cualquiera:x =3 ->7=A+B;x=1-1=A—-B
Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido: A = 4;B = 3

2. Gracias a este procedimiento obtenemos:

[+

—_2)—1
dx=4ln|x—2|+3-%=4ln|x—2|—%+c

3x+1

21) fx3 4x2+3x dx
3x+1 _ 3x+1 _A B C 3x+1 _ A(x—-3)(x—1)+Bx(x—1)+Cx(x—3)
3_4x243x  x(x-3)(x-1) x x-3 x-1 x(x=3)(x-1) x(x—-3)(x—1)

3x+ 1= (Ax—3A)(x — 1) + Bx? — Bx + Cx? — 3Cx
3x + 1 = Ax? — Ax — 3Ax + 3A + Bx? — Bx + Cx? — 3Cx
3x+ 1= (A+B+C)x? — (4A+ B+ 3C)x + 3A
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“ Integrales

A+B+C=0
—(4A+B+3C) =3

1
3A=1=A=-=
3
1+B+C—0 B+C= 1 B+C= L
3 - R -3 _ _ 4 _
4 —2C—4=>C—_—2=>C——2

4 4
s +B+3C=3 (B+3C=3-5(-B-3C=3+;

w| v

1
B=-A-C=-3;-(-2)=B=

5

1
3x+1 3 3
f—x X dx=f§dx+ij

3-4x2+3x

-2 1 ,dx 5, dx dx
3dX+fEdX:§f;+§fE—2 —_— =

x-1

=2In(x) +>In(x— 3) - 2In(x - 1) + C

22) f—x2+3_+2 dx efectuando la division obtenemos, C(x) =2; R(x)=-6x—-5, de donde,
_ (6X+5) 6x+5 _
—=C+7 =>fx2+3 +2dx f2dx+f ~dx= 2fdx—fx2+3x+2dx =1, +1,
11=2fdx=2x+C
I = [2X*2 6x45 _ A L B
2 7 J x243x+2 (x+2)(x+1)  x+2 = x+1
6x+5 _ A+1)+B(x+2) _
KIOGID D 6x +5 = Ax+ A+ Bx + 2B
6x+5=(A+B)x+A+2B
A+B=6
A+2B=5
B=-1
A=7
f—d +f—dx— f—— X—— 7In(x +2) —In(x+ 1) + C

[2L Gy = 2x — 7In(x + 2) — In(x + 1) + C

X2+3x+2

23) fx2—4x+4- dx
x-1  _ x-1 A B x-1 _ A+B(x-2) 4 _
X2—ax+4  (x=2)2  (x=2)2 | (x=2) _ (x=2)2  (x-2)2 =x—1=A+Bx—2B
B=1
A—ZB=—1=>A—2(1)=_1=>A=1
| —dx =L +1
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" Integrales

dx Z=X—2_ az -2 -z _ -
Il=f—(x_2)2dx{dz=dx— 2= [z72dz +c “+C=——=+C
z =x-2_ (dz _ _ _
I, dz—dx Jz—ln(z)+C—ln|x 2|+ C
fxz 4X+4dx = ——+ln(x— 2)+C
3x—1 3x—-1 3x—-1
24) fx2+6x+9 X= f(x+3)(x+3) dx = f(x+3)2 dx
3x -1 A B 3x—-1 _ A+B(x+3)
(x+3)2 ~ (x+3)2  (x+3) (x+3)2 ~ (x+3)2

3x —1=A+B(x+3)
x=-33-(=3)—1=A4A+B(-3+3) » A=10

18
x=3;3-3—1=—10+B(3+3)—>8=—10+6B—>B=?=3
3x-1 _ - _ _
fx2+6x+9 f(+3)2d +f(+3)dx Of 3)2dx+3f(+3) B

—10- (x+3)

+31n|x+3|+C—

9. Halla el valor de las siguientes integrales definidas

3d
1) [} 5=k ppdx = 307 pdx = Sin(lxD|§ = 33D = SIn(11) = JIn(3)
3 x
2) [y gmdx=[)pdt =2 ) rde = 2in(leD|3 = JinClx? ~ 1D[§ = SIn(13? 1) -

2In(|22 - 1[) = 2In (g)

%n i = 5?7: — 57 m\) _ -1+V2
3) f% sin(x) dx = — cos(x)| 5= —cos (?) — (—cos (Z)) = —

a) fg sin(3x) dx = [225%at =2 [#sin(t) dt = (—cos(t))
6 6

:_M_<_M>: 2

1
n 3 3 6
6

2= (—cos(3x))| 3 =
: G

cos(3x)
3

5) fj4|X|dX= f_°4(—x)dx+f04xdx=—’;—2|_°4+xz—2|3=8+8= 16

6) f—ll (sz - 2x +%) dx = f—ll 3x* dx — f_11 2x dx + f—11%dx - (X3 — x? +%x)| L=
(P-12+2 1) = (0° - D741 1) =
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Integrales

N (S -D)de= [F, Zdx— 7 dx = 2In(lx + 2]) — 3In(lx = 3D)| 4 = 101n(2)

x+2 x-3 1x+2

D R L e i e e DA

3 1
9 fZ x(lnx)3 dx

. -3, (lnx)‘2 . 1
fx (Inx)3 dx = f(ln x) 2 2-(Inx)2
31 13 1 1
fz x-(lnx)3 dx - 2'(1nx)2 5 - - 2~(ln 3)2 2-(ln 2)2 - _01414 + 1;04‘ —_ 0;626

10) f_oz (er + )dx
(e + 2)dx = ferrdx + o5 - 3dx=L[ o™ 2dx — [ e~ (-3) dx
=le e 4

5m
11) [z* (senx — cosx)% dx
4

5T 5T

ff (senx — cosx)?dx = ff (sen?x — 2 senxcosx + cos? x)dx =
4 4

5TC 5TC

—fﬂ_ 1 — cos? x—25enxcosx+coszx)dx=(x—senzx)|§=
4

=[5 — sen?=T| — [% - senT] = [5,23] - [0,79] = 4,4u?

10. Halla el valor de b para que se cumpla f_bl(be — 3x¥)dx = —12.
1. Se resuelve la integral con la incégnita b:

b x2 x31°
f (2bx — 3x?)dx = 2b7 — 3? = bx? — x3]%,

1 1
2. Sustituimos los limites de integracién:

(b-b2=b3)—(b--1D)>-(-1D»=b3-b>*-b—-1=-b—-1
3. lgualamos el resultado a -12:
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Integrales

-b-1=-12->-b=-124+1->-b=-11->b=11

Resultado: b=11

11. Halla el area entre la funcién f(x) = x* — 4x, el eje de abscisas, y las rectas x=1 y x=6.

1. Hacemos el grafico:

_.‘
3l
@)

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcidn:
f)=x*—4x->x*—4x=0-x(x-4)=0->x%=0, x,=4%

3. Hallamos el area de las dos zonas de areas obtenidas; de x=1 a x=4, y de x=4 a x=6:
4 2 X3 XZ 4 x3 214 43 2 13 2
[la?—ande =S -4%| =L -2t = (L -2-4)-(3-2-1?)=-9
3 21y 3 3 3
Como es un area tomamos su valor positivo, 9.
32

f46(x2—4x)dx=x—:—4x72]j=’;—3—2x2]2= (2—3—2-62)—(§—2-42)=?

4, Sumamos ambas areas:

32 +(9) 59
- =— u.aq.
; 3 3
/ 9
Resultado: El drea es < -u.a.
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Integrales

12. Halla el area limitada por la funcidn f(x) = 0,5 + cosx, el eje de abcisas y las rectas x =0y x = Tt.

a=0
i b=m
/\ ' c=054+cosx=0; cosx=-0,5
2y ; 2&// x = arccos(—=0,5) = 2?”

-2

-3

-4

At=A1+A2;

2T

2T
0,5dx + fo? cos xdx = (0,5x + sinx) {? =
0

M;ﬁf@ﬂx=j?m5+cwxﬂx=j?
=[05(%) +sin (£)] - [0,5(0) + sin(0)] = 1,08 — 0 = 1,081
A2=|fcb f(x)dx| = = |[0,5(T[) + sen(m)] — [0,5 (2?”) +
sin(3)]| = 0,55

At=1,08+0,55= 1,63u?

/s
fﬁ(O,S + cos x)dx| = |(0,5x + senx) {2_11
3 3

13. Halla el 4rea de la region limitada por la funcién f(x) = x3 — x* — 6x y el eje de abscisas.
1. Hacemos el grafico:

IS

™
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Integrales

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcién:
fX)=x3-x2—-6x->x3—x2-6x=0->x(x*?—x—-6)=0-> x,=0,x, =
_2,x3 =3

3. Hallamos el drea de las dos zonas obtenidas; de x=-2 a x=0, y de x=0 a x=3:

0 3
J (x3 —x% —6x)dx — J (x3 —x? — 6x)dx =
-2 0

x* x3320 x* x3323_
R R U

(B -2 3. (-22) - (3 -2 -3-32) = 104202 0

4 3

, 125
Resultado: El areaes -, U

. .. .. 1
14. Calcula el area de la porcién del plano que limitan las curvas y = Exz —x+1ley-x-1=0

Area = f04 [(X +1) - (%x2 -x+ 1)] dx = f04 ze + 2x) dx = G -§+ xz)]z =8.a

15. Halla el area delimitada por las graficas:
a) M =vVxy glx)=x°
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:
Vx =x2%; (\/§)2=(x2)2 sox=x*; xt*—x=0 ; x(x3-1)=0
x=0

x3-1)=0; x3=1; x=V1 ; =x=1
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“ Integrales

Los puntos de corte son x=0 y x=1.

Area=[ (f (x) — g(x)) dx = [, (Vx — x?) dx = [, (x'/2 — x?) dx =
(E2) - (270 - (3) - ) = e

2vxd k3|1 _ 23231 _
3 3|l0” 3 0~

3

b) fx) =x*+x+4 y g(x) = —x?>+2x+5
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:
X>+x+4=—x*4+2x+5 ; 2x°—-x—-1=0 ; x=1 ; x=—=

1
Los puntos de corte son x=1y x=— 3

Area=|[1(f(x) — g(x))dx|=|f_11((x2 +x+4)—(—x*+2x+5)) dx|=|f_11(x2 +x+4 +x%—2x—
2 2 2
3 1 2

| fh2x? — o — I 2SN R I 1 E S R ) I ) I AR AN

5)dx|— f_%(Zx x 1)dx|— 3 2 x]_l - (3 2 1) ( 3 2 ( 2)) N
5 7 5 7 9 9
(=2) -Gl =|-2-%l=|-3 =3 wa=1125ua
LA
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Integrales

Ejercicios Autoevaluacion

1) Los valores de a, b y c para los que F(x) = ax® — be* + ¢ sin x es una primitiva de la funcién
f(x) = 3x* —7e* + 5 cos x son:

F(x) = ax® — be* + csinx
f(x) =3x%—7e* +5cosx
F(x)= f(x)
F'(x) = 3ax? — be* + ccosx
a=1 b=7 c=5
La respuesta correcta es la b)

2) Laintegral indefinidaf xV2x2 + 3 dx vale:

1 1
[xV2x%2+3dx = [x(2x? +3)2dx = if4x(2x2 +3)zdx =
1 (2x? +3)2 + (= J(2x2+3)3 +C

= 6
2

La respuesta correcta es la b)

3) La integral | senzx

sen*x+ cos*x

hacemos el cambio t = sen?x dt = 2senxcosxdx = sen2xdx

cos*x = (cos?x)? = (1 — sen?x)? = (1 —t)2=1-2t+t?

sen2x _ dt _ _ _
fsen4x+ cos*x X = ft2+1—2t+t2 o f2t2+1—2t f (t2+ ) -
1 1 1
—dt= | ———+ = dt == ———dt =
2(t2—t+%) fZ(tz t+- +—) f (( 2) +4) zf(t_%)zﬁ

2

sen?x—1
arctan —= | = —arctan(cos2x) + C

NIH
NI>—‘|H
NIH
NIHIH

La respuesta correcta a este apartado es la d)

t__
arctan < ) =
E
earcsenx

4) Al integrar por partes f i dx se obtiene:

1

X = senu, U = arcsenx, du =
1-x2

J e'sinu du = —e%cosu — j(—e“ cosu)du = —e* cosu — (— f e cosudu)

= —e%cosu— (— (e” sinu — f e%sinu du))

Porlotanto [e“sinu du = —e%cosu— (e*sinu — [ e*sinu du)
. U s e%cosu . e%sinu ..
Despejamos [ e sinu du = — -— +—— sustituimos en u = arcsenx
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Integrales

e’ X cosarcsenx e Xsinarcsenx o 1 . cenx >
- > + > simplificamos = —Ee (\/ 1—x— x) +C
La respuesta a este apartado es la d)
. 2x+2
5) La integral | ————vale
) g fx2+4x+13
2x+4)-2 2x+4 2x+4 2
flxn-z g g x| = [ g [ _dx =
2+4x+13 x2+4x+13 2+4x+13 x2+4x+13 (x+2)2+49

=In(x? + 4x + 13) — garctan% +C

La respuesta correcta a este apartado es la a)

6) La integral | ———— vale
) g f enzxcoszx
t=tgx senx=-—— sen?x = ¢
=% Ve T2+l
dx = 3£ cosx = — cos2x = —
1+t2 VtZ+1 t2+1
d £ 241 1 1
X 1+t2 e+ d (
= = t = 1+=)dt=t—=+4+C =tgx —cotgx + C
fsenzxcoszx f t2 1 f t2 f t2 t ) g
t241t241

La respuesta a este apartado es la d)
7) Llaintegral definida f: cos x dx vale:
1
/[
f cosx dx = sinx] 0= sint — (sin0) =0
0

La respuesta correcta es la c)
8) Para hallar el 4rea comprendida entre la funcién f(x) = —x2 + 4x, el eje de abscisas y las rectas
x=0 y x=4, debemos representar dicha funcion y ver el area que comprende:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos donde corta la funcién con el eje y con las rectas,
comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.
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Integrales

o X 4x?|4
j(.) (—x* +4x)dx = _?+T 0
La respuesta correcta es la b)
9) Para hallar el d&rea comprendida entre las funciones f(x) = —x? +4x vy

g(x) = x, debemos representar ambas funciones y ver el drea que comprenden:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos el donde corta f(x) con g(x), debemos sacar los puntos de
corte y, una vez hallados comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.

Puntos de corte: Para hallarlos debemos igualar las funciones y despejar la incognita “x”.
—x?+4x=x
0=x?—3x
0=x(x—-23)
x=0
x =3

Ahora ya podemos aplicar la regla de Barrow:

JoTx + 4x) — ] dx= [ (—x + 3x)dx = — 2 + 22

0
33 3-3%2 9
(‘?* Z )‘“’)—5

La respuesta correcta es la a)

292 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS |IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

T
Textos Marea Verde



Integrales

10) El volumen del sélido de revolucidn generado por y = x?%, entre 0y 2, al girar en torno al eje
de abcisas es:

V= nfoz(xz)zdx = n(%)]z = T[%

La respuesta a este apartado es la d)
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