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Resumen

En este capitulo vamos a recordar muchas de las cosas que ya sabes de cursos anteriores, como las
operaciones con numeros naturales y enteros, las operaciones con fracciones y expresiones decimales.

Estudiaremos los niumeros racionales
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0. TE CONVIENE RECORDAR

0.1. Prioridad de las operaciones

Cuando no hay paréntesis que nos indiquen qué operacidn hacer primero o en operaciones dentro de
un paréntesis se llegd a un acuerdo para saber cémo actuar. A saber:

12 Se resuelven los paréntesis interiores.
Si no hay paréntesis o dentro de un paréntesis haremos:
22 Las potencias y las raices
32 Las multiplicaciones y divisiones.
42 Las sumas y restas.

Se deben evitar:

Expresiones del tipo 1 — 100 : 5 - 5, donde no esta claro qué hacer (la multiplicacién y divisidn tienen
igual prioridad). Se deben poner paréntesis para indicar cual hacer primero. La expresion de arriba
puede ser:

1-(100:5)-5=-99 0 bien1-100:(5-5)=-3.
De todas formas, si te la encuentras, haras:
592 Si hay varias operaciones con igual prioridad se haran de izquierda a derecha.
Ejemplos:

+ (5-7)-10-8 No podemos hacer 10 — 8 (bueno si puedes, pero no debes)
Primero el paréntesis =» -2 - 10 — 8 Después el producto=>» —20 — 8 Por ultimo la resta=» —28
10-2-32=10-2-9=10-18 =-8. Aqui esta prohibido hacer 10 — 2 y hacer 2 - 3.
3-(-2+4)>-8-5-22=3.22-8-5-4=12-8-20=-16

+ —102 vale =100 ya que primero se hace la potencia y ademas el signo menos no esta elevado a 2.
Sin embargo (—10)? si que vale +100.

-10?=-10-10=-100
(-10)?= (-10) - (-10) = +100
£ /9 - 25=3-25=75. Primero se hace la raiz.
4+ 10— 9x no es 1x puesto que no puede hacerse la resta bajo ninglin concepto.

Ten en cuenta que esta prioridad es valida siempre, para operaciones con todo tipo de nimeros u otros
objetos (por ejemplo: polinomios). Merece la pena sabérsela, ino?
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0.2. Uso de paréntesis

Los paréntesis nos indican las operaciones que se tienen que hacer primero. De hecho lo primero que
haremos serdn los paréntesis interiores y seguiremos de dentro hacia fuera. Es como vestirse: primero
te pones la camiseta, luego el jersey y después la cazadora. Es complicado hacerlo al revés. Por ello,
antes de ponerte a calcular a lo loco, mira toda la expresidn para ver qué se hace primero.

» Debe haber tantos paréntesis abiertos como cerrados, en caso contrario se dice que “los
paréntesis no estan bien balanceados”.
» Sialgo multiplica a un paréntesis no es necesario poner el simbolo

Ejemplos:
* 2:(2-2-(2-2-2))=2-(2-2-(2-4))=2-(2-2-(-2))=2-(2+4)=2-6=12
+ 2(3-2)=2-1
* (2-3)-(6-4)=-1-2=-2

+ Si queremos dividir entre 2 el resultado de hacer 75 — 90 no pondremos esto 75 — 90 : 2, aqui el
2 solo divide a 90. Escribiremos (75 —90) : 2

Los paréntesis se utilizan para meter argumentos de funciones.

Por ejemplo:

+ Si en un programa o en la calculadora queremos hacer la raiz de 100 - 3%, escribiremos raiz(100*3%).
0.3. Operaciones con enteros

Recordamos lo mas importante:

Regla de los signos para la suma:
Suma | + | —

La suma de 2 numeros positivos es positiva. Ejemplo: +5 + 7 = +12

La suma de 2 numeros negativos es negativa. Ejemplo: =10 - 17 =-27 - -

Se pone el signo —, y se suman sus valores absolutos.
Ejemplo:
+ Sipierdo 10 y después pierdo otros 17, he perdido 27
La suma de un numero positivo con otro negativo tendra el signo del mayor en valor absoluto.
Ejemplos:
£ —7+15=+8; +8 +(-20)=8-20=-12
Se pone el signo del mas grande (en valor absoluto) y se restan.
4 Sipierdo 7 y después gano 15, he ganado 8 (son mayores las ganancias que las pérdidas).

4+ Si gano 8 pero después pierdo 20, he perdido 12 (son mayores las

pérdidas). X|+ |-
. T L + |+ |-
Regla de los signos para la multiplicacion (y la division):
- =+
+ Positivo x Positivo = Positivo
+ Positivo x Negativo = Negativo x Positivo = Negativo
+ Negativo x Negativo = Positivo.
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Ejemplos:
+ +2-(=7)=-14. Sirecibo de herencia 2 deudas de 7 €, tengo una deuda de 14 €.
% —2-(=7)=+14.Si me quitan 2 deudas de 7 €, jhe ganado 14 €!

Ahora algo de matemadticas serias, que jya estamos en 32!

Demostracion rigurosa de que “0 - x = 0 para todo x” y de que “(-1) - (-1) = +1”

Para ello vamos a utilizar 4 propiedades de los nimeros que conoces:

12) g + 0 = g para todo numero a (0 es el elemento neutro de la suma)

22) La propiedad distributiva:a-(b+c)=a-b+a-c & ac

32) 1-g = g para todo numero a (1 es el elemento neutro del producto)

42) —q es el opuesto de +a, esdecir—-a+a=a+(—a)=0

Demostramos “0 - x = 0 para todo numero x”:

Como a—a =0, por la propiedad distributiva: x(a —a) =x0=xa-xa =0

Demostramos que “(-1) - (-1) = +1":

(1) - (-1+1)=(-1) - 0=0; pero por la propiedad distributiva (~1)
(-1)-(-1+1)=(-1)- (-1) +(-1) - 1= (1) - (1) + (-1). .1@1
Luego (-1) - (-1) + (-1) = 0. (=1

Si sumamos 1 en ambos miembros: (-1) - (-1)+ (-1)+1=+1=>

(-1)-(-1)+0=+1=> (-1)- (-1)=+1

Actividades resueltas
4+ Calcula paso a paso:
(((-15=5-(-20-6)) : (15-4%) +5-4-2) - (-10)

Calculamos en primer lugar -20 -6 = -26; 42 =16y 4 - 2 = 8 y nos queda:
(((-<15-5-(-26)) : (15-16)) + 5-8) - (-10) = (((-15+ 130) : (-1)) - 3) - (-10) =
((125:(-1))-3) - (-10) = (-115-3) - (-10) =-118 - (-10) =+1 180

1. Calcula:
a)—20 + 15 b) -2 - (-20 + 15) ¢) =20 : (10 — 2(=20 + 15))
d) (-80-20: (10— 2(=20 + 15))) - (3 -2 - 3?)
2. Calcula:
a)-10+20:(-5) b) (=10 + 20) : (-5) c) —100: ((-20) : (-5))
d) (~100 : (-20)) : (-5) e)V36 - 4
3. Calcula:
a)3—(4-3-2-5)2—(3-5)° b)5—32—2-(=5) — (7 —9)?
)7—-2-(3-5)2+2-(—3)+8—(-2)2 d)2—(2-3-3-4)2—(2—4)3
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1. NUMEROS RACIONALES

1.1. Definicion

Los numeros racionales son todos aquellos nimeros que pueden expresarse mediante una fraccién de

. . , . . a ,
numeros enteros. Es decir, el nUmero r es racional si I = E , con a, b numeros enterosy b # 0.

Una fraccidn es una divisidén indicada, asi §=7:3, pero la divisién no se realiza hasta que lo

necesitemos. Hay muchas ocasiones en las que es mejor dejar las operaciones indicadas. Con un
ejemplo bastara:

8 1
Prueba a hacer la division 1.142857142857... : 8, ¢dificil, no?, sin embargo, 7:8:; es algo mas sencilla

y ademas exacta.

|II

El nombre “racional” viene de “razén”, que en matematicas significa divisién o cociente.

El conjunto de los nimeros racionales se representa por Q.
Un numero racional tiene infinitas representaciones en forma de fraccion.

1 3 6
"3 9 18
“equivalentes” puesto que tienen igual valor numérico. Si hacemos las divisiones en el ejemplo todas
valen 0.333... que es su expresion decimal.

Asi =... son infinitas fracciones que representan al mismo numero racional, se les llama

Los numeros “enteros” son racionales puesto que se pueden expresar mediante una fraccién, por

ejemplo 2=—
4

Todo numero racional tiene un representante que es su fraccion irreducible, aquella que tiene los
nlimeros mas pequeiios posibles en el numerador y el denominador. A esta fraccion se llega a partir de
cualquier otra dividiendo el numerador y denominador por el mismo numero. Si se quiere hacer en un
solo paso se dividira entre el Maximo Comun Divisor (M.C.D.) del numerador y el denominador.

Por ejemplo:

+ %:2:% donde hemos dividido primero entre 10 y después entre 2, pero podiamos haber

3 - .
dividido entre 20 directamente ya que 20 es el MCD (60, 80). Por tanto 2 es la fraccion irreducible y

por ello la que representa al nimero racional que tiene otras muchas formas de fraccién como 60/80
= 6/8 = 30/40 = 12/16 = 9/12 = 15/20 = 18/24 = 21/28 = 24/32 = 27/36 ... y por expresion decimal
0.75.
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1.2. Fracciones equivalentes
Dos fracciones son equivalentes si se verifican las siguientes condiciones (todas equivalentes):

> Al hacer la divisién obtenemos la misma expresion decimal. Esta es la definicion.

4 8 4 8
* Ejemplo:4:5=8:10=0.8 luego 3 yﬁ son equivalentes y puede escribirse 3 =E.

a ¢
» Los productos cruzados son iguales: b = 4 < ad=Dbc

Es facil de demostrar, multiplicamos a ambos lados del igual por by por d
%'b -d =§°b -d,comob:b=1yd:d=1nosquedaa-d=c-b.

12
% Por ejemplo: E =g puestoque 12 -4=8-6=48.

Al simplificar las fracciones se llega a la misma fraccion irreducible.

SiA=ByC=BalafuerzaA=C.

. 80 4 12 4 80 12
+ Ejemplo: —=-;— = - luego — = —
60 3’9 3 60 9

Se puede pasar de una fraccion a otra multiplicando (o dividiendo) el numerador y el

denominador por un mismo nimero.
6 24
* Ejemplo: Z:E pues basta multiplicar el numerador y el denominador de la primera por 4 para

obtener la segunda.

a an
En general: — = —
b b-n

Reduccion a comin denominador

Con objeto de comparar 2 o mas fracciones (ver cual es mayor) y también para poder sumarlas o
restarlas es importante obtener fracciones equivalentes que tengan el mismo denominador.

Primero un ejemplo y después la teoria:

. .5 6 L - .
+ Quiero saber si P es mayor que - sin hacer la divisién. Buscamos un multiplo comin de 6 y de

7 (si es el minimo comun multiplo mejor, pero no es imprescindible), 42 es multiplo de 6 y de 7.

- . . 5 6
Lo escribimos como nuevo denominador para las 2 fracciones: —=—;—

6 27 4
Ahora calculamos los nuevos numeradores: como el 6 lo he multiplicado por 7 para llegar a 42 pues el 5

- . . . 5 57 35
lo multiplicamos también por 7 para obtener una fraccidon equivalente g:azz y como el 7 lo he
6 66 3

multiplicado por 6, el 6 también lo multiplico por 6 obteniendo 2 36, ahora esta claro cudl de las
7 76 42

2 es mayor éno?

. a a c . . las ,
Para obtener fracciones equivalentes a Y7 con el mismo denominador buscamos un multiplo comun

m m
de by d (si es el minimo comudn multiplo mejor) que llamamos my hacemos — 0 y —d |
m m
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1.3. Ordenacion de fracciones
Para ordenar una serie de fracciones existen varios procedimientos:
i) Hacer las divisiones y comparar las expresiones decimales.
Este procedimiento es el mas facil pero no el mas répido (salvo que tengas calculadora).
Por ejemplo:

#+ Nos piden que ordenemos de menor a mayor las siguientes fracciones:
20 21 —-20 -21 29 28
19°20° 19 ° 20 30’ 29
Hacemos las divisiones que dan respectivamente: 1.0526...; 1.05; —1.0526...; —1.05; 0.9666... y
0.9655...
Mirando los nimeros decimales sabemos que:
-20 =21 28 29 21 20
19 ~ 20 ~29°30 20 " 19
Recuerda que
Los numeros negativos son siempre menores que los positivos y ademas entre numeros negativos es
menor el que tiene mayor valor absoluto (—4 < —3).

a C
ii) Usar la logica y el siguiente truco: Para fracciones positivas B < E < ad<bce.
Ejemplo:
8 10
+ —<—vyaque8-11<9-10.

9 11

Demostracion:

&1 910 8 10
—<—=

< —<—
911 911 9 11
8 10 8'9'11<10-9-11

b5: —<— =
Y al revés: 9 11 9

No es necesario que uses la demostracion, la ponemos sélo para que veas que en matematicas “casi’
todo tiene su explicacion.

8:-11<9-10 = ; hemos dividido entre 9 - 11. Y simplificado.

= 811<109 ; hemos multiplicado por 9 - 11 y simplificado.

4

¢Y lo de usar la légica qué es?
Empezamos por lo mas facil,
Ejemplo:

4 Comparar 20/19y 28/29.

20 28
E > 1 puesto que 20 > 19. Pero E <1 ya que 28 < 29. Estd claro que la segunda es menor.
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i 20 21
+ Un poco mas dificil, comparamos o y 70"

20 1941 19 1 1
19 19 19 19 19
21_2041_20 1 _
20 20 20 20

1
1+% . Pero équé es mayor 1/19 o0 1/20?

Es mayor 1/19 y por tanto es mayor la primera. Piensa que si dividimos una pizza en 19 trozos
iguales éstos son mayores que si la dividimos en 20 trozos iguales.

1 1
Si ay b son positivos = a<b:>—>B.
a

Asi que 1/3 > 1/4 por ejemplo.

Mas dificil todavia:
19 18
+ Comparamos %0 y o Ahora 19/20=1-1/20y 18/19=1-1/19.

Como 1/19 > 1/20 ahora la fraccidon mayor es 19/20 puesto que le falta menos para llegar a 1.

Con numeros mas sencillos se entiende mejor: 2/3 < 3/4 puesto que a

2/3 le falta 1/3 parallegara 1,y a 3/4 sélo 1/4. .:|
1 1

Importante: Si a y b son positivos entoncesa>b = —<—.
a

2/3<3/4
iii) Reducir a comun denominador y comparar los numeradores:
#+ Nos piden que ordenemos de mayor a menor las siguientes
fracciones: 5 54 20
57 -9 -7 =2 6 64 24
o T s ; 7 73 21
6 8 4 3 1 283 ;!
Primero buscamos un nimero que sea multiplo de 6, de 8, de 4 y de 3 -9 _-96_-54
(si es el minimo comun multiplo mejor que mejor). Encontramos el 24 4 46 24
que es multiplo de todos ellos. Lo ponemos como nuevo -7 _78 =56
denominador de todas las fracciones y calculamos los nuevos ?: 38 :E
numeradores para que las fracciones sean equivalentes: 24:6 = 4 D 224 —48
luego el 6 hay que multiplicarlo por 4 para llegar a 24, lo mismo TZ 124 ZE
hacemos con el 5, 5-4 = 20 es el nuevo numerador. Asi con las demas.
Después comparamos los numeradores y obtenemos que:
7 5 -9 -7
—>—>-2>—>—
8 4
ya que 21 >20>-48 >-54 > -56
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1.4. Representacion en la recta numérica

5 4. 2 2 4 0 4 2 3k 4 E

1 L 1 1 i L 1 I 1 L L 1 1 L L L
T T T T T T T T T T T T T T T T T -

Esta es la recta numérica, en ella todo nimero real tiene un lugar exacto.
Recordamos cosas que ya sabes:

» Para dibujarla sélo se pueden tomar dos decisiones: donde colocamos el 0 y donde colocamos el
1, es decir, dénde estd el origen y cudl es el tamafio de la unidad.

Las unidades han de ser siempre del mismo tamafio.

Los numeros positivos van a la derecha del 0 y los negativos a la izquierda.

El 0 no es ni positivo ni negativo.

La recta numérica no tiene ni principio ni fin. Nosotros sélo podemos dibujar una “pequefia”
parte.

» Dados 2 numeros a, b se cumple: a < b si a esta a la izquierda de b y viceversa.

YV VYV

Asi por ejemplo:
+ 1<3; -1<1; -4<-2

Todo numero racional tiene una posicion predeterminada en la recta numérica. Las infinitas fracciones
equivalentes que forman un nimero racional caen en el mismo punto de la recta. Asi que 2/3 y 4/6, que
son el mismo numero caen en el mismo punto.

Veamos como representar las fracciones de forma exacta.

Fraccion propia, fraccion impropia y forma mixta

Fraccion propia: Se dice de la fraccion a/b donde a < b. Es decir, el numerador es menor que el
denominador.

Por ejemplo:

* 4/5099/100.
Si a < b al hacer la divisidn la expresion decimal sera menor que 1.
Por ejemplo:

* 4/5=4:5=0.8.

Fraccion impropia: Se dice de la fraccién a/b donde a > b, numerador mayor que el denominador.

Ejemplo:
#+ 15/4 0 37/27. Si hacemos la divisién la expresion decimal es mayor de 1. 15/4 = 3.75y 37/27 =
1.37037037...
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Numero mixto: Las fracciones impropias pueden escribirse como la suma de un nimero entero y de
una fraccién propia.

Asi por ejemplo:

9 _5+4

4 - .
s s 1+§, ésta ultima es la forma mixta.

o . - 4 . .
En Espaiia no es frecuente, pero en el mundo anglosajén suele escribirse lg gue significa lo mismo.

La calculadora cientifica pasa a forma mixta, investigalo.

La forma rapida y automatica de escribir una fraccion en forma mixta es la siguiente:

77 |
+ e es impropia pues 77 > 6, para escribirla en forma mixta hacemos la ;{; °

12
divisiéon entera 77 : 6, es decir, sin decimales, nos interesa el cociente y el 5/\7>\\«- 5
resto 6 2t

El cociente es la parte entera, el resto es el numerador de la fraccion y el divisor es el denominador.

Es importante que lo intentes hacer de cabeza (cuando sea razonable), es facil, por ejemplo:
47/6, buscamos el multiplo de 6 mas cercano a 47 por abajo, éste es 7 - 6 = 42, por tanto:
47/6 =7 +5/6

puesto que de 42 a 47 van 5. Piénsalo, si nos comemos 47/6 de pizza, nos hemos comido 7 pizzas
enteras y ademas 5/6 de pizza.

Nota:
También es facil hallar el cociente y el resto con la calculadora, por si tienes prisa.

Para 437/6, haz la division 437 : 6, obtienes 72,83333..,, la parte entera es 72, sélo nos queda calcular
el resto. Tenemos 2 caminos:

19) Haces 437 - 72 - 6 =5y listo.

29) Multiplica la parte decimal por el divisor: 0.8333... - 6 = 5, que es el resto. Si es necesario redondea
(0.8333 - 6 =4.9998 que redondeamos a 5).

Sélo te permitimos hacer esto si sabes por qué funciona, si no lo sabes, olvidalo.

+ Sila fraccion es negativa procedemos de la siguiente forma:

-19 4 4 - :
T =— 3+§ =—3—g , ya que la division da 3 de cociente y 4 de resto.
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Representacion de fracciones
a) Si la fraccion es propia:
Por ejemplo

+ Representa la fraccién 5/6: El valor estd entre 0y 1, por tanto dividimos la primera unidad en 6
partes iguales y tomamos 5.

En la figura se indica cdmo hacerlo de forma exacta
usando el Teorema de Tales. Trazamos una recta oblicua
cualquiera que pase por 0, marcamos con el compas 6
puntos a igual distancia entre si (la que sea, pero igual).
Unimos el dltimo punto con el 1 y trazamos paralelas a
ese segmento que pasen por los puntos intermedios de la
recta oblicua (las lineas discontinuas). Estas rectas
paralelas dividen el intervalo [0, 1] en 6 partes iguales. 1 =

Fijate que para dividir en 6 partes iguales sélo hay que
marcar 5 puntos intermedios a igual distancia, siempre 8
uno menos. Para dividir en 8 partes iguales marcamos 7

puntos intermedios.

I
]
’ ]
Il
v
'
‘
I
'
’
[
'
[
i ‘
]
[
]
I
]

Si la fraccidn es negativa se hace igual pero en el intervalo [-1, 0].

En la figura hemos representado —5/8, hemos dividido el intervalo [-1, 0] en 8 partes iguales y hemos
contado 5 empezando en el 0. Asegurate de entenderlo y si no es el caso pregunta. Por cierto, la flecha
apunta al punto y no al espacio que hay entre ellos.

Si queremos representar la fraccion propia a/b se divide la primera unidad en “b” partes iguales y se
cuentan “a” divisiones.

En caso de ser negativa se hace igual pero contando desde 0 hacia la izquierda.

b) Si la fraccidn es impropia:

Actividades resueltas

13 1 ..
+ Representamos 13/6. Lo primero es escribirla en su forma mixta, €=2+g, ahora es facil

representarla, nos vamos al 2, la unidad que va del 2 al 3 la dividimos en 6 partes iguales y
tomamos 1 (ver imagen).

11 3
Igual para §:1+§, nos vamos al 1 y la unidad que va del 1 al 2 la dividimos en 8 partes iguales y

tomamos 3.
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Si la fraccion es negativa procedemos asi:

12 5 5 ,
+ Representamos T:_ 1+; =—1—; , nos vamos al -1, la unidad que va del -1 al -2 la

dividimos en 7 partes iguales y contamos 5 hacia la izquierda empezando en —1.

—11 3
Representamos T =—(2+Zj =—2—Z, nos vamos al -2, dividimos en 4 partes iguales y tomamos 3,

contando hacia la izquierda y empezando en -2 (ver imagen).

do =

b=
—11 —12
4 7

-

—
oS

o
o|n —s¢

w

50 25 101
4. Pasa a forma mixta las siguientes fracciones: 7 ﬁ ?
5. Pasa a forma mixta las fracciones: —30 ; -0 ; —100
7 13 21

13 -5-3
6. Representa en la recta numérica las fracciones: —;—;—;—

5°7°8 4

23 -23 180 -26

7. Pasa a forma mixta y representa las fracciones: —;——;——;——
88 750 6

8. Halla las fracciones que se corresponden con los puntos A, B, C, Dy E, expresando en forma mixta y
como fraccién impropia las representadas por los puntos A, By E.

A B Cc D E
— oA —— o —— e —— o —
=3 X ] A 0 1 2 3
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1.5. Operaciones con fracciones
Vamos a repasar las operaciones con fracciones, en concreto, la suma, la resta, el producto y la divisién.
Suma y resta de fracciones

La suma vy la resta son las operaciones mas exigentes puesto que sélo pueden sumarse o restarse cosas
iguales. No podemos sumar metros con segundos, ni € con litros. De la misma forma no pueden

. . . . . 5 3
sumarse tercios con quintos ni cuartos con medios. Es decir, no se puede hacer la suma —+— asi tal

cual, ya que los sextos y los cuartos son de distinto tamafio. Pero, ¢habra alguna manera de sumarlas?,
Si.

Lo primero es hallar 2 fracciones equivalentes que tengan el mismo denominador, y entonces ya si se
podran sumar.

Veamos el ejemplo:

+ Un multiplo de 6y 4 es 12. Escribimos 12 como nuevo denominador y hallamos los numeradores
para que las fracciones sean equivalentes:

5 3 52 33 10 9 10+9 19 ,
= +—= = :E' los doceavos ya si se pueden sumar, y el resultado son

= =4 =
6 4 12 12 12 12 12
doceavos.

Otro ejemplo:

13 51 8 1310 516 85 130-306+40 -136 -34

+ = =
« 6 10 12 60 60 60 60 60 15

Hemos hallado un multiplo de 6, de 10 y de 12 (si es el minimo comun multiplo mejor que mejor), se
escribe como denominador comun y hacemos 60 : 6 = 10, luego el 13 lo multiplicamos por 10, 60:10 =6
luego el 51 lo multiplicamos por 6, etc.

Cuando todas las fracciones tienen igual denominador, se suman o restan los numeradores, dejando el
mismo denominador. Si es posible se simplifica la fraccion resultante.

En los casos en que no sea facil hallar el minimo comin muiltiplo se hace lo siguiente:

a ¢ ad cb ad+cb
—_t = —=—
b d bd bd bd

Asi por ejemplo:

15 + 19 _ 15-155+19-387 _ 9678 _ 3226
387 155  387-155 59985 19995
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Producto y division de fracciones:
Sorprende que el producto y la divisidon de fracciones sean mds sencillos que la suma y la resta.

acCc acC T p oz
Producto: — =——, se multiplican los numeradores entre si para obtener el numerador de la fraccién

producto y los denominadores entre si para determinar el denominador de dicha fraccién, facil ¢no?

+ Asi:

3535 15
117 117 77

éPor qué las fracciones se multiplican asi?

No vamos a demostrar el caso general, con un ejemplo nos bastara.

23
+ == significa dividir en 4 partes iguales y coger 3 (las 3 franjas inferiores de la figura). Ahora

debemos hacer 2/5 de lo que nos ha quedado, esas 3

franjas las dividimos en 5 partes iguales y tomamos 2. 1_7 5 ]/ 5 1 -y_ 1
Como puede verse nos quedan 6 partes iguales de las20 15 17~ 15- Vf ~ 3 -X_ 3
totales.

A veces conviene hacer la multiplicacion con inteligencia:

Antes de multiplicar nos fijamos en que el 17 se puede simplificar (¢ para qué vamos a multiplicar por 17
y luego dividir por 17?) y después el 5 puesto que 15=3-5.

Otro ejemplo:

5
——=——= hazlo, esperamos que llegues al resultado correcto ya simplificado que es 1/6 ©

I Tenemos algo importante que decirte, no queremos ver esto nunca, nunca:

A+3 3
A m =5 es absolutamente falso (10/12 = 5/6 es lo correcto). Sélo pueden simplificarse si
el numero estd multiplicando en el numerador y en el denominador (si es factor

comun). Esto tampoco esta nada bien.
72+3 2+3
A-4+5 4+5

Matematicas orientadas a las ensefianzas aolicadas. 32 A ESO. Capitulo 1: Nimeros Racionales Autor: Paco Moya
Revisora: Maria Molero

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Paco Moya y Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verce



Fraccion inversa:
o a b ab ab o .
La fraccion inversa de B es — pues se cumple que E-— =—b =1, que es la definicidn de inverso.
a a a

Ejemplos:

#+ Lainversade3/4es4/3ylainversade2es1/2.

Division:
ac_ad_ad
b'd bc bc
Luego para dividir se multiplica por la inversa de la fraccion que divide.—: i = iﬁ = ﬁ = i
10 15 1012 25223 4
3

90
También puedes multiplicar y luego simplificar: E :Z

Preguntards que si puedes multiplicar en X, pues dependerd de tu profesor.

Casos curiosos:

1 1
» Dividir entre una décima es multiplicar por 10 ya que a :E = %TO =10a

Como caso general: dividir entre 1/a es multiplicar por a.

» Dividir entre un nimero es como multiplicar por su inverso: a: 2 = a-E :5
6
» Torres de fracciones: No te asustes si ves esto % , es muy facil, es lo mismo que
15
6 4 315 335 9 ) w ) "
—:—=——=——=— ,noolvidesque “__" eslomismo que “
10 15 54 54 4
Ahora todo junto.
Matematicas orientadas a las ensefianzas aolicadas. 32 A ESQ. Capitulo 1: Nimeros Racionales Autor: Paco Moya

Revisora: Maria Molero

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Paco Moya y Banco de Imagenes de INTEF



Operaciones combinadas

Aplicaremos todo lo que “sabemos” sobre prioridad y uso de paréntesis.

Actividades resueltas

1 4 1 3 2

.o (3 (1 4\) (1 3 2
+ Calcula paso a paso y simplifica: (4 (2 6))'(2 14 3)

Primero hacemos el paréntesis de mas adentro y la multiplicaciéon del segundo paréntesis que tiene
prioridad sobre la resta.

3 (3 4 11 3 (-1 7 2
(FEDEEE)G)
=(§+1j:i:(i+£j:i:£&:ﬁzﬂ
4 6) 14 12 12) 14 125 60 30
La fraccion como operador

a) Fraccion de un niimero:

Nos piden hallar las 3 cuartas partes de 120.

. 3 o
Traducimos: haIIarZ de 120. Este “de” se traduce en matematicas por un “por”, luego:

3 de120=>.120 =120 _ 3. 30299
i) ~ T =
a a ac
Engeneral—dec =—--c =—
b b b

b) Fraccion de una fraccién:

Ejemplos:
10,4 104 40 4
£ O 15 615 90 9

Halla las dos quintas partes de las diez doceavas partes de 360.
2 10_360 _ 210360 _ 20-360

— =206=120
512 512 60 =~ ‘
c) Problema inverso: /v V//, /
4 Me dicen que las tres cuartas partes de un numero // / . i

valen 66. ¢{Qué numero es?

4
Esta claro que un cuarto serd 66 : 3 =22 y los 4 cuartos son 22-4 = 88. Resumiendo 663 =88

a b - . o
El caso general es: E-x =C = X=C—, se multiplica el nimero por la fraccién inversa.
a

9. Halla las cuatro quintas partes de las tres cuartas partes de 12.

10. Las cinco sextas partes de un nimero son 100, ¢qué numero es?
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2. APROXIMACIONES Y ERRORES

En la vida cotidiana y también en las Ciencias Aplicadas es necesario trabajar con numeros
aproximados.

Unos ejemplos:

+ Queremos comprar un tercio de metro de tela, tenemos que decirle al dependiente cuanto
gueremos y no vamos a ser tan idiotas como para decirle que nos dé 0.333... metros o 33.333...
cm que es lo exacto. Lo normal es pedir 33 cm o0 333 mm si somos muy finos.

+ Medimos un folio A4 con la regla y nos da 29.7 cm, la regla llega a los mm. Queremos dividirlo
en 8 partes iguales, ¢cudnto medird cada parte?, si hacemos 29.7:8 nos da 3.7125 cm, pero la
regla no llega a tanto, serd mejor aproximar a 3.7 cm.

+ Hacemos un examen con 9 preguntas que valen todas igual. Tenemos 5 bien y las demds en
blanco. ¢Qué nota tenemos?, 10-5/9 = 5.555555556 segun la calculadora, élas ponemos todas?,
si lo hacemos estamos suponiendo que somos capaces de distinguir 1 parte de entre 10000
millones de partes iguales del examen. Lo razonable es 5.6 0 5.56 si somos muy pero que muy
precisos.

# Resulta curioso y deberia ser delito que en las gasolineras se anuncie: Precio del gasoil
1.399 €/litro. Si alguien va y pide un litro exacto, o 2 o 15 no se lo pueden cobrar exactamente
puesto que ino existen las milésimas de €!, deberian escribir 1.40 €/litro. Es cierto que de esa
manera te ahorras 5 céntimos si echas 50 litros, pero a ellos les compensa el tema psicolégico, la
gente poco culta en nimeros ve 1.3 en lugar de 1.4.

+ Exactamente lo mismo pasa en los supermercados: merluza 5.99 €/Kg. Son trucos baratos que
una mente entrenada sabe detectar y actuar en consecuencia. La diferencia entre 6 €/Kg y
5.99€/Kg es que te ahorras i1 céntimo! si compras 1 Kg, si compras medio, écuanto te ahorras?,
inadal, 5.99:2 = 2.995 que redondeado es 3, que es lo que cobran. Aunque bien mirada la oferta
no esta tan mal, sin compras 5 Kg. de merluza ahorras para comprarte un caramelo, eso si,
tienes que comprar mas de medio Kg por vez.

Utilizar demasiadas cifras decimales sin estar seguro de ellas no es sindnimo de precisidon sino de
torpeza.

2.1. Redondeo

Te recordamos como se redondean correctamente los numeros.

+ Redondear 7 a las diezmilésimas: 7= 3.1415926535..., la cifra de las diezmilésimas es 5, como
la cifra siguiente es 9 que es > 5, le sumamos 1 al 5y pondremos T = 3.1416.

Fijate que 7 estd mas cerca de 3.1416 que de 3.1415

& Redondear +/2 alas centésimas: <2 = 1.41421356..., ahora la cifra siguiente es 4 < 5 luego la
dejamos tal cual, V2 ~ 1.41

La regla es: Localizamos la cifra de redondeo, miramos la siguiente cifra (sélo la siguiente), si ésta es
menor que 5 dejamos la cifra de redondeo igual, si la cifra siguiente es 5 o mayor que 5 incrementamos
en 1 la cifra de redondeo.
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Mas ejemplos: Redondea

#+ 1.995 a las centésimas =» 2.00 y los ceros hay que escribirlos para indicar donde hemos redondeado.
# 1555 555 en los miles = 1 556 000 donde hay que completar con ceros después de los miles.

+ 6.94999 en las décimas = 6.9 sélo hay que mirar el 4

Nota importante: Si el resultado de un problema son € se redondeara siempre en los céntimos.

Otra nota importante: Si queremos dar un resultado con 2 decimales en los pasos intermedios
trabajaremos con mas decimales, al menos 3 o 4, de lo contrario el resultado no tendra la precisién que
pretendemos, un ejemplo:

+ A=9.65;B=6.98y C=4.99. Queremos hacer (A - B) - C?, si hacemos A - B y redondeamos en las
centésimas nos queda 67.36 y si ahora multiplicamos por 4.99% = 24.90 nos sale 1 677.26.

El resultado correcto es 1677.20 donde sélo hemos redondeado al final.

2.2. Cifras significativas.
Es el nimero de cifras “con valor” que se utilizan para expresar un nimero aproximado.

Unos cuantos ejemplos y lo entiendes:
+ 2.25 tiene 3 cifras significativas; 28.049 tiene 5 cifras significativas.
#+ 5.00 tiene 3; 4 000.01 tiene 6;

+ 10 000 no sabemos las cifras significativas que tiene, puede ser1 02 03 04 0 5, nos tienen que
decir en qué cifra se ha aproximado. Para este ultimo caso puede recurrirse a la notacion
cientifica para decir con precisidon el nimero de cifras significativas, asi:

#+ 1-10*tiene una cifra significativa, 1.0 - 10* tiene 2 y asi hasta 1.0000 - 10* que tiene 5.

Consideraciones:
» Las cifras distintas de 0 siempre son significativas.
» Los ceros a la izquierda nunca son cifras significativas: 0.0002 tiene una cifra significativa.
» Los ceros en medio de otras cifras distintas de 0 siempre son significativos 2 004 tiene 4 cifras
significativas.
Mas que el nimero de decimales la precision de una aproximacion se mide por el numero de cifras
significativas.

No deben utilizarse mas cifras de las que requiera la situacion.

11. Copia esta tabla en tu cuaderno y redondea con el numero de cifras indicado

Cifras significativas

Numero 1 2 3 4

Jio

1/7

95 549 100 000

30 000 3-10*

1.9995 2.000
20.55
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2.3. Error absoluto y error relativo
l.- Error absoluto
Se define el error absoluto (EA) como EA = |valor real —valor aproximado.

Las barras verticales se leen “valor absoluto” y significan que el resultado se dard siempre positivo.

Ejemplo:
#+ Aproximamos 1/3 de litro por 0.33 litros.
EA = |2 - 0.33| = 0.00333...~ 0.0033 litros
Otro ejemplo:
#+ Aproximamos 16/6 Kg. con 2 cifras significativas (2.7 Kg.)
EA = |17f - 2.7| = |—0.0333...| ~ 0.033 Kg.
» No deben ponerse demasiadas cifras significativas en el error absoluto, 2 o 3 es suficiente.
» El error absoluto tiene las mismas unidades que la magnitud que se aproxima.

éEstos errores son grandes o pequefios?, la respuesta es, écomparados con qué?

Para ello se define el error relativo que si nos da una medida de lo grande o pequefio que es el error
absoluto.

Il.- Error relativo

Para comparar errores de distintas magnitudes o nimeros se define el Error Relativo (ER) como:
EA
Re ————
Valor real|

que suele multiplicarse por 100 para hablar de % de error relativo.

Si no se conoce el valor real se sustituye por el valor aproximado (la diferencia normalmente es
pequefia).

+ Calculamos el error relativo para los ejemplos de arriba:

19) ER = 0'3’53 = 0.0099 = 0.99 % de ER
228) ER = % ~ 0.0124 = 1.2 % de ER

Ahora si podemos decir que la 12 aproximacion tiene menos error que la 22, puesto que el error relativo
es menor.

El error relativo (ER) no tiene unidades y por ello se pueden comparar errores de distintas magnitudes
o con distintas unidades.
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¢Qué hacer si no se conoce el valor exacto?

En este caso no se puede calcular el error absoluto, sin embargo todos los aparatos de medida tienen
un error absoluto maximo.

Balanzas de bafio que miden de 100 g en 100 g su error absoluto maximo es de 50 g.

Crondmetros que miden centésimas de segundo, su error absoluto maximo sera de 0.005 s, media
centésima.

Reglas normales que miden mm, su error absoluto maximo serd de 0.5 mm = 0.05 cm = 0.0005 m

A esto se le denomina cota de error absoluto.
Actividades resueltas

#+ Te pesas en una bdascula de bafio y te marca 65.3 Kg, el error absoluto maximo es de 0.05 Kg
(508)

Ahora pesamos un coche en una bascula especial y pesa 1 250 Kg con error absoluto maximo de

10 Kg. ¢Qué medida es mas precisa?

Ta=>ER < Z'Toz = 0.00077 = ER < 0.077 %

Coche D ER < % — 0.008 = ER < 0.8 %

Es mucho mas precisa la bascula de bano en este caso. Sin embargo, si en la misma bascula pesamos a
un bebé y marca 3.1 Kg, el error relativo sale menor o igual que 1.6 % (pruébalo) y ahora la medida de
la bascula de bano es mucho menos precisa.

Asi que el error depende de la precision de la maquina y de la medida que hagamos con ella.

12. Prueba que 123.45 con EA = 0.005 y 0.12345 con EA = 0.000005 tienen el mismo ER.

13. Contesta Verdadero o Falso y justifica tu respuesta:

a) Para una misma maquina de medir el error cometido es menor cuanto mads pequefa sea la medida.
b) No se pueden comparar errores relativos de distintas magnitudes.

c) Poner precios como 1.99 €/Kg es un intento de engafio.

d) Comprar a 1.99 €/Kg frente a 2 €/Kg supone un ahorro.

e) Poner muchas cifras en un resultado significa que uno es un gran matematico.

f) La precisidn se mide por el numero de cifras decimales
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3. FRACCIONES Y DECIMALES

Vamos a ver como se pasa de fraccion a decimal y de decimal a fraccién.

3.1. Expresion decimal de una fraccion

Toda fraccién tiene una expresion decimal que se obtiene dividiendo el numerador entre el
denominador:

a/b=a:b
Ejemplos:

9

£ 2 =012 2 -0686868...; X =1.1375
25 99 80

— = 1.9666...
90
Como puedes observar unas veces la expresion decimal es exacta (puesto que el resto sale 0) y otras
veces sale periddica, infinitos decimales entre los que se repite un bloque de cifras que se denomina

periodo.
éSiempre sale asi, exacto o periddico?, tu te contestas cuando leas lo siguiente.

+ Hacemos 1/17 = 1 : 17 = 0.05882352941..., que son las cifras que muestra la calculadora, no
parece tener periodo, pero ¢sera posible que si lo tenga pero que no lo veamos por ser muy

I ?
argo 100 | 17

160 0,05882

Empezamos a hacer la divisidn:

Los restos obtenidos son 10; 15; 14; 4; 6; ... 140
Como sabes los restos son inferiores al divisor y en este caso pueden ser 1; 2; 40
3;4;...; 150 16, el 0 no puede salir, lo explicamos después. 6

Hacemos ahora 2 preguntas: ¢Qué ocurre si vuelve a salir el mismo resto 2 veces?, ¢tiene a la fuerza
que repetirse alguna vez un resto?

La respuesta a la primera pregunta es que si se repite un resto se repetira la cifra del cociente y a partir
de ahi se repetiran todas en forma de periodo.

La respuesta a la segunda pregunta es: iSi, a la fuerza, seguro que sil, si tengo 16 posibles restos y
suponemos que han salido los 16 posibles ya, équé ocurre al sacar el siguiente?

Lo entiendes mejor con caramelos, tengo muchos caramelos para repartir entre 16 personas, ya le he
dado 1 caramelo a cada uno, es decir, todos tienen ya 1 caramelo, me dispongo a repartir el siguiente,
¢le tocara a alguien que ya tiene?

A esto se le denomina en matematicas “Principio del Palomar” y es una herramienta muy potente.
Busca algo sobre él.

+ Meto 5 pelotas en 4 cajas, ¢habrd alguna caja con %
mas de 1 pelota?

Esperamos que lo hayas entendido, en el peor de los casos
el resto numero 17 tiene que coincidir con alguno de los anteriores, se repetiran las cifras del cociente y
por tanto la expresidon decimal es periddica.
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Puedes comprobar que efectivamente los restos son 10, 15, 14, 4,6, 9, 5, 16, 7, 2, 3, 13, 11, 8,12, 1, 10,
..., €l peor de los casos posibles, se repite el que hace el nimero 17. Lo normal es que se repita antes.
Por cierto que la divisidn sale

1:17 = 0.05882352941176470588235294117647... un periodo de jsélo 16 cifras!
Aunqgue hemos visto un caso particular, ésta es una regla general:

La expresion decimal de una fraccion es exacta o periddica.

El nimero de cifras del periodo de 1/n es menor o igual que n— 1.

é¢Cuando sale exacta y cuando periédica?

- . . 27 . o
Pues es facil, nos dan una fraccidn como por ejemplo 507 primero la simplificamos hasta obtener la

27 9 , . .
irreducible: ﬁ :% , nos fijamos sélo en el denominador y lo descomponemos en factores primos, 50

=5-10=5-2-5=2-52 como los factores primos son sélo 2 y 5 la expresidon decimal es exacta.

Veamos la razon:

2.2
2 - 52 es divisor de 22 52= 100 una potencia de 10. Se cumple 25 2L =2 — 002 , solo falta

. 252 252 100
multiplicar por 9 = v 0.02-9 = 0.18.

Fijate que el nimero de decimales es 2, el mayor de los exponentes de 2 y 5.

. 1 . . .
Por ejemplo —— = 0.0005 tiene 4 cifras decimales pues el mayor exponente es 4.

24.53
En general g tiene expresion decimal exacta y el numero de cifras decimales es el maximo entre n
y m.

20 10
El otro caso: 0 :E , descomponemos el 21 en factores primos, 21 = 3 - 7, como hay factores distintos

de 2 y 5 la expresién serd periddica.

. ., , .. 10 a 10-10" “on
Veamos: si la expresién fuese exacta podriamos escribir ﬁ: = =a , con “a@” un

10" 37
numero entero. Pero jesto no puede ser!, 10 sélo tiene los factores 2 y 5 y los factores 3y 7 no
pueden simplificarse. Como no puede ser exacta serd periddica.

Si en el denominador de una fraccion irreducible aparecen factores primos distintos de 2 y de 5 la
expresion decimal sera periddica.

14. Sin hacer la division indica si las siguientes fracciones tienen expresion decimal exacta o periddica:

21 75 11 35

a) —— b) — c) — d) —

750 21 99 56
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3.2. Forma de fraccion de una expresion decimal

L ' d I d d 1.175 1175 _47

os numeros decimales exactos o periédicos pueden expresarse . =—=—

como una fraccién. % 8gg 451-(1)7

De decimal exacto a fraccion: 20.68 = —o5- = —¢

Es muy facil, mira los ejemplos de la derecha. 3.1416 = 31416 — 3927
. : 10000 1250
¢Has pillado el truco?

Se pone en el numerador el nimero sin la coma y en el denominador la unidad seguida de
tantos ceros como cifras decimales tiene. Se simplifica la fraccion.

Las personas inteligentes comprueban lo que han hecho, divide 47 entre 40, si te da 1.175 jesta
bien!, y no hace falta que nadie te lo diga ©

De decimal periddico a fraccion:
Antes de ver el método riguroso vamos a jugar un rato.

Coge la calculadora y haz las siguientes divisiones y apunta los resultados decimales en tu cuaderno:

1:9; 2:9; 3:9; 8:9; 1:99; 13:99; 37:99; 98:99; 1:999; 123:999; 567:999; 998:999.

Nota:

Al hacer 6/9 la calculadora da 0.6666666667, realmente es 6 periddico, la calculadora lo hace bieny
redondea en la ultima cifra.

Si has observado bien ya sabes escribir un montén de expresiones decimales periddicos a su forma de
fraccion.

Por ejemplo:
+ 0.444..=4/9;
0.333..=3/9=1/3.
0.171717...=17/99;
0.454545... = 45/99 = 5/11;
0.878787=187/99 = 29/33
0.337337337...=337/999;
0.549549...= 549/999 = 61/111
éComo serd 0.1234512345...?, pues 12 345 /99999 =4 115/ 33 333

o

Asi que ya lo sabes, para tener un periodo de n cifras el denominador tiene n nueves.

Pero el truco anterior no vale para 5.888...
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Sigue sin valer para 0.7333...

Hacemos 0.7333...=0.7 + 0.0333... = l+§:10 =l+i=£+i =2=E
10 9 10 90 30 30 30 15
Combinando los 3 trucos anteriores salen todos, pero no seguimos, te dejamos que investigues tu.
Nosotros vamos a explicar el método serio.

Otro ejemplo:

4+ Nos piden expresar el nimero 7.3252525... a su forma de fraccién. Lo primero serd ponerle un
nombre, por ejemplo, N = 7.3252525..., lo segundo es conseguir 2 nimeros con la misma parte
decimal.

El ante periodo tiene 1 cifra y el periodo 2. Para
conseguir la misma parte decimal multiplicamos
por 1000 y la coma se va hasta después del primer 7952 3626
periodo, si multiplicamos por 10 la coma se va 990N = 7252 = N= S50 =355
hasta delante del primer periodo.

1000N = 7325,2575...
~ 10N= 73.2575..

Ya tenemos 2 numeros con la misma parte decimal, si los restamos ésta desaparece y podemos
despejar N.

Fijate que la resta se hace en los 2 miembros a la vez.

Meétodo formal:

Multiplicamos el nimero por la potencia de 10 necesaria para llevarnos la coma al final del primer
periodo, luego lo multiplicamos otra vez para que la coma quede al principio del primer periodo.

Otro ejemplo y lo entiendes:

+ N=15.25636363...
¢Como conseguir 2 numeros con la parte decimal .636363...7

Pues lo mas facil es 10 000N = 152 563.6363...y 100N =1 525.6363...

151 038 8 391
Restamos: 9 900N =151 038 = N = =
9900 550

Estos son los casos mas dificiles (periddicos mixtos), cuando no haya ante periodo (periddico puro)
solo habra que multiplicar una vez puesto que ya tenemos el periodo justo después de la coma:

& N=4.545454...
100N = 454.5454...

— 1IN =4.5454...
450 50
OIN=450=P N= —=—
99 11
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Ejemplos:

N 10N - IN= 9N

1.333.. 13.333... - 1.333..= |12 N=12/9

N 100N — 10N = 90N

5.6777... |567.77..— |56.77..= |511 N =511/90

N 1 000N — 100N = 900N

8.65888... | 8 658.88... — | 865.88...= | 7793 | N =7 793/900

Por ultimo, si te dicen que hay un truco para hacer esto en segundos y sin calentarse la cabeza, pues es
cierto, lo hay, lo conocemos. Es una regla que se olvida y por tanto no vale para nada, no es razonada.

15. Pasa a fraccion y simplifica:
a) 1.4142
b) 0.125
c) 6.66

16. Pasa a fraccidn y simplifica:
a. 1.41424142..
b. 0.125125..
c. 6.666..

17. Pasa a fraccidn y simplifica:
1) 1.041424142...
2) 0.7125125...
3) 6.7666...

18. Pasa fraccion y calcula:
A. 0.333.. +0.666...
B. 0.888...-2.5
C. 0.65:0.656565...
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4.- RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE FRACCIONES

Vemos unos cuantos ejemplos:

| i) ¢éCudntos litros hay en 80 botellas de 3 cuartos de litro cada una?

Lo primero que debes hacer es ponerte un ejemplo con numeros mas faciles.

Tengo 10 botellas cada una de 2 litros. Esta claro que tenemos 20 litros, équé operacion hemos hecho?,
é¢multiplicar?, pues lo mismo hacemos con los nimeros del problema:

3 litros . 380 .
N Aotell a 80botellas = i 60litros

(Observa que botellas se van con botellas y las unidades finales son litros).

| ii) ¢Cudntas botellas de 3 octavos de litro necesito para envasar 900 litros?

Nuevamente cambiamos los nimeros por otros mas sencillos: quiero envasar 10 litros en botellas de 2
litros. Esta claro que necesito 5 botellas (10 : 2).

Hacemos lo mismo con nuestros numeros:

900 litros : % litros/botella = 900 : % = 900-2 =300-8 = 2400 botellas

Fijate que litros se va con litros y que las botellas que dividen en el denominador al final pasan
multiplicando en el numerador, por lo que unidad del resultado es “botellas”.

litros litros _ litros-botella

: = - =Dotella
1 botella litros
iii) Lluvia gana cierto dinero al mes, si se gasta el 40 % de él en pagar la letra del piso, el 75 % de

lo que le queda en facturas y le sobran 90 € para comer. ¢ Cudnto gana y cudnto gasta en el
piso y en facturas?

Lo primero: 40 % = ﬂ=z y75 %= £=i
100 5 100 4
Lo hacemos de 2 maneras y eliges la que mas te guste:

a) Método grdfico:

Hacemos un rectangulo de 5 x 4 cuadrados que son los 30€
denominadores.

De las 5 franjas verticales iguales quitamos 2 que es lo que se gasta
en la letra del piso.

Lo que queda estd dividido en 4 partes iguales y quitamos 3 que es lo
que se gasta en facturas. Nos quedan 3 cuadraditos que son los 90 €
de la comida. Luego un cuadradito es 90 : 3 =30 €. \

Lo que gana es 30 - 20 = 600 €.
En la letra se gasta 30 - 8 = 240 € y en facturas 30 - 9 = 270 €.
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b) Con fracciones:

Si a una cantidad le quitamos sus 2/5 nos quedan 3/5 de ella (1 - 2/5=5/5-2/5)

33 9
En facturas nos gastamos —— =—
45 20
i 1 3 9 12-9 3 ) o
Si teniamos 3/5 y nos gastamos 9/20 nos quedan g—%:7=% de la cantidad inicial. Esos 3/20

nos dicen que son 90 €. Por lo tanto 1/20 serdan 90 : 3 =30 €.
La cantidad total son los 20/20 luego 30 - 20 = 600 €.
En la letra del piso me gasto 2/5 de 600 = 1200 : 5 = 240 € y en facturas 3/4 de (600 — 240) = 3/4 de

360 =270 €. Tengo Quito Me queda

En cualquier caso los problemas se comprueban. 1 2/5 3/5

[o) — . -
40 % de 600 = 0,4 - 600 = 240 € se gasta en la letra. 3/5 | 3/4de 3/5=9/20 | 3/5-9/20 = 3/20

600 — 240 = 360 € me quedan.
75 % de 360 =0.75 - 360 = 270 € se gasta en facturas.

360 — 270 =90 € que le quedan para comer. jFunciona!

| iv) Una pelota pierde en cada bote 1 quinto de la altura desde la que cae.

a) ¢Cudntos botes debe dar para que la altura alcanzada sea inferior a 1 décimo de la inicial?

b) Sidespués del cuarto bote su altura es de 12.8 cm, écudl era la altura inicial?

Lo primero es darse cuenta de que si pierde un quinto de la altura se queda con los 4 quintos de ésta.
Por tanto en cada bote la altura se multiplica por 4/5.

n
a) Tenemos que ver para qué n se cumple (i] <1i =0.1

4 10 4 11
Y esto lo hacemos probando con la calculadora: (E) ~ 0.107 > 0.1 pero (E) ~ 0.0859 < 0.1 ,
luego hacen falta 11 botes.

4
b) (ij = % que es la fraccidn por la que se ha multiplicado la altura inicial.

5
256 625
—h=128=h=128-—=31.25cm
625 256
Matematicas orientadas a las ensefianzas aolicadas. 32 A ESQ. Capitulo 1: Nimeros Racionales Autor: Paco Moya

Revisora: Maria Molero
www.apuntesmareaverde.org.es

——— llustraciones: Paco Moya y Banco de Imagenes de INTEF



v) A Mariana le descuentan la quinta parte de su sueldo bruto en concepto de IRPF y la sexta parte del
mismo para la Seguridad Social. Si cobra 600 € netos, écudl es su sueldo bruto?

Sumamos las dos fracciones puesto que se refieren a la misma cantidad:

1,1_6+5_11
5 6 30 30
11 19
qgue es la parte que descuentan del sueldo bruto para tener el neto. Le quedan 1—— 25 de la
cantidad inicial. Esos 19/30 nos dicen que son 600 €.
Para calcular el sueldo bruto hacemos:
600 -2 ~ 94737 €.
19

Comprobacion:
1/5 de 947.37 = 189.47 € paga de IRPF
1/6 de 947.37 = 157.90 € paga alaS.S.
947.37 —189.47 — 157.90 = 600 € que es el sueldo neto. iBien!
Podria haber habido un pequeiio desfase de algin céntimo debido a las aproximaciones
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CURIOSIDADES. REVISTA

Suma de infinitas fracciones.

El sentido comun te dice que si sumamos infinitos nimeros positivos la suma tiene que ser infinita.
Pues, ino necesariamente!

1 1.1 1 1 g .
Te proponemos un reto, vamos a sumar §+—+—+—+§+... donde cada fraccion es la mitad de la

4 8 16
anterior. Los puntos suspensivos indican que esto no acaba nunca, en teoria deberiamos sumar y sumar
y seguir sumando de forma indefinida. En la practica no puede hacerse, pero para eso estan las
matematicas.

Coge la calculadoray empieza: 1:2 + 1:4 + 1:8 + 1:16 +1:32 + 1:64
Te da 0.984375 o si tienes suerte 63/64, jsdlo falta 1/64 para llegar a 1!

Suma ahora al resultado anterior 1/128, obtenemos 0.9921875 o lo que es lo mismo 127/128, sélo falta
1/128 para llegar a 1. Debes seguir, los siguientes nimeros a sumar son 1/256, 1/512, 1/1024, ...

Si te has fijado nos acercamos cada vez mas a 1. Vale, no vamos a llegar nunca, pero si quisiéramos
darle un valor a la suma infinita de arriba, étu cual le darias?

Los matematicos le dan el valor 1.

Observa. Tienes una hoja de papel cuadrada de area 1. La cortas por

la mitad, y dejas el trozo cortado encima de la mesa vy el sin cortar en

tu mando. Vuelves a cortar por la mitad el trozo que tienes en tu

mano, y vuelves a dejar encima de la mesa el trozo cortado. Y sigues,

y sigues... Sumas los trozos de papel que tienes en la mesa. ¢Podria
2 alguna vez sumar mas de 1? No, evidentemente, son trozos de un

papel de drea 1. {Alguna vez tendrias todo el papel encima de la
. = mesa? Cada vez tienes menos papel en la mano, y mds en la mesa,
16 1 pero al cortar por la mita, nunca lo tendrias todo. Sin embargo, los
matematicos dicen que en el infinito esa suma vale 1.

[

Ahora tenemos una pizza y nos vamos a comer la pizza de “tercios
en tercios”, es decir, primero 1/3, después 1/3 de 1/3, luego 1/3 de
1/3 de 1/3, y asi sucesivamente...

1 1 1 1 7

NN

—+—+—+—+..= Z i
3 9 27 81 % v
9 81
éCudnto crees que vale esta suma? ,
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RESUMEN

Prioridad de las
operaciones

1° Paréntesis interiores, 2° Potencias y raices, 3° Productos y divisiones, 4° Sumas y
restas.

10 -5-(4 - 3.29)=50

Signo de la suma

(+) + (+) = (+) se suman, (-) + (=) = (-) Se suman.
(+) + (=) = ¢ ? tiene el signo del mayor en valor absoluto.

-7/13 - 8/3=-1513=-5
-12/5+8/5=-4/5

Signo del producto y la
division

Si tienen igual signo da positivo. (+)-(+) = (-)
Si tienen signo contrario da negativo. (+)-(-)

)=
=EM=06)

-4
42 (~15)=-30

- (-10) = +40

NUmero Racional

Un namero r es racional si puede escribirse comor = a/b con a, b enterosy b # 0.

2; 3/8; —7/2 son racionales.

También 0.125y 2.6777...

V2 y mnoloson.

Fraccion irreducible

Se obtiene dividiendo el numerador y el denominador por el mismo nimero.
Numerador y denominador son primos entre si.

360/840 = 3/7, la (ltima es irreducible.

Fracciones equivalentes | Son equivalentes las fracciones que tienen igual expresion decimal. Dos fracciones | 3 @
equivalentes representan al mismo nimero racional. Sus productos cruzados valen lo | — = — = —— = 0.75 son equivalentes. 3
mismo. 4 8 20
:20=4-15
Ordenacién de Se pasan a comun denominador o se halla su valor decimal 0 se usa la légicayel| 3 4 9 15 16 18
fracciones truco a/b < c/d si ad < be para nimeros positivos. 25570 A <%0 20

Entre otros motivos

Representacion Si es necesario se pasan a forma mixta. Para n + a/b dividimos la unidad que vadenal _;; 3 LS
n+1en b partes iguales y tomamos a. Para—n — a/b dividimos la unidad que vade -n| 1~ 1 g 4 * A
a-n—1en b partes iguales y contamos a empezando en -n. ) " . "

3 -2 2 g

Sumayy resta de Se pasan a comun denominador y se suman (restan) los numeradores. 5 7 20 21 -1

fracciones - = =
6 8 24 24 24
Producto y division  |a/b - c/d = ac/bd 214 227 2
a/b: c/d=a/b - dic = ad/hc 76 723 3
6.14_610_6
5710 514 7

Fraccion de un nimero

a/b de x=alb x = (ax)b

3/4 de 60 =3/4 - 60 = 45
3/4de4/5=3/4-4/5=3/5

Cifras significativas  [Es el nmero de cifras “con valor” que se utilizan para aproximar un nimero 0.025 tiene 2
3.020 tiene 4
3000 no sabemos las que tiene

: = — [ 2
Errores Error absoluto: EA Ivgjorreal valoraproximado| 2 07 > EA ~ 0033
Error relativo: ER = Valorrear] S multiplica por 100 para obtener el % de ER. 30 033
alorrea = ER ~ =~ 0.050=5%
Fracciones y decimales |La expresion decimal de una fraccion siempre es exacta o periddica. Exacta si el 3/40 = 0.075 exacta

denominador sdlo tiene como factores primos el 2 o el 5. Periddica en caso contrario.

5/12 = 0.41666... periodica

Paso de decimal a
fraccion

Expresion decimal exacta: se divide el nimero sin la coma entre la unidad seguida de
tantos ceros como cifras decimales.

Expresion decimal periodica: Se multiplica N por potencias de 10 hasta conseguir 2
nimeros con la misma parte decimal, se restan y se despeja N.

3.175 = 3175/1000 = 127/40
N =2.0333..

100N — 10N =183

90N =183 >

N =183/90 = 61/30.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Halla paso a paso

(-5+4-(-2)+7):(7-(3-4) - (-1))
2. Ordena de menor a mayor:

8 -8 438 77 9
97975745790 8
3. Indica razonadamente qué fraccion es mayor:

102 98 98 97 -102 —-103

b
101799 Y357 98 9 101 ¥ 102
4. Demuestra que 4.999...=5
Generaliza: {Cuanto vale n.999...7
16 152 —-17 -23
5. Pasaaformamixta:—;—;—;—
9’ 6 5 4
6. Representa de forma exacta en la recta numérica:
25 3.125; — = -2.1666...
240’
7. Simplifica:
2-7-15 10+ 6 2-3+4

i § = -
Y110 D10z 9235+10
8. Halla la fraccidn que cae justo en medio de 3/2 y 9/4 en la recta numérica.

. .., a+b
Pista: La media aritmética T

Representa las 3 fracciones en la recta numérica.

1
9. La media armdnica se define como H(a, b) = —1 1 el inverso de la media aritmética de los
7+7
a
2
inversos.
2ab
a) Demuestra que H(a, b) = ——
a+b
311
b) Halla H| —,—
2’3
. 4 6
10. Halla la fracciéon inversa de 3+—:—
5 10
11. Opera y simplifica: 2.2 .10 .7
5 14 12 2
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12. Resuelve paso a paso:

13. Calcula las dos terceras parte de la sexta parte del 80 % de 900.

14. Halla el numero tal que sus cuatro tercios valen 520.

15. ¢ Cuantos botes de tres octavos de litro puedo llenar con 12 litros?

16. Calcula la fraccion por la que hay que multiplicar 450 para obtener 720.

17. Si 100 pulgadas son 254 cm:
a) Halla el largo en centimetros de una television si la altura son 19,2 pulgadas y largo/alto = 4/3.

b) Igual pero ahora largo/alto = 16/9.

18. Si en una clase el 77.777... % de los alumnos aprueban y hay mas de 30 alumnos, pero menos de 40,
écudntos alumnos son y cuantos aprueban?

19. Tres peregrinos deciden iniciar un viaje de 8 dias. El primero de los peregrinos aporta 5 panes para
el camino, el segundo peregrino, 3 panes, y el tercero no aporta ninguno, pero promete pagarles a
sus companeros al final del viaje por el pan que haya comido. Cada uno de los dias que duré el viaje,
a la hora de comer sacaban un pan de la bolsa, lo dividian en tres pedazos y cada peregrino se
comia un pedazo. Cuando llegaron a su destino, el caminante que no habia aportado ningln pan
sacd 8 monedas y las entregd a sus compafieros: 5 monedas para el que habia puesto 5 panes y 3
monedas para el que habia contribuido con 3 panes. ¢Podrias explicar por qué este reparto de
monedas no es justo? ¢Cuadl seria el reparto justo? (Problema de la Olimpiada de Albacete. i! se debe

tener en cuenta no los panes que uno ha puesto sino lo que realmente ha aportado (lo puesto menos lo comido).

20. Aproxima los numeros 32 567 y 1.395 con 2 cifras significativas y di en cual se comete menor error
relativo.

21. 7 no puede representarse mediante una fraccién de numeros enteros, pero ¢puedes hallar una
fraccion que lo aproxime con 5 cifras significativas?

22. Aproximamos 7z por: 3 1
+ —_—
a) Simplifica hasta una fraccién impropia irreducible. 7 +i
b) Halla el error absoluto y el error relativo. 16
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23. ¢ Cuantas botellas de 3/4 de litro necesito para tener la misma cantidad que en 60 botellas de 3/5 de
litro?

24. Halla un namero entero de tal forma que: su mitad, su tercera parte, su cuarta parte, su quinta
parte, su sexta parte y su séptima parte sean numeros enteros.

25. A la unidad le quito sus 2 quintas partes. ¢Por qué fraccién hay que multiplicar el resultado para
llegar otra vez a la unidad?

26. Halla la fraccién resultante:
a) Quito 1 tercio de lo que tengo y luego afiado 1 tercio de lo que queda.

b) Anado 1 tercio de lo que tengo y después quito 1 tercio del resultado.

27. Estds aburrido y decides jugar a lo siguiente: Avanzas un metro en linea recta, retrocedes la mitad,
avanzas la mitad de lo que has retrocedido en el ultimo paso, retrocedes la mitad de lo que has
avanzado en el dltimo paso, ...

Si lo haces muchas, pero que muchas veces, écuanto avanzas en total?
1 11 1 1

l-—+———+———+...=
2 4 8 16 32

28. Dario da pasos de 3/5 de metro, su perro Rayo da pasos de % de metro. Si ambos van a igual
velocidad y Rayo da 360 pasos por minuto, ¢cuantos pasos por minuto dard Dario?

29. Lafigura de al lado es un “Tamgran”.
a) Halla la fraccidn que se corresponde con cada una de las 7 piezas.

b) Si el lado del cuadrado es de 20 cm, halla el drea de cada pieza.

30. Si el lado del cuadrado es de 4 cm halla la fraccion y el area de la zona coloreada:

31. Calcula:
2 (3 1Y 1Y 3 (3 3Y 3V 8 (3 1Y (1 .Y
e —— )22 +[2-2 Q22| +[ ==
312 3 2 4 \2 4 2 314 2 2
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AUTOEVALUACION

1. Sabes operar con numeros enteros, conoces la prioridad de las operaciones y el uso de
paréntesis. Resuelve paso a paso:

(-8=7-(-4+6):(2+(-3))+5-4-2?)-(-2)

2. Sabes obtener fracciones equivalentes. Ordena de mayor a menor:

3. Sabes representar fracciones de forma exacta en la recta numérica. Representa:

3 17 —-11 0.125
4) 6; 7 ) .

4. Sabes operar con fracciones. Resuelve paso a paso y simplifica:

2 5, 1
3 6 3
2

6

5. Sabes hallar la fraccion de un nimero y la fraccidon de una fraccion.

a) Halla las cuatro quintas partes de los cinco octavos de 360.
b) Una botella tiene llenas sus siete octavas partes, si contiene 840 cm?, ¢cuanto le cabe llena?

6. Sabes redondear y calcular el error relativo cometido. Aproxima los nimeros 9 859 y 9.945 con 2
cifras significativas y calcula los errores relativos cometidos (en %), écudal es menor?

7. Sabes distinguir cuando una fraccion tiene una expresidn decimal exacta.

a) Di cuales de las siguientes fracciones tienen expresion decimal exacta y cuales periddica:
6 5 42

120’1807 210

. . . 1
b) éCuantos decimales tiene ——-?
275

c) éCuantas cifras como maximo puede tener el periodo de 1/97?

8. Sabes pasar de decimal a fraccién. Pasa a fraccion y simplifica:

0.125

a) 2.225 b) 2.2252525... O

9. Sabes resolver problemas mediante fracciones.

Una medusa crece cada semana un tercio de su volumen.
a) ¢Cudntas semanas deben pasar para que su volumen se multiplique por mas de 3?
b) Si su volumen actual es de 1 200 cm3, ¢cudl era su volumen hace 3 semanas?

10. A un trabajador le bajan el sueldo la sexta parte, de lo que le queda el 25 % se va destinado a
impuestos y por ultimo del resto que le queda las dos quintas partes se las gasta en pagar la
hipoteca del piso. Si aun tiene disponibles 450 €, i cuanto cobraba antes de la bajada de sueldo?,
écuanto paga de impuestos y de hipoteca?
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Soluciones:

5) a) 180;
b) 960 cm?3.
6) 9859 : 9900 =» EA = 41=>» ER=0.42 %.

L ]
=1 ]
e
@

9.945:9.9 = EA =0.045 =» ER = 0.45 %, es un poco menor el primero.

7) a) Primero se simplifican, son exactas 6/120 y 42/150. 5/180 tiene expresion decimal periddica.

b) 10 cifras decimales.

c) 96 cifras (de hecho las tiene).

&9
8)a) —
))40

b) 2203
990

) == = 0.999
1000

9) a) 4 semanas.

b) 506.25 cm?3.

10) Cobraba 1 200 €. Ahora cobra 1 000 €, paga 250 € de impuestos y 300 € de hipoteca.

Matematicas orientadas a las ensefianzas aolicadas. 32 A ESO. Capitulo 1: Nimeros Racionales

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Paco Moya
Revisora: Maria Molero

llustraciones: Paco Moya y Banco de Imagenes de INTEF
|

Textos Marea Verde



Matematicas orientadas a las enseinanzas aplicadas

32 A de ESO
Capitulo 2:
Potencias y raices

Propiedad Intelectual

Elpresente documento se encuentra depositado en el regisktro de Propiedad
Intelectualde Digital Media Rights con 1D de obra AA4-0181-02-442-0317 50

Fechayheorade registro:2014-02-07 13:41:58.0
s
[=] 3

Licencia de distribucion: CCby-nc-sa
Quedaprohibido eluso del presente documenteo y sus contenidos para Fines que
excedan los limites establecidos porla licencia de diskribucion.

Mas informacion en htbpyffunanw dmrights.com

Autora: Nieves Zuasti
Revisor: Sergio Hernandez

llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Indice
1. OPERACIONES CON POTENCIAS
1.1. PRODUCTO DE POTENCIAS
1.2. COCIENTE DE POTENCIAS
1.3. POTENCIA DE UN PRODUCTO

1.4. POTENCIA DE UN COCIENTE
1.5. POTENCIA DE OTRA POTENCIA

2. POTENCIAS DE NUMEROS RACIONALES
2.1. OPERACIONES CON BASE RACIONAL

3. NOTACION CIENTIFICA

3.1. GRANDES Y PEQUENOS NUMEROS
3.2. OPERACIONES CON NOTACION CIENTIFICA

4. RAICES

4.1. RAICES DE NUMEROS RACIONALES

4.2. RADICALES DE INDICE CUALQUIERA

4.3. POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

4.4. EXTRACCION DE FACTORES DE UN RADICAL
4.5. OPERACIONES CON RADICALES

Resumen
En este capitulo utilizamos los grandes numeros, las potencias,
s s s que nos permiten describir de manera mas facil la inmensidad
N del Universo, expresar sus distancias, la masa de los cuerpos
B\ celestes, el nimero de galaxias, estrellas y planetas.
Wity
\f También nos fijaremos en los pequenos numeros, el mundo

microscopico expresado en forma de potencia de exponente
negativo.

Utilizaremos la notacidén cientifica para grandes y pequefios
numeros.

Repasaremos las operaciones con potencias de exponente un niumero natural, introduciendo las potencias
con exponentes negativos y racionales. Ya conocemos las potencias de base un nimero natural, ahora
usaremos las mismas ideas utilizando bases de niUmeros negativos y racionales. Ya conoces los radicales,
ahora veremos que un radical es una potencia de exponente un nimero fraccionario y que podemos
utilizar las propiedades de las potencias con ellos.
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1. OPERACIONES CON POTENCIAS

. . exponente

Recuerda que la potencia a’? de base un nimero natural a y exponente natural i P |
n es un producto de n factores iguales a la base: |

a"=qg-qg-a..nfactores ., (n>0) =625 |
El factor que se repite es la base y el nUmero de veces que se repite es el |
exponente. Al resultado se le Ilama potencia. I

| base

Ya conoces las propiedades de las operaciones con potencias, que vamos a I
repasar. En este capitulo veremos que si el exponente o si la base es un | potencia
nuimero negativo o fraccionario, esas propiedades se mantienen. |

Recuerda: 1.1. Producto de potencias
0-1
:'m , +Con la misma base

El producto de potencias de la misma base es otra potencia con la misma base

(-1)"=1 m par y de exponente, la suma de los exponentes.

(—1)" =-1 n impar b™. b . pP = pmintp
0"=0 Ejemplo:
a=a'

(=5)*- (=5) - (=5)% - (=5) ¢ = (=5)"(F*2*O) = (-5) 3 = 1/(-5)® =1/-125

# Con el mismo exponente

El producto de potencias con el mismo exponente es otra potencia cuya base se calcula multiplicando las
bases, elevada al mismo exponente.

am-bm"-c"=(a-b-c)"
Ejemplo:
(=3)2-(5)%+ (-1)? - (-4)2=[(-3) - (5) - (-1) - (-4)]> = (+60)?= 3 600.

1.2. Cociente de potencias

+ Con la misma base

El cociente entre dos potencia de la misma base es otra potencia con la misma base y su exponente se
calcula restando los exponentes.

c":c"=cm"
Ejemplo:
(-12)7: (-12)?=(-12)2=(-12)°
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# Con el mismo exponente

Para dividir potencias con el mismo exponente, se dividen las bases y el resultado se eleva al mismo
exponente.

Ejemplo:
18%:34=(18/3)*=6*
Ejemplo:
(5)*: (—14)° = (5/-14)°

+ Potencias de exponente entero negativo

Una potencia de base real a # 0, y exponente natural n < 0 es el inverso de la misma con exponente

positivo.

1

w_ b

a = ar

La expresion a™ puede ser el resultado de dividir dos potencias de la misma base, ya que:
g a=a"7 six<y (x-y)<0.

Ejemplo:

6°:68=6>8=6"°=1/6°

1.3. Potencia de un producto

La potencia de un producto puede calcularse realizando primero el producto y elevando el resultado a
dicha potencia o bien, elevando cada uno de los factores a dicha potencia y realizando después el
producto.

(a-b-c-d)f=a"-b"-c"-d"
Ejemplo:
[(=2) - (+5) - (—4)]® = (+40)3 = +64 000 = (=2)3 - (+5)3 - (—4)® = (-8) - (+125) - (—-64) = +64 000

1.4. Potencia de un cociente
La potencia de un cociente puede calcularse efectuando primero el cociente y elevando el resultado a
dicha potencia, o bien elevar dividendo y divisor a la potencia y después efectuar el cociente.

(a:b)"=a™: b™

Ejemplo:
[(5) : (-4)]? = (5/-4)? = (-1.25)?> = +1.5625 = (5)? : (—4)? =25 : 16 = 1.5625
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1.5. Potencia de otra potencia
Al elevar una potencia a otra potencia obtenemos una potencia con la misma base y cuyo exponente es el
producto de los exponentes:

() = dm

Ejemplo:

Actividades resueltas

((=5)%)° = (-5)>¢ = (-5)*8

%+ Se cuenta que el inventor del ajedrez se lo mostrd al rey
Shirham de la India, que se entusiasmd tanto que le ofrecio
regalarle lo que quisiera. El inventor pidié un grano de trigo
para la primera casilla, dos para la segunda, 4 para la tercera, y
asi duplicando la cantidad en cada casilla. ¢Cudntos granos de
trigo habria que poner en la ultima casilla, en la 64?

Observamos que el nimero de granos de trigo de la casilla n es 2"
por lo que debemos calcular 283, Calculamos 22 = 4. Luego:

(222=2%=16  ((22)?)?=28=16-16 =256 (((22)2)2)2 = (28)2 = 216 = 256 - 256 = 65 536
((((22)2)2)2)2 = (216)2 = 232 = 65 536 - 65 536 = 4 294 967 296

(((((22)2)2)2)2)2 = (232)2 = 264 = 4 294 967 296 - 4 294 967 296 = 18 446 744 073 709 551 616

Y ahora, para calcular 2% podemos dividir potencias de la misma base:

263 =2%4/2 =9 223 372 036 854 775 808 granos de trigo, un nimero enorme y dificil de manejar.

Para calcular el numero total de granos de trigo observamos que la suma de granos hasta la casilla n
es 2" por lo que entonces debemos calcular 254, que estimando 1 200 granos por kg dan poco més de
15 billones de Tm y eso corresponde a la produccion mundial de 21 685 afos. ilmposible que el rey
tuviera tanto trigo!

1.

N

P

5.
6.

Determina el signo de las potencias: Alga marina (fotografia microscépica)
(-1)° (5)* (-12)7 (8)
Expresa en forma de una Unica potencia:
(=7 (=7)>- (=7)%- (-7)°
(3)>-(3)-(3)-(3)*- (3
Expresa en forma de potencia:
(—6)*- (4)*- (-1)*- (-5)*
Expresa en forma de potencia:
(-8)%: (=8>  (=3)*: (-3)

Expresa en forma de potencia: (+75)*: (-3)* (-5)%:(8)®

Expresa en forma de potencia: ((=2)>)® ((7)3)>
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2. POTENCIA DE BASE RACIONAL

La potencia de un numero racional es otro nimero racional cuyo numerador y denominador quedan
elevados a dicha potencia.

Ejemplo: | — | =|— || — |'| — || — =l =
5 5 5 5 5 5 625
2.1. Potencias de base racional y exponente negativo

El resultado de elevar un numero racional a una potencia negativa es otra potencia cuya base es el nUumero
racional inverso, elevado al mismo exponente, positivo.

) -6

2.2. Producto de potencias de base racional

Ejemplo: (4/9)° = (9/4)°

Se mantienen las propiedades de las potencias de base un nimero natural.

+ Con la misma base

El resultado de multiplicar potencias con la misma base es otra potencia con la misma base y exponente la
suma de los exponentes.

(a/b)™ - (a/b)" (a/b)° = (a/b)™*"*P
Ejemplo:(2/5)3 - (2/5) - (2/5)*- (2/5)° = (2/5)>1+(41 = (2/5)°
4 Con el mismo exponente

El resultado de multiplicar potencias con el mismo exponente es otra potencia cuya base es el producto de
las bases, elevada al mismo exponente.

(a/b)™ - (c/d)™ - (e/f)" = [(a/b) -(c/d) - (e/f)I"
Ejemplo: (—=2/3)* - (1/4)* - (3/5)* = [(-2/3) - (1/4) - (3/5)]* = (-6/60)" = (-1/10)*
Actividades propuestas
7. Calcula: a)(5/3)3 b) (-2/7)*  c)(-1/6)* d) (-5/2)
8. Expresa como Unica potencia:
a) (=3/4)°-(-3/4)*-((-3/4)® b)(1/8)> (1/8)*(1/8)
9. Expresa como unica potencia:

a) (5/4)°-(=2/3)> (-1/7)° b) (-3/5)7*- (-3/8)™*- (-1/4)*
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2.3. Cociente de potencias de base racional

4+ Con la misma base

El resultado de dividir potencias con la misma base es otra potencia con la misma base y el exponente la
diferencia de los exponentes.

(a/b)™ : (a/b)" = (a/b)" "
Ejemplo:
(=1/3)*: (=1/3)* = (-1/3)** = (-1/3)™"
'*- Con el mismo exponente

El resultado de dividir potencias con el mismo exponente es otra potencia cuya base es el cociente de las
bases, elevada al mismo exponente.

(a/b)™ : (c/d)™ = [(a/b) : (c/d)]™
Ejemplo:

(=3/4)7:(7/8) =[(-3/4) : (7/8)1°= (-24/28) == (-6/7) > = (-7/6)°

2.4. Operaciones combinadas con potencias
1 1

(=3) O T O M P A S S
(=3)"-(-3) 3" (-3) (-3 27

Ejemplo:

Ejemplo:

(5*-2*3) 523 |30 =30
© -4 3.7 [[ ]f [64

]3 [ ] =(-5)"" =244 140 625.

10. Calcula:

a) (=2/5)*: (=2/5) b) (5/8)*: (5/8)2
11. Calcula:

a) (1/5)72:(2/9) b) (-6)°: (-2/9)°
12. Calcula:
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4. NOTACION CIENTIFICA

4.1. Expresiones en notacion cientifica

Un numero expresado en notacién cientifica estd formado por un nimero decimal cuya parte entera esta
entre 1y 9, multiplicado por10”, siendo n un nimero entero positivo o negativo.

a-10" siendo 1<a<9

Si el exponente n es positivo se utiliza para expresar nimeros grandes y si el exponente n es negativo para
expresar nimeros pequefios

Ejemplo:
3420 000 000 000 = 3.42 - 102 0.000000000057 =5.7 - 1071

Actividades resueltas

+ En la leyenda del ajedrez utilizamos niimeros muy grandes. Si
no nos interesa tanta aproximacién sino hacernos una idea
Unicamente de los grandes que son, podemos usar la notacion
cientifica.

Una aproximacién para el nimero de granos de trigo de la casilla
64 es 9 -10, con lo que nos hacemos una idea mejor de lo enorme
gue es que con el nimero: 9223 372 036 854 775 808 que da un

poco de mareo.

4+ Escribe en notacidn cientifica: 216, 232 y 26
216=65536~6.5-10%

232=4294967 296 =4-10°

254 =18 446 744 073 709 551 616 = 1.8 - 10*°

4.2. Operaciones con notacion cientifica

#+ Suma o diferencia

Para realizar sumas y restas, con expresiones en notacion cientifica, se transforma cada expresién decimal
de manera que se igualen los exponentes de 10 en cada uno de los términos

Ejemplo:

Para calcular 4 - 108 + 2.3 - 10° — 6.5 - 10° expresamos todos los sumandos con la misma potencia de 10,
eligiendo la menor, en este caso 10°:

4000-10°+23-10°-6.5-10°
Sacamos factor comuan: 10°- (4 000 + 23 — 6.5) =4 016.5 - 10° = 4.0165 - 108

Matematicas orientadas a las ensefianzas aolicadas 32 A ESO. Capitulo 2: Potencias y raices Autora: Nieves Zuasti

Revisor: Sergio Hernandez
llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Vera

www.apuntesmareaverde.org.es




#+ Producto

El producto de expresiones en notacion cientifica es el resultado de multiplicar los nUmeros decimales y
sumar los exponentes de base 10.

Ejemplo: 2.5-10%-1.36 - 10° = (2.5 - 1.36) - 105*6 = 3.4 - 10!

+ Cociente

El cociente de dos expresiones en notacion cientifica es el resultado de dividir los nUmeros decimales y
restar los exponentes de base 10.

Ejemplo: 5.4-10°: 4 -107 = (5.4 : 4) - 10%7 = 1.35 - 102

Actividades resueltas
4+ Para hacer el cociente para calcular 2% dividiendo 2%* entre 2 en notacién cientifica:

203=264/2=1.8-10Y/2=0.9-10%=9-10%,

Usa la calculadora
Las calculadoras utilizan la notacién cientifica. Muchas calculadoras para escribir 9 - 108 escriben 9e+18.
13. Utiliza tu calculadora para obtener 26, 232y 264y observa cdmo da el resultado.

14. Utiliza la calculadora para obtener tu edad en segundos en notacién cientifica.

15. Efectua las operaciones en notacion cientifica:
a) 0.000257 +1.4-107° b) 200 000 000 — 3.5 - 10° + 8.5 - 10°
16. Efectua las operaciones en notacion cientifica:
a) (1.3-10%-(6.1-1073) b) (4.7 - 1078) - (3 - 10) - (2.5 - 1074)
17. Efectua las operaciones en notacidn cientifica:
a) (5-1078):(1.5-1073) b) (3.25 - 10-5) - (5 - 10?) : (6.15 - 1077)

18. Se estima que el volumen del agua de los océanos es de 1 285 600 000 km3 y el volumen de agua dulce
es de 35000 000 km3. Escribe esas cantidades en notacién cientifica y calcula la proporcién de agua

dulce.
19. Se sabe que en un atomo de hidrégeno el nucleo constituye el 99 % de la masa, y 2T TN
s . _ . e /
que la masa de un electrén es aproximadamente de 9.109 - 1073! kg. ¢Qué masa ! Y
. ’ / . , / . P , ! \
tiene el nucleo de un atomo de hidrégeno? (Recuerda: Un datomo de hidrogeno esta ' . n
’ 7 ’ . Ve I
formado por el nucleo, con un protdn, y por un Unico electrdn) ' ’
/
A 7
20. A Juan le han hecho un analisis de sangre y tiene 5 millones de glébulos rojos en “
cada mm3. Escribe en notacién cientifica el nimero aproximado de glébulos rojos
gue tiene Juan estimando que tiene 5 litros de sangre.
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5. RADICALES

5.1. Radicales de indice cualquiera

Recuerda:
- n =indice de la raiz
a=radicando
Q/é:X(:)X":a' ; _V:Q/; raiz

La raiz enésima de un numero a es un numero x que al elevarlo a n, da como
resultado a.

La raiz cuadrada de un numero real no negativo a es un uUnico nimero no negativo x que elevado al
cuadrado nos de a:

Ja=xoxi=a,a>0,x>0.

(Observacién \

No confundas resolver una ecuacién, x*> = 9, que tiene dos raices, 3 y —3, con calcular una raiz, como
V9 que es Gnicamente 3.

Imagina que lio tan horrible seria calcular v/9 + /1 + /4 si el resultado pudiera ser:

3+1+2=6,0bien,3-1-2=0,0bien-3+1-2=-4,0bien3-1+2=4..

\La raiz enésima de un numero en el campo real o no existe o es Unica. J

Observa que vV —1 no existe en el campo real. Ningin niumero real al elevarlo al cuadrado da un nimero

negativo. S6lo podemos calcular raices de exponente par de nimeros positivos. Sin embargo ¥Y—1 = -1,
pues (-1) - (-1) - (-1) =-1.

Actividades resueltas

#+ ¢Cudnto mide el lado de una habitacién cuadrada embaldosada con 144 baldosas de cuadradas de
25 cm de lado?

Cada lado tendra V144 = 12 baldosas, que miden 25 cm, luego medira 12 - 25 =300 cm = 3 m de largo.

#+ En un depdsito cubico caben 1 000 cubos de 1 dm?3, écudnto mide su arista?
¢Y si caben 12 167 cubos?

Calculamos Y1 000 = 10. La arista mide 10 dm. Calculamos ahora /12 167 = 23. La
arista mide 23 dm porque 23 -23-23 =12 167.

4 Calcula /—64; /-8; Y=27; Y-1000.
Las raices de radicando negativo e indice impar, si existen:

V=64 =—4; Y=8 =-2; ¥/=27 =-3; Y=1000 = -10.

Matematicas orientadas a las ensefianzas aolicadas 32 A ESO. Capitulo 2: Potencias y raices Autora: Nieves Zuasti

Revisor: Sergio Hernandez
llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

|

Textos Marea Vera

www.apuntesmareaverde.org.es




5.2. Potencias de exponente fraccionario

1
Se define X" como Q/;:

1
xn = ¥/x
[
Por tanto, la potencia X" puede expresarse en forma de radical,

de manera que n serd el indice de la raiz y m el exponente del
radicando.

m

X = /x™

Ejemplo:

5= 35

Las propiedades de las potencias de exponente fraccionario coinciden con las de las potencias de
exponente un numero natural.

Actividades resueltas

4+ Simplifica los radicales V2", Y7 usando potencias de exponente fraccionario.

Escribimos el radical como potencia de exponente fraccionario y simplificamos las fracciones:
Yoi—pi=23=38
W7 Tl = 7 = T =7 T
4+ Calcula V484 y /27 000 factorizando previamente los radicandos
V484 =22 112 =211 = 22
27000 =3/23-33.53=2-3.5=30

N »

6
5

3
% Calcula 25°%°; 32° y {3

|
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5.3. Extraccion de factores de un radical

m

Tenemos X" = {/x™ con m > n, para extraer factores de la raiz realizamos el cociente: m dividido entre n
n-p+r

r
i i : P+
tiene de cociente py derestor:m=n-p +r. Elresultado es ¥/ x™ =¥x"P" =x " =x " =x".{x".

m
Sim>n, XH=Q/X_”’= Xp-Q/F.

Ejemplo:
U =x-Ax?
V24335 = 422.22.32.3.522.2.3.43-5=12./15

21. Calcula todas las soluciones:

a) V121 b) V-8 c) ¥10 000 d) =1 e) U1
22. Expresa en forma de radical
a) (_3)4/5 b) 81/3 C) 52/3

23. Extrae los factores posibles en cada radical:

a) ¥a’b’ b) /67 -3*.2° c) v4-5°.9°

5.4. Operaciones con radicales

Como los radicales se pueden escribir como potencias, tienen las propiedades que ya conoces de las
potencias.

5.4.1. Raiz de un producto
La raiz de un producto es igual al producto de las raices de los factores
xy -z =¥x-ay -z

Ejemplo:

A8-27-64 =3/8-327-364 =2-3-4=24
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5.4.2. Raiz de un cociente

La raiz de un cociente es igual al cociente de la raiz del dividendo y la raiz del divisor

x_ Ux

y iy

n

Ejemplo:
J32 32 ,
243 3243 3

5.4.3. Raiz de una raiz

4 )

Recuerda

Hay operaciones con radicales que NO
estan permitidas.

10 = V100 = V64+36 que es distinto de:

V64 + 36 =8+6=14.
\_ J

La raiz de una raiz es igual a otra raiz con el mismo radicando y cuyo indice es el producto de los indices.

Vil = "9x

Ejemplo:

33/64 =364 =64 =82 =2

5.5. Operaciones combinadas

Ejemplo:
X3 yB=3fx fy =3x2 -y
Ejemplo:
7
_2_3 X oxAe e

X

24. Expresa en forma de producto o de cociente:
7
a) Ja-b b) v2-5-7 c) 3—

25. Expresa en forma de Unica raiz:

a) YVis b) /425

26. Expresa en forma de potencia:

3 5 L4 52
STNCh
5
27. Simplifica la expresion:
3
[ x s
a - -
Jx Ux
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CURIOSIDADES. REVISTA

Células solares de silicio de tamafio
microscopico

El programa de Tecnologia Solar del
Departamento de Energia de Estados
Unidos, en su objetivo de conseguir
mayor eficiencia en la produccion de
energia solar, ha creado células
microscopicas de silicio. Estas células
utilizan 100 veces menos material de
silicio policristalino de 20 micrometros
de grosor con un significativo coste
menor de fabricacion. Estas células
convierten casi un 15 % de la luz solar
en energia eléctrica.

l_'"_"_'

La cruz de Einstein

éSabias que... \

a las operaciones en notacidon
exponencial también se las llama de
“coma  flotante" porque el
exponente equivale a la posicién del
decimal? En los ordenadores, la
potencia de cdlculo se mide en
mflops, o miles de operaciones en
coma flotante por segundo, en
ingles floating point operations per
secound, abreviado "flops". Tu
ordenador igual puede hacer un
millén de estas operaciones por
segundo, un "giga flops"!

Albert Einstein habia anunciado, a partir de su
teoria de la relatividad general, el Ilamado
“espejismo cosmico” o "lente gravitacional". Este
efecto puede explicar la formacién de cuatro o mas
imagenes a partir de una sola fuente muy distante.
La cruz de la imagen resulté ser un solo quasar
situado a unos 10 000 millones de anos-luz al que

se llamé Cruz de Einstein, cuya luz queda curvada
en su trayectoria por una galaxia-lente situada diez
veces mas cerca.
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La presencia de las bacterias
Se estima que existen 100 millones de bacterias, de 600 -especies diferentes, por
cada milimetro cubico de saliva y 40 millones de bacterias en un gramo de tierra.
Algunos cientificos, calculan .que en el interior de la Tierra podria haber hasta
100 000 billones de toneladas de bacterias, de manera que si todas estuvieran sobre
la superficie, cubririan nuestro planeta hasta una altura-de 15 metros. Hay mucha
mas vidaen el interior que en el exterior.

En el Papiro de Ajmeed (1650 a.C.) se muestra
como los egipcios extraian raices cuadradas. En
la antigua India, en los manuscritos del
Baudhayana Sulba Sutra Aryabhata (800 - 500
a.C.) se anota un método para calcular raices
cuadradas.

En Europa, no se han encontrado referencias
antes de Cataneo (1546). El simbolo de la raiz
cuadrada fue introducido en 1525 por el
matematico Christoph Rudolff, y es una forma
estilizada de la r minuscula.

J
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RESUMEN

POTENCIAS Y RAICES Ejemplos
Producto y En el producto de potencias con la misma base se suman los (_5)4 . (_5)2 = (_5)6
cociente de exponentes. En el cociente se restan los exponentes 32.37-35
potencias Con el mismo exponente: En el producto, se multiplican las bases 55 25 = 145

y se eleva el resultado al mismo exponente. En el cociente se
dividen las bases y se eleva el resultado al mismo exponente

(-5)*: (4)>= (- 5/4)°

Potencia de un
producto y de un
cociente

La potencia de un producto es igual al producto de
cada uno de los factores elevados a dicha potencia

(a-b-c-d)"=a"-b"-c"-d"

La potencia de un cociente es igual al cociente del
dividendo y el divisor elevados a dicha potencia

cm: ch= cmn

(5-2-3)%=5%2% 3¢

(=7/2)° = 7°/(-2)°

Potencia de otra
potencia

((d)m)n = gmn

(4P = (-ays

Potencia de base
racional

(a/b)™ = a"/b"

(6/5)% = 62/52

Potencia de
exponente negativo

a=1/a"

83=1/8

Notacion cientifica:
operaciones

a-10*"siendo1<a <09.
+ n para grandes numeros
—n para pequefios numeros

320000000=3.2 - 108
0.0000000009 =9 -1071°

Radicales: raices de
indice cualquiera

J49 =7:3-216=-6:64=4: 4/81=3: 3-32==2

Potencias de
exponente racional

Una potencia con exponente racional puede
expresarse en forma de raiz cuyo indice es el
denominador del exponente y el radicando queda

m

elevado al numerador del exponente: x" =1

m

X

825 = /87

Extraccion de
factores de un
radical

Sim =n-c+rentonces Ya" =a‘-Va'

Operaciones con
radicales

ofx-y-z =x-gfy -Vz;
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Potencias
1. Expresa en forma de Unica potencia:
a) 2°-(-3)°-(-1p
b) (-1)°- (-1 - (1°
Q) 4 (-2 (-1 5
d) (-5)*-(-5)*-(5)
e) (-9)%-93-9%*.9
f) (-18)*:(-3)*
g) (6)°:(6)
h) (=3)%(-3)*
2. Expresa en forma de Unica potencia:

a) 42-4%-4
56 (—1)6

b) [(2)7:(-3)- (—4)*- (-4)*
c) [=2%-(=3)*- 6% : [(=4)®- (-4)*]

96.9%4:9
d) (=3)* (10)?: (=5)?
7°:73

3. Expresa en forma de potencia de exponente positivo:

a) (-4)7 b) (9)~°

4. Expresa en forma de Unica potencia:
a) ((2)*)° b) ((-3)?)°
5. Expresa en forma de Unica potencia:
a) (-3/5)* b) (2/9)*
6. Expresa en forma de Unica potencia:
a) (2/3)7*-(2/3)°-(2/3)
b) (1/6)°-(3/5)° - (-6/7)°
c) (=5/3)*:(-2/3)
d) (4/9)*:(4/9)

e) ((-4/3)73)p
f) ((2/7)7%)3
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7. Expresa en forma de Unica potencia:

a)(2/3)® - (=1/5)* - (-4/9)* - (1/2)*
(=1/4)° - (=1/4)? - (-1/4) - (-1/4)"

b) ((=1/3)%)*- (2/5)"*

c) (2/5)Y2 - (2/5)%4 - (2/5)"1/6
(7/8)*: (1/6)°

8. Expresa en forma de notacidn cientifica:
a) 140 000 000 b) 32800 c) 71 000 000 000 000 000 d) 0.0000075
e) —18 000 000 f) 0.00000000042 g) —0.009 h) 0.00000000007

9. Busca informaciéon expresada en notacion cientifica sobre:
a) Ladistancia entre la Tierray la Luna
b) Unidad de masa atémica
c) Km que corresponden a un afo luz
d) Un gugol

e) La longitud de onda de los rayos césmicos

10. Realiza las operaciones y expresa el resultado en notacién cientifica:
a)4-10°+2.4-10°-1.7-10°-3-10°
b)2.3-10°-3.45-10%+6-1073
c)3-10%-4.5-10?
d)1.8-10°:5- 108

11. La estrella Sirio estd a unos 8 611 afios luz de nuestro planeta. Expresa en metros,
mediante notacion cientifica la distancia que recorreria una nave espacial que
realizara un trayecto de ida y vuelta a Sirio. (Recuerda: Un afio luz, la longitud que
recorre la luz en un afio, es aproximadamente igual a 9.46 x 10*?km
(9460 730472 580.8 km con mas aproximacion))

Pt 12, La masa de un electrén en reposo se estima en
N i 9.11 - 103! kg, la de un protdn es de 1.672 - 107%” kg, y
i :,:; :JJ i la de un neutrén 1.64 x 10727 kg. Calcula la masa de un dtomo de carbono
: 14 (Ci4) formado por seis protones, seis electrones y 6 + 2 = 8 neutrones.
e (El C14 es un isétopo que tiene dos neutrones mas que el carbono normal y
Grafito que se utiliza para datar).
Matematicas orientadas a las ensefianzas aolicadas 32 A ESO. Capitulo 2: Potencias y raices Autora: Nieves Zuasti

Revisor: Sergio Hernandez
www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




13. Calcula y expresa en notacidén cientifica:
a)0.00829+4-103+7.45-10°-6.32-10*
b)5-10°-2.8-10"-3-10°
c)5-102%2-4-10*+1.4-10°3
d)3:10°:(-2.7)-103+4.2-10°

14. Expresa el resultado de esta operacion en notacion cientifica:

2.4-1073-1.5-107% b) (1.3-104)-(5-10%)
0.025+3-107% (4-105)-(2.3-10%)

a)

15. Se estima que existen 40 millones de bacterias en un gramo de tierra. Expresa
en notacion cientifica de forma aproximada el nimero de bacterias que
existen en unos camiones que estdn descargando 50 toneladas métricas de
arena en una playa.

16. Si x = 240000 y = 0.00058 z=7.2-10° Calcula y expresa en notacién
cientifica: a)x-y  b)2x+y- 10’ c) 3x -5y

Cultivo de Escherichia coli

17. Arquimedes, en su tratado E/ arenario cuenta una manera para
expresar numeros muy grandes, como el numero de granos de arena
qgue hay en toda la Tierra. Vamos a estimarlos ahora por otro
procedimiento. Estimamos cudntos granos de arena necesitamos para
tener un gramo de arena. Te parece que 50 granos de arena. Se estima
gue la masa de la Tierra es de:

My =5 980 000 000 000 000 000 000 000 000 g =598 - 10% g

Calcula de forma aproximada el nimero de granos de arena que hay en toda la Tierra.

18. Vemos en Internet que la masa de Marte es de 639E21 kg, que la masa de Jupiter es de 1.898E27 kg, y
gue la masa de la Tierra es de 5.972E24 kg. a) Calcula cudntas veces cabria la Tierra en el planeta
Jupiter. b) Calcula la relacion entre la masa de la Tierra y la de Marte.
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Raices

19. Calcula:
a)\v/12 100 b) /—0.008 c) I-125 d) V-1 e) V/0.49
20. Calcula:

a) V2.0736 b) 3/=0.00001 c) v33 640 000 d) ¥/-2.7-107°

21. Expresa en forma de raiz:

a) (—4)* b) 71/¢ c) (21)*2 d) (-5)*3
22. Expresa en forma de potencia:

a) 6° b) (—7)° )3 d)3/(=30)*
23. Extrae los factores posibles de estos radicales:

a) V3°-10° -2 b) ¥6° -2’ c) 4/x""-y®  d)A/3*.5°
24. Extrae los factores posibles de estos radicales:

a)da’-b*-c® b 5°-3° 10°:6°  d)VxP-x*-x

25. Simplifica:

2’ —4\ (-4Y x* -y 1Y (4Y
e lSIE) oy ol B
5 5 5 X"y 4 3
26. Expresa en forma de producto:
a)V/3-50-12 b) /5 -2*.3° c) v8-3*.9 d)¥Va*-b?.c*

27. Expresa en forma de cociente:

5 \/E -7 15
a) || = b)3— c) — d) \|—
[Sj 32 9 24
28. Expresa en forma de Unica raiz:
a) /48 b) /450 c) 439000  d) ¥V-1
29. Simplifica las operaciones:
2
a) V37 2" b) (/=27)-5° o) Y27 :33° d) ¥3-310° :2°
30. Simplifica las operaciones:
a) ¥x° % b) VW10 ¢) 5-(-2)°-(=3)° d) Y/(-6)" :3/(—6) -3"
31. Simplifica las operaciones:
1
DWer:s o CHANED ) (E7) )
20427 (-7)
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AUTOEVALUACION

1. El resultado de las operaciones siguientes es:  (=6)3- (—6)> - (-6) y (12)7: (12)°

a) 6y122 b)1/6y 125 ¢)-1/6 y 122
2. El resultado de las operaciones siguientes es: (—=5)*- (—1)*- (6)* y (-8)": (5)’
a) (-30)*y (-3)” b)30%*y(-8/5)"  ¢)30%y(-3)
3. El resultado de las operaciones siguientes es: ((-2)%)%;  ((-1)°)” y ((-5)%3)®
a) (-2)"% (-1) y (5)%3 b) -2 (-1) y -5* <) (-2)*; (-1) y (-5)*
4. El resultado de las operaciones siguientes es: (8)3; (-2)* y (10°)7?
a) 1/512; 1/16 y 1/10%° b) 1/8% -1/2%y 1/10%°
5. El resultado de las operaciones siguientes es: (5/7)%; (-1/3)% y (-2/5)*
a) 53/73 1/3?y -24/5° b) 53/73; 3% y 2%/5%
6. El resultado de las operaciones siguientes es: (2/3)3 - (2/3)% - (2/3)>
a) 1 b) 2/3 c)-2/3 d) (2/3) - (-3/2)
7. Las expresiones 3.1 - 108 y 0.0000000095 corresponden a:
a) 3100000000y9.5-101° b) 310000 000y 9.5-10° ¢)310000 000y 9.5 - 107°
8. El resultado de esta operacion es: (0.00098 + 3 -10°—4.2-10%)-2.5- 10°

a) 1245 b) 2 407.5 c) 107.5 d) 140.75
9. El resultado de las operaciones siguientes es: ¥—1331; 4256 y /-1
a) -11,16,-1 b) 11, 16, 1 ¢)-11,-16, -1

10. Las siguientes expresiones corresponden a: (—4)3/°; (3)¥/2 y (-5)*3
a) V-4 V3 y -5 o) Y4 5 V3 y V=5 V47 By = 6)
11. Elresultado de extraer factores de estos radicales es: \3/(— 5)4 y V2.5

a) (545 y2:5V2:5  b) (-5)3(=5) y S0V10 o) (-5)-4/(=5) v 50v5

12. Las operaciones siguientes pueden expresarse: 3\/— (5): 12 y 3\/3\/— 18

V-5 s V-5
a) ; y 3¥-18 b) ; y ¥-18 c) 5 y 318
V12 V12 V12
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Resumen

¢Qué tienen en comun conceptos tan dispares como el nimero de
conejos hijos engendrados por una pareja de conejos, la estructura
de un copo de nieve o el interés que obtenemos al depositar
determinada cantidad de dinero en una entidad financiera?

Detras de estos casos nos encontramos con el concepto de sucesion.
Las sucesiones numeéricas tienen gran importancia y utilidad en
muchisimos aspectos de la vida real, alguno de los cuales irds

descubriendo a lo largo de este tema.
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1. SUCESIONES DE NUMEROS REALES

1.1. Definiciones

Una sucesion de nimeros reales es una secuencia ordenada de numeros.
Ejemplo:

4+ Las siguientes secuencias son sucesiones:
a) 1,2,3,4,5,6,..
b) 2,4,6,8,10,12,..

Se llama término de una sucesion a cada uno de los elementos que constituyen la sucesion.

Para representar los diferentes términos de una sucesidn se usa una misma letra con distintos
subindices. Estos subindices indican el lugar que ocupa ese término en la sucesion.

Ejemplo:

+ En la sucesién a) tendriamos que: as=5, ya que es el término de la sucesién que ocupa el quinto
lugar.

+ En la sucesion b), el tercer término, se denotaria bs y corresponderia al 6
. . 1
4+ En la sucesion c), por ejemplo, ¢z = 5

Lo realmente importante a la hora de nombrar los términos de una sucesion es el subindice porque
denota el lugar que ocupan en la sucesidn. Las letras con las que se designa la sucesidn son distintas
para sucesiones distintas y suelen ser letras minusculas.

Se llama término general de una sucesion al término que ocupa el lugar n-ésimo y se escribe con la
letra que denote a la sucesion (por ejemplo a) con subindice n: (an)

Ejemplo:

# En los casos que estamos considerando, los términos generales de las sucesiones serian: an, bn Y Cn.

Si nos fijamos, los valores que toman los subindices son nimeros naturales, pero los términos de la
sucesién no tienen por qué serlo, es decir, los valores que toma la sucesidn son niumeros reales. Por
eso, podemos definir sucesion de nimeros reales de forma mas rigurosa como:

Definicion:

Se llama sucesion de numeros reales a una aplicacion que hace corresponder a cada niumero natural un
ndimero real.
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Actividades resueltas

1
+ En las sucesiones anteriores, observamos que: aio03= 1 003, b1, =24 y c37= E

1. Escribe los diez primeros términos de las siguientes sucesiones:

a) -1,-2, -3, -4,...
b)1,4,09,16,..
01,3,5,7,..

2. Escribe el término que ocupa el lugar 100 de cada una de las sucesiones anteriores.

3. Sabemos que un cuerpo con densidad suficiente que cae
libremente sobre la Tierra tiene una velocidad que aumenta 9.8
m/s. Si en el primer segundo su velocidad es de 15 m/s, escribe en
tu cuaderno la velocidad en los segundos indicados en la tabla.
é¢Observas alguna regla que te permita conocer la velocidad al
cabo de 20 segundos? Representa graficamente esta funcion.

Tiempo en segundos

1

2

3

Velocidad en m/s

15

1.2. Formas de definir una sucesion

Existen varias formas de definir una sucesion:

1. Dando una propiedad que cumplan los términos de esa sucesion

Ejemplo:

#+ Sucesion de los nimeros pares: 2, 4, 6, 8, 10, ...

#+ Sucesion de los nimeros primos: 2, 3,5, 7, 11, ...

# Sucesidn de los nUmeros naturales acabados en 9: 9, 19, 29, 39, ...

# Sucesidn de los cuadrados de los nimeros naturales: 1, 4, 9, 16, ...

2. Dando su término general o término n-ésimo:

Es una expresion algebraica en funcion de n.
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Ejemplo:
+ a,=n’+3

Sabiendo esto, podemos construir los términos de la sucesion sin mas que sustituir n por los
numeros naturales. Asi, tendriamos:

a1=12+3=4
a;=22+3=7
az3=32+3=12
ar=42+3=19
1
£ do= (—1)—
n
1
di=(-1)' — =-1
1 ) "
dz=—1)zl=l
2 2
1 -1
ds=(-1p~ = —
3=(-1) 3
d4: _1)41:1
4

3. Por una ley de recurrencia:

Es una expresidn que permite obtener un término a partir de los anteriores

Ejemplo:
+ La sucesion:
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,...
conocida como sucesion de Fibonacci se obtiene con la siguiente ley de recurrencia:
01=02=1,0an=0n-1+ 0n2

Es decir, cada término, salvo los dos primeros, se obtiene como suma de los dos anteriores.
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Actividades resueltas
#+ Sea la sucesidn de término general: a, = 2n + 3.
Sus cinco primeros términos son: a1=5,a2=7,03=9,a4=11, a5 =13
+ Dada la sucesion en forma recurrente: a1=1, an = ap-1 + 3
Sus cuatro primeros términos son:

a1 =1 (ya viene dado),

a,=1+3=4,
a3=4+3=7,
as=7+3=10

4. Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes sucesiones:
a) an=2n%*+1
4n—-1
b) bn=
) Bn 3n
c) ci=1,¢ch=3cp-1+5
d) di= 2, d2= 5, dn=2dp-1+ dn2

5. Escribe la expresidon del término general de las siguientes sucesiones:
a) {-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,..}
b) {0, 3,8, 15, 24, 35,...}
c) {2,4,6,8,10,..}

6. En una sucesion el primer término es 2 y los demas se obtienen sumando 4 al término anterior.
Hallar los 6 primeros términos de la sucesion.

7. Un satélite artificial se puso en orbita a las 17 horas y 30
minutos. Tarda en dar una vuelta completa a su érbita 87
minutos. A) Completa en tu cuaderno la tabla adjunta.
B) Escribe una expresion general que te permita conocer la
hora en que ha completado la vuelta n-ésima. C) Busca
una expresion que te permita conocer la hora en funcién
de la hora de la orbita anterior. D) Busca una expresion
gue te permita conocer la hora en funcion de la primera. E)
¢Cuantas vueltas completas habra dado 20 dias mas tarde
a las 14 horas?

N2 de orbitas 1 2 3 4 5 6

Hora en la que la ha completado
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2. PROGRESIONES ARITMETICAS

Ejemplo:

+ Alicia tiene en siete dias un examen de Matemdticas. Decide prepararlo haciendo cada dia tres
ejercicios mds que el dia anterior. Empieza hoy haciendo dos ejercicios. Si escribimos los ejercicios
que va haciendo Alicia a medida que pasan los dias, son: 2,5, 8,11, 14,...

Observamos que los términos de la sucesion van aumentando en una cantidad
constante: 3. Este tipo de sucesiones se llaman progresiones aritméticas.

Una progresion aritmética es una sucesiéon de numeros reales en la que la diferencia entre dos
términos consecutivos de la sucesion es constante. A esta constante se le llama diferencia de la
progresidn y se suele denotar con la letra d.

De otra forma, en una progresién aritmética se verifica:
aii1—ai=d

siendo i cualquier nimero natural

Es decir, cada término se obtiene sumando al anterior la diferencia, d-:
aiz1=ai+d

Ejemplo:

#+ La sucesion formada por los nimeros naturales: {1, 2, 3, 4, 5,...} es una progresidn aritmética, ya
gue cada término se obtiene sumando 1 al término anterior.

Actividades resueltas

+ Sia1=3yd=2, vamos a ver cdmo se escriben los cinco primeros términos de la progresién
aritmética:

a1=3,

a2=a1+d=3+2=5
a3=a+d=5+2=7
as=03+d=7+2=9

Os=as+d=9+2=11

8. Sefiala razonadamente si la siguiente sucesion es una progresion aritmética:
{1, 10, 100, 1 000, 100 000 ...}.

9. Calcula los tres primeros términos de una progresién aritmética sabiendo que el primero es 1y la
diferencia es 2.
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2.1. Término general de una progresion aritmética

Una progresién aritmética, al igual que ocurre con todas las sucesiones, queda perfectamente definida
si conocemos su término general. Vamos a calcularlo utilizando la definicion que hemos visto de
progresion aritmética y suponiendo conocidos el primer término a1 y la diferencia de la sucesion, d.

a1 dado

a,=a1+d
as=a+d=a+d+d=01+2d
ar=as+d=a1+2d+d=a1+3d
as=as+d=01+3d+d=a1+4d
De forma general:

On=0p1+d=a1+(n-2)-d+d=a1+(n—-1)d

Por tanto, el término general de una progresion aritmética es:
ar=a1+(n-1)d

Generalizando este resultado, podemos calcular el término general de una progresién aritmética
conociendo d y otro término de la progresién, no necesariamente el primero:

Mas general, el término general de una progresién aritmética es:
an=ax+(n—-k)d

Siendo ax el término de la progresidon que ocupa el lugar k.

NOTAS

1. Dependiendo del valor de d, nos podemos encontrar con distintos tipos de progresiones
aritméticas:

a) Sid >0, la progresidn es creciente, es decir, cada término es mayor que los anteriores. Por
ejemplo: {2,4,6,8, ...}

b) Sid<0, la progresidn es decreciente, es decir, cada término es menor que los anteriores. Por
ejemplo: {12, 9,6, 3, ...}

c) Sid =0, la progresidn es constante, es decir, todos sus términos son iguales. Por ejemplo:
{4,4,4,4, ..}
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2. Dependiendo de los datos que tengamos, calcularemos el término general de una progresion
aritmética de una forma u otra:

a) Siconocemos a1y d, hemos visto que:an=a1+(n—1)-d
b) Siconocemos un término cualquiera a;y d, sabemos que: a, = ax + (n — k)d

c) Siconocemos dos términos cualesquiera ary as, nos faltaria la diferencia d para poder aplicar
la formula anterior. Pero, como sabemos que:

an=ar+(n—-r)-d yque an=as+(n—s)-d
podemos despejar d en funcidon der, s, ary asy nos queda: d _a~a
r—s
Actividades resueltas

+ Hallar el término general de una progresién aritmética cuyo primer término es 7 y su diferencia
tambiénes 7.

Basta con sustituir en la formula dada: ap=a1+(n—1)-d=7+(n—-1)7=7+7n—-7=7n.

#+ Calcula el término que ocupa el lugar 15 en una progresion aritmética cuyo primer término es 2 y
la diferencia es 3.

Enestecaso,ais=01+(15—-1)-d=2+14-3=2+42 =44,
+ Calcula el primer término de una progresion aritmética con as =6y d = 2.

as=a1+(5—-1)-d. Despejamosai=as—4d=6 —4-(-2)=14.

10. Dada una progresién aritmética dos de cuyos términos son: a3 =4y a1 = 18:

a) Calcula su diferencia.

b) Calcula su término general.
11. Calcula el primer término de una progresién aritmética con diferencia 2 y azo = 60.
12. i Cudl es el término general de una progresion aritmética con g2 =45y d =3?

13. Los lados de un pentagono estan en progresion aritmética de diferencia 5. Sabiendo ademas que su
perimetro es 65, calcula el valor de los lados.

14. Calcula los 5 primeros términos de una progresidon aritmética de primer término 2 y de diferencia 3.
Represéntalos graficamente. Observa que su representacion grafica es un conjunto de puntos
aislados que estan sobre una recta.

15. Calcula la expresidn general de las progresiones aritméticas:

a) De diferencia d = 2.5 y de primer término 2.
b) De diferencia d = -2y de primer término 0.

c) De diferencia d=1/3y de segundo término 5.
d) De diferencia d = 4y de quinto término 1.

16. ¢ Cuantos multiplos de 7 estan comprendidos entre el 4 y el 8937
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2.2. Suma de los términos de una progresion aritmética
En una progresion aritmética, la suma de dos términos equidistantes es constante.

Es decir, si los subindices naturales p, g, ry s verifican que p + g =r + s, entonces: ap+ ag = ar+ as

La demostracion de esta propiedad es muy sencilla:
aptag=a1+d-(p—1)+a1+d-(g—1)=201+d - (p+qg—2)
artas=a1+d-(r—1)+a1+d-(s—-1)=2a1+d-(r+s-2)

Y como: p+qg =r+s, entonces: dp+ dg = ar+ 0s

Queremos calcular la suma de los n términos de una progresion aritmética, S,. Es decir:
Sh=01+ 024 A3+ eeee. + Un2+ U1+ Gp

Aplicando la propiedad conmutativa de la suma, tenemos que:
Sn=an+ Qn-1+ Ap-2+ ... +03+02+ 01

Sumando estas dos igualdades término a término obtenemos:

2Sp,=(a1+ an) + (024 an-1) + (03 + An-2) + ... +(an-2+a3) + (an-1+ a2) + (an + a1)

Como se observa, los subindices correspondientes a cada par de términos entre paréntesis suman n+1,
por lo que la suma de sus términos sera siempre la misma, entonces:

2S5, =(a1+ an) + (a2+ an-1) + (a3 + An-2) + ........ + (an-2 + a3) + (an-1 + a2) + (an + a1) = n-(a1+ an)
Despejando Sy :

_ n'(al +an)

Sn
2

La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética viene dada por:

_ n'(al +an)

Sn
2
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Actividades resueltas
#* Suma los 30 primeros términos de la progresion aritmética: a, = {17, 13,9, 5, 1, ...}.

Observamos que d = —4. Para aplicar la formula de la suma tenemos que calcular primero el
término que ocupa el lugar 30, azo:

ax=01+(n—1)d=17+(330-1)-(-4)=17+29 - (-4) =-99

17 +(=99) _

Entonces: S30= 30 - —1230

#+ Halla la suma de los nimeros impares menores que 1 000.

Tenemos que tener en cuenta que los niumeros impares forman una progresidén aritmética de
diferencia 2 y ademas: a1 =1, n = 500, aspo= 999

14999

Entonces: Sspo = 500 - =250 000.

17. Suma los 10 primeros términos de la progresion aritmética: {-5, 4, 13, 22, 31, 40, ...}
18. Halla la suma de los 50 primeros multiplos de 3.

19. En una sucesidn aritmética de un ndmero impar de términos el central vale 12, écuanto valdra la
suma del primero mas el ultimo?

20. El duefio de un pozo contrata a un zahori para conocer la profundidad a la que se
encuentra el agua y éste dictamina que a 5 m hay agua en abundancia. Pide un
presupuesto a un contratista, que le dice que el primer metro le costara 50 euros y
por cada medio metro mds 6 euros mas que por el medio anterior. ¢Cuanto le
costara el pozo si se cumplen las predicciones?

21. Antonio se ha comprado un moévil, pero no puede pagarlo al contado. Paga 60
euros cada semana, pero el vendedor le sube 5 euros cada semana en concepto

de pago aplazado. Logra pagarlo en 10 semanas. ¢Cudnto le costd? ¢Cudnto pagd de mas? ¢Qué
porcentaje supone este recargo sobre el precio de venta?

22. Un nadador se entrena en una piscina de 50 m y quiere controlar
las pérdidas de velocidad por cansancio. Cronometra en cinco dias
consecutivos los tiempos que tarda en hacer 2, 5, 8, 11, 14 largos. A)
Halla el término general de la sucesidon a, que da los metros recorridos
en el dia n. B) ¢ Cuantos metros habra nadado en dichos cronometrajes?

Te propongo ahora ver este video sobre progresiones aritméticas
Copia esta direccidn en, por ejemplo en Google, para verlo:

https://youtu.be/GiwteW- sns
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3. PROGRESIONES GEOMETRICAS

Ejemplo:

+ Un padre planea meter en una hucha 1 € el dia que su hijo recién nacido
cumpla un afio y duplicar la cantidad en cada uno de sus cumpleafios.

Es decir, la sucesidn cuyos términos son el dinero que mete en la hucha
cada anoes: {1, 2, 4, 8, 16,...}.

Observamos que los términos de la sucesidn van aumentando de forma que L P
cada término es el anterior multiplicado por 2. Este tipo de sucesiones se llaman progresiones
geométricas.

Una progresion geométrica es una sucesion de numeros reales en la que el cociente entre cada término
y el anterior es constante. A esta constante se denomina razén de la progresidn y se suele denotar con

a'i+1

la letra r. Es decir, =T siendo j un nimero natural y siempre que ag; sea distinto de cero.

O lo que es lo mismo, cada término se obtiene multiplicando el anterior por la razén r:

ais1=4a*r

Ejemplo:

#+ La sucesion: {1, 3, 9, 27, 81, ...} es una progresidon geométrica, ya que tomando dos términos
cualesquiera consecutivos, siempre se obtiene el mismo cociente, que es 3, razén de la
progresion.

3:1=9:3=27:9=81:27=3
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3.1. Término general de una progresion geométrica
Una progresidn geométrica, por ser una sucesiéon, queda totalmente definida si conocemos su término
general. Vamos a obtenerlo sin mas que aplicar la definicién de progresién geométrica:
a=d0a1-r
as=ax-r=ai-r-r=ai-r
as=az-r=ai-r’-r=ai-r’
as=as-r=ar-r’-r=ai-r*
On=0Cn1-r=a1-r"2-r=a;-r
Por tanto, el término general de una progresion geométrica es:
an=a;-rt
Generalizando este resultado, podemos calcular el término general de una progresién geométrica
conociendo ry otro término de la progresidon, no necesariamente el primero:
Mas general, el término general de una progresion geométrica es:
an=ax-r*
siendo ax el término de la progresién que ocupa el lugar k.
Ejemplo:
+ La sucesidn a, =3 - 5" es una progresidon geométrica.

NOTAS
1. Dependiendo del valor de r, nos podemos encontrar con distintos tipos de progresiones
geométricas:

a) Sir>1,y el primer término es positivo, la progresién es creciente, es decir, cada término es
mayor que los anteriores. Por ejemplo: sir =2, {2, 4, 8, 16, ...}, pero si el primer término es
negativo, es decreciente: {-2, —4, -8, —16, ...},

b) Si0<r<1, vy el primer término es positivo, la progresién es decreciente, es decir, cada
término es menor que los anteriores. Por ejemplo: sir=1/3, {90, 30, 10, 10/3, 10/9, ...}, pero
si el primer término es negativo, es creciente: {90, —30, —10, —10/3, -10/9, ...},

c) Sir<0, la progresion es alternada, es decir, sus términos van cambiando de signo segun el
valor de n. Por ejemplo: sir=-2,{-2, 4, -8, 16, ...}, o bien: {2, -4, 8, 16, ...}.

d) Sir =0, la progresidn es la progresién formada por ceros a partir del segundo término. Por
ejemplo: {7,0,0,0 ...}

e) Sir=1,la progresion es la progresion constante formada por el primer término: {2, 2, 2, 2, ...}.

2. Dependiendo de los datos que tengamos, calcularemos el término general de una progresion
geomeétrica de una forma u otra:
a) Siconocemos a1y r, hemos visto que: a,=as - r" 2.
b) Siconocemos un término cualquiera axy r, sabemos que: a, = ax - r" %
c) Si conocemos dos términos cualesquiera ap y ag, con ap no nulo, nos falta conocer la razén r
para poder aplicar la formula anterior. Pero, como sabemos que:
an=0ap-r"P? yque apn=aq-r"?

a
podemos despejar r en funcién de p, g, apy aq y nos queda: r = 9-p 4
ap
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Actividades resueltas

#+ Hallar el término general de una progresién geométrica cuyo primer término es 7 y su razén
también es 7.

Basta con sustituir en la formula dada: a,=a1-r"1=7-771=7",

4+ Calcula el término que ocupa el lugar 5 en una progresién geométrica cuyo primer término es 2 y
razon 3.

Enestecaso,as=qg1-r"1=2-3>"1=2.34=162.

#+ Calcula el primer término de una progresion geométrica con a3=6y r=—2.

: a
Despejamos a1 de a, = a1 - r"'y tenemos: a1 = —"—.
-

a, 6

Paran =3, tenemos:a1= —= > =
r- (-2

23. Averigua la razén de una progresion geométrica cuyo primer término es 27 y el cuarto es 8.

ENGl o N

3
3

24. El cuarto término de una progresion geométrica es 1/9 y la razén 1/3. Halla el primer término.
25. Halla el sexto término de la siguiente progresion geométrica: {~/2 , 2,2~/2 ,4 ...}

26. Dada una progresion geométrica dos de cuyos términos son: as3=—-8y as=—2 048
a) Calcula su razon.

b) Calcula su término general.

27. Cierta clase de alga, llamada clorella, se reproduce doblando su cantidad cada dos horas y media. Al
cabo de otras dos horas y media vuelve a doblar su cantidad, y asi sucesivamente. Si se tiene en el
momento inicial un kilo, al cabo de dos horas y media hay dos kilos. A) Haz una tabla de valores en la
que indiques para cada periodo de reproduccién el nimero de kilos de clorella. B) Indica el término
general. C) Al cabo de 4 dias, han transcurrido 40 periodos, ¢consideras posible este crecimiento?
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3.2. Producto de los términos de una progresion geométrica

En una progresion geométrica, el producto de dos términos equidistantes es constante.
Es decir, si los subindices naturales p, g, t y s verifican que p + g =t + s, entonces: a,- aq = 0t - as

La demostracién de esta propiedad es muy sencilla:
Ap-ag=ay-r"t-ay-rit=ag% P71 9 = g2 P2
dr-ds=ai - rt—l -aq - rs—l - 012_ rt—l . rs—l - 012_ rt+s—2
Ycomo: p+qg=t+s,entonces: ap-ag=0:- s
Queremos calcular el producto de los n términos de una progresion geométrica, P,. Es decir:

Ph=a1-02°03 ccc.. * Qn=2 * Qp-1" 0n

Aplicando la propiedad conmutativa del producto, tenemos que:
Ph=0an-0n1-ana-........ ~az-az-dx

Multiplicando estas dos igualdades:
Pa? = (@1-a2: 03 wceeee. * Qn—2 - An-1- Q) - (An* Ap-1* An-2 *........ ~a3z-az-ai)
P,%= (a1-an) (a2 an-1) - (@3- an-2) * ... “(an-2-a3) - (Gn-1-a2) - (an - a1)

Como se observa, los subindices correspondientes a cada par de términos entre paréntesis suman n+1,
por lo que el producto serd siempre el mismo en cada factor, entonces:
Pn2 = (al . an)n
Despejando Py:
Pn=* (al 'an)n
El signo serd positivo o negativo dependiendo de la progresion.

El producto de los n primeros términos de una progresion geométrica viene dado por:
P”= * (al 'an)n

Actividades resueltas

+ Hallar la suma de los 11 primeros términos de una progresién geométrica sabiendo que el primer
término es -2 y la razén 3.
_r-a,—-a, _(=2[(=3)*" -1]

Sn= = —88 574
r—1 -3-1

+ Hallar la suma de los 7 primeros términos de una progresién geométrica sabiendo que el séptimo
término es 20 480, el primero es 5 y la razdn es 4.

- , r-a,—a
Ahora utilizamos la férmula: S, = ”—1‘
r —
Sustituyendo:
S7 _ ra, —q _20480-4-5 27 305,
r—1 4-1

28. Un agricultor en su granja tiene 59 049 litros de agua para dar de beber a los animales. Un dia utilizé
la mitad del contenido, al siguiente la mitad de lo que le quedaba y asi sucesivamente cada dia.
¢Cuantos litros de agua utilizo hasta el sexto dia?

29. Suma los quince primeros términos de una progresién geométricaenlaque a1 =5 yr=7%.
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3.3. Suma de los términos de una progresion geométrica
A) Suma de un nimero limitado de términos consecutivos de una progresion geométrica
Ejemplo:
+ Juan ha comprado 20 libros, por el 12 ha pagado 1 €, por el 22, 2 €, por el 3¢,
4 €, por el 49, 8 € y asi sucesivamente. {COmo podemos saber lo que ha
pagado en total sin necesidad de hacer la suma?
Se trata de una progresion geométrica con g1 = 1 y r = 2. Se trataria de calcular:
g1+0z + as+ ... + ax. Vamos a verlo en general, para una progresiéon geométrica
cualquiera:
Queremos calcular: Sp=a1+a2+as+ ... +an-1+ an
Para ello, multiplicamos esta igualdad por r:
r-Sp=r-ai1+r-ax+r-as+..+r-an-1+r-an
Pero como:a;=r-a1
as=r-ap
dg=r-as

On=1r"0n-1
La igualdad anterior queda:
r-Sp=a,+az3+as+..+an+r-an
Restando:

r-Sy = ax+as+ast+..+tap+r-an
— Sp=a1+ax+asz+..+an1+0n

r-Sn—=Sn=—a1+r-ap

r-a —a, .
(r=1)-Sp=r-an—a1— Sp= ”—11 siemprequer=1,ycomoan,=ay-r!

Entonces: S, = M
r-1
La suma de los n primeros términos de una progresion geométrica viene dada por:
r-a,—-a, _a(r"-1
r-1 r-1
Se considera r # 1 ya que si r = 1 la progresion es la progresion constante formada por el primer
término: {1, a1, a1, a1,..} Yy Sh=n - a1
Analicemos la suma segun los distintos valores de r:
a) Si |r| > 1, los términos en valor absoluto crecen indefinidamente y el valor de S, viene dado por

la férmula anterior.

siempre que r# 1.

Sn= siempre que r # 1.

. A . a .
b) Silrl <1, la suma de sus términos cuando n es grande se aproxima a S, ~ 1—‘, ya que si en

a (r"-1
r—1
menor sera el valor de r'" y si n es suficientemente grande, r" se aproxima a 0. Por eso,
S ~ a, - (=1) _ g
n "~ -
r-—1 1-r
c) Sir=-1, los términos consecutivos son opuestos: {a1, —a1, a1, —a1, ...} Y Sh es igual a cero si n es
par, e igual a a1 si n es impar. La suma de la serie oscila entre esos dos valores.

Sn = , elevamos la razén |r| < 1 a una potencia, cuanto mayor sea el exponente n,
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+ Hallar la suma de los 11 primeros términos de una progresién geométrica sabiendo que el primer
término es —2 y la razén 3.

_r-a,—a, _ (=23 -1]

Sn= = —88 574
r—1 -3-1

+ Hallar la suma de los 7 primeros términos de una progresién geométrica sabiendo que el séptimo
término es 20 480, el primero es 5 y la razén es 4.

" . r-a, —a
Ahora utilizamos la férmula: S, = ”—1‘
r —
Sustituyendo:
ra, —a 20480-4 -5
= —l—L =———=27305.

B 4-1

30. Un agricultor en su granja tiene 59 049 litros de agua para dar de beber a los animales. Un dia utilizé
la mitad del contenido, al siguiente la mitad de lo que le quedaba y asi sucesivamente cada dia.
éCudntos litros de agua utilizd hasta el sexto dia?

31. Suma los quince primeros términos de una progresién geométrica en laque a1 =5y r="7%.
B) Suma de un numero ilimitado de términos consecutivos de una progresion geométrica

éQué ocurrird si repetimos el proceso anterior indefinidamente? Es decir, {qué ocurrird si sumamos un
ndmero ilimitado de términos?

Dependiendo del valor de r serd posible o no obtener la suma de un nimero ilimitado de términos:

a) Sir=1,laprogresion es la progresiéon constante formada por el primer término: {a1, a1, a1, a1,...}
y si a1 es positivo la suma de los términos sera cada vez mayor (si fuera a; negativo seria la suma
cada vez mayor en valor absoluto, pero negativa). Por tanto, si el nimero de términos es
ilimitado, esta suma sera infinita.

b) Si lr] > 1, los términos crecen indefinidamente y el valor de S, para un numero ilimitado de
términos, también sera infinito.

a

l-r

c) Silrl <1,lasuma de sus términos se aproxima cuando n es grande a S, =

Observamos que la suma no depende del numero de términos, ya que al hacerse cada vez
mas pequefios, llega un momento en que no se consideran.

d) Sir=-1, los términos consecutivos son opuestos: {a1, —a1, a1, —a1,...} y Sn es igual a cero si n es
par, e igual a a1 si n es impar. La suma de la serie oscila entre esos dos valores para un nimero
finito de términos. Para un nimero de términos ilimitado no sabemos si es par o impar, con lo

. a
que la suma no se puede realizar a no ser que a, =0, caso en que S =0 = 1—1 En el resto de
-r
los casos decimos que la suma de infinitos términos no existe pues su valor es oscilante.

e) Sir<-1,lostérminos oscilan entre valores positivos y negativos, creciendo en valor absoluto. La

suma de sus infinitos términos no existe pues su valor también es oscilante.
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En resumen,
La suma de un nimero ilimitado de términos de una progresién geométrica sélo toma un valor finito si

. a oA .
Ir] < 1, y entonces viene dada por: S = 1—1 En el resto de los casos, o vale infinito, o no existe pues
-r

oscila.

Actividades resueltas

+ Calcula la suma de todos los términos de la progresién geométrica cuyo primer término es 4y la
razon 1/2.
a, 4

s= & -~ _g
1-r 1

+ En una progresion geométrica la razén es 1/4 y la suma de todos sus términos es 8. ¢ Cudnto vale
el primer término?

a

Despejamos a; de: S = - ya:=5(1-r)=8-(1-1/4)=6.
r

32. Calcula la suma de los infinitos términos de la sucesién: 6, 3, 3/2, 3/4, ...

33. Tenemos en la mano un cuadrado de area 1. Cortamos las cuatro esquinas PAERN
por los puntos medios de los lados. El nuevo cuadrado, équé area tiene? , N
Dejamos los recortes encima de la mesa. ¢Qué area de recortes hay sobre la . ,
mesa? Con el nuevo cuadrado que tenemos en la mano efectuamos la misma N L,
operacion de cortar las cuatro esquinas y dejarlas sobre la mesa, y asi N
sucesivamente. ¢Qué darea tienen los sucesivos cuadrados que tengo en la
mano? ¢Y los recortes que quedan sobre la mesa? Halla la suma de las infinitas areas de recortes asi
obtenidas.

34. De nuevo tenemos un cuadrado de drea 1 en la mano, y lo cortamos por las
lineas de puntos como indica la figura. El trozo mayo lo dejamos sobre la mesa
y nos quedamos en la mano con el cuadrado, al que volvemos a cortar de la
misma forma. Y asi sucesivamente. ¢Qué area tienen los sucesivos cuadrados
que tengo en la mano? ¢Crecen o disminuyen? Escribe el término general de la
sucesiéon de areas que tenemos en la mano. ¢Y los recortes que quedan sobre

la mesa? iCrece el drea o disminuye? Vamos sumando areas, calcula la suma
de estas areas si hubiéramos hecho infinitos cortes.

Te propongo ahora ver este video sobre progresiones geométricas. Copia esta direccidn en, por
ejemplo Google, para verlo: https://youtu.be/d DfQuusVQl
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3.4. Aplicaciones de las progresiones geomeétricas
Fraccion generatriz

El curso pasado estudiaste cobmo pasar de un decimal periddico puro o periddico mixto a una fraccién.
Ahora vamos a utilizar las progresiones geométricas para que comprendas mejor el proceso.

Ejemplo:

+ Sitenemos un numero decimal periddico puro, lo podemos escribir como:
2.37 =2+0.37 + 0.0037 + 0.000037...
O lo que es lo mismo:
37 37 37
2+ +

— + + ..
100 100-100 100-100-100

. ., . . 1
donde los sumandos a partir del segundo forman una progresion geométrica de razén r = ﬁf 1, cuya

a

suma infinita vale: S = " . Por tanto:
-r
7 3
54 100 _,, 100 _,, 37 _198 37 235
I—L 9 99 99 99 99
100 100

* Si tenemos un nimero decimal periddico mixto, se utiliza un proceso similar:

1.328 =1.32+0.008 + 0.0008 + ...
O lo que es lo mismo:
8 8 8

+ + + ..
1000 1000-10 1000-10-10

1.32 +

. L, . . 1
En este caso, los sumandos a partir del segundo forman una progresion geométrica de razén r = E< 1.

Por tanto:
8
132+ 1000 _4, 0374 8 9,32, 8 ;2%
1_i 900 100 900 900
10
Nota

Con este proceso estamos ilustrando el concepto de fraccion generatriz como aplicacién de las
progresiones geométricas, pero a efectos practicos, es mas comodo efectuarlo segun el proceso visto.
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Capitalizacion compuesta

El interés compuesto lo estudiards detenidamente en el capitulo 6, pero ahora es interesante que sepas
gue entonces vas a usar las progresiones geométricas para calcularlo, y que tienes una hoja de calculo
para hacer las operaciones.

Si depositamos en una entidad financiera una cantidad de dinero Cp durante un tiempo t y un rédito r
dado en tanto por uno, obtendremos un beneficio: I = Co- r - t lamado interés.

La principal caracteristica de la capitalizacion compuesta es que los intereses que se generan en un ano,
pasan a formar parte del capital inicial y producen intereses en los periodos siguientes.

Entonces:

+ Al final del primer afio, el capital sera el capital inicial Co junto con los intereses producidos
durante ese afio. Es decir:

Ci=Co+1=Co+Co-r-1=Co-(1+7r)

+ Al final del segundo afio, el capital que tendremos sera el capital que teniamos al finalizar el
primer afio mas los intereses producidos ese segundo afio. Es decir:
C=C1+Ci-r-1=C-(1+r)=Co-(1+r)-(1+r=Co-(L+r)?

Observando los capitales obtenidos: Ci1, C;, ..., C, concluimos que se trata de una progresiéon geométrica
de razoén (1 + r). Por tanto:

+ El afio n-ésimo, tendremos:

El capital final obtenido después de n afios dado un capital inicial Co y un rédito r dado en tanto por uno,
es: Ch=Co-(1+1r)
Actividades resueltas
% Veamos la fraccion generatriz de 23.45 como aplicacién de las progresiones geométricas.
23.45 =23 + 0.45 + 0.0045 + 0.000045 + ...
O lo que es lo mismo:
45 45 45

3+ — + + + ..
100 100-100  100-100-100

. ., . . 1
donde los sumandos a partir del segundo forman una progresion geométrica de razén r = ﬁ)< 1, cuya

oo a
suma infinita vale: S = —'—. Por tanto:
—r
45 45
100 100 45 _ 2277 | 45 _ 2322 _ 258
23 + =23+ =23+ — ="+ —=""C2 ="
P 99 99 99 99 99 11
100 100

+ Depositamos en un banco 1500 € al 3.5 % de capitalizacion compuesta durante tres afios.
¢Cudnto dinero tendriamos al finalizar el tercer afio?
Utilizamos la expresion: Ci= Co - (1 + r)t donde Co = 1500 €, r = 0.035 pues es el tanto por uno y t
=3 afios. Por tanto: Ct= Co - (1 + r)!=1500(1 + 0.035)3 = 1 663.08 €

35. Calcula la fraccién generatriz del nimero 4.561.
36. Un empresario acude a una entidad financiera para informarse sobre cdmo invertir los 6000 € de
beneficios que ha tenido en un mes. Le plantean dos opciones.
a) Mantener ese capital durante 5 afos al 3.5 % anual o
b) Recibir el 5 % del capital durante los dos primeros afios y el 3 % los tres afios
restantes. ¢ Qué opcidn le interesa mas?
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CURIOSIDADES. REVISTA

A) El inventor del ajedrez

Ya vimos en el capitulo sobre potencias la leyenda sobre el ajedrez. Ahora
puedes utilizar tus conocimientos sobre progresiones para hacer los calculos:

Cuenta la leyenda como el inventor del ajedrez presentd su invento a un
principe de la India. El principe quedd tan impresionado que quiso premiarle
generosamente, para lo cual le dijo: "Pideme lo que quieras, que te lo daré".

El inventor del ajedrez formulé su peticidon del modo siguiente:

"Deseo que me entregues un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos por la segunda,
cuatro por la tercera, ocho por la cuarta, dieciséis por la quinta, y asi sucesivamente hasta la casilla 64".

La sorpresa fue cuando el secretario del principe calculd la cantidad de trigo que representaba la
peticidon del inventor, porque toda la Tierra sembrada de trigo era insuficiente para obtener el trigo que
pedia el inventor.

¢Qué tipo de progresion se utiliza? ¢Aritmética o geométrica? ¢ Cual es la razén?
¢Cuantos trillones de granos de trigo pedia aproximadamente?
¢Podrias hallar el total de granos de trigo utilizando férmulas y usando la calculadora?

14+2+22+23+ .. +2624 263

Potencias de 2 en el tenis

Las potencias de 2 también aparecen en los torneos de tenis. En muchos torneos

se enfrentan los jugadores de la siguiente forma: En la final juegan dos jugadores;
en la semifinal hay cuatro; en los cuartos de final hay ocho jugadores. Asi, en cada
ronda adicional la cantidad de jugadores se duplica, tal como ocurria con los

granos de trigo en el tablero de ajedrez. Si el torneo tuviera 25 rondas, éte

imaginas cuantos habria? Pues, iipodrian participar casi todos los habitantes de

Espafia!! y con 33 rondas, iipodrian participar todos los habitantes del planeta!!
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Sucesion de Fibonacci

Para los que pensais que es imposible ver Matematicas fuera del aula y mucho menos en
la naturaleza, os presentamos uno de los mas bellos conceptos matematicos
estrechamente relacionado con la naturaleza y el arte.

Se trata de una sucesion muy simple, en la que cada término es la suma de los dos
anteriores.

e Lasucesidn comienza por el nimero 1,

e Ysigueconl, 2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584..., ya
quel=0+1;2=1+1;3=1+2;5=2+3;8=3+5;13=5+8;21=8+13... etc.

Una de las propiedades mas curiosas, es que el cociente de dos nUmeros consecutivos de
la serie se aproxima a la llamada “seccién aurea” o “divina proporciéon”.

Este numero, descubierto por los renacentistas, es # = 1.61803..., y se lo nombra

con la letra griega ¢. La sucesion formada por los cocientes de nimeros consecutivos de
la sucesidon de Fibonacci se acerca rapidamente, hacia el nimero aureo. Los griegos y
renacentistas estaban fascinados con este nimero y lo consideraban el ideal de la

belleza.
De hecho, Leonardo da Vinci en su obra “El hombre de
,;Q; \ - Vitrubio” utiliza este numero para conseguir las perfectas
| E SNy proporciones de su obra.

¢Como puede ser que el cociente de dos numeros de una
secuencia inventada por el hombre se relacione con la belleza?
Pues porque la sucesién de Fibonacci esta estrechamente
relacionada con la naturaleza. Se cree que Leonardo encontré
,_ estos numeros cuando estudiaba el crecimiento de las
R ; poblaciones de conejos. Supongamos que una pareja de
conejos tarda un mes en alcanzar la edad fértil, y a partir de
ese momento cada vez engendra otra pareja de conejos, que a
su vez engendrardn cada mes una pareja de conejos.

¢Cuantos conejos habra al cabo de un determinado nimero de meses?

Pues si, cada mes habra un nimero de conejos que coincide con cada uno de los
términos de la sucesion de Fibonacci. Parece magia, ¢ verdad?

Pues muchas plantas, como las pifias o las margaritas siguen una disposiciéon relacionada
también con la sucesion de Fibonacci, lo que ilustra la famosa frase de Galileo

“La naturaleza esta escrita en lenguaje matematico”.
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RESUMEN

Progresion

Es una sucesion de numeros reales en la que la

2,5,8,11,14,17, ...

lugar k

aritmética ] ) . .
diferencia entre dos términos consecutivos de la
sucesion es constante. A esta constante se le llama
diferencia de la progresion y se suele denotar con la
letrad.
Término general |a, = ax + d-(n — k) siendo ax el término que ocupa el{an=2+3n

Sumadelosn
primeros
términos

_ n'(al +an)

Sn
2

Ss =(8/2)-(2+(2+3-8)) =
4-(4+24)=4-28=112

Progresion

Es una sucesion de numeros reales en la que el cociente

3,6,12, 24, ..

S, = r-a,—a _aC" -1
r-1 r-1
. e . , . a'1
- Parar# 1,y una cantidad ilimitada de términos: S = 1
-r

geométrica o i
entre cada término y el anterior es constante. A esta 1,1/2,1/4,1/8..
constante se denomina razon de la progresion y se suele
T . .
denotar con la letra r. Es decir, — =T siendo i un
q
numero natural.
Término general |a, = ak- r"* siendo ay el término de la sucesién que ocupael |g,=3:2"!
lugar k an=1-(1/2)"
Suma - Parar# 1,y un ndmero finito de términos: Ss=3(28-1)/(2-1)=

3(256 — 1) = 3(255) = 765.

S=1/(1-1/2)=2

Producto de los
n primeros
términos

Pn=+ (al'an)n

Ps=+4/(3-3-2%)° =(3-2%°
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Calcula el término que ocupa el lugar 100 de una progresion aritmética cuyo primer término es igual
a 4y la diferencia es 5.

2. El décimo término de una progresién aritmética es 45 y la diferencia es 4. Halla el primer término.

3. Sabiendo que el primer término de una progresion aritmética es 4, la diferencia 7 y el término n-
ésimo 88, halla n.

4. Halla el primer término de una progresién aritmética y la diferencia, sabiendo que a3 = 24 y a10 = 66.

5. Eltérmino sexto de una progresion aritmética es 4 y la diferencia 1/2. Halla el término 20.

6. Calcula los lados de un triangulo rectangulo sabiendo que sus medidas, expresadas en metros, estan
en progresion aritmética de diferencia 3.

7. Halla tres nimeros que estén en progresion aritmética y tales que, aumentados en 5, 4 y 7 unidades
respectivamente, sean proporcionalesa 5, 6y 9.

8. Calculala suma de los multiplos de 59 comprendidos entre 1 000 y 2 000.

9. El producto de tres términos consecutivos de una progresion aritmética es 80 y la diferencia es 3.
Halla dichos términos.

10. {Cudntos términos hay que sumar de la progresion aritmética 2, 8, 14, ... para obtener como
resultado 1 064?

11. La suma de n niUmeros naturales consecutivos tomados a partir de 11 es 1715. {Cuantos términos
hemos sumado?

12. Sabiendo que el quinto término de una progresidn aritmética es 18 y la diferencia es 2, halla la suma
de los nueve primeros términos de la sucesion.

13. La suma de tres niUmeros en progresion aritmética es 33 y su producto 1 287. Halla estos niumeros.

14. Tres numeros en progresion aritmética tienen por producto 16 640; el mas pequeiio vale 20. Halla
los otros dos.

15. El producto de cinco nimeros en progresion aritmética es 12 320 y su suma 40. Halla estos nimeros
sabiendo que son enteros.

16. Calcula tres numeros sabiendo que estan en progresion aritmética, que su suma es 18 y que la suma
del primero y del segundo es igual al tercero disminuido en dos unidades.

17. La suma de los once primeros términos de una progresion aritmética es 176 y la diferencia de los
extremos es 30. Halla los términos de la progresion.

18. Halla cuatro numeros en progresidon aritmética, conociendo su suma, que es 22, y la suma de sus
cuadrados, 166.

19. La diferencia de una progresion aritmética es 4. El producto de los cuatro primeros términos es 585.
Halla los términos.

20. Halla los seis primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que los tres primeros suman
-3y los tres ultimos 24.

21. En una progresion aritmética el onceavo término excede en 2 unidades al octavo, y el primero y el
noveno suman 6. Calcula la diferencia y los términos mencionados.

22. En una progresidon aritmética, los términos segundo y tercero suman 19, y los términos quinto y
séptimo suman 40. Hallalos.

23. Sabiendo que las medidas de los tres angulos de un triangulo estan en progresion aritmética y que
uno de ellos mide 100°, calcula los otros dos.

24. Halla las dimensiones de un ortoedro sabiendo que estan en progresién aritmética, que suman 78 m
y que el volumen del ortoedro es de 15 470 m.

25. Los seis dangulos de un hexagono estan en progresiéon aritmética. La diferencia entre el mayor y el
menor es 60°. Calcula el valor de cada angulo.
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27.

28.
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30.

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43,

44,

45,

46.

47.

Las longitudes de los tres lados de un tridngulo rectangulo estan en progresion aritmética y suman
36 metros. ¢Cuanto mide cada lado?

Un coronel manda 5 050 soldados y quiere formar con ellos un tridngulo para una exhibicién, de
modo que la primera fila tenga un soldado, la segunda dos, la tercera tres, etc. ¢ Cuantas filas tienen
qgue haber?

Por el alquiler de una casa se acuerda pagar 800 euros al mes durante el primer afio, y cada afio se
aumentara el alquiler en 50 euros mensuales. ¢Cuanto se pagara mensualmente al cabo de 12
afnos?

Las edades de cuatro hermanos forman una progresion aritmética, y su suma es 32 anos. El mayor
tiene 6 afnos mas que el menor. Halla las edades de los cuatro hermanos.
Un esquiador comienza la pretemporada de esqui haciendo pesas en un
gimnasio durante una hora. Decide incrementar el entrenamiento 10
minutos cada dia. ¢Cudnto tiempo debera entrenar al cabo de 15 dias?
¢Cuanto tiempo en total habrd dedicado al entrenamiento a lo largo de
todo un mes de 30 dias?

En una sala de cine, la primera fila de butacas dista de la pantalla 86 dm, y
la sexta, 134 dm. ¢En qué fila estard una persona si su distancia a la
pantalla es de 230 dm?

Calcula el término onceavo de una progresion geométrica cuyo primer
término esiguala 1y larazén es 2.

El quinto término de una progresién geométrica es 81 y el primero es 1. Halla los cinco primeros
términos de dicha progresion.

En una progresién geométrica de primer término 7 y razén 2, un cierto término es 28 672. ¢Qué
lugar ocupa dicho término?

Sabiendo que el séptimo término de una progresion geométrica es 1y la razén 1/2, halla el primer
término.

En una progresién geométrica se sabe que el término decimoquinto es igual a 512 y que el término
décimo es igual a 16. Halla el primer término y la razon.

Descompdn el numero 124 en tres sumandos que formen progresion geométrica, siendo 96 la
diferencia entre el mayor y el menor.

El volumen de un ortoedro es de 3 375 cm?. Halla la longitud de sus aristas, sabiendo que estdn en
progresidon geométrica y que la arista intermedia mide 10 cm mas que la menor.

Halla el producto de los ocho primeros términos de la progresion 3, 6, 12, 24, ...

Halla la suma de los diez primeros términos de la progresiéon geométrica 3, 6, 12, 24,...

La suma de los ocho primeros términos de una progresién geométrica es 17 veces la suma de los
cuatro primeros. Halla el valor de la razon.

Halla la suma de los términos de la progresion ilimitada: 8, 4, 2, 1, ...

Halla tres nimeros en progresién geométrica sabiendo que su suma es 26 y su producto 216.
Calcula el producto de los once primeros términos de una progresién geométrica sabiendo que el
término central vale 2.

Tres numeros en progresiéon geométrica suman 525 y su producto vale un millén. Calcula dichos
numeros.

Determina cuatro nimeros en progresion geométrica de manera que los dos primeros sumen 0.5y
los dos ultimos 0.125.

¢Cuantos términos se han tomado en una progresion geométrica, sabiendo que el primer término
es 7, el ultimo 448 y su suma 889?

I — 4
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La suma de los siete primeros términos de una progresion geométrica de razén 3 es 7 651. Halla los
términos primero y séptimo.

Halla tres nUmeros en progresién geométrica cuyo producto es 328 509, sabiendo que el mayor
excede en 115 a la suma de los otros dos.

Tres numeros estdn en progresién geométrica; el segundo es 32 unidades mayor que el primero, y
el tercero, 96 unidades mayor que el segundo. Halla los nimeros.

Halla los cuatro primeros términos de una progresion geométrica, sabiendo que el segundo es 20 y
la suma de los cuatro primeros es 425.

Halla los angulos de un cuadrilatero, si se sabe que estdn en progresidn geométrica y que el mayor
es 27 veces el menor.

Las dimensiones de un ortoedro estan en progresion geométrica. Calcula estas dimensiones
sabiendo que su perimetro es 420 m y su volumen 8 000 m?3.

Divide el nUmero 221 en tres partes enteras que forman una progresién geométrica tal que el tercer
término sobrepasa al primero en 136.

La suma de tres nUmeros en progresion geométrica es 248 y la diferencia entre los extremos 192.
Halla dichos niumeros.

Halla cuatro numeros en progresién geométrica sabiendo que la suma de los dos primeros es 28 y la
suma de los dos ultimos 175.

En una progresion geométrica, los términos primero y decimoquinto son 6 y 54, respectivamente.
Halla el término sexto.

Una progresion geométrica tiene cinco términos, la razén es igual a la cuarta parte del primer
término y la suma de los dos primeros términos es 24. Halla los cinco términos.

Halla x paraque x—1,x+ 1, 2(x + 1) estén en progresiéon geométrica.

A una cuerda de 700 m de longitud se le dan dos cortes, de modo que uno de los trozos extremos
tiene una longitud de 100 m. Sabiendo que las longitudes de los trozos estan en progresion
geométrica, determina la longitud de cada trozo.

Halla la fraccion generatriz del numero decimal 0.737373..., como suma de los términos de una
progresion geométrica ilimitada.

Se tiene una cuba de vino que contiene 1 024 litros. El 1 de octubre se vacid la mitad del contenido;
al dia siguiente se volvié a vaciar la mitad de lo que quedaba, y asi sucesivamente todos los dias.
¢Qué cantidad de vino se sacé el dia 10 de octubre?

Dado un cuadrado de 1 m de lado, unimos dos a dos los puntos medios de sus lados; obtenemos un
nuevo cuadrado, en el que volvemos a efectuar la misma operacion, y asi sucesivamente. Halla la
suma de las infinitas areas asi obtenidas.

Tres nimeros cuya suma es 36 estdn en progresion aritmética. Halla dichos nimeros sabiendo que
sise lessuma 1, 4y 43, respectivamente, los resultados forman una progresién geométrica.
Tridngulo de Sierspinky: Vamos a construir un fractal.
Se parte de un tridngulo equilatero. Se unen los puntos
medios de los lados y se forman cuatro triangulos. Se
elimina el triangulo central. En cada uno de los otros
tres tridngulos se repite el proceso. Y asi
sucesivamente. A la figura formada por iteracién
infinita se la denomina Tridngulo de Sierspinky, y es un fractal. Imagina que el primer triangulo tiene
un area A. Cuando aplicamos la primera iteracion, el adrea es (3/4)A. Y en la segunda? Escribe la
sucesion de las areas. ¢Es creciente o decreciente? Imagina ahora que la longitud de cada lado del
triangulo inicial es L. Escribe la sucesion de las longitudes. ¢Es creciente o decreciente?
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AUTOEVALUACION

1. ¢Cudl es la razdn de la siguiente progresidon geométrica: a, =5 - 3"1?
a)5 b)3 c¢)2 d)Noesunaprogresion geométrica
2. En la sucesidon de multiplos de 13, el 169 ocupa el lugar:
a)l b) 2 c) 13 d) 169
3. La suma de los diez primeros términos de la progresion aritmética: 7, 13, 19, 31,... es:
a) 170 b) 34 c) 19 d) 340
4, La sucesién 5, 15, 45, 135, 405, 1 215...:
a) Es una progresién geométrica de razén 5 b) Es una progresion aritmética de diferencia 5
c) Es una progresion geométrica de razon 3 d) Es una progresion aritmética de diferencia 3.
5. Sea la sucesidén: 2, 10, 50, 250, 1 250... su término general es:
a)an=2-5"1 b)a,=2-2"t ¢)a,=5-5" d)a,=5-2"1
6. éCudnto suman las potencias de 2 comprendidas entre 21y 210?
a) 1022 b) 2 046 c)1024 d) 2 048
7. La progresion aritmética cuyo primer término es 1y su diferencia 2, tiene como término general:
a)apn=2n b)ar=2n+1 c)a,=2n-1 d)ar,=2n-2
8. ¢Cudleselvalordelasuma:1+3+5+7+...+999?
a) 500000 b) 250000 c) 50 000 d) 25000
9. Maria estd preparando el examen de selectividad. Para no dejar toda la materia para el final ha
decidido estudiar cada dia el doble de paginas que el dia anterior. Si el primer dia estudio tres
paginas, écudntas habra estudiado al cabo de 7 dias?
a) 381 b) 192 c) 765 d) 378
10. A Roberto le han tocado 6 000 € en la loteria y decide depositarlos en el banco a un tipo de
interés compuesto del 4 %. ¢ Cuanto dinero tendra al cabo de 5 anos?
a)6240€ b) 6 104 € c)7832.04€ d)7299.92€
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Resumen

Segln avanzamos en nuestros estudios se van ampliando nuestros conocimientos, en particular los de
Matematicas. Esto no se debe a ningun tipo de capricho, todo lo contrario: a lo largo de la historia las
Matematicas se desarrollan empujadas por las necesidades de las personas. Es indudable Ia

preguntas cotidianas que se solventan operando
adecuadamente los datos disponibles. Para ese propdsito
es util fomentar nuestra capacidad de abstraccién; ella nos

conveniencia de que una persona tenga soltura con los nimeros y sus operaciones basicas: suma, resta,
permite reconocer como equivalentes situaciones en
apariencia muy alejadas. En este capitulo se va a dar un

multiplicacién y division. Por soltura no debe entenderse
gue se sepa de memoria “todas” las tablas de multiplicar, [
sino que sea consciente de lo que significa realizar una
operacion concreta, que sea capaz de dar respuesta a I
-
®

paso en ese sentido al manipular, manejar, datos
numéricos no concretados, no conocidos, a través de indeterminadas o variables. De esa manera
apareceran las expresiones algebraicas y, dentro de ellas, unas expresiones particulares de abundante
uso y simplicidad de exposicidn, los polinomios.
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1. INTRODUCCION. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1.1. Introduccion

No hace falta imaginar situaciones rebuscadas para que, a la hora de realizar un razonamiento, nos
topemos con alguna de las cuatro operaciones matemadticas bdsicas: suma, resta, multiplicacién o
division.

Ejemplos: NINNN TR N e

e El padre, la madre y el hijo han ido al cine y las entradas han costado 27
euros. Para calcular el precio de cada entrada se divide entre 3, 27/3 =9
euros.

e Sjvamos a comprar pasta de té y el precio de un kilogramo es de 18.3 euros, resulta habitual
gue, segun va la dependienta introduciendo pastas en una bandeja, vayamos
viendo el importe final. Para ello si la bandeja estd sobre una balanza,
ejecutamos la operacion 18.3-x donde x es la cantidad de kilogramos que nos ha
indicado la balanza. Después de cada pesada, el resultado de esa multiplicacion
refleja el importe de las pastas que, en ese momento, contiene la bandeja.

+ Supongamos que tenemos un contrato con una compafiia de telefonia
movil por el que pagamos 5 céntimos de euro por minuto, asi como 12 céntimos por
establecimiento de llamada. Con esa tarifa, una llamada de 3 minutos
nos costara:

(0.05-3)+0.12=0.15+0.12 = 0.27 euros

Pero ¢écual es el precio de una Illamada cualquiera? Como
desconocemos su duracidn, nos encontramos con una cantidad no
determinada, o indeterminada, por lo que en cualquier respuesta que
demos a la pregunta anterior se apreciara la ausencia de ese dato concreto. Podemos decir que
el coste de una llamada cualquiera es

(0.05-x)+0.12=0.05-x+ 0.12 euros

donde x sefiala su duracion, en minutos.

1. Afinales de cada mes la empresa de telefonia mavil nos proporciona la
factura mensual. En ella aparece mucha informacién, en particular, el
numero total de llamadas realizadas (N) asi como la cantidad total de
minutos de conversaciéon (M). Con los datos del anterior ejemplo,
justifica que el importe de las llamadas efectuadas durante ese mes es:

(0.05-M)+(0.12-N) =0.05-M + 0.12- N euros

Ejemplo:
#+ Es bien conocida la férmula del 4rea de un rectdngulo de base b y altura h: h
A=b-h
En todos estos ejemplos han surgido expresiones algebraicas. b
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1.2. Expresiones algebraicas

Llamaremos expresion algebraica a cualquier expresion matematica que se construya con niumeros y
las operaciones matematicas bdsicas: suma, resta, multiplicacion y/o division. En una expresion
algebraica puede haber datos no concretados; segin el contexto, recibiran el nombre de variable,
indeterminada, parametro, entre otros.

Si en una expresion algebraica no hay variables, dicha expresidn no es mas que un nimero:

Ejemplo:

3-(-7) ., =21 =21 =21 . =-21-15 ~ -315 _ =315 g_—313
ﬂ_% +1_£_£+1_E_9+1_£+1_ 5 +1= 5 +1= 5 +2_—2
5 3 5-3 3.5 15 15 15

Al fijar un valor concreto para cada indeterminada de una expresion algebraica aparece un numero, el
valor numérico de esa expresion algebraica para tales valores de las indeterminadas.

Ejemplo:
A=z
4+ El volumen de un cono viene dado por la expresidn algebraica: Ar=rrg + xr
i 3.-.r-h

1
V==x-r*-h
3

en la que r es el radio del circulo base y h es su altura. De este modo, el
volumen de un cono cuya base tiene un radio de 10 cm y de altura 15 cm es igual a:

V:§7r-r2-hz%ﬂ-102-15=500-7rcm3.

#+ El drea lateral del cono viene dada por A= - r - g, donde r es el radio de la base y g la
generatriz. La superficie total esAr=m-r-g+ 1 r’.

#+ La expresidon algebraica que representa el producto de los cuadrados de dos numeros

cualesquiera x e y se simboliza por x2 - y2. Si en ella fijamos X=—2e y =% resulta

2
(=2)*- 3) :4.i:£_
5 25 25
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+ Sien la expresion

X ; 6
T+—+Xy ——
2 y z

particularizamos las tres variables con los valores

1
X=4,y=-1,z=—
Y 2

surge el nimero

7424y -0 2742-4-12-7
2 1/2

En una expresion algebraica puede no tener sentido otorgar algun valor a cierta indeterminada. En
efecto, en el tltimo ejemplo no es posible hacer Z=0.

2. Escribe las expresiones algebraicas que nos proporcionan la longitud de una
circunferencia y el area de un trapecio. S

/\‘..‘

/

3. Reescribe, en lenguaje algebraico, los siguientes enunciados, referidos a dos niumeros cualesquiera

X ey:
a) El triple de su diferencia b) La suma de sus cuadrados c) El cuadrado de su suma
d) El inverso de su producto e) La suma de sus opuestos f) El producto de sus cuadrados

4. Una tienda de ropa anuncia en sus escaparates que estd de rebajas y que todos sus articulos estdn
rebajados un 30 % sobre el precio impreso en cada etiqueta. Escribe lo que
pagaremos por una prenda en funcién de lo que aparece en su etiqueta.

5. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para
el valor o valores que se indican:

a) —3X2+£—5 para X=-2.
X

a+h +a-b’ -1 para a=1 y =L

b) 3b+ ;
2-b 3 2

6. Indica, en cada caso, el valor numérico de la expresion Xx—2y+3z:
a) x=Ly=2,z=1
b) x=2,y=0,z=-1
c) x=0,y=Lz=0

7. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para el valor o los valores que se
indican:

a)x*+2x—7parax=2 b)(a+b)?—(a*+b?)paraa=3yb=-2 c)c>+3c+7parac=1.
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2. POLINOMIOS. SUMA Y PRODUCTO

2.1. Monomios. Polinomios

Unas expresiones algebraicas de gran utilidad son los polinomios, cuya versién mas simple y, a la vez,
generadora de ellos son los monomios.

Un monomio viene dado por el producto de numeros e indeterminadas. Llamaremos coeficiente de un
monomio al nimero que multiplica a la indeterminada, o indeterminadas; la indeterminada, o
indeterminadas, conforman la parte literal del monomio.

Ejemplos:

#+ La expresidn que nos proporciona el triple de una cantidad, 3 - x, es un
monomio con una Unica variable, x, y coeficiente 3.

1 .
#+ El volumen de un cono, =7z-r*-h , es un monomio con dos
3
. . - 1 .
indeterminadas, r vy h, y coeficiente 5”' Su parte literal es r*-h.

4 Otros monomios: 5a%b3,v/2 - x3 - y2 - z2

4+ La expresion 5xy’ +J§xy—7x estd formada por tres términos, tres monomios. Cada uno tiene

un coeficiente y una parte literal:

En el primero, 5xy?, el coeficiente es 5y la parte literal xy?

El segundo, x/gxy, tiene por coeficiente /3 y parte literal xy
3 .- 3 .
Y en el tercero, — 7x , el coeficiente es - y la parte literal x

Atendiendo al exponente de la variable, o variables, adjudicaremos un grado a cada monomio con
arreglo al siguiente criterio:

#+ Cuando haya una unica indeterminada, el grado del monomio serd el exponente de su
indeterminada.

# Si aparecen varias indeterminadas, el grado del monomio serd la suma de los exponentes de
esas indeterminadas.

Ejemplos:

#+ 3xes un monomio de grado 1 en la variable x.
1 . . .
+ gmrz -h es un monomio de grado 3 en las indeterminadas r y N.

#+ 5a2b3 es un monomio de grado5enay b.

4+ /2 -x3-y2%-2z%esun monomiode grado7enx, yy z.

Un ndmero puede ser considerado como un monomio de grado 0.
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8. En cada uno de los siguientes monomios sefiala su coeficiente, su parte literal y su grado:
a) —12x’
b) a'b’c
) 4xy’

Un polinomio es una expresién construida a partir de la suma de monomios. El grado de un polinomio
vendra dado por el mayor grado de sus monomios.

Ejemplos:
+ % x> —7-x>+2 es un polinomio de grado 3 en la variable x.

~3-y* +8-X>+2-X es un polinomio de grado 4 en las indeterminadas x e y.

4-X* -y’ —7+3-y* es un polinomio de grado 5 en x e y.

+ X—2-y+6-Z esun polinomiodegradolenx,yy z.

Tanto en esta seccidon como en la siguiente nos limitaremos, basicamente, a considerar polinomios con
una Unica variable. Es habitual escribir los diferentes monomios de un polinomio de forma que sus
grados vayan en descenso para, con este criterio, apreciar en su primer monomio cual es el grado del
polinomio.

El aspecto genérico de un polinomio en la variable x es
ax"+a, X" +..+a,x +ax+a,

donde los coeficientes a, son numeros. El monomio de grado cero, a,, recibe el nombre de término

independiente. Diremos que un polinomio es ménico cuando el coeficiente de su término de mayor
grado es igual a 1.

Ejemplos:
+ —3x* +§x2 +2 es un polinomio de grado 4 en la variable x, cuyo término independiente es 2.

+ 4y3 +3y—7 es un polinomio de grado 3 en la indeterminada y con término independiente —7.

4+ 7°—3z+12 es un polinomio de grado 2 en z. Ademas, es un polinomio ménico.
4+ 3X+9 esun polinomio de grado 1 en x.
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9. Para cada uno de los siguientes polinomios destaca su grado y los monomios que lo constituyen:
a) Sx*+7x*—x
b) 6X*+10-2x’

o) 2xy =X’ +7x°y’

Como ocurre con cualquier expresién algebraica, si fijamos, o escogemos, un valor concreto para la
variable de un polinomio aparece un numero: el valor numérico del polinomio para ese valor
determinado de la variable. Si hemos llamado p a un polinomio, a la evaluacién de P en, por ejemplo,

el nimero —3 la denotaremos por p(-3), y leeremos: “p de menos tres” o “p en menos tres”. Con este

criterio, si p es un polinomio cuya indeterminada es la variable x, podemos referirnos a él comop o
p(X) indistintamente.

De esta forma apreciamos que un polinomio puede ser entendido como una manera concreta de
asignar a cada nimero otro numero.

Ejemplos:

. . . 1 .
# Si evaluamos el polinomio p =-3x* +§X2 +2 enx = 5 nos encontramos con el nimero

1
P(5)=—3-54+§-52+2=—3-625+5+2=—1875+7=—1868

4+ Elvalor del polinomio g(y)=4y>*+3y —7 para y=—1 es
g(-1)=4-(-1)>+3-(-1)-7=4-(-1)-3-7=-4-10=-14

4 Al particularizar el polinomio r=2z°-3z+12 en Z2=0 resulta el nimero r(0)=12.

10. Consideremos el polinomio p(x) = x3 — 3x + 2. Halla los siguientes valores numéricos de p: p(0),

pd), p=1), p(=2) y p(/2).
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2.2. Suma de polinomios

Como un polinomio es una suma de monomios, la suma de dos polinomios es otro polinomio. A la hora
de sumar dos polinomios procederemos a sumar los monomios de igual parte literal.

Ejemplos:

. . 1 . .
% La suma de los polinomios —3x* +§x2 +2 y —x*+4x>—5x—6 es el polinomio

(—3x4+§x2+2)+(—x4+4x2—5x—6):(—3x4—x4)+(éx2+4x2)—5x+(2—6):
4 (] 2 4 21 5
=(=3-1)-x +(§+4)-x = 5X+(2-6) = —4x" + X - 5x-4

£ (5% =3X+D)+ (X +4X=T7) = (5% + X))+ (3X+4X) +(1-7) =6X* +X—6
£ (2% +D)+(=x* +4x) = —x* +2x° +4x+1

£ (X +9)+(-x+2)=11

# 3xy+5xy+2x=8xy+2x

En el siguiente ejemplo sumaremos dos polinomios disponiéndolos, adecuadamente, uno sobre otro.
Ejemplo:
A +2x + X =5x*+ X +4

+ —7x° +4%° +5x* =3x—6

—3x° +2x* +5%° —2x-2

Propiedades de la suma de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y g son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de sumarlos:

P+q=q+p

Ejemplo:
(4X7 =2X+T)+ (=X’ +X* =3X+1) ==X’ +(4X* +X*) +(=2X=3X) +(7 +1) ==X’ +5X* = 5X +8

(=X + X7 =3X+ 1)+ (4% =2X+T7) ==X +(X* +4X*) +(-3X=2X) + (1+7) ==X’ +5X* —5X+8

Propiedad asociativa. Nos sefiala como se pueden sumar tres o mas polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(P+Q)+1'=p+(@+1)
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Ejemplo:
(4X> =2X+ D)+ (=X + X* =3X+ 1)+ (X—=6) = (4X* =2X+ T =X’ + X* =3X+ 1)+ (X —6) =
= (=X +5X> =5X+8)+(X—6) = =X’ +5X* —4x+2

También:

(4X> =2X+T)+ (=X + X> =3X+ D)+ (X=6) = (4X* =2X+ )+ (=X’ + X* =3X+1+ X~ 6) =
=(4X* =2X+T)+ (=X’ + X* =2X=5) = —X> +5x” —4x+2

11. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
a) (=X +X=5)+(2X* +5X+4)+(—4x’ =2X* +3X)
b) (O +4)+(-2X+4)+(—6X +3X> +X+1) =X’

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: el resultado de sumarlo con
cualquier otro siempre es este Ultimo. Se trata del polinomio dado por el nimero 0, el polinomio cero.

Ejemplo:
0+(=7%* +3x+7) = (=7X’ +3X+7)+0==7X +3x+7

Elemento opuesto. Cada polinomio tiene asociado otro, al que llamaremos su polinomio opuesto, tal
que la suma de ambos es igual al polinomio cero. Alcanzamos el polinomio opuesto de uno dado,
simplemente, cambiando el signo de cada monomio.

Ejemplo:

4 El polinomio opuesto de p=-2x*+x’+2x—7 es 2x* — x> —2x+ 7, al que denotaremos como
"—p". Ratifiquemos que su suma es el polinomio cero:

(=2X* + X7 42X =7)+ (2X* =% =2x+T) = (-2x* +2xH) + (X’ =X ) + (2X=2X)+ (-7 +7) =0
Actividades propuestas
12. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:
a) 2x’—2x*-3x+9
b) —5X
c) —X +7x
13. Considera los polinomios pEXZ—X-i-l, qs—x3+2x—3, asi como el polinomio suma S=pP+(Q.

Halla los valores que adopta cada uno de ellos para X=—2, es decir, calcula p(-2), q(-2) y s(-2).
Estudia si existe alguna relacion entre esos tres valores.

14. Obtén el valor del polinomio p=4x’—x>+1 en x = 2. ¢Qué valor toma el polinomio opuesto de p
en x=27
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2.3. Producto de polinomios
Otra operacion que podemos realizar con polinomios es la multiplicacion.

El resultado del producto de polinomios siempre sera otro polinomio. Aunque en un polinomio
tenemos una indeterminada, o variable, como ella adopta valores numéricos, a la hora de multiplicar
polinomios utilizaremos las propiedades de la suma y el producto entre numeros, en particular la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma; asi, todo queda en funcién del producto de
monomios, cuestion que resolvemos con facilidad:

n+m

ax" -bx™ = abx

Ejemplos:
o (H)X2x'=(=5)-2- X" =-10x°
o 5X-(-4)=5-(4)-xX =-20x’
o 3X7-(2X°—4x+6)=(3X*-2X*)—(3X* -4X)+(3X” - 6) =6X* —12x’ +18x’
o (=X +3X=1)-(=2X) = (—=x) - (=2X) +(3X) - (=2X) + (=1) - (-2%X) = 2x* —6X> +2X

o (3X=2)-(X* —4x—=5)=(3%)- (X* —4X—5)+(-2)- (X* —4X—5) = (3X’ —12X> —15X) +(-2X* +8x+10) =
= 3% +(=12X* =2X*) + (15X +8X) +10=3x" —14x* = 7x+10

o (X=6)-(X=2X)=(X—6)- X’ +(X—=6)-(=2X) = (X* —=6X*) +(2X* +12x) = x* —6X> —2x> +12x
También podemos materializar el producto de polinomios tal y como multiplicamos nimeros enteros:

Ejemplo:

2% +X+4

X x*=3x+1

-2x° +X+4
6x* —3%x*—12x

—2x° + X3 +4x?

22X +6xX =X+ X2 —11x+4

Recordemos que el polinomio opuesto de otro se obtiene simplemente cambiando el signo de cada
monomio. Esta accidon se corresponde con multiplicar por el nimero “—1” el polinomio original. De esta
forma el polinomio opuesto de p es

-p=(-D-p
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En este momento aparece de manera natural la operacién diferencia, o resta, de polinomios. La
definimos con la ayuda del polinomio opuesto de uno dado:

p-q=p+(=n)=p+(-D-q

Ejemplo:

(=52 =3X+2) —(=2X* + X> +3X> +6) = (-5X* =3x+2) + (2x* =X’ =3x* —6) =
=2x* =X +(=5%* =3x*) =3x+(2—-6) =2x* —x’ —8x* —3x—4

15. Efectua los siguientes productos de polinomios:
a) (=2x)-(3x’—4)
b) (2%’ +1)-(—4x+5)
c) (4x=x>=1)-(2x+6)
d) (=1)-(8X* +7x—-9)
16. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:
a) (5x*+2)—(=2x)
b) (2X> +4X)—(-2x-1)
o) (7% =2X)—(3x’ +4x> —x+1)

17. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un numero de tal forma que surjan polinomios
monicos:

a) 3x*—x+2
b) —6X’+2x-3

c) —x*+9x-2

18. Calcula y simplifica los siguientes productos:
a) X-(=2x+4)
b) (2x-3)-(3x+2)
c) (a—2)-(4-3a)
d) (3a-b*)-(2b-a%)
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Propiedades del producto de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y g son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de multiplicarlos:

Ejemplo:
2X=T7)- (=X +X) =2X- (=X +X) =T (=X +x}) ==2x* + 2> + 7’ = 7x* ==2x* +9x° = 7x°

(X +X)-2X=T) ==X -2X=T)+X*-2X=T) =2x* + 7> +2X’ = 7x* =2x* +9x’ = 7%’

Propiedad asociativa. Nos sefiala cémo se pueden multiplicar tres o mds polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(p-q)-r=p-(@-r)

Ejemplo:

(42 =2)- (=3X+ D) )- (=X +X) = (=125 +4X7 +6X—2) - (X’ +X) =
=12x8 —12x* —4X° +4%° —6x* +6X* +2X° —2x =12X° —4x° —18x* + 6X° + 6X> —2X
También:

(4X2 =2)-(=3x+1)- (=X + %)= (4x* =2)- 3x* =3%* = x> + %) =
=12X° —12x* —4x° +4x° —6x* +6X7 +2X° —2x =12x° —4x° —18x* + 6x° + 6x* —2X

19. Realiza los siguientes productos de polinomios:
a) X-(3X+4x+2)-x
b) (=2X+1)-(5x* =X+3)-(—=X)
c) (Ba-1)-(2—a)-(5—-4a)

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: al multiplicarlo por cualquier otro
siempre nos da este Ultimo. Se trata del polinomio dado por el numero 1, el polinomio unidad.

Ejemplo:
3 3 3
1- (5% =2Xx+3) =(-5X" —2X+3)-1=-5x" —2x+3
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Propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma.

Cuando en una multiplicacion de polinomios uno de los factores viene dado como la suma de dos
polinomios como, por ejemplo,

(3x2 =) ((2x+7)+ (X —4x))

tenemos dos opciones para conocer el resultado:

a) realizar la sumay, después, multiplicar
(3x* - x)-((—2x+7)+(x3 —4x))= (3x* - x)~(x3 —6x+7):
=3%" —18X’ +21x> = x* +6X> =7x =3X" = x* 18X’ +27x> = 7x

b) distribuir, aplicar, la multiplicacién a cada uno de los sumandos y, después, sumar:

(B3X7 = X)-((=2X+7) + (X = 4X) )= (3X7 = X) - (=2X+7) + (3%> = X) - (X = 4x) =
= (6% +21X° +2X* =TX)+ (3X’ — 12X = x* +4x*) =3x" — x* - 18X +27x* - 7X

Comprobamos que obtenemos el mismo resultado.

En general, la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma nos dice que

p-(a+r)=(p-a)+(p-r)

Conviene comentar que la anterior propiedad distributiva leida en sentido contrario, de derecha a
izquierda, es lo que comunmente se denomina sacar factor comun.

Ejemplo:

6X° —4x* —18x +2x° = (3%’ —2X —9x+1)-2X*

20. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algun factor que sea comun a sus monomios:
a) —10x’—15x> +20x
b) 30x*+24x>
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3. DIVISION DE POLINOMIOS

3.1. Introduccidn a las fracciones polindmicas

Hasta este momento hemos estudiado varias operaciones con polinomios: suma, resta y producto. En
cualquiera de los casos el resultado siempre es otro polinomio. Cuando establecemos una fraccién
polindmica como, por ejemplo,

3x* =X
2x* +x-3
lo que tenemos es una expresion algebraica, una fraccion algebraica, la cual, en general, no es un

polinomio. Si aparece un polinomio en el muy particular caso en el que el denominador es un niumero
diferente de cero, esto es, un polinomio de grado 0.

Es sencillo constatar que la expresion anterior no es un polinomio: cualquier polinomio puede ser

evaluado en cualquier nimero. Sin embargo esa expresién no puede ser evaluada para X=1, ya que
nos quedaria el nimero 0 en el denominador.

Podriamos creer que la siguiente fraccion polindmica si es un polinomio:

—2x+5x7=3x  =2x 5x* —=3Xx
= + +
X X X X

=-2x*+5x-3

La expresion de la derecha si es un polinomio, pues se trata de una suma de monomios, pero la de la

izquierda no lo es ya que no puede ser evaluada en X=0. No obstante, esa fraccién algebraica vy el
polinomio, cuando son evaluados en cualquier numero diferente de cero, ofrecen el mismo valor. Son
expresiones equivalentes alli donde ambas tienen sentido, esto es, para aquellos nimeros en los que el
denominador no se hace cero.

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas 32 A ESO. Capitulo 4: Expresiones algebraicas. Polinomios Revisor: Javier Rodrigo
Autor: Eduardo Cuchillo Ibanez

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




3.2. Division de polinomios

Aunque, como hemos visto en el apartado anterior, una fraccidon polinémica, en general, no es un
polinomio, vamos a adentrarnos en la division de polinomios pues es una cuestion importante y util.

Analicemos con detenimiento la division de dos numeros enteros positivos. Cuando dividimos dos
numeros, D (dividendo) entre d (divisor, distinto de 0), surgen otros dos, el cociente (c) y el resto (r).
Ellos se encuentran ligados por la llamada prueba de la division:

D=d.-c+r
Alternativamente:

D r

— =C+—

d d

Ademads, decimos que la divisidn es exacta cuando r = 0.

El conocido algoritmo de la division persigue encontrar un nimero entero, el cociente c, tal que el resto
r sea un numero menor que el divisor d, y mayor o igual que cero. Fijémonos en que, sin esta exigencia
para el resto r, podemos escoger arbitrariamente un valor para el cociente ¢ el cual nos suministra su
valor asociado como resto r. En efecto, si tenemos como dividendo D = 673 y como divisor d = 12, “si
gueremos” que el cociente sea ¢ = 48 su resto asociado es

r=D—-d-c=673—-12-48=673 —-576 =97
y la conexidén entre estos cuatro nimeros es
673 =12 -48 + 97

Esta ultima “lectura” de la division de numeros enteros va a guiarnos a la hora de dividir dos
polinomios.

Dados dos polinomios pP(X) y q(X), la division de p(X), polinomio dividendo, entre q(X), polinomio
divisor, nos proporcionard otros dos polinomios, el polinomio cociente ¢(X) y el polinomio resto r(x).

También aqui pesard una exigencia sobre el polinomio resto: su grado deberd ser menor que el grado
del polinomio divisor. La relacidn entre los cuatro serd, naturalmente,

P(X) =q(X)-c(X)+r(x)
También escribiremos

M = C(X) + @
q(x) q(x)

aunque, en tal caso, seremos conscientes de las cautelas sefialadas en el apartado anterior en cuanto a
las equivalencias entre polinomios y otras expresiones algebraicas.

Al igual que ocurre con el algoritmo de la division entera, el algoritmo de la divisién de polinomios
consta de varias etapas, de caracter repetitivo, en cada una de las cuales aparecen unos polinomios
cociente y resto “provisionales” de forma que el grado de esos polinomios resto va descendiendo hasta
gue nos topamos con uno cuyo grado es inferior al grado del polinomio divisor, lo que indica que hemos
concluido. Veamos este procedimiento con un ejemplo concreto.
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Ejemplo:

+ Vamos a dividir el polinomio p(x) = 6x*+5x3+x?+3x—2 entre el polinomio
g(X) =2x>—=X+3. Como el polinomio divisor, q(x), es de grado 2, debemos encontrar dos
polinomios, un polinomio cociente c(x), y un polinomio resto r(x) de grado 1 00, tales que

P(X) = a(x)-c(x)+r(x)
0, como igualdad entre expresiones algebraicas,
X r(x
PO _ ¢4 T
q(x) q(x)
A la vista de los polinomios p(x) y q(x), y de lo dicho sobre r(x), es evidente que el grado del
polinomio cociente, ¢(x), ha de ser igual a 2. Vamos a obtenerlo monomio a monomio.
+ Primera aproximacion a los polinomios cociente y resto:

Para poder lograr la igualdad p=q-c+r, como el grado de r(x)serd 1 o0 0, el término de mayor grado
de p(x), 6x*, surgird del producto q(x)-c(x). Asi obtenemos la primera aproximacion de c(x), su
monomio de mayor grado:

¢, (x)=3x?
y, de manera automatica, también un primer resto r,(x):

LX) = P(X)—q(X)-¢,(X) = (6X* +5x> + x> +3Xx—2)— (2X* —X+3)-3x* =
= (6X* +5%° + X7 +3x=2)—(6x* 3%’ +9x*) =8%’ —8x* +3x -2

Como este polinomio r,(x) es de grado 3, mayor que 2, el grado del polinomio divisor q(x), ese
polinomio resto no es el definitivo; debemos continuar.

+ Segunda aproximacién a los polinomios cociente y resto:

. . . . . . pX) _ r(x)
Si particularizamos la igualdad entre expresiones algebraicas — - = C( )+7 a lo que tenemos

q(x) a(x)
hasta ahora resulta

6X* +5x° + x> +3x -2 , 8x'—8x*+3x-2
5 =3X"+ >
2X"—X+3 2X°—X+3

Esta segunda etapa consiste en dividir el polinomio I‘l(X)=8X3 —8x* +3x—2, surgido como resto de la

etapa anterior, entre el polinomio ((X)=2X>—X+3, el divisor inicial. Es decir, repetimos lo hecho
antes, pero considerando un nuevo polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.

El nuevo objetivo es alcanzar la igualdad r, =(q-C, +r. Al igual que antes, el grado de r(x) deberia ser 1
0 0. Como el término de mayor grado de r,(X), 8x*, sale del producto q(x)-c,(X), es necesario que el
polinomio cociente contenga el monomio

C,(X) =4x
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Ello nos lleva a un segundo resto r,(X):
r,(X)=1(X)—q(X)-C,(X) = (8X* —8X* +3x—2) —(2X* =X +3)-4x =
= (8%’ —8X* +3X—2)—(8X’ —4X> +12X) = —4X> —9x -2

Como este polinomio r,(X) es de grado 2, igual que el grado del polinomio divisor q(x), ese polinomio
resto no es el definitivo; debemos continuar.

+ Tercera aproximacién a los polinomios cociente y resto:

Lo realizado en la etapa segunda nos permite avanzar en la adecuada descomposicidon de la expresion
algebraica que nos ocupa:
6xX* +5x7 + x> +3x-2 , 8x’—8x*+3x-2 5 —4x*-9x -2
5 =3X"+ > =3X"+4X+————
2X"—=X+3 2X"—=X+3 2X"—=X+3

Esta tercera etapa consiste en dividir el polinomio rz(X)=—4X2—9X—2, el resto de la etapa anterior,

entre el polinomio q(X)=2X2 —X+3, el divisor inicial. De nuevo repetimos el algoritmo, pero con otro
polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.

Perseguimos que I, =Q-C;+I. Como en cada paso, el grado de r(x) deberia ser 1 o 0. El término de
mayor grado de r,(X), —4x?, surge del producto (X)-C;(X), por lo que
C,(X)=-2
y el tercer resto I;(X) es
L(X) =1,(X)—g(X)-C;(X) = (=4X* =9x —2) = (2X* =X +3)(-2) =
= (—4X> —9X—2) — (—4X* +2Xx—6) =—11x+ 4

Como este polinomio I;(X) es de grado 1, menor que 2, grado del polinomio divisor q(x), ese
polinomio resto si es el definitivo. Hemos concluido:

4 3 2 _ 3 2 _ _ 2 _ _
6X +5x2+x +3X 2:3X2+8x %x +3X 2:3x2+4x+ 4x2 9x 2:3x2+4x—2+ 11x+4
2X° —x+3 2X°—=x+3 2X° —x+3 2X° —x+3

Si lo expresamos mediante polinomios:

6X* +5%° +X* +3X—2=(2X" = X+3)-(3X* +4X—=2) + (~11x+4)
Conclusion: al dividir el polinomio P(X)=6X"+5%’+X>+3X—2 entre el polinomio q(X)=2%>—X+3
obtenemos como polinomio cociente ¢(X) =3X>+4X—2 y como polinomio resto r(x)=—11x + 4.

Seguidamente vamos a agilizar la division de polinomios:
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21. Comprueba que los cdlculos que tienes a continuacién reflejan lo que se hizo en el ejemplo anterior
para dividir el polinomio P(X)=6xX" +5x> + x> +3X—2 entre el polinomio ¢(X)=2Xx"—X+3.

4 Primera etapa:
6x* +5%° + x> +3x-2 | 2x*—x+3
—6x* +3x’ —9x’ 3x?
8x> —8x* +3x -2

4+ Primeray segunda etapas:
6x* + 5% + x> +3x-2 | 2x*—x+3
—6x* +3x° - 9%’ 3X* +4X
8% —8x* +3x -2
—8x’ +4x> —12x

—4x* —9x -2
4+ Las tres etapas:
6x* + 5% +X* +3x-2 | 2x*—x+3
—6x* +3x* —9x* 3X* +4x-2

8x® —8x* +3x-2

—8x° +4x* —12x

—4x* —9x -2
4%* —2X+6
—11x+4

22. Divide los siguientes polinomios:
a) 3x’+4x*-9x+7 entre x> +2x-1
b) —6x*+2x>+3x+4 entre 3x* + x> —2x+1
c) —6x'—13x*-4x*-13x+7 entre —3x> -2x+1
d) 3xX°-9x*+7x*+4x*—14x+14 entre x> =2x* —x+3
e) x’—4x-6 entre x> +3
23. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca ((X)= x> —2x—1 como polinomio

cociente y (X) =2x>—3 como resto.
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3.3. Igualdades notables

En este apartado vamos a destacar una serie de productos concretos de polinomios que surgen
frecuentemente. Podemos exponerlos de muy diversas formas. Tal y como lo haremos, aparecerd mas
de una indeterminada; hemos de ser capaces de apreciar que si, en algun caso particular, alguna
indeterminada pasa a ser un numero concreto esto no hard nada mas que particularizar una situacion
mas general.

Potencias de un binomio. Las siguientes igualdades se obtienen, simplemente, tras efectuar los
oportunos calculos:

(a+b)* =a*+2ab+b’

El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero, mas el
doble producto del primero por el segundo, mas el cuadrado del
segundo.

Comprueba la igualdad a partir de los cuadrados y rectdngulos de la
ilustracion.

(a—b)*=a*—-2ab+b’

El cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del primero,
menos el doble producto del primero por el segundo, mas el
cuadrado del segundo.

Observa la figura y conéctala con la igualdad.

S/
raf
S 7
(]
7

e (a+b)y =a’+3a’h+3ab’+b’

Ratifica la igualdad con los cubos y prismas de la figura.

e (a-b)’=a’-3a’h+3ab’-b’

a b

Podemos observar que, en cada uno de los desarrollos, el exponente del binomio coincide con el grado
de cada uno de los monomios.

Ejemplos:

+ (a+3)Y=a’+2-a-3+3"=a’+6a+9

+ (X=4)’=x>-2-X-4+4> =x" -8x+16

+  (3x+5)° =(3X)* +2-3x-5+(5)> =9x* +30x+25

£ (X=6Y)" =X>=2-X-6y+(6y)" = x> —12xy+36Yy’

£ (2X=5)° = (2%)° =3-(2%)> -5+3-(2X)-52 = 5° =8x* —30x* +150x 125
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24. Realiza los calculos:
a) (1+x)°
b) (—x+2)°
o (x-2)°
d) (2a-3)
e) (X*+1)
f) (2b—4)’
25. Obtén las formulas de los cuadrados de los siguientes trinomios:

a) (a+b+c)’

b) (a—b+c)’
26. Desarrolla las siguientes potencias:
a) 3x—y)? b) (2a + x/2)? c) (4y —2/y)?
d) (5a + a?)? e) (—a®+2b%)? f) [(2/3)y — 1/y)?
27. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:
a)a’> —6a+9 b) 4x2 + 4x + 1 c) b>—10b + 25
d) 4y’ —12y +9 e)a*+20%+1 f) y* + 6xy? + 9x?
Suma por diferencia. De nuevo la siguiente igualdad se b
obtiene tras efectuar el producto sefialado: D |
(a+b)-(a—b)y=a>-b’ - a’
(a+b)(a-b) || —
Suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados. 5
Observa las figuras y conéctalas con la igualdad. -b ' a a
Ejemplos:
+ (@+7)-(a-7)=a’-7"=a>-49
£ (X+D)-(x=D)=x"-1"=x>-1
+ (2x+3)-(2x=3)=(2x)* =3* =4x" -9
* (=3x=5)-(-3x+5)=(-1D)-Bx+5) - (-3x+5=(-1)-(5+3xX)-(5-3x) =
=(-1) -(52 —(3X)2) =-25+9x°
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28. Efectula estos productos:
a) 3x+2)-3x-2)
b) (2x+4y)-(2x-4y)
o) (4x*+3)-(4x*=3)
d) (3a—-5b)-(3a+5b)
e) (=X>+5%)-(X* +5x)
29. Expresa como suma por diferencia las siguientes expresiones

a) 9x?>— 25 b) 4a* — 81b? c) 49 — 25 x? d) 100 a® — 64

De vuelta a los polinomios de una variable, podemos decir que en este apartado hemos expandido
potencias de un polinomio, o productos de un polinomio por si mismo, asi como productos de la forma
suma por diferencia. Conviene darse cuenta de que sus formulas, leidas al revés, nos informan del
resultado de ciertas divisiones de polinomios. En efecto, al igual que cuando leemos 17x11=187

deducimos que %:11 y, también, %:17, a partir del desarrollo de un binomio como, por

ejemplo, (—3X* +2X)* = (=3%* +2X) -(=3x> +2X) =9x* —12%° +4x*, podemos obtener que

ox* —12x* +4x?

. =-3x*+2x
—3X°+2X

Lo mismo ocurre con el producto de polinomios de la forma suma por diferencia. Puesto que, por

6 —
255 = 2x3 4+ 5, y también 4)(3—25

=2x>-5.
2x°— 2X° +5

ejemplo, (2X° —5)-(2x’ +5) =4x" —25, deducimos que

30. Realiza las siguientes divisiones de polinomios a partir de la conversién del dividendo en la potencia
de un binomio o en un producto de la forma suma por diferencia:

4x6—
3

a) x> +12Xx+36 entre X+6

b) 4x*-16x* entre 2x* —4x
c) 9x>—24x+16 entre 3x—4
d) x*—35 entre X++/5
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3.4. Operaciones con fracciones algebraicas

Puesto que tanto los polinomios como las fracciones algebraicas obtenidas a partir de dos polinomios
son, en potencia, niumeros, operaremos con tales expresiones siguiendo las propiedades de los
ndmeros.

4+ Suma o resta. Para sumar o restar dos fracciones polinémicas deberemos conseguir que tengan
igual denominador. Una manera segura de lograrlo, aunque puede no ser la mas adecuada, es

ésta:
&4_&5 P -9, + P, -G, = Pi-9+ P, G
q, Q, 4-9, Q,-Q g,-9,
#+ Producto. Basta multiplicar los numeradores y denominadores entre si:
PP _ PPy
q, q, q,-q,
+ Divisién. Sigue la conocida regla de la divisién de fracciones numéricas:
Py
q, = P -,
& g P,
a4,
Ejemplos:

X—l+3X+1_(X—l)-(X+1)+(3X+1)-X_ x° -1 +3X2+X_
X x+1 x-(x+1) (x+1)-x x’+x x°+x

(x*-1D)+@Bx’+x) 4x’+x-1

x’+x x’+x

x+2 7 (x+2)-(x+2) 7 (x+1) = x'+4x+4 7x+7 B
x+1 x+42 (x+1)-(x+2) (x+2)-(x+1) (x+1)-(x+2) (x+2)-(x+1)

(x*+4x+4)-(7x+7) x'+4x+4-7x-7  x°-3x-3
 (x+D-(x+2) (x+1D-(x+2) (x+1)-(x+2)

x+1 3x-1 (x+1)-3x-1)
x-5 x2-1 (x-5)-(x2-1)

-3x+2 x’+x _ -3x+2 x-1 (-3x+2)-(x-1)

x+3  x-1 x+3 x'+x (x+3)-(x*+x)
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En ocasiones puede ser util apreciar que una fraccidon polindmica puede ser reescrita como la suma,
diferencia, producto o cociente de otras dos fracciones polindmicas. En particular, ello puede ser
aprovechado para simplificar una expresion polindmica:

Ejemplos:

4x* =3x _ x-(4x=3) _ x (4x=3) _
8X—6  2-(4x—3) 2 (4x-3)

Xq=X
27 2

X*—6X+9  (x=3)° _(X—3).(X—3)_(X—3),(_1)__X+3
9-x>  (B+x)-3-%X) (B+X) B=-X) (3+X) T 3+x

31. Efectua los siguientes calculos:

1 2
a) =
X+2 Xx-1
X—-2 5
b) - =
x? =1 X
—Xx+1 3x?
c) .
X+3 x+1
2+ X X
d) :
x> x-3

32. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, solo uno de los denominadores, y su
respectivo numerador:

—2x*—=x+1 3x+1

+
x? NG

2X—1 3 3X
X?=2x x-=2

a)

b)

33. Calcula los siguientes cocientes:
a) (2x3 — 8x2 + 6x) : 2x
b) (5a° + 60a? —20) : 5
c) (16x3 + 40x?) : 8x2
d) (6x%y3 — 4xy?) : xy?
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34. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresidon del lado izquierdo de cada igualdad:

8 2
a) 6a3b =3a’b
2a’b
3y 2
b) EXy —2Xxy :2x2—ly
4xy 2
g 47 +2X 2% +X
2X -8 X—4
d) 6a’b’ —4a’b’ +4ab 3ab-2ab’+2
2ab* -8a’b b-4a

35. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

3x% 46X
a .
9x* +18

a’-7a’
3a’+5a’
Xzyz _7Xy2

C
) 2Xy

q a’b’> —ab
a’b+ab
36. En cada una de las siguientes fracciones algebraicas escribe, cuando sea posible, el polinomio

numerador, o denominador, en forma de potencia de un binomio o de suma por diferencia para,
posteriormente, poder simplificar cada expresion:

X’ —4

3X+6

2x* —16x+32
x> —16

6—4a

4a* -9

b)

c)
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CURIOSIDADES. REVISTA

& GEOMETRIA R

Tal y como podras comprobar durante este curso y los siguientes, gracias a
los polinomios serd posible y sencillo describir numerosos objetos
geométricos como rectas, circunferencias, elipses, parabolas, planos, esferas,

\cilindros, conos, etc. j

y=ax*+bx+c

X2+yr=r

M/

Para ver geométricamente el cuadrado de un trinomio:

<)

http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172241 am:1.swf

Para ver geométricamente suma por diferencia:

http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172242 am:1.swf

Para ver geométricamente el cuadrado de una diferencia:

http://recursostic.educacion.es/bancoimagenes/web/172456 am:1.swf

J

GTRAS CIENCIAS \

Hemos visto en este capitulo que las férmulas que nos proporcio-
nan el drea o el volumen de diferentes figuras vienen dadas por
polinomios. Estos también aparecen en numerosos principios o
leyes de la Fisica y de la Quimica como, por ejemplo, en diferen-
\tes Leyes de Conservacion, la Ley General de los Gases, etc. J

Asimismo, son de frecuente uso a la hora de obtener distintos
indices o indicadores propios de la Economia como, por ejem-
plo, el IPC (indice de precios al consumo), el euribor, etc.
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RESUMEN

Nocion Descripcion Ejemplos
Expresion Se construye con numeros y las operaciones -3x X-y?-2
algebraica matemadticas bdsicas de suma, resta, multiplicacién y/o 2x+ Y’

divisién
Variable, Lo no concretado en una expresién algebraica Las variables, o indeterminadas,

indeterminada

del ejemplo anterior son x, y, z

Valor numérico

Al fijar un valor concreto para cada indeterminada, o

Si, hacemosx=3,y=-2,2z=1/2

de una expresion |variable, de una expresion algebraica se obtiene un|ghtenemos
: numero, el valor numérico de esa expresion algebraica

algebraica tI' | o dp g -3.3 3.(L2)° 1 -3
ara tales valores de las indeterminadas. S A Au 2lme) o=
P 2-3+(=2)° 22

Monomio Expresion dada por el producto de numeros e —5.x.y’.7% 7.x2
indeterminadas.

Coeficiente deun El numero que multiplica a la indeterminada, o|/Los coeficientes de los

monomio indeterminadas, del monomio anteriores monomios  son,

respectivamente, -5y 7

Parte literal de un
monomio

La indeterminada, o producto de indeterminadas, que
multiplica al coeficiente del monomio

La parte literal de —5-X-y’* - Z°

3 2
es X-y -z
Grado de un Cuando hay una unica indeterminada es el exponente|Los grados de los monomios
monomio de dicha indeterminada. Si aparecen varias, el grado precedentes son 6 y 2,
del monomio serd la suma de los exponentes de esas|respectivamente
indeterminadas.
Polinomio Expresidn construida a partir de la suma de monomios. - x> +4x* +8x+6
Grado de un El mayor grado de sus monomios El anterior polinomio es de
polinomio grado 3

Suma, restay
producto de
polinomios

El resultado siempre es otro polinomio

p=x+3, q=x"-2
P+g=Xx"+X+1
P—g=-X+X+5
p-g=Xx+3x"-2Xx-6

Division de dos
polinomios

Se obtienen otros dos polinomios, los polinomios
cociente (c(x)) y resto (r(x)), ligados a los polinomios
iniciales: los polinomios dividendo (p(x)) y divisor (g(x))

P(X) = a(x)-c(x) +r(x)
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Una empresa mayorista de viajes estd confeccionando una oferta para distribuirla en diferentes
agencias de viaje. Se trata de un viaje en avion, de ida y vuelta, a Palma de Mallorca cuyo precio
dependera del numero final de viajeros. Los datos concretos son:

a) Si no hay mas de 100 personas interesadas, el vuelo costara
150 euros por persona.

b) Si hay mas de 100 personas interesadas, por cada viajero que
pase del centenar el precio del viaje se reducira en 1 euro. No
obstante, el precio del vuelo en ningln caso sera inferior a 90
euros.

Estudia y determina el precio final del vuelo, por persona, en funciéon del nimero total de viajeros.
Asimismo, expresa la cantidad que ingresara la empresa segln el nUmero de viajeros.

2. En este ejercicio se va a presentar un truco mediante el cual vamos a adivinar el nimero que resulta
tras manipular repetidamente un nimero desconocido. Convierte en una expresidn algebraica las
sucesivas alteraciones del nimero desconocido y justifica lo que ocurre.

i.  Dile a un compafiero que escriba en un papel un nimero par y que no lo muestre

ii. Quelo multiplique por5
iii.  Que al resultado anterior le sume 5 B
iv.  Que multiplique por 2 lo obtenido mot
v. Que al resultado anterior le sume 10 &

vi.  Que multiplique por 5 lo obtenido

vii.  Que divida entre 100 la ultima cantidad

viii.  Que al resultado precedente le reste la mitad del nimero que escribié
ix. Independientemente del nimero desconocido original ¢qué numero ha surgido?

3. Los responsables de una empresa, en previsiéon de unos futuros altibajos en las ventas de los
productos que fabrican, piensan proponer a sus trabajadores a finales del afio 2014 lo siguiente:
a) La disminucidn de los sueldos, para el proximo afio 2015, en
un 10 %.

b) Para 2016 ofrecen aumentar un 10 % los salarios de 2015.
c) En general, sugieren que el sueldo disminuya un 10 % cada
ano impar y que aumente un 10 % cada afo par.

Si finalmente se aplica lo expuesto, estudia si los trabajadores

recuperaran en el afio 2016 el salario que tenian en 2014. Analiza qué ]
ocurre con los sueldos tras el paso de muchos afios.
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Los responsables de la anterior empresa, después de recibir el informe de una consultora, alteran su
intencidn inicial y van a proponer a sus trabajadores, a finales del afio 2014, lo siguiente:
a) Unaumento de los sueldos, para el proximo afio 2015, de un 10 %.

b) Para 2016, una reduccién del 10 % sobre los salarios de 2015.
c¢) En general, sugieren que el sueldo aumente un 10 % cada afo impar y
qgue disminuya un 10 % cada afo par.

Si se aplica lo expuesto, analiza si el salario de los trabajadores del afio 2016
coincidira con el que tenian en 2014. Estudia cdmo evolucionan los sueldos
tras el paso de muchos afios.

Observa si hay numeros en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:

X—-3
a)
X+1
b) 2X—1
(X=5)-2x+7)
c) _x
X2 —2x+1
X -2
d) =2
X~ +3y

Halla el valor numérico de las siguientes expresiones en los nimeros que se indican:

a) X=3 en x=1
X+1
b) ;para X=-2
x> —2x+1
c) X;L—y_zenX:3ey:—1
X" +3y
p— 2_
d) 22a+—b4para a=-1,b=0ec=2
a“c—3abc
2x-1 1
e) en x=—
(x=5)-2x+17) 2

Una persona tiene ahorrados 3 000 euros y decide depositarlos en un
producto bancario con un tipo de interés anual del 2.5 %. Si decide
recuperar sus ahorros al cabo de dos anos, écudl sera la cantidad total
de la que dispondra?

Construye un polinomio de grado 2, p(x), tal que p(-2)=-6.

9. Considera los polinomios P(X)=2X’ =X +4x—1, q(X)=—Xx"=3%’ +2X> =X=5 y r(X) = x> =3x+2
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. Haz las siguientes operaciones:

a) p+q+r
b) p-q
c) pr
d p-r-q

10. Calcula los productos:

o (2)(=2)
2 5 3

b) (0.1x + 0.2y — 0.32) - (0.3x — 0.2y + 0.12)

c) (x=y)-(y-1)-(x+a)

11. Efectua las divisiones de polinomios:

a) 2x’+x*-12x+7 entre X+3
b) —4x*+8x’+7x>-21x+8 entre 2x* —3x+1
c) -3x’-2x*+9x*+6x—14 entre —x’ —2x+3

12. Calcula los cocientes:
a) (4x7):(x)
b) (4x’y’z*): 3xy2’)
c) (x4—4x2y+4y2):(x2—2y)

13. Realiza las operaciones entre fracciones algebraicas:

x—-1 2x-1
a) —+

X X
b) 2X+3 5

X X+1
0 Xx—1 _2—x

x? —3x X

Xx—-1 2-X
d) L2

x> =3x X
e) Xx-1 2-X

x2-3x X

14. Encuentra un polinomio p(x) tal que al dividir p(x) entre g(X) =X — X’ +2X—3 se obtenga como

polinomio resto r(X)=-3x>+1.

15. Calcula las potencias:

2
a) (X+2y-12)* b) (x=3y)’ c) (a+gj d) (X =22°)

16. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o
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trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.
a) x*-6x+9

b) x*+8x*+16

c) X —+12xy+3y?

d y*+2y’+y>+2y+1

e) x'-2x +x*+2x+1

f) x*-25

g) x*+5

h) s5x*-1

i) X -8y’
i) xt-1

k) X2_y2

) x*-2y°z°

17. Analiza si el numerador y el denominador de las siguientes expresiones algebraicas proceden del
desarrollo de un binomio, o de un producto suma por diferencia, y simplificalas:

X2 +2x+1
x? =1

a)

x'—2x*y? +y?
x> +y?

b)

xy® —
0) y4 yX
y -1

18. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

) 3. 1 b)3x4—5x3+x4_1- x° C)x—2y+4x+5y
X3-X) 2(3-Xx) X X +1 a-b 3a-3b

19. Simplifica todo lo posible:

3 2 2 3 _
a) (yx4—lj:(x2+l) b) b®+3ab’+3a’h+a’ b+a C)(a+b_a b). 4

NG X b—a ‘b-a a-b a+b) a-b

20. Simplifica todo lo posible:

1 1 1 1 2 11 3
a+ X a X+ 1 2 3 1 2 3 X X
a) A y b) [1+—+—+— |:| =~ c) X yxy
1 1 1 1 X X X X X X 3 N 21 2
at+y X a X+Yy X Yy Xy
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AUTOEVALUACION

1. Sefala los coeficientes que aparecen en las siguientes expresiones algebraicas:

a)3-\/§-x-y2 b) —3x* - x’+x+7 c)—x+82+6xa2—i+9
4-2y a

2. Destaca las variables, o indeterminadas, de las precedentes expresiones algebraicas.

3. Del polinomio 5x* —8x* — x + 9 indica su grado y los monomios que lo integran.

4. La expresion no tiene sentido para

4-2X

a) x=7 b) x=2 ) X=7yx=2 d) x=0
5. Cualquier polinomio:

a) puede ser evaluado en cualquier nimero.

b) no puede ser evaluado en el nimero cero.

¢) no puede ser evaluado en ciertos nimeros concretos.

+7
4-2y
a) —11 b) 7 c)1 d) -5

7. Completa adecuadamente las siguientes frases:
a) Lasuma de dos polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado ..........
b) La suma de tres polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado ..........
c) El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........
d) La diferencia de dos polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado ..........

6. Elvalor numérico de la expresion

2+6x22—3 en x=1,y=2,z=-1 es:
z

8. Finaliza adecuadamente las siguientes frases:
a) La suma de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........
b) Lasuma de tres polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........
c) Ladiferencia de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........

9. Al dividir el polinomio p(x) = 2x* — x3 + 4 entre q(x) = x? + 2x + 2 el polinomio resto
resultante:
a) debe ser de grado 2.
b) puede ser de grado 2.
c) debe ser de grado 1.
d) ninguna de las opciones precedentes.

10. Para que una fraccion polindmica sea equivalente a un polinomio:

q(x)
a) los polinomios pP(X) y q(X) deben ser del mismo grado.
b) no importan los grados de p(X) y q(X).
c) el grado del polinomio numerador, p(X), debe ser superior o igual al grado del polinomio
denominador, g(X).
d) el grado del polinomio numerador, p(X), debe ser inferior al grado del polinomio denominador,

q(x).
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Ya sabes resolver algunas ecuaciones de segundo grado. Si el area
de un cuadrado es 4 conoces que su lado es 2, y si el drea es 9,

conoces que el lado mide 3.

Sabes resolver x? = 4, cuyas soluciones son 2 y —2, porque (2)? = 4,

y(-2)*=4.

/ Recuerda \

Si el producto de dos factores es

cero, uno de los factores debe ser

cero.

Por tanto en la ecuacién:
(x+4)-(x-3)=0

o bienx+4=00bienx—-3=0, por lo

Qjex=—4yx=3. /

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas 32 A

www.apuntesmareaverde.org.es

Resumen

Para resolver (x — 3) - (x + 4) = 0, observas que las
soluciones son 3y —4 pues (3 —3) - (3 +4) =0,y
((—4)-3)-((-4) +4)=0.

En este capitulo aprenderemos a resolver las ecuaciones de
segundo grado, ya sean completas o incompletas, y a
utilizar lo aprendido para resolver problemas de la vida
cotidiana por medio de las ecuaciones.

Veremos ademas qué son los sistemas de ecuaciones
lineales, cdbmo se resuelven por diferentes métodos y su
aplicacion para resolver problemas que nos rodean.
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1. ECUACIONES DE 22 GRADO

Hay ecuaciones de segundo grado que ya sabes resolver. En este capitulo vamos a profundizar y a
aprender a resolver este tipo de ecuaciones. Por ejemplo, el siguiente problema ya sabes resolverlo:

Actividades resueltas

e Se aumenta el lado de una baldosa cuadrada en 3 cm y su area ha quedado multiplicada por 4,
¢Qué lado tenia la baldosa?

Planteamos la ecuacion:
(x +3)?=4x?

iEsta ecuacion si sabes resolverla! x + 3 = 2x, luego el lado es de 3 cm.

Hay otra solucién, x = —1, que no tiene sentido como lado de un cuadrado.

Vamos a estudiar de forma ordenada estas ecuaciones.

1.1. Concepto de ecuacion de 22 grado

Una ecuacion de segundo grado es una ecuacién polindmica en la que la mayor potencia de la
incognita es 2. Las ecuaciones de segundo grado se pueden escribir de la forma:

ax*+bx+c=0
donde g, by c son numeros reales, con a # 0.
Ejemplo 1:
e Son ecuaciones de 22 grado por ejemplo
3x2—7x+1=0; —-2x*+5x+-2=0; x*-9x-11=0.
Ejemplo 2:
e Los coeficientes de las ecuaciones de 22 grado son numeros reales, por lo tanto pueden ser

fracciones o raices. Por ejemplo:

%xz —4x+%:0; lx2 —%x+%:0; —2.7x2+3.5x - 0.2 = 0; J2x% +3x—+/5=0.

1. Indica si son ecuaciones de segundo grado las siguientes ecuaciones:

a)5x2 —/2x+8=0 c)8x2-9=0 e)2x2—3=0
X
b) 3xy2—5=0 d)8-7.3x=0 f)2x2—=3Vx+4=0

2. Enlas siguientes ecuaciones de segundo grado, indica quiénes sona, by c.
a)3—-4x>+9x=0 b)-3x*+5x=0
c)2x*-3=0 d)x?-8x+1=0
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1.2. Resolucion de ecuaciones de 22 grado completas

Se llama ecuacion de segundo grado completa a aquella que tiene valores distintos de cero paraa, by
C.

Para resolver las ecuaciones de segundo grado completas, usaremos la férmula:

‘o —b++/b* —4ac

2a

Esta formula nos permite calcular las dos soluciones de nuestra ecuacion.
Llamaremos discriminante a la parte de la férmula que esta en el interior de la raiz:
A = b?-4ac
Actividades resueltas
e Resuelve la ecuacidn de segundo grado x> —5x+6=0
Primero debemos saber quiénes sona, by c:
a=1;,b=-5;c=6

Sustituyendo estos valores en nuestra formula, obtenemos:

X_—bi\/b2—4ac _5+4/25-4:1-6  5+4/25-24 5+1

2a 2-1 2 2

Por lo tanto, nuestras dos soluciones son:
5+1 5-1
X, =——=3; X, =——=2
2 2

En efecto, 32-53+6=9-15+6=0,y22-52+6=4-10+6 =0, luego 3y 2 son soluciones de la
ecuacion.

3. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado completas:

a)x*—7x+10=0 b) 2x2+2x—24=0
c)3x*-9%x+6=0 d)x?-4x-12=0
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1.3. Numero de soluciones de una ecuacion de 22 grado completa
Antes hemos definido lo que era el discriminante, ¢te acuerdas?
A = b?*-4ac

Para saber cuantas soluciones tiene una ecuacidon de 22 grado, nos vamos a fijar en el signo del
discriminante.

Si A = b?>—4ac >0, la ecuaciodn tiene dos soluciones reales y distintas.
Si A =b?—4ac =0, la ecuacidn tiene dos soluciones reales iguales, (una solucién doble).
Si A =b%—4ac <0, la ecuacién no tiene solucidn.
Ejemplo 3:
4+ a) La ecuacion 2x*> — 4x — 7 = 0 tiene como discriminante:
A=b’—-4dac=(-4)?-4-2-(-7)=16+36=52>0
Por lo tanto, la ecuacion dada tiene 2 soluciones reales y distintas.
%+ b) La ecuacién x> — 4x — 5 = 0 tiene como discriminante:
A=b?—4dac=(-4)2—4-(-5)=16+20=36>0
Por lo tanto, la ecuacion dada tiene 2 soluciones reales y distintas, 5y —1.
Comprobacién: 52 —4-5-5=25-20-5=0y (-1)>-4(-1)-5=1+4-5=0).
4+ c) La ecuacién x*> — 2x + 1 = 0 tiene como discriminante:
A=b’>-4ac=(-2)?>-4-1-1=4-4=0
Por lo tanto, la ecuacidn tiene dos soluciones reales iguales. Se puede escribir como:
x> —2x+1=(x—1)?>=0, que tiene la solucion doble x = 1.
#+ d) La ecuacion x? + 3x + 8 = 0 tiene como discriminante
A=b*>-40c=(3)>-4-1(8)=9-32=-23<0

Por lo tanto, la ecuacidon no tiene solucién real. Ningln numero real verifica la ecuacion.

4. Averigua cuantas soluciones tienen las siguientes ecuaciones de 22 grado:

a)xX’+x+4=0 b)x*-6x+9=0
c)x*—6x—-7=0 d)x*—3x+5=0
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1.4. Resolucidon de ecuaciones de 22 grado incompletas

Llamamos ecuacion de 22 grado incompleta a aquella ecuacion de segundo grado en la que el
coeficiente b vale 0 (falta b), o el coeficiente c vale 0 (falta c).

Ejemplo 4:
La ecuacion de 22 grado 2x?> — 18 = 0 es incompleta porque el coeficiente b = 0, es decir, falta b.
La ecuacion de 22 grado 3x? — 15x = 0 es incompleta porque no tiene ¢, es decir, ¢ = 0.

Las ecuaciones de 22 grado incompletas se resuelven de una manera u otra dependiendo del tipo que
sean.

Si el coeficiente b = 0: Despejamos la incdgnita normalmente, / \
como haciamos en las ecuaciones de primer grado: Resumen
H — 2 —
. L . —c¢ ;- [-c Si b.— 0, (.7x1+.c = 0,
ax“+c=0=ax"=—Cc= X = = VX = Y = despejamos la incégnita:
_ —C
X== —¢ X=%, /— .
a a
Si el coeficiente ¢ = 0: Sacamos factor comun: Si c =0, ax* + bx = 0, sacamos
factor comun:
ax?+ bx=0= x(ax + b) = 0.

Para que el producto de dos factores valga cero, uno de los x=0y X :T'
factores debe valer cero.

Portanto,x=0,0ax+b=0=ax=-b=> X = —
a

Ejemplo 5:
En la ecuacién 2x?> — 18 = 0 falta la b. Para resolverla despejamos la incdgnita, es decir, x2:
2x°—18=0=>2x*=18=>x*=18/2=9

Una vez que llegamos aqui, nos falta quitar ese cuadrado que lleva nuestra incdgnita. Para ello,
haremos la raiz cuadrada en los 2
miembros de la ecuacién:

X =149 =+3

Asi hemos obtenido las dos soluciones de nuestra ecuacion, 3y —3. En efecto, 2-32-18=2-9-18=0,
y2-(-3)>-18=2-9-18=0
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Ejemplo 6:
En la ecuacién 3x? — 15x = 0 falta la c. Para resolverla, sacamos factor comun:
3x2—15x=0=3x(x-5)=0
Una vez que llegamos aqui, tenemos dos opciones
1) 3x=0=x=0.
2) x-5=0=>x=5.
Asi hemos obtenido las dos soluciones de la ecuacién x=0yx=5

Una ecuacidn de segundo grado incompleta también se puede resolver utilizando la formula de las
completas pero es un proceso mas lento y es mads facil equivocarse.

Actividades resueltas
#+ Resuelve la ecuacidn de 22 grado 2x* —32 =0:

Solucion: Se trata de una ecuacién de 292 grado incompleta donde falta la b. Por lo tanto, despejamos la
incégnita

2x*—32=0=2x*=32=x>=32/2=16 = x = +V16 = +4. Las raices son 4 y —4.

4+ Resuelve la ecuacién de 22 grado x2 + 7x = 0:

Solucion: Se trata de una ecuacién de 22 grado incompleta donde falta la c. Por lo tanto, sacamos factor
comun:

xX+7x=0=x(x+7)=0
y obtenemos las dos soluciones:

x=0yx+7=0=>x=0;x=-7.

5. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado incompletas:

a)3x2+6x=0 b)3x2-27=0
c)x*—25=0 d)2x2+x=0
e)4x?-9=0 f)5x2—10x=0
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1.5. Suma y producto de raices

Si en una ecuacién de segundo grado: x> + bx + ¢ = 0, con a = 1, conocemos sus soluciones: x1 y X2
sabemos que podemos escribir la ecuacién de forma factorizada:

(x=x1) - (x=x2)=0
Hacemos operaciones:
X=Xx1 X=X X+X1-X2=0=> x> = (X1+ X2) - X+ X1- X2=0,

por lo que el coeficiente ¢ es igual al producto de las soluciones y la suma de las soluciones es igual al
opuesto del coeficiente b, es decir, —b.

X1'Xz=C;X1+X2=—b.
Si la ecuacidn es ax? + bx + ¢ = 0, dividiendo por a, ya tenemos una de coeficiente a = 1, y obtenemos

que:

C —
X1-X2= —; X1+ X2= —
a a

Esta propiedad nos permite, en ocasiones, resolver mentalmente algunas ecuaciones de segundo
grado.

Actividades resueltas

+ Resuelve mentalmente la ecuacién x2 — 5x + 6 = 0.
Buscamos, mentalmente dos nimeros cuyo producto sea 6 y cuya suma sea 5. En efecto, 2 -3 =6,y
2 +3 =5, luego las soluciones de la ecuacién son 2y 3.

+ Resuelve mentalmente la ecuacién x? — 6x + 9 = 0.
El producto debe ser 9. Probamos con 3 como solucién, y en efecto 3 + 3 = 6. Las soluciones son la raiz 3
doble.

+ Resuelve mentalmente la ecuacién x> —x —2 = 0.

Las soluciones son —1y 2, pues su producto es —2 y su suma 1.

% Resuelve mentalmente la ecuacion x2 +x—2 =0.

Las soluciones son 1y —2, pues su producto es -2 y su suma —1.

6. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 22 grado:

a)x?+6x=0 b)x*+2x—-8=0
c)x*—25=0 d)x*-9x+20=0
e)x*-3x—-4=0 f)x*—4x-21=0

7. Escribe una ecuaciéon de segundo grado cuyas soluciones sean 3y 7.
8. El perimetro de un rectdangulo mide 16 cmy su area 15 cm?. Calcula sus dimensiones.

9. Si3esunasolucién de x> —5x+a =0, ¢cudnto vale a?
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

2.1. Concepto de sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas se puede expresar de la forma:
ax+hby=c

{a‘ X+b'y=c
Donde g, b, a’' y b' son nimeros reales que se denominan coeficientes y ¢ y ¢’ también son nimeros
reales llamados términos independientes.
Llamamos solucion del sistema al par de valores (x, y) que satisfacen las dos ecuaciones del sistema.
Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, cuando tienen la misma solucién.
Ejemplo 7:

Son sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo:

3x—4y:—1_ 5x+2y:7. x+2y:3. 4y +2 =3x
2x+5y=7" X—-y=0" 7x-3y =4 7x -3 =5y
Ejemplo 8:
: . 3xy+5y =7 . _
No es un sistema lineal porque tiene términos en xy.
4x—-8xy =9

3x* +5y=7
4x -8y =9

Tampoco lo es { porque tiene un término en x2.

10. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:

2y=6 Sy—x=4
a){xy+y b{yx

2x—-3y=1 2X -3y =-1
0 4x-2=y d) X>+y=2
3X+5y:2 3x+y2:4
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2.2. Clasificacion de sistemas de ecuaciones

En un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas, cada una de las ecuaciones representa una
recta en el plano.

Estas rectas pueden estar posicionadas entre si de tres maneras distintas, lo que nos ayudara a clasificar
nuestro sistema en:

1) Compatible determinado: el sistema tiene una Unica solucion, por lo que las rectas son SECANTES, se
cortan en un punto.

2) Compatible indeterminado: el sistema tiene infinitas soluciones, por lo que las rectas son
COINCIDENTES.

3) Incompatible: el sistema no tiene solucion, por lo que las rectas son PARALELAS.

5 / 2oty =1 N N
y T+y=3 .
\\ 3
N ) / . ,
\‘\\ / 1
o \\ - 5
s ) ey 1 2 4
S / :
- . Y
Compatible determinado Compatible indeterminado Incompatible
Rectas secantes Rectas coincidentes Rectas paralelas

Actividades resueltas
4+ Afade una ecuacidn a x — 2y = 2 para que el sistema resultante sea:

a) Compatible determinado
b) Incompatible

¢) Compatible indeterminado

Solucion: \ 9
a) Para que el sistema sea compatible determinado, afiadiremos una N 2
ecuacion que no tenga los mismos coeficientes que la que nos dan. N T = .
Por ejemplo, x +y =1. \
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b) Para que sea incompatible, los coeficientes de las incdgnitas -
tienen que ser los mismos (o proporcionales) pero tener diferente
término independiente. Por ejemplo x— 2y =-3, (0 2x — 4y = 0).

c) Para que sea compatible indeterminado, pondremos una ecuacién proporcional a la que tenemos.

Por ejemplo 2x — 4y = 4.

11. Representa los siguientes sistemas y clasificalos:

X+3y=4 b 2x—-y =3 X-3y=3
C
—-2x+y=-1 -y+2x=1 2x—-6y =6
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2.3. Resolucion de sistemas por el método de sustitucion

El método de sustitucidn consiste en despejar una incégnita de una de las ecuaciones del sistema y
sustituir la expresién obtenida en la otra ecuacién.

Asi, obtenemos una ecuacién de primer grado en la que podemos calcular la incégnita despejada. Con
el valor obtenido, obtenemos el valor de la otra incognita.

Ejemplo 8:
: 2x-3y=-1 . N
Vamos a resolver el sistema por el método de sustitucién:
X+2y=3
Despejamos x de la segunda ecuacion:
2x -3y =-1
X+2y=3=x=3-2y

y lo sustituimos en la primera:
23-2y)-3y=-1=6-4y-3y=-1=-4y-3y=-1-6=>-7y=-7=y=(-7)/(-7) =1
Con el valor obtenido de y, calculamos la x:

X=3-2y=>x=3-2-1=1.

Solucion:
x=1
y=1

12. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucidn:

) 3X+4y=-7 b) 2x+4y=0 3x=2y=2
a c
X=2y=1 3X+y=5 2x+3y =10
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2.4. Resolucion de sistemas por el método de igualacion

El método de igualacion consiste en despejar la misma incdgnita de las dos ecuaciones que forman el
sistema e igualar los resultados obtenidos.

Asi, obtenemos una ecuacién de primer grado en la que podremos calcular la incdgnita despejada. Con
el valor obtenido, calculamos el valor de la otra incégnita.

Ejemplo 8:
: 2x-3y=-1 . : .
Vamos a resolver el sistema por el método de igualacién:
X+2y=3
Despejamos la misma incégnita de las dos ecuaciones que forman el sistema:

2x—3y:—1:>x:§X2:l

X+2y=3=>x=3-2y
Igualamos ahora los resultados obtenidos y resolvemos la ecuacion resultante:

M=3—2y:3y—1=2(3—2y)=6—4y:>3y+4y=6+1:7y=7: y=;=1

Con el valor obtenido de y, calculamos la x:

x=3-2y=>x=3-2-(1)=1

Solucion:

x=1
y=1
13. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:

) 3IX+y=2 b 2X-3y=-5 Tx—4y =3
a C
—-2X+3y=-5 4x+2y =14 3X+2y=5
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2.5. Resolucion de sistemas por el método de reduccion

El método de reduccion consiste en eliminar una de las incoégnitas sumando las dos ecuaciones. Para
ello se multiplican una o ambas ecuaciones por un nimero de modo que los coeficientes de x o y sean
iguales pero de signo contrario.

Ejemplo 9:
. 2x-3y=-1 . L
Vamos a resolver el sistema por el método de reduccién:
X+2y=3

Multiplicamos la segunda ecuacién por -2 para que los coeficientes de la x sean iguales pero de signo
contrario y sumamos las ecuaciones obtenidas:

2x -3y =-1 2x-3y=-1 sumamos
(-2) —— “Ty=-71=y=(-7)/(-7)=1
X+2y=3 ——— |-2X—-4y=-6

Con el valor obtenido de y, calculamos la x:
2x—31=-1=>2x=-1+3=2=>x=2/2=1

Solucion:
x=1
y=1

14. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion:

3x+y=4 b S5x+3y=2 ) 2x+3y=0
c
2x-5y =14 4x+y=7 3x-2y=13
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3. RESOLUCION DE PROBLEMAS

3.1. Resolucidon de problemas mediante ecuaciones de 22 grado

Para resolver problemas por medio de ecuaciones de 292 grado, primero tendremos que pasar a
lenguaje algebraico el enunciado del problema y luego resolverlo siguiendo los siguientes pasos:

1.- Comprender el enunciado

2.- Identificar la incégnita

3.- Traducir el enunciado al lenguaje algebraico
4.- Plantear la ecuacion y resolverla

5.- Comprobar la solucién obtenida

Actividades resueltas
Vamos a resolver el siguiente problema:

% ¢Cudl es el nimero natural cuyo quintuplo aumentado en 6 es igual a su cuadrado?

Una vez comprendido el enunciado, identificamos la incégnita, que en este caso, es el nUmero que
estamos buscando.

2.- Numero buscado = x

3.- Traducimos ahora el problema al lenguaje algebraico:
5X + 6 = x?

4.- Resolvemos la ecuacion:

5x+6=x2=x2-5x—6=0

_—btb’—dac  —(-5)*y(-5)7 -4-1-(=6) 5+25+24 5+/49 547
2a 21 2 2 2
2 2

X

|II

Solucion: Como el enunciado dice “nimero natural” el nimero buscado es el 6.

5.- Comprobacion: En efecto 5-6 + 6 = 36 = 62.

15. ¢ Qué numero multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su cuadrado?
16. Calcula tres numeros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 365.
17. El triple del cuadrado de un nimero aumentado en su duplo es 85. ¢ Cual es el nUmero?

18. Un triangulo isdésceles tiene un perimetro de 20 cm y la base mide 4 cm, calcula los lados del
tridngulo y su area.
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3.2. Resolucidn de problemas mediante sistemas de ecuaciones
Para resolver problemas por medio de sistemas de ecuaciones, primero tendremos que pasar a
lenguaje algebraico el enunciado del problema y luego resolverlo siguiendo los siguientes pasos:

1.- Comprender el enunciado

2.- Identificar las incdgnitas

3.- Traducir el enunciado al lenguaje algebraico

4.- Plantear el sistema y resolverlo

5.- Comprobar la solucién obtenida

Actividades resueltas

Vamos a resolver el siguiente problema:

*+ La suma de las edades de un padre y su hijo es 39 y su diferencia 25. ¢ Cudl es la edad de cada uno?

Una vez comprendido el enunciado, identificamos las incégnitas que, en este caso, son la edad del
padre y el hijo

2.- Edad del padre = x
Edad del hijo=y

3.- Pasamos el enunciado a lenguaje algebraico:
La suma de sus edades es 39:

x+y=39
Y su diferencia 25:

x—y=25

4.- Planteamos el sistema y lo resolvemos por el método que nos resulte mas sencillo. En este caso, lo
hacemos por reduccién:

X+Yy =39
{ y sumamos IX=64 = x = 64/2 =32

X—y=25

X+y=39=32+y=39=y=39-32=7.

Solucion: El padre tiene 32 afios y el hijo tiene 7 aiios.

5.- Comprobacion: En efecto, la suma de las edades es 32 + 7 =39 y la diferencia es 32 — 7 = 25.

19. La suma de las edades de Raquel y Luis son 65 afios. La edad de Luis mas cuatro veces la edad de
Raquel es igual a 104. ¢ Qué edad tienen cada uno?

20. La suma de las edades de Maria y Alberto es 32 anos. Dentro de 8 afios, la edad de Alberto sera dos
veces la edad de Maria. ¢Qué edad tiene cada uno en la actualidad?

21. Encuentra dos numeros cuya diferencia sea 24 y su suma sea 123.
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CURIOSIDADES. REVISTA

ﬂbtencién de la férmuh Tres ecuaciones de segundo
para resolver ecuaciones
de segundo grado.

ax’+bx+c=0,cona=0

U Teorema de Pitdgoras a un tridngulo
rectangulo isésceles de lados iguales a 1, o al
calcular la diagonal de un cuadrado de lado 1.

U Multiplicamos por 4a Su solucién es la longitud de la hipotenusa o
4a2x? + 4abx = —4ac de la diagonal. Tiene de interesante que se
demuestra que dicha solucion NO es un

ax2+ bx=—c

U Sumamos b2

43’2 + 4abx + b*= —4ac + b?
y Completamos cuadrados
(2ax + b)? = b?> — 4ac
U Hallamos la raiz cuadrada /

X+1=x?

2ax + b = ++/b* —4ac 1
X+1 X
. También se puede escribir como: ——=—
UDespeJamos la x P X 1
2ax = —b +m que es una proporcidn, donde x toma el valor

1+45 )

U 7 ~ 1.618... que es el numero de oro,

_ —b+ ~/b2 —4ac \otro numero irracional. /

2

La tercera ecuacién no tiene solucién real,
ningun numero real al elevarlo al cuadrado
puede dar un numero negativo, pero si
ampliamos el campo real con su raiz, J-1 =i,
resulta que ya todas las ecuaciones de
segundo grado tienen solucidon, y a los
niameros a + b'i se les llama numeros
complejos.

Emmy Noether fue una matematica alemana de origen judio cuyos trabajos en Algebra
permitieron resolver el problema de la conservacién de la energia.
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RESUMEN

Definicion

Concepto

Ejemplos

Ecuacidon de
segundo grado

Es una ecuacién algebraica en la que la mayor

potencia de la incognita es 2. Tiene la forma:
ax’+bx+c=0

donde g, by c son numeros reales, con a # 0.

-3x*+7x+-8=0

Resolucidon de Se usa la férmula: x> —5x+6=0:
ecuaciones de 22 -b+ m 5 i«/m 5+1
grado completas X= 23 X= 21 "~
X1=3,x2=2
Discriminante A=b%-4ac A=(-5)?-416=25-24=1

Numero de
soluciones de una
ecuacion de 22
grado

Si A = b? — 4ac > 0, tiene dos soluciones reales y
distintas

Si A = b?—4ac =0, tiene una solucidn doble.

Si A=b?-4ac<0, la ecuacidn no tiene solucién

x> —4x—-5=0:A=36>0,
tiene dos soluciones 5y —1.
x> —2x+1=0:A=0, tiene
una raiz doble: x = 1.
x2+3x+8=0:A=-23.No
tiene solucion real

Resolucién de
ecuaciones de 22
grado
incompletas

Suma y producto
de raices

Sib =0, ax* + ¢ =0, despejamos la incégnita:

a

X==

Sic=0,ax2+bx=0:x=0y x:_—b
a

22— 18 =0: X=1/9 =43

3x2-15x=0=3x(x—5)=0
=x:=0;x,="5.

X2 —5x+6=0=x1=2;x2=3

Sistema de ecuaciones

lineales

c -b

X1X2= —;X1tX2= —
a a
ax+by=c
ax+by=c

X+2y=3
TX-3y=4

Clasificacion

Compatible determinado: Una Unica solucidn, el punto de interseccion. Las rectas

X+3y=4

son secantes:
-2X+y=-1

Compatible indeterminado: Infinitas soluciones, por lo que las rectas son

X-3y=3

coincidentes:
{Zx -6y=6

Incompatible: No tiene solucidn, las rectas son paralelas: {

X-3y=3
2X—-6y =2

Métodos de
resolucion

Sustitucidn: despejar una incognita y sustituir en la otra ecuacion.
Igualacidn: despejar la misma incdgnita de las dos ecuaciones.
Reduccién: sumar las dos ecuaciones, multiplicdndolas por nimeros adecuados.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Ecuaciones de segundo grado

1. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado

a)—x*-6x—8=0 b)x(—1+x)=6 c) 7x* = 70x
d)2(x+3)-x(2x+1)=5 e)5(2x—1) +x(x—1)=5 f)12(x2 - 1)—6(2 +x) =— 18

g)(2x+3)-(x—1)=—x—-3 h)x-(x+2)=168 i)6(2x> —3x+1)—x(2x—-1)=-1

2. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado con denominadores:

x2 -1 x+1 x? -3 x?-—x+1 x2+1 2Xx+6

a) ——=10 3 2
2 3 3 7 5 10
_ 2 _ 2 _ _ 2 _
d)l X +3x lzl e) 2x" -8 3x 9=x—1 f) 2x+3x°  3X 6:1
2 3 3 5 10 5 10
3. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 29 grado:
a)x*—7x+10=0 b)x(-1+x)=0 c) 2x*> =50
d)x?-3x-10=0 e)x*+3x—-10=0 f)x*+7x+10=0
g)x*—5x+6=0 h)xX?-x—-6=0 i)x2+x—-6=0

4. Factoriza las ecuaciones del problema anterior. Asi, si las soluciones son 2 y 5, escribe:
x>—7x+10=0 < (x—-2)-(x-5)=0.

Observa que si el coeficiente de x? fuese distinto de 1 los factores tienen que estar multiplicados
por dicho coeficiente.

5. Cuando el coeficiente b es par (b = 2B), puedes simplificar la férmula:

‘o —b++/b? —4ac _ —2B++4B?* —4ac _ —2B+2V/B*-ac _ —-B++B?-ac
a

2a 2a 2 a

Asi para resolver x*> — 6x + 8 = 0 basta decir X=3+4/9—-8 =31, luego sus soluciones son 2 y 4.

Utiliza esa expresion para resolver:
a)x>*—8x—-12=0 b)x*—10x +24=0 c)x*+4x+7=0

6. Resuelve mentalmente las ecuaciones siguientes, luego desarrolla las expresiones y utiliza la
formula general para volver a resolverlas.

a)(x-2)-(x-6)=0 b)(x+1)-(x—-3)=0 c)(x—-9)-(x-3)=0
d(x—1)-(x+4)=0 e)(x+7)-(x-2)=0 f)(x—4)-(x+6)=0
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7. Determina el numero de soluciones reales que tienen las siguientes ecuaciones de segundo grado
calculando su discriminate, y luego resuélvelas.

a)x*+3x—-4=0 b) 7x* + 12x—4=0 c)3x’+7x+10=0
d)x*-~x+5=0 e)6x?—-2x—-3=0 f)5x2+8x—6=0

8. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que no tengan ninguna solucién real. Ayuda: Utiliza el
discriminante.

9. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan una solucion doble.
10. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan dos soluciones reales y distintas.

11. ¢Podrias escribir una ecuacién de segundo grado con Unicamente una solucion real que no fuese
doble?

Sistemas lineales de ecuaciones

12. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:
2x-5y=-4 ) Ix+y=4 6X+5y =7
T 3x—y=7 2x+5y=7  © |2x+3y=1
13. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:
-2x+3y =13 ) S5x-2y=-3 Ox-5y=4
° IX-7y=-27 4x—-y=0 c —-8X+3y=-5
14. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccidn:
3x-5y=1 ) 4x+3y =14 Ox—-5y=4
? 2X+y=35 —-X=-6y=7 ‘ —7X+5y=-2
15. Resuelve de forma grafica los siguientes sistemas
| X+y=7 ) 4x+3y=4 Ox—-5y=13
° X-y=1 X—6y=1 ‘ —-T7X+5y=-9

16. Resuelve los siguientes sistemas por el método que creas mas apropiado:

ax-l_2y+2_ X-1_y+3__, X+l _y+2
3l x3+ 3 4y5—1 b) 2 5 < 2 3
2 -4 7 3X+y=-1 3Ix-2y=1
2 3
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17. Copia en tu cuaderno y completa los siguientes sistemas incompletos de forma que se cumpla lo
gue se pide en cada uno:

Compatible indeterminado Incompatible Susolucionseax=2ey=1
( x+3y=() —5x+y=2 3x-y=()
a) b) c)
2Xx—y=3 ( x+y=6 (x+y=7
Incompatible Susolucionsea x=-1le y=1 Compatible indeterminado

d){zx—Sy:—l o {3x+()y:—1 9 {( x+6y=()
4x+(y=() ( x+3y=5 2X+3y=-2
18. Escribe tres sistemas lineales que sean incompatibles.

19. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles indeterminados.

20. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles determinados.

21. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualaciéon y comprueba la solucion graficamente.
¢De qué tipo es cada sistema?

-2X+6y=13 X—y=-3
a) b) c)
X—-3y=8 4x -4y =-12 —

Problemas

22. En una tienda alquilan bicicletas y triciclos. Si tienen 51 vehiculos
con un total de 133 ruedas, écuantas bicicletas y cuantos triciclos
tienen?

23. ¢Cuadl es la edad de una persona si al multiplicarla por 15 le faltan
100 unidades para completar su cuadrado?

24. Descompon 8 en dos factores cuya suma sea 6

25. El triple del cuadrado de un nimero aumentado en su duplo es 85. ¢Qué nimero es?

26.La suma de los cuadrados de dos numeros impares consecutivos es 394.
Determina dichos numeros.

27.Van cargados un asno y un mulo. El asno se quejaba del peso que llevaba
encima. El mulo le contesté: Si yo llevara uno de tus sacos, llevaria el doble de
carga que tu, pero si tu tomas uno de los mios, los dos llevaremos igual carga.
¢éCuantos sacos lleva cada uno?

28. {Qué nimero multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su cuadrado?

29. Calcula tres nimeros consecutivos cuya suma de cuadrados es 365

30. Dentro de 11 afios, la edad de Mario serd la mitad del cuadrado de la edad

gue tenia hace 13 afios. ¢Qué edad tiene Mario?
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31.

32.
33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43,

44,

45.

46.

47

Dos numeros naturales se diferencian en 2 unidades y la suma de sus cuadrados es 580. ¢ Cuales son
dichos niumeros?

La suma de dos numeros es 5 y su producto es —84. {De qué numeros se trata?

Maria quiere formar bandejas de un kilogramo con mazapanes polvorones. Si los
polvorones le cuestan a 5 euros el kilo y los mazapanes a 7 euros el kilo, y quiere
que el precio de cada bandeja sea de 6 euros, iqué cantidad debera poner de
cada producto? Si quiere formar 25 bandejas, ¢ Qué cantidad de polvorones y de
mazapanes va a necesitar?

Determina los catetos de un tridngulo rectdngulo cuya suma es 7 cm vy la

hipotenusa de dicho triangulo mide 5 cm.
El producto de dos numeros es 4 y la suma de sus cuadrados 17. Calcula dichos numeros

La suma de dos numeros es 20. El doble del primero mas el triple del segundo es 45. iDe qué
numeros se trata?

En un garaje hay 30 vehiculos entre coches y motos. Si en total
hay 100 ruedas, {cuantos coches y motos hay en el garaje?

La edad actual de Pedro es el doble de la de Raquel. Dentro de 10
anos, sus edades sumaran 65. é{ Cuantos afios tienen actualmente
Pedro y Raquel?

En mi clase hay 35 personas. Nos han regalado a cada chica 2

boligrafos y a cada chico 1 cuaderno. Si en total habia 55 regalos.
¢Cuantos chicos y chicas somos en clase?

Entre mi abuelo y mi hermano tienen 56 afios. Si mi abuelo tiene 50 afios mas que mi hermano,

¢qué edad tiene cada uno?

Dos bocadillos y un refresco cuestan 5€. Tres bocadillos y dos
refrescos cuestan 8€. ¢Cual es el precio del bocadillo y el
refresco?

En una granja hay pollos y vacas. Si se cuentan las cabezas, son
50. Si se cuentan las patas, son 134. ¢ Cuantos pollos y vacas hay
en la granja?

Un rectangulo tiene un perimetro de 172 metros. Si el largo es 22 metros mayor que el ancho,
écudles son las dimensiones del rectdangulo?

i F r
En una bolsa hay monedas de 1 € y 2 €. Si en total hay 40 monedas y L ‘-f.. 3 ""ﬁiﬁ
53 €, écuantas monedas de cada valor hay en la bolsa? "

En una pelea entre araflas y avispas, hay 70 cabezas y 488 patas.
Sabiendo que una araiia tiene 8 patas y una avispa 6, icuantas moscas
y araias hay en la pelea?

Una clase tiene 32 estudiantes, y el nUmero de alumnos es triple al de
alumnas, écudntos chicos y chicas hay?

. Yolanda tiene 6 afios mas que su hermano Pablo, y su madre tiene 50
anos. Dentro de 2 afos la edad de la madre serd doble de la suma de las edades de sus hijos, ¢Qué
edades tiene?
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AUTOEVALUACION

1. Las soluciones de la ecuacién 3(x?2— 1) + 2(x> — 2x) = 9 son:

a)x=2yx=1 b)x=1yx=-3 c)x=1yx=-2/3 d)x=2yx=-6/5
2. Las soluciones de la ecuacién 156 = x(x — 1) son:

a)x=11yx=-13 b)x=13yx=-12 c¢)x=10yx=14 dx=-12yx=-11
3. Las soluciones de la ecuacién 3x* —14x + 15 =0 son:

a)x=2yx=2/3 b)x=1/3yx=4 c)x=1yx=4/3 d)x=5/3yx=3
4. Las soluciones de la ecuacion (x — 14)? + x*> = (x + 2)? son:

a)x=24yx=8 b)x=21yx=3 c)x=5yx=19 d)x=23yx=2

5. Las soluciones de la ecuacion 2(x + 2) — x(2 — x) = 0 son:

a) Infinitas b)x=9yx=5 c) no tiene soluciéon d)x=1yx=4
2X+3y=3
6. Las rectas que forman el sistema { x+2y son:
5x—-4y =9
a) Secantes b) Paralelas c¢) Coincidentes d) Se cruzan
7. La solucién del sistema {3x—4y =2 es:
6x -8y =12
a)x=2ey=1 b)x=1ey=1 c)x=3ey=2 d) No tiene solucién

., . 3x+4y=2
8. La solucion del sistema y
S5x-y=11

a)x=4ey=2 b)x=3ey=3 c)x=2ey=-1 dx=5ey=1

9. En una granja, entre pollos y cerdos hay 27 animales y 76 patas. ¢ Cuantos pollos y cerdos hay en la
granja?
a) 16 pollos y 11 cerdos b) 15 pollos y 12 cerdos c) 13 pollos y 14 cerdos

10. ¢Cuadl es la edad de una persona si al multiplicarla por 15, le faltan 100 unidades para llegar a su
cuadrado?

a) 16 afios b) 17 afios c) 20 afios d) 18 anos
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Resumen

La proporcionalidad es una realidad con la que convivimos a
nuestro alrededor. Para comprenderla y utilizarla correctamente,
necesitamos conocer sus reglas.

Reconoceremos la proporcionalidad directa o inversa, simple y
compuesta, y realizaremos ejercicios y problemas de aplicacidn.

En multitud de ocasiones debemos efectuar repartos
proporcionales, directos o inversos: premios de loteria, herencias,
mezclas, aleaciones...

El tanto por ciento y el interés es un concepto que aparece
constantemente en los medios de comunicacidn y en nuestra
propia economia. En este capitulo haremos una primera
aproximacion a la denominada “economia financiera”
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1. PROPORCIONALIDAD DIRECTA

1.1. Magnitudes directamente proporcionales

Recuerda que:

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir a la primera por un
ndimero, la segunda queda multiplicada o dividida por el mismo nimero.

Ejemplo:

+ Si dos cajas contienen 12 bombones, diez cajas (iguales a las primeras) contendran sesenta
bombones.

2:6=12 10-6=60

La razon de proporcionalidad directa k se obtiene mediante el cociente de cualquiera de los valores de
una variable y los correspondientes de la otra:

a_b_c_d_,
a' b ¢ d
Ejemplo:
#+ En el ejemplo anterior la razén de proporcionalidad es: % = % =6
Ejemplo:

# Calcula la razéon de proporcionalidad, copia en tu cuaderno y completa la tabla de
proporcionalidad directa siguiente:

Magnitud A 18 2.4 60 2.8 0.20

Magnitud B 4.5 0.6 15 0.7 0.05

. . . 18 .
La razén de proporcionalidad es k = i 4. Por tanto, todos los valores de la magnitud B son cuatro
veces menores que los de la magnitud A.

1.2. Regla de tres simple directa
Recuerda que:

El cuarto término de una proporcidon directa entre dos magnitudes se puede calcular mediante el
procedimiento denominado “regla de tres”

Ejemplo:

#+ Quince paquetes pesan 330 kg, ¢cudntos kg pesan 6 paquetes?

15 paquetes 330 kg
6 paquetes x kg
15 6 330-6
——=—=>X=——=132kg
330 X 15
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1.3. Regla de tres compuesta directa

Una proporcién en la que intervienen mas de dos magnitudes se denomina proporcion compuesta.
Para calcular el valor desconocido de una de sus magnitudes se utiliza la “regla de tres compuesta”.
Ejemplo:

4+ Nueve personas han gastado en transporte 630 € en 20 dias. ¢ Cuanto gastaran 24 personas en 8
dias realizando el mismo recorrido?

Observamos que las tres magnitudes son directamente proporcionales.

9 personas —— 630€ —— 20dias
24 personas —— x€ —— 8dias
630 _20 9 _630-24-8

=—.— = X= =672 €
X 8 24 9.20

1.4. Porcentajes
El porcentaje o tanto por ciento es la razén de proporcionalidad de mayor uso en la vida cotidiana.
El tanto por ciento es una razén con denominador 100.

Ejemplo:

Loy 22
100

Los porcentajes son proporciones directas en las que se puede aplicar la regla de tres.
Ejemplo:
4 La poblacion de Robles era en 2012 de 5 680 habitantes. En 2013 se ha incrementado en un 5 %.
¢Cual es su poblacion a final de 20137

El 5 % de 5680 es 32980 = 784 habitantes. La poblacién se ha incrementado en 284 habitantes,
luego al final de 2013 sera de: 5 680 + 284 = 5 964 habitantes.

1. Estima cuantas personas caben de pie en un metro cuadrado. Ha habido una fiesta y se ha llenado
completamente un local de 260 m?, écudntas personas estimas que han ido a esa fiesta?

2. En una receta nos dicen que para hacer una mermelada de fresa necesitamos un kilogramo de
azucar por cada dos kilogramos de fresas. Queremos hacer 5 kilogramos de mermelada, ¢cuantos
kilogramos de azucar y cuantos de fresas debemos poner?

3. La altura de un arbol es proporcional a su sombra (a una misma hora). Un arbol que mide 1.2 m
tiene una sombra de 2.1 m. ¢Qué altura tendra un arbol cuya sombra mida 4.2 m?

1.5. Incremento porcentual
Ejemplo:
4+ El ejemplo anterior puede resolverse mediante incremento porcentual: 100 + 5 = 105 %. El 105 %

105-5 680 .
de 5 680 es BT 5 964 habitantes.
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1.6. Descuento porcentual

4 En las rebajas a todos los articulos a la venta les aplican un 20 % de descuento. Calcula el precio
de los que aparecen en la tabla:

Precio sin descuento 74 € 105 € 22 € 48 €

Precio en rebajas 59.20 € 84 € 176 € 38.4€

80
Ya que nos descuentan el 20 %, pagaremos el 80 %. Por tanto: W) = 0.8 es la razén directa de

proporcionalidad que aplicaremos a los precios sin descuento para calcular el precio rebajado.

4. Copia en tu cuaderno y completa la tabla de proporcion directa. Calcula la razén de
proporcionalidad.

Litros 16 4.5 1 50
Euros 36 8.10 10

5. Hemos gastado 72 litros de gasolina para recorrer 960 km. ¢ Cuantos
litros necesitaremos para una distancia de 1500 km?

6. Mi coche gasta 6 litros de gasolina cada 100 km, ¢cuantos litros
gastard en un viaje de 1 250 km?

7. Un libro de 420 paginas pesa 200 g. ¢Cudnto pesard un libro de la
misma coleccidn de 300 pdginas?

8. Seis personas realizan un viaje de ocho dias y pagan en total 40 800
€. ¢Cudnto pagardn 15 personas si su viaje dura 5 dias?

9. Calcula el precio final de un lavavajillas que costaba 430 € mas un 21 % de IVA,
al que se le ha aplicado un descuento sobre el coste total del 15 %.

10. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones:

24 30 X 46 36 «x
a) _— b) _ = — ) _—
100 x 80 12 128 60
11. Copia en tu cuaderno y completa:
a) De una factura de 127 € he pagado 111 €. Me han aplicado un ......... % de
descuento
b) Me han descontado el 12 % de una factura de ................. € y he pagado 365 €.

c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 15 % y me he ahorrado
100 €. ¢Cuadl era el precio del mueble sin descuento?

12. Dos pantalones nos costaron 32 €, ¢cuanto pagaremos por 5 pantalones?
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1.7. Escalas

En planos y mapas encontramos anotadas en su parte inferior la
escala a la que estan dibujados.

La escala es la proporcion entre las medidas del dibujo y las
medidas en la realidad.

Ejemplo:

4+ Si una cierta escala se expresa de la forma 1 : 20000 significa

Principal Izad
gue 1 cm del plano corresponde a 20000 cm = 200 m en la rincipales caizadas romanas

realidad.

Las escalas también se representan en forma grafica, mediante una barra dividida en segmentos de 1 cm
de longitud

I

0 20 40 60 80 100m

Ejemplo:

Esta escala identifica cada centimetro del mapa con 20 m en la realidad
.25 lluf,um!,m! es decir 1 : 2000.

i
m
I
s£ gy

Un instrumento sencillo para realizar trabajos a escala es el pantdgrafo

51 que facilita copiar una imagen o reproducirla a escala.

El pantégrafo es un paralelogramo articulado que, al variar la distancia
entre los puntos de articulacién, permite obtener diferentes tamafios de
dibujo sobre un modelo dado.

w

13. La distancia real entre dos pueblos es 18.5 km. Si en el mapa estdn a 10 cm de = '*":5_- Bam
HATDEIR =

distancia. ¢ A qué escala esta dibujado? ;

J'h'l,.l,.

Escalimetro

{

1
|
o

14. ; Qué altura tiene un edificio si su maqueta construida a escala 1:300 presenta .
una altura de 12 cm? =

15. Dibuja la escala grafica correspondiente a la escala 1 : 60000.

16. Las dimensiones de una superficie rectangular en el plano son 6 cm y 14 cm. Si estd dibujado a escala
1 : 40, calcula sus medidas reales.
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2. PROPORCIONALIDAD INVERSA

2.1. Magnitudes inversamente proporcionales

Recuerda que:

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir a la primera por un
nlimero, la segunda queda dividida o multiplicada por el mismo nimero.

Ejemplo:

#+ Cuando un automdvil va a 90 km/h, tarda cuatro horas en llegar a su destino. Si fuera a 120 km/h
tardaria 3 horas en hacer el mismo recorrido.

90-4=120-3
La velocidad y el tiempo son magnitudes inversamente proporcionales.
La razon de proporcionalidad inversa k” es el producto de cada par de magnitudes: k’=a-b=a" b’
Ejemplo:

<+ Copia la tabla en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad inversa y completa la tabla de
proporcionalidad inversa:

a 18 150 1.5 3600 100
b 50 6 600 0.25 9

k’= 18- 50 =900. Comprueba que todas las columnas dan este resultado.

2.2. Regla de tres simple inversa

Para calcular el cuarto término entre dos magnitudes inversamente proporcionales aplicamos la regla de
tres inversa.

Ejemplo:

#+ Cuatro personas realizan un trabajo en 18 dias. ¢ Cudntas personas necesitaremos para realizar el
mismo trabajo en 8 dias?

4 personas 18 dias
X personas 8 dias
k'=4-18=8:x=x=—— =9 personas.
8
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2.3. Regla de tres compuesta inversa

En la regla de tres compuesta inversa, intervienen varias magnitudes inversamente proporcionales
entre si.

Ejemplo:

+ Con una cantidad de pienso podemos dar de comer a 48 animales durante 30 dias con una racién
de 1,2 kg para cada uno. ¢{Cuantos dias podremos alimentar a 60 animales si la racién es de

800 g?
48 animales 30 dias 1.2 kg
60 animales x dias 0.800 kg

Las tres magnitudes son inversamente proporcionales entre si.

. 48-30-1.2 )
Por tanto, k'=48-30:1.2=1728 = x= —— =36dias.

60-0.800

17. Copia en tu cuaderno la tabla siguiente, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de
proporcionalidad inversa:

Magnitud A 36 0.09 12

Magnitud B 0.25 6 72

18. Al cortar una cantidad de madera hemos conseguido 6 paneles de 2.25 m de largo. ¢ Cuantos paneles
conseguiremos si ahora tienen 1.5 m de largo?

19. Para llenar un depédsito se abren tres grifos que lanzan 2 litros por minuto
cada uno y tardan 6 horas. ¢Cudnto tiempo tardaran 4 grifos similares que

lanzan 5 litros por minuto cada uno?

20. Tres maquinas fabrican 1200

piezas funcionando 5 horas diarias. |
¢Cuantas madquinas se deben poner a
funcionar para conseguir 6 000 piezas

durante 9 horas diarias?

21. En la construccién de un puente

de 900 m se han utilizado 250 vigas, pero
el ingeniero no esta muy seguro y decide reforzar la obra afiadiendo 75 vigas mas. Si las vigas se
colocan uniformemente a lo largo de todo el puente, {a qué distancia se colocaran las vigas?

22. En un huerto ecoldgico se utilizan 3 000 kg de un tipo de abono de origen animal que se sabe que
tiene un 10 % de nitratos. Se cambia el tipo de abono, que ahora tiene un 15 % de nitratos, ¢cuantos
kilogramos se necesitaran del nuevo abono para que las plantas reciban la misma cantidad de
nitratos?

23. Ese mismo huerto necesita 1200 cajas para envasar sus mandarinas en cajas de un kilogramo.
¢Cuantas cajas necesitaria para envasarlas en cajas de medio kilogramo? ¢Y para envasarlas en cajas
de 2 kilogramos?
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3. REPARTOS PROPORCIONALES

Cuando se realiza un reparto en partes desiguales se debe establecer previamente si se trata de un
reparto proporcional directo o inverso.

3.1. Reparto proporcional directo

En un reparto proporcional directo le correspondera mas a quien tiene mas partes.

Actividad resuelta

#+ Tres amigos deben repartirse los 300 € que han ganado en una competicion de acuerdo a los
puntos que cada uno ha obtenido. El primero obtuvo 7 puntos, el segundo 5 y el tercero 3
puntos.

El reparto directamente proporcional se inicia sumando los puntos: 7 + 5 + 3 = 15 puntos.
Calculamos el premio por punto: 300 : 15 =20 €.

El primero obtendra 20 -7 =140 €.

El segundo: 20-5=100¢€.

El tercero: 20-3=60€¢.

La suma de las tres cantidades es 300 €, la cantidad total a repartir.

Como se trata de una proporcion, se debe establecer la siguiente regla:

Sea N (en el ejemplo anterior 300) la cantidad a repartir entre cuatro personas, a las que les
corresponderd A, B, C, D de manera que N = A + B + C + D. Estas cantidades son proporcionales a su
participacién en el reparto: g, b, ¢, d.

a+b+c+d=neselnimero total de partes en las que ha de distribuirse N.
N : n =k que es la cantidad que corresponde a cada parte. En el ejemplo anterior: k=300 : 15 = 20.

El reparto finaliza multiplicando k por a, b, c y d, obteniéndose asi las cantidades correspondientes A, B,
CyD.
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3.2. Reparto proporcional inverso
En un reparto proporcional inverso recibe mas quien menos partes tiene.

Sea N la cantidad a repartir y a, b y c las partes. Al ser una proporcion inversa, el reparto se realiza a sus
inversos 1/a, 1/b, 1/c.

Para calcular las partes totales, reducimos las fracciones a comin denominador, para tener un patrén
comun, y tomamos los numeradores que son las partes que corresponden a cada uno.

Actividad resuelta
+ Repartir 3 000 € de forma inversamente proporcional a 12 y 20.
Calculamos el total de las partes: 1/12 + 1/20=5/60 + 3/60 = 8/60.
3000 : 8 =375 € cada parte.
375-5=1875€.
375-3=1125¢€.

24. Cinco personas comparten loteria, con 10, 6, 12, 7 y 5 participaciones respectivamente. Si han
obtenido un premio de 18 000 € ¢ Cudnto corresponde a cada uno?

25. En un concurso se acumula puntuacion de forma inversamente proporcional al nimero de errores.
Los cuatro finalistas, con 6, 5, 2, y 1 error, deben repartirse los 1400 puntos. ¢ Cudntos puntos recibird
cada uno?

26. En el testamento, el abuelo establece que quiere repartir entre sus nietos 22200 €, de manera
proporcional a sus edades, 12, 15 y 18 afios, cuidando que la mayor cantidad sea para los nietos
menores. ¢ Cudnto recibira cada uno?

27. Tres socios han invertido 20 000 €, 34 000 € y 51 000 € este ano en su empresa. Si los beneficios a
repartir a final de afio ascienden a 31 500 €, écudnto corresponde a cada uno?
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3.3. Mezcla y aleaciones
Las mezclas que vamos a estudiar son el resultado final de combinar distintas cantidades de productos,

de distintos precios.

Actividad resuelta

4 Calcula el precio final del litro de aceite si mezclamos 12
litros a 2.85 €/I, 5 litros a 3.02 €/l y 3 litros a 3.10 €/I.

Calculamos el coste total de los distintos aceites:

12-2.85+5-3.02+3-3.10=58.60 €.

Y el nimero total de litros: 12 +5+3 =201.
El precio del litro de mezcla valdra 58.60 : 20 = 2.93 €/I.

Una aleacién es una mezcla de metales para conseguir un determinado producto final con mejores
propiedades o aspecto.

Las aleaciones se realizan en joyeria mezclando metales preciosos, oro, plata, platino, con cobre o rodio.
Segln la proporcion de metal precioso, se dice que una joya tiene mdas o menos ley.

La ley de una aleacion es la relacion entre el peso del metal mas valioso y el peso total.

Ejemplo:
4+ Una joya de plata de 50 g de peso contiene 42 g de plata pura. ¢Cual es su ley?

eso metal puro
Ley = P puro. _ 42 _ 0.84
pesototal 50

Otra forma de medir el grado de pureza de una joya es el quilate.
Un quilate de un metal precioso es 1/24 de la masa total de
la aleacion.

Para considerar una joya de oro puro ha de tener 24 quilates.
Ejemplo:

4 Una joya de oro de 18 quilates pesa 44 g. iQué
cantidad de su peso es de oro puro?

Peso enoro = ﬂ =33g
24

28. Calcula el precio del kilo de mezcla de dos
tipos de café: 3.5 kg a 4.8 €/kg y 5.20 kg a 6 €/kg.

29. éCuantos litros de zumo de pomelo de 2.40
€/l deben mezclarse con 4 litros de zumo de naranja
a 1.80 €/l para obtener una mezcla a 2.13 €/I?

30. Calcula la ley de una joya sabiendo que pesa
110 g y contiene 82 g de oro puro.

Granos de café

31. :cuantos quilates, aproximadamente tiene la joya anterior?
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4. INTERES

4.1. Interés simple

El interés es el beneficio que se obtiene al depositar un capital en una entidad financiera a un
determinado tanto por ciento durante un tiempo.

En el interés simple, al capital C depositado se le aplica un tanto por ciento o rédito r anualmente.
El calculo del interés obtenido al cabo de varios afios se realiza mediante la férmula:

_C-r-t
100

Si el tiempo que se deposita el capital son meses o dias, el interés se calcula dividiendo la expresion
anterior entre 12 meses o 360 dias (aflo comercial).
Cc-r-t C-r-t

|=———— tiempo en meses |=———
1200 36 000

tiempo en dias
4.2. Interés compuesto

Desde otro punto de vista, el interés es el porcentaje que se aplica a un préstamo a lo largo de un
tiempo, incrementando su cuantia a la hora de devolverlo.

Este tipo de interés no se calcula como el interés simple, sino que se establece lo que se llama
“capitalizacion”.

El interés compuesto se aplica tanto para calcular el capital final de una inversidon, como la cantidad a
devolver para amortizar un préstamo.

Normalmente los préstamos se devuelven mediante cuotas mensuales que se han calculado a partir de
los intereses generados por el préstamo al tipo de interés convenido.

La capitalizacion compuesta plantea que, a medida que se van generando intereses, pasen a formar
parte del capital inicial, y ese nuevo capital producira intereses en los periodos sucesivos.

Si se trata de un depdsito bancario, el capital final se calculara siguiendo el siguiente procedimiento:

Ci (capital inicial) | 1 afio i (tanto por uno) Cr=GCi-(1+1])
G- (1+i) 2afios | G- (1+4)-(1+1) Cr=GCi-(1+10)?
G-(1+i)? 3afios |G- (1+i)?-(1+]) CG=GC-(1+10)?

n afos G=GC-(1+i)

Al cabo de n afios, el capital final sera Gs=GC; - (1 +i)".
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Para hacer los calculos puedes utilizar una “Hoja de calculo”:

(http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Interes compuesto.xlsx).

Basta que en la hoja de calculo adjunta modifiques los datos de las casillas B5 donde esta el “Capital
inicial”, casilla B6 donde esta el “Tanto por uno” y de la casilla B7 donde aparece el nimero de “Afios”, y
arrastres en la columna B hasta que el nimero final de afios coincida con dicha casilla.

Actividades resueltas
% Depositamos 5 400 € al 2.25 % anual. ¢ Cuanto dinero tendremos al cabo de 28 meses?

Calculamos el interés simple:

5400-2.25-28
|= ————— =2835¢€
1200

Sumamos capital e intereses:

5400+ 283.5=5683.5€

+ El capital inicial de un depdsito asciende a 82 000 €. El
tanto por ciento aplicado es el 3 % a interés compuesto
durante 5 afios. Calcula el capital final.

Cr=Ci-(1+i)"= 82000 (1+0.03)>=82000-1.159... =95 060 €

32. Calcula el interés simple que producen 105 000 € al 4.8 % durante 750 dias. (Solucion: 10 500)

33. Al 5 % de interés compuesto durante 12 afios, écudl serd el capital final que obtendremos al
depositar 39500 €?

Ayuda: también puedes utilizar la hoja de célculo:

(http://www.apuntesmareaverde.org.es/grupos/mat/3eso/Interes compuesto.xlsx).

34. i Qué capital hay que depositar al 1.80 % durante 6 afios para obtener un interés simple de 777.6 €?
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CURIOSIDADES. REVISTA

El término quilate viene de la palabra
griega “keration” (algarroba). Esta
planta, de semillas muy uniformes, se
utilizaba para pesar joyas y gemas en la
antigliedad.

() La escala musical es un conjunto de sonidos ordenados
de forma ascendente o descendente.

Las escalas pentatdnicas son las mas utilizadas en el
blues, el heavy metal y el rock

Durante siglos, hombres y mujeres han observado el
cielo utilizando instrumentos que les permitian dibujar
a escala la béveda celeste.

Mujeres como Hipatia de Alejandria, Carolina Herschel,
Maria  Michell, Maria  Kirch, estudiaron las
constelaciones, catalogaron estrellas y galaxias,
descubrieron cometas y dejaron un enorme legado a
pesar de trabajar en el anonimato, sin reconocimiento,
o con serias dificultades por razén de ser mujeres.

En 2009, Ao Internacional de la Astronomia, la Union
Astrondmica Internacional y la UNESCO, impulsaron el
proyecto “Ella es una astronoma” con el fin de
promover la igualdad entre géneros en este campo de
la Ciencia.

La UNED, TVE la 2 y TVE internacional han

estrellas” que aporta una perspectiva histdrica
y actual de las cientificas espafiolas y su
contribucidn a la astronomia.

elaborado una serie titulada “Mujeres en las
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Proporcionalidad. 32 A de ESO

Al aumentar el lado de un cubo al
doble, su volumen queda
multiplicado por 8. Al multiplicar

Al aumentar el lado de un cuadrado al doble, su
superficie queda multiplicada por 4. Al multiplicar
por 3 el lado, el area se multiplica por 9.

En general, si hacemos un cambio de escala de
factor de proporcionalidad k, el area tiene un
factor de proporcionalidad k2, y el volumen k3.

Utiliza esta observacion para resolver los siguientes problemas:

La Torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de
kilos. Estd construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha
torre, también de hierro, que pese sélo un kilo, ¢qué altura tendra? ¢Sera
mayor o menor que un lapiz?

Antes de empezar a calcular, da tu opinién.

/o En una pizzeria la pizza de 20 cm de didmetro vale 3 euros y la de\
40 cm vale 6 euros. ¢Cual tiene mejor precio?

e Vemos en el mercado una merluza de 40 cm que pesa un kilo. Nos
parece un poco pequefa y pedimos otra un poco mayor, que re-
sulta pesar 2 kilos. ¢ Cudnto medira?

e En un dia frio un padre y un hijo pequefio van exactamente igual
abrigados, ¢Cudl de los dos tendrd mas frio?

- /
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RESUMEN

Concepto

Definicion

Ejemplos

Proporcionalidad
directa

Dos magnitudes son directamente proporcionales
cuando al multiplicar o dividir a la primera por un
numero, la segunda queda multiplicada o dividida por
el mismo numero.

La razén de proporcionalidad directa k es el valor que
se obtiene mediante el cociente de cualquiera de los
valores de una variable y los correspondientes de la
otra.

Para empapelar 300 m?
hemos utilizado 24 rollos de
papel, si ahora la superficie es
de 104 m?, necesitaremos
8.32 rollos, pues k =300/24 =
12.5,y12.5 = 104/x, por lo
que x =104/12.5 = 8.32.

Proporcionalidad

Dos magnitudes son inversamente proporcionales
cuando al multiplicar o dividir a la primera por un

Dos personas pintan una

inversa vivienda en 4 dias trabajando
num.ero, la ,segunda queda dividida o multiplicada por g |, diarias. Para pintar la
el mismo numero. . .
misma vivienda, 3 personas,
La razon de proporcionalidad inversa k° es el trabajando 8 h diarias
producto de cada par de magnitudes: k’=a-b=a" b’ tardaran... 3 dias
Porcentajes Razoén con denominador 100. O
EI87 % de 2400 es —==—=2088
Escalas La escala es la proporcién entre las medidas del|A escala 1:50000, 35 cm son
dibujo y las medidas en la realidad. 17.5 km en la realidad.
Reparto Recibe mas cantidad quien mds partes tiene. Repartir directamente a 6, 10y 14,
roporcional 105000€
prop 6+10+14=30
directo 105 000 : 30 = 3 500
6-3500=21000€
103500 = 35000 €
14 -3 500 = 49 000 €
Reparto Recibe mas cantidad quien menos partes tiene. Repartir 5 670 inversamente a 3,5y 6
proporcional 1/3+1/5+1/6= 10+6+5=21
. 30 30
inverso 5670:21=270 270-10=2700
270-6=1620 270-5=1350
Mezclas y Mezclar distintas cantidades de productos, de|Unajoyaque pesa245gy
aleaciones distintos precios. contiene 195 g de plata, su

La ley de una aleacidn es la relacién entre el peso del
metal mas valioso y el peso total.

ley es: 1’;5 =0.795
245

Interés simple y
compuesto

El interés es el beneficio que se obtiene al depositar
un capital en una entidad financiera a un
determinado tanto por ciento durante un tiempo

C=3600;r=4.3%;t=38afos

]=3000 %38 _15384¢
100
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Copia en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad

directa:
litros 6.25 0.75 1.4
euros 15 2.25 4.5

2. Con 76 € hemos pagado 12.5 m de tela, écuanto nos costaran 22.5 m?

3. Cada semana pagamos 82 € en transporte. ¢ Cuanto gastaremos los meses de junio y julio?

4. Para tapizar cinco sillas he utilizado 2.3 m de tela, écuantas sillas podré tapizar con la pieza completa
de 23 m?

5. Un camidn ha transportado en 3 viajes 220 sacos de patatas de 24 kg cada uno. ¢Cuantos viajes
seran necesarios para transportar 550 sacos de 30 kg cada uno?

6. Una edicién de 350 libros de 210 péginas cada uno alcanza un peso total de 70 kg. {Cuantos kg
pesard otra edicidn de 630 libros de 140 pdaginas cada uno?

7. Sabiendo que la razén de proporcionalidad directa es g = 1.8, copia en tu cuaderno y completa la
siguiente tabla:

Magnitud A 12.6 4.14
Magnitud B 9 0.1 2.7

8. El modelo de teléfono mévil que costaba 285 € + IVA estd ahora con un 15 % de descuento. ¢Cual es
su precio rebajado? (IVA 21 %)

9. Por retrasarse dos meses en el pago de una deuda de 1 520 €, una persona debe pagar un recargo
del 12 %, ¢écudnto tiene que devolver en total?

10. ¢ Qué tanto por ciento de descuento se ha aplicado en una factura de 1820 € si finalmente se
pagaron 1274 €7?

11. Al comprar un televisor he obtenido un 22 % de descuento, por lo que al final he pagado 483.60 €,
écudl era el precio del televisor sin descuento?

12. Por liquidar una deuda de 3 500 € antes de lo previsto, una persona paga finalmente 3 080 €, iqué
porcentaje de su deuda se ha ahorrado?

13. El precio de un viaje se anuncia a 907.50 € IVA incluido. ¢ Cual era el precio sin IVA? (IVA 21 %)

14. i Qué incremento porcentual se ha efectuado sobre un articulo que antes valia 38 € y ahora se paga a
47.12 €?

15. Un mapa estd dibujado a escala 1:700000. La distancia real entre dos ciudades es 21 km. ¢Cudl es su
distancia en el mapa?

16. La distancia entre Oviedo y Corufia es de 340 km. Si en el mapa estan a 10 cm, écudl es la escala a la
que esta dibujado?

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas 32 A de ESO. Capitulo n&6: Proporcionalidad Autora: Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Javier Rodrigo

llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

s
BiTes Wi



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Interpreta la siguiente escala grafica y calcula la distancia en la realidad para 21 cm.

I

0 3 6 9 12 km
Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla:
Tamaiio en el dibujo Tamaiio real Escala
24 cm largo y 5 cm de ancho 1:25000
6 cm 15 km
450 m 1:30000
Copia en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad inversa y completa la tabla:
Magnitud A 4 7.5 3.6
Magnitud B 12 0.18 10

éQué velocidad debe llevar un automovil para recorrer en 4 horas cierta distancia si a 80 km/h ha
tardado 5 horas y 15 minutos?

La razon de proporcionalidad inversa entre A y B es 5.4. Copia en tu cuaderno y completa la tabla
siguiente:

A 18 9 10.8

B 0.03 2.7

En la granja se hace el pedido de forraje para alimentar a 240 vacas durante 9 semanas. Si el granjero
vende 60 vacas, a) écuantas semanas le durara el forraje? b) ¢Y si en lugar de vender, compra treinta
vacas? c) ¢Y si decide rebajar la racion una cuarta parte con las 240 vacas?

Con doce paquetes de 3.5 kg cada uno pueden comer 80 gallinas diariamente. Si los paquetes fueran
de 2 kg, écudntos necesitariamos para dar de comer a las mismas gallinas?

Determina si las dos magnitudes son directa o inversamente proporcionales y completa la tabla en tu
cuaderno:

A 24 8 0.4 6 50

B 3 9 180 20

Si la jornada laboral es de 8 horas necesitamos a 15 operarios para realizar un trabajo. Si rebajamos
la jornada en media hora diaria, ¢ cuantos operarios seran necesarios para realizar el mismo trabajo?

En un almacén se guardan reservas de comida para 80 personas durante 15 dias con 3 raciones
diarias, é¢cuantos dias duraria la misma comida para 75 personas con 4 raciones diarias?

Diez operarios instalan 3 600 m de valla en 6 dias. ¢Cuantos dias tardaran 12 operarios en instalar
5040 m de valla?
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28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.
40.
41.
42,

En un concurso el premio de 168 000 € se reparte de forma directamente proporcional a los puntos
conseguidos. Los tres finalistas consiguieron 120, 78 y 42 puntos. ¢ Cuantos euros recibiran cada uno?

Repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160, 140, 120.

Un trabajo se paga a 3120 €. Tres operarios lo realizan aportando el primero, 22 jornadas, el
segundo 16 jornadas y el tercero 14 jornadas. ¢ Cuanto recibird cada uno?

Repartir 4 350 en partes inversamente proporcionales a 18, 30, 45.

Cinco personas comparten un microbus para realizar distintos trayectos. El coste total es de 157,5 €
mas 20 € de suplemento por servicio nocturno. Los kildmetros recorridos por cada pasajero fueron 3,
5,7, 8 y 12 respectivamente. ¢ Cudnto debe abonar cada uno?

Se ha decidido penalizar a las empresas que mas contaminan. Para ello se reparten 2 350 000 € para
subvencionar a tres empresas que presentan un 12 %, 9 % y 15 % de grado de contaminacién.
¢Cuanto recibird cada una?

Mezclamos 3 kg de almendras a 14 €/kg, 1.5 kg de nueces a 6 €/kg, 1.75 kg de anacardos a 18 €/kg.
Calcula el precio final del paquete de 250 g de mezcla de frutos secos.

Calcula el precio del litro de zumo que se consigue mezclando 8 litros de zumo de pifia a 2.5 €/I, 15
litros de zumo de naranja a 1.6 €/l y 5 litros de zumo de uva a 1.2 €/I. ¢A cuanto debe venderse una
botella de litro y medio si se le aplica un aumento del 40 % sobre el precio de coste?

Para conseguir un tipo de pintura se mezclan tres productos 5 kg del producto X a 18 €/kg, 19 kg del
producto Y a 4.2 €/kg y 12 kg del producto Z a 8 €/kg. Calcula el precio del kg de mezcla.

Un lingote de oro pesa 340 gy contiene 280.5 g de oro puro. ¢{Cual es su ley?

¢Cuantos gramos de oro contiene una joya que se ha formado con una aleacién de 60 g de 0.950 de
leyy 20 g de 0.750 de ley?

éQué capital hay que depositar al 3.5 % de rédito en 5 aifos para obtener un interés simple de 810 €?
éCual es el capital final que se recibird por depositar 25 400 € al 1.4 % en 10 afios?
éCuantos meses debe depositarse un capital de 74 500 € al 3 % para obtener un interés de 2 980 €?

Al 3 % de interés compuesto durante 5 afos un capital se ha convertido en 69 556.44 €. ¢{De qué
capital se trata?
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AUTOEVALUACION

1. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad directa son:

A 8 0.75 4.5 100
B 15 6
a) 160; 0.3; 90; 2000 b) 16, 3, 90, 200 c) 160, 3,9, 20
2. Con 450 € pagamos los gastos de gas durante 8 meses. En 30 meses pagaremos:
a)1850€ b) 1875 € c)1687.5€

3. Un articulo que costaba 1 600 € se ha rebajado a 1 400 €. El porcentaje de rebaja aplicado es:
a)12.5% b) 14 % c) 15.625 % d) 16.25%

4. Para envasar 360 litros de agua, écuantas botellas necesitaremos si queremos utilizar envases de
tres cuartos de litro?

a) 440 botellas b) 280 botellas c) 480 botellas d) 360 botellas

5. Tres agricultores se reparten los kilogramos de la cosecha de forma proporcional al tamafio de sus
parcelas. La mayor, que mide 15 ha recibe 24 toneladas, la segunda es de 10 ha y la tercera de 8 ha
recibiran:

a) 16ty5t b) 12.8ty 16t c)16ty12.8t d)16ty11t
6. La escala a la que se ha dibujado un mapa en el que 3.4 cm equivalen a 1.02 km es:

a) 1:34000 b) 1:3000 c) 1:30000 d) 1:300
7. Con 4 rollos de papel de 5 m de largo, puedo forrar 32 libros. ¢ Cuantos rollos necesitaremos para
forrar 16 libros si ahora los rollos de papel son de 2 m de largo?

a) 3 rollos b) 5 rollos c) 4 rollos d) 2 rollos

8. El precio final del kg de mezcla de 5 kg de harina clase A, a 1.2 €/kg, 2.8 kg clase B a 0.85 €/kg y 4 kg
clase Ca 1 €/kges:

a)l.12€ b) 0.98 € c)1.03€ d) 1.05 €
9. Laley de una aleacidn es 0.855. Si el peso de la joya es 304 g, la cantidad de metal precioso es:
a)259.92¢g b)255.4 ¢ c)2489¢g d)306¢g
10. A2 % de interés compuesto, durante 6 afos, 14 500 € se habran convertido en:

a)16225.35€ b) 16 329.35 € c)15632.35€ d) 14 550 €
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Resumen

Tales, Pitagoras y muy posteriormente Euclides son matematicos griegos a los que debemos el estudio
de la Geometria deductiva. Anteriormente egipcios y babilonios utilizaron la Geometria para resolver

problemas concretos, como volver a poner lindes a las tierras
después de las inundaciones del Nilo. Pero en Grecia se utilizé el
razonamiento ldgico para deducir las propiedades. Euclides
intentd recoger el conocimiento que existia y escribido Los
Elementos que consta de 13 libros o capitulos, de los que los seis
primeros tratan de Geometria Plana, y el dltimo de Geometria en
el espacio. En este libro define conceptos, tan dificiles de definir
como punto o recta, y enuncia los cinco axiomas (de Euclides) de
los que parte como verdades no demostrables, y a partir de ellos
demuestra el resto de las propiedades o teoremas. Estos axiomas
son:

1. Dados dos puntos se puede trazar una recta que los une.

2. Cualquier segmento puede ser prolongado de forma
continua en una recta ilimitada.

3. Se puede trazar una circunferencia de centro en cualquier
punto y radio cualquiera.

4. Todos los angulos rectos son iguales.

Euclides

5. Dada una recta y un punto, se puede trazar una Unica recta paralela a la recta por dicho punto.
En este capitulo vamos a recordar cuestiones que ya conoces de Geometria en el plano, profundizando
en algunas de ellas, como en los criterios de semejanza de los tridngulos. De este modo vas a ser capaz

de resolver un buen nimero de problemas.
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1. LUGARES GEOMETRICOS

Muchas veces definimos una figura geométrica como los puntos del plano que cumplen una

determinada condicidn. Decimos entonces que es un lugar geométrico del plano.

P 1.1. La circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un
punto del mismo (el centro) es un valor determinado (el radio).

Todos los puntos de la circunferencia tienen una distancia igual al radio (r) del
centro (O).

1.2. Mediatriz de un segmento

La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de los extremos del mismo.

Un punto P de la mediatriz verifica que esta a la misma distancia de A que de B.
Cualquier otro punto que lo cumpla pertenece a la mediatriz.

La mediatriz es una recta perpendicular al segmento y pasa por el punto medio
del mismo.

1.3. Bisectriz de un angulo

Dado un angulo delimitado por dos rectas, la bisectriz del angulo es el lugar
geométrico de los puntos del plano que equidistan de las mismas.

Un punto P de la bisectriz verifica que esta a la misma distancia de las dos
rectas que forman el angulo. Cualquier otro punto que lo cumpla pertenece a
la bisectriz.

La bisectriz pasa por el vértice del angulo y divide a éste en dos angulos
iguales.

1. Un agricultor encuentra en su campo una bomba de la Guerra Civil. Las autoridades establecen una
distancia de seguridad de 50 metros. ¢ COmo se debe acordonar la zona?

2. Un juego de dos participantes consiste en que se sitdan a una distancia de dos metros entre si y se
ponen varias banderas a la misma distancia de ambos. La primera a 5 metros, la segunda a 10
metros, la tercera a 15 y asi sucesivamente. ¢Sobre qué linea imaginaria estarian situadas las
banderas?

3. Cuando en una acampada se sientan alrededor del fuego lo hacen formando un circulo. ¢ Por qué?

4. Utiliza regla y compas para dibujar la bisectriz de un angulo y la mediatriz de un segmento.
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1.4. Rectas y puntos notables de un triangulo

Recuerda que:

En cualquier triangulo podemos encontrar sus mediatrices, bisectrices, alturas y medianas.

Mediatrices. Circuncentro.

Circuncentro O

*

MMediztriz
B
/

Las mediatrices se cortan en el circuncentro.

El circuncentro estd a la misma distancia de los
tres vértices. Es el centro de la circunferencia
circunscrita.

Alturas. Ortocentro.

Altura
H desde A
Al
desde C
/ Alturs desde B -Q___h
Qrtocentro H

Las alturas son las perpendiculares a un lado
trazadas desde el vértice opuesto. Se cortan en el
ortocentro.

Bisectrices. Incentro.

Incentro |

Bisectriz dgl

Bisectriz del
angula C

Las bisectrices se cortan en el Incentro.
El incentro esta a la misma distancia de los tres
lados. Es el centro de la circunferencia inscrita.

Medianas. Baricentro.

Baricentro M

Las medianas son las rectas que pasan por un
vértice y por el punto medio del lado opuesto.
Dividen al tridngulo en dos tridngulos de igual
area.

Se cortan en el baricentro. La distancia del mismo
a cada vértice es el doble de su distancia al punto
medio del lado opuesto correspondiente.

Si la mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los extremos del
segmento, cada mediatriz de un tridngulo equidistard de dos de los vértices del tridngulo y es la
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mediatriz de uno de sus lados. Las tres mediatrices se cortan en un punto, el circuncentro, que, por
tanto, distard lo mismo de cada uno de los tres vértices del triangulo, y es el centro de una
circunferencia circunscrita al tridngulo, que pasa por sus tres vértices.

Si la bisectriz de un angulo equidista de los lados del dngulo, ahora cada una de las tres bisectrices de
un triangulo equidistara de dos de los lados del tridngulo. Las tres bisectrices se cortan en un punto, el
incentro, que, por tanto, equidista de los tres lados del tridngulo y es el centro de la circunferencia
inscrita al triangulo.

En cualquier tridngulo el circuncentro, ortocentro y baricentro estan sobre una misma linea recta, a la
gue se denomina Recta de Euler. Esta recta contiene otros puntos notables. El incentro estd en dicha
recta sélo si el triangulo es isésceles.

5. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo de lados 7, 6 y 4 cm. Traza en él las circunferencias inscritas y
circunscritas.

6. Dibuja en tu cuaderno un triangulo de lado 8 cm y angulos adyacentes al mismo de 40° y 30°.
Encuentra su ortocentro y su baricentro.

7. Dibuja en tu cuaderno un triangulo con un angulo de 40° comprendido entre dos lados de 6 y 4 cm.
Obtén su circuncentro y su incentro.

8. ¢Qué pasa con las rectas y los puntos notables en un tridngulo equildtero?

9. Dibuja un tridngulo isdsceles con el angulo desigual de 40°. Traza las rectas notables para el lado
desigual y para uno de los lados iguales. ¢Qué pasa?

10. Una hormiga anda por una mediana de un tridngulo partiendo del vértice. Cuando llega al
baricentro ha recorrido 8 centimetros. éQué distancia le falta para llegar al punto medio del lado
opuesto al vértice de donde partié?

11. Queremos situar una farola en una plaza triangular. ¢{Dénde la pondriamos?

12. Tenemos un campo triangular sin vallar y queremos atar una cabra de forma que no salga del campo

primero su pedazo. ¢{COmo deberia cortar Yaiza la tarta?

pero que acceda al maximo de pasto posible. {Dénde pondriamos el y ‘
poste?
13. A Yaiza y a su hermano Aitor les encanta la tarta. Su madre les ha !
hecho una triangular. Yaiza la tiene que cortar pero Aitor elegira
-

14. El ortocentro de un tridngulo rectangulo, ¢déonde esta?

15. Comprueba que el circuncentro de un tridngulo rectangulo esta siempre en el punto medio de la
hipotenusa.

16. El baricentro es el centro de gravedad. Construye un triangulo de cartulina y dibuja su baricentro. Si
pones el tridngulo horizontalmente en el aire sdlo sujetado por la punta de un |apiz en el baricentro
comprobaras que se sujeta.

17. Calcula el lado de un tridngulo equilatero inscrito en una circunferencia de 10 cm de radio. [Ayuda:
Aplica que en este caso el circuncentro coincide con el baricentro y que éste uUltimo estd al doble de
distancia del vértice que del lado opuesto.]
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1.5. Uso de Geogebra para el estudio de los puntos y rectas notables de un
triangulo

Se utiliza el programa Geogebra para determinar el circuncentro, el incentro y el baricentro de un
triangulo, estudiar sus propiedades y dibujar la recta de Euler.

Actividades resueltas

Una vez abierto el programa en la opcion del menu Visualiza, oculta Ejes y activa Cuadricula.

Circuncentro:
4+ Dibuja las tres mediatrices de un tridngulo y determina su circuncentro.

e Define tres puntos A, D y E, observa que el programa los define
como A, B y C, utiliza el botéon derecho del ratén y la opcidn
Renombra para cambiar el nombre.

e Con la herramienta Poligono activada dibuja el triangulo que
tiene por vértices estos puntos. Observa que cada lado tiene la
misma letra que el angulo opuesto con minuscula.

e Con la herramienta Mediatriz dibuja las mediatrices de dos lados,
los segmentos ay d.

e Determina con Interseccion de dos objetos el punto comun de
estas rectas y con Renombra lldmalo C. Dicho punto es el
circuncentro del tridngulo.

e Dibuja la Mediatriz del segmento e y observa que pasa por el punto C.

e Activa circunferencia por centro y punto que cruza para dibujar la circunferencia circunscrita al
triangulo.

e Utiliza el Puntero para desplazar los vértices A, D o E y comprobar que la circunferencia permanece
circunscrita al triangulo.

Ortocentro:

+ Dibuja las tres alturas de un tridngulo y determina su ortocentro.
e En el mismo tridngulo cambia el color de las mediatrices y la
circunferencia situandote con el ratdn sobre el trazo o sobre su
ecuaciéon y con el botén derecho elige en Propiedades, Color un
azul muy préximo al blanco.
e Dibuja dos alturas con la herramienta Recta Perpendicular.
Observa que el programa te pide que el punto por el que vas a
trazarla y la recta o el segmento respecto al que es
perpendicular.
e Determina con Interseccion de dos objetos el ortocentro
como el punto de corte de las dos alturas y con Renombra
denominalo O.
e Dibuja la tercera altura y comprueba que pasa por el ortocentro, desplazando con el Puntero los
vértices del tridngulo.
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Incentro:

+ Dibuja las tres bisectrices de un tridngulo y determina su incentro.

e Cambia el color de las alturas como en la construccion
anterior, ahora con color rosa palido.

e Con la herramienta Bisectriz dibuja dos bisectrices. Observa
que para determinar la bisectriz de un angulo es suficiente
sefialar tres puntos que pueden ser los vértices del tridngulo
en el orden adecuado.

e Determina el incentro con Interseccion de dos objetos
como el punto de corte de las dos bisectrices y con Renombra
denominalo /.

e Dibuja la tercera bisectriz y comprueba que siempre pasa

por el incentro, desplazando
con el Puntero los vértices del
triangulo.

Baricentro:

+ Dibuja las tres medianas de un tridngulo y determina su
baricentro.

Cambia el color de las bisectrices, del punto M y de la
circunferencia inscrita, con gris muy palido, como en las
construcciones anteriores.

Con la herramienta Punto medio o centro calcula los puntos

medios de dos lados. Si el programa nombra alguno con la letra B,
utiliza Renombra para llamarlo H.

Con la herramienta Segmento entre dos puntos dibuja dos

medianas y con Interseccion de dos objetos, su punto de corte, el

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas. 32 A ESO. Capitulo 7: Geometria del plano

baricentro, que llamaras B.

triangulo.

> e Traza desde el punto / una Recta perpendicular a uno de los lados y
con Interseccion de dos objetos calcula el punto de corte entre esta
recta y el lado del tridngulo y con Renombra llamalo M.
e Activa Circunferencia por centro y punto que cruza para dibujar con
centro en / y radio el segmento IM la circunferencia inscrita al triangulo.
e Desplaza con el puntero los vértices del tridngulo para comprobar
que la circunferencia permanece inscrita al triangulo.

e Traza la tercera mediana y verifica que el baricentro pertenece a
este segmento desplazando con el Puntero los vértices del

e Activa Segmento entre dos puntos y determina los dos
segmentos determinados por el baricentro en una de las medianas.

e Activa Distancia para medir estos segmentos.

e Desplaza los vértices del tridngulo con el Puntero y observa la
relacion que existe entre las medidas realizadas.
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Recta de Euler
+ Dibuja la recta que pasa por el circuncentro y el ortocentro.

e Cambia el color de las medianas, de los puntos
medios de los lados y de los dos segmentos de la
mediana, con amarillo muy palido.

e Con la herramienta Recta que pasa por dos
puntos dibuja la recta de Euler que pasa por el

circuncentro y el ortocentro y utiliza Renombra
para llamarla Euler. Comprueba que el baricentro
pertenece a la recta de Euler y que el incentro no
siempre pertenece.

18. Repite las actividades resueltas con Geogebra. Modifica a tu gusto colores y lineas.
19. Mueve uno de los vértices originales del tridngulo e indica qué cosas permanecen invariantes.

20. Comprueba que se verifican las propiedades de circuncentro, como centro de la circunferencia
circunscrita, del incentro, como centro de la circunferencia inscrita.

21. En baricentro divide a la mediana en dos parte, siendo una dos tercios de la otra. Compruébalo.

22. La recta de Euler pasa por el circuncentro, el baricentro y el ortocentro, y qué el incentro no siempre
pertenece a la recta de Euler. {Cémo debe ser el triangulo para que pertenezca?

23. Mueve los vértices del triangulo para determinar si es posible que sus cuatro puntos notables
coincidan.
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2. SEMEJANZA

2.1. Figuras semejantes

Dos figuras semejantes tienen la misma forma. Es muy util saber
reconocer la semejanza para poder estudiar una figura e inferir asi =’
propiedades de una figura semejante a ella que es mas grande o
inaccesible. La semejanza conserva los angulos y mantiene la

proporcion entre las distancias.

Dos poligonos son semejantes si sus lados son proporcionales y sus angulos son iguales.

2.2. Triangulos semejantes. Criterios de semejanza

Dos triangulos son semejantes tienen todos los angulos iguales y los lados proporcionales.

LT
I
olo
I

o> > B>
o > »

Para reconocer dos tridngulos semejantes no es necesario conocer todos los lados y angulos, es
suficiente con que se cumpla alguno de los siguientes criterios de semejanza.

Dos tridngulos son semejantes si:
Primero: Tienen dos angulos iguales.
Segundo: Tienen los tres lados proporcionales.

Tercero: Tienen dos lados proporcionales y el dngulo que forman es igual.

La demostracidon se basa en los criterios de igualdad de tridangulos. Ya sabes que dos tridngulos son
iguales si tienen sus tres lados iguales y sus tres angulos iguales, pero no es necesario que se verifiqguen
esas seis igualdades para que lo sean. Basta por ejemplo que tengan un lado y dos angulos iguales. Asi,
se puede construir un triangulo igual a uno de los dados en posicion Tales con el segundo y deducir la
semejanza.
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Ejemplo

D> >

"’%
3
5

BI 10 C

24. Indica si son semejantes los siguientes pares de triangulos:

a) Un dngulo de 80° y otro de 40°. Un angulo de 80° y otro de 60°.

b) Triangulo isésceles con angulo desigual de 70°. Tridngulo isdsceles con angulo igual de 50°.
c)A=30%b=7cm,c=9cm.A’=30°%b'=3.5cm,c’=4.5cm
da=4cm,b=5cm,c=7cm.a’=10cm, b’=12.5cm, ¢’=24.5cm

25. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:

a)a=9cm,b=6cm,c=12cm.a'=6cm, b'=4cm, éc"?

b)A=45°,b=8cm,c=4cm.A’=45°,b'=8cm, éa”?

26. Un triangulo tiene lados de 6 cm, 7 cm y 7 cm. Un tridngulo semejante a él tiene un perimetro de 60

cm. éCuanto miden sus lados?

2.3. Triangulos en posicion de Tales

Decimos que dos tridangulos estan en posicion de Tales cuando
dos de los lados de cada uno estan sobre las mismas rectas y
los otros lados son paralelos.

Los angulos son iguales. Uno porque es el mismo. Los otros por
estar formados por rectas paralelas. Por lo tanto, por el primer
criterio de semejanza de tridngulos, los tridangulos son

proporcionales y se cumple: B'
A'B' B'C' A'C'
AB BC AC
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2.4. Teorema de Tales

que:
A'B'_B'C'_AC
AB  BC AC

Observacion: En este caso no relacionamos los segmentos AA’,
BB'y CC' que se forman sobre los lados paralelos.

27. Calcula los valores de x e y en las siguientes figuras.

a)
24 cm

\

4 cm

28. Un poste muy alto se sujeta con cables de acero que van de su extremo superior al suelo. La
distancia del anclaje de uno de los cables a la base del poste es 6 metros. Ponemos una barra de 120
centimetros de forma que esta perpendicular al suelo y justo toca el suelo y el cable. Su distancia al
anclaje del cable es 90 centimetros. Calcula la longitud del poste y la longitud del cable de acero.

29. Maria mide 160 cm. Su sombra mide 90 cm. En ese mismo instante se mide la sombra de un edificio

y mide 7.2 m. ¢ Cuanto mide el edificio?

30. Calcula las longitudes que se indican:

El teorema de Tales establece una relaciéon entre los segmentos
formados cuando dos rectas cualesquiera son cortadas por varias
rectas paralelas.

En la segunda figura se puede apreciar cdmo se forman en este
caso tres triangulos semejantes y que por lo tanto se establece

b)

8cm

4cm
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3. ANGULOS, LONGITUDES Y AREAS

3.1. Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras

En un tridangulo rectdngulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

2 _ 24 2
h* =c{ + ¢

Utilizando el teorema de Pitdgoras podemos obtener el valor de la hipotenusa
de un tridngulo rectdngulo si conocemos lo que miden los catetos:

h =./c/ +c; , 0 también podemos obtener el valor de un cateto a partir de los
valores de la hipotenusa y del otro cateto: ¢, = \/h? — ¢

cZ

cl

Ejemplo:

e Sj los catetos de un triangulo rectangulo miden 10 cm y 24 c¢cm, su hipotenusa vale 26 cm, ya
que:

h =102 4+ 242 = /100 + 576 = V676 = 26 cm.
Interpretacion del teorema de Pitagoras

Si dibujamos un cuadrado de lado la hipotenusa h de un tridngulo rectdngulo, su drea es h* (ver el
primer ejemplo de 1.1). Si dibujamos dos cuadrados de lados los catetos ¢, y c, de ese tridangulo

. . 2 2 ip s . . .
rectangulo, sus areas son C,, C,. Entonces el teorema de Pitagoras dice que el area del primer

cuadrado (cuadrado gris de la figura de la izquierda) es igual a la suma de las 4reas de los otros dos
(cuadrados azul claro y amarillo de la figura de la izquierda).

Existen mas de 367 demostraciones diferentes del Teorema de Pitagoras.

Una comprobacién grafica
consiste en dibujar dos cuadrados
iguales de lado la suma de los
catetos a y b (figuras del centro y
de la derecha). En uno se dibujan
los cuadrados de lado a y b, en
amarillo y azul en el dibujo. En el
otro el cuadrado de lado Ia
hipotenusa (en gris en el dibujo). ,
Observa que quitando 4 triangulos _ | / |
iguales al de partida nos queda
que el cuadrado gris es igual a la
suma de los cuadrados amarillo y azul.

Sm—e————.. &

Por tanto:
a’+b? = c?
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42,

¢Es posible encontrar un triangulo rectdngulo cuyos catetos midan 5y 12 cm y su hipotenusa 24 cm?
Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos
catetos miden 5y 12 cm. Utiliza calculadora para resolver esta actividad si te resulta necesaria.

Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes triangulos rectangulos de catetos:

a)6cmy8cm b)4my3m c)8dmy15dm d) 13.6 kmy 21.4 km.

Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes tridngulos rectangulos de hipotenusa y
cateto:

a)26 cmy 10 cm b)17my8m c)37dmy35dm d) 14.7 kmy 5.9 km

Calcula el lado del cuadrado de la figura del margen:
5cm
Calcula el area de un tridngulo equilatero de lado 9 m. 5cm
5cm
Calcula el area de un hexagono regular de lado 2 cm.

Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 dm.

Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 3 m.
Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 15 cm y altura 8 cm.

Una porteria de futbol mide 7.32 m de ancho por 2.44 m de alto. El punto de penalti esta a 10
metros. Calcula la distancia que recorre el baldn en:

a) Un tiro directo a la base del poste.

b) Un tiro directo a la escuadra.

Demuestra que el didmetro de un cuadrado de lado x es d = /2x.

Demuestra que la altura de un tridngulo equildtero de lado xes ¢ = X .

ﬁ
2
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3.2. Suma de angulos de un poligono

La suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°.

p-

La suma de los angulos interiores de un poligono de n lados es (n —2) - 180°.

A+B+C=180°

P o TS, g

L4

Para comprobarlo basta con trazar las diagonales de un poligono desde un vértice y lo habremos
dividido en triangulos.

O-a-&e

Por lo tanto:
Poligono Suma de angulos Poligono Suma de angulos
Triangulo 180° Cuadrilatero 180° - 2 = 360°
Pentagono 180° - 3 = 540° Hexagono 180° -4 =720°

Si el poligono de n lados es regular, todos los dngulos interiores son iguales y para calcular el valor de su
angulo interior se divide entre n la suma de los angulos interiores.

Ejemplo:

e En un pentdgono la suma de los dngulos interiores es 180 - 3 = 540°,

. N ~ 5400
Por lo tanto, el angulo interior: A = ~ = 108°

@

N\ ~ _ 360°

ﬂ También es muy comun calcular el dangulo central: B=

43. Calcula los angulos central e interior del tridngulo equilatero, cuadrado, pentagono regular,
hexagono regular y enedgono regular.

=720

44, Justifica que un hexagono regular se puede descomponer en 6 tridngulos equilateros.
45. Dos angulos de un triangulo isdsceles miden 36°y 72°, écuanto puede medir el angulo que falta?
46. Dos angulos de un trapecio isésceles miden 108° y 72°, é cuanto miden los dngulos que faltan?

47. i Cuanto mide la suma de los dngulos interiores de un decagono irregular?
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3.3. Longitudes y areas de figuras poligonales

Recuerda que:

Cuadrado Rectangulo Romboide
| h
b b
Perimetro: P =4/Area:A=?| P=2b+2h A=b-h P=2b+2a A=b-h
Tridngulo Trapecio Rombo AU ORI ET C S0
lados
b
g I

B

P=a+b+c; A:H P=a+B+b+c A:B+b-h Az—déD P=n-I A:Pz;a

48. Calcula el area y el perimetro de un trapecio isdsceles de bases 50 cmy 26 cm y altura 5 cm.

49. Calcula el area y perimetro de un trapecio rectangulo de bases 100 cm y 64 cm, y de altura 77 cm.

50. Calcula el drea y el perimetro de un trapecio isésceles de bases 100 cm y 60 cm y lados laterales

29 cm.

51. Utiliza el teorema de Tales para determinar el area y el

perimetro de la zona sombreada de la figura.

52. Teniendo en cuenta que un hexagono regular se puede
dividir en seis tridngulos equilateros (cuya altura es la
apotema del hexdgono regular), calcula el area de un

hexagono regular de 5 cm de lado.

53. Queremos cubrir el plano con poligonos regulares de 100 cm?. Las Unicas opciones posibles son el
tridngulo equildtero, el cuadrado y el hexagono. Calcula cual de estas tres figuras tiene menor
perimetro. ¢Qué animal aplica este resultado? ¢Te has fijado en los panales de las abejas? [Utiliza la
relacién entre lado y altura de un tridngulo equilatero obtenida anteriormente]
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3.4. Angulos de la circunferencia

En una circunferencia tienen especial importancia los dngulos centrales (tienen su vértice en el centro
de la circunferencia) y los angulos inscritos (tienen su vértice en un punto de la circunferencia).

Angulo central

Angulo inscrito

A
2

é:

Se verifica ademas que un angulo inscrito mide la mitad que un angulo central que abarca el mismo

arco de circunferencia.

Demostracion de la propiedad

~
-2

~_
~—

o
~—

Debemos

comprobar que el Vamos a estudiar el cuadrildterolBO y OD son radios de la
angulo B eslamitadde A. BCOD vy aplicar en el ultimo paso| circunferencia. Por lo tanto BDO
DB A que sus angulos suman 360°. es isosceles vy éz y D son
iguales.
Ademads, el dngulo del

0
cuadrildtero mide 360° — A.

B+(é + D)+ 0 =360°
B +(B)+360° —A=360°.2B=A
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54. Tales observd que en cualquier tridngulo rectangulo el circuncentro siempre estaba en el punto
medio de la hipotenusa. Observa la figura y razona la afirmacion.

55. Un angulo inscrito en la circunferencia que abarca un
diametro es un angulo recto. ¢ Por qué? Razona la respuesta.

56. ¢En qué posiciones tiene un futbolista el mismo angulo de
tiro que desde el punto de penalti?

57. Otra demostracién.
Intenta comprenderla.
Trazamos un angulo inscrito
en la circunferencia CAB que
tenga un lado que pase por el
centro O de la circunferencia.
Trazamos su central COB. El
triangulo OAC es isdsceles pues dos de sus lados son radios de
la circunferencia. Trazamos por O una recta paralela a AC. El
angulo CAO es igual al dangulo DOB pues tienen sus lados
paralelos. El angulo ACO es igual al angulo COD por alternos
internos entre paralelas, y es igual al dngulo CAO por ser el
triangulo isésceles. Por tanto el central mide el doble que el angulo inscrito.

3.5. Longitudes y areas de figuras circulares
Ya sabes que:

El nimero 1t se define como el cociente entre la longitud de la circunferencia y su diametro.
= Longitud de la circunferencia / Diametro

Ya sabes que es un nimero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas. Una aproximacion de
n es 3.14, otra 3.1416, y otra 3.141592. Desde la antigiedad mas lejana hasta hoy en dia los
matematicos siguen investigando sobre él.

Si una circunferencia tiene un radio r, entonces su didmetro mide 2r, y su longitud, por la definicion de
M, mide 2-1-r.

Longitud de la circunferencia=2-m - r.

Para calcular la longitud de un arco de circunferencia que abarca un angulo de o grados, debemos
tener en cuenta que la circunferencia completa abarca un angulo de 360°. Por tanto:
L=2-m-r-a/360.
El area del circulo es igual al producto del nimero 1 por el cuadrado del radio.
A=m-r2
El area de una corona circular es igual al area del circulo mayor menos el area del circulo menor.
A=1-R’-m-r*=mn-(R>-r?
El area de un sector circular que abarca un angulo de n grados es igual a:
A=m-r*-n/360.

Para hallar el drea del segmento circular restamos al drea del sector circular el area del tridngulo.
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En resumen

Longitud de la circunferencia

Area del circulo

Area de la corona circular

L=2-mt-r

A=T-r?

A=m-R’-m-r’=m-(R*-r?

Tt es la razén entre la longitud de una circunferencia y su didmetro.

Es un nimero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas.

Una aproximacién de mt es 3.14, otra 3.1416 y otra 3.141592

Longitud del arco de circunferencia

Area del sector circular

Area del trapecio circular

_ ne-2-mw-r
3602

_ ne.r- rz
360°

+ La circunferencia de radio 5 cm tiene una longitud L = 2-1tr =

215 =10t~ 31.416.

< Las ruedas de un carro miden 60 cm de didmetro, y tienen 16

radios. La longitud del arco entre cada radio es:

L=2-m-r-a/360=60-mn/16 ~ 11.78 cm.

4 El 4rea de un circulo de radio 8 cm es A = 64 =~ 201.06 cm?. Y el de un circulo de 10 cm de radio

es A=m~314.16 cm>.

4+ Eldrea de un circulo de didametro 10 m es A = 25t = 78.54 m?.
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4 El 4rea de la corona circular formada por las circunferencias concéntricas de radios 9 cmy 5 cm
esiguala:A=m-(R*—r?)=mn-(92-5%)=n-(81-25)=mn-56~175.93 cm?.

4 Para hallar el drea del sector circular de radio 10 m que abarca un angulo de 90°, calculamos el
area del circulo completo: -:10% = 100 rt, y hallamos la proporcidn:

As =100m - 90 / 360 = 251 ~ 78.54 m?.

4 Para hallar el drea del segmento circular, restamos al area anterior el area del tridngulo
rectdngulo de base 10 my altura 10 m, Ar =10 - 10 / 2 = 50 m?. Luego el drea del segmento es:

58. Las circunferencias de tamano real de la ilustracion del margen tienen
como radio, la menor 1 cm, la siguiente, un poco mas oscura 2 cm, la
clara siguiente 3 c¢cm, y asi, aumenta un centimetro. Calcula las
longitudes de las 10 primeras circunferencias.

A=As—Ar=78.54-50=28.54 m?.

59. La Tierra es aproximadamente una esfera de radio 6 379 km. ¢ Cuanto mide el Ecuador?

60. Antiguamente se definia un metro como: “la diez millonésima parte del cuadrante del meridiano
terrestre que pasa por Paris”. Segun esta definicidn, icudanto mide (en metros) el didametro terrestre?

61. Un faro gira describiendo un arco de 170°. A una distancia de 5 km, écuadl es la longitud del arco de
circunferencia en el que se ve la luz?

62. Determina el area del triangulo equilatero de 10 cm de radio.

63. Calcula el area encerrada por una circunferencia de radio 9 cm.

tener la rotonda?

64. Calcula el area de la corona circular de radios 12y 5 cm.

65. Calcula el drea del sector circular y del segmento circular de radio
6 cm y que forma un angulo de 60°.

66. Calcula el area del sector de corona circular de radios 25 cm y
18 cm y que forma un angulo de 60°.

67. Calcula el area encerrada entre estos circulos de 5 cm de radio.

68. Queremos construir una rotonda para una carretera de 9 metros
de ancho de forma que el circulo interior de la rotonda tenga la misma
area que la corona circular que forma la carretera. ¢Qué radio debe
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69. Una figura tipica de la arquitectura gética se dibuja a partir de un tridngulo equildtero trazando

arcos de circunferencia con centro en cada uno de sus vértices y que pasan por
los dos vértices restantes. Calcula el drea de una de
estas figuras si se construye a partir de un triangulo
equilatero de 2 metros de lado.

70.  Calcula el drea y el perimetro de la figura S~
formada por un tridangulo equildtero de 8 cm de lado

g sobre el que se construye un sector circular.

71. Hay 5 circunferencias inscritas en una
circunferencia de 12 cm de radio tal como indica la figura. ¢ Cudnto vale el drea
sombreada?

72. Un queso cilindrico tiene una base circular
de 14 cm de didmetro y una etiqueta circular de
{0\)\! icg 8 cm de didmetro. Se corta una cufia de 70°. ¢Qué
area tiene el trozo de etiqueta cortada?

Ques,

73. De un queso de 18 cm de didmetro
cortamos una cufia de 50°. La etiqueta tiene 7 cm de radio. ¢Qué darea

del queso esta visible?

74. A partir de un triangulo rectangulo

isésceles de 3 cm de cateto construimos un | 3¢m
sector circular. Calcula el area de la figura. Ton

75. En dos rectas que forman 60° se
inscriben dos circunferencias tangentes entre si. La primera tiene el
centro a 2 centimetros del vértice y el radio de 1 centimetro. La segunda
tiene de radio 3 centimetros. ¢ Cuanto vale el drea sombreada?

Zem

76. Trazamos tres arcos circulares desde tres vértices de un hexagono de
5 cm de lado. Calcula el area y el perimetro de la figura.

Todo lo que hemos visto en este capitulo, excepto el enunciado del teorema de Tales y la semejanza de
tridngulos ya lo conocias. Lo estudiaste en primero de ESO. Alli se vio con detenimiento. Si no lo
recuerdas y necesitas mds explicaciones o problemas puedes verlo en el capitulo 8: Figuras Planas, de
Primero de ESO, pagina 184, y en el capitulo 9: Longitudes y dreas, de primero de ESO, pagina 216.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Algo de historia de la Geometria

(s

Herodoto opinaba que

e conjetura que el inicio de la Geometria puede
ser anterior a egipcios y babilonios, pero como no
existe informacion escrita,

Egipto por la necesidad de rehacer los lindes de las
\:cierras después de las inundaciones del Nilo.

\ En el papiro de Moscu aparece el
volumen de una pirdmide cuadrada

es imposible afirmarlo.

se habia originado en

En Mesopotamia se conocia mucha Geometria. En la tablilla
Plimpton, que no se conserva entera, se pueden identificar con
dificultad ternas pitagdricas (muy anteriores a Pitdgoras).
Ternas Pitagoricas
=

La terna pitagdérica mas conocida es 3, 4 y
5. Se hacian nudos a esas distancias y asi
se construian tridngulos rectangulos.

\ /
( . . . ﬂ
En otras tablillas babildnicas, las de Susa,
aparecen las areas de los poligonos y las

relaciones entre ellas.
\_ J

importancia esta en la

/Aunque podemos conocer muy poco de Tales y de Pitdgoras, pues no ha\
guedado ninguna obra escrita por ellos, se acepta que fueron grandes
matematicos y gedmetras.

Ambos viajaron a los centros del saber, Egipto y Babilonia. Ya hemos visto
gue ya se conocia lo llamamos teorema de Tales o de Pitdgoras. Su

\deductlvo para obtener los resultados matematicos. / B

forma de pensar, en utilizar el razonamiento

\

El pentdgono, y la estrella pitagérica, que obtienes trazando las
diagonales del pentagono, tienen grandes propiedades relacionadas
con el numero de oro, élo recuerdas? La escuela tomd a la estrella
como emblema.

J

-

Teano, la mujer de Pitdgoras, dirigié la Escuela Pitagdrica a la muerte de
éste.

Consta de 13 libros siendo los seis
Euclides de Alejandria es el autor de los Elementos, primeros de Geometria plana, y el dltimo
donde destaca la forma de exponer el fundamento de sobre cuerpos. Con definiciones y
la Matematica con un orden légico postulados construye el saber.
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RESUMEN

Concepto Definicion Ejemplos
Lugares Circunferencia es el lugar geométrico de los puntos ?
geométricos del plano que equidistan del centro.

Mediatriz de un segmento es el lugar geométrico
de los puntos del plano que equidistan de los
extremos del mismo.

Dado un angulo delimitado por dos rectas, la
bisectriz del angulo es el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de las mismas.

Rectas y puntos
notables de un

Mediatrices y circuncentro

Bisectrices e incentro

triangulo
& Alturas y ortocentro
Medianas y baricentro
Semejanza Dos figuras semejantes tienen la misma forma.

Dos poligonos son semejantes si sus lados son
proporcionales y sus angulos son iguales.

Criterios de
semejanza de
triangulos

Dos tridangulos son semejantes si: 1) Tienen 2
angulos iguales. 2) Tienen los 3 lados
proporcionales. 3) Tienen dos lados proporcionales
y el dngulo que forman es igual

Teorema de Tales |Establece una relacién entre los segmentos
formados cuando dos rectas cualesquiera son
cortadas por varias rectas paralelas:

a'_b'_a'+h’
a b a+b

Teorema de En un tridangulo rectangulo, la hipotenusa al

Pitagoras cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los .
catetos: @

h? = ¢c1? + ¢2? "
h=+3>+4>=425=5 cm.

Suma de los La suma de los dngulos interiores de un tridangulo es

angulos de un
poligono

180:n.

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas. 32 A ESO. Capitulo 7: Geometria del plano

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Pedro Luis Suberviola

Revisor: Alberto de la Torre

llustraciones: Banco de imdgenes INTEF y Pedro Luis Suberviola




EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Lugares geomeétricos

1. Dibuja en tu cuaderno un triangulo de lados 2 cm, 3 cm y 4 cm. Traza en él, utilizando regla y
compas, las mediatrices y bisectrices. Determina el circuncentro y el incentro. Traza las
circunferencias inscritas y circunscritas.

2. Dibuja en tu cuaderno un triangulo de lado 5 cm y dngulos adyacentes al mismo de 30° y 50°. Traza
en él, utilizando regla y compas, las medianas y las alturas. Determina su ortocentro y su baricentro.

3. Dibuja en tu cuaderno un triangulo con un angulo de 50° comprendido entre dos lados de 5y 8 cm.
Obtén su circuncentro y su incentro.

4. (Como son las rectas y puntos notables de un triangulo rectangulo?

5. ¢Como son las rectas y puntos notables de un triangulo isésceles?

Semejanza

6. Indica si son semejantes los siguientes pares de tridngulos:
a) Un angulo de 70° y otro de 20°. Un dngulo de 90° y otro de 20°.
b) Triangulo isésceles con angulo desigual de 80°. Tridngulo isdsceles con un angulo igual de 50°.
c)A=40°b=8cm,c=10cm.A’=40° b'=4cm,c’ =5cm

da=3cm,b=4cm,c=6cm.a’=9cm,b’=12cm,c’=19cm

7. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:
a)a=15cm,b=9cm,c=12cm.a'=10cm, b'=4cm, éc?

b)A=50°,b=6cm,c=4cm.A’=50° b'=18 cm, ¢a”?

8. Las longitudes de los lados de un tridangulo son 12 cm, 14 cm y 14 cm. Un tridngulo semejante a él
tiene un perimetro de 90 cm. ¢ Cuanto miden sus lados?

9. Dibuja en tu cuaderno un pentdgono regular. Traza sus diagonales. El triangulo formado por un lado
del pentagono y las dos diagonales del vértice opuesto se denomina tridngulo aureo, pues al dividir
el lado mayor entre el menor se obtiene el numero de oro, icuanto miden sus angulos? Busca en la
figura que has trazado otros tridngulos aureos. ¢ Cual es la relacion de proporcionalidad?

10. ¢ Cuanto es la suma de los angulos interiores de un rombo?

11. La sombra de un edificio mide 15 m, y la del primer piso 2 m. Sabemos que la altura de ese primer
piso es de 3 m, écuanto mide el edificio?
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12. En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la que aparece dibujado un tridngulo rectangulo
ABC, de lados a = 60, b = 45 y ¢= 75, subdividido en 4
triangulos rectangulos menores ACD, CDE, DEF y EFB, y el
escriba calcula la longitud del lado AD como 27. ¢Ha
utilizado la semejanza de triangulos? ¢éCémo se podria
calcular? ¢Qué datos necesitas? Calcula el darea del
triangulo ABC y del tridngulo ACD. Determina la longitud
de los segmentos CD, DE y EF.

13. Demuestra que en dos tridngulos semejantes las
medianas son proporcionales.

14. Un tridngulo rectangulo isdsceles tiene un cateto de longitud 7 cm, igual a la hipotenusa de otro
tridngulo semejante al primero. ¢ Cuanto valen las dreas de ambos tridngulos?

15. El mapa a escala 1:3000000 de un pueblo tiene un drea de 2 500 cm?, écudnto mide la superficie
verdadera de dicho pueblo?

16. Uniendo los puntos medios de los lados de un tridngulo se obtiene otro triangulo. ¢Como son? {Qué
relacion hay entre sus perimetros? ¢Y entre sus areas?

17. La altura y la base de un tridangulo rectangulo miden respectivamente 4 y 7 cm; y es semejante a
otro de base 26 cm. Calcula la altura del nuevo triangulo y las areas de ambos.

Angulos, longitudes y areas

18. Construye un tridngulo conociendo la altura sobre el lado a, el lado a y el c.

19. Calcula la longitud del lado de un octégono regular inscrito en una circunferencia de radio 5 cm.
20. Calcula la apotema de un hexagono regular lado 7 cm.

21. Calcula el area de un circulo cuya circunferencia mide 50 cm.

22. Calcula la longitud de una circunferencia cuya circulo tiene una superficie de mide 50 cm?.

23. La Tierra da una vuelta cada 24 horas, ¢{a qué velocidad se mueve un punto del Ecuador?

24. i Qué relacion hay entre las areas un triangulo inscrito en un circulo y la del circulo?

25. Los griegos conocian las dos siguientes posibles formas de construir un tridngulo rectangulo con sus
tres lados de longitud un ndmero natural, sin mas que dar valores a n. Comprueba si se verifican
paran=1, 2, ... a) Catetos: 2ny n?>— 1, hipotenusa: n?> + 1. b) Catetos: 2n + 1y 2n? + 2n, hipotenusa:
2n’+2n+1.

26. Al aumentar en 3 cm el lado de un cuadrado su area aumenta 32 cm?éCudnto mide el lado de
dichos cuadrados?

27. Se quiere cubrir un terreno circular de 25 m de didmetro con gravilla, echando 10 kg por cada metro
cuadrado. ¢Cudnta gravilla se necesita?

28. Una escalera de 4 m de longitud estd apoyada sobre una pared. El pie de la escalera dista 1,5 m de
la pared. ¢Qué altura alcanza la escalera sobre la pared?

29. Calcula el area de la circunferencia circunscrita a un rectangulo de lados 7 y 9 cm.
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30. Calcula el drea de un hexagono regular de 3 cm de lado. Prolonga los lados del hexagono y dibuja un
hexagono estrellado. Calcula su area.

31. La sefal de trafico de STOP tiene forma de octégono regular. Su altura mide 90 cm, y su lado 37 cm,
écudnto mide su superficie?

32. Calcula el drea de un triangulo equilatero de lado 10 cm.

33. Calcula el drea de un hexdgono regular de perimetro 60 cm.

34. Calcula el drea de un trapecio isdsceles de base menor 5 cm, lado 3 cm y altura 4 cm.
35. Calcula el drea de un trapecio isdsceles de bases 8 y 6 cm y lado 3 cm.

36. Calcula el drea y el perimetro de un rectangulo de lado 4 cm y diagonal 7 cm.

37. Calcula el drea y el perimetro de un cuadrado de diagonal 9 cm.

38. Calcula el drea y el perimetro de un tridngulo isdsceles de base 8 cm y altura 6 cm.
39. Un triangulo mide de altura my de base it + 1. ¢Es rectdngulo?

40. Dibuja un tridngulo rectangulo isdsceles de catetos de longitud 1, ¢cuanto mide la hipotenusa?
Tomando dicha hipotenusa como cateto y con el otro cateto igual a 1 dibuja un nuevo tridngulo
rectangulo. ¢ Cuanto mide la nueva hipotenusa? Continla el proceso 4 veces, ¢cuanto mide la ultima
hipotenusa?

41. Dibuja un tridngulo rectangulo de catetos de longitud 1 y 2 cm, écudanto mide la hipotenusa?
Tomando dicha hipotenusa como cateto y con el otro cateto de longitud 1 cm dibuja un nuevo
triangulo rectangulo. ¢Cudnto mide la nueva hipotenusa? Continda el proceso 3 veces, écuanto
mide la Ultima hipotenusa?

42. Calcula la altura de una piramide regular cuadrangular de lado de la base 10 m y de arista 15 m.
43. Calcula la generatriz de un cono de radio de la base 5 my de altura 7 m.

44. Dos ascetas hindues viven en lo alto de un acantilado de 10 m de altura cuyo pié estd a 200 metros
del pueblo mas cercano. Uno de los ascetas baja del acantilado y va al pueblo. El otro, que es mago,
asciende una distancia x y viaja volando en linea recta al pueblo. Ambos recorren la misma
distancia. ¢ Cuanto ha ascendido el mago?

45. i Cuanto mide la arista de la base de la pirdmide de Keops si mide 138 m de alturay 227 m de arista?
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AUTOEVALUACION

1. Todos los puntos que estan a la misma distancia de dos puntos dados estan en:

a) una bisectriz b) una circunferencia c) una elipse d) una mediatriz
2. Las tres medianas de un tridngulo se cortan en el:

a) ortocentro b) baricentro c) incentro d) circuncentro
3. El circuncentro es el centro de:

a) gravedad del tridngulo b) la circunferencia inscrita c) la circunferencia circunscrita
4. Dos triangulos son semejantes si:

a) tienen dos angulos iguales b) tienen dos lados proporcionales

c) tienen un angulo igual d) sus dreas son semejantes
5. Sabemos que los tridngulos ABC y A’B’C’ son semejantes. Calcula el valor de a’ y ¢’ para que lo

sean, sabiendoquea=10cm,b=6cm, b’=3cm,c=8 cm:
a)a’=4cmyc’=6cm b)a’=5cmyc’=6cm
cJa’=4cmyc’=4cm d)a’=5cmyc’=4cm

6. Si la hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 7 cm y un cateto mide 3 cm, entonces el otro
cateto mide aproximadamente:

a)6.3cm b)5cm c)5.8cm d) 6.9 cm

7. La suma de los dngulos interiores de un poligono irregular de diez lados es:
a) 1440° b) 1620° c) 1800° d) 1260°
8. El drea de un rombo de lado 5 cm y una diagonal de 8 cm mide:

a) 48 cm? b) 36.7 cm? c) 24 cm? d) 21.2 cm?

9. El dngulo central del inscrito en la circunferencia que abarca un angulo de 72° mide:

a) 720° b) 108° c) 36° d) 144°
10. La longitud de la circunferencia y el area del circulo de radio 3 cm son respectivamente:
a)értcmy9ncm?  b)9mcmy 6m cm? c)3necmy3ncm?  d)18cmy 27 cm?
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Resumen
Todo se mueve en el Universo, la Tierra gira alrededor de su eje y se desplaza
alrededor del Sol. El Sol se mueve dentro de nuestra galaxia, y la galaxia
también se mueve. Mareo me da el pensar a qué velocidad me estoy
moviendo! Observa que ni el tamafio ni la forma de los objetos varian con
estos movimientos. Estas transformaciones que mantienen la forma y el
tamafio son los movimientos o isometrias que estudiaremos en este capitulo.

Analizar lo que nos rodea con ojos matematicos nos ayuda a comprender mds y mas cosas. Aprender a
mirar las torres, ese reflejo sobre el agua de un palacio de la Alhambra, los mosaicos... o los tapacubos
de los coches, los animales y los objetos cotidianos. Todos ellos encierran muchas matematicas: muchas
transformaciones geométricas. Estudiaremos las simetrias, los giros y las traslaciones y las analizaremos
en nuestro entorno.
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1. TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Muchas decoraciones se hacen repitiendo un motivo. En los mosaicos de la Alhambra, en las rejas, en
las puntillas y las grecas, en los rosetones de las iglesias... en todas partes puedes ver disefios hechos
mediante otro mas sencillo. Al observar un edificio puedes ver que en ocasiones esta compuesto por
algun trozo que se ha ido desplazando, o girando, o hallando el simétrico.

Imagina que estas manipulando un mapa en un mévil con los dos dedos: Puedes desplazarte, girar el
mapa, ampliarlo, reducirlo... pero el mapa siempre es basicamente el mismo. Estas manipulaciones son
"transformaciones geométricas", porque mantienen las propiedades geométricas mas basicas de los
objetos: longitudes, dngulos, dreas, volimenes, o la proporcién entre las longitudes, la forma...

1.1. Isometrias

En el mosaico del margen todos los cuadrados son iguales y también
son iguales todos los triangulos.

A las transformaciones geomeétricas que nos llevan de un cuadrado a
otro (o de un tridngulo a otro) que mantienen la forma y el tamafio las

[lamamos isometrias o movimientos.

Isometrias

La palabra isometria proviene del griego: Iso = Igual. Metria = Medida.
Significa por tanto: Igual medida.

En el ejemplo del mapa, siempre que no hagas zoom, estaras usando una isometria.

Las isometrias, (movimientos o congruencias) son transformaciones geométricas que conservan
angulos y distancias (aunque no tienen por qué conservar la orientacion de los angulos).

Isometrias en el plano son las traslaciones, los giros y las simetrias.

1. En tu cuaderno dibuja un tridngulo. Calcalo y copia la figura calcada de nuevo en tu cuaderno. Mide
todos los lados de las figuras homologas. ¢Miden lo mismo? Mide todos sus angulos. ¢Miden lo
mismo?

2. Dibuja en tu cuaderno una letra B y haz un disefio con ella, trasladandola, girdandola o dibujando
letras B simétricas.
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1.2. Isometrias directas e inversas

Actividades resueltas

+ En la figura del margen observa que una

flecha se transforma en la otra mediante la
simetria de eje r. El dngulo ABC, ées igual al A
angulo A’B’C’? Tienen la misma amplitud, que
en ambos es de 90°, pero su orientacion es B
distinta. Mientras que ABC gira en el sentido
de las agujas del reloj, es decir, tiene sentido
negativo, mide —90°, A’B’C’ gira en el sentido
contrario a las agujas del reloj, por lo que su

BI

CI

sentido es positivo y mide +90°.

Entre las isometrias hay dos tipos de transformaciones, las que conservan los dangulos (su amplitud y su
sentido) que se llaman isometrias directas, y las que conservan la amplitud de los dngulos pero cambian
su sentido, que se llaman isometrias inversas.

» Las traslaciones y los giros en el plano son isometrias directas. Las simetrias son isometrias
inversas.

» Tus manos son simétricas. Son iguales. Pero, ¢las puedes superponer? ¢Y tus pies? La simetria es
una isometria inversa.

» Imagina el mapa hecho sobre plastico transparente: Si volteas el mapa sobre la mesa, las
longitudes y dngulos se mantienen (es una isometria) pero ahora no podrias colocar la ciudad de
Valencia de este nuevo mapa, sobre la ciudad de Valencia del mapa original, por mas que lo
movieras nunca te podrian coincidir. Es una isometria inversa.

Observacion:

Unos autores denominan movimientos a las isometrias, y otros estiman que, si moviendo las manos
nunca vamos a poder superponerlas, las isometrias inversas no deben llamarse movimientos.

1.3. Semejanzas

Si haces zoom en el movil con los dos dedos en el mapa, las
longitudes cambian, asi que no es una isometria, pero el & N
mapa sigue siendo el mismo: los angulos y sus sentidos si =N J N\
gue se conservan, y las proporciones entre las medidas
también (la calle que era el doble de larga que otra lo sigue
siéndolo). Estos cambios de escala se denominan
"semejanzas".

|

)

I A
gl L ?

Las figuras del margen son semejantes. Es la misma imagen
solo que ampliada. Se mantiene la misma proporcidén en
todas las direcciones. Se mantiene la forma, pero no el
mismo tamano. A estas transformaciones las llamamos

semejanzas, o si tienen una determinada posicion:
homotecias.

Semejanza. Homotecia

En una semejanza las figuras homologas tienen los angulos iguales y los lados proporcionales.
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Ejemplo

#+ Cuando haces zoom en una foto con el mdvil estas haciendo una homotecia. Al poner los dos
dedos sobre la pantalla defines dos puntos: el origen O seria el punto justo entre tus dos dedos y
no se movera al hacer zoom, y el punto P estaria en tu primer dedo. Al mover ese dedo estas
definiendo el tercer y ultimo punto P’y el mévil amplia la foto para que el punto O quede fijoy P
se estire hasta P’. Es una homotecia directa.

Las homotecias tienen un centro de homotecia, O, y un punto P se transforma por una homotecia en el
punto P’ que esta en la recta OP, si se verifica que: OP’ = r - OP donde r es un numero llamado razén de
homotecia.

3. En tu cuaderno dibuja una letra b minuscula, y a continuacion otra letra b mindscula el doble de
grande. ¢CoOmo son sus longitudes y sus angulos? ¢Es una semejanza?

4. Dibuja ahora una letra d minuscula. ¢Es semejante a la letra b anterior?

1.4. Composicion de transformaciones geométricas
Ejemplo:
#+ Observa cdmo se ha construido este bello mosaico de la Alhambra:

./195378 am 1Alhambral.swf

Se ha analizado buscando la celda unidad, (un cuadrado formado por

cuatro cuadrados) y el motivo minimo (la mitad de uno de esos
cuadrados). En el motivo minimo, un tridngulo rectdngulo isésceles,
se ha dibujado una sencilla poligonal. Se le han aplicado distintas
isometrias: Una simetria de eje la hipotenusa. Al motivo formado por
el inicial y su simétrico se le han aplicado cuatro giros de 90°. Se ha
vuelto a girar el conjunto. Se ha dado color. Se ha trasladado
horizontal y verticalmente.

Cuando aplicamos varias transformaciones, estamos componiendo transformaciones geométricas.

5. En tu cuaderno marca una trama formada por cuadrados de dos cuadraditos de lado. En un
cuadradito haz un garabato, una poligonal, una linea curva... Dibuja la simétrica tomando como
eje de simetria un lado del cuadrado. Dibuja la figura simétrica del conjunto obtenido tomando
como ejes siempre los lados de la trama inicial. Colorea la figura obtenida. Trasladala horizontal y
verticalmente.
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2. TRASLACIONES

2.1. Vectores

Si Susana esta en su casa y quiere ir a casa de Nadia, que vive 2 calles al | i
Este y 3 calles al Norte, el trayecto que debe hacer es el que en la figura 3)
esta dibujado en gris.

QA

Llamamos “O” a la posicidn de la casa de Susana, y “A” a la posicién de
la casa de Nadia. Si Susana tuviera un helicoptero podria ir directamente
en linea recta y seguiria la direccion OA. Lo representamos con una | ﬁ
flecha y se denomina vector fijo. ' S

Un vector fijo OA es un segmento orientado con origen en el punto O y
extremo en el punto A. Tiene una direccién, la de la recta, un sentido, desde O hasta A, y una longitud, a
la que llamamos mdédulo.

Un vector fijo OA, de origen en O y extremo en el punto A, se caracteriza por:
Su médulo, que es la longitud del segmento OA y que se escribe loal.

Su direccion, que es la recta que contiene al segmento.

Su sentido que va desde el origen O hasta el extremo A.

Las coordenadas o componentes de un vector vienen determinadas por su origen y su extremo.

Ejemplo:

#+ Si conocemos las coordenadas del punto origen y del punto final
podemos calcular las coordenadas del vector. Observa el dibujo del
margen y comprueba que si A (2, 3) y B (6, 5) las coordenadas del
vector fijo ABson AB=(6-2,5-3) = (4, 2). I ol

En general, siA (a, b) y B (¢, d) entonces AB=(c—a, d—b)

El médulo de un vector se calcula utilizando el Teorema de Pitagoras. Asi, el vector de coordenadas u =

(x, y) tiene de médulo: | u | = /x* + y2

6. Dibuja en tu cuaderno los puntos de coordenadas A (-5, 2), B (-1, 6) y C (2, —3). Halla las
coordenadas de los vectores fijos AB, AC, BC, CA y CB. Comprueba en tu dibujo que esas son sus
coordenadas.

7. El vector fijo AB tiene de coordenadas (4, 2), calcula las coordenadas de su origen A sabiendo que
las coordenadas de su extremo B son (—1, 1). Represéntalo graficamente.

8. Las coordenadas de A son (2, 3) y las del vector fijo AB son (4, —2). Calcula las coordenadas del
punto B. Represéntalo graficamente.

Todos los segmentos orientados o vectores fijos que tienen el mismo médulo, direcciéon y sentido,
tienen las mismas coordenadas, entonces se dice que son el mismo vector libre, y podemos usarlo en
diferentes puntos origen.
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Dos vectores fijos son equipolentes cuando tienen igual
modulo, direccidn y sentido, y por lo tanto tienen las mismas j

coordenadas.

Todos los vectores que son equipolentes se dicen que son un
vector libre, y cada uno de sus vectores fijos, un I
representante del vector. Al vector libre lo identificamos por
sus coordenadas.

9. Nombra a los vectores fijos de la figura e indica cuales \
son representantes de un mismo vector libre. l \

10. Dibuja en tu cuaderno cuatro vectores equipolentes al
vector fijo con origen en A (-3, 4) y extremo B (5, 0), con origenes en los puntos C (0, 3), D (5, 2),
E(-4,0)y F (-2, -5).

11. Dibuja en tu cuaderno los puntos A (-2, 2), B(-3,0), C(2,4),D (6, 2), E(2,0), F(6, -2)y G (2,
—4). Con los vectores fijos de origen y extremo en dichos puntos, indica cuales de ellos son
equipolentes.

12. Con los puntos del ejercicio anterior, calcula las coordenadas de los vectores fijos DE y FG. {Cdmo
son? ¢Son dos representantes de un mismo vector libre?

Actividades resueltas

+* El vector fijo OA = u que indica el trayecto de Susana tiene de
3 A coordenadas (2, 3). Si luego Susana quiere desplazarse a casa de otra
2 amiga que estd a 3 calles al Este y 5 calles al Sur hard un

1 desplazamiento de vector: v = (3, —5). En conjunto Susana ha hecho un

0 desplazamiento que es la suma de los dos desplazamientos anteriores.
3 1.? g 2l > (it Finalmente esta en el punto:

2 B (2,3)+(3,-5)=(5,-2).

3 Se encuentra 5 calles al Este y dos calles al Sur de su casa.

Se suman dos vectores, sumando sus componentes: (a, b) + (¢, d) =(a + ¢, b + d)
Se multiplica un vector por un nimero, multiplicando sus componentes: r-(a, b) = (r-a, r-b)

13. Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia cartesiano y seiiala en él los puntos de coordenadas:
A (4,5), B (-5, 6) y C (2, -5). a) Llama u al vector fijo AB e indica sus componentes. b) Llama v al
vector fijo BC e indica sus componentes. c) Calcula las componentes del vector w = u + v.
d) Representa en tu cuaderno a los vectores libres u y v con origen en el origen de coordenadas y
representa también al vector suma w. Observa que estd sobre la diagonal del paralelogramo
construido sobre u y v.

14. Dibuja en tu cuaderno el punto A (1, 2), dibuja ahora el vector u = (2, 3) con origen en A, y el vector
v = (4, —1) también con origen en A. Calcula las coordenadas del vector suma u + v, y dibujalo con
origen en A. ¢El resultado coincide con lo que has obtenido graficamente? Observa que el vector
suma es la diagonal de un paralelogramo construido sobre uy v.
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15. Efectua las siguientes operaciones con vectores:

a) 3@ _2)%-(4, 8) b) (5, -9) - [(6, 3) + (-4, -6)]

¢)5-[(-1,0)=(=2,3)] +(-3) - [(4,-2) -6 - (4, -5)] d)9.3-(2,6)+(3.7,5.2)
16. Efectua las siguientes operaciones con los vectores u = (-5, 6), v=(4,-7)yw= (3, 4):

a)2u—(v+w) b)3w-2u+v c)2(u+v)-3w

2.2. Traslaciones en el plano

Un coche se mueve por la ciudad desde el domicilio del duefio hasta su
trabajo, y se ha trasladado 4 calles hacia el norte y 3 calles hacia el
este.

Es posible conocer una traslacién si sabemos el punto de origen Ay el
de destino B. Estos dos puntos, A y B, determinan el vector de
traslacion AB. AB es un vector fijo, representante del vector libre u de

iguales

Una figura y su trasladada. coordenadas.

Para definir una traslaciéon basta conocer su vector
de traslacion.

Si la traslacion de vector libre u = AB transforma un

== punto del plano P en otro P’, entonces AB y PP’
< 1 tienen igual mddulo, direccién y sentido. Son el
e 2) . . . .
=} et mismo vector libre. Tienen las mismas coordenadas.
y ) Si con la traslacion de vector AB trasladamos el
—— punto P hasta el punto P’ entonces ABP'P es un
paralelogramo, y AB = PP’
Para trasladar una figura se trasladan los puntos que la determinan. i % T
Como en una traslacion todos los puntos se mueven sobre rectas S P ey
paralelas y una misma distancia, se puede usar la escuadra y el kY A
LY

cartabdn para trazar las rectas paralelas y trasladar sobre ella
algunos puntos de la figura, para lo que se debe medir siempre la | *
misma distancia sobre la recta.

Propiedades de las traslaciones

Los paralelogramos tienen, como sabes, sus lados iguales dos a dos

P .
y paralelos dos a dos. r
LY
La recta AB es paralela a la recta PP’, y la recta AP es paralela a la b N
i ) '
recta BP’. Los segmentos AB y PP’ son iguales, lo mismo que APy 220 N \
BP'. ‘a' LY

Por este motivo, entre una figura y su trasladada se conservan todas las distancias y todos los angulos.

La traslaciéon es una isometria, un movimiento directo.
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Identidad

La traslacion de vector de traslacion nulo, 0 = (0, 0) deja todos los puntos invariantes, es decir, no
traslada nada, y se denomina también traslacion identidad o simplemente: identidad.

Puntos invariantes

Un punto invariante es el que se transforma en si mismo. Una recta invariante es la que se transforma
en ella misma, aunque sus puntos no sean invariantes. Una recta invariante de puntos invariantes es
un caso particular de recta invariante en la que cada uno de sus puntos es un punto invariante.

¢Qué puntos deja invariantes una traslaciéon? Observa que salvo la traslacion identidad, (que deja todo
el plano invariante), una traslacidn no deja a ningln punto invariante.

17. Dibuja en tu cuaderno una figura y utiliza escuadra y cartabén para trasladarla 5 centimetros hacia la
derecha.

18. Dibuja en tu cuaderno una figura. (Si no se te ocurre ninguna otra, dibuja la letra G). Coloca encima
un papel vegetal y calcala. Desplaza en linea recta el papel vegetal y vuelve a calcar la figura. Las dos
figuras que has obtenido, étienen todas sus medidas, tanto longitudes como angulos, iguales? Traza
las rectas que unen pares de puntos correspondientes, écOmo son esas rectas? ¢ Qué trayectoria han

seguido los puntos en el desplazamiento?

19. Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una
traslacion una recta, una circunferencia, un segmento, un triangulo,
dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. éEn qué se
transforman? Analiza los resultados.

20. Observa este friso de un templo de Camboya. Es una figura
gue se repite por traslacién. ¢Qué direccidon tiene el vector de
traslacion? ¢De donde a donde iria?

Un friso en Camboya

2.3. Coordenadas

Para trabajar con traslaciones puedes utilizar las
coordenadas:

Actividades resueltas

4+ A los puntos P (-7, 1), Q (-2, 4) y O (0, 0) se les aplica una
traslacion de 3 unidades hacia la derecha y 4 unidades
hacia arriba de modo que su vector de traslacion es:

AB=(3,4)

87 6 54 -32-,[0 123

-2

Entonces las coordenadas de los puntos trasladados se
obtienen sumando a la abscisa del punto que queremos trasladar la abscisa del vector de traslacion,
y a la ordenada del punto, la ordenada del vector de traslacién:
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Para trasladar P (-7, 1) segun el vector AB = (3, 4) se calcula -7 +3 =-4,1+4 =5, por lo que su
punto trasladado es: P' (-4, 5).

Al trasladar Q (—2, 4) se obtiene Q' (-2 + 3,4 + 4) = (1, 8).
Al trasladar O (0, 0) segun el vector AB = (3, 4) se obtiene O’ (3, 4).

21. Utiliza papel cuadriculado y dibuja en tu cuaderno una letra F de 2 cuadraditos de alta y 1
cuadradito de ancha y aplicale la traslacién de vector (2, 5).

22. Dibuja en tu cuaderno unos ejes cartesianos y el triangulo de vértices A (3, 1), B (3, 3) y C (1, 3).
Aplicale la traslacién de vector (4, 2): 4 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba. ¢ Cuales son
las coordenadas de los puntos trasladados A, B'y C?

2.4. Composicion de traslaciones

Si trasladas una figura mediante una traslacién de vector u, y luego vuelves a trasladarla mediante otra
de vector v, puedes comprobar que puedes ir de la primera figura a la ultima mediante una unica
traslacion. El vector de traslacidon de esta ultima traslacidon puedes obtenerlo sumando los vectores de
traslacion de las dos primeras: u + v.

# Trasladamos mediante el vector de traslacién
AB = (3, 4), y luego mediante el vector de traslaciéon
v = (1, —2). La composicién de ambas traslaciones es
otra traslacion de vector de traslacién w:

W=AB+v=(3+1,4-2)=(4,2)

23. Las puntillas de la imagen se han disefiado a
partir de un motivo que se ha ido trasladando a
todo lo largo. Dibuja en tu cuaderno un motivo
parecido a alguno de la figura, una flor, una V, un
zig-zag... y traslddalo componiendo varias
traslaciones de un mismo vector de traslacion. Has
dibujado un friso.
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Traslacion inversa

Actividades resueltas

+ Si hemos trasladado una figura 4 unidades hacia la derecha y 3 hacia arriba, écomo debemos
trasladarla para que ocupe la posicidn inicial? Hay que trasladarla con el vector: (—4, —3).
Decimos que estas traslaciones son la una inversa de la otra.
En general, |a traslacidn inversa de la de vector de traslacién v = (a, b) es la traslacion de vector:

w=-v = (-a, -b)

24. Traslada una figura (por ejemplo una letra L) mediante la traslaciéon de vector (—4, 5) y repite el
proceso con la figura trasladada empleando el vector (3, —6). ¢ Qué movimiento utilizas para ir de la
primera figura a la dltima? ¢Es una traslacion? ¢ Cual es su vector?

25. El mosaico del margen esta confeccionado utilizando un motivo minimo
gue se desplaza por todo el mosaico. Si utilizas como motivo minimo la
estrella de seis puntas, sin tener en cuenta los cambios de color,
determina los vectores de traslacién de dos traslaciones, una horizontal
y otra vertical, que mediante composiciones te permitan tener el resto
del mosaico. Observa que al sumar la traslacion horizontal con la
vertical obtienes traslaciones oblicuas. Dibuja en tu cuaderno una
figura y trasladala de forma similar para tener un mosaico.

2.5. Traslaciones en el espacio

Las traslaciones en el espacio tienen las mismas propiedades que las traslaciones en el plano.

Imagina un avién que se mueve. El avidn se traslada.

Una traslacién en el espacio, igual que una traslacién en el plano, es el movimiento que consiste en
deslizar un objeto segun una direccién. La traslacién estd determinada por la distancia que se traslada,
la direccién de la recta sobre la que se traslada, y por su sentido. Por tanto:

Para determinar una traslacion en el espacio basta conocer su vector de traslacion.

La Unica diferencia es que ahora el vector de traslacién tiene tres componentes: AB = (a, b, c).

Ejemplo:

4+ Para trasladar el punto P (2, 4, —1) mediante la traslacién de vector AB = (-3, 5, 2), simplemente
sumamos las coordenadas:
PP=(2-3,4+45,-1+2)=(-1,9, 1).
La traslacién en el espacio no deja ningln punto invariante.

26. En edificacion se utilizan mucho las traslaciones. Piensa en las ventanas de
un edificio y elige una. ¢Puedes obtener otra distinta mediante traslacion?
Haz un dibujo que represente esta situacion.

27. En la fachada de esta torre mudéjar de Teruel podemos ver distintas
traslaciones. En la parte superior hay dos conjuntos de cuatro ventanitas.
Uno es trasladado del otro. Y cada ventanita forma a las otras cuatro
mediante una traslacién. Al seguir bajando, los dos arcos se trasladan
formando otros dos arcos. Observa, en este caso todas las traslaciones tienen un vector de
traslaciéon horizontal. Continta describiendo las traslaciones que ves en el disefo de esta torre.
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3. GIROS O ROTACIONES

3.1. Giros en el plano

Son las 4 en punto. Si retrasamos el reloj 15 minutos, la manecilla
de los minutos ha girado un dngulo de 90° en sentido positivo.

Para determinar un giro o rotacion es necesario conocer un punto,
O, el centro de giro; un angulo o y el sentido de giro de ese dngulo.

Existe el acuerdo de considerar positivo (+) al sentido contrario de
las agujas de un reloj y sentido negativo (—) el de las agujas del

reloj.

Si A'es el punto girado de A, con centro O y dngulo o, entonces: oAl = | oA’ y el segmento OA forma
un angulo o con OA’.

Para girar una figura se giran los puntos que la forman.
Ejemplo:

4 Si han pasado 15 minutos la manecilla de los minutos ha girado —90° (90° en sentido negativo),
cuando pase media hora habra girado —180°, y si sélo pasan 10 minutos habra girado —60°.

Actividades resueltas
A

- —

Para dibujar rotaciones en el cuaderno puedes utilizar un
transportador de angulos y un compas.

4+ Para girar la letra L segun un giro de centro C y dngulo 60°,
tomamos varios puntos de la figura, en este caso los puntos A,
By C. Con el compds haciendo centro en C trazamos arcos, y
sobre ellos, utilizando el transportador, medimos 60°.
Obtenemos los puntos B’y A”.

La nueva letra L mantiene las distancias: BC = B'Cy AB = A’B’.
También mantiene los dngulos: el angulo ABC es recto, y el nuevo
angulo A’B’C también es un angulo recto y con la misma
orientacién que el anterior. En general:

Los giros mantienen las distancias, por lo que son isometrias o
movimientos. Mantienen los dngulos y el sentido de los dangulos,
por lo que son movimientos directos.

Para saber si dos figuras son dos figuras giradas trazamos las

mediatrices de los puntos correspondientes y todas ellas deben

cortarse en un mismo punto, el centro de giro. Con el

trasportador de angulos podemos entonces medir el angulo de

giro.

Actividades resueltas

4 Trazamos el segmento BB’ y su mediatriz. Trazamos el
segmento AA’ y su mediatriz. Ambas mediatrices se cortan en
el punto C, que es el centro de giro. El angulo que forman las mediatrices es de 60°.
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28. Dibuja en tu cuaderno un punto Oy otro punto distinto A. Gira al punto A con centro en O un angulo
de 30° en sentido positivo y denomina A’ el punto girado.

29. Dibuja en tu cuaderno un punto O y dos segmentos, uno OA que pase por O, y otro BC que no pase
por O. Dibuja los segmentos girados OA’y B’C’ del giro de centro O y angulo 60°.

30. Dibuja en tu cuaderno el tridngulo de vértices A (4, 2), B (3, —2) y C (5, 0). Dibuja el triangulo que se
obtiene al girarlo con centro en el origen de coordenadas un angulo de 90° en sentido positivo.
¢Cuales son las coordenadas de los vértices A’, B'y C' del tridngulo girado?

31. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante un giro, una recta, una circunferencia, un
segmento, un tridngulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué se transforman?
Analiza los resultados.

3.2. Composicion de giros. Elementos invariantes

Ejemplo:

A

# Si giramos la letra L con centro C, 60° en sentido positivo y
luego, también con centro C, 30° en sentido positivo, la
figura obtenida estd girada respecto a la primera 90° con el
mismo centro de giro. En general:

La composicion de dos giros del mismo centro es otro giro del
mismo centro y de angulo, la suma de los dngulos de giro.

#+ Si una vez girada nuestra letra L 30° en sentido positivo, la
giramos, con el mismo centro de giro, 30° en sentido
negativo, équé ocurre? En efecto, hemos vuelto a la
posicion inicial. Se dicen que son giros inversos y que al
componerlos tenemos la identidad, ya que no nos
movemos.

Un giro de centro O y dngulo a es el giro inverso al giro del mismo centro O y angulo —a.

Observa que la composicién de giros de distinto centro no es conmutativa, pues depende del orden en
gue hagamos los giros.

Actividades resueltas

+ Pensemos ahora en qué elementos deja invariantes un giro de centro O y dngulo de giro que no sea
0° ni 180°. ¢Deja alguna recta invariante? ¢Hay alguna recta del plano que no se mueva? No, todas
giran. No hay rectas invariantes. ¢Y puntos? ¢Algun punto del plano no se mueve al girar? Si, el
centro de giro queda invariante. El centro de giro se transforma en
si mismo.

En un giro de centro O y angulo distinto de 0° y de 180°, el Unico
elemento invariante es un punto, el centro de giro.

Centro de giro: Centro de giro es un punto de una figura plana tal que,
al girar un cierto angulo, la figura coincide consigo misma.

Observa que el roseton del centro de este mosaico tiene un centro de
giro de 60°. Si lo giramos 60°, vuelve a coincidir. También si lo giramos 120° o 180° o 240° o 300°.
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3.3. Simetria central en el plano. Centro de simetria

La simetria central de centro O en el plano es un giro de ese centro O y angulo 180°. En el plano, la
simetria central es, por tanto, un movimiento que ya conocemos. Observa que la simetria central es,
por tanto, un movimiento directo.

Si P' es el simétrico de P en la simetria central de centro de simetria O, entonces, O es el punto medio
del segmento PP'.

Actividades resueltas

#+ Dos puntos Py P’ son simétricos respecto del origen de coordenadas si tanto sus abscisas como sus
ordenadas son opuestas. Asi, el simétrico respecto del origen del punto (-2, 4) es el punto (2, —4).

#+ Observa con esta animacion cémo se construye el simétrico, respecto a una simetria central de
centro (2, 3), de un poligono:

./3A/183284 am 1.swf

El simétrico del punto A (8, 1) es el punto A’ (—4, 5). Has visto que se ha trazado la recta OA. Con
centro en O y radio OA se traza un arco de circunferencia que corta a la recta OA en A’. Lo mismo
para obtener el simétrico de los otros vértices del poligono. Si los otros vértices son B (12, 7), C (9,
10), D (5, 8) y E (7, 6), écuales son sus simétricos respecto a la simetria central de centro (2, 3)?

#+ ¢Qué elementos deja invariantes una simetria central? Deja invariante el centro de simetria y
todas las rectas que pasan por el centro de giro.

Centro de simetria: Un punto O es un centro de simetria de una figura si todo punto de ella tiene como
transformado por la simetria central de centro O, otro punto de la figura. La simetria central transforma
la figura en ella misma.

Ejemplo:

#+ El mosaico de la Alhambra del margen tiene simetria central.

# El circulo, el cuadrado, el rectdngulo tienen centro de simetria, sin
embargo, un triangulo nunca tiene centro de simetria.

#+ Los poligonos regulares con un nimero par de lados tienen centro
de simetria.

Po\

* El pentagono regular, no lo tiene.

Actividades resueltas

* Aplicamos a la letra L un giro de 90° y luego otro giro también de 90°.
La composicidon de un giro de 90°, con otro del mismo centro y 90°, es un giro
de 180°. El punto P primero se transforma en P’y luego en P”. Si unimos cada
punto de la figura con su transformado por la composicién de los dos giros, la
recta OP se transforma en la OP”, que es la misma recta. Los puntos Q, Oy Q"
también estdn alineados. Las rectas que pasan por el centro de simetria son invariantes.
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32. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera Py P’. Encuentra su centro de simetria.

33. éQué ocurre al aplicar un giro de 60° a una figura? ¢Hay rectas invariantes? ¢Y en un giro de 180°?
Las rectas que pasan por el centro de giro, éen qué rectas se transforman? ¢Y con un giro de 0°? ¢Y
con un giro de 360°?

34. Dibuja un triangulo ABC y su simétrico A’B’C’ respecto un punto 0. ¢COmo son sus lados? éSon
iguales? ¢Y sus angulos? ¢Se mantiene el sentido de los angulos? Comprueba como es el angulo ABC
y el angulo A’B’C’. ¢ Es un movimiento directo?

35. Vamos a analizar las letras mayusculas. Indica cudles de las siguientes letras no tienen simetria
central y cuales si la tienen, indicando entonces su centro de simetria: B, H, N, O, P, S, T, X, Z.
Recuerda, buscas un punto tal que la simetria central de centro ese punto deje invariante a la letra.

3.4. Giros en el espacio

Al abrir o cerrar una puerta, ésta gira, las patillas de las gafas giran, las
ruedas de un coche giran... Observa que para determinar un giro en el
espacio necesitas, ademas del angulo (y su sentido), conocer el eje de
giro. Recuerda, en el plano teniamos un centro de giro, un punto,
ahora un eje de giro, una recta.

Piensa en otros ejemplos cotidianos de giros en el espacio.

Cuando giras una puerta, ¢cambia el sentido de sus angulos?

Naturalmente que no. Los giros en el espacio son movimientos directos.

#+ ¢Qué puntos se transforman en si mismos? El giro en el espacio deja invariantes a los puntos del eje
de giro.

Eje de giro: Eje de giro de una figura, en el espacio, es una recta imaginaria tal, que al girar la figura un

cierto angulo, coincide consigo misma.

3.5. Simetria central en el espacio. Centro de simetria

Una figura tiene simetria central si al unir cada uno de sus puntos con el centro se obtiene otro punto
de la figura.

Si P'es el simétrico de P en la simetria central de centro O, entonces, O es el punto medio del segmento
PP'.

La simetria central en el espacio no es un giro. Ademads, solo deja un punto invariante, el centro (no una
recta)

Centro de simetria: Un punto O es un centro de simetria de una figura si todo punto de ella tiene como
transformado por la simetria central de centro O, otro punto de la figura.

Ejemplos:

#+ La esfera, el cubo tienen centro de simetria, el tetraedro, no.

#+ El cilindro tiene centro de simetria. El cono no tiene centro de simetria.
#+ Un prisma regular tiene centro de simetria. Una piramide, no.

36. Escribe cinco ejemplos de objetos del espacio que giren.

37. Mediante un giro en el espacio, éen qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? éY un cono? ¢Y dos
planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.
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4. SIMETRIAS

4.1. Simetrias axiales. Eje de simetria
4+ La mariposa de la figura es simétrica respecto del eje
de simetria r.

Para determinar una simetria (simetria axial) es necesario
conocer el eje de simetria.

Si P' es el simétrico de P respecto de la simetria axial de eje r,
entonces r es la mediatriz del segmento PP'.

La simetria axial conserva todas las longitudes y la magnitud
de los angulos, pero cambia el sentido de estos. Por eso no es

posible hacer coincidir una figura con su simétrica (a no ser que las propias figuras sean simétricas).

La simetria es por tanto un movimiento inverso.

Actividades resueltas

4 Para hallar el simétrico del punto P respecto del eje de simetria r, y
utiliza un compas y haciendo centro en P con radio suficientemente ! B
grande traza un arco de circunferencia que corte a r en dos puntos, P:\ ]

Ay B. Sin variar de radio y con centro en A y en B traza otros dos S T‘\*

arcos que se cortan en P’, simétrico de P respecto a r. Observa que : I
PAP’B es un rombo pues sus cuatro lados son iguales, por lo que !
sabemos que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en el |
punto medio. S YT |

+ En la animacién puedes ver como se dibuja el punto simétrico de *

otro utilizando regla y escuadra:

./3A/183282 am 1Punto simetrico.swf

Tenemos el eje de simetria y queremos encontrar el simétrico del punto P (4, 1). Dibujamos el punto P
(4, 1) en un sistema de coordenadas y tomamos la escuadra. Apoyamos la escuadra sobre el eje de
simetria y hasta que toque al punto. Trazamos una recta auxiliar, perpendicular al eje y que pase por el
punto P. Medimos la distancia del punto al eje y llevamos esa longitud sobre la recta auxiliar, y ya
tenemos el punto simétrico.

#+ También puedes obtener figuras simétricas doblando un papel. El doblez es el eje de simetria. Si

dibujas una figura, doblas el papel y la calcas obtienes la figura simétrica.

Otra forma es doblar un papel y recortar una figura: se obtiene una figura simétrica respecto al doblez.

Si dibujamos en papel cuadriculado el tridngulo de vértices A (-3, 2), B (-5, 4) y C (-4, 7) y hallamos el
simétrico respecto al eje de ordenadas, las coordenadas de los vértices del tridngulo simétrico son:
A'(3,2),B'(5,4)y C'(4, 7). En general, el simétrico de P (x, y) respecto al eje de ordenadas es P’ (—x, y).

Si dibujas el tridngulo simétrico de ABC respecto al eje de abscisas, observa que las coordenadas de sus
vértices son: A’ (-3, =2), B’ (-5, —4) y C’' (-4, —7). En general, el punto simétrico de P (x, y) respecto al
eje de abscisas es P’ (x, —y).

Dos puntos simétricos respecto del eje de ordenadas tienen la misma ordenada y sus abscisas son
opuestas. Dos puntos simétricos respecto del eje de abscisas tienen la misma abscisa y sus ordenadas
son opuestas.
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Puntos invariantes

En una simetria, los puntos del eje de simetria se transforman en si mismos.

La simetria axial deja invariantes los puntos del eje de simetria. El eje de simetria es una recta
invariante de puntos invariantes.

#+ ¢Qué otros elementos deja invariantes? ¢Hay mds puntos? é¢Hay otras rectas? Observa que las
rectas perpendiculares al eje de simetria se transforman en si mismas.

38. Dibuja en tu cuaderno un eje r de simetria oblicuo, y un punto P. Dibuja el punto P’ simétrico
respecto de r. Comprueba que la recta r es la mediatriz del segmento PP’ (Recuerda: La mediatriz de
un segmento es la perpendicular por el punto medio).

Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera P y P’. Dibuja el eje de simetria r respecto al que son
simétricos.

39.

40. Dibuja en papel cuadriculado una letra L y un eje de simetria C

vertical. Dibuja la letra L simétrica respecto a ese eje. Calca una « f .
de ellas, y mueve el papel de calco para intentar hacerlas s _ Tt
coincidir. Es imposible, porque la simetria es un movimiento ( 2 y

inverso. B _ '

41. Reproduce en tu cuaderno la figura del margen. Dibuja un eje

de simetria oblicuo y dibuja la figura simétrica.

42. Halla las coordenadas de los vértices del triangulo simétrico respecto del eje de ordenadas del

triangulo A (3, —4), B (5, 6), C (-4, 5). Lo mismo respecto del eje de abscisas.

Eje de simetria de una figura:
Si la recta r es un eje de simetria de una figura entonces todo punto de esa figura tiene
como transformado por la simetria de eje r a otro punto de A
dicha figura.

Ejemplos:

+ Un tridngulo isdsceles tiene un eje de simetria y un
triangulo equilatero, tres.

+ Un rectangulo o un rombo tienen dos ejes de
simetria, y un cuadrado cuatro.

g
ATy

#+ Un circulo tiene una infinidad de ejes de simetria (todos sus didmetros).

43. Indica cuales de las siguientes letras mayusculas son simétricas, y si lo son, indica si sus ejes de
simetria son horizontales o verticales: A, B, D, F, K, M, N, R, T, U, V, W, Z.

Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante una simetria, una recta, una circunferencia,
un segmento, un tridangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué se
transforman? Analiza la respuesta.

Dibuja un rectangulo ABCD. Dibuja el eje de simetria que transforma AB en CD, y el eje de simetria

gue transforma AD en BC.

44,

45,

46.
47.
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4.2. Composicion de simetrias

Vamos a estudiar ahora la composicién de simetrias. Ya sabes que una simetria es un movimiento
inverso. Si cambias el sentido de un angulo y luego lo vuelves a cambiar, te queda el sentido original.
Por tanto, la composicién de dos simetrias no va a ser un movimiento inverso sino uno directo.

Veamoslo primero en un caso particular.
Actividades resueltas

+ Trazamos dos ejes de simetria, r y s, paralelos. Dibujamos una
letra L, y dibujamos la letra L; simétrica de L con respecto de la
recta r, y después la letra L, simétrica de L; respecto de la recta
s. éMediante qué transformacién pasamos directamente de L a
L,? ¢Puede ser una simetria? (Observa que si se pueden
superponer L y Ly, luego es un movimiento directo). ¢Es un
giro? ¢Es una traslacién? Si, es una traslacién, ¢de qué vector?

La composicion de dos simetrias de ejes paralelos es una
traslacion. Es la traslacion de vector de direccién la recta ortogonal
a los ejes de simetria, de mddulo el doble de la distancia entre
ambos ejes, y de sentido el que va del primer eje al segundo.

La composicién de simetrias no es conmutativa. Comprueba que si a L primero le aplicamos la simetria
de eje s y luego la simetria de eje r obtenemos una traslacién, pero el vector de traslacién es el opuesto

al del caso anterior.

+ Trazamos ahora dos ejes de simetria secantes, r y s, y una

s letra L. Dibujamos la letra L3 simétrica de L con respecto a la recta

r, y dibujamos la letra Ly simétrica de L3 respecto a la recta s.
¢Mediante qué transformacién pasamos directamente de L a L4?
¢Puede ser una simetria? (Observa que se pueden superponer Ly
L4, luego es un movimiento directo). ¢Es una traslacién? ¢Es un
giro? Si, es un giro, éde qué centro y de qué angulo?

La composicion de dos simetrias de ejes secantes es un giro. Es el
giro de centro el punto de interseccién de los ejes de simetria, de
angulo doble al que forman ambos ejes y de sentido del angulo, el
gue va del primer eje al segundo.

La composicidn de simetrias no es conmutativa. Comprueba que si a L primero le aplicamos la simetria
de eje s y luego la simetria de eje r obtenemos un giro, pero el angulo de giro es el opuesto al del caso

anterior.

48. Reproduce en tu cuaderno la figura P del margen. e

a) Dibuja el pajaro P’ simétrico respecto al eje de ordenadas. < ’ ’1&»

b) Dibuja el pajaro P”” simétrico respecto al eje de abscisas.

c) éExiste alguna simetria axial que trasforme P’ en P”’? ¢(Existe L J
alguna simetria central que transforme P’ en P”’?

d) Si el pico del pajaro P tuviera unas coordenadas (-2, 5), équé

coordenadas tendria el pico del pdjaro P’? ¢Y el del pajaro P”’?
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49. Dibuja en tu cuaderno dos ejes de simetria paralelos y una letra F. Dibuja la composicién de ambas
simetrias a dicha letra, comprobando que la composicién de ellas es una traslacidon y determina el
vector de traslacion.

50. Dibuja en tu cuaderno dos ejes de simetria secantes y una letra F. Dibuja la composicidon de ambas
simetrias a dicha letra, comprobando que la composicidén de ellas es un giro y determina el centro y
el angulo de giro.

51. Si aplicamos una simetria a una figura, é¢qué transformacion debemos aplicarle para obtener la
figura inicial?

52. La composicién de dos simetrias planas de ejes secantes es un giro. ¢Cédmo deben ser los ejes para
gue sea un giro de 180° (o una simetria central)?

4.3. Simetria especular en el espacio. Plano de simetria

Muchos muebles son simétricos: muchas mesas, muchas sillas... Muchos
animales son casi simétricos. Los coches, los aviones, los trenes son
simétricos. Si nos miramos en un espejo vemos una imagen reflejada que es
simétrica a la nuestra. Muchos edificios son casi simétricos o tienen
elementos de simetria.

Para determinar una simetria en el espacio es necesario conocer un plano,
el plano de simetria.

Una simetria en el espacio deja invariantes los puntos pertenecientes al plano de simetria. Deja
invariante las rectas ortogonales al plano de simetria, y deja invariante al plano de simetria.

Plano de simetria: El plano de simetria de una figura es un plano
imaginario tal, que todo punto de la figura se transforma por la simetria
respecto de ese plano en otro punto de dicha figura.

La torre con la puerta del margen tiene un plano de simetria.

Un plano de simetria es como un espejo que refleja exactamente un
fragmento de la figura en el otro fragmento.

Actividades resueltas
Construye poliedros regulares, con cartulina, con pajitas, con ..., para comprobar lo que sigue:

#+ Analizamos el plano de simetria del cubo de la ilustracién del
margen. Vemos que pasa por los puntos medios de las aristas.
¢Cuantos planos de simetria hay similares a este? Como el cubo
tiene 12 aristas y cada plano pasa por 4 hay 3 de este tipo. Otro
plano de simetria pasa por una diagonal de una cara, una arista,
otra diagonal y otra arista. ¢ Cuantos hay de ese otro tipo? Como
el cubo tiene 12 aristas y tomamos 2, hay 6 de ese tipo.
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+ Busca un eje de giro del cubo. Observa que tiene un eje de giro de 90° que va de centro de cara a
centro de cara. ¢Cuantos ejes de giro tiene de ese tipo? Comprueba que hay 3 (6 caras: 2 = 3).
Observa que también hay un eje de giro de 120° que va de vértice a vértice opuesto. ¢Cuantos hay
de ese otro tipo? Como el cubo tiene 8 vértices hay 4 de este tipo. Observa que también hay un eje

de giro de 180° que va de centro de arista a centro de arista opuesta.
éCuantos hay de ese otro tipo? Como el cubo tiene 12 aristas, hay 6 de ese
tipo. ¢Hay simetria central? Observa que si.

* Vamos a analizar ahora las isometrias de un octaedro. Observa que
tiene centro de simetria, igual que el cubo. Planos de simetria: Hay planos,
como el de la figura, que pasan por cuatro aristas. Como tiene 12 aristas hay
3 de este tipo. También hay planos que pasan por el eje de simetria de las
caras. ¢Cuantos hay? éTenemos el mismo numero de planos de simetria
gue en el cubo? Si. El cubo y el octaedro son duales. Si en el cubo fijamos
los centros de las caras y los unimos, tenemos un octaedro. Y si en el

octaedro unimos los centros de las caras, tenemos un cubo. Observa que el
numero de caras de un cubo, 6, coincide con el nimero de vértices de un octaedro, y que el nimero
de caras de un octaedro, 8, coincide con el nUmero de vértices del cubo. Y ambos tienen el mismo
numero de aristas, 12.

+ Buscamos ahora ejes de giro en un octaedro. éTiene ejes de giro de 90°? Si, van de vértice a vértice
opuesto. Hay 6 vértices, luego hay 3 ejes de giro de este tipo. ¢ Hay ejes de giro de 120°, como en el
cubo? Naturalmente, van de centro de cara a centro de cara, y como tiene 8 caras, hay 4 de este
tipo. ¢Y los ejes de giro de 180°? Van, como en el cubo, de centro de arista a centro de arista, y hay
6.

+ El estudio del tetraedro es mas sencillo. Comprueba que NO tiene centro de simetria. Los planos de
simetria pasan por una arista, el eje de simetria de una cara y el eje de simetria de otra. Hay 6
aristas, luego hay 6 de este tipo. Tiene ejes de giro de 120°. Pasan por un vértice y el centro de la

cara opuesta. Como tiene 4 caras hay 4 de este tipo.

+ El estudio del dodecaedro y del icosaedro es mas complicado. Observa que
también son duales. Si unimos los centros de las caras de un dodecaedro se
obtiene un icosaedro, y si unimos los centros de las caras de un icosaedro, se
obtiene un dodecaedro. El dodecaedro tiene 12 caras y el icosaedro 12
vértices. El icosaedro tiene 20 caras y el dodecaedro 20 vértices. Ambos
tienen 30 aristas. Vamos a describir el plano de simetria del dodecaedro de la

figura del margen: Vemos que pasa por los dos ejes de simetria de dos caras,
por una arista. ¢Y luego? éYa no lo vemos? Observa que vuelve a pasar por dos ejes de simetria de
caras y por otra arista. Como el dodecaedro tiene 20 aristas, hay 10 planos de simetria de este tipo.
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53. Escribe cinco objetos que estén a tu alrededor que sean simétricos e indica su plano de simetria.
Mira en el aula y busca simetrias. ¢Son simétricas las sillas, la ldmpara, la ventana, las mesas...?
¢Cual es su plano de simetria?

54. Define los planos de simetria y los ejes de rotacion de las
siguientes figuras:

a) Un prisma recto de base cuadrada. ¢Y si es oblicuo?
b) Una pirdmide recta de base cuadrada.

c) Si el prisma y la piramide son rectos, pero sus bases son
rectangulos, ¢qué simetrias se mantienen?

55. Determina los
planos de simetria y los ejes de rotacién de estas figuras:

a) Un prisma recto cuya base es un tridngulo equilatero.

b) Una pirdmide recta de base un tridngulo equilatero. ¢Y si
es oblicua?

c) Si el prisma y la piramide son rectos pero de base un
triangulo isésceles, équé simetrias se mantienen?

56. Mediante una simetria especular, ien qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? éY un cono? ¢Y
dos planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.
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4.4. Isometrias en el plano

Las isometrias son trasformaciones geométricas que conservan las distancias y los angulos.

En el plano hemos estudiado las traslaciones, los giros y las simetrias (axiales) que son isometrias.

Ya sabemos que la simetria central en el plano coincide con un caso particular de giro, el giro de 180°.

Los giros y las traslaciones son isometrias directas, pues no cambian el sentido de los angulos. Las
simetrias son isometrias inversas pues si los cambian.

Hemos visto que la composicion de dos traslaciones es siempre otra traslacién, que la composicién de
dos giros del mismo centro es otro giro de igual centro, que la composicidon de dos simetrias es un giro o
una traslacién. Podriamos seguir estudiando qué ocurre si componemos giros de distinto centro, giros
con traslaciones, traslaciones con simetrias y simetrias con giros. Veriamos que casi
siempre obteniamos una simetria, una traslacién o un giro. Salvo cuando componemos una

traslacidon con una simetria. Obtenemos una isometria nueva que llamaremos simetria con b.p,
deslizamiento. Pasamos de la letra b del margen a la letra p por una simetria de eje
horizontal (en negro) y una traslacion (de vector de traslacién en verde).

—

Puntos invariantes: La traslacion no deja ningln punto invariante. Los giros dejan uno, el centro de
giro, y la simetria axial deja una recta, el eje de simetria. La simetria con deslizamiento tampoco deja
ningun punto invariante.

Si en un plano una isometria deja tres puntos invariantes no alineados, entonces deja invariante todo el
plano, luego es la identidad.

En el plano

Puntos invariantes Rectas de puntos | Rectas invariantes
invariantes

Traslacion Ninguno Ninguna Las de direccion igual a la del
vector de traslacién

Giros (de angulo de giro | Centro de giro Ninguna Ninguna
distinto a 180° y 0°)

Simetria (axial) Los del eje de simetria | El eje de simetria | El eje de simetria y las rectas
ortogonales al eje de simetria.

Identidad Todo el plano Todas Todas
Simetria con Ninguno Ninguna Las de direccidn igual al vector
deslizamiento de traslacion y del eje de
simetria.
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4.5. Uso de Geogebra para analizar las isometrias en el plano

Vamos a utilizar el programa Geogebra para estudiar los movimientos en el plano. Estudiaremos las
traslaciones y la simetria axial.

Actividades resueltas

Traslacion
#+ Utiliza Geogebra para estudiar vectores y traslaciones.
e En un archivo de Geogebra Visualiza los ejes, la cuadricula y la ventana algebraica.

e Con la herramienta Nuevo Punto define el origen de coordenadas como A y el punto de coordenadas
(6, 2) como B. y con la herramienta Vector entre dos
puntos determina el vector u de origen A y extremo B ’ ok
que tendra coordenadas (6, 2). ] | o

e Define con Nuevo Punto C (-4, 1), D (-1,2) yE(-3,3)y & ; £
con Poligono dibuja el tridngulo que tiene por vértices . / " 8

estos puntos. V<8 ; /

» Observa que los puntos que has dibujado o
aparecen en la ventana algebraica como objetos '
libres y el triangulo como objeto dependiente.

e Utiliza la herramienta Trasladar objeto acorde a vector para trasladar el tridngulo CDE segun el vector
u, se obtiene el tridngulo C’'D’F’.

57. ¢Qué tipo de cuadrildteros son los poligonos ACC’B, ADD’B y AEE’B?
58. Comprueba en la ventana algebraica que:

a) Las coordenadas de los puntos C, D’ y E’ se obtienen respectivamente al sumar a las
coordenadas de los puntos C, D, y E las coordenadas del vector w.

b) La longitud de cada lado del tridngulo es la misma que la de su trasladado y las dreas de los
triangulo CDE y C’D’E’ coinciden

e Dibuja con Recta que pasa por 2 puntos, la recta g que pasa por los puntos por Cy D y comprueba,
con la ecuacién de la recta, que C’y D’ estan en la misma recta.

e Traslada ahora la recta a segun el vector u,
aparece, denominada b, la misma recta.

+ ¢Qué propiedad tiene la recta a para que
permanezca  invariante  mediante la
traslacion? Una conjetura es que la recta a
es paralela al vector u.

e Para comprobar la conjetura define un Nuevo
Punto F (-1, 1) y con Recta paralela dibuja una
recta f que pase por Fy paralela al vector u.
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e Traslada la recta f segln el vector u y verds que aparece la recta g que coincide con ella. Dibuja otras
rectas paralelas al vector uy comprueba que la traslacion las deja invariantes.

e Mueve con el puntero el punto B, para que el vector u tenga distinta direccién y observa como la
recta a ya no tiene la misma direccidén que el vector u y su trasladada, la recta b, es distinta y paralela
a ella, sin embargo, la recta f tiene la misma direccién que el vector u y su trasladada g coincide con
ella.

59. Investiga si algun punto del plano permanece invariante mediante traslaciones segun diferentes
vectores.

Simetria axial
#+ Utiliza Geogebra para estudiar las propiedades de la simetria axial.
e Abre una nueva ventana de Geogebra y visualiza los ejes, la cuadricula y la ventana algebraica.

e Con la herramienta Nuevo Punto define A (-2, 0) y B (0, 1) y con Recta que pasa por 2 puntos, dibuja
la recta a que pasa por Ay B, que sera el eje de simetria. ]

e Determina el punto C (1, 4) y con la herramienta Refleja
objeto en recta, su simétrico con respecto a la recta g,
gue es el punto D (3, 0).

e Con la herramienta Distancia comprueba que la distancia
del punto C a la recta a coincide con la del punto D a
dicha recta.

e Dibuja con Segmento entre dos puntos el que une los
puntos Cy D.

e Con la herramienta Angulo calcula la medida del angulo
gue forman el segmento CD vy la recta a para verificar que son perpendiculares.

Las siguientes propiedades, que acabas de comprobar, caracterizan la simetria axial:

1

[)

: Las distancias de un punto y de su simétrico al eje de simetria coinciden.

22: El segmento que une un punto y su simétrico es perpendicular al eje de simetria.
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e Con la herramienta Refleja objeto en recta
halla el simétrico de los puntos A y B con
respecto al eje a y comprueba que A y su
simétrico de E coinciden lo mismo que By F.
Prueba con otros puntos de la recta a para
verificar que todos los puntos del eje resultan
invariantes mediante una simetria axial con
respecto a este eje. Verifica, también, que el
eje, la recta a, y su simétrica la recta b
coinciden.

e Utiliza Recta perpendicular para trazar la
recta ¢, perpendicular al eje a que pasa por el
punto B.

e Calcula la recta simétrica de la recta ¢ con
respecto al eje g, se obtiene la recta d que
coincide con c.

e Mejora el aspecto de la construccion dibujando el segmento CD y las rectas ¢ y d con trazo
discontinuo. Haz clic con el botén derecho del raton sobre el elemento o su ecuacién y en
Propiedades, Estilo, elige un trazo discontinuo.

60. ¢Cuales son los puntos invariantes de una simetria axial? ¢Y las rectas invariantes?

61. Utiliza la herramienta Rota objeto en torno a un punto, el angulo indicado para estudiar los giros en
el plano. Define un punto O como centro de giro, por ejemplo, el centro de coordenadas. Define tres
puntos para determinar con Angulo uno de 45°.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman mediante este giro.
b) Investiga si al realizar un giro existen puntos y/o rectas que permanecen invariantes.

62. Utiliza la herramienta Refleja objeto por punto para estudiar la simetria central. Define un punto O
como centro de simetria, por ejemplo, el centro de coordenadas.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman por una simetria central.
b) Comprueba que una simetria central equivale a un giro de 180°.

c) Investiga si en una simetria central hay puntos y/o rectas que permanecen invariantes.
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4.6. Isometrias en el espacio

En el espacio hemos estudiado las traslaciones, los giros, las simetrias centrales y las simetrias
(especulares). La simetria central es un movimiento nuevo diferente de los giros.

En el espacio, traslaciones y giros son isometrias directas, y simetrias especulares y simetrias centrales
son isometrias inversas.

No hemos estudiado su composicion, pero no nos costaria nada ver que la composicién de dos
traslaciones es otra traslacion, de vector, la suma de los vectores de traslacién. La composicion de dos
giros del mismo eje es otro giro del mismo eje y de angulo, la suma de los angulos. La composicion de
dos simetrias de planos paralelos es una traslacidén, y la composicion de dos simetrias de planos
secantes es un giro de eje, la recta de interseccion de los planos. La composicion de dos simetrias
centrales del mismo centro es la identidad. El comportamiento de estas composiciones es similar a lo
que ocurre en el plano.

Mds complicado es estudiar en el espacio la composicidon de giros de distinto eje, giros con simetrias,
simetrias con traslaciones y traslaciones con giros en el espacio. Igual que en el plano aparecieron
nuevas isometrias, la simetria con deslizamiento, ahora también nos aparecen nuevas isometrias:
simetria rotativa, simetria con deslizamiento...

Puntos invariantes:

La traslacidn no deja ninglin punto invariante.

La simetria central deja un punto invariante, el centro.

Los giros dejan una recta, el eje de giro.

La simetria especular deja un plano de puntos invariantes, el plano de simetria.

Y si una isometria en el espacio deja cuatro puntos invariantes no coplanarios, es la identidad.
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5. MOSAICOS, FRISOS Y ROSETONES

Al pasear por una ciudad o por el campo puedes ver montones de transformaciones geométricas: veras
simetrias, giros y traslaciones por doquier, formando mosaicos, frisos o rosetones; o bien en las formas

de las flores

5.1. Mosaicos

63. Mira este azulejo de un mosaico de Estambul. La celda
unidad es cada uno de los azulejos con la que se construye
todo el mosaico mediante traslaciones. Indica los vectores
de traslacion. Pero puedes reducir el motivo minimo.

¢Utilizando giros?  ¢Utilizando

simetrias? Mira la

ampliacidon: Comprueba que puedes utilizar como motivo

minimo la octava parte del azulejo.

Realiza la misma
observacién con los
otros dos azulejos
de Estambul
siguientes:

T
Pl S ol Dol D

64. AnaII|S|

de mosaicos de la Alhambra: Observa el mosaico del

margen. Imagina que es infinito, que completa todo el plano. Puedes
tomar como motivo minimo un par de hojitas. Para pasar de un par
de hojitas al otro par adyacente, équé trasformacion has utilizado?
¢Es una simetria? ¢Es un giro? {Hay centros de giro de 60°? ¢Y de
180°7? ¢Y de 30°?

Utiliza una trama de tridngulos, o dibuja una en tu cuaderno, para
disefiar un mosaico parecido a este. Marca en la trama los centros

de giros de 60°, de 180° y de 30°. Dibuja un motivo minimo sencillito, por ejemplo una poligonal o
una hoja, y muévelo usando esas transformaciones.
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65. Analiza la animacién de generacién de un mosaico mediante giros y traslaciones, analiza la

animacion:
./3A/185487 am 1 Alhambra 3.swf

Observa cdmo primero dibuja una trama de cuadrados, dibuja un motivo minimo formado por dos
segmentos, luego le aplica isometrias a ese motivo: giros de 90°, con los que dibuja la estrella, que por
simetria completa la celda unidad a la que por ultimo la traslada por todo el mosaico.

66. También puedes ver en la siguiente animacion:

como se realiza un estudio del mosaico del margen, buscando la celda
unidad, el motivo minimo y estudiando sus giros (de 90° y 180°) y sus ejes de
simetria.

Utiliza una trama de cuadrados, o dibuja una en tu cuaderno, para disefiar un
mosaico parecido a este. Marca en la trama los centros de giros de 90° y de
180°. Marca los ejes de simetria. Dibuja un motivo minimo sencillito, por
ejemplo, una poligonal, y muévelo usando esas transformaciones. Completa

./3A/195377 am 1Alhambra2.swf

primero la celda unidad, y luego trasladala.

5.2. Frisos
Las puntillas, las grecas de los bordados, las telas estampadas, las rejas... utilizan muy a menudo las

traslaciones en sus disefos. Son los frisos.

Observa el friso del margen. Como todos los frisos se
obtiene trasladando un motivo. Pero pueden tener otras / i _
isometrias ademas de la traslacion. La combinacion de f ; i
traslacion, simetrias y giros permiten obtener siete tipos
de frisos diferentes. Bb, 418 \ |

67.

L1.

68.

Hemos formado frisos utilizando las letras del
alfabeto. Todos ellos se forman por traslacién. Pero en
ocasiones hay otras isometrias. A) ¢En cuales hay una
simetria de eje horizontal? B) ¢En cudles hay giros de 180°. C) ¢En cuales hay simetrias de eje
vertical? D) ¢Hay simetrias con deslizamiento? E) Sefiala todas las familias de simetrias respecto a un
eje, de giros y de traslaciones por las cuales un punto del friso se transforma en otro punto del
mismo (supuesto que se prolongue hasta el infinito).

LLLLL, L2. NNNNN, L3. VVVVV, L4. CCCCC, L5. HHHHH, L6. pbpbpb, L7. pgqdbpgdbp

Sal a la calle o en tu casa y busca frisos. Fotografia rejas, mira puntillas y grecas... y haz un estudio de
los diferentes frisos que encuentres. Dibuja en tu cuaderno su disefio e intenta clasificarlos segun el
esquema de las letras del problema anterior, segun las transformaciones que utilicen. Para ello hazte
las siguientes preguntas: 1) ¢Tiene giros? Si la respuesta es NO, entonces: 2) ¢Tiene simetria
horizontal? Si la respuesta es SI, es un L4, que como el friso formado por la letra C o la letra D, no
tiene giros y si, simetria de eje horizontal. Si la respuesta es NO, entonces: 3) ¢Tiene simetria
vertical? Si la respuesta es Sl, es un L3, como el friso formado por la letra V o la letra A, que no tiene
ni giros, ni simetria horizontal y si simetria vertical. Si la respuesta es NO, entonces: 4) ¢Tiene
simetria con deslizamiento? Si lo tiene es un L6, y si no es un L1. Pero si tiene giros puede tener
también simetria horizontal y es un L5, o tener simetria con deslizamiento y ser un L7, o sélo tener el
giro y ser un L2, como el friso formado por la letra N o la letra S.
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Movimientos en el plano y en el espacio. 32 A de ESO

69. En los frisos siguientes sefiala todas las familias de simetrias respecto a un eje, de giros y de
traslaciones por las cuales un punto del friso se transforma en otro punto del mismo (supuesto que
se prolongue hasta el infinito).

PPN

Friso L1: Sélo traslacion

CLLLE

Frisos L2: Giros de 180°

4

Friso L3: Simetria vertical

SEEeee

Friso L4: Simetria horizontal
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ﬂ Movimientos en el plano y en el espacio. 32 A de ESO

Friso L5: Giros, simetrias verticales y simetrias horizontales

Friso L6: Simetria con deslizamiento

Mt

Frisos L7: Simetria con deslizamiento y simetria vertical.
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5.3. Rosetones

Los rosetones de las catedrales son espectaculares, pero también se pueden ver en situaciones mas
cotidianas, como los tapacubos de los coches.

Se denominan grupos de Leonardo a los grupos de isometrias
de estos rosetones. Pueden tener simetrias o Unicamente
giros. Este roseton de una catedral tiene ejes de simetria y
divide la circunferencia en 12 trozos iguales. Decimos que es
un D12. Si no hay simetrias, sdlo giros decimos que es un C5,
o un C6... segun divida a la circunferencia en 5 o en 6... partes
iguales.

Por ejemplo, éte has fijado en los tapacubos de los coches?
En ocasiones tienen disefios interesantes. Hemos recogido fotografias de algunos tapacubos para que
los estudies.

70. Andlisis de tapacubos: Observa los siguientes tapacubos. Indica, para cada uno de ellos, las
siguientes cuestiones:

a) Tiene simetria central.
b) Tiene ejes de simetria axial. ¢ Cudntos?
c) Tiene centro de giro, écual es el menor angulo de giro que lo deja invariante?

d) Sal a la calle y fotografia o dibuja los tapacubos que veas y te parezcan interesantes. Haz un
estudio de ellos.
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Movimientos en el plano y en el espacio. 32 A de ESO

CURIOSIDADES. REVISTA

/ Mosaicos de la Alhambra

Como sabes los drabes de Espafia eran grandes
matemadticos y en los mosaicos de la Alhambra
demuestran, ademas de su sentido artistico,
sus conocimientos de Matemadticas. Se ha
demostrado que, partiendo de un motivo
minimo, y aplicdndole giros, simetrias,
traslaciones... sélo hay 17 formas distintas de
completar el plano haciendo un mosaico. Es
sorprendente que esas 17 formas ya se
encuentren en los mosaicos de la Alhambra.

Puedes ver la generacion de uno de estos mosaicos de la Alhambra mediante simetrias:
/3A/195375 am 1.swf
Busca “mosaicos” en Internet, y sabrds mds sobre la generacion de mosaicos.
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demostrado que sélo hay 7 formas distintas de hacer esos
disefos utilizando, ademas de las traslaciones, giros v simetrias.

-

“m—-q—_ e )

ﬂ###
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o

Puedes ver la generacion de un friso: (./3A/195415 am 1Friso.swf )
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espacio existen 230 posibles tipos de
disefios cristalograficos que
compacten el espacio.

Para ser matematico hay que ser poeta, Sonya Kovalevkaya.

Rosetones

Giros y simetrias pasando todos por un centro. Asi se
disefian los rosetones. Si sélo hay giros se llaman C,,
siendo C; si sélo tiene un giro de 180°, C; si lo tiene de
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ﬂe mueves no sélo cuando andas o vas en coche. Cuando
estds quieto también te mueves. Todo se mueve en el
Universo. La Tierra gira alrededor de su eje. El radio de la
Tierra es de 6 400 km, por lo que la longitud del Ecuador
terrestre es de 2nr = 40 192 km. Tarda 24 horas en dar
una vuelta, luego 40 192/24 = 1674.67, por lo que si
estuvieras en el Ecuador estarias moviéndote a una
velocidad aproximada de 1 675 km/h.

La Tierra gira alrededor del Sol. Tarda
aproximadamente 365 dias en dar una
vuelta completa. Ahora viajamos a
107 000 km/h girando alrededor del Sol.

Planetas del Sistema Solar

(EI Sol se mueve dentro de nuestra galaxia,
donde también gira a una velocidad de 810 000
km/h alrededor el centro de la galaxia. El Sol
estd a 27 000 afios luz del centro de nuestra
galaxia y tarda 200 millones de afios en dar una
vuelta.

Nuestra galaxia, la Via Lactea, también se mueve. Se aproxima
a la Galaxia Andrémeda a una velocidad de 230 000 km/h.

iMareo me da el pensar a qué velocidad me estoy moviendo!
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RESUMEN

Concepto

Definicion

Ejemplos

Semejanza

Transformacion geométrica que conserva los angulos y
las distancias son proporcionales.

Una fotocopia reducida

Traslacion

Viene determinada por su vector de traslacion.
Son isometrias directas.
La composicidn de dos traslaciones es una traslacion.

El trasladado del punto P (1, 2)
por la traslacion de vector
v=(4,5)esP’(5,7).

Giro o rotacion en
el plano

Giro en el espacio

Viene determinado por el centro de giro y el angulo de

Viene determinado por el eje de giro y el angulo

El girado del punto P (1, 2) por
el giro de centro el origen y
angulo 90° es P’ (2, 1)

Simetria axial

Se conoce por su eje de simetria

El simétrico del punto P (1, 2)

] 114 1= 4 1 - T et por la simetria de eje el eje de
especular Se conoce por su plano de simetria ordenadas es P’ (-1, 2)
Isometrias Son trasformaciones geométricas que conservan las | Traslaciones, giros y simetrias

distancias y los angulos.

Composicion de
isometrias

La composicidn de dos isometrias directas es una isometria directa.

La composicion de dos isometrias inversas es una isometria directa.

La composicion de una isometria directa con una inversa es una isometria inversa.

Composicion de
isometrias en el
plano

La composicidn de dos giros del mismo centro es un
giro del mismo centro.

La composicidn de dos simetrias es un giro o una
traslacion.

Elementos
invariantes en el

La traslacion no deja ninguin punto invariante.
El giro deja invariante un punto, el centro de giro.

plano La simetria deja invariante una recta, el eje de simetria
La identidad deja invariante todo el plano.
Elementos La traslacion no deja ningdn punto invariante.

invariantes en el
espacio

La simetria central deja invariante un Unico punto, el
centro de simetria.

El giro deja invariante una recta, el eje de giro.

La simetria deja invariante el plano de simetria

La identidad deja invariante todo el espacio.

Un buen resumen de este capitulo lo tienes en esta presentaciéon en Power Point:

./3A/Mosaicosyfrisos.pdf
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MATERIALES PARA EL AULA

Presentaciones:
Un buen resumen de este capitulo lo tienes en esta presentaciéon en Power Point:

./3A/Mosaicosyfrisos.pdf

Algunas presentaciones de Power Point:
» Sobre frisos y mosaicos

./3A/Movimientosenelplano.pdf

» Frisos y mosaicos en la web: En Pensamiento Matematico:

http://innovacioneducativa.upm.es/sandbox/pensamiento/chip geometrico/geometria y arte.pdf

Trabajos realizados por estudiantes que pueden servir de modelo para que, ahora ellos, realicen otros
similares:

» Frisos y rejas unidos por las Matemdticas.
./3A/rejas.pdf
Presentacion confeccionada por dos alumnas de 22 de bachillerato del Instituto Salvador Victoria de
Monreal del Campo de Teruel: Pilar Lorente Lorente y Paloma Plumed Martin. Es un trabajo interesante
sobre frisos y rejas, aunque, opinamos, que algun friso no esta correctamente clasificado. Sin embargo,
es un magnifico modelo para inspirar otros trabajos de salir a la calle y fotografiar o dibujar rejas, (o
mosaicos, o otros tipos de frisos) que se vayan viendo.

» Power Point que recoge trabajos sobre mosaicos de diferentes alumnos de la Universidad Politéc-
nica de Madrid. Puede también servir de inspiracién para proponer al alumnado que confeccione
SUS pPropios mosaicos.

./3A/Mosaico.pdf

Internet
Buscando en internet hemos encontrado, bajo el titulo de los 17 grupos de simetria en el plano, la
siguiente entrada: http://www.acorral.es/index3.htm. Son practicas con Geogebra sobre mosaicos,
frisos y celosias. Estan disefiados, con disefios vistosos y originales mosaicos con los 17 grupos. Al final
hay una tabla, a modo de resumen, que permite identificar y clasificar cada grupo de simetria. También
hay una hoja de trabajo para el alumnado.
También en Internet, en http://www.xtal.igfr.csic.es/Cristalografia y en particular en:
http://www.xtal.igfr.csic.es/Cristalografia/parte 03.html
un trabajo sobre los grupos de autosimetria de los cristales sumamente interesante y de un nivel muy
alto. Existe 32 clases de redes cristalinas: triclinico, monoclinico, tetragonal, clibico, hexagonal... Estudia
que sélo 11 tienen centro de simetria. Al analizar cuales son compatibles con la traslacién se obtienen
las redes (o redes de Bravais) de las que hay 11 redes. Combinando los 32 grupos cristalograficos con las
11 redes encuentra que hay 230 formas posibles de repetir un objeto finito (motivo minimo) en el
espacio de dimensién tres.

Libros:

La Alhambra. Trabajo monografico editado por la Asociacion de Profesores de Matematicas de
Andalucia, en 1987, que recoge trabajos de diversos autores, que permite aprender mucho mds sobre
transformaciones geométricas y los grupos de autosimetria en el plano. Editado por la revista “Epsilon”.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Traslacion

1.

10.

11.

12,

Dibuja en tu cuaderno un paralelogramo sobre un sistema de referencia y una cuadricula. Tienes
cuatro segmentos orientados. Determina las coordenadas de los vectores sobre dichos segmentos.
¢Cudles tienen las mismas coordenadas?

Tenemos los puntos A (0, 5), B (3, 6), C (4, -2) y D (7, 3). Calcula las coordenadas de los vectores AB;
AC; AD; BC; BD; CD; DC; BA.

Determina el vector de traslacion que traslada el punto A (3, 7) al punto A’ (1, 5).

Por la traslaciéon de vector u = (2, 8) se traslada el punto A (9, 4) al punto A’. (Cuales son las
coordenadas de A”?

Por la traslacién de vector u = (-3, —1) se traslada el punto A al punto A’ (3, 3). {Cuales son las
coordenadas de A?

Trasladamos la circunferencia de centro C (5, 2) y radio 3 unidades con la traslacion de vector u =
(=5, —2). Determina el centro y el radio de la circunferencia trasladada.

Dibuja en tu cuaderno unos ejes coordenados y en ellos un cuadrado de lado 2 unidades al que
llamas C, le aplicas una traslacion segun el vector u = (4, 1) y llamas C' a su trasladado. Ahora aplicas
a C’ una traslacion segun el vector v = (-2, 4). La isometria que transforma C en C", ées una
traslacién? Escribe las coordenadas de su vector. Mediante esa traslacién, éen qué punto se
transforma el origen de coordenadas?

El vértice inferior izquierdo de un cuadrado es A (3, 1) y el vértice superior izquierdo es B (1, 3). Le
aplicas una traslacion de vector u = (-2, 4), écudles son las

coordenadas de los cuatro vértices del cuadrado transformado?

Dibuja la imagen que resulta de aplicar al trapecio de la figura la
traslacion de vector OA = (-1, 2). Determina las coordenadas de los
puntos transformados de A (-1, 2), B (1, 1), C (4, 2) y D (5, 4) por
dicha traslacién. g

Aplica la traslacién de vector u = (-3, 4) al tridngulo ABC de vértices A 2|

(3, 1), B (4, 4), C (6, 5), y calcula las coordenadas del tridngulo
transformado.

Dibuja en tu cuaderno un circulo de centro el origen y radio 2 unidades.
a) Trasladalo con la traslacion de vector u = (3, 0).

b) Trasladalo después mediante la traslacion de vector v = (0, 4).

c) Indica las coordenadas del centro del segundo circulo trasladado.

d) Indica las coordenadas del trasladado del punto (0, 2) al aplicarle cada una de las dos
traslaciones.

Trasladamos el triangulo ABC de vértices A (6, 1), B (=3, 4) y C (0, 8), mediante la traslacién de vector
u = (7, 1), y luego mediante la traslaciéon de vector v = (2, 8). Determina las coordenadas del
triangulo transformado analitica y graficamente.

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas 32 A ESO. Capitulo 8: Movimientos Autoras: Adela Salvador y Maria Molero

www.apuntesmareaverde.org.es //" Revisores: Sergio Herndndez y Javier Rodrigo

e llustraciones: Maria Molero; Milagros Latasa; Banco de Imagenes de INTEF y Adela Salvador

o

Ve

p §




13.

14.

15.
16.

17.

La composicién de dos traslaciones tiene por vector (5, 9). Si una de ellas es la traslacién de vector u
= (7, 3), équé componentes tiene el otro vector de traslacion?

a) Dibuja en tu cuaderno un tridngulo ABC y traslddalo 5 cm a la derecha. Denomina A’B’C’ al
triangulo obtenido.

b) Traslada A’B’C’ ahora 4 cm hacia arriba y denomina A”B”’C” al nuevo triangulo.

c) Dibuja el vector que permite pasar directamente del triangulo ABC al A”B”’C” y mide su longitud.
¢Cuales son sus coordenadas?

Determina el vector de traslacion de la traslacidon inversa a la de vector u = (-2, 5).

a) Dibuja en tu cuaderno una figura, y repite el dibujo trasladando la figura 4 veces con la misma
traslacién. Al hacerlo, dibujaras un friso.

b) Un friso confeccionado con letras L es: L L L L L. Dibuja un friso confeccionado con letras J. Otro
confeccionado con letras M. Adem3s de traslacién, éitiene simetrias?

c) Busca un friso. Mira las rejas de tu calle, un bordado o una puntilla, las grecas de unos azulejos... y
dibuja su disefio en tu cuaderno.

Mediante una traslacion en el espacio, éen qué se transforma un plano? ¢éY una esfera? ¢Y un cono?
¢Y dos planos paralelos? éY dos planos ortogonales? Analiza los resultados.

Giros

18.

19.

20.
21.

22.

23.
24.

25.

Dibuja en tu cuaderno el punto A (5, 4). Indica las coordenadas del punto A’ que se obtiene al girar
180° y con centro el origen el punto A. Indica las coordenadas del punto A” obtenido al girar A” 90°
con el mismo centro de giro.

Dibuja una figura en tu cuaderno, célcala, recértala y pégala inclinada al lado de la inicial. Las dos
figuras, ¢étienen todas las longitudes iguales?, ¢y sus angulos? Determina, con compas y
transportador, el centro y el angulo de giro.

Dibuja en tu cuaderno una letra F y la letra F girada 30° con centro de giro su punto mas inferior.

Dibuja en tu cuaderno un triangulo rectangulo isdsceles y con centro en el vértice de uno de los
angulos agudos aplicale un giro de 45° en sentido positivo. Luego aplicale otro giro de 45°, y asi
sucesivamente hasta llegar al tridngulo inicial. ¢ Qué giros has estado haciendo?

Dibuja en tu cuaderno un circulo de centro O, dos diametros perpendiculares AB y CD y una cuerda
CB. Sobre el mismo dibujo traza las figuras obtenidas haciendo girar la figura formada por los dos
diametros y la cuerda, con giros de centro O y angulos 45°, 90°, 135°, 180°, 225°, 270° y 315°.
Habras hecho la composicion de giros de 45° varias veces.

¢éLa letra H tiene centro de simetria? Indica tres objetos cotidianos que tengan simetria central.

Sobre unos ejes cartesianos representa los puntos A (2, 6), B (-2, 5), C (5, 3) y sus simétricos
respecto al origen A', B'y C'. { Qué coordenadas tienen A’, B’y C”?

Dibuja en tu cuaderno el tridngulo de vértices A (3, 7), B (5, =5) y C (7, 2). Dibuja el tridngulo que se
obtiene al girarlo con centro en el punto D (8, 8) un angulo de 180°. Es una simetria central. ¢ Cuales
son las coordenadas de los vértices A', B'y C' del nuevo tridngulo?
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26.

27.

28.

Dibuja en un sistema de referencia un punto P y su simétrico P’ respecto del origen. Si las
coordenadas de P son (x, y), icudles son las de P’?

Dado el tridngulo A (3, —4), B (5, 6), C (-4, 5), halla las coordenadas de los vértices del tridngulo
simétrico respecto del origen.

Dibuja un triangulo equilatero ABC y con centro en el vértice A aplicale un giro de angulo 60°. El
tridangulo dado vy el transformado, équé figura forman? Vuelve a aplicar al tridngulo trasformado el
mismo giro de centro A, équé giros has estado haciendo? ¢Cuantos giros debes aplicar al tridngulo

inicial para que vuelva a ocupar la posicion inicial? 4 A
29. Dibuja en tu cuaderno los cuatro puntos de la figura. Determina, con B
regla, compas y transportador, el centro y el 8 '
angulo de giro sabiendo que los puntos Ay B se 2 B
>B han transformado mediante un giroen A’y B".
1 A
A 30. Dibuja la imagen que resulta de aplicar al
4 triangulo de la figura el giro de centro O que 0
! transforma el punto A en el punto B. o 4 2 3 4

32.

33.
34.

35.

36.
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31. Utiliza un transportador de dngulos, regla y compas, para girar una recta
60° respecto a un punto O exterior a ella (es suficiente girar dos puntos de dicha recta). Mide los
angulos que forman las dos rectas, la inicial y la girada. ¢ Observas alguna regularidad? Investiga un
método para girar una recta transformando un solo punto. ¢ Qué punto debes elegir y por qué?

Juego para dos jugadores: Forma sobre la mesa un poligono regular utilizando monedas (o fichas o
bolitas de papel) como vértices. Alternativamente cada jugador retira o una moneda o dos monedas
adyacentes. Gana quien retire la ultima moneda. (Ayuda: Es un juego de estrategia ganadora que

puedes descubrir utilizando la simetria central).

En el disefio de este mosaico se han utilizado giros en el plano. No lo
vemos completo, pero podemos imaginar que fuera infinito. Indica
los centros de giro que veas. En el centro de la figura hay un centro
de giro clarisimo, éde qué angulo? ¢Hay giros de 45°? ¢Cudles son
sus centros de giro? ¢ Hay centros de simetria? Indicalos.

Para cada uno de los siguientes poligonos indica el centro de giro y el

minimo angulo de giro que dejan invariantes a cada uno de ellos:

a) Pentagono regular b) Hexagono regular c) Decdgono regular

d) Tridngulo equilatero e) Rectangulo f) Cuadrado

g) Rombo h) Paralelepipedo i) Octoégono regular

En la simetria central de centro (2, 3) hemos visto que el simétrico del punto A (8, 1) es el punto A’
(-4, 5). Calcula los simétricos de los puntos B (12, 7), C (9, 10), D (5, 8)

y E(7, 6).

Indica si el mosaico de la Alhambra del margen tiene centro de giro, y
determina cual es el menor angulo de giro que hace que el mosaico se
superponga (sin tener en cuenta los cambios de color). éHay centros de
simetria?
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37.Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una simetria central, una recta, una

circunferencia, un segmento, un tridngulo, dos rectas paralelas y dos rectas
perpendiculares. ¢En qué se transforman? Analiza los resultados.

38. ¢Qué numero minimo de cuadrados es necesario pintar de verde para que el
cuadrado grande tenga un centro de simetria?

39. Hemos girado el punto A (3, 5) y hemos obtenido el punto A’ (7, -2).
Determina el centro de giro y el angulo utilizando regla, compds y
transportador de angulos.

40. ¢Cudles de los poligonos estrellados de la figura
del margen tienen centro de simetria? Indica el centro de
giro y el minimo angulo de giro que deja invariantes a
cada uno de ellos.

41. Determina
tres objetos cotidianos que tengan algun eje de giro.

42. Observa esta torre mudéjar de Teruel. Esta disefada
utilizando giros en el espacio. ¢Cudl es su eje de giro? ¢Y el
angulo de giro?

43. Piensa en los cinco poliedros regulares. Unos tienen simetria
central en el espacio, otros no. ¢ Cudles la tienen?

TETRAEDRO HEXAEDRO OCTAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO

44. Piensa ahora en los siguientes cuerpos geométricos: Una pirdmide cuadrangular regular, un prisma
triangular regular, un prisma romboidal oblicuo, un cilindro y un cono. ¢Cudles pueden formarse
mediante giros en el espacio? ¢ Cudl es su eje de giro? ¢ Cudles tienen simetria central y cudles no?
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Simetrias

45. Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia y una letra B. Dibuja la letra simétrica de B respecto
del eje de abscisas y respecto del eje de ordenadas.

46. Clasifica las letras mayusculas del alfabeto, a) en las que son simétricas respecto de un eje de
simetria horizontal y un eje de simetria vertical. b) en las que sélo son simétricas respecto de un eje
de simetria vertical, c) en las que sélo lo son respecto del eje de simetria horizontal, y d) en las que
no tienen ningun eje de simetria. e) Comprueba que las letras que tienen dos ejes de simetria tienen
centro de simetria. La razon vya la sabes: La composicidon de dos simetrias de ejes secantes es un giro.

47. iCuales de las siguientes sucesiones de letras tienen un Unico eje de simetria? ¢Cuales tienen dos
ejes? ¢Cudles ninguno? ¢ Cuales tienen centro de simetria?

a) ONO

48. Indica los ejes de simetria de las siguientes figuras:

a) Cuadrado.

e) Circunferencia.

49. Considera que los vértices del cuadrilatero de la figura tienen de

b) NON ¢) DODO d) 010 e) HEMO f) HOOH
b) Triangulo equilatero. c) Trapecio isésceles. d) Hexagono.
f) Rectangulo. g) Rombo. h) Pentagono.

coordenadas: (1, 3), (2, 3), (3, 2) y (2, 4). Aplicale dos simetrias s
axiales de ejes paralelos, la primera respecto al eje r y la segunda r

respecto al eje s.

transformadas por dicha composicidn de simetrias.

a) Indica las coordenadas de los vértices de las figuras j

Si llamamos C al cuadrildtero inicial, C' a su simétrico respecto al
eje ry C" al simétrico de C' respecto al eje s:
b) éQué isometria nos permite trasformar directamente C en

c".

c) éQué elementos la definen?
d) ¢Qué ocurre si aplicamos las dos simetrias en distinto orden, primero respecto al eje s y después
respecto al eje r? ¢Cuales son ahora las coordenadas de los vértices de la figura C””

transformada?

50. Considera que los vértices del cuadrildtero de la figura tienen de coordenadas: (1, 3), (2, 3), (3, 2) vy

[
»

(2, 4). Aplicale dos simetrias axiales de ejes secantes, la primera
respecto al eje ry la segunda respecto al eje s.

a) Indica las coordenadas de los vértices de las figuras
transformadas por la composicion de simetrias.

b) Si llamamos C al poligono inicial, C' al simétrico respecto al eje
ry C" al simétrico de C' respecto al eje s: ¢Qué isometria nos permite
trasformar directamente C en C". ¢ Qué elementos la definen?

c) ¢Qué ocurre si aplicamos las dos simetrias en distinto orden,
primero respecto al eje s y después respecto al eje r? ¢Qué isometria

tenemos ahora? ¢ Qué elementos la definen?

d) Indica las coordenadas de los vértices de la figura transformada si primero aplicamos la simetria

de eje sy luego la de eje r.
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51. Dibuja en un papel el contorno de una figura irregular, en al menos cinco posiciones. (Si no se te
ocurre ninguna figura, dibuja una letra G). a) éSon iguales estas figuras? Explica tu razonamiento. b)
éComo puedes pasar de una figura a otra? c) Colorea con el mismo color todas las figuras que
puedes alcanzar desde la posicion inicial, desplazando la figura sin levantarla. Utiliza otro color para
las restantes. ¢Se puede pasar siempre de una figura a otra del mismo color, deslizando la figura sin
darle la vuelta? ¢ Cambian las dimensiones de la figura?

52. El tridngulo equilatero T de la figura se ha transformado en el
triangulo T' mediante una simetria axial de eje r. a) Copia el dibujo
en tu cuaderno y nombra en el dibujo a A', B'y C’, que son los
transformados de A, B y C respectivamente. b) Encuentra un giro
que trasforme T en T’, indicando el centro y el angulo de giro,
¢cudles son ahora los trasformados de los vértices A, By C?

53. Libro de espejos: Utiliza un libro de espejos para obtener simetrias.
Puedes construir uno con dos rectangulos de metacrilato unidos
con cinta de embalar. Mira por el libro de espejos un segmento,
una circunferencia, diferentes figuras...

Problemas

54. Indica los puntos invariantes y las rectas invariantes en cada uno de los siguientes movimientos.

a) Una traslaciéon segun el vector (1, 3).

b) Una simetria axial respecto al eje de
8 ordenadas.
- c) Una simetria central respecto al centro de

coordenadas.

55. En la figura adjunta el hexdgono 1,
5 denominado H1, ha cambiado de posicion mediante
4 movimientos. A) Indica el tipo de movimiento:

traslacién, giro o simetria que trasforma H1 en cada
3 , .

uno de los otros hexdgonos. B) Determina, en cada
2 caso, los elementos basicos que definen cada

transformacion indicando las coordenadas de cada
uno de los vértices de H1 qué coordenadas tiene en

Y T B B 7 B B 7 &% & % cada upo de los transformados, y si es posible,
generaliza.

56. Sabemos que las traslaciones no dejan ningln punto invariante, pero, a) é¢deja alguna recta
invariante?

b) La simetria central deja un punto invariante, el centro, pero, équé rectas deja invariantes una
simetria central en el plano? ¢Y una simetria central en el espacio?

¢) Una simetria axial deja invariantes todos los puntos de su eje, que es una recta invariante de puntos
invariantes, pero ¢qué otras rectas invariantes deja una simetria axial? ¢Y qué otros puntos?

d) Una simetria especular, en el espacio, deja un plano invariante de puntos invariantes, el plano de
simetria, équé otros planos deja invariantes? ¢ Qué otras rectas? ¢ Qué otros puntos?
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57. Copia en tu cuaderno y completa las siguientes tablas:

Tabla I: En el plano Puntos invariantes Rectas invariantes Rectas invariantes de
puntos invariantes

Traslacion

Simetria central

Giro

Simetria axial

Simetria con
deslizamiento

Tabla ll: En el espacio Puntos invariantes Rectas invariantes Planos invariantes

Traslacion

Simetria central

Giro

Simetria especular

Simetria con
deslizamiento

58. Dibuja el tridngulo T de vértices A (2, 1), B(4,2)y C(1, 3)

a) Aplica a T una traslacion segun el vector u = (-3, 2), llama T' a su transformado e indica las
coordenadas de sus vértices.

b) Dibuja el tridngulo T" que resulta de aplicar a T un giro de 270° respecto al origen de
coordenadas e indica las coordenadas de sus vértices.

59. Dibuja el cuadrado K de vértices A(2,1),B(4,2)C(1,3)yD (3, 4).

a) Aplica a K una traslacion segun el vector u = (-3, —1), llama K' a su transformado e indica las
coordenadas de sus vértices.

b) Dibuja el cuadrado C" que resulta de aplicar a C una simetria central respecto al punto (3, 0) e
indica las coordenadas de sus vértices.

Problemas de ampliacion

60. Transforma la letra L mediante dos isometrias consecutivas. ¢Puedes obtener el resultado final
mediante una Unica isometria? Analiza posibles situaciones.

61. Pliega una tira de papel como un acordedn. Haz algunos cortes y despliégala. Habras confeccionado
un friso. Sefala en él todas las isometrias. Ensaya otros disefios de frisos.
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62. La composicion de isometrias no es conmutativa. Observa ;
la figura adjunta: | o

a) Determina la isometria que transforma el triangulo ABC
en A;B;C; y la que transforma éste en A2B,C;

B B, B
b) Indica la isometria que transforma el tridngulo ABC en . " B, | o
) s ; e
A’B’C’y la que transforma éste en A”B”’C”. g
c) é¢Qué conclusion obtienes?
63. Indica las isometrias que hay que aplicar a la figura coloreada

en azul para obtener la figura completa. Determina los elementos que
definen cada isometria. Colorea de distinto color cada uno de los
cuatro poligonos y construye un friso.

64. 1) La letra A tiene un eje de simetria vertical. 2) La letra H tiene
dos ejes de simetria, uno vertical y el otro horizontal, ademas de un
centro de simetria. 3) La letra Z tiene centro de simetria, pero ningun
eje de simetria. 4) La letra E tiene un eje de simetria horizontal. 5) La
letra F no tiene centro de simetria ni ningun eje de simetria. Clasifica las letras del abecedario en
estos grupos, en el primer grupo estaran las que tienen un eje de simetria vertical, como la letra A,
en el segundo las que tiene dos ejes de simetria, uno vertical y el otro horizontal, como la letra H, en
el tercero las que sdlo tienen centro de simetria como la letra Z, y en el cuarto las que como la letra
E tienen un eje de simetria horizontal. Por ultimo, en un quinto grupo las que no tienen ningun tipo
de simetria como la letra F.

65. Anadlisis de un mosaico: Dibuja en tu cuaderno una trama de
triangulos, en ella un esquema del mosaico del margen y seiiala en
tu dibujo todos los ejes de simetria, los centros de giro y los
vectores de traslaciones por los cuales el transformado de un
punto del mosaico (supuesto que se prolonga hasta el infinito) es
también un punto del mosaico.

a) ¢Hay giros de 60°? Si los hay marca los centros de estos giros

con un asterisco *.
b) ¢Hay giros de 180°? Si los hay marca los centros de estos giros con un circulo o.
c) Senala los ejes de simetria que encuentres con una linea de puntos.

d) Dibuja al margen los vectores de traslacidn, horizontales y verticales,
gue haya.

e) Disefa tu propio mosaico que mantenga los mismos movimientos
haciendo algo sencillo (un arco, una poligonal) que se vaya moviendo.
66. Analiza este otro mosaico. Indica las transformaciones que tenemos
gue aplicar al elemento minimo del mosaico adjunto para dejarlo invariante.
Indica también los elementos que las caracterizan.

67. En la animacidn siguiente observa la forma de obtener un mosaico.

./3A/195375 am 1.swf

Ha tomado una celda unidad de 4 cuadraditos, ha seleccionado un motivo
minimo... Indica que simetrias ha utilizado, qué giros y qué traslaciones.
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

74,

75.

Determina los ejes y centros de simetria de las siguientes graficas de funciones. Sefiala cudles son
pares y cuales impares. (Dibuja previamente su grafica).

c)y=x*

Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetria, dibujalos en tu cuaderno e indica la forma de
determinarlos.

a)y =x? b)y =x3 d)y=x

Un octaedro tiene 9 planos de simetria, dibujalos, 6 pasan por los puntos medios de aristas
opuestas, ¢sabes caracterizar los otros 3? Intenta encontrar planos de simetria en un dodecaedro, y
en un icosaedro.

Un ser humano es mas o menos simétrico. Los
mamiferos, pajaros y peces también lo son. Tienen un
plano de simetria. A) Y las estrellas de mar como la de la
figura, étienen un plano de simetria? B) ¢(Tienen mas?
¢Cuantos? C) ¢Tiene un eje de giro? ¢De qué angulos? D)
¢Tiene simetria central? E) Dibuja en tu cuaderno una
estrella de cinco puntas e indica sus ejes de simetria y su
centro de giro. (Es un grupo de Leonardo Ds)

Un prisma recto de base un rectangulo, étiene simetria central? ¢Tiene planos de simetria?
¢Cuantos? Describelos. ¢Tiene ejes de giro? Describelos. ¢De qué angulos?

Una piramide regular de base un triangulo equilatero, étiene simetria central? ¢Tiene planos de
simetria? ¢ Cuantos? Describelos. ¢Tiene ejes de giro? Describelos. ¢ De qué angulos?

Describe las isometrias que dejan invariantes a los siguientes cuerpos geométricos, analizando sus
elementos:

a) Esfera b) Cilindro recto c) Prisma regular de base cuadrada

d) Cono e) Cilindro oblicuo f) Pirdmide recta de base un tridngulo equilatero
Recorta un triangulo isdsceles obtusangulo. Coldcalo en el libro de espejos de forma que dos lados
queden apoyados en la superficie de los espejos, y el otro sobre la mesa. Mueve las paginas del libro
de forma que veas distintas piramides, en las que su base son poligonos regulares. Esto nos permite
estudiar el giro de las piramides, de qué angulo es. (Puedes construirte un libro de espejos con dos
espejos pequefios o dos hojas de metacrilato, pegados con cinta de embalar adhesiva).

76. Piensa en los poliedros regulares. Copia la siguiente tabla en tu cuaderno y complétala:
POLIEDRO ¢éTiene centro | ¢Tiene ejes de | éCuantos ejes de | éTiene planos | éCuantos planos
de simetria? giro? SI/NO giro tiene? ¢De de simetria? | de simetria tiene?
SI/NO qué angulos? SI/NO
Tetraedro
Cubo

Octaedro
Dodecaedro

Icosaedro
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77.

78

79.

80

81.

82.

83.

Contesta a las siguientes preguntas justificando las respuestas.
a) ¢Es posible que una figura tenga dos ejes de simetria paralelos?
b) Lainterseccion de dos ejes de simetria, ¢es siempre un centro de simetria?

c) éPor qué un espejo cambia la derecha por la izquierda y no cambia lo de arriba por lo de abajo?

d) ¢Es cierto que dos circulos simétricos respecto a un plano
son siempre cortes de una esfera?

A partir de un triangulo cualquiera ABC construimos el triangulo
A’B’C’, en el que A' es el simétrico de A con respecto al centro C,
B' es el simétrico de B con respecto al centro Ay C' es el
simétrico de C con respecto al centro B. Utiliza la trama de \ d
triangulos para calcular el area del triangulo A’B’C” sabiendo que e e
el valor del drea del tridngulo ABC es 1 u?.

Caleidoscopios diédricos: é¢Has mirado alguna vez por un
caleidoscopio? Estan formados por un tubo de cartdn, dos espejos formando angulo y trocitos de
plastico o cristalitos que combinan sus imagenes dando lugar a preciosas composiciones llenas de
simetrias. Fabrica uno, y estudia los giros y simetrias que observes.

Simetrias plegando papel: a) Dobla una hoja de papel y recorta una figura. Al desdoblar habras
obtenido la figura simétrica. b) Dobla una hoja de papel mediante dos dobleces perpendiculares.
(Tendras que hacer coincidir el doblez consigo mismo). Manteniendo el papel doblado recorta una
figura. Al desdoblar, la figura obtenida tendra una doble simetria. c) Con otra hoja de papel, vuelve a
doblar mediante dos dobleces perpendiculares. Dobla de nuevo por la mitad el angulo recto
obtenido. Recorta los disefios que mds te gusten. Estds construyendo modelos de copo de nieve.
¢Cudntos ejes de simetria has obtenido? d) Intenta ahora doblar la hoja de papel para obtener ejes
de simetria que formen angulos de 60° y de 30°. Utiliza tu imaginacidn para obtener nuevos disefios

de copos de nieve.
La simetria en la escritura de Leonardo Da oF =2 o) pelraq slo  dwe X
Vinci: ¢Sabias que, si miras lo escrito por S oSt A2 | se ol ansdoW
Leonardo en un espejo puedes leerlo con ST IO T- N O, e \
ih . . ’ . v of IR 2 0% B ) SOy i
facilidad? Es un buen ejemplo de simetria " cilandgt Y :
i . w21 5% g\ook 1aF - W ook
especular. Lee el siguiente texto del Leonardo.
i 1
Utiliza la propiedad de la composicién de dos BaniY Rk dRMNHRYA,

simetrias de ejes secantes para demostrar que
un angulo inscrito en una circunferencia es la mitad del central que abarca el mismo arco. Ayuda:
Traza la circunferencia, un dngulo inscrito y su central. Traza dos rectas perpendiculares por el centro
de la circunferencia a los lados del dngulo inscrito.

Estudia las isometrias que dejan invariante a un triangulo equilatero. Nombra sus vértices y sus ejes
de simetria. a) Aplica al triangulo un giro de 120° y luego una simetria. ¢ Puedes obtener el mismo
resultado con una Unica transformacién? b) Repite lo mismo con un giro de 240° y otra simetria. c)
Comprueba que siempre la composicion de un giro por una simetria es otra simetria. d) Haz ahora
un giro de 120° y otro de 240°, iqué obtienes? e) ¢Y con dos giros de 240°? f) Comprueba que la
composicion de dos giros del mismo centro es siempre un giro (o la identidad).
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84. Al pasear por la ciudad, mirar el aula, en todo lo que nos rodea podemos ver como la Geometria
permite explicarlo. Mira este mosaico. Busca un

motivo minimo, es decir, un trozo de mosaico
que te permite, mediante movimientos,
recomponerlo. En el disefio de este mosaico,
ése han utilizado simetrias?

¢Hay simetrias de eje vertical?

¢Hay simetrias de eje horizontal?

¢Hay otros ejes de simetria? ¢ Cudles?

¢Hay giros de 90°?

é¢Hay giros de 45°?

¢Hay traslaciones?

85. Disefia en tu cuaderno un motivo minimo (si no
se te ocurre ninguno, usa la letra L), y utiliza las

FEEEEE

mismas simetrias, giros y traslaciones que se

usan en este mosaico para hacer tu propio disefio de mosaico.

Observa tu disefio, y responde a las siguientes preguntas:

e (Si compones dos simetrias de ejes paralelos, qué movimiento obtienes? ¢Es otra simetria? ¢Es
un giro? ¢Es una traslacion? Indica en tu disefio de mosaico en qué ocasion has compuesto dos
simetrias de ejes paralelos y describe completamente el movimiento que has obtenido.

e (Si compones dos simetrias de ejes secantes, qué movimiento obtienes? ¢Es otra simetria? ¢Es
un giro? ¢Es una traslacién? Indica en tu disefio en qué ocasidon has compuesto dos simetrias de
ejes secantes y describe completamente el movimiento que has obtenido.

86. Mira este otro mosaico. Es el famoso mosaico Nazari de los huesos. No vamos a tener en cuenta el
color. Para disefiar el hueso, dibuja en tu cuaderno un
cuadrado. Mira la figura. Corta en los lados verticales un
trapecio y colécalo sobre los lados horizontales. Ya tienes el
hueso. ¢Es simétrico? Tiene un eje de simetria vertical y otro
horizontal, por lo que podriamos tomar como motivo
minimo la cuarta parte del hueso.

e Para pasar de un hueso de color a un hueso blanco,
équé trasformacién se ha usado?

e Dibuja en tu cuaderno, en color rojo, ejes de simetria
verticales y en color azul, ejes de simetria horizontales.

e Sefala, con un asterisco, (*), centros de giro de 90°, y
con un circulo, (0), centros de simetria.
e Utilizando el hueso dibuja en tu cuaderno el mosaico completo.
87. Dibuja en tu cuaderno una letra F mayuscula, y traza también dos rectas m y n que formen un
angulo de 30° y se corten en un punto O. Dibuja su transformado por:
a) Un giro de centro el punto Oy angulo 60°.
b) Lasimetria de ejen
c) Lasimetria de ejem
d) La composicidn de la simetria de eje n con la de eje m
e) Compara el resultado obtenido en el apartado a) con el del apartado d). ¢ Qué observas?
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AUTOEVALUACION

1. Con la traslacion de vector u = (=3, 8) trasladamos el punto P (5, —4) hasta el punto P’y las coor-
denadas de P’ son:

a) (8, 4) b) (2, 4) c)(2,12) d) (6, 3)
2. Altrasladar A (-1, 8) hasta A’ (4, 6) se utiliza el vector u:
a)u=(3,2) b)u=(3,-2) cJu=(5,-2) d)u=(5, 14)

3. Latransformacion que lleva el punto A (2, 0) en el punto A’ (0, 2) no puede ser:
a) Un giro de centro el origen y angulo 90°
b) Una traslacién de vector u = (2, 2)
c) Un giro de centro el origen y dngulo 270°
d) Una simetria de eje y = x.
4. latransformacion identidad también se llama:
a) Simetria central  b) Simetria axial c) Giro de 180° d) Traslacién de vector nulo (0, 0)
5. ¢Como debe ser un tridngulo para tener mas de dos ejes de simetria?
a) rectangulo b) isdsceles c) equilatero d) rectangulo isdsceles
6. Lasimetria central en el plano es un giro de:
a) 360° b) 180° c) 90° d) 0°
7. En el plano, la composicién de dos simetrias de ejes secantes siempre es:
a) una traslacién b) un giro c) otra simetria d) la simetria central
8. Las coordenadas del punto simétrico al punto A (3, 7) respecto del eje de ordenadas son:
a)A’(-3,7) b)A’(3,-7) c)A’(-3,-7) d)A’(7,3)
9. Indica cual de las siguientes letras no tiene simetria central:
a)0 b)H ¢ S d)D
10. Siempre se obtiene un giro haciendo sucesivamente:
a) Dos giros de distinto centro
b) Dos simetrias de ejes secantes
¢) Un giro y una simetria

d) Dos simetrias de ejes paralelos.
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Resumen

Muchas plantas distribuyen sus flores en forma esférica buscando un
aprovechamiento éptimo del espacio. El atomo de hierro dispone sus
electrones en forma de cubo, los sistemas de cristalizacion de los
minerales adoptan formas poliédricas, los panales de las abejas son
prismas hexagonales. Estos son algunos ejemplos de la presencia de
cuerpos geométricos en la naturaleza.

Nos movemos en el espacio, caminamos sobre un plano, observamos la
linea del horizonte, habitamos y nos movemos habitualmente en

poliedros. La informacidn que percibimos por medio de nuestros
sentidos la interpretamos en términos geométricos. Precisamos de las
formulas de areas y volumenes de los cuerpos geométricos para calcular
las medidas de los muebles que caben en nuestro salén, o para hacer un
presupuesto de la reforma de nuestra vivienda.

La Geometria es una de las ramas mas antiguas de las Matemadticas y su
estudio nos ayuda a interpretar mejor la realidad que percibimos. En este
tema recordards las férmulas que estudiaste ya el afio pasado y
profundizaras sobre sus aplicaciones en la vida real. ORIGEN DE LA IMAGEN: WIKIPEDIA
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1. PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO EN EL ESPACIO

1.1. Posiciones relativas en el espacio
En el espacio de tres dimensiones en que nos movemos, los elementos geométricos mas sencillos son
puntos, rectas y planos. Nuestro primer objetivo es describir las posiciones que pueden presentar
cualquier pareja de estos elementos. Trata de imaginarlas antes de leer.
Distinguiremos varios casos:
a) Punto - recta:
Puede ser que el punto pertenezca a la recta o que sea exterior a ella.
b) Punto - plano:
Lo mismo ocurre con un punto y un plano: sélo hay dos posiciones posibles, el punto esta en el
plano o fuera del mismo.
¢) Plano —recta:

i

r T ;;
;JV T

La recta ry el plano m se cortan La recta r y el plano ©m son

r estd contenida en el plano
en un punto paralelos

d) Plano- plano:

T = T2

71 Y T2 son secantes. Tienen en
comun todos los puntos de una
recta

71 Y T2 son paralelos. No tienen
ningun punto comun

71 Y T2 son iguales y todos sus
puntos coinciden.

e) Recta- recta:
Dos rectas en el espacio pueden ser coplanarias si es posible dibujarlas en un mismo plano, o no
coplanarias en otro caso.

Si dos rectas son coplanarias pueden ser paralelas, si tienen la misma direccion, secantes, si tienen un
punto comun, o coincidentes si tienen comunes todos sus puntos. Si dos rectas son no coplanarias no
tienen ningln punto comun y se dice que las dos rectas se cruzan.

ry s son secantes. ry s son paralelas. ry s secruzan.
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1.2. Angulos diedros, triedros y poliedros.

Todo plano divide al espacio en dos semiespacios. Dos planos que se cortan quedan divididos en cuatro
semiplanos que pasan por una misma recta y que a su vez dividen al
espacio en cuatro regiones.

Cada una de las regiones del espacio comprendida entre dos
semiplanos que tienen una recta comun, se llama dngulo diedro. Los
semiplanos que lo definen se llaman caras del angulo diedro vy la recta !
comun arista. | i

Si en un diedro trazamos dos perpendiculares a la arista en el mismo
punto, situadas cada una de ellas en una cara, el angulo que forman
dichas perpendiculares se llama dngulo

‘ rectilineo del diedro.

Un dngulo poliedro es la regién del espacio limitada por tres o mas semiplanos
que son secantes dos a dos y que tienen un punto comun que se llama vértice.
Cada semiplano es una cara del poliedro y las rectas interseccién de las caras son
las aristas del angulo poliedro.

La suma de los dngulos de los diedros que forman un angulo poliedro debe ser menor que 360°
En el caso en que un angulo poliedro tenga exactamente tres caras, se llama triedro.

Ejemplo:

4+ Observa cualquiera de las esquinas del techo de la habitacidn en la que estds. Cada una de
ellas es el vértice de un triedro en el que las caras son dos paredes consecutivas y el techo.

1.3. Perpendicularidad en el espacio
En el espacio debemos tratar varios casos de perpendicularidad.

Dos planos son perpendiculares si los cuatro angulos
rectilineos que determinan, son angulos rectos.

Una recta es perpendicular a un plano si lo corta y es r
perpendicular a cualquier recta que esté contenida en el
plano.

Dos rectas son perpendiculares si forman un angulo recto.

Es el caso mas sorprendente por dos razones en primer lugar
en el espacio dos rectas pueden ser perpendiculares sin
cortarse y en segundo hay infinitas rectas perpendiculares a
una recta r dada y que pasan por un punto P dado. Todas
ellas estan contenidas en un plano perpendicular a la recta r

que pasa por el punto P. T es perpendicular a 7, y a todas las rectas
contenidas en 7.

Los planos 1, > son perpendiculares
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Actividades resueltas

#+ Busca un ejemplo en la figura de:

a) Planos paralelos. b) Planos perpendiculares. c) Rectas paralelas. d)Rectas perpendiculares y
coplanarias. e)Rectas perpendiculares y no coplanarias. f) Rectay plano paralelos.

a) El plano que contiene a la cara ABCD es paralelo al plano que
A ! B contiene a la cara EFGH.
' b) El plano que contiene a la cara ABCD es perpendicular a los
d i planos que contienen a las caras DCGH, CBFG, ABFE y ADHE.
c) La recta que pasa por Ay B es paralela a la recta que pasa por D
j : y C, a larecta que pasa por Ey F, y a la recta que pasa por Hy G.

d) La recta que pasa por Hy G es
perpendicular a la recta que pasapor Gy F,
y ambas estan en el plano que contiene a
la cara EFGH, por lo que son también
coplanarias.
e) La recta que pasa por Hy G es perpendicular a la recta que
pasa por Ay D. Estas dos rectas pertenecen a planos diferentes.
f) La recta que pasa por Ay B es paralela al plano que contiene
ala cara EFGH.

+ Si dos planos paralelos determinan segmentos iguales al cortar a
dos rectas, ¢ puedes afirmar que las rectas son paralelas?

No necesariamente. Observa la figura de la derecha y te dards cuenta. Las rectas del dibujo
determinan un triangulo isdsceles al cortar a dos planos paralelos y cortarse entre si, tal como
aparece en la figura. Los segmentos interceptados por los planos al cortar a las dos rectas son
iguales, sin embargo, las rectas no son paralelas.

1. Busca en la habitacién en la que te encuentras, ejemplos de:
a. Planos paralelos y perpendiculares.
b. Rectas paralelas, rectas perpendiculares y coplanarias, rectas perpendiculares y no
coplanarias.
c. Recta paralela a plano, recta y plano secantes, recta contenida en plano.
2. Llas hojas de una puerta giratoria forman entre si 5 angulos diedros consecutivos e iguales. ¢ Cuanto
mide cada uno de ellos?
3. Desde un punto interior a una sala de planta hexagonal regular se traza una recta perpendicular a
cada pared. ¢Cuanto medira el angulo que forman dos perpendiculares consecutivas?
4. Dos triedros tienen las tres caras iguales, ése puede asegurar que son iguales? Razona la respuesta.
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2. POLIEDROS

2.1. Poliedros. Elementos de un poliedro
Un poliedro es una region cerrada del espacio limitada por poligonos.

En todo poliedro podemos considerar los siguientes elementos: caras, aristas, vértices, dngulos diedros
y poliedros, asi como las diagonales.

Las caras son los poligonos que lo limitan, las aristas y vértices los
lados y vértices de los poligonos que forman las caras.

Los dngulos diedros estan formados por dos caras que tienen una f : /‘ﬁ
arista comun. Los dngulos poliedros estan formados por varias caras ! ] ]i
gue tienen un vértice comun. P . \2
Una diagonal de un poliedro es un segmento que une dos vértices - B Cicponal
pertenecientes a caras diferentes. _f _ g

o |9

Un plano diagonal es un plano que contiene tres vértices que no
pertenecen a la misma cara.

2.2. Poliedros convexos. Teorema de Euler.

Es posible clasificar poliedros atendiendo a diferentes criterios. Si nos fijamos en la amplitud de sus
angulos diedros, se clasifican en concavos y convexos.

Un poliedro es convexo si el segmento que une dos puntos cualesquiera del poliedro, estd dentro del
mismo. En poliedros convexos, Unicamente
uno de los dos semiespacios que determina
cada uno de los planos que contienen a las

. .7 . —— ,———/
caras, contiene también al resto del poliedro.
Un poliedro es cdncavo en caso contrario. En
los poliedros céncavos alguno de los planos
que contienen a las caras divide al poliedro en
Poliedro convexo Poliedro concavo

dos cuerpos que pertenecen a semiespacios
distintos.

En los poliedros convexos se cumple el llamado Teorema de Euler que relaciona las caras, vértices y
aristas y afirma que en todo poliedro convexo el nimero de caras mas el nimero de vértices coincide
con el nimero de aristas mas 2. Si caras, vértices y aristas se representan por sus iniciales, se escribe:

C+V=A+2

Existen poliedros concavos que cumplen esta relacién y poliedros concavos que no la cumplen.
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Actividades resueltas
4 Comprueba que los siguientes cuerpos geométricos verifican el teorema de Euler.

Este cuerpo geométrico es un poliedro convexo. Tiene 7 caras de las cuales
5 son cuadrilateros, 1 es un pentagono y 1 es un triangulo. Tiene 9 vértices y
para calcular el nimero de aristas sumamos el total de lados de las caras y
dividimos entre 2, ya que cada arista es lado de dos caras:

. 5.4+5+3
NQ de aristas =———— = 14
Hay dos caras
ocultas que son C+V=7+9=16A+2=14+2=16
cuadrilateros Cumple el teorema de Euler
Si se ven todos los vértices, hay dos caras ocultas: una de ellas es un
triangulo y la otra es un pentagono cdncavo. Es un poliedro cdncavo. Tiene
- . 5+5.3
un total de 6 caras, 6 vértices y N2 de aristas = — = 10

; - C+V=6+6=12A+2=10+2=12
Todos los vértices
estan a la vista Verifica el teorema de Euler

5. Investiga si los siguientes cuerpos son poliedros y, en caso afirmativo, si cumplen el teorema de Euler.
Indica también si son cdncavos o convexos
=l

Un poliedro regular es un poliedro que cumple que todas sus caras son poligonos regulares iguales y
gue sus angulos poliedros son iguales.

w

2.3. Poliedros regulares

En todo poliedro regular coinciden el mismo nimero de caras en cada vértice. Es sencillo probar que
solo existen cinco poliedros regulares.

El poligono regular con menos lados es el triangulo equilatero. Busquemos los poliedros regulares que
pueden construirse con caras triangulares:

Como minimo son necesarios tres triangulos por vértice y como maximo pueden concurrir cinco para
gue sea posible formar un angulo poliedro
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Si unimos tres triangulos equilateros iguales por vértice, se forma un tetraedro. El octaedro aparece al
unir cuatro triangulos equilateros iguales en cada vértice. Con cinco tridngulos equilateros, también
iguales, por vértice, se forma un icosaedro. Si unimos seis triangulos equilateros en un vértice, la suma
de los dngulos de las caras concurrentes es 360° y no se puede formar ninguno angulo poliedro, asi
que no hay mas poliedros regulares con caras triangulares.

Estudiemos ahora los poliedros regulares que es posible construir con caras cuadradas y pentagonales

s

Con tres cuadrados iguales en cada vértice construimos un cubo. Al unir cuatro cuadrados en un
vértice, la suma de los angulos en el vértice comun a los cuatro es 360° con lo que no podemos formar
ningun poliedro mas que el cubo de caras cuadradas.

Sélo es posible construir un poliedro regular con caras pentagonales uniendo tres pentdgonos en cada
vértice. Es el dodecaedro. Un nimero mayor de pentagonos por vértice daria una suma de dngulos

superior a 360°.

DODECAEDRO

Entonces queda probado que sélo existen cinco poliedros regulares:

8 ¢

CUBO ICOSAEDRO

OCTAEDRO

Los poliedros regulares son desarrollables porque pueden ser construidos a partir de un desarrollo
plano formado por todas sus caras.

Todos cumplen la relacion de Euler para poliedros convexos. Puedes comprobarlo:

TETRAEDRO CUBO OCTAEDRO | DODECAEDRO | ICOSAEDRO
N° DE CARAS 4 6 8 12 20
N° DE VERTICES 4 8 6 20 12
N° DE ARISTAS 6 12 12 30 30
FOR'EAAAR/SE LAS | TRIANGULARES | CUADRADAS | TRIANGULARES | PENTAGONALES | TRIANGULARES
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2.4. Dual de un poliedro regular

Se define el poliedro dual de un poliedro regular como el poliedro resultante de unir los centros de las
caras del poliedro inicial y tomarlos como vértices del nuevo poliedro. Fijate que entonces el nimero de
caras de un poliedro coincide con el nimero de vértices de su poliedro dual.

El poliedro dual del tetraedro es el tetraedro. El cubo y el octaedro son duales entre si. También el
dodecaedro es dual del icosaedro y reciprocamente.

f ’\ B // // '\ N\ S
Lo | P N .\
| v’ . y //E‘%“ (// /\\\\{}i? E%‘h x

2.5. Prismas

Un prisma es un poliedro determinado por dos caras paralelas que son poligonos iguales y tantas caras
laterales, que son paralelogramos, como lados tienen las bases.

Los prismas son cuerpos desarrollables. El desarrollo de un prisma B -
recto estd compuesto por sus dos bases y por tantos paralelogramos '
como caras laterales tenga. 51 | ke

La altura del prisma es la distancia entre las bases.
Es posible clasificar un prisma atendiendo a diferentes conceptos: )

Por la forma de las caras laterales pueden ser rectos u oblicuos. Son
rectos si las citadas caras son rectdngulos y son oblicuos si son
rombos o romboides.

Por la forma de las bases pueden ser triangulares, cuadrangulares,
pentagonales, hexagonales dependiendo de que el poligono de la |
base sea triangulo, cuadrado, pentagono, hexagono, etc... ' & :

Si ademas un prisma es recto y tiene poligonos regulares como bases,
el prisma se llama regular. En cualquier otro caso el prisma se llama
irregular.

Por la forma de sus dngulos diedros pueden ser cdncavos y convexos.
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2.6. Paralelepipedos

Los paralelepipedos son prismas en los que las bases son paralelogramos.
Ademas, todas las caras laterales son también paralelogramos y las
caras opuestas son iguales entre si por lo que cualquier cara puede
tomarse como base.

Los paralelepipedos pueden ser: cubos si tienen todas sus caras
cuadradas, ortoedros si todas sus caras son rectangulos,
romboedros si todas sus caras son rombos o romboiedros si todas
sus caras son romboides.

Una propiedad importante de todos los paralelepipedos es que las
cuatro diagonales se cortan en el punto medio.

2.7. Teorema de Pitagoras en el espacio
La diagonal de un ortoedro al cuadrado coincide con la suma de los
cuadrados de sus aristas.
Vamos a demostrarlo: Sean g, b y c las aristas del ortoedro que
suponemos apoyado en el rectangulo de dimensiones a, b.
Si x es la diagonal de este rectangulo, cumple: x* =a? + b?
El tridngulo de lados D, x, ¢ es rectangulo luego: D? = x2 + ¢
Y teniendo en cuenta la relacién que cumple x:
D?>=a%+b*+c?
Actividades resueltas
4 Las aristas de la base de una caja con forma de ortoedro miden 10 cmy 11 cm y su altura 8 cm.
Estudia si puedes guardar en ella tres barras de longitudes 14 cm, 16 cmy 18 cm.
El rectangulo de la base tiene una diagonal d que mide: d = V102 + 112 = /221 =~ 14.9cm
Luego la barra mas corta cabe apoyada en la base
Calculemos ahora cuanto mide la diagonal del ortoedro:
D>=a>+b’+c2=8>+10°+11> =285=D =+/285~ 169 cm
Luego, la barra de 16 cm cabe también en la caja, pero la de 18 cm, no.

6. Es posible demostrar con un rompecabezas el teorema de
Pitdgoras en el espacio. Te proponemos que lo intentes.
Podrds encontrar en la revista y entre los recursos para
imprimir las piezas que te ayudaran. En la fotografia se
muestra el puzle resuelto.

7. ¢Es posible construir un prisma céncavo triangular? éY un
prisma concavo regular? Razona las respuestas.

8. Entre los poliedros regulares, éhay alguno que sea prisma?
En caso afirmativo clasificalo.

9. ¢(Basta que un paralelepipedo tenga dos caras rectangulares
para que sea un prisma recto?

10. Dibuja un prisma pentagonal regular y comprueba que cumple la relacidn de Euler.

11. Una caja tiene forma cubica de 2 dm de arista. ¢ Cuanto mide su diagonal?

12. Calcula la medida de la diagonal de una sala que tiene 10 metros de largo, 4 metros de ancho y 3
metros de altura.
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13. Clasifica los siguientes poliedros

2.8. Piramides

Una pirdmide es un poliedro determinado por una cara poligonal
denominada base y tantas caras triangulares con un vértice comun como
lados tiene la base.

El punto donde convergen todos los triangulos laterales se denomina
vértice o cuspide.

Las piramides se pueden clasificar por conceptos analogos a los de los
prismas. Asi destacamos que las piramides, segun la forma de la base, se
clasifican en triangulares, cuadrangulares, pentagonales,...

Una piramide es regular cuando lo es el poligono de la base y ademas las v

caras laterales son tridngulos isdsceles iguales. La altura de estos tridngulos

laterales se llama apotema de la pirdmide. No debes confundir la apotema de una piramide regular con
la apotema del poligono de la base.

La altura de una piramide es la distancia del vértice a la base. Si una pirdmide es regular, coincide con
la distancia entre el vértice de la pirdmide y el centro del poligono de la base.

Las piramides son desarrollables. El desarrollo de una pirdmide lo forman el poligono de la base y tantas
caras triangulares como lados tenga la base. Si la pirdmide es regular, los tridngulos son isdsceles e
iguales.

14. iHay alguna pirdmide regular que sea poliedro regular? ¢Y pirdmides con caras paralelas? En caso
afirmativo pon un ejemplo y en caso negativo, justifica tus respuestas.

15. Dibuja una pirdmide hexagonal regular y distingue la apotema de la pirdmide de |la apotema de la
base. Dibuja también su desarrollo.

2.9. Tronco de piramide
Un tronco de pirdmide es el poliedro resultante al cortar una pirdmide por un plano paralelo a la base.
Las bases son poligonos semejantes y las caras laterales son trapecios.

Un tronco de pirdmide es regular cuando es una porcion de pirdmide regular. En este caso las caras
laterales son trapecios isésceles y las bases son poligonos regulares semejantes.
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3. AREA LATERAL Y TOTAL DE UN POLIEDRO

3.1. Area total de un poliedro regular
Como las caras de los poliedros regulares son iguales, el calculo del drea total de un poliedro regular se
reduce a calcular el drea de una cara y después multiplicarla por el nimero de caras.

Actividades resueltas
A Calcula el drea total de un icosaedro de 2 cm de
arista.

Todas sus caras son triangulos equildteros de 2
cm de base. Calculamos la altura h que divide a la
base en dos segmentos iguales

h?+12=22=h2=4-1=3 =h=A+3cm

Luego el drea de una cara sera:

Ao bR _2V3
triangulo 2 2

= v/3cm?y por tanto Area icosaedro = 20 v/3 cm?

3.2. Areas lateral y total de un prisma
El drea lateral de un prisma es la suma de las areas de las
caras laterales.

Como las caras laterales son paralelogramos de la misma
altura, que es la altura del prisma, podemos escribir:

Area lateral = Suma de las dreas de las caras laterales = ;{
= Perimetro de la base - altura del prisma.

Si denotamos por h la altura y por Pg el perimetro de la
base:

Area lateral = A, = Ps-h
El area total de un prisma es el area lateral mas el doble de la suma del area de la base:

Area total =Ar=A, +2- Asg

Actividades resueltas

4+ Calcula las dreas lateral y total de un prisma triangular recto de 11 cm
de altura si su base es un tridngulo rectdngulo de catetos 12 cmy 5 cm.

Calculamos en primer lugar la hipotenusa del triangulo de la base:
x?=122+5%2=144+25=169 = x =169 =13 cm

12-5 5
PB=12+5+13=30cm;AB=T:30 cm

A =Pg-h=30-11=330cm? Ar=A.+2-Ag=330+60=390 cm?
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3.3. Areas lateral y total de una pirdmide y de un tronco de piramide

regulares

El drea lateral de una piramide regular es la suma de las areas
de las caras laterales.

Son tridngulos isdsceles iguales por lo que, si la arista de Ia
base mide b, la apotema de la pirdmide es Ap y la base tiene n
lados, entonces el area lateral es:
b - Ap n -b -Ap

z 2

Area lateral =A, =n -

y como n . b = Perimetro de la base

AL=

Desarrollo de piramide pentagonal regular

Pg - Ap _ Perimetro de la base - Apotema de la pirdmide

2 2

El area total de una piramide es el area lateral mas el drea de la base:

Area total =Ar= A, + Ag

Un tronco de piramide regular es un cuerpo geométrico desarrollable. En su desarrollo aparecen tantas
caras laterales como lados tienen las bases. Todas ellas son

Desarrollo de tronco de pirdmide
cuadrangular

trapecios isdsceles.

de una cara lateral

Si B es el lado del poligono de la base mayor, b el lado de la
base menor, n el nUmero de lados de las bases y Ap es la altura

! B A Pr+P2)-A
Area lateral =A = n - ( +b2) p_ (Ppt Zb) P_
Suma de perimetro de las bases - Apotema del tronco

2

El area total de un tronco de piramide regular es el area lateral mas la suma de dreas de las bases:

Area total = Ar= A, + Ag + Ap
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Actividades resueltas

#+ Calculemos el drea total de un tronco de pirdmide reqular de 4 m de altura si sabemos que las
bases paralelas son cuadrados de 4 m y de 2 m de lado.

En primer lugar, calculamos el valor de la apotema. Teniendo en cuenta que el tronco es regular y que
las bases son cuadradas se forma un tridngulo rectangulo en el que se

1

cumple:
Ap?=42+12=17 = Ap= 17 ~ 4.12m el
Pp+Pp) - A 16+8) - 4.12
a =L zb) p_{ ; = 49.44 m? \\_\

Ar=A +Ag+Ap=49.44 m?2 + 16 m? + 4 m? = 69.44 m?

16. Calcula las areas lateral y total de un prisma triangular regular sabiendo que las aristas de las bases
miden 2 cm y cada arista lateral 8 cm.

17. E|l 4rea lateral de un prisma regular de base cuadrada es 63 m? y tiene 7 m de altura. Calcula el
perimetro de la base.

18. El lado de la base de una pirdmide hexagonal regular es de 6 cm vy la altura de la piramide 10 cm.
Calcula la apotema de la pirdmide y su area total.

19. Calcula el area lateral de un tronco de pirdmide regular, sabiendo que sus
bases son dos octégonos regulares de lados 4 y 7 dm y que la altura de cada
cara lateral es de 8 dm.

20. Si el area lateral de una pirdmide cuadrangular regular, de 4 cm de lado de la
base, es 104 cm?, calcula la apotema de la pirdmide y su altura.
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4. CUERPOS DE REVOLUCION

4.1. Cuerpos de revolucion: Cilindros, conos y esferas

Los cuerpos de revolucién son cuerpos geométricos que se obtienen al hacer girar una linea alrededor
de una recta fija denominada eje. La linea que gira se llama generatriz.

También puede obtenerse un cuerpo de revolucién mediante el giro de una figura plana alrededor de
un eje de giro.

Los principales cuerpos de revolucion son: cilindros, conos y esferas.

je da giro (Eje de gire
i ﬂi Ejede giro /ﬂ
Base
L '{I‘ Base
CILINDRO CONO TRONCO DE CONO ESFERA

La generatriz de un cilindro es una recta paralela al eje de giro. La de un cono es una recta secante con
el eje y la de una esfera es una semicircunferencia cuyo centro esta en el eje de giro

4.2. Areas lateral y total de un cilindro

El cilindro es un cuerpo geométrico desarrollable. Si recortamos un cilindro recto a lo largo de una
generatriz, y lo extendemos en un plano, obtenemos dos circulos y una regién rectangular. De esta
manera se obtiene su desarrollo.

A partir de éste, podemos ver que el darea lateral de
cilindro estd determinada por el area del rectangulo que
tiene como dimensiones la longitud de la circunferencia de
la base y la altura del cilindro.

Supondremos que la altura del cilindro es H y que R es el
radio de la base con lo que el area lateral A es: W H

A; = Longitud de la base -Altura = (2m R) - H =27RH

Si a la expresion anterior le sumamos el area de los dos
circulos de que constituyen las bases, obtenemos el area R
total del cilindro.

Ar=A,+ 7R?+ mR?>=271RH + 2t R?
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4.3. Areas lateral y total de un cono

También el cono es un cuerpo geométrico
desarrollable. Al recortar siguiendo una linea
generatriz y la circunferencia de la base, obtenemos
un circulo y un sector circular con radio igual a la
generatriz y longitud de arco igual a la longitud de la
circunferencia de la base.

Llamemos ahora R al radio de la base y G a la
generatriz. El drea lateral del cono es el area del
sector circular obtenido. Para calcularla pensemos
gue esta area debe ser directamente proporcional a
la longitud de arco que a su vez debe coincidir con
la longitud de la circunferencia de la base. Podemos escribir entonces:

A Lateral del cono A total del circulo de radio G

Longitud de arco correspondiente al sector - Longitud de la circunferencia de radio G

. A T G2 .
Es decir: —= = —— vy despejando A; tenemos:
2mR 2nG

_2nRm GZ_

4, =0T 0 oR
L 216G ek

Si a la expresidn anterior le sumamos el area del circulo de la base, obtenemos el drea total del cono.

Ar=A+T-R*=nt-R-G+7 - R?

4+ Calcula el drea total de un cono de 12 dm de altura, sabiendo

que la circunferencia de la base mide 18.84 dm. (Toma 3.14 como
valor de r)

Calculamos en primer lugar el radio R de la base:

27R = 1884 > R =238% 188 _3um.
21 6.28

Calculamos ahora la generatriz G:
G=VR2+h2> (G =+32+122=+/153 = 12.37dm.
Entonces Ar=A +n+R*=n+R-G+m-R*=3.14-3-12.37 +3.14 - 32 =144.79 dm>.
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4.4. Areas lateral y total de un tronco de cono

Al cortar un cono por un plano paralelo a la base, se obtiene un tronco de cono. Al igual que el tronco
de piramide, es un cuerpo desarrollable y su desarrollo lo constituyen los dos circulos de las bases junto
con un trapecio circular, cuyas bases curvas miden lo mismo que las circunferencias de las bases.

Llamando Ry r a los radios de las bases y G a la generatriz resulta:
@2rR+2nr )G 2(mR+mr)G
2 - 2

Si a la expresion anterior le sumamos las areas de los circulos de las
bases, obtenemos el area total del tronco de cono:

AL=

=(@R+7nr)G

Ar=A+n-R*+m-r?

4.5. Area total de una esfera

La esfera no es un cuerpo geométrico desarrollable, por lo que es mds complicado que en los casos
anteriores encontrar una férmula para calcular su area.

R
Arquimedes demostré que el area de una esfera es igual que el area
lateral de un cilindro circunscrito a la esfera, es decir un cilindro con el
mismo radio de la base que el radio de la esfera y cuya altura es el -

diametro de la esfera. 2R |
Si llamamos R al radio de la esfera:
Ar=(2mR) - (2R) = 4mR? & ;

El area de una esfera equivale al drea de cuatro circulos maximos.

21. Una columna cilindrica tiene 76 cm de didmetro y 4 m de altura. ¢ Cual es su area lateral?

22. El radio de la base de un cilindro es de 38 cm y la altura es el triple del didametro. Calcula su area
total.

23. Calcula el area lateral de un cono recto sabiendo que su generatriz mide 50 dm y su radio de la base
30 dm.

24. La circunferencia de la base de un cono mide 6.25 m y su generatriz 8 m. Calcula el rea total.

25. Una esfera tiene 4 m de radio. Calcula: a) la longitud de la circunferencia maxima; b) el area de la
esfera.
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5. VOLUMEN DE UN CUERPO GEOMETRICO

5.1. Principio de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri, matematico del siglo XVII enuncié As
el principio que lleva su nombre y que afirma: '

-,
“Si dos cuerpos tienen la misma altura y al cortarlos por ' '
planos paralelos a sus bases, se obtienen secciones con el '
mismo darea, entonces los volimenes de los dos cuerpos

son iguales”

Ejemplo:

En la figura adjunta las areas de las secciones A1, Az, As, producidas por un plano paralelo a las bases,
son iguales, entonces, segun este principio los volimenes de los tres cuerpos son también iguales.

5.2. Volumen de un prisma y de un cilindro

El volumen de un prisma recto es el producto del area de la base por la altura.
Ademas, segun el principio de Cavalieri, el volumen de un prisma oblicuo coincide
con el volumen de un prisma recto con la misma base y altura. Si denotamos por
V este volumen, Ag el area de la base y h la altura:

Volumen prisma=V=A4g- h

También el volumen de un cilindro, recto u oblicuo es area de la base por altura.
Si llamamos R al radio de la base, A el area de la base y h la altura, el volumen se
escribe:

Volumencilindro=V=A4z-h = m R?- h

Actividades resueltas

4+ Las conocidas torres Kio de Madrid son dos torres
gemelas que estdn en el Paseo de la Castellana, junto
a la Plaza de Castilla. Se caracterizan por su
inclinacion y representan una puerta hacia Europa.
Cada una de ellas es un prisma oblicuo cuya base es
un cuadrado de 36 metros de lado y tienen una altura
de 114 metros. El volumen interior de cada torre
puede calcularse con la formula anterior:

V=Ag- h=36%-114=147 744 m3

26. Calcula el volumen de un prisma recto de 12 dm de altura cuya base es un hexagono de 4 dm de
lado.

27. Calcula la cantidad de agua que hay en un recipiente con forma de cilindro sabiendo que su base
tiene 12 cm de didmetro y que el agua alcanza 1 dm de altura.

Mat. orientadas a las ensefianzas aplicadas 32 A ESO. Capitulo 9: Geometria en el espacio Autoras: Milagros Latasa y Fernanda Ramos
Revisores: Javier Rodrigo y Nieves Zuasti
llustraciones: Milagros Latasa/Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verd

www.apuntesmareaverde.org.es




Geometria del espacio. 32 A de ESO

5.3. Volumen de una piramide y de un cono

También en los casos de una pirdmide o cono, las férmulas del volumen coinciden en cuerpos rectos y
oblicuos.

El volumen de una pirdmide es la tercera
parte del volumen de un prisma que tiene la
misma base y altura.

L Ag- h
Volumen pirdmide = V=BT

Si comparamos cono y cilindro con la misma base y altura, concluimos un resultado andlogo

Ag-h mR% h
Volumen cono =V = 33 = —

5.4. Volumen de un tronco de piramide y de un tronco de cono

Existe una férmula para calcular el volumen de un tronco de pirdmide regular pero la evitaremos.
Resulta mas sencillo obtener el volumen de un tronco de pirdmide regular restando los volimenes de
las dos piramides a partir de las que se obtiene.

Si representamos por Ag: Yy Agz las areas de las
bases y por hiy h; las alturas de las pirdmides
citadas, el volumen del tronco de piramide es:

Volumen tronco de pirdmide =
_Ap1-hi  App - h
3 3

%

El volumen del tronco de cono se obtiene de
modo parecido. Si R; y Rz son los radios de las
bases de los conos que originan el tronco y h; y h sus alturas, el volumen del tronco de cono resulta:

Volumen tronco de cono =V = 2 — 3
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Actividades resueltas

* Calcula el volumen de un tronco de pirdmide reqular de 10 cm de altura

si sus bases son dos hexdgonos regulares de lados 8 cm

y 3cm.

Primer paso: calculamos las apotemas de los hexagonos 10

E cm
s de las bases:
Figura 1 Para cada uno de estos hexagonos:
6,1-2,6= 3,5 cm.
, 23 NEY!
L2=qgp?+ (L2 = ap?*=L —=— = ap=—— Figura 2
4 4 2
Luego las apotemas buscadas miden: ap; = % ~ 2.6 cmap, = i ~ 6.1cm
p
Como segundo paso, calcularemos la apotema del tronco de
piramide : "
A2=10%°+3.52=>A=v112.25~ 10.6 cm
NS <%
En tercer lugar, calcularemos el valor del segmento y de la figura 3 20fo B
gue nos servira para obtener las alturas de las piramides que
generan el tronco con el que trabajamos: \ ' /./ Tl A
Por el teorema de Tales: Figuro 3
61 10 26
= ™Y 6.1y =2.6(10+y) = 6.1y —2.6y=26=7y = =~ 7.5cm

Luego las alturas de las piramides generadoras del tronco miden 10+ 7.5=17.5cmy 7.5 cm.

Por ultimo calculamos el volumen del tronco de pirdmide:

A1 - h Apy  h 1 42-6.1 1 18-26 44835 351
y=-BL 1 Bz Zz . - 175 —--- ——-75 = — = =688.75 cm?
3 3 3 2 3 2 6 6
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5.5. Volumen de la esfera

Volvamos a pensar en una esfera de radio R y en el cilindro que la
circunscribe. Para rellenar con agua el espacio que queda entre el cilindro
y la esfera, se necesita una cantidad de agua igual a un tercio del volumen
total del cilindro circunscrito. AF

Se deduce entonces que la suma de los voliumenes de la esfera de radio R
y del cono de altura 2R y radio de la base R, coincide con el volumen del
cilindro circunscrito a la esfera de radio R. Por tanto:

Volumen estera = Volumen jiindro - Volumen cono =

nR*(2R) 6nR®*-2nR® 4nRrR® 4

Existen demostraciones mas rigurosas que avalan este resultado
experimental que hemos descrito. Asi por ejemplo, el volumen de la esfera se
puede obtener como suma de los voliumenes de piramides que la recubren,
todas ellas de base triangular sobre la superficie de la esfera y con vértice en
el centro de la misma.

28. El depdsito de gasoil de la casa de Irene es un cilindro de 1 m de altura y 2 m de didmetro. Irene ha
llamado al suministrador de gasoil porque en el depdsito solamente quedan 140 litros.

a. ¢Cudles, en dm3, el volumen del depésito? (Utiliza 3.14 como valor de n).
b. Si el precio del gasoil es de 0.80 € cada litro, écudnto deberd pagar la madre de Irene por
llenar el depdsito?

29. Comprueba que el volumen de la esfera de radio 5 dm sumado con el volumen de un cono del
mismo radio de la base y 10 dm de altura, coincide con el volumen de un cilindro que tiene 10 dm
de alturay 5 dm de radio de la base.
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6. GLOBO TERRAQUEO
6.1. El globo terraqueo

La Tierra tiene una forma de esfera algo achatada por los polos. En su
movimiento de rotacién gira alrededor de una linea imaginaria que se
denomina eje. Los polos geogrdficos Norte y Sur son los puntos de corte del
eje con la superficie de la Tierra.

Un globo terrdqueo es una representacion tridimensional a escala de la
Tierra.

Es la representacidon mds precisa que existe porque no
presenta distorsiones a la hora de tomar datos para calcular Eje de lafTierra
angulos y distancias.

Meridianos

El resto de las representaciones a escala de la Tierra son
bidimensionales y entre ellas destacan los planisferios que
son proyecciones del globo terrdqueo sobre el plano. Paraleles

El objetivo de estas representaciones de la Tierra es la
ubicacidon precisa de cualquier punto geografico. Para
lograrlo, en el globo terrdqueo se definen un conjunto de lineas imaginarias que se denominan
meridianos y paralelos.

Los meridianos son semicircunferencias centradas en el centro de la Tierra y que pasan por los polos.
Entre ellos destacan el llamado meridiano de Greenwich o meridiano cero que pasa por Londres y el
Antimeridiano, ubicado en el Océano Pacifico.

Los paralelos son circunferencias que tienen su centro en el eje de la Tierra y que cortan al globo
terraqueo. Sélo uno de ellos tiene como centro el de la Tierra. Se denomina Ecuador o paralelo cero y es
una circunferencia de radio maximo.

Otros paralelos destacados son los Tropicos de Cdncer y Capricornio, cercanos al Ecuador en el norte y
sur respectivamente y también el Circulo Polar Artico en el Polo Norte y el Circulo Polar Antdrtico en el
Polo Sur.

El Ecuador divide a la Tierra en dos semiesferas, denominadas hemisferio norte (N) y hemisferio sur(S).
El meridiano de Greenwich divide a la Tierra en los hemisferios este (E) y oeste (W).
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6.2. Longitud y latitud. Coordenadas geograficas

Tomando como sistema de referencia el Ecuador y el meridiano de
Greenwich, a cada punto de la Tierra se le asocia una pareja de
nimeros gque son sus coordenadas geogrdficas y que reciben el
nombre de latitud y longitud. Estas coordenadas se expresan en Latitud
grados sexagesimales.

La /atitud es la distancia que existe entre un punto cualquiera del
globo terraqueo y el Ecuador. Se mide sobre el meridiano que pasa
por dicho punto.

Longitud

La longitud es la distancia que existe entre un punto cualquiera y el Meridiano de Greenwich, medida
sobre el paralelo que pasa por el punto.

Si un punto esta en el hemisferio norte, diremos que tiene latitud norte y escribiremos latitud N.
Andlogamente si esta en el hemisferio sur, diremos que tiene latitud sur y escribiremos latitud S.

También hablaremos de longitud este y longitud oeste y escribiremos longitud E o longitud W
dependiendo de que un punto se encuentre a la izquierda o derecha del meridiano de Greenwich. Suele
identificarse la longitud E con longitud negativa y la longitud W con longitud positiva

6.3. Husos horarios

Durante mucho tiempo la hora se determinaba mediante calculos
basados en los movimientos de los astros y la hora oficial era la hora
solar. Esto ocasionaba multiples problemas en los horarios de los
transportes entre diferentes localidades por lo que se acordé establecer
un horario oficial coordinado. En un principio este horario estaba
basado en la llamada hora media de Greenwich (GMT) que se calculaba
haciendo la media de la hora solar de todas las localidades
pertenecientes al meridiano de Greenwich. Hoy dia la hora solar ha sido
sustituida por la hora que calculan relojes atémicos mucho mas
precisos. Con ellos la hora GMT ha dado paso a la hora universal
coordinada (UTC).

La Tierra da una vuelta completa en 24 horas, recorre 360°: 24 = 15 °en una hora. Se produce entonces
una diferencia de una hora de tiempo por cada diferencia de 15° de longitud entre dos puntos
geograficos.

Se llama huso horario a una zona del globo terrdqueo comprendida entre dos meridianos que se
diferencian en 15° de longitud. La velocidad de la Tierra en su movimiento de rotacién origina 24 husos
horarios. Partiendo del meridiano de Greenwich se numeran segun su distancia al Este o al Oeste de
Greenwich.

Dentro de cada huso horario todos los relojes deben marcar la misma hora, y entre un huso y el
siguiente hay una diferencia de una hora. Generalmente, los husos horarios estan determinados por
meridianos de una longitud que es multiplo de 15°; sin embargo, como consecuencia de las fronteras
politicas, las delimitaciones pueden seguir lineas que adoptan formas muy irregulares.
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Geometria del espacio. 32 A de ESO

Teniendo en cuenta que el movimiento de rotacidn es un giro de oeste a este, si nos desplazamos de un
huso horario a otro en direccidn Este - Oeste, debemos retrasar el reloj una hora vy, si el desplazamiento
se produce de Oeste a Este debemos adelantarlo una hora.

Atravesar el Antimeridiano supone el cambio de fecha, exactamente un dia.

30. Un avidn recorre 20° en direccion Oeste a lo largo del Ecuador. Si llega a un punto cuya longitud es
de 170° Este, écudles son las coordenadas del lugar de partida?

31. Juan sale de su casa y recorre 10 Km en direccion sur, 20 Km hacia el este y 10 Km hacia el norte. Si
se encuentra de nuevo en casa, ¢Ddnde esta situada su casa?

32. En la esfera terrestre, équé paralelo mide mas?, équé meridiano mide mas? Razona tus respuestas.

33. Busca las coordenadas geograficas del lugar en el que vives.

| 75

MAPA DE HUSOS HORARIOS DE 30 MARZO 2014 (ORIGEN DE LA IMAGEN: WIKIPEDIA)
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Arquimedes
descubriendo la tumba de Arquimedes en Siracusa
ORIGEN DE LAS IMAGENES: WIKIPEDIA

a NN EEEEEEEEEEEEESESEESEEEEEEEEEEEEEEEEES
Arquimedes (287 a. C.- 212 a. C.) Matematico,
ingeniero, fisico, realizd multiples
aportaciones a la ciencia. Entre otras y como
has estudiado en este tema, la demostracion
de las férmulas del area y volumen de una
esfera. Se dice que resultaron sus
descubrimientos favoritos. En su tumba se
grabaron un cilindro con una esfera inscrita

como homenaje.

-5 sss

¥

pensativo y Ciceron y

CURIOSIDADES. REVISTA

los magistrados

proyectando los |

grafos. Gran part
poliedros se conse
muchos problema

Los poliedros regulares pueden ser “aplastados”
sobre un plano, eligiendo una caray

punto por encima del centro de esta cara. La
figura que se obtiene se llama diagrama de
Schlegel. Estos diagramas son ejemplos de

ados del poliedro desde un

e de las propiedades de los
rvan en ellos y ayudan a que
s se resuelvan con facilidad.

SFusssssssEEEEEEEEEEEEEEEEat

.

En 1859 Hamilton i

encontrar un circu

cada ciudad?

cuito

un dodecaedro, si en cada uno de sus vértices se
pone el nombre de una ciudad, ées posible

aristas del dodecaedro que pase una sola vez por

Gracias al grafo del dodecaedro, es muy sencillo
resolver el problema

N

deo el siguiente juego: Dado

ito cerrado a través de las

Y suce

8 3

wia
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Geometria del espacio. 32 A de ESO

El matematico inglés Thomas Harriot (1560- :os lsolclidos arqu:medlc(ljnos I'Od LULED Gl
1621), planted ol problema del rquimedes son un grupo de poliedros convexos

. . cuyas caras son poligonos regulares de dos o
empaquetamiento de esferas que estriba en y ) POTIE - & )
. . mas tipos. En todos los sélidos de Arquimedes
encontrar la forma de apilar esferas del mismo

. . . concurren el mismo numero de caras en cada
radio de modo que el espacio comprendido o )
. . . vértice y con las mismas formas. Algunos de ellos
entre ellas sea minimo. El astronomo aleman bti ¢ do | flid laton
- se obtienen truncando los sélidos platdnicos
Johannes Kepler (1571 - 1630) lo resolvio, ) P
I - . (poliedros regulares).
egando a la conclusién de que la mejor
colocaciéon era la que entonces se hacia
espontdneamente en los barcos para apilar las
balas de cafién o la que utilizan los tenderos
para apilar las naranjas en los puestos del
mercado.

Cubos truncados

O@

Octaedro truncado Dodecaedro truncado

Un anillo de tetraedros o caleidociclo es un
anillo tridimensional compuesto por tetraedros

unidos por sus aristas. Pueden girar sobre si Los vértices del icosaedro determinan 3
mismos en torno a su centro infinitas veces sin rectangulos dureos perpendiculares dos a dos.
romperse ni deformarse. En el icosaedro podemos encontrar un total de

15 rectangulos aureos. Cada uno de ellos tiene

dos lados paralelos que son aristas opuestas del
poliedro.

Entre los materiales encontrards un a plantilla para construir uno con las
imdgenes de algunas mujeres matemdticas celébres.
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TEOREMA DE PITAGORAS EN EL ESPACIO

Si un ortoedro tiene aristas de longitudes a, b, ¢, segln el teorema de Pitagoras, en el espacio, la suma de los cuadrados de las
aristas, coincide con el cuadrado de la diagonal, D, del ortoedro:
2 2 2 2
D =a"+b° +c
Como consecuencia, la suma de las areas de los cuadrados de lados iguales a las aristas, coincide con el area del cuadrado que
tiene como lado la diagonal del ortoedro.

Construiremos un rompecabezas, basado en la demostracion que Perigal ided
para demostrar el teorema de Pitagoras en el plano. Hay que aplicar dos veces
su método y encontraremos las piezas clave que demuestran el teorema en el
espacio.

Al trazar la diagonal d de la base, queda dividida en dos tridngulos rectangulos
de catetosay b.

Construimos el cuadrado sobre su hipotenusa y las piezas de Perigal que
demuestran el teorema de Pitdgoras en uno de estos tridngulos.

Para ello en el cuadrado construido sobre el cateto mayor (en nuestra figura, b
de color azul) y, por su centro, trazamos dos segmentos uno paralelo y otro perpendicular a
la hipotenusa, de modo que ambos corten a los dos lados del cuadrado. El cuadrado queda
dividido en cuatro piezas exactamente iguales que junto con el cuadrado de lado a,
recubren el cuadrado de lado d.

Ahora hay que fijarse en el tridngulo rectdngulo de catetos ¢, d y cuya hipotenusa es D y
repetir el proceso anterior, eso si utilizando el cuadrado de lado d recubierto con las piezas
azules y el cuadrado verde.

En las paginas siguientes encontraras las laminas que te permiten construir tu propia
demostracion. Unicamente tienes que recortar las dos ultimas, pegarlas una contra otra y
construir un ortoedro con alambre que tenga como dimensiones las longitudes de los lados
de los cuadrados verde, azul y amarillo.
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RESUMEN

Concepto Definicion Ejemplos
. Un poliedro es una regién cerrada del espacio limitada por
Poliedro.

Elementos de un
poliedro.
Tipos de
poliedros

Teorema de Euler:

poligonos. Sus principales elementos son: caras, aristas, vértices,
angulos diedros y poliedros, asi como las diagonales.

Los poliedros pueden ser concavos y convexos dependiendo de que
alguna de sus caras sea un poligono céncavo o ninguna lo sea.

Entre los poliedros destacan poliedros regulares, prismas y
piramides.

{\

En todo poliedro convexo el nUmero de caras mas el numero de
vértices coincide con el nimero de aristas mas 2.

C+V=A+2

Un poliedro regular es un poliedro que cumple que todas sus caras

Poliedros son poligonos regulares iguales y que sus angulos poliedros son / ' 0 \“‘:‘
iguales.
regulares Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo .
y dodecaedro _
Un prisma es un poliedro determinado por dos caras paralelas que
son poligonos iguales y tantas caras laterales, que son| |
paralelogramos, como lados tienen las bases. i
. Pueden ser cdoncavos o convexos; rectos u oblicuos, regulares o
Prismas irregulares; triangulares, cuadrangulares, pentagonales...
Destacan los paralelepipedos que son prismas con todas sus caras
paralelogramos y dentro de éstos los ortoedros que son _ %
paralelepipedos con todas sus caras rectangulares
Teorema de
. La diagonal de un ortoedro es la raiz cuadrada de la suma de los 5
Pitagoras en el .
. cuadrados de sus aristas
espacio
Una pirdmide es un poliedro determinado por una cara poligonal
denominada base y tantas caras triangulares con un vértice comun, /
Pirimides como lados tiene la base. /
Pueden ser cdncavas o convexas; rectas u oblicuas, regulares o
irregulares; triangulares, cuadrangulares, pentagonales... | -
Un tronco de piramide es el poliedro resultante al cortar una
Tronco de pirdmide por un plano paralelo a la base. Las bases son poligonos B
piramide semejantes y las caras laterales son trapecios. / '
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Cuerpos de
revolucion

Los cuerpos de revolucion son cuerpos geométricos que se obtienen
al hacer girar una linea alrededor de una recta fija denominada eje.
La linea que gira se llama generatriz.

Entre los cuerpos de revolucién destacan cilindros, conos y esferas.

Areas lateral y
total de un
prisma

Ajgteral = Perimetrog,g. * Altura

Atotar = Aredigrerai + 2Areapgge

Areas lateral y
total de una
piramide regular

Perimetrog,se * Apotemayirsmide
Apateral = 2

Atotal = Area Lateral + Area Base

Areas lateral y

Perimetroggse. - Apotemasronco

total de un tronco Arateral = 2 F '
de piramide .
regular Atotat = AreQgrerar + Arelpgse 1 + Aredpgse 2 .
Areas lateral _
y ALatera/ = 2nRH

total

total de un ) |
oo AfOtGI: 27TRH+27TR i |
cilindro
Areas lateral y A Lateral nRG A
total de un cono A = nRG+nR?

Areas lateral y
total de un tronco
de cono

ALateral = (mR+mr)G

Artotal = ALateral + TR2+ 7rr?

Area total de una

2
Atotal = 4nR

esfera N
Volumen de un Volumen = Area ,u, * Altura
prismay de un
cilindro
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Volumen de una
piramide y de un Volumen =
cono

Area .45, - Altura
3

Volumen de una 4
Volumen = §TL’ R3

esfera
Latitud: Distancia del punto geografico al Ecuador medida
sobre el meridiano que pasa por el punto.
Coordenadas . ) ) o .
e Longitud: Distancia del punto geogréfico al meridiano cero o
geograficas

de Greenwich, medida sobre el paralelo que pasa por el
punto.

Cada huso horario es una zona del globo terrdqueo
comprendida entre dos meridianos que se diferencian en 15°

Husos horarios de longitud.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Angulos poliedros. Paralelismo y perpendicularidad. Poliedros: elementos y tipos.

1.

2.

10

11.

12.

13.

14.

15.

Mat.

www.apuntesmareaverde.org.es

Si estamos en una habitacién sin columnas, atendiendo al suelo y a sus cuatro paredes, écuantos
angulos diedros se forman?

Dobla por la mitad una hoja de papel, construye un angulo diedro y traza su rectilineo. ¢Podrias
medir la amplitud de diferentes dngulos diedros mediante este rectilineo?

Determina la amplitud de los angulos diedros que forman las caras laterales de un poliedro que es
un prisma recto de base un octégono regular.

Dos caras de un triedro miden 60° y 118°, ¢ Entre qué valores puede oscilar la otra?

¢Se puede formar un angulo poliedro con un angulo de un tridngulo equildtero, dos angulos de un
rectangulo y uno de un pentagono regular?

¢Podra existir un poliedro regular cuyas caras sean hexagonales? Razona la respuesta.
¢Cuantas diagonales puedes trazar en un cubo? ¢Y en un octaedro?

éPuedes encontrar dos aristas paralelas en un tetraedro? éY en cada uno de los restantes poliedros
regulares?

Prolonga una pareja de aristas en una piramide pentagonal, de modo que se obtengan rectas no
coplanarias.

Dibuja un prisma regular de base cuadrada y sefala: a) dos aristas que sean paralelas, b) dos aristas
que sean perpendiculares y coplanarias, c) dos aristas perpendiculares y no coplanarias, d) dos caras
paralelas, e) dos caras perpendiculares.

Si un poliedro convexo tiene 16 vértices y 24 aristas, écuantas caras tiene? ¢Podria ser una
piramide? ¢Y un prisma?

Con 12 varillas de 5 cm de largo cada una, usando todas las varillas équé poliedros regulares se
pueden construir?

De un prisma sabemos que el nimero de vértices es 16 y que el nimero de aristas es 24, icudntas
caras tiene?

Clasifica los siguientes cuerpos geométricos e indica, cuando sean poliedros, el nimero de vértices,
caras y aristas que tienen. ¢ Cuales cumplen el teorema de Euler?

Describe la diferencia entre un prisma recto y un prisma oblicuo. ¢Es suficiente que un
paralelepipedo tenga dos caras paralelas rectangulares para que sea un ortoedro?
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Teorema de Pitdgoras en el espacio

16. Dibuja un paralelepipedo cuyas aristas midan 4 cm, 5 cm y 6 cm que no sea un
ortoedro. Dibuja también su desarrollo.

17. Si el paralelepipedo anterior fuera un ortoedro, écuanto mediria su diagonal?

18. Un vaso de 12 cm de altura tiene forma de tronco de cono en el que los radios de
las bases son de 5y 4 cm. ¢Cuanto ha de medir como minimo una cucharilla para

gue sobresalga del vaso por lo menos 2 cm?

19. ¢Es posible guardar en una caja con forma de ortoedro de aristas 4 cm, 3 cm y 12 cm un boligrafo de
13 cm de longitud?

20. Calcula la diagonal de un prisma recto de base cuadrada sabiendo que el lado de |la base mide 6 cm
y la altura del prisma 8 cm.

21. Si un ascensor mide 1 m de ancho, 1.5 m de largo y 2.2 m de altura, ées posible introducir en él una
escalera de 3 m de altura?

22. iCuadl es la mayor distancia que se puede medir en linea recta en una habitacion que tiene 6 m de
ancho, 8 m de largo y 4 metros de altura ?

23. Calcula la longitud de la arista de un cubo sabiendo que su diagonal mide 3.46 cm.

24. Calcula la distancia maxima entre dos puntos de un tronco de cono cuyas bases tienen radios 5 cmy
2 cm, yaltura 10 cm.

Area lateral, total y volumen de cuerpos geométricos

25. Identifica a qué cuerpo geométrico pertenecen los siguientes desarrollos:

26. Un prisma de 8 dm de altura tiene como base un tridngulo rectangulo de catetos 3 dm y 4 dm.
Calcula las areas lateral y total del prisma.

27. Dibuja un prisma hexagonal regular que tenga 4 cm de arista basal y 1 dm de altura y calcula las
areas de la base y total.

28. Un prisma pentagonal regular de 12 cm de altura tiene una base de 30 cm? de &rea. Calcula su
volumen.

29. Calcula el area total de un ortoedro de dimensiones 3.5 dm, 8.2 dmy 75 cm.

30. Calcula la superficie total y el volumen de un cilindro que tiene 8 m de altura y 5cm de radio de la
base.

31. Calcula el area total de una esfera de 5 cm de radio.
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32. Calcula la apotema de una piramide regular sabiendo que su area lateral es
de 120 m? y su base es un hexdgono de 5 m de lado.

33. Calcula la apotema de una piramide hexagonal regular sabiendo que el
perimetro de la base es de 32 dm vy la altura de la pirdmide es de 4 dm. y
Calcula también el drea total y el volumen de esta pirdmide. \

34. Un triangulo rectangulo de catetos 12 cm y 5 cm gira alrededor de uno de
sus catetos generando un cono. Calcula el area lateral, el area total y el
volumen.

35. Tres bolas de metal de radios 12 dm, 0.3 m y 4 m se funden en una sola, ¢ Cudl serd el didmetro de la
esfera resultante?

36. ¢ Cudl es la capacidad de un pozo cilindrico de 1.20 m de didmetro y 20 metros de profundidad?

37. iCuanto cartdn necesitaremos para construir una piramide cuadrangular regular si queremos que el
lado de la base mida 10 cm y que su altura sea de 25 cm?

38. Calcula el volumen de un cilindro que tiene 2 cm de radio de la
E
[ | base y la misma altura que un prisma cuya base es un cuadrado de 4
cm de lado y 800 cm? de volumen.
”” 39. ¢Cual es el area de la base de un cilindro de 1.20 m de alto y
P 248 dm3 de volumen?
40. El agua de un manantial se conduce hasta unos depdsitos
cilindricos que miden 12 m de radio de la base y 20 m de altura. Luego se
embotella en bidones de 2.5 litros. {Cuantos envases se llenan con cada : .

depédsito?

41. Calcula la cantidad de cartulina necesaria para construir un anillo de 10
tetraedros cada uno de los cuales tiene 2 cm de arista.

42. Al hacer el desarrollo de un prisma triangular regular de 8 dm de altura,
resulté un rectangulo de 1 metro de diagonal como superficie lateral. Calcula
el area total.

43. Determina la superficie minima de papel necesaria para envolver
un prisma hexagonal regular de 1 m de lado de la base y 2 m de
altura.

44. El ayuntamiento de Madrid ha colocado unas jardineras de piedra
en sus calles que tienen forma de prisma hexagonal regular. La
cavidad interior, donde se deposita la tierra, tiene 80 cm de
profundidad y el lado del hexagono interior es de 60 cm. Calcula
el volumen de tierra que llenaria una jardinera por completo.

45. Una habitacién tiene forma de ortoedro y sus dimensiones son
directamente proporcionales a los niumeros 3, 5 y 7. Calcula el
area total y el volumen si ademas se sabe que la diagonal mide
145 m.

46. Un ortoedro tiene 1 dm de altura y 6 dm? de area total. Su longitud es el doble de su anchura, écudl
es su volumen?
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Geometria del espacio. 32 A de ESO

47. Si el volumen de un cilindro de 10 cm de altura es de 314 cm?3, calcula el radio de la base del cilindro.
(Utiliza 3.14 como valor de m).

48. (cDI Madrid 2011) Han instalado en casa de Juan un depdsito de agua de forma cilindrica. El diametro
de la base mide 2 metros y la altura es de 3 metros. a) Calcula el volumen del depdsito en m3.
(Tomar n=3.14). b) ¢ Cuantos litros de agua caben en el depdsito?

49. (cDI Madrid 2012) Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma, la base es un cuadrado que
tiene 10 cm de lado. a) éCudl es, en cm?, el volumen del envase? b) Calcula la altura
del envase en cm.

50. Una circunferencia de longitud 2.24 cm gira alrededor de uno de sus didmetros
generando una esfera. Calcula su volumen. (Tomar n=3.14).

51. Una puerta mide 2 m de alto, 80 cm de ancho y 4 cm de espesor. El precio de
instalacion es de 200 € y se cobra 6 € por m? en concepto de barnizado, ademads
del coste de la madera, que es de 300 € cada m3. A) Calcula el volumen de madera
de una puerta. B) El coste de la madera de una puerta mas su instalacién. C) El coste del barnizado
de cada puerta, si sélo se cobra el barnizado de las dos caras principales.

52. El agua contenida en un recipiente cénico de 18 cm de altura y 24 cm de didmetro de la base se
vierte en un vaso cilindrico de 10 cm de didmetro. ¢ Hasta qué altura llegara el agua?

53. Segun Arquimedes ¢ qué dimensiones tiene el cilindro circunscrito a una esfera de 5 cm de radio que
tiene su misma area? Calcula esta area.

54. i Cual es el volumen de una esfera en la que una circunferencia maxima mide 31.40 m?

55. Calcula el 4rea lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos

B
dem 10cm
v

2cm

T

5cm

7cm
La base es cuadrada traedro de 5cm de arista

Piramides construidas en el
interior de una estructura
cubica de 5 dm de arista.

57. En la construccién de un globo aerostatico de radio de 2.5 m se emplea lona que tiene un coste de
300 €/m?. Calcula el importe de la lona necesaria para su construccion.
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58. Calcula el radio de una esfera que tiene 33.51 dm?3 de volumen.

59. El Atomium es un monumento de Bruselas que reproduce una

molécula de hierro. Consta de 9 esferas de acero de 18 m de
diametro que ocupan los vértices y el centro de una estructura
cubica de 103 m de diagonal, realizada con cilindros de 2 metros
de diametro. Si utilizamos una escala 1:100 y tanto las esferas
como los cilindros son macizos, équé cantidad de material

necesitaremos?

60. Se ha pintado por dentro y por fuera un depdsito sin tapadera de
8 dm de alto y 3 dm de radio. Teniendo en cuenta que la base sélo

se puede pintar por dentro, y que se ha utilizado pintura de
2 €/dm?, écudnto dinero ha costado en total?

61. Una piscina mide 20 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de alto.

a. ¢Cuantos litros de agua son necesarios para llenarla?

Al

20y :
T i ! =
il ]
- 3 1

&

r el'_-.ni'r'.-

&lem

45 om

Blcm

b. ¢Cuanto costard recubrir el suelo y las
paredes con PVC si el precio es de 20 €/ m??

62. ¢Cual de las dos campanas extractoras de la figura
izquierda tiene un coste de acero inoxidable menor?

63. En una vasija cilindrica de 8 dm de diametro y que
contiene agua, se introduce una bola. ¢Cudl es su volumen
si después de la inmersion sube 0.3 metros el nivel del
agua?

64. El precio de las tejas es de 14.30 €/m? ¢Cudnto
costard retejar una vivienda cuyo tejado tiene forma de

piramide cuadrangular regular de 4 metros de altura y 8 metros de lado de la base?

65. Se enrolla una cartulina rectangular de lados 30 cm y 25 cm de las dos

formas posibles, haciendo coincidir lados opuestos. éCual de los dos
cilindros resultantes tiene mayor volumen?

66. Cada uno de los cubos de la figura tiene 2 cm de arista. ¢Cuantos hay
que afiadir para formar un cubo de 216 cm? de volumen?

67. Un tubo de ensayo tiene forma de cilindro abierto en la parte superior y

rematado por una semiesfera en la inferior. Si el radio de la base es de
1.5 cm vy la altura total es de 15 cm, calcula cuantos centilitros de liquido caben en él.

68. El cristal de una farola tiene forma de tronco de cono de 50 cm de altura
y bases de radios 20 y 30 cm. Calcula su superficie. a8

69. Un bote cilindrico de 10 cm de radio y 40 cm de altura tiene en su interior

cuatro pelotas de radio 3.5 cm. Calcula el espacio libre que hay en su

interior.

70. Construimos un cono con cartulina recortando un sector circular de 120°
y radio 20 cm. Calcula el volumen del cono resultante.
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77.

78.

79.

71. Un embudo cénico de 20 cm de didmetro ha de tener 2 litros de capacidad, écudl sera su altura?

72. En un depdsito con forma de cilindro de 25 cm de radio, un grifo vierte 15 litros de agua cada
minuto. ¢Cuanto aumentara la altura del agua después de un cuarto de hora?

73.La lona de una sombrilla abierta tiene forma de piramide
octogonal regular de 1 m de altura y 45 cm de lado de la base.
Se fija un mastil en el suelo en el que se encaja y el vértice de la
piramide queda a una distancia del suelo de 1.80 m. En el
momento en que los rayos de sol son verticales, équé espacio de
sombra determina?

74. Una pecera con forma de prisma recto y base rectangular se llena con 56 litros de agua. Si tiene 48
cm de largo y 36 cm de ancho, écudl es su profundidad?

75. Un rectangulo de 1 m de base y 10 m de altura gira 360° alrededor de una recta paralela a la altura,
que esta situada a 2 m de distancia. Calcula la superficie y el volumen del cuerpo que resulta.

76. En un helado de cucurucho la galleta tiene 15 cm de altura y 5 cm diametro. ¢ Cual es su superficie?
Si el cucurucho esta completamente lleno de helado y sobresale una semiesfera perfecta, écuantos
gramos de helado contiene?

Husos horarios

¢Qué diferencia de longitud existe entre dos ciudades si la diferencia horaria entre ambas es de 5
horas? ¢Podemos saber si existe diferencia entre sus latitudes?

Un avion emprende viaje hacia una ciudad situada al oeste de Madrid. El viaje dura 10 horas y su
rumbo mantiene en todo momento la latitud de partida. Si la diferencia de longitud entre Madrid y la
ciudad de llegada es de 45° y el avion despega del aeropuerto Adolfo Sudrez a las 9 de la mafiana. ¢A
qué hora local aterrizara en la ciudad de destino?

La distancia entre Londres y Pekin es de 8 149 Km y la distancia entre Londres y Sao Paulo es de 9 508
Km, sin embargo, en Pekin el reloj marca 7 horas mas que en Londres y en Sao Paulo 3 horas menos que
en Londres. ¢Cémo explicas esta diferencia?

CIUDAD LONGITUD LATITUD
LONDRES 0° 51° 30’latitud N
PEKIN 116° longitud E 40° latitud N
SAO PAULO 46° 30°de longitud W | 23°30°de latitud S
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AUTOEVALUACION

1. Cada unadelasrectasr, s, ty p pasa por dos vértices consecutivos de un / /
octaedro tal como se observa en la figura. Senala qué afirmacion de las /
siguientes es verdadera:

a) Las rectas ry s son coplanarias y secantes.

b) Las rectas ty p no son coplanarias.

€ ) Lasrectasry p se cruzan.

d) ry s contienen aristas de una misma cara del octaedro

2. Observa los siguientes cuerpos geométricos y selecciona la opcion verdadera:
) ) 1) V) V) Vi)

4 N
| | ' | —— "

a) Los cuerpos 1), 11), IV) y V) cumplen la relacién de Euler. b). Hay dos cuerpos de revolucion 1ll) y
VI). ¢ ) Son poliedros regulares 1) y V). d) Son céncavos 1) y V).

3.  Silaaltura de un prisma de base cuadrada es 10 cm y el lado de la base es 4 cm, su drea total es:
a) 160 cm? b) 320 cm? c) 400 cm? d) 192 cm?.

4. Un depésito de agua tiene forma de prisma hexagonal regular de 5 m de altura y lado de la base
1 m. Si sélo contiene las tres cuartas partes de su capacidad, el nimero aproximado de litros de agua
gue hay en él es:

a) 13000L b) 9750L c)3750L d) 3520L.

5. El tejado de una caseta tiene forma de pirdmide cuadrangular regular de 1.5 m de alturay 80 cm
de lado de la base. Si se necesitan 15 tejas por metro cuadrado para recubrir el tejado, en total se
utilizaran:

a) 38tejas b) 76 tejas c) 72 tejas d) 36 tejas.

6. Una caja de dimensiones 30x20x15 cm, estd llena de cubos de 1 cm de arista. Si se utilizan

todos para construir un prisma recto de base cuadrada de 10 cm de lado, la altura medira:
a) 55cm b) 65cm c) 75cm d) 90 cm.

7. El radio de una esfera que tiene el mismo volumen que un cono de 5 dm de radio de la base y
120 cm de altura es:

a) 5v3dm b) V75 dm c) 150 cm d) /2250 cm.

8.  Sedistribuyen 42,39 litros de disolvente en latas cilindricas de 15 cm de altura y 3 cm de radio
de la base. El nimero de envases necesario es:

a) 100 b) 10 c) 42 d) 45.
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9. El drea lateral de un tronco de cono que tiene 20 cm de altura y bases de radios 30 y 15 cm, es:
a) 2250t cm? b) 900 n cm? €c) 1125t cm? d) 450 t cm?

10. A partir de las coordenadas geograficas de las ciudades A, B, C deduce qué afirmacion es

correcta

CIUDAD LONGITUD LATITUD
A 15°E 15°N
B 15°W 15°N
C 15°E 15°S

a) Las ciudades Ay B tienen la misma hora y la ciudad C dos horas menos.
b) Las ciudades Ay B tienen la misma hora y la ciudad C dos horas mas.
¢ ) Lasciudades Ay C tienen la misma hora y la ciudad B dos horas mas.

d) Las ciudades Ay C tienen la misma hora y la ciudad B dos horas menos.
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Resumen

El concepto de funcidn es bastante abstracto, lo
gue hace complicada su definicién y comprensién.
Sin embargo, sus aplicaciones son multiples y muy
utiles, lo que las hace muy importantes. .
Por ejemplo, las funciones sirven para poder 2 Parados
explicar muchos fendmenos que ocurren en .
campos tan diversos como la Fisica, la Economia o
la Sociologia.

A pesar de las dificultades, algunas caracteristicas
que poseen las funciones se entienden facilmente &
cuando se representan graficamente, por resultar

Encuesta de poblacion activa. EPA

A Biwres

entonces muy intuitivas, y eso es suficiente para
poder analizar y resolver muchas cuestiones. Por ejemplo, si observamos la grafica anterior no es dificil
interpretar si el paro ha subido o si ha bajado en el cuarto trimestre entre dos afios consecutivos, o
globalmente a lo largo del periodo completo estudiado, o calcular dicho incremento/disminucién o
estudiar en qué afio hubo mas personas ocupadas o menos personas activas...
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Funciones y graficas. 32 A de ESO

1. SISTEMAS DE REPRESENTACION EN EL PLANO

1.1. Ejes de coordenadas o cartesianos

Recuerda que:

Cuando queremos representar graficamente un nimero, normalmente los dibujamos sobre una recta,
llamada recta numérica, en la cual establecemos un punto de referencia, que es el 0, a partir del cual
trazamos los niUmeros positivos (hacia la derecha) y los negativos (hacia la izquierda).

Pues bien, si estamos trabajando con una Unica
variable que toma valores numéricos y los
queremos representar, lo haremos igualmente
sobre dicha recta.

i i 3{.41

| i i | i il
! T | 1 T
5 -1/3

I i i
I L] T T I L) Ll
P 0 (4

Es importante hacer notar que, como tenemos una Unica variable, necesitamos una Unica recta y, por
tanto, estamos trabajando con una Unica dimension (longitud).

En el plano:

Ahora bien, si trabajamos con objetos de dos dimensiones, en el plano, necesitamos dos valores para
referirnos a ellos, ya que estan determinados por su longitud y su anchura, que no tienen por qué ser

iguales y que siguen direcciones diferentes.

Ejemplo:

= En un mapa, para poder situar un punto cualquiera (por ejemplo, una ciudad), tenemos una
referencia a partir de la cual tomar las medidas: el paralelo del Ecuador y el meridiano de
Greenwich. Ambos se cortan en un punto, que es el origen de este sistema de referencia:
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De igual forma, si tenemos dos variables que estdn relacionadas de alguna manera, que toman valores
numeéricos y los queremos dibujar, tendremos que utilizar dos rectas o ejes diferentes (cada uno para
los datos correspondientes a una variable) y que sean secantes, es decir, se cortan en un punto (sin el
cual no se podria establecer la relacidon entre ambas).

Si las rectas se cortan de forma perpendicular, es mas sencillo establecer la conexidn entre valores, y las
medidas que se representan en cada eje (salvo escalas) se pueden corresponder de forma directa con la
realidad, por lo que siempre se suelen dibujar de esta forma (formando un dngulo de 90° entre si).

El sistema de representacion de puntos en el plano

’ ’ ’ . 5-
mas cgmun estd formado por dos . ejes Eje de Ordenadas v
perpendiculares, uno horizontal llamado eje de T

abscisas, donde se representan los valores de la - . Primer
variable independiente (que toma los valores g Cuadrante
; “ : Cuadrante
libremente, y que suele llamarse “x”), y otro vertical 24
llamado eje de ordenadas, donde se representan los | origen
valores de la variable dependiente (porque se 0.9/
calculan a partir de la otra, y que suele llamarse “y”). = 4 53 2 9 Yo 1 2 3 4 15
Ambos reciben el nombre de ejes de coordenadas o 4 3 '
. . .\ Eje de Abscisas
ejes cartesianos (en honor del famoso fildsofo y
Tercer 29

matematico francés René Descartes). El punto donde
se cortan ambos ejes se llama origen de coordenadas Cuadrante -3
y, al cortarse los dos ejes, el plano queda dividido en
cuatro zonas, que se conocen como cuadrantes, y que
se nombran en el sentido contrario a las agujas del
reloj empezando desde la parte positiva del eje de
abscisas.

Cuarto
Cuadrante

Un conjunto formado por el origen O, los dos ejes de coordenadas y la unidad de medida es un sistema
de referencia cartesiano.

1.2. Coordenadas cartesianas

Una vez establecido el sistema de referencia con respecto al cual poder situar los puntos, para llegar a
uno en concreto partimos del origen, “O”, recorremos una determinada cantidad hacia |la derecha o Ia
izquierda y luego otra hacia arriba o hacia abajo. Asi cada punto queda determinado por un par de

ndmeros, la medida de los caminos realizados en ambas direcciones, a los que llamamos
coordenadas del punto.

Ejemplo:

4+ En un mapa como el del ejemplo anterior, un punto queda determinado por su latitud (distancia
al Ecuador, medida sobre el meridiano que pasa por dicho punto) y la longitud (distancia al
Meridiano de Greenwich, medida sobre el paralelo que pasa por dicho punto), llamadas
coordenadas geogrdficas. Por ejemplo, la situacion de Madrid es (—3.41, 40.24):

Longitud —3.41 o 3.41 O, es decir, hay que trasladarse 3.41 hacia el oeste (izquierda) del
meridiano de Greenwich.

Latitud +40.24 o 40.24 N, es decir, hay que trasladarse 40.24 hacia el norte (por encima) del
Ecuador.
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Las coordenadas de un punto A son un par ordenado
de numeros reales (x, y), siendo “x” la primera
coordenada o abscisa (nos indica la distancia a la que
dicho punto se encuentra del eje vertical) e “y” la
segunda coordenada u ordenada (nos indica la
distancia a la que dicho punto se encuentra del eje
horizontal).

Cuando ese valor se toma hacia la izquierda o hacia
abajo lo indicamos con un numero negativo y si es
hacia arriba o a la derecha lo indicamos con uno
positivo, de la misma manera que haciamos al
representar los numeros en la recta.

De esta forma, cualquier punto del plano queda
totalmente determinado mediante sus coordenadas y
viceversa, a toda pareja ordenada de numeros le
corresponde un punto del plano.

Ejemplo:

4 Coordenadas
N

3 @® A=(23)
|

24 |

i |
I

o
0 ]l
T2 3 i %
X

#+ En el grafico anterior, el punto A tiene coordenadas (2, 3).

Actividades resueltas

+ En la siguiente grdfica, indica las coordenadas de los puntos sefialados:

+ Representa grdficamente los puntos:
A(—l, 2); B(2,—1);C(0,4);
D(—5,0); E(—3,—2)
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Funciones y graficas. 32 A de ESO

1. Fijate en el mapa siguiente, localiza los paises o ciudades que se piden e indica en tu cuaderno:
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a) Los cuadrantes donde se encuentran los siguientes paises:
e Méjico: e Madagascar: e India: e Chile:
e Espafia: e Argentina: e Australia: e Japon:
e Arabia Saudi: e Alemania: e EEUU: e Marruecos:
b) Las coordenadas (aproximadas) de las siguientes ciudades:
e Ciudad del Cabo: e Nueva York:
e Rio de Janeiro: e Alicante:
e Pekin: e Rabat:
e Sidney: e QOviedo:
e londres: e Cordoba (Méjico):
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2. Copia en tu cuaderno e indica las coordenadas de todos los puntos que estan sefialados en el plano:

44 .H
D
L ] 34
A £
L ] 24 L ]
-
-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
F
-1 °
c |
L ] =24 ®
J
=31 L 2
3. Representa graficamente en tu cuaderno los siguientes puntos del plano:

A (0,-2) B(-2,0) C(4,0) D (-6, 0) E(0,6) F(1,7) G(7,1) H(-4,8) I(-1,-4) J(-4,-1)

K (5,-3) L(9,6) v(=2,1) N(7,-4) 0(-3,-3) P(0,0) Q(-2,-1) R(2,1) 5(2,-1) T(=2, 2)

-4 4

-6
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2. FUNCIONES

2.1. Concepto intuitivo de funcion

Existen multitud de fendmenos en nuestra vida cotidiana en los que aparecen relacionadas dos
magnitudes. Por ejemplo, el precio de un billete en un medio de transporte y la distancia o tiempo de
duracion del viaje, el precio de un kilo de fruta o carne y el nimero de kilos que compramos, la duracién
de un trayecto y la velocidad a la que vamos, el numero de latidos del corazén en una unidad de
tiempo...

Muchas de esas relaciones se rigen por una ley de proporcionalidad, directa o inversa, pero hay otras
muchas en las que la correspondencia entre ambas magnitudes es mas compleja.

Una funcidn es una relacion entre dos magnitudes de forma que a un valor cualquiera de una (variable
independiente) le hacemos corresponder, como mucho, un Unico valor de la otra (variable
dependiente).

Esta relacién funcional se puede establecer, muchas veces, mediante una expresién matematica o
formula, lo que nos permitira trabajar de forma cémoda con ella. Otras veces viene dada mediante una
tabla donde aparecen los valores relacionados entre si. En ocasiones tenemos la relacion en forma de
gréfica... iY también existen funciones que no se pueden escribir mediante una expresion algebraical

Ejemplos:

# Un kilo de tomates cuesta 0.59 €/kg. La funcion que establece cudnto debemos pagar en funcion
de la cantidad de tomates que nos llevamos es y = f(x) = 0.59 x.

En ella, f es el nombre que le ponemos a la funcidén y podriamos llamarla usando otras letras (las
gue se usan mas frecuentemente son “f”, “g” y “h”). Entre paréntesis va la variable “x” que
representa el numero de kilos que compramos, y es la variable independiente puesto que
nosotros elegimos libremente la cantidad que queremos o necesitamos. Por ultimo, la variable
“y" representa el precio que debemos pagar, y es la variable dependiente puesto que
“depende” de cuantos kilos nos llevamos, es decir, de “x”.

La expresion, f(x) que se lee “f de x”, se suele usar con mucha frecuencia para designar a la
variable dependiente porque:

19) en ella se ve cual es la variable independiente y, por tanto:

29) resulta muy comodo escribir cuanto nos costaria comprar una cantidad concreta, por
ejemplo, 2 kg. Se expresaria “f de 2” y su valor es f(2) =0.59-2 = 1.18 €.

+ Una persona que va paseando siempre a la misma velocidad, quiere recorrer una calle recta de 1

km en un tiempo determinado. La relacion entre el tiempo que tardard (en segundos) y la

velocidad que lleva (en metros por sequndo) viene dada por la férmula v(t) = 199%

En ella, “v” es el nombre de la funcion velocidad, 1 000 son los metros que tiene que recorrer y
“t’ el tiempo que tarda en recorrer dicho espacio.
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Todos los niumeros decimales tienen su parte entera y su parte decimal. Pues bien, todo nimero real se
puede relacionar de forma Unica con el numero entero inmediatamente inferior, llamado su “parte

entera” y representado E (X) . El hecho de que este nimero sea Unico hace que nos encontremos ante

una funcion.
4 Por ejemplo, la parte enterade 8.3 es 8: E(8.3) = 8;lade -4.2 es-5: E(—4.2) = —5...
Pues bien, esta funcion, a pesar de su sencilla descripcidon mediante palabras que nos dicen qué
debemos hacer, no se puede escribir mediante una formula algebraica.

4. De las siguientes relaciones entre dos variables, razona cudles son funcionales y cudles no:

Edad — altura de la persona a lo largo de su vida.
Altura — edad de la persona.

Precio de la gasolina — dia del mes.

Dia del mes — precio de la gasolina.

Un numero y su quinta parte.

Un ndmero y su cuadrado.

Un ndmero y su raiz cuadrada.

@ "o o0 oo

5. Sihoy el cambio € a $ estd 1 € =1.37 S, completa en tu cuaderno la siguiente tabla de equivalencia
entre las dos monedas:

€ 2 5 10 27 60
$

Expresa mediante una férmula la relacién que existe entre ambas. ¢Se puede expresar de forma
Unica dicha relacién? ¢Es una funcién?

Si realizas el cambio en una oficina, te cobran una pequefia comisidn fija por realizar la operacion de
1.5 €. {Como quedaria/n la férmula/s en este caso?

6. El puente Golden Gate permite la comunicacion entre
los dos lados de la bahia de San Francisco. Sus torres,
de 746 pies de altura, estan separadas por una
distancia de 4 200 pies aproximadamente. La calzada,
que tiene una anchura de 90 pies y se encuentra a
una altura de 220 pies sobre el nivel del agua, estd
sujeta a las torres mediante dos cables, de 3 pies de
didmetro, que tienen forma de parabola y que tocan la
calzada en el centro del puente.

- Realiza un dibujo donde queden reflejados los datos mas significativos del problema.

- Determina la relacion que existe entre la altura a la que se encuentra un punto del cable y la
distancia de su proyeccién vertical al centro del puente.

- Aplicar dicha féormula para calcular la altura de un punto del cable cuya vertical esta a 1 000 pies
del centro del puente.
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2.2. Grafica de una funcion

Ya que en toda funcién tenemos dos valores que se relacionan de forma Unica, podemos dibujarlos
ambos en los ejes cartesianos de forma que, si unimos todos esos puntos, obtenemos una curva que
nos permite visualizar dicha funcién.

Dicha representacién tiene una serie de limitaciones, muchas de ellas comunes a cualquier dibujo que
podamos hacer: es aproximada puesto que los instrumentos que se utilizan para hacerlo (regla, compas,
lapiz...), por muy precisos que sean (ordenadores), siempre tienen un margen de error; también existen
fallos de tipo visual o de los instrumentos de medida; o muchas veces tenemos que representar los
infinitos puntos del grafo en un espacio finito, lo cual es imposible y hace que solo podamos dibujar una
parte de lo que se pretende, pero no todo.

A pesar de todos estos inconvenientes, representar graficamente esta serie de puntos relacionados que
conforman la funcién, aunque sea de forma aproximada, es importante puesto que nos hace mucho
mas concreto un concepto muy abstracto, al poder visualizarlo: “mds vale una imagen que mil palabras”.

Ejemplo:

+ La trayectoria que debe sequir un avidén para aterrizar en un portaviones se corresponde con la
representacion de la funcion que relaciona la distancia recorrida por el mismo dependiendo del
tiempo que tarda en recorrerla:

M ﬁ v=700km/h

»

2=9,8m/s?

Ademas, una representacion también nos permite descubrir si la misma representa a una funcién o no,
ya que en el dibujo es facil interpretar si a un valor de la variable independiente le corresponde
Unicamente uno de la dependiente o mas de uno, propiedad fundamental que define a las funciones.

Ejemplo:

#+ El siguiente dibujo, que corresponde a una circunferencia, al
valor 0 de la variable independiente le corresponden los valores
2 y -2 de la dependiente. Ademas, hay otros muchos valores a
los que les pasa lo mismo, por lo que no puede ser la
representacion de una funcion.

(4, 4

La formula que corresponde a dicha gréfica es x2+y2 =4 o,

también, y=+v4—x* .
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La grafica de una funcidn es la representacién en el plano cartesiano de todos los pares ordenados en
los que el primer valor corresponde a uno cualquiera de la variable independiente y el segundo al que

se obtiene al transformarlo mediante la funcion:
{x, V| x e R, y=fix)}

Actividades resueltas

+ Indica cudles de las siguientes grdficas corresponden a una funcién y cudles no:

NO SI

¢Cual es la clave o regla para saber, a partir del dibujo, si este corresponde a una funcién o no?
Si trazamos rectas verticales imaginarias y estas chocan con el dibujo, como mucho, en un
punto, la grdfica corresponde a una funcién. En otro caso, no.

+ Dibuja en el plano cartesiano los valores de la siguiente tabla y conjetura acerca de qué tipo de

figura corresponde a la grdfica de la funcion:

X

flx)

-10

11

Observamos que los puntos, al representarlos, estan
alineados. Por tanto, el dibujo que corresponde a la
grafica de la funcién es una RECTA.

En este caso, no es demasiado dificil descubrir que la

féormula que relaciona ambas variables es:
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+ Completa la siguiente tabla a partir de la férmula de la funcidn f(X)z—X2 +4, dibuja los

puntos en los ejes cartesianos e intenta unirlos mediante una curva:

GRAFICA

A

X -2(-1]0 1 2

fix) o] 3| 4|30

La curva obtenida recibe el
nombre de PARABOLA (que es
una de las cuatro cénicas).

10

11.

12,

Realiza en tu cuaderno el dibujo de dos graficas, una que corresponda a una funcién y la otra no.
Identifica cada cual y explica el porqué de dicha correspondencia.

Realiza en tu cuaderno una tabla con 10 valores de la funcién e(t) = 5t + 20, represéntalos
graficamente e indica la figura que determinan. Si dicha funcidn representa el espacio (en
kildbmetros) que recorre una persona que lleva andados 20 km y camina a una velocidad de 5 km/h,
en funcién del tiempo que tarda en recorrerlo (en horas), indica cuales serian los valores que no
tendria sentido dar a la variable independiente y en qué se traduce eso en la grafica.

Razona si los valores de la siguiente tabla pueden corresponder a los de una funcién y por qué:

X -13 —7 10 -13 24

fix) | -15 0 14 3 0

En una hoja de papel cuadriculado raya un cuadrado de lado un cuadradito. ¢ Cual es su drea? Ahora
haz lo mismo con un cuadrado de lado 2. Continlia tomando cuadrados de lados 3, 4, 5... y calcula
sus areas. Con los resultados completa una tabla de valores y dibuja su gréafica. (Tiene sentido para
valores negativos de la variable? Busca una férmula para esta funcién.

Para aparcar en zona azul (no residentes) hay unas tarifas. Representa una grafica de la funcién cuya
variable independiente sea el tiempo vy la variable dependiente el precio (en euros) que hay que

pagar.

Un fabricante quiere construir vasos cilindricos medidores de volimenes, que tengan de radio de Ia
base 4 cm y de altura total del vaso 24 cm. Escribe una formula que indique como varia el volumen
al ir variando la altura del liquido. Construye una tabla con los volimenes correspondientes a las
alturas tomadas de 3 en 3 cm. Escribe también una férmula que permita obtener la altura
conociendo los voliumenes. ¢A qué altura habra que colocar la marca para tener un decilitro?
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2.3. Ejemplos de funciones: funcion afin y cuadratica

Durante todos los apartados anteriores hemos ido analizando distintos ejemplos de relaciones entre dos
variables que eran funcidn y otros que no. Lo hemos hecho desde el punto de vista grafico, de tablas de
valores y de formulas matematicas.

En esta seccidon, simplemente vamos a analizar unos cuantos ejemplos de funciones que son bastante
sencillas y que tienen bastantes aplicaciones practicas.

Una funcion afin es aquella funcién en la que la relacién entre las dos variables viene dada por un
polinomio de grado menor o igual a uno:

y=f(x) =mx+n.

Su representacion grafica es siempre una recta, su pendiente es el coeficiente lider (m) e indica la
inclinacion de la misma (si es positivo la recta sera creciente y si es negativo decreciente) y su ordenada
en el origen (n) es el término independiente, que nos proporciona el punto donde la recta corta al eje
de ordenadas.

Ejemplo:
GRAFICA
#+ y=-3x-1 (polinomio de primer grado)
2]
X -2 -1 -1/2 0 1
I-
f(x) 3 1 0 -1 -3
0
(-2,3) (-1,1) (-1/2,0) (0,-1) (1,-3) R \ i
Pendiente: —3 = recta decreciente
Ordenada en el origen: —1 = (0, —1) punto de corte 2]
de la recta con el eje de ordenadas
-3]

Como casos particulares de funciones afines tenemos:

Funcion constante (recta horizontal): es aquella que
siempre toma el mismo valor para todos los valores

de la variable independiente (la pendiente es nula): y=
y=n

Ejemplo: L

+ Grificasdey=3;y=1;,y=0;y=-2. ! PR VS N U SR T
Por tanto, la recta no tiene inclinacion, es decir, es =
paralela al eje de abscisas. T

y=-2

Observa que
La ecuacidn del eje de abscisas es y = 0.
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I ye3x Funcion lineal o de proporcionalidad directa: es aquella

+ que tiene ordenada en el origen igual a 0 (pasa por el
Yu-2%

il origen de coordenadas): Y =MX

5 o5 & RN Cada valor de “y” conserva una misma proporcién
respecto al de “x”:
s y = 3X (y es el triple de x)

e y=-2X (yes el opuesto del doble de x)
T y=X (funcion identidad: y es igual a x)

Observa que:

La grafica de x = a es una recta vertical, pero no es una
funcién porque para el valor de la variable
independiente “a”, la ordenada toma infinitos valores.

Ejemplo:

#+ Dibujalagraficadex=3;x=-2;x=1.

La ecuacion del eje de ordenadas es x = 0.

13. Escribe tres funciones cuyas graficas sean tres rectas de que pasen por el origen de coordenadas y
sus pendientes sean 3, -2, y 1/2 respectivamente.

14. ;i Qué angulo forma con el eje de abscisas la rectay = x? ¢Y la recta y = —x?

15. Un metro de cierta tela cuesta 1.35 €, écuanto cuestan 5 metros? ¢Y 10 m? ¢éY 12.5 m? éCuanto

.

cuestan “x” metros de tela? Escribe la formula de esta situacion.

16. Halla la ecuacién y dibuja la grafica de las rectas siguientes:
a) Su pendiente es 2 y su ordenada en el origen es 3.
b) Pasa por los puntos A(1, 3) y B(0, 4).
c) Suordenada en el origen es 0y su pendiente es 0.
d) Pasa por los puntos C(—1, 3) y D(-2, 5).
e) Pasa por el punto (g, b) y tiene de pendiente m.

17. ¢Como son entre si dos rectas de igual pendiente y distinta ordenada en el origen?

18. Dibuja en tu cuaderno, sin hallar su ecuacidn, las rectas siguientes:
a) De pendiente 3y ordenada en el origen 0.
b) Pasa por los puntos A(2, 3) y B(4, 1).
c) Supendiente es 2 y pasa por el punto (4, 5).
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Una funcion cuadratica es aquella funcién en la que la relacion entre las dos variables viene dada por
un polinomio de grado dos:

y = fix) = ax*> + bx + c.
La grafica de este tipo de funciones se llama parabola

Si el coeficiente lider o cuadratico es negativo
(@< 0), la pardbola estd abierta hacia el eje Y

negativo (céncava).

Si el coeficiente lider o cuadratico es positivo
(a>0), la pardbola estd abierta hacia el eje Y

positivo (convexa).

vT8 3
. 2
; E.5
5
: 2 =3 -1 - 1 2 3 4
y=2x*+x-3 . y=-2x*+4x 3
1 -3
250 -2<0 oy
-3 -2 -1 -1 2
- -5
\« £ -6
-4 -7

Los otros coeficientes del polinomio afectan a la posicidn que ocupa la parabola respecto a los ejes.

No podemos decir que una funcidn cuadrdtica es creciente o decreciente, ya que hay un trozo (rama)
que crece y otro que decrece. El punto donde se produce ese cambio se llama vértice y es el mayor
(mdximo) o menor (minimo) valor que toma la funciéon. Podemos decir que este punto es el mas
significativo en una parabola, y por eso es importante saber calcularlo. Para ello, le damos a la variable

independiente el valor Xx=—, y lo sustituimos en la funcién para calcular “y”. Dicho valor es facil de

recordar puesto que es lo mismo que aparece en la formula de las ecuaciones de 22 grado quitandole la
raiz cuadrada, y se obtiene precisamente por el cardcter de maximo o minimo que tiene el vértice.

Ejemplo:
GRAFICA
£ y=Xx"—6X+5
%/_/
polinomio 2° grado \1 [
X 3 1 5 0 6 \
f(x) —4 0 0 5 5
(3,-4) (1,0) (50 (0,5  (6,5) I\ /
Coeficiente lider: 1>0 = parabola convexa - *
-b 6 /
Vértice: X =| — =—=3 = y=-4 = (3,-4) Y F § 5
28. ai]; 2 | '\,I‘ .-’:I
Ordenada en el origen: 5 = (0, 5) punto de corte con el \ /
eje de ordenadas. - \ s
| N

Puntos de interseccion con el eje de abscisas: (1, 0) y (5, 0)

Autor: José Gallegos Fernandez
Revisores: Concha Fidalgo y Javier Brihuega
llustraciones: José Gallegos Fernandez
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19. Copia en tu cuaderno y completa:

y=3X+3| — Funcién porque
X y Solucion Grdfica
-
-
-
-
-
Operaciones:
—X
y= 7 —>  Funcion porque
X y Solucion Grdfica
-
-
-
-
-
Operaciones:
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y= —3X2 +6x-4 - Funcién porque

X y Solucion Grdfica

Operaciones:

2
y=2X"-8| — Funcion porque

X y Solucion Grdfica

Operaciones:
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20. Dibuja la gréafica de la funcion y = x2.

21

22

23

24

25

26.

a) Para ello haz una tabla de valores, tomando valores de abscisa positiva.

b) Tomando valores de abscisa negativa.

c) ¢Qué le ocurre a la gréfica para valores grandes de “x”? ¢Y para valores negativos grandes en
valor absoluto?

d) élacurva es simétrica? Indica su eje de simetria.

e) ¢éTiene un minimo? ¢Cual es? Coordenadas del vértice.

f) Recorta una plantilla de esta parabola marcando su vértice y el eje de simetria, que usaremos en
otros problemas.

Tomando la misma unidad que en el problema anterior dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema
de referencia, las graficas de las pardbolas: y = x>+ 2; y=x> =3; y==x%4 y==x*+2; y=x> — 1.
Observa que puedes utilizar la plantilla del ejercicio anterior. Haz un resumen indicando lo que has
obtenido. Habras observado que en todos los casos puedes utilizar la plantilla trasladandola en
sentido vertical, hacia arriba en el caso de y = x? + 2; y hacia abajo en el caso de y = x> — 3. La
pardbola y = —x?; es simétrica (hacia abajo) de y = x%. En general, si trasladamos g unidades en la
direccion del eje de ordenadas tenemos la pardbola y = x* + g.

Tomando la misma unidad que en el problema anterior dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema
de referencia, las graficas de las pardbolas: y = (x + 2)%;, y = (x =3)% y = (x + 1)% y = (x —1)%. Observa
gue puedes utilizar la plantilla del ejercicio anterior. Haz un resumen indicando lo que has obtenido.
Habras observado que en todos los casos puedes utilizar la plantilla trasladandola en sentido
horizontal, hacia la derecha en el caso de y = (x —3)?; y hacia la izquierda en el caso de y = (x + 2)2.
Por lo que, en general, si trasladamos p unidades en la direccidon del eje de abscisas obtenemos la
parabola y = (x —p)2.

Escribe la ecuacion de una parabola de igual forma que y = x?, pero trasladada 5 unidades en sentido
horizontal a la derecha y 3 unidades en sentido vertical hacia arriba. {Qué coordenadas tiene su
vértice?

Dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema de referencia, las graficas de las parabolas:
y=x% y=2x% y=1/3x% y= x% y=-1/2x% y = -3x%

Observa que ahora ya no te sirve la plantilla empleada. Ahora las parabolas se estrechan o se
ensanchan.

Completa este resumen. La gréafica de y = ax? se obtiene de la de y = x*:
a) Sia>1entonces éé??

b) Si0O<a<1entonceséé??

c) Sia< —1entonces é??

d) Si—1<a<0entoncesii??

Volvemos a usar la plantilla.

a) Traslada el vértice de la parabola y = x* al punto (4, 2). Escribe su ecuacién y la ecuacion de su
eje de simetria. Dibuja su grafica.

b) Traslada el vértice de la pardbola y = x? al punto (=3, —1). Escribe su ecuacién y la ecuacién de su
eje de simetria. Dibuja su grafica.
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2.4. Graficas de funciones con Geogebra. Graficas de funciones lineales y

afines

En esta actividad se va a utilizar el programa Geogebra para representar funciones lineales y afines, las
graficas de estas funciones son rectas. Primero se representan rectas con la misma pendiente para
observar la relacion que existe entre ellas y determinar la propiedad que las caracteriza. También se
representan rectas que tienen misma ordenada en el origen para observar la relaciéon que existe entre
ellas y determinar una caracteristica comun.

Actividades resueltas
+ Utiliza Geogebra para estudiar rectas con igual pendiente.

e Abre el programa Geogebra y en Visualiza activa Cuadricula para ‘\ \ "
gue sea mas facil definir puntos.

e Con la herramienta Nuevo Punto define un punto en el origen de \
coordenadas. Observa que en la Ventana Algebraica aparece el \\
punto, que el sistema denomina A, como objeto libre y |
coordenadas (0, 0). \ |

e Define un Nuevo Punto de coordenadas (1, —2), el programa lo
llama B y en la Ventana Algebraica aparece como objeto libre con
sus coordenadas: B = (1, -2).

e Utiliza la herramienta Recta que pasa por 2 puntos para dibujar la
recta que pasa por los puntos A y B. Observa que el programa la
denomina a y en la Ventana Algebraica aparece como objeto
dependiente y su ecuacion a: 2x + y = 0. Esta ecuacion se puede
expresar por: y = —2x.

e Define un Nuevo Punto de coordenadas (0, 3), el programa lo llama
C y en la Ventana Algebraica aparece como objeto libre con sus
coordenadas: C= (0, 3).

e Con la herramienta Recta Paralela, dibuja una recta paralela a la recta a que pase por C. Observa que
el programa la denomina b y en la Ventana Algebraica aparece como objeto dependiente y su
ecuacion a: 2x + y = 3. Esta ecuacion se puede expresar por: y = —2x + 3.

e Define un Nuevo Punto de coordenadas (—1, —2), el programa lo llama D y en la Ventana Algebraica
aparece como objeto libre con sus coordenadas: D = (-1, —-2).

e Con la herramienta Recta Paralela, dibuja una recta paralela a la recta a que pase por D. Observa que
el programa la denomina ¢ y en la Ventana Algebraica aparece como objeto dependiente y su
ecuacion a: 2x + y = —4. Esta ecuacion se puede expresar por: y = —2x — 4.

e Utiliza la herramienta Pendiente para calcular las pendientes de las rectas a, b y c. Observa que al
calcular la pendiente de la recta a aparece en la grafica y en la Ventana Algebraica como objeto
dependiente m = —2. Andlogamente al calcular la pendiente de la recta b, se obtiene m; = -2 y al
calcular la pendiente de la recta c, se tiene m; = —2.

27. (Como son las pendientes de las rectas paralelas? En funcién de los resultados anteriores realiza una
conjetura y dibuja otras rectas paralelas a la recta a para comprobarla.

Observa que la ecuacién de todas las rectas paralelas a la recta a son de la forma:
y =—2x + n, con n variable.
¢Alguna de las rectas que has dibujado es la gréfica de una funcion lineal?
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Rectas con la misma ordenada en el origen
+ Utiliza Geogebra para estudiar rectas con igual ordenada en el origen.

e Abre una Nueva Ventana que es una opcion del menu
Archivo.

e Con la herramienta Nuevo Punto define un punto de
coordenadas (0, 3). Observa que en la Ventana
Algebraica aparece el punto, que el sistema denomina A,
como objeto libre y aparecen sus coordenadas A = (0, 3).

e Define un Nuevo Punto B de coordenadas (1, 4) y con la
herramienta Recta que pasa por 2 puntos dibuja la recta
que pasa por Ay B, el programa la denomina a y en la
Ventana Algebraica aparece su ecuacion, a: —x +y =3
equivalenteay =x+3.

e Define un Nuevo Punto C de coordenadas (1, 1) y con la
herramienta Recta que pasa por 2 puntos dibuja la recta
gue pasa por A y C, el programa la denomina by en la
ventana algebraica aparece su ecuacién, b: 2x +y = 3
equivalenteay = -2x+3

e Con un proceso similar dibuja la recta c que pasa por Ay D, con D = (-2, 4) que tiene por ecuacion c: x

1
+ 2y = 6. Esta ecuacion se puede expresar por: y = _EX +3.

e Dibujatambién la recta d que pasa por Ay E, con E = (-2, —1), la ecuacion de la recta d que aparece es:
d:—4x+2y =6, equivalente ay = 2x + 3.
e  Utiliza la herramienta Pendiente para calcular las pendientes de las cuatro rectas que has dibujado.
» Observa que las cuatro rectas que has dibujado pasan por el punto A = (0, 3), sus ecuaciones con la
variable y despejada son:

1
a:y=x+3 b:y=-2x+3 c:y=—5X+3 dy=2x+3.

28. (Qué tienen en comun las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A (0, 3)? En funcién de
los resultados anteriores realiza una conjetura y compruébala dibujando otras rectas que pasen por
el punto A.

Observa que la ecuacién de todas las rectas que pasan por el punto A(0O, 3) son de la forma:

y =mx + 3, siendo m la pendiente de la recta.

En la ecuacidon de la recta y = mx + n, el pardmetro n se denomina ordenada en el origen

29. i Cuadl es el valor de la ordenada en el origen de las cuatro rectas que has dibujado?

30. Observa las ecuaciones de las cuatro rectas que has dibujado, dos de ellas tienen pendiente positiva
aydy las otras dos, b y c tienen pendiente negativa. Relaciona el signo de la pendiente de la recta
con el crecimiento o decrecimiento de la funcidén que representan.

X
31. Calcula dos puntos de las rectas de ecuaciones: y=2x+2ey= —§+ 2, para dibujarlas con Geogebra.

Indica dos propiedades comunes de ambas graficas.

. . X
32. Representa, también, las rectas de ecuaciones: y=—-3x+ley= 5 -3.

33. {Qué condicidon deben verificar las pendientes de dos rectas para que sean perpendiculares?
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3. CARACTERISTICAS DE UNA FUNCION
3.1. Continuidad

El concepto de continuidad de una funcién es muy intuitivo (en la mayoria de las funciones) ya que se
corresponde con que la grafica se pueda dibujar sin levantar el |apiz del papel. Cuando esto no ocurre,
se producen “saltos” en determinados puntos que reciben el nombre de discontinuidades.

Ejemplos:

#+ ¢Qué funciones son continuas segun su dibujo y cudles no? Indica en estas ultimas el/los valor/es
de la variable independiente donde se produce la discontinuidad:

o s 2P 4h TR S =3 &) Sy 2 3 4 1 [ ? 8 \
\
N/

/ &
o /
NO (en x = —1 tiene un salto infinito) NO (en x = —1 tiene un salto finito de 4 unidades)
9 3
f(x)=—x*+ 257 2
1
1
\ -8 =2 -6 ] -4 =3 -2 o b3 3 4 5 6 ? 8
-2 - 1 2 3
-1
_1 .
. X
* T5)=3275
-0 =¥
Si (continua para cualquier valor de x) NO (en x = -2 y x = 2 tiene saltos infinitos)
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3.2. Monotonia: crecimiento y decrecimiento

Una funcidn es creciente en un intervalo cuando al aumentar el valor de la variable independiente

aumenta también el de la dependiente.

Una funcién es decreciente en un intervalo si al aumentar el valor de la variable independiente

disminuye el de la dependiente.

Una funcidén es monétona en un intervalo cuando es creciente o decreciente en dicho intervalo.

Una funcion es constante en un intervalo cuando tome el valor que tome la variable independiente, la

dependiente toma siempre el mismo valor.

Como indican las definiciones, la monotonia o no de una funcidn se da en un intervalo. Por tanto, una
funcién puede ser creciente para una serie de valores, para otros ser decreciente o constante, luego

puede volver a ser creciente o decreciente o constante...

Ejemplo:

DECRECIENTE hasta x = 2 CRECIENTE hasta x=0

CRECIENTE siempre  CONSTANTE siempre

3.3. Extremos: maximos y minimos

Una funcidn presenta un maximo relativo (o maximo local) en
un punto cuando el valor de la funcién en dicho punto es
mayor que cualquiera de los valores que estan a su alrededor
(en su entorno). Si, ademas, el valor es mayor que en cualquier
otro punto de la funcidn, se dice que la funcién alcanza un
maximo absoluto (o maximo global) en él.

Una funcién presenta un minimo relativo (o minimo /ocal) en
un punto cuando el valor de la funcidén en dicho punto es
menor que en cualquiera de los valores que estan a su
alrededor (en su entorno). Si, ademas, el valor es menor que en
cualquier otro punto de la funcién, se dice que la funcidn
alcanza un minimo absoluto (o global) en él.

Si una funcién presenta un maximo o un minimo en un punto,
se dice que tiene un extremo en dicho punto, que podrd ser
relativo o absoluto.

DECRECIENTE desde x =2 DECRECIENTE desde x =0

Maximo global

Maximo local

Minimo local

Minimo global

commons.wikimedia.org
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Ejemplos

+ La pardbola y = x> — 6x + 5 tiene un minimo absoluto en su vértice (3,
—4). No tiene maximos, ni relativos ni absoluto. Antes del vértice es

decreciente y después es creciente. I3

#+ La pardbola y = —2x? — 4x tiene un maximo :
absoluto en su vértice (1, 2). No tiene minimos, ni L
relativos ni absoluto. Antes del vértice, para x < 1,
la funcién es creciente, y después, para x > 1, la
funcidn es decreciente.

-3 T e W B e

Todas las parabolas tienen un mdaximo o un
minimo absoluto en su vértice.

v=-=2x%2-A4x

L #* La funcién y = —x* + 2x2 tiene un minimo absoluto en el origen

N, (0, 0) y dos maximos en (1, 1) y en (-1, 1). Para x < —1 es una funcién
b creciente, para —1 < x < 0, es una funcién decreciente, para0<x<1
es creciente, y para x > 1 es decreciente.

Observa, en los maximos siempre la funcidn pasa de ser creciente a
ser decreciente, y en los minimos de ser decreciente a ser creciente.

. X—1
#+ La funcion f(X)=—— no h
X+1 fisi=3d
tiene ni maximos ni minimos (ni relativos ni absolutos). Es una

funcidn siempre creciente.

A 4 La grafica de la funcion f(x):ﬁ no tiene
X

"

maximo ni minimo absoluto, pero tiene un minimo relativo
1] hacia x = 3, A(3.46, 2.6), y un maximo relativo hacia x = -3,
B(—3.46, —2.6). Observa que el valor del minimo relativo,
4 T3 T2 @ o L 2.6, es mayor que la del maximo relativo, —2.6. Pero en
1) valores proximos al minimo si es el menor valor, por este
motivo se denominan “relativo”, “local”. No son los valores

o

8 mayores o menores que alcanza la funcién, pero si
39 2 Unicamente miramos en un entorno del punto si son
valores maximos o minimos.
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3.4. Simetria
Una funcidn par es aquella en la que se obtiene lo mismo al sustituir un nimero que su opuesto:
F(=)=f(x)

Esta propiedad se traduce en que la funcién es simétrica respecto al eje de ordenadas, es decir, si
doblamos el papel por dicho eje, la grafica de la funcién coincide en ambos lados.

Ejemplo:

+ La funcién cuadratica f(X)=X* es par:

Una funcién impar es aquella en la que se obtiene lo opuesto al sustituir un nimero que su opuesto:

f(—x)=—f(x)

Esta propiedad se traduce en que la funcién es simétrica respecto al origen de coordenadas, es decir, si
trazamos un segmento que parte de cualquier punto de la grafica y pasa por el origen de coordenadas,
al prolongarlo hacia el otro lado encontraremos otro punto de la grafica a la misma distancia.

Ejemplo:

+ La funcién de proporcionalidad inversa

f(X)== esimpar porque:
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3.5. Periodicidad

Una funcion periddica es aquella en la que las imagenes de la funcidn se repiten siempre que se le
anade a la variable independiente una cantidad fija, Ilamada periodo.
Ejemplo:

+ Un ejemplo de funcién periddica es el siguiente, que corresponde a un electrocardiograma:

periodo

Se observa claramente que la grafica se repite a intervalos iguales, ya que los latidos del corazén
son ritmicos.

Actividades resueltas

+ ¢Qué significaria, en la grdfica anterior, que los intervalos de repeticién no fueran iguales?
Si no tenemos un periodo fijo, querria decir que el corazén no esta funcionando de forma
ritmica y, por tanto, diriamos que se ha producido una “arritmia”.

& ¢Como influiria en la grdfica anterior el que el periodo sea mds o menos grande? ¢éQué
significado tendria?
Si el periodo es mas grande, es decir, los intervalos de repeticion se encuentran mas
distanciados, tendriamos un ritmo de latido mas lento (menos pulsaciones por minuto), lo que
se conoce como “bradicardia”.

Si el periodo es menor, pasaria justo todo lo contrario, esto es, el corazén estaria latiendo mas
rapido de lo normal (mds pulsaciones por minuto) y tendriamos una “taquicardia”.

34. Copia las siguientes tablas en tu cuaderno y sefiala todas las caracteristicas que puedas de las
funciones representadas mediante sus graficas:

GRAFICA 1 CARACTERISTICAS
5 Valores variable independiente:
Valores variable dependiente:
. , Par:
Simetria

Impar:
Punto corte eje ordenadas:
P Punto/s corte eje abscisas:
i ' Continuidad:
/ , Creciente:

Monotonia -
Decreciente:
Maximos:

Extremos =
Minimos:
Periddica:
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GRAFICA 2 CARACTERISTICAS
16 Valores variable independiente:
1‘2‘ Valores variable dependiente:
Par:
2 Simetria ar
8 Impar:
3 Punto corte eje ordenadas:
255 Punto/s corte eje abscisas:
o A _2\1 — . Continuidad:
2 B Creciente:
_ ; Monotonia recene
i -6 Decreciente:
(_..',3__-;.,/_?) -8 ;. .
-18 Extremos Majx!mos.
12 Minimos:
k- Periddica:
GRAFICA 3 CARACTERISTICAS

Valores variable
independiente:

14

12 Valores variable dependiente:

Par:

Simetria

Impar:

Punto corte eje ordenadas:

Punto/s corte eje abscisas:

Continuidad:
i Creciente:

Monotonia 3
Decreciente:
Maximos:

Extremos —
Minimos:
Periddica:

GRAFICA 4 CARACTERISTICAS
Valores variable independiente:
: Valores variable dependiente:
) , Par:
2 Simetria

Impar:
1 Punto corte eje ordenadas:

Punto/s corte eje abscisas:

Continuidad:
= ) Creciente:

Monotonia -
Decreciente:

-2

Flx)=—x® 13y Maximos:

Extremos —
& Minimos:
Periddica:
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CURIOSIDADES. REVISTA

Dirichlet nacié en Diren, donde su padre suam

donde aprendié de algunos de los mas

D(x) ={

Esta funcidn tiene la “curiosa” propiedad de

Nikki Grazzia

Nikki ha encontrado una forma de reunir sus
dos intereses, matematicas y fotografias de la
naturaleza, en una serie de imagenes llama-
da Found Functions en las que superpone
graficas generadas mediante formulas mate-
méticas a fotografias tomadas por ella.

Pero lo original es que no busca imagenes que
puedan adaptarse a ciertas formulas, sino que
cuando tiene una fotografia que le gusta

v/L{v)
x/L{x)

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet renombrados matematicos de su época,
(13/02/1805-5/5/1859) fue un matematico  relacionandose con algunos como Fourier.
aleman al que se le atribuye la definicion  Fueron estudiantes suyos Leopold

"formal" moderna de funcion. Kronecker y Rudolf Lipschitz. Tras su muerte,

era el jefe de la oficina de correos. Fue edu-  kind recopild, edité y publico sus lecciones y
cado en Alemania y, después, en Francia, otros resultados en teoria de niumeros.

Una versiéon simple de la funcién de Dirichlet se define como:

1 si x€ Q (xesracional)
0 si x€el (xesirracional)

valor que le demos a la variable independiente.

igo y colega matematico Richard Dede-

gue es discontinua para cualquier

nes y fotografia’

es cuando busca y ajusta la férmula necesaria
para generar que la representacion grafica
se adapte.

Una curiosa forma de aprender matematicas y
ver que todo se puede representar con ellas.

Si quieres consultar méas y ver las fotografias
(que tienen copyright), visita la pagina:

http://www.nikkigraziano.com/index.php/project/found-functions/

Cuando la relacién
funcional se establece entre tres variables, la gra-
fica se tiene que hacer en tres dimensiones, lo que
la hace mas compleja de representar pero mas
llamativa. Los ordenadores son de gran ayuda
para hacerlas y verlas desde distintos puntos de
vista. Sirven para realizar modelos muy reales de
multitud de situaciones tridimensionales.
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RESUMEN

CONCEPTOS Ejemplos
5-
Eje de Ordenadas Y
a , *
¥ Primer ¥ o Coordenadas
egundo + Cuadrante +] ° A\Tz 3
Cuadrante o :
2 I
Ejes cartesianos y ] origen 1. |
coordenadas de un 00 X T S T N R T

punto en el plano

'
w

|
F

|
w

|
L5

|
o
ro
w
s
w

Eje de Abscisas

Tercer
Cuadrante 5] Cuarto

Cuadrante

Funcion

Una funcién es una relacion entre dos
magnitudes de forma que a un valor
cualquiera de una (variable independiente) le
hacemos corresponder, como mucho, un Unico
valor de la otra (variable dependiente).

y=f(x)=059- x
f(2)=059-2=1.18
f(5)=0.59-5= 2095

Grafica de una
funcion

La grafica de una funcidén es la representacion
en el plano cartesiano de todos los pares
ordenados en los que el primer valor
corresponde a uno cualquiera de la variable
independiente y el segundo al que se obtiene al
transformarlo mediante la funcién:

{(x, )| x € R, y=Fx)}

y = f(x) = 0.59x
{(2, 1.18), (5, 2.95), ...}

Grdfica:
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CONCEPTOS

Ejemplos

Funcidn afin,
funcion lineal y
funcién
constante

Una funcién afin es aquella funcién en la
que la relacién entre las dos variables viene
dada por un polinomio de grado menor o
igual auno: y = f(x) = mx + n.

La representacién grafica es una recta.
“m” recibe el nombre de pendiente y “n”
ordenada en el origen.

Una funcidn lineal o de proporcionalidad
directa es una funcién afin con ordenada en
el origen nula: y = mx (pasa por el origen).
Una funcidn constante es una funcidn afin
con pendiente nula: y = n (siempre toma el
mismo valor y su grafica es una recta
horizontal).

Funcion
cuadratica

Una funcién cuadrética es aquella funcidn
en la que la relacidn entre las dos variables
viene dada por un polinomio de grado dos:
y =f(x) = ax* + bx + c.

La grafica de este tipo de funciones se
llama pardbola.

El punto mas significativo de la parabola
es el vértice y se calcula dandole a la

variable independiente el valor x = _%a .

Si el coeficiente lider es positivo, el vértice
es un minimo vy, si es negativo, un
maximo.

Wértice

Continuidad
Monotonia
Extremos
Simetria
Periodicidad

Una funcién puede ser continua en un
intervalo si su grafica no sufre “rupturas”
(lamadas  discontinuidades), creciente
(decreciente) si su valor aumenta
(disminuye) cuando lo hace la variable
independiente, constante cuando siempre
toma el mismo valor, par si la imagen de la
variable independiente coincide con el de su
opuesto, impar cuando el valor de Ia
funcidon para el opuesto de la variable
independiente también es el opuesto vy
periddica si las imagenes de los valores

obtenidos al sumar una cantidad fija
(periodo) a la variable independiente
coinciden.

decreciente

discontinuidad

decreciente

creciente

3 >
relativa 1

No se aprecian, en la funcion:
-Intervalos donde sea constante
-Simetrias

-Periodicidad
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Sistemas de representacion.

1. Situa en un sistema de referencia cartesiano los puntos siguientes, eligiendo una escala en los ejes
gue permita dibujarlos todos de forma cémoda: A(5, 4); B(0, 2); C(-2,0); D(3,-1.3); E(1.5,0);
F(0, 0); G(-1, —2/3). Sefiala en cada caso a qué cuadrante pertenece el punto o, en su caso, en qué
eje esta.

2. Escribe las coordenadas de tres puntos situados en el tercer cuadrante.

3. Situa en un sistema de referencia cartesiano los puntos siguientes:
A(0, 4); B(0, 2.3); €(0,-2); D(0, —1). éQué tienen en comun todos ellos?

4. Escribe las coordenadas y representa tres puntos del eje de ordenadas. ¢ Qué tienen en comun?

5. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo rectangulo con un cateto igual a 3, y el vértice del dngulo recto
en el origen de coordenadas. Indica las coordenadas de todos los vértices.

6. Lasiguiente grafica resume la excursion que hemos realizado por la sierra de Guadarrama:

Distancia recorrida
so{ (en km)

704
60
50
40
304

20

Tiempo empleado
A (en h)

10 12 14 16 18 20

a) ¢Cuanto tiempo durd la excursiéon?

b) ¢Cuanto tiempo se descansd? ¢A qué horas?

¢) ¢éCuantos kildbmetros se recorrieron?

d) éEn qué intervalos de tiempo se fue mas rapido que entre las 11 y las 13 horas?

e) Haz una breve descripciéon del desarrollo de la excursién.

f) Construye una tabla de valores a partir de los puntos sefialados en la grafica.

g) Si en el eje de ordenadas representaramos la variable “distancia al punto de partida”, éseria
la misma grafica? Con los datos que dispones, ¢ puedes hacerla?
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Funciones y tipos de funciones

7. Indica cudles de las siguientes correspondencias son funciones:
a) A cada numero natural se le asocian sus divisores primos.
b) A cada circunferencia del plano se le asocia su centro.

8. La altura y la edad de los componentes de un equipo de baloncesto estan relacionados segun
muestra la siguiente grafica:

180+ a) Siluan tiene 14 afios, écudl puede ser su altura?
b) Si Maria mide 165 cm, écual puede ser su edad?
. c) La relaciéon entre la altura y la edad de los diferentes
¢ & componentes del equipo, ées una relacion funcional? ¢Por
1604 L ] A
H qué?
B ® d) ¢Y larelacidn entre la edad y la altura? Realiza una grafica
¢ similar a la anterior para representar esta situacion.
A
1404 [ ]
G
®
c
[ ]
E
®
2 13 14 15

9. La distancia, d, recorrida por un tren depende del niumero de vueltas, n, que da cada rueda de la
locomotora.

a) Escribe la férmula que permite obtener d conocido n, sabiendo que el didmetro de las ruedas
de la locomotora es de 78 cm.

b) Dibuja la gréfica.

c) éQué distancia habra recorrido el tren cuando la rueda haya dado mil vueltas? (toma como
valor de mt el nimero 3.14).

d) ¢Cuantas vueltas habra dado la rueda al cabo de 7 km?

10. Un globo sonda utilizado por el Servicio Meteoroldgico de los Pirineos para medir la temperatura a
distintas alturas lleva incorporado un termdmetro. Se observa que cada 180 m de altura la
temperatura disminuye un grado. Cierto dia la temperatura en la superficie es de 9° C. Determina:

a) ¢Qué temperatura habra a 3 km de altura?

b) ¢A qué altura habrd una temperatura de —30° C?

c) Escribe una férmula que permita calcular la temperatura T conociendo la altura A.
Confecciona una tabla y dibuja la grafica. ¢ Qué tipo de funcién es?

d) Si la temperatura en la superficie es de 12° C, écual es entonces la féormula? ¢Qué tipo de
funcién es?

11. Dibuja la gréfica de la funcidn parte entera: y = E(x).

12. Un rectangulo tiene un perimetro de 100 cm. Llama x a la longitud de uno de sus lados y escribe la
formula que da el drea en funcién de x. Dibuja su grafica. ¢ Qué tipo de funcién es?

13. Una caja cuadrada tiene una altura de 20 cm. ¢{Como depende su volumen del lado de la base?
Dibuja la grafica de la funcidn que resulta.
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14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

Con una hoja de papel de 32 cm de largo y 22 cm de ancho se recorta un cuadrado de 2 cm de lado
en cada una de las esquinas, se dobla y se construye una caja. ¢Cual es el volumen de la caja? ¢Y si
se recortan cuadrados de 3 cm? ¢Cual es el volumen si el lado del cuadrado recortado es x? Escribe
la férmula y dibuja la grafica.

Escribe la ecuacion de la recta paralela a y = 4x + 2 de ordenada en el origen 6.
Sin representarlos graficamente, di si estan alineados los puntos A(3, 4), B(7, 9) y C(13, 15).

Una empresa de alquiler de vehiculos ofrece dos férmulas diferentes. Férmula 1: Lo alquila por 300
euros al dia con kilometraje ilimitado. Férmula 2: Lo alquila por 200 euros al dia y 7 euros el
kildbmetro. Queremos hacer un viaje de 10 dias y mil kildmetros, ¢cuanto nos costarad con cada una
de las formulas? Como no sabemos el kilometraje exacto que acabaremos haciendo, nos interesa
hacer un estudio para saber la férmula mas beneficiosa. Escribe las formulas de ambas situaciones
y dibujas sus gréficas. Razona, a partir de dichas graficas, qué férmula es mas rentable segun el
numero de kildbmetros que vayamos a hacer.

Se construyen boyas uniendo dos conos iguales por la base, siendo el didmetro de la base de 90
cm. El volumen de la boya es funcidn de la altura “a” de los conos. Si queremos una boya para
sefialar la entrada de patinetes nos basta con una altura de 50 cm: ¢qué volumen tendra? Si es para
barcos mayores se necesita una altura de 1.5 m: équé volumen tendra? Escribe la expresion de la
funcion que calcula el volumen en funcidon de la altura. Dibuja su grafica.

Calcula el vértice, el eje de simetria y los puntos de interseccién con los ejes de las siguientes
parabolas. Dibuja sus graficas.

a)y=x>+8x—-13 b)y=-x*+8x—-13 c)y=x>-4x+2 d)y=x*+6x e)y=—-x*+4x-7

Dibuja la gréfica de y = 2x%. Haz una plantilla. Determina el vértice de las siguientes paradbolas y
utiliza la plantilla para dibujar su gréfica:

a)y=2x>+8x—12 b) y =-2x*+8x-10 c)y=2x>—4x+2 d) y = 2x* + 6x
Ayuda: 2x> + 8x—12 =2(x* + 4x—6) = 2((x + 2)2 =4 — 6) = 2((x + 2)?> - 10). Vértice (-2, —10)
El consumo de gasolina de un coche por cada 100 km viene representado mediante la grafica.

a) ¢Cual es la variable
dependiente?

b) ¢Ylaindependiente?

c) ¢éCudl es el consumo para una
velocidad de 60 km/h?

d) ¢éA qué velocidad el consumo
esde 61/100 km?

e) Utiliza la grafica para explicar
como varia el consumo de
gasolina dependiendo de la
velocidad del coche.
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Caracteristicas de las funciones

22. Joaquin ha llegado a un acuerdo con su padre para recibir su paga. Cobrara 20 euros al mes el

primer afo, y 5 euros mas por cada afio que pase. ¢ Cuanto le correspondera dentro de 7 afos? Haz
una tabla de valores y representa su grafica. ¢Es continua? Indica los puntos de discontinuidad y su
tipo. Busca una féormula que permita calcular la paga cuando hayan pasado n afios.

23. Durante un viaje, la velocidad del coche varia dependiendo del tipo de carretera, de las condiciones

d)
e)

f)
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en que se encuentra, del tiempo meteoroldgico... La siguiente grafica refleja la velocidad de un
vehiculo en cada instante del trayecto que ha seguido.

velocidad

12
(en km/h)

L]

10

704

20

10 tiempa
{en min;

1]

5 % % % % % % 3 % % % " =
¢Es funcional la relacién de dependencia entre el tiempo y la velocidad?

¢Cual es la variable independiente? ¢Y la dependiente?

¢A qué velocidad iba cuando llevaba una hora de viaje? ¢En qué momentos iba a una velocidad de
40 km/h?

Indica los intervalos en los que la velocidad ha aumentado y disminuido. ¢ Ha sido constante en
algin momento? ¢ Cuando? ¢Durante cuanto tiempo?

¢Cual ha sido la velocidad maxima alcanzada a lo largo de todo el viaje? ¢En qué momento se
alcanzo? ¢Y durante la primera hora del mismo?

¢Cual ha sido la velocidad minima alcanzada a lo largo de todo el viaje? ¢ Cuando se alcanzo? éY
entre la primera media hora y la hora y media?
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24. Al entrar en el aparcamiento de un centro comercial encontramos un letrero con los precios que
nos indican que 1 hora o fraccion cuesta 1.20 € y las dos primeras horas son gratis para los clientes
con tarjeta de compra del centro. Haz una tabla que relacione el tiempo con el importe pagado
durante una jornada completa (12 horas) en los casos de un cliente con tarjeta o sin ella. Esboza la
grafica y contesta a las preguntas:

a) ¢éQué valores toma la variable dependiente? ¢Y la independiente?

b) ¢Puedes unir los puntos de la grafica? ¢ Como se debe hacer?

c) ¢Existen puntos de discontinuidad? Si la respuesta es afirmativa, sefidlalos y explica su
significado.

25. Al estudiar el crecimiento de una planta observamos que durante los primeros 30 dias lo hace muy
de prisa, en los 15 dias siguientes el crecimiento es mas lento y después se mantiene con la misma
altura. Realiza un esbozo de la grafica que relaciona el tiempo con la altura alcanzada por la planta.

Si tenemos mas informacidon podemos mejorar el boceto. Por ejemplo, haz la tabla y la gréfica en el
caso de que el crecimiento de la planta se ajuste a las siguientes formulas (el tiempo se expresa en
dias y la altura en centimetros):

a) Durante los primeros 30 dias: altura = 4 x tiempo

b) Enlos 15 dias siguientes: altura = 90 + tiempo

c) A partir del dia 45: altura = 135.

26. Un viaje realizado por un tren, en un cierto intervalo del mismo, viene dado de la siguiente forma:

- Durante las dos primeras horas, la distancia “d” (en kildmetros) al punto de partidaes 2 -t + 1,
donde “t” es el tiempo (en horas) de duracion del trayecto.

- Entre la 22 y 32 hora, dicha distancia viene dada por —t + 7.

- Entre la 32 y 42 hora, ambas inclusive, d = 4.

- Desde la 42 y hasta la 62 (inclusive), la distancia se ajustaa 3 -t —8.

a) Realiza una tabla y una grafica que recoja dicho viaje de la forma mas precisa posible (para ello
debes calcular, como minimo, los valores de la variable tiempo en los instantes O, 2, 3, 4 y 6).

b) Explica si la relacion anteriormente explicada entre la distancia recorrida y el tiempo tardado en
recorrerla es funcional.

c) Larelacion anterior, ¢presenta alguna discontinuidad?

d) éEn qué momento la distancia al punto de partida es de 7 km?

e) ¢Qué indican los puntos de corte de la grafica con los ejes?

f) Determina los intervalos donde la funcién es creciente, decreciente y constante.

g) Encuentra los puntos donde la funcién alcanza sus maximos y minimos relativos y absolutos.
Interpreta el significado que puedan tener.

27. Representa graficamente las siguientes funciones, estudiando en ella todas las caracteristicas que
se han trabajado en el tema: monotonia, extremos, simetria y periodicidad.

a) Valor absoluto de un niumero: f(x) = |x|.
b) Opuesto e inverso de un nimero: f(x) = _71

c) Mantisa (a cada numero le hace corresponder la diferencia entre dicho nimero y su parte
entera): M(x) = x — E(x).
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28. Las graficas siguientes muestran la evolucién, un dia cualquiera, de la temperatura alcanzada entre
las 7 de la mafiana y las 4 de la tarde en cuatro ciudades (Madrid, Granada, Valladolid y Sevilla):

temperatura
(en°C)
24

tismpo
(enn)

temperatura
(en°C)

tiempo
{enh)

B 5 0 kS ] bl

parte de él?

manana?

Estudia la monotonia de todas las gréficas.
¢En alguna ciudad la temperatura se ha mantenido constante durante todo el intervalo? ¢Y en

temperatura

(en°C

tempo

temperatura
(en"C)

tismpo
(enn)

¢Qué ciudad crees que presenta un cambio de temperatura mas suave a lo largo de toda la

Teniendo en cuenta que en Madrid el incremento de la temperatura ha sido siempre lineal, en

Granada la temperatura minima se ha alcanzado después de las 7 h y en Valladolid a partir del
medio dia la temperatura bajd, indica qué grafica corresponde a cada una de las ciudades y
explica cuales han sido las temperaturas maximas y minimas en cada una de ellas.
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1. Las coordenadas del punto sefalado son:

AUTOEVALUACION

a) (-1,2)
b) (-2,-1) . . 0
9 (1,2) f 1 |
d) (1,-2) o o
2. La uUnica grafica que no corresponde a una funcion es:
a) : 0 T ) T+ //
3. La unica tabla que no puede ser de una relacion funcional es:
X y X y X y X y
0 1 -1 -3 -3 9 0 2
a) 1 2 b) 0 -3 c) -1 1 d) 1 3
2 3 1 -3 0 0 4 6
3 4 2 -3 2 4 0 3
4. La unica funcién afin que, ademas, es lineal es:
a) y=-4x b) y=3x+1 c) y=-2x+3 d y=-x-1

5. La Unica grafica de una funcién afin no constante es:

a)
b)
c)

d)
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6. La unica funcidn cuadratica es:

a) y=-2x b) y=3x+1 c) y=-2x*>+3x d y=-x3-1

7. Lafuncidn cuadratica que tiene su vértice en el punto (3, 4) es:

a) y=-2x2 b) y=3x2-x+1 c) y=-2x*>+3x d y=-x2+6x-5

8. El maximo absoluto de la funcién se alcanza en el punto:
a) :
b) °

c)

d) -1 Te 1 2 ]

9. La Unica grafica que corresponde a una funcién periddica es:

L

TR L I )
&

b

e 2

3 -2 K_l 2
=3

10. La unica gréfica que corresponde a una funcidn que es creciente hasta x = -2 pero luego deja de
serlo, es:

T=

® = e
® »
@R R NN
w w
x>
.

a) \ b) -3 -z -1 I 2 3 C) [ ‘ilf 5: o é ‘\‘h«:jf d)
2 -1
-5 Zq 3 -2 _2\1 2 :5 -
i 2.5
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Resumen

La Estadistica es una Ciencia que surgio para llevar la contabilidad del Estado. De ahi viene su nombre.
En el siglo XX se desarrollaron sus técnicas y se separd de las Matematicas, pasando a ser una ciencia
con entidad propia. En los medios de comunicaciéon encontramos frecuentes estadisticas. En medicina
se necesitan métodos estadisticos para probar nuevos medicamentos. En todo experimento cientifico,
tras la recogida de datos, se necesita utilizar pruebas estadisticas que permitan sacar informacién de
esos datos.

El origen de la Probabilidad se encuentra en los juegos de azar. Cardano, Galileo, Pascal, Fermat son
algunos de los matematicos que se ocuparon en sus inicios.
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1. LATOMA DE DATOS

1.1. Un ejemplo para realizar un analisis

Ejemplo:

+ La Casa de la Moneda quiere estudiar cudntas monedas debe emitir, teniendo en cuenta las que
estdn en circulacion y las que se quedan atesoradas (bien en casas particulares, o en mdquinas de
refrescos, o depositadas en un banco). Se ha hecho una encuesta a pie de calle a 60 personas y se ha
apuntado cudntas monedas llevaba cada una de ellas en el bolsillo. Hemos obtenido estos datos:

1217|1188 (9|6 (12|7|7 (13,0 (109 (13|18|7 |6 |11|12|16|0 |10|10| 8|8 |9 |11|{10| 8
16| 8 | 5|2 (12| 8 |14|14|16|6 |2 | 0 |18|10|10(12|14|6 |7 |3 |12|11|10|18|9 |7 |12|1|15|8

El primer paso consiste en hacer un esquema para el recuento: usaremos una tabla y marcaremos
palotes cada vez que aparezca ese numero.

o |/// 7 /T 14 |///
1 |/ 8 |/ 1] 15 |/
2 /] 9 |/ 16 |///
3 |/ 10 |//11] 1] 17

4 11 |//// 18 |///
5 |/ 12 \//11] 1] 19

6 |///] 13 |// 20

Pasar de ese recuento a una tabla de frecuencias absolutas es muy sencillo: solo hay que sustituir los
palotes por el niUmero que representan.

0 3 7 6 14 3
1 1 8 8 15 1
2 2 9 4 16 3
3 1 10 7 17 0
4 0 11 4 18 3
5 1 12 7 19 0
6 4 13 2 20 0

Es mucho mejor analizar los datos de modo visual. Estamos mas acostumbrados a trabajar de esa
manera. Podemos representar los datos de la tabla de frecuencias en un diagrama de barras, donde la
altura de cada barra representa la frecuencia de aparicién.
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El procesamiento de datos estadisticos se utiliza mucho. Obviamente no se hacen las operaciones a
mano, sino que se utilizan calculadoras u hojas de calculo. Disponer de esos medios tecnoldgicos sera
un buen complemento para el capitulo, aunque recordamos que lo mas importante es comprender qué
se hace en cada momento.

2 3 4

Comenzaremos introduciendo algo de nomenclatura. Casi todos estos nombres los has escuchado
puesto que los medios de comunicacién los utilizan muchisimo

Poblacidn es el colectivo sobre el que se quiere hacer el estudio.

Muestra es un subconjunto de la poblacion de modo que a partir de su estudio se pueden obtener
caracteristicas de la poblacion completa.

Individuo es cada uno de los elementos de la poblacidn o la muestra.
Ejemplo:

#+ Se quiere hacer un estudio sobre hdbitos alimenticios de los estudiantes de 32 de ESO de todo
Madrid. Pero como es muy costoso entrevistar a todos los estudiantes se decide tomar un IES por
cada distrito y entrevistar a los alumnos de 32 de ESO de esos colegios elegidos.

La poblacion objeto del estudio seran todos los estudiantes madrilefios matriculados en 32 de ESO.
La muestra son los estudiantes de 32 de ESO matriculados en los institutos elegidos.

Cada uno de los estudiantes de 32 de ESO es un individuo para este estudio estadistico.

1. Queremos hacer un estudio de la cantidad de monedas que llevan en el bolsillo los estudiantes de tu
clase. Pero para no preguntar a todos elige 10 compafieros al azar y anota en tu cuaderno cuantas
monedas lleva cada uno.

a) éCual es la poblacién objeto del estudio?
b) ¢Cudl es la muestra elegida?

c) Especifica 5 individuos que pertenezcan a la poblacidn y no a la muestra.
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1.2. Variables estadisticas
Ejemplo:
+ En un estudio estadistico se puede preguntar cosas tan variopintas como

¢Qué frutas comes a lo largo de una semana?
¢Cuantas piezas de fruta comes al dia?

¢Cudntas monedas llevas en el bolsillo?

¢Cudl es tu altura?

¢Cudntas marcas de chocolate recuerdas?

¢Cudles son las marcas de chocolate que recuerdas?
¢Cudntos hermanos tienes?

¢Cual es tu color favorito para un coche?

¢Cudnto tiempo pasas al dia viendo la televisién?
¢Cudntos seguidores tienes en twitter?

VVVVVYVVYYYY

Esas preguntas pueden corresponder a estudios de salud, econdmicos, publicitarios o socioecondmicos.
Algunas se responden con un ndmero y otras se responden con un nombre o un adjetivo. Incluso hay
diferencias entre las que se responden con nimeros: el nimero de monedas que llevas o el nimero de
seguidores de twitter se contestan con nimeros enteros, mientras que para hallar tu altura o las horas
que pasas delante del televisor necesitamos utilizar nUmeros reales (normalmente con representaciéon
decimal).

Una variable se dice cuantitativa si sus valores se expresan con nimeros.
Las variables cuantitativas pueden ser
» discretas si solo admiten valores aislados
» continuas si entre dos valores pueden darse también todos los intermedios

Una variable estadistica es cualitativa cuando sus valores no se expresan mediante un nimero, sino con
una cualidad.

2. Clasifica en variables cualitativas y cuantitativas las que aparecen en el primer ejemplo de esta
seccion. Para las cuantitativas indica si son continuas o discretas.

1.3. Las fases de un estudio estadistico
En un estudio estadistico hay 6 fases fundamentales:

1. Determinacion del objeto del estudio. Esto es, saber qué queremos estudiar.
Seleccién de las variables que se van a estudiar.
Recogida de los datos.
Organizacion de los datos.
Representacion y tratamiento de los datos.
6. Interpretacidny analisis.
En este libro empezaremos los ejemplos a partir del punto 4, con datos ya proporcionados en los
enunciados.

vk wnN
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2. REPRESENTACION DE LA INFORMACION

2.1. Ejemplos para trabajar

En la seccidn anterior lo comenzabamos analizando una variable discreta: el nimero de monedas que
se llevan en el bolsillo. Puedes repasar qué haciamos alli: cdmo recontabamos los datos, cémo los
llevdbamos después a una tabla de frecuencias y cémo representdbamos la informacién en un grafico.

Haremos ahora el mismo proceso con una variable continua.

Ya sabes que:

Podemos distinguir entre frecuencias absolutas, si, como en este ejemplo, hacemos un recuento del
nimero de veces que aparece cada dato. Frecuencias relativas, que estudiaremos con mas
detenimiento al final del capitulo, y que consiste en dividir cada frecuencia absoluta por el nimero total
de observaciones. Frecuencias acumuladas, tanto frecuencias absolutas acumuladas como frecuencias
relativas acumuladas si se calculan todos los valores menores o iguales a él.

Ejemplos:

+ Se estd realizando un control del peso de un grupo de nifios. Para ello, se contabilizan el nimero
de veces que comen al dia una chocolatina 13 nifilos durante un mes, obteniendo los siguientes
numeros: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2.

La informacién obtenida se puede resumir en una tabla de frecuencias absolutas y frecuencias
absolutas acumuladas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia absoluta 2 2 4 1 2 1 0 1

Frecuencia absoluta acumulada | 2 4 8 9 | 11| 12| 12 | 13

También se puede resumir en una tabla de frecuencias relativas y frecuencias relativas acumuladas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia relativa 0.154 | 0.154 | 0.307 | 0.077 | 0.154 | 0.077 0 0.077

Frecuencia relativa acumulada 0.154 | 0.308 | 0.615 | 0.692 | 0.846 | 0.923 | 0.923 1
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+ En una fabrica se realiza un estudio sobre el espesor, en mm, de un cierto tipo de latas de
refresco. Con este fin, selecciona una muestra de tamano N = 25, obteniendo los siguientes
valores: 7.8, 8.2, 7.6, 10.5, 7.4, 8.3, 9.2, 11.3, 7.1, 8.5, 10.2, 9.3, 9.9, 8.7, 8.6, 7.2, 9.9, 8.6, 10.9,
79,6111, 8.8,9.2,8.1, 10.5.

Esta informacidn se puede resumir haciendo cinco intervalos y haciendo una tabla de frecuencias
absolutas, frecuencias absolutas acumuladas, frecuencias relativas y frecuencias relativas

acumuladas
Intervalos de clase (7,8] | (8,9] | (9,10] | (10,11] | (11,12]
Marcas de clase 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5
Frecuencia absoluta 6 8 5 4 2
Frecuencia relativa 0.24 0.32 0.2 0.16 0.08
Frecuencia relativa acumulada | 0.24 0.56 0.76 0.92 1
Ejemplo:

# Las alturas de los 12 jugadores de la Selecciéon Espafiola de Baloncesto (en metros) que
participaron en la Eurocopa 2013 se recogen en la siguiente tabla:

203 | 19 | 191 | 211 | 191 | 193 | 208 | 199 | 190 | 2.16 | 2.06 | 2.03

Como los datos son continuos, para hacer el recuento fijaremos intervalos de altura:
e entre 1.895y 1.945 /1]
e entre 1.945y 1.995 //

e entre 1.995vy 2.045 //
e entre 2.045y 2.095 //
e entre 2.095y 2.145 /
e entre2.145y2.195 /

Ahora llevamos los datos del recuento a un diagrama de frecuencias:

entre 1.895y 1.945 4
entre 1.945y 1.995 2
entre 1.995y 2.045 2
entre 2.045y 2.095 2
entre 2.095y 2.145 1
entre 2.145y 2.195 1

En este caso la representacion grafica la hacemos con un histograma de frecuencias.
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Observa la diferencia entre este gréfico (correspondiente a una variable continua) y el que hicimos para
el recuento de monedas (que representaba una variable discreta). Este grafico se denomina histograma
de frecuencias y es similar a un diagrama de barras, pero ahora representamos unas barras pegadas a
otras, para recordar que se trata de intervalos de clase y no de valores aislados de las variables. En
nuestro ejemplo todos los intervalos tienen la misma longitud, 0.05 cm. Si las longitudes de los
intervalos fueran diferentes las alturas de los rectangulos deberian ser proporcionales al area.

2.2. Diagramas de barras
Se utiliza para representar datos de variables estadisticas discretas o variables estadisticas cualitativas.

Al principio del capitulo estudiando el nimero de monedas que se llevan en el bolsillo. Podemos utilizar
este tipo de grafico en otras situaciones.

Numero de asignaturas suspensas en la 1° evaluacion

25

20
15
10
ak
0 . | | |
0 1 2

El grafico anterior representa el nimero de alumnos (de una clase de 35) que han aprobado todo, el de
alumnos con 1 asignatura suspensa, con dos asignaturas suspensas, etc. Lo bueno de la representacion
grafica es que de un solo vistazo sabemos que 20 alumnos han aprobado todo y que hay un alumno
que tiene 7 asignaturas suspensas.
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También podemos utilizar diagramas de barras para representar variables cualitativas, como la eleccién
de la modalidad de bachillerato que cursan los alumnos de un IES o las preferencias politicas de los
ciudadanos de un municipio.

Numero de votos obtenidos por diferentes partidos
politicos en las elecciones municipales

600
500
400

300

200
o - .
0 ]

Partido A Partido B Partido C Partido D Partido E Partido F

2.3. Histograma de frecuencias

Este tipo de grafico lo hemos utilizado antes para representar las alturas de los jugadores de la
Seleccion Espanola de Baloncesto.

Es similar a un diagrama de barras, pero la altura de cada barra viene dada por el nimero de elementos
qgue hay en cada clase.

Otras variables que podemos considerar como variables continuas son el nimero de horas que los
jovenes de una poblacidn dedican a internet en sus ratos de ocio o la cantidad de dinero que se lleva en
el bolsillo (ojo, esto no es el nimero de monedas).

Horas de ocio dedicadas a internet

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500
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En el grafico que incluimos a continuacion las marcas del eje de las x se refieren a los tramos de dinero
expresados de 5 en 5 euros. La altura del grafico se corresponde con la cantidad de alumnos que llevan
esa cantidad de dinero. De un simple vistazo se ve que hay algo mas de 150 alumnos que llevan entre
5 €y 10 € al instituto y que poco mas de 40 alumnos llevan entre 25 € y 30 €.

Dinero que llevan los estudiantes al instituto

180
160
140
120
100
80
60
40

22 _l

Las barras son mds anchas y aparecen unas a continuacién de otras para destacar que estamos
representando una variable continua y que las alturas se corresponden con individuos dentro de un
intervalo de datos. Pero recuerda, si los intervalos fueran distintos, las alturas de los rectangulos serian
proporcionales al area.

2.4. Poligono de frecuencias

Se utiliza en los mismos casos que el histograma. Pero da idea de la variacion de la tendencia. La linea
poligonal se construye uniendo los puntos medios de los lados superiores de los rectangulos.

Horas de ocio dedicadas a internet
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2.4. Diagrama de sectores

En algunas ocasiones nos interesa hacernos a la idea de la proporciéon que tiene cada resultado en
relacion con los demas. Se utiliza mucho con variables cualitativas. Por ejemplo, esta representacién se
utiliza para mostrar los resultados de unas las elecciones cuando queremos comparar los votos
obtenidos por los diferentes partidos.

En un diagrama de sectores aparecen representados sectores circulares. El angulo de estos sectores es
proporcional a la frecuencia absoluta.

Retomando el ejemplo de los resultados obtenidos por diferentes partidos politicos vamos a
representar esos mismos resultados mediante un diagrama de sectores:

Votos obtenidos por los diferentes
partidos politicos

W Partido A
M Partido B
Partido C
B Partido D
W Partido E
Partido F

3. Relne a 10 amigos. Recuenta cuantas monedas de cada valor (1céntimo, 2 céntimos, 5 céntimos, ...)
tenéis entre todos. Representa mediante un grafico adecuado el nimero de monedas de cada clase
gue hay. ¢Hay algun otro diagrama que te permita ver qué tipos de monedas son mds abundantes
en la muestra que has tomado?

4. En la clase de Educacidn Fisica el profesor ha medido el tiempo que tarda cada alumno en recorrer
100 metros. Los resultados estan en esta tabla:

14.92 |13.01 |12.22 |16.72 |12.06 |10.11 |{10.58 |18.58 |20.07 |13.15 [20.10 |12.43 |17.51 |11.59 |11.79

16.94 |16.45 |10.94 |16.56 |14.87 |17.59 |13.74 |19.71 |18.63 [19.87 |11.12 |12.09 |14.20 |18.30 |17.64

Agrupa estos resultados por clases. comenzando en 10 segundos y haciendo intervalos de longitud 1
segundo. Realiza una tabla de frecuencias y representa adecuadamente estos datos.
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3. PARAMETROS ESTADISTICOS

3.1. Introduccion

Seguro que sabes qué es la media de dos numeros y probablemente sabes calcular la media de una
serie de datos. Pero ademas de esa medida estadistica hay otras medidas que pueden ser interesantes
para conocer propiedades de los datos que tenemos.

Ahora estudiaremos las medidas de centralizacién (media, mediana y moda) que nos proporcionan un
valor de referencia en torno al que se distribuyen los datos y las medidas de dispersion (recorrido,
desviacién media, varianza y desviacion tipica). Estas medidas nos indican como estan de separados los
datos en torno a la media.

Ejemplo:

+ Imagina que en dos exdmenes de matemdticas obtienes un 6 y un 5. La media es 5.5. Supén ahora
que las notas que has tenido son 10 y 1. La media también es 5.5 pero deberds estudiarte la parte en
la que has sacado 1 para recuperar. Las medidas de dispersion nos van a servir para detectar cudndo
tenemos valores extremos, alejados de la media.

3.2. Medidas de centralizacion
La media se calcula sumando todos los valores y dividiendo entre el nimero de datos.

Si x1, X2, ..., Xn son los valores que toma la variable estadistica que estamos considerando, la media se
representa por x y se calcula mediante la férmula:

X, +X, +..+X,

X =
n

X

i

Esa suma se puede escribir abreviadamente como X = . El simbolo . se utiliza habitualmente

n
para representar sumas de varios sumandos. Lo utilizards mucho a partir de ahora.

Para calcular la mediana se ordenan todos los datos de menor a mayor y nos quedamos con el que
ocupa la posicion central. Si tenemos un nimero par de datos, tomamos como mediana la media de los
dos nimeros que ocupan las posiciones centrales. La representaremos por Me.

La mediana Me es un valor tal que el 50 % de las observaciones son inferiores a él.

Los cuartiles Q1, Q2 y Qs son los valores tales que el 25 %, 50 % y 75 % (respectivamente) de los valores
de la variable son inferiores a él. Por tanto, la mediana coincide con el segundo cuartil.

Usamos el término moda para referirnos al valor que mas se repite. La denotamos por Mo.

Actividades resueltas

+ Continuamos utilizando los datos de estatura correspondientes a los 12 jugadores de la
Seleccion Espafiola de Baloncesto (ver seccion 2.1 de este capitulo).

La estatura media se calcula sumando todas las alturas y dividiendo entre el nimero de datos.

in =2.03+2.06+2.16+1.90+1.99+2.08+1.93+1.91+2.11+1.91+1.96+2.03 =24.07
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En este ejemplo no podemos hablar de moda, puesto que no hay un Unico valor que sea el que mas se
repite.

La mediana en este caso es 2.01. Para calcularla ordenamos todos los datos de menor a mayor y nos
guedamos con el que ocupa la posicién central. Como en este caso tenemos un nimero impar de datos,
tomamos como mediana la media aritmética de los 2 que ocupan las posiciones centrales.

Los datos, tras ordenarlos, quedarian asi:

190 | 191 | 191 | 193 | 196 | 199 | 2.03 | 203 | 2.06 | 2.08 | 2.11 | 2.16

Media de ambos = 2.01

Para calcular los cuartiles tenemos que dividir el total de datos, en este ejemplo 12, entre 4, (o
multiplicar por 0.25 que es lo mismo) y obtenemos 3. Luego el primer cuartil observamos que esta
entre 1.91 y 1.93, hacemos la media y obtenemos que Qi = 1.92. Para calcular el tercer cuartil
multiplicamos por 3 y dividimos por 4, (o multiplicamos por 0.75) y en este caso se obtiene el valor que
estd entre 9, 2.06, y 10, 2.08, por lo que Q3 = 2.07.

3.3. Medidas de dispersion

Recorrido es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor. También se denomina rango.

Desviacion media es la media de las distancias de los datos a la media de los datos de los que

dispongamos.
X, ~X_2[x—¥

n n

X, = X|+|x, —X|+ ..+

DM=

Varianza es la media de los cuadrados de las distancias de los datos a la media.

(x, =X +(x, = X) +..+(x, =X’ _ >(x, -x)

n n

Varianza =

Equivalentemente (desarrollando los cuadrados que aparecen en la expresién) se puede calcular
mediante esta otra expresion:

2
. X
Varianza = =~ —x?
n
Desviacion tipica es la raiz cuadrada de la varianza.
Se representa por G.
2
XX
n
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Recorrido intercuartilico o rango intercuartilico es la distancia entre el tercer y el primer cuartil:

R = Recorrido intercuartilico = Qs — Q.

Estas formulas provienen de diferentes modos de medir las distancias. Para el calculo de la desviacién
media se usan valores absolutos, que es como se mide la distancia entre nimeros en la recta real. La
desviacién tipica tiene que ver con la forma de medir distancias en el plano (recordemos que la
hipotenusa de un tridngulo es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos). No hace
falta que comprendas ahora de dénde salen estas férmulas, pero si es conveniente que sepas que no es
por capricho de los matematicos que lo inventaron. Cada cosa a su tiempo...

Actividades resueltas
+ Volvemos a usar los datos del ejemplo de la Seleccién Espafiola con los que venimos trabajando.

Recorrido: 2.16 — 1.90 = 0.26 (metros). Esto es la diferencia de alturas entre el jugador mas alto y el
mas bajo.

Para calcular la desviacion media primero calcularemos la suma que aparece en el numerador. Después
dividiremos entre el nimero de datos.

|2.03 — 2.0058| + |2.06 — 2.0058| + |2.16 — 2.0058| + |1.90 — 2.0058| + |1.99 — 2.0058] +
|2.08 — 2.0058] + |1.93 —2.0058| + |1.91 — 2.0058] + |2.11 — 2.0058| + |1.91 — 2.0058] +

|1.96 — 2.0058| + |2.03 — 2.0058| = 0.0242 + 0.0458 + 0.0958 + 0.1042 + 0.0958 + 0.0758 + 0.0742 +
0.0158 + 0.1058 + 0.1542 + 0.9458 + 0.0242 = 0.87

Asi la desviacion media es 0.87/12 = 0.0725

Para calcular la varianza primero calcularemos la suma que aparece en el numerador, de modo similar a
como acabamos de hacer. Después terminaremos dividiendo entre el nimero de datos.

(2.03 — 2.0058) + (2.06 — 2.0058) + (2.16 — 2.0058) + (1.90 — 2.0058)* + (1.99 — 2.0058)* +
(2.08 — 2.0058) + (1.93 — 2.0058)* + (1.91 — 2.0058) + (2.11 — 2.0058)* + (1.91 — 2.0058)* +
(1.96 — 2.0058)* + (2.03 — 2.0058)* = 0.08934

Asi la varianza es 0.08934/12 = 0.00744

La desviacidn tipica es la raiz cuadrada de la varianza: ¢ = v0.00744 = 0.08628.

Recorrido intercuartilico o rango intercuartilico se calcula restando Qz — Q1 = 2.07 - 1.92 = 0.15.

Las medidas de posicion y dispersidon nos permiten realizar otro tipo de grafico estadistico que se llama
el grdfico de caja.
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3.5. Interpretacidon conjunta de la media y la desviacion tipica

Hemos visto que la desviacion tipica nos mide la distancia de los datos respecto de la media. Nos da
mucha informacién. Informa sobre cémo se agrupan los datos alrededor de la media.

La media y la desviacion tipica estan relacionadas.
1. Aproximadamente el 68 % de los datos distan como mucho una desviacidn tipica de la media.
2. Aproximadamente el 95 % de los datos distan como mucho dos desviaciones tipicas de la media.

3. Aproximadamente mas del 99 % de los datos distan como mucho tres desviaciones tipicas de la
media.

Si los datos que hemos recogido tuvieran una distribucién
normal (de momento no sabemos lo que esto significa
exactamente dentro de la Estadistica, pero puedes
suponer que significa eso, que son normales, que no les
pasa nada raro) resulta que en el intervalo entre la media
menos una desviacioén tipica y la media mds una desviaciéon
tipica estdn mas del 68 % de los datos. En el intervalo
entre la media menos 2 desviaciones tipicas y la media PriE RS B Jed B3
mas 2 desviaciones tipicas estan mas del 95 % de los datos, Media y desviacién tipica. Imagen de wikipedia
y entre la media menos 3 desviaciones tipicas y la media
mas 3 desviaciones tipicas estan mas del 99.7 % de los
datos.

0.2 03 0.4

34.1% 34.1%

0.0 01

Se podria decir que algo, por ejemplo la inteligencia de una persona, la altura de una planta o el peso
de un animal... es normal si esta dentro de ese intervalo (X — ¢, X + ©), que es inteligente, alto o
pesado si estd entre (X + o, X + 20), 0 que es un genio, gigante o muy pesado si estd en el intervalo
(X +20, X +30).

Observa que estamos diciendo que practicamente todos los datos distan de la media menos de tres
desviaciones tipicas y que mas del 68 % distan menos de una desviacién tipica. Esto va a ser de gran
utilidad pues conecta con otras ramas de la Estadistica. Hasta ahora hemos estado describiendo lo que
ocurre. Ahora vamos a poder tomar decisiones, inferir o predecir con una cierta probabilidad lo que va
a ocurrir. Por eso vamos a estudiar a continuacion las probabilidades.
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3.5. Calculo detenido de los parametros estadisticos

Lo mas cdmodo para calcular parametros estadisticos es utilizar una hoja de célculo. Las calculadoras
cientificas también incorporan funciones para obtener los principales pardmetros estadisticos. Para
saber cdmo usar tu calculadora puedes leer el manual que viene con ella.

Ahora veremos como se pueden utilizar las tablas de frecuencias para calcular la media y la varianza.

Cuando hay valores repetidos en vez de sumar ese valor varias veces podemos multiplicar el valor por
su frecuencia absoluta. También, el nimero de datos es la suma de las frecuencias.

De este modo obtenemos la siguiente férmula para la media

Zfi'xi
> f

X =

Andlogamente, la varianza se puede calcular mediante

Varianza =2 = Zfz(Xf— X)

o, alternativamente, mediante la expresion

DRI
2f

(Estas dos formulas son equivalentes. La segunda expresién se obtiene desarrollando los cuadrados de
la primera y simplificando).

2
&)

Por tanto, la desviacidn tipica se calcula:

_ XS =® A
2 f 2/

o
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Actividades resueltas
#+ Las notas de 15 alumnos en un examen de matemdticas se reflejan en la siguiente tabla

7 7 6 6 10 1 4 5 5 3 9 5 5 8 6

Queremos calcular su media y su varianza.
En primer lugar, elaboramos una tabla de frecuencias con esos datos:

Xi fi

VW o Nl |bd|w|N|KR
RlRr|lRP|INVNW|[D|RPR|RL,|O|R

10

Afiadimos una columna en la que escribiremos el resultado de multiplicaremos la frecuencia y el valor,
esto es, xi * fi.

Xi fi Xi-fi
1 1 1
2 0 0
3 1 3
4 1 4
5 4 20
6 3 18
7 2 14
8 1 8
9 1 9
10 1 10
2 fi=n=15 2 xi-fi=287

Sumando las frecuencias (columna central) obtenemos el nimero de datos.
Asi la media es el cociente entre la suma de la columna de la derecha entre la suma de la columna
central.

87 cg
X =——= 0.
15
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Para calcular la varianza anadiremos una columna mas a la tabla anterior. En esa columna escribiremos
el producto de la frecuencia por el cuadrado del valor.

Xi fi Xi-fi xi? fi
1 1 1 1

2 0 0 0

3 1 3 9

4 1 4 16
5 4 20 100
6 3 18 108
7 2 14 98
8 1 8 64
9 1 9 81
10 1 10 100

2fi=n=15 Yxifi=87 |Xxi-fi=577

Asi la varianza es g% = 5%57 —5.82 = 4.826.

Y la desviacidn tipica es 0 = v/4.826 = 2.2.
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3.6. Diagrama de caja o de bigotes

El diagrama de caja o de bigotes es una representacién grafica en la que se utilizan cinco medidas
estadisticas: el valor minimo, el valor maximo, la mediana, el primer cuartil y el tercer cuartil...
intentando visualizar todo el conjunto de datos.

Lo mas llamativo del grafico es la «caja». Se forma un rectangulo (o caja) cuyos lados son los cuartiles
(Q1 y Q3) y donde se sefiala en el centro, la mediana (Me). De manera que el cuadrado/rectangulo
contiene el 50 por ciento de los valores centrales.

Se anaden dos brazos (o bigotes) donde se sefalan el valor maximo (Mdx) y el valor minimo (Min).

Se pueden calcular, ademas, unos limites superior e inferior. El inferior, Li; es Q1 — 1.5 por el recorrido
intercuartilico, y el superior Ls es Q3 + 1.5 por el recorrido intercuartilico.

Ejemplo

*— Nieves ha tenido en Matematicas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10. Calcula su recorrido, la
varianza, la desviacion tipica, los cuartiles y el recorrido intercuartilico.

Ordenamos los datos: 4 <6<8<10<10, y calculamos que:

Mediana = Me = 8. Max - Ls

Q. =6. Qs = 10. - |

Recorrido intercuartilico =10-6 = 4. Me Intervalo
intercuartil

Los bigotes nos indican: Q1 ;

Max = 10. Min = 4. L

Ls=Q3 +4*1.5 = 16. Li=Ql-4*15=0. Min — —

En este ejemplo el maximo es igual a 10, que es menor que el posible extremo superior, igual a 16. El
minimo es 4, mayor que el extremo inferior, luego no hay valores atipicos que sean mayores que el
limite superior o menores que el limite inferior. Los extremos de los bigotes, en nuestro ejemplo son 10
y 4.

El diagrama de caja es el de la figura del margen.
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4. INTRODUCCION AL CALCULO DE PROBABILIDADES

4.1. Conceptos basicos en probabilidad

Todos los dias aparecen en nuestra vida hechos que tienen que ver con la probabilidad. Si jugamos al
parchis, intuimos que mds o menos una de cada 6 veces saldra un 5, con lo que podremos sacar una
ficha a recorrer el tablero. En el “Monopoly” sacar un doble tres veces seguidas nos manda a la cdrcel
(“sin pasar por la casilla de salida”). Esto no ocurre muchas veces; sin embargo, todos los que hemos
jugado a esto hemos ido a la cdrcel por ese motivo.

La probabilidad es una medida de lo factible que es que tenga lugar un determinado suceso.

Para estudiar la probabilidad, debemos introducir algunos nombres. Lo vamos a hacer con ayuda de un
caso concreto.

Ejemplo

+ Imaginemos que tenemos una bolsa con 5 bolas: 2 blancas, 2 rojas y una negra. Hacemos el
siguiente experimento aleatorio: meter la mano en la bolsa y mirar el color de la bola que ha salido.

Hay 3 casos posibles: “que la bola sea blanca”, “que la bola sea roja” o “que la bola sea negra”.
Abreviadamente los representaremos por blanca, roja o negra (también podremos representar los
colores o escribir B, R o N; recuerda que en matematicas siempre se debe simplificar, incluso la manera
de escribir).

El espacio muestral es el conjunto de todos los casos posibles: {B, R, N}.

Los diferentes sucesos son los subconjuntos del espacio muestral. En nuestro ejemplo los sucesos
posibles son {B}, {R}, {N}, {B, R}, {B, N}, {R, N}, {B, R, N}.

Es seguro que en nuestro experimento la bola que sacamos es “blanca”, “negra” o “roja”. Por eso al
espacio muestral se le llama también suceso seguro.

Recuerda estos nombres:

Un experimento aleatorio es una accion (experimento) cuyo resultado depende del azar.

A cada uno de los resultados posibles de un experimento aleatorio le llamaremos caso o suceso
individual.

El conjunto de todos los casos posibles se llama espacio muestral o suceso seguro.

Un suceso es un subconjunto del espacio muestral.
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Ejemplos.
1. Baraja espafola de 40 cartas. Experimento: sacamos una carta al azar y miramos su palo.

Espacio muestral {oros, copas, espadas, bastos}

2. Experimento: lanzamos simultdaneamente 1 moneda de euro y una de 2 euros al aire.
Espacio muestral: {Cara-Cara, Cara-Cruz, Cruz-Cara, Cruz-Cruz}

3. Experimento: lanzamos simultdneamente 2 monedas de 1 euro (indistinguibles)
Espacio muestral: {Salen 2 caras, Salen 2 cruces, Sale 1 cara y una cruz}

4. Experimento: lanzamos una moneda de 1 euro y apuntamos qué ha salido; la volvemos a lanzar
y apuntamos el resultado.

Espacio muestral: {CC, CX, XC, XX}.

5. Experimento: lanzamos simultdneamente dos dados y sumamos los numeros que se ven en las
caras superiores.

Espacio muestral: {2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12}.

6. Experimento: lanzamos un dado usual y sumamos los nUmeros que aparecen en la cara superior
y la cara inferior (la que no se ve, que esta sobre la mesa).

Espacio de sucesos: {7}.

En los ejemplos anteriores, (2) y (4) son equivalentes: los posibles resultados del lanzamiento de 2
monedas que se distinguen son los mismos que los del lanzamiento de una misma moneda dos veces
(por ejemplo, equiparamos el resultado del lanzamiento de la moneda de 1 euro del ejemplo 3 con el
primer lanzamiento de la moneda del ejemplo 4 y el resultado del lanzamiento de la moneda de 2 euros
con el segundo lanzamiento).

En el experimento 6 siempre sale el mismo resultado (por alguna razén los puntos en los dados usuales
se distribuyen siempre de modo que las caras opuestas suman 7). Técnicamente éste no es un
experimento aleatorio, puesto que el resultado no depende del azar.

5. Para cada uno de los ejemplos 1 a 5 anteriores indica 3 sucesos diferentes que no sean sucesos
individuales.

6. En una bolsa tenemos 10 bolas rojas numeradas del 1 al 10. Se hacen los dos experimentos

siguientes:
EXPERIMENTO A: Se saca una bola de la bolsa y se mira su color.
EXPERIMENTO B: Se saca una bola de la bolsa y se mira su niumero.

¢Cual de estos experimentos no es un experimento aleatorio? ¢Por qué?

Para el experimento que si es un experimento aleatorio indica su espacio muestral.

7. Una baraja francesa tiene 52 cartas, distribuidas en 13 cartas de picas, 13 de corazones, 13 de
tréboles y 13 de diamantes. Las picas y los tréboles son cartas negras mientras que los corazones y
los diamantes son cartas rojas. Se mezcla la baraja, se corta y se hace el siguiente experimento:
coger las dos cartas que han quedado arriba del todo y observar de qué color son.

Describe el espacio muestral.
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4.2. Calculo de probabilidades

Ya hemos indicado que la probabilidad es una medida que nos indica el grado de confianza de que
ocurra un determinado suceso.

La probabilidad se expresa mediante un nimero comprendido entre Oy 1.

Si ese nimero estd proximo a 0 diremos que es un suceso improbable (ojo, improbable no quiere decir
gue sea imposible), mientras que si estd proximo a 1 diremos que ese suceso sera mucho mas probable.

Ejemplo

+ En una bolsa que contiene 20 bolas blancas introducimos una bola negra (indistinguible al tacto).
Mezclamos bien las bolas de la bolsa, y realizamos el experimento consistente en meter la mano en
la bolsa y sacar una bola.

Sin que hayamos estudiado nada formalmente sobre probabilidad. ¢ Qué piensas que es mas probable,
que la bola sacada es blanca o que es negra? Estaremos de acuerdo en que es mas probable sacar una
bola blanca.

Ahora ya si que podemos plantearnos una pregunta: éEn qué medida es mas probable sacar una bola
blanca?

No es dificil de calcular. Los datos que tenemos son los siguientes
e labolsa tiene 21 bolas
e 1 bolaesnegra
e 20 bolas son blancas

La probabilidad de sacar la bola negra es 1 de entre 21. La probabilidad de sacar una bola blanca es de
20 entre 21.

Lo que acabamos de utilizar es conocido como Ley de Laplace. Si todos los casos de un espacio muestral
son equiprobables (esto es, tienen la misma probabilidad de ocurrir), y S es un suceso de ese
experimento aleatorio se tiene que

nuiimero de casos favorables al suceso S

P(S)=
(5) numero de casos posibles

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas 32 A de ESO. Capitulo 11: Estadistica y Probabilidad Autor: Fernando Blasco
Revisor: Andrés Hierro

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Ejemplo.

+ Mezclamos una baraja espafiola de 40 cartas (los palos son oros, copas, espadas y bastos y en cada
palo hay cartas numeradas del 1 al 7 ademds de una sota, un caballo y un rey).

Se realiza el experimento consistente en cortar la baraja y quedarnos con la carta superior.
Consideraremos los siguientes sucesos:

1) Obtener una figura.

2) Obtener una carta con un niumero impar.

3) Obtener una carta de espadas.

4) Obtener una carta de espadas o una figura.

5) Obtener la sota de oros.

En principio las cartas no van a estar marcadas, con lo que la probabilidad de que salga cada una de
ellas es la misma. Esto es, estamos ante un experimento aleatorio con todos los casos equiprobables.

1) Enla baraja hay 12 figuras (3 por cada palo). Asi
Casos favorables: 12
Casos posibles: 40
Probabilidad: 12/40 = 3/10
2) Por cada palo hay 4 cartas con niUmeros impares: 1, 3,5y 7.
Casos favorables: 16
Casos posibles: 40
Probabilidad: 16/40 = 2/5.
3) Hay 10 cartas de espadas en la baraja
Casos favorables: 10
Casos posibles: 40
Probabilidad: 10/40 = 1/4.

4) Hay 10 cartas de espadas y ademas otras 9 figuras que no son de espadas (claro, las 3 figuras de
espadas ya las hemos contado).

Casos favorables: 19
Casos posibles: 40
Probabilidad: 19/40.

5) Solo hay una sota de oros
Casos favorables: 1
Casos posibles: 40
Probabilidad: 1/40.
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El que es capaz de calcular probabilidades rapidamente tiene ventaja en algunos juegos en los que se
mezcla azar con estrategia. Por ejemplo, juegos de cartas o de domind. Si sabemos qué cartas o fichas
se han jugado podemos estimar la probabilidad de que otro jugador tenga una determinada jugada.
Obviamente en esos casos no cuantificamos (no hacemos los célculos exactos) pero si que estimamos si
tenemos la probabilidad a nuestro favor o en nuestra contra.

Jerénimo Cardano (1501-1576) fue un personaje inquieto y prolifico. Ademas de dedicarse a las
matematicas era médico, pero también era un jugador. De hecho, él fue quien escribid el primer trabajo
gue se conoce sobre juegos de azar. Un siglo después el Caballero de Meré, un conocido jugador,
planteé a Blas Pascal diversos problemas que le aparecian en sus partidas. Uno de los problemas que le
planted es el del reparto de las ganancias cuando una partida se tiene que interrumpir. Este problema
ya habia sido tratado con anterioridad por Luca Pacioli (el matematico que inventd la tabla de doble
entrada para ayudar a los Medici a llevar la contabilidad de su Banca).

El problema enunciado y resuelto por Pacioli es éste:

+ Dos equipos juegan a la pelota de modo que gana el juego el primer equipo que gana 6 partidos. La
apuesta es de 22 ducados, que se los llevarad el ganador. Por algun motivo hay que interrumpir el
juego cuando un equipo ha ganado 5 partidos y el otro 3. Se quiere saber como repartir los 22
ducados de la apuesta, de un modo justo.

iPiénsalo!

A pesar de haber pasado a la historia de las matematicas, la solucion que dio Pacioli a este problema
hoy no se consideraria correcta por no tener en cuenta la probabilidad. ¢ Qué propones tu? Este es un
problema curioso, porque no tenemos todos los datos ni conocemos las probabilidades que intervienen
en su resolucién, pero es un bonito ejemplo para pensar en equipo y discutir sobre el tema. Decir qué
es y qué no es justo es muy complicado.

Actividades resueltas

+ Una bolsa de bolas contiene 26 negras y 26 rojas. Se mezcla el contenido de la bolsa, se mete la
mano y se saca una bola, se mira el color y se devuelve a la bolsa. A continuacion, se saca otra bola y
se mira el color. ¢Cudl es la probabilidad de que hayan salido una bola roja y una bola negra?

Antes de seguir leyendo, piénsalo. Si te equivocas no pasa nada: el sentido de probabilidad no lo
tenemos demasiado desarrollado, pero este es el momento de hacerlo.

Este problema lo hemos planteado muchas veces a otros estudiantes. Algunos dicen que la probabilidad
es 1/3 porque hay 3 casos posibles: Roja-Roja, Negra-Negra y Roja-Negra. Esa respuesta no es correcta.

En realidad, el suceso sacar una bola de cada color consta de 2 casos Roja-Negra y Negra-Roja.
Dependiendo de cdmo hubiésemos escrito el espacio muestral o de cdmo hubiésemos planteado el
problema ese detalle se podria ver con mayor o menor claridad.

Asi, la probabilidad de sacar una bola de cada color es, en realidad 1/2.
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Roja

26/52=1/2 (1/2)*(1/2)=1/4

Roja

26/52=1/2 Bhilra

26/52=1/2 (1/2)*(1/2)=1/4

Roja
(172)*(1/2)=1/4

26/52=1/2

26/52=1/2
Negra

26.{52:1/2 Negra

(172)*(1/2)=1/4

Si no te lo crees puedes hacer un experimento: serd dificil que tengas 26 bolas negras y 26 bolas rojas,
pero si que es facil que tengas una baraja francesa. Mézclala, corta y mira el color de la carta que ha
guedado arriba en el montén. Apuntalo. Vuelve a dejar las cartas en el mazo, vuelve a mezclar, corta de
nuevo y mira el color de la carta que ha quedado arriba ahora. Apunta los colores. Repite este
experimento muchas veces: 20, 50 o 100.

Si tienes en cuenta los resultados veras que, aproximadamente, la mitad de las veces las dos cartas son
del mismo color y la otra mitad las cartas son de colores diferentes. Con eso, hemos podido
“comprobar” que la probabilidad de ese suceso era 1/2.

Otra forma que te puede ayudar a razonar sobre este problema, y otros muchos de probabilidad, es
confeccionar un diagrama en arbol. La primera bola que sacamos tiene una probabilidad de ser Roja
igual a 26/52 = 1/2. Ese numero lo escribimos en la rama del arbol. Si devolvemos a la bolsa la bola y
volvemos a sacar otra bola de la bolsa, la probabilidad de que sea Roja vuelve a ser 26/52 = 1/2.
Completamos con idéntico razonamiento el resto de las ramas.

La probabilidad de que las dos bolas que hayamos sacado sean rojas es el producto de sus ramas:
(1/2) - (1/2) = 1/4. Igual probabilidad obtenemos para los sucesos Negra-Negra, Negra-Roja y Roja-
Negra. La probabilidad de Roja-Negra es por tanto 1/4, igual a la de Negra-Roja. Como son sucesos
elementales la probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color es la suma: 1/4 + 1/4 = 1/2.
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4.3. Probabilidad y frecuencia relativa

Al principio del capitulo, cuando introduciamos los principales conceptos estadisticos, hablabamos de la
frecuencia. A esa frecuencia se le llama frecuencia absoluta para distinguirla de otro concepto, que es
mucho mas proximo a la probabilidad.

Llamaremos frecuencia relativa de un resultado de un experimento aleatorio a su frecuencia absoluta
dividido entre el nimero de repeticiones del experimento.

Ejemplo

= Tira un dado 60 veces, copia esta tabla en tu cuaderno y apunta lo que sale:

Si dibujas un diagrama de barras con los resultados del experimento obtendras algo parecido a esto:

Simulacion del lanzamiento de un dado

14

12

| I I I I
0 I I
1 2 3 4 5 6

La frecuencia relativa de cada uno de los casos es bastante parecida a la probabilidad de ese caso (que
es 1/6).

00

[e)]

S

N
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Ejemplo.

4+ Haz ahora otro experimento: tira 2 dados 60 veces y apunta la suma de los valores de los dos dados
en esta tabla.

Dibuja ahora un diagrama de barras. Lo que obtendras sera algo parecido a esto:

Suma de los puntos en dos dados
16
14

12

| ‘ | ‘
. I I I I I B
3 4 5 6 7 8 9 10 11

o]

[e)]

»

N

12

Si la probabilidad “se tiene que parecer” a las frecuencias relativas, en este caso vemos que el suceso
que la suma dé 7 es mas probable que cualquiera de los demas. Y mucho mas probable que /la suma dé
20 quelasumadé 12.

La ley de los grandes niimeros nos dice que cuando se repite muchas veces un experimento aleatorio la
frecuencia relativa de cada suceso S se aproxima a su probabilidad. Cuanto mas grande sea el nUmero
de repeticiones, mejor va siendo la aproximacion.

En este caso lo util es utilizar las frecuencias relativas para estimar probabilidades cuando éstas no son
conocidas.
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8. En algunos lugares de Espafia se sigue jugando a la taba. La taba es un hueso de cordero que no es
regular. Puede caer en cuatro posiciones distintas. Podemos pensar en ella como si fuese un dado
" 4
raro”.

Considera el experimento “lanzar la taba al aire y ver lo que marca su cara superior: hoyo, panza, rey y
verdugo”.

Aproxima la probabilidad de cada uno de los casos de este experimento aleatorio.

X

lete (hoyos) ‘ Panza (trri;;éx'-sw)

)

Rey (carneros) Verdugo (Lisos)

(Imagen: Wikimedia Commons)

9. Tu calculadora probablemente tendra una funcidn que sirve para generar nimeros aleatorios.
Normalmente da un nimero comprendido entre O y 1.

Realiza el experimento aleatorio “genera un nimero aleatorio y apunta su segundo decimal”. Haz 40
repeticiones de este experimento. Dibuja un histograma de frecuencias.

10. La probabilidad no es un concepto intuitivo. Para ello vamos a hacer una prueba. Consideraremos el
experimento aleatorio lanzar una moneda. Copia la tabla en tu cuaderno

e Escribe en la 12 fila de esta tabla lo que tu crees que saldria al repetir el experimento 30 veces.
Piénsalo y rellena la tabla. Como tu quieras (invéntatelo, pero “con sentido”).

o Enla 22 fila de la tabla escribe el resultado real de 30 lanzamientos de la moneda.
¢Qué observas en ambos casos? ¢Alguna pauta? Presta atencidn a estas cuestiones para cada una de
las filas de la tabla.

¢Hay mas o menos 15 caras y 15 cruces?

éAparecen grupos seguidos de caras o de cruces?

¢Cudl es el mayor numero de caras que han salido seguidas? ¢Y el de cruces?
Normalmente cuando “te inventas” los resultados si sueles poner la mitad de caras y la mitad de cruces.
En un experimento aleatorio estos nimeros estan cerca de la mitad pero no suelen ser la mitad exacta.
Cuando te lo inventas, en general pones pocos grupos seguidos de caras o cruces.
El cerebro nos engafia y en temas probabilisticos tenemos que educarlo mucho mas. Por eso este tema
es muy importante, aunque sea el que muchas veces se queda sin dar. Nos ayuda a que, como
ciudadanos, no nos engaiien. Ni con loterias, ni con cartas, ni con estadisticas electorales.
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CURIOSIDADES. REVISTA

/

puntos:

Un problema resuelto: Las tres ruletas

A: 8 sectores con la cifra 6 y 24 sectores con la cifra 3.
B: 16 sectores con la cifra 5 y 16 sectores con la cifra 2.

C: 8 sectores con la cifra 1y 24 sectores con la cifra 4.

~

Disponemos de tres ruletas A, B y C cada una de ellas dividida en 32 sectores iguales con distintos

Dos jugadores seleccionan una ruleta cada uno. Gana quien obtenga mayor puntuacidn con la ruleta.
éQuién tiene ventaja al elegir ruleta, la persona que elige primero o la que elige en segundo lugar? ‘

Ruleta A

m6

m3

Ruleta B

m5

m2

Ruleta C

m1

m4

Solucion: “Las tres ruletas”
Haz un diagrama de arbol y comprueba que:
Jugando con la Ruleta Ay la Ruleta B.

P(ganar A) = IR

4 4 2

5

8

Gana el que juega con la Ruleta A.

Jugando con la Ruleta Ay la Ruleta C.
3.1 7

P(ganar A) = Cpll

4 4 4 16
Gana el que juega con la Ruleta C.

Jugando con la Ruleta By la Ruleta C

P(ganarB)==+--~-

5
8

P(ganar B) = %-%=%
3 3

P(ganar C) = 2 1" 1e

P(ganar C) = %-%=§

Gana el que juega con la Ruleta B.

Ruleta C

Sacar 1. Gana A

Ruleta A

Sacar

314 Sacar 4. Gana A

Sacar 1. Gana A
174

Sacar3

314 Sacar4. GanaC

Gana el jugador que elige en segundo lugar:

Si el primero elige la Ruleta A — El segundo elige la Ruleta Cy gana.

Si el primero elige la Ruleta B — El segundo elige la Ruleta Ay gana
Si el primero elige la Ruleta C — El segundo elige la Ruleta B y gana
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Breve historia de la Probabilidad

Jerénimo Cardano (1501-1576) fue un personaje inquieto y prolifico. Ademas de
dedicarse a las matematicas era médico, pero también era un jugador. De hecho, él fue
quien escribio el primer trabajo que se conoce sobre juegos de azar.

Un siglo después el Caballero de Méré le planted a Blaise Pascal algunos problemas
sobre juegos como el siguiente:

#% Un jugador intenta obtener un 1 en 8 lanzamiento sucesivos de un dado, pero el juego
se interrumpe después de 3 lanzamientos fallidos. (En qué proporcion ha de ser
compensado el jugador?

Pascal escribié a Fermat sobre este problema y la correspondencia intercambiada se
puede considerar como el inicio de la Teoria de Probabilidades, pero no publicaron por
escrito sus conclusiones. Este problema ya habia sido tratado con anterioridad por Luca
Pacioli (el matematico que inventd la tabla de doble entrada para ayudar a los Medici a
llevar la contabilidad de su Banca).

Huygens en 1657 publicé un breve escrito “Los juegos de azar” donde narra dicha
correspondencia.

Pero el primer libro sobre Probabilidad es de 1713 de Jacques Bernoulli, “El arte de la
conjetura”.

En él se enuncia la ley de los grandes niumeros que viene a decir que /a probabilidad de
un suceso se acerca a las frecuencias relativas cuando el numero de experimentos es
grande. Conocer esto llevd a grandes jugadores a ganar en el Casino de Montecarlo,
como se narra mas abajo.

La Estadistica y La Probabilidad se usaron en problemas sociales como defender la
vacunacion de la viruela, la educacién publica... en la llustracion Francesa.

Hasta aqui, ya sabes resolver todos los problemas historicos. Pero hay otros mas dificiles,
gue requieren mas conocimientos de Matemadticas, como el de la aguja de Buffon, que
se ha utilizado para calcular cifras de m:

-

William Jaggers llegd a Montecarlo con unos pocos francos e
el bolsillo y, durante un mes anotd los niUmeros que salian e
cada ruleta, y en cuatro dias gand dos millones cuatrociento
mil francos. Jaggers consiguié quebrar a la banca e
Montecarlo analizando las frecuencias relativas de cad
nimero de la ruleta y observando que se habia desgastad
algo del mecanismo de una de ellas, con lo que todos lo
valores no tenian igual probabilidad. Apostdé a los nimeros

Qés probables y gané.

La ruleta
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s )
Luca Pacioli

ETHMETICA GEOMETRIA PROPORTIO,
Luca Pacioli (1445 — 1517), de nombre completo Fray = m |
Luca Bartolomeo de Pacioli o Luca di Borgo San 3 {13 .
Sepolcro, cuyo apellido también aparece escrito como § =
Paccioli y Paciolo fue un fraile franciscano vy o g
matematico italiano, precursor del cdlculo de = - '5* :
probabilidades. Ya hemos hablado de él en estas g v . ' <
revistas por sus trabajos sobre la proporcién aurea o 5 S 5
divina proporcién como él la llamé. > B FRA'LUCA PACIOLI ITHALI i

a — )

(W Escribid un libro con 36 capitulos sobre contabilidad donde utiliza la partida doble o tabla de

doble entrada para ayudar a los Medici a llevar la contabilidad de su Banca, define sus reglas,
tales como no hay deudor sin acreedor, o que la suma de lo que se adeuda debe ser igual a lo
que se abona. No fue su inventor, pero si su divulgador.

o’

G problema enunciado y resuelto por Pacioli es éste: \

4+ Dos equipos juegan a la pelota de modo que gana el juego
el primer equipo que gana 6 partidos. La apuesta es de 22
ducados, que se los llevard el ganador. Por algun motivo
hay que interrumpir el juego cuando un equipo ha ganado
5 partidos y el otro 3. Se quiere saber como repartir los 22
ducados de la apuesta, de un modo justo.

Luca sabia de proporciones, y la solucién que dio hoy no se
Ducado Q)nsidera vélida. iNo sabia probabilidades! Pero td, si. /

@ )

Partimos de la hipétesis de que cada uno de los

; : : - Primera jugada Segunda Tercera
jugadores tiene la misma probabilidad de ganar:

1/2. Llamamos A al jugador que ya he ganado 5

partidas y B al que lleva ganadas 3. 12 A Gana A

Si hicieran una nueva partida podria ganar A con

probabilidad 1/2 o B con igual probabilidad. Si 172 A Gana A
gana A ya se lleva la bolsa. Si gana B entonces B 1/2 B< 12 A Gana A
llevaria 4 jugadas ganadas y A 5. Se continua el 1/ B
juego. Puede ganar A o B. Observa el diagrama 5
de 4rbol. 127 5 Gana B
La probabilidad de que gane B es — - S
(1/2)-(1/2)-(1/2) = 1/8, y la de que gane A es 7/8. ﬂ ¢Como repartirias los 22 ducados?
J
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RESUMEN

Poblacion Colectivo sobre el que se hace el estudio Estudiantes de todo Madrid

Muestra Subconjunto de la poblacién que permita obtener Alumnos se 32 de ESO
caracteristicas de la poblacién complete. seleccionados

Individuo Cada uno de los elementos de la poblacién o muestra Juan Pérez

Variable Cuantitativa discreta Numero de pie que calza

estadistica

Cuantitativa continua
Cualitativa

Estatura
Deporte que practica

Graficos
estadisticos

Diagrama de barras
Histograma de frecuencias

Poligono de frecuencias

Diagrama de sectores

Y

P 7
100 4./ / »
I/ ///; // //// M/

Media B . Conlos datos: 8, 2,5, 10y 10
X= = (X1+X2+ ot x,,)/n ]
n Media =35/5=7
Moda Es el valor mas frecuente Mo =10
Mediana Deja por debajo la mitad 4<6<8<10=10. Me=8.

Rango o recorrido

Es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor.

10-2=8

Desviacion media

Es la media de las distancias de los datos a la media
de los datos de los que dispongamos.

(18=71+12=7/+|5-7|+|10-7+| 20-71)/5
=(1+5+2+3+3)/5=14/5=DM

Varianza

Es la media de los cuadrados de las distancias de los

n 5 n 2
datos a la media: 2%~ = o
n n

V=(1+25+4+9+9)/5=
47/5=9.4

Desviacion tipica

Es la raiz cuadrada de la varianza =

o=447/5=3.06

Probabilidad

Valor entre 0 y 1 que nos da una medida de lo factible
gue sea que se verifique un determinado suceso.

P(3) = 1/6 al tirar un dado

Espacio muestral

El conjunto de todos los casos posibles

{1,2,3,4,5, 6}

Suceso

Subconjunto del espacio muestral

Sacar par: {2, 4, 6}

Ley de Laplace

niimero de casos favorables al suceso S
niimero de casos posibles

P(S)=

P(par) =3/6=1/2.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Estadistica

1. Se hanrecogido los datos sobre el nimero de hijos que tienen 20 matrimonios. ¢ Cémo es la variable
utilizada? Escribe una tabla de frecuencias de los datos recogidos y representa los datos en un
diagrama de sectores:

3,14,1,202,3,1,1,1,1,0,3,2,1,2,1, 2, 2, 3.

2. Con los datos del problema anterior calcula la media, la mediana, la moda y los cuartiles.

3. Con los datos del problema anterior calcula el rango, la desviacidon media, la varianza, la desviacién
tipica y el recorrido intercuartilico.

4. Representa esos datos en un diagrama de cajas.

5. Lasiguiente tabla expresa las estaturas, en metros, de 1 000 soldados:

Talla 1.50-156|156-162|162-168| 1.68-1.74 | 1.74-1.80 | 1.80-1.92
N2 de soldados 10 140 210 340 210 90

a) Representa los datos en un histograma.
b) Calcula la media y la desviacidn tipica.
c) Determina el intervalo donde se encuentran la mediana.

6. Se pregunta a un grupo de personas por el nimero de televisores que hay en su hogar y los
resultados son:

Numero de televisores | 0 | 1 2 3 4 |5

Numero de hogares 2 (271151 4|2 |1

¢Qué tipo de variables es? Representa los datos en la representacion que te parezca mas adecuada.
Calcula la media y la desviacidn tipica-

7. Con los datos del problema anterior calcula la mediana y el recorrido intercuartilico.
8. En un centro escolar se ha recogido informacion sobre el nimero de ordenadores en las casas de
100 familias y se han obtenido los siguientes resultados:

Numero ordenadores 0 1 2 3 4

Numero de familias: 24| 60| 14 1 1

Representa los datos en un diagrama de barras y calcula la media, la mediana y la moda.

9. Con los datos del problema anterior calcula el rango, la desviacion media, la varianza y la desviacion
tipica. Haz un diagrama de cajas.

10. Se pregunta a un grupo de personas por el niumero de veces que han visitado al dentista en el
ultimo afio. Las respuestas obtenidas se recogen en la siguiente tabla:

Numero de visitas: 1 2 3 4 5

Numero de personas: 13 18 7 5 7

Representa los datos en un diagrama de sectores y calcula la media, la mediana y la moda.
Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas 32 A de ESO. Capitulo 11: Estadistica y Probabilidad Autor: Fernando Blasco

Revisor: Andrés Hierro
www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




11. Se pregunta a un grupo de personas por el numero de veces que han visitado al dentista en el
ultimo afio. Las respuestas obtenidas se recogen en la siguiente tabla:

Numero de visitas: 1 2 3 4 5

Numero de personas: 13 18 7 5 7

Calcula el rango, la desviacién media, la varianza y la desviacién tipica.

12. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes escafios por grupo
parlamentario (DM: demdcrata — cristianos; S: socialistas; L: Liberales; V: verdes; C: conservadores;
I: izquierda unitaria; LD: Libertad y democracia; NI: No inscritos; Otros).

Partidos DM S L Vv C | LD NI Otros | Total
Escafos 213 190 64 52 46 42 38 41 65 751

¢Qué representacion de los datos te parece mas adecuada? ¢Puedes calcular la media o el rango?
¢Qué tipo de variables es la de la tabla?

13. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes escafios por alguno de
los estados miembro:

Estado | Alemania | Espafia | Francia | Italia | Polonia | Reino Unido | Portugal | Grecia | Otros | Total

Escafios 96 54 74 73 51 73 21 21 751

¢Qué representacion de los datos te parece mas adecuada? ¢Puedes calcular la media o el rango?

¢Qué tipo de variables es la de la tabla? Determina el nimero de escafios de los otros paises
miembros de la Unidn Europea.

14.En las elecciones de 2004, 2009, 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes
porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espana | Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica | % total
Unido

2004 43 45.14 | 42.76 |71.72 | 38.52 38.6 63.22 90.81 45.47

2009 43.27 44.87 40.63 | 65.05 34.7 36.77 52.61 90.39 43

2014 47.6 45.9 43.5 60 36 34.5 58.2 90 43.09

¢Qué representacion de los datos te parece mas adecuada? ¢Puedes calcular la media o el rango?

¢Qué tipo de variables es la de la tabla? Ordena a los paises de mayor a menos porcentaje de
votantes en las elecciones de 2014.
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15. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004. 2009. 2014 al Parlamento
Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espafia | Francia | Italia 3:.:2 Portugal | Grecia | Bélgica | % total
2004 43 45.14 | 42.76 |71.72 | 38.52 38.6 63.22 90.81 | 45.47
2009 43.27 44.87 40.63 | 65.05 34.7 36.77 52.61 90.39 43
2014 47.6 45.9 43.5 60 36 345 58.2 90 43.09

Representa en un poligono de frecuencias los porcentajes de participacion del total de los estados

miembros.
16. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004, 2009, 2014 al Parlamento

Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:
Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica | % total

Unido
2004 43 45.14 | 42.76 | 71.72 | 38.52 38.6 63.22 90.81 45.47
2009 43.27 44.87 | 40.63 | 65.05| 34.7 36.77 52.61 90.39 43
2014 47.6 45.9 43.5 60 36 34.5 58.2 90 43.09
Separa los Estados Miembros en dos grupos, los que tuvieron un porcentaje superior al porcentaje
medio y los que lo tuvieron menor en 2004. Haz lo mismo para 2014. é{Son los mismos? Analiza el

Estado | Alemania | Espaia

resultado.
17. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004, 2009, 2014 al Parlamento
Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:
Espafia | Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica | % total

Unido

Estado Alemania

2004 43 45.14 | 42.76 | 71.72 | 38.52 38.6 63.22 90.81 45.47
2009 43.27 4487 | 40.63 | 65.05| 34.7 36.77 52.61 90.39 43
2014 47.6 45.9 43.5 60 36 34.5 58.2 90 43.09

Calcula el porcentaje de participacion medio para Alemania en esas tres convocatorias y la
desviacion tipica. Lo mismo para Espaia, para Bélgica y para Portugal.
18. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo los resultados de Espafia han sido:
Censo Total de votantes Abstencion Votos nulos Votos en blanco
35379 097 15920 815 19 458 282 290 189 357 339
Representa en un diagrama de sectores estos datos. Haz una tabla de porcentajes: el censo es el
100 %. Determina los otros porcentajes. i Consideras que ha ganado la abstencion?

19. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo los resultados de Espafia han sido:

PP PSOE lzquierda Podemos UPyD Otros Total de
plural votantes
4074 363 8001754 1562 567 1245 948 1015994 15920 815

Determina el nimero de votos de los otros partidos. Representa en un diagrama de barras estos
datos. Haz una tabla de porcentajes para cada partido. Tienes que distribuir 54 escafios, ¢cémo los

distribuirias por partidos?
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Probabilidad

20. Se considera el experimento aleatorio de tirar un dado dos veces. Calcula las probabilidades
siguientes:

a) Sacar algun 1.

b) La suma de los digitos es 8.

¢) No sacar ningun 2.

d) Sacar algun 1 o bien no sacar ningun 2.

21. Se considera el experimento aleatorio sacar dos cartas de la baraja espafiola. Calcula la probabilidad
de:

a) Sacar algun rey.

b) Obtener al menos un basto.

c) No obtener ningun basto.

d) No obtener el rey de bastos.

e) Sacar alguna figura: sota, caballo, rey o as.
f) No sacar ninguna figura.

22. Se considera el experimento aleatorio de tirar una moneda tres veces. Calcula las probabilidades
siguientes:

a) Sacar cara en la primera tirada.
b) Sacar cara en la segunda tirada.
c) Sacar cara en la tercera tirada.
b) Sacar alguna cara.

c) No sacar ninguna cara.

d) Sacar tres caras.

23. Con una baraja espafiola se hace el experimento de sacar tres cartas, con reemplazo, écual es la
probabilidad de sacar tres reyes? Y si el experimento se hace sin reemplazo, écudl es ahora la
probabilidad de tener 3 reyes?

24. En una urna hay 6 bolas blancas y 14 bolas negras. Se sacan dos bolas con reemplazo. Determina la
probabilidad de que:

a) Las dos sean negras.
b) Haya al menos una negra.
¢) Ninguna sea negra.

25. En una urna hay 6 bolas blancas y 14 bolas negras. Se sacan dos bolas sin reemplazo. Determina la
probabilidad de que:

a) Las dos sean negras.

b) Haya al menos una negra.

c) Ninguna sea negra.

d) Compara los resultados con los de la actividad anterior.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Al lanzar cuatro monedas al aire,
a) écual es la probabilidad de que las cuatro sean caras?
b) éCudl es la probabilidad de obtener a lo sumo tres caras?
c) éCudl es la probabilidad de tener exactamente 3 caras?

Dos tiradores al plato tienen unas marcas ya conocidas. El primero acierta con una probabilidad de
0.7 y el segundo de 0.5. Se lanza un plato y ambos disparan. Expresa mediante un diagrama de arbol
y las distintas posibilidades: a) ¢Qué probabilidad hay de que uno de los tiradores dé en el plato? b)
Calcula la probabilidad de que ninguno acierte. c¢) Calcula la probabilidad de que los dos acierten.

Se lanza una moneda hasta que aparezca cara dos veces seguidas. a) Calcula la probabilidad de que
la experiencia termine en el segundo lanzamiento. b) Calcula la probabilidad de que termine en el
tercer lanzamiento.

En el lanzamiento de naves espaciales se han instalado tres dispositivos de seguridad A, By C. Si
falla A se pone automaticamente en marcha el dispositivo B, y si falla este, se pone en marcha C. Se
sabe que la probabilidad de que falle A es 0.1, la probabilidad de que B funcione es 0.98 y la
probabilidad de que falle C es 0.05. Calcula la probabilidad de que todo funcione bien.

Se hace un estudio sobre los incendios forestales de una zona y se comprueba que el 40 % son
intencionados, el 50 % se deben a negligencias y el 10 % a causas naturales. Se han producido tres
incendios, a) écudl es la probabilidad de que al menos uno haya sido intencionado? b) Probabilidad
de que los tres incendios se deban a causas naturales. c¢) Probabilidad de que ningun incendio sea
por negligencias.

Se lanza dos veces un dado equilibrado con seis caras. Hallar la probabilidad de que la suma de los
valores que aparecen en la cara superior sea multiplo de tres.

Se sabe que se han eliminado varias cartas de una baraja espanola que tiene cuarenta. La
probabilidad de extraer un as entre las que quedan 0,12, la probabilidad de que salga una copa es
0,08 y la probabilidad de que no sea ni as ni copa es 0.84.

Calcular la probabilidad de que la carta sea el as de copas. éSe puede afirmar que entre las cartas
gue no se han eliminado esta el as de copas?

Una persona despistada tiene ocho calcetines negros, seis azules y cuatro rojos, todos ellos sueltos.
Un dia con mucha prisa, elige dos calcetines al azar. Hallar la probabilidad de:

a) que los calcetines sean negros.

b) que los dos calcetines sean del mismo color.
c) que al menos uno de ellos sea rojo.

d) que uno sea negroy el otro no.

Tres personas viajan en un coche. Si se supone que la probabilidad de nacer en cualquier dia del afio
es la misma y sabemos que ninguno ha nacido en un afo bisiesto,

a) hallar la probabilidad de que solamente una de ellas celebre su cumpleafios ese dia.

b) calcular la probabilidad de que al menos dos cumplan afos ese dia.
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AUTOEVALUACION

1. Se hace un estudio sobre el color que prefieren los habitantes de un pais para un coche. La
variable utilizada es:

a) cuantitativa b) cualitativa c) cuantitativa discreta d) cuantitativa continua
2. En un histograma de frecuencias relativas el area de cada rectangulo es:
a) proporcional al area b) igual a la frecuencia absoluta
c) proporcional a la frecuencia relativa d) proporcional a la frecuencia acumulada
3. Ana ha obtenido en Matemiticas las siguientes notas: 7, 8, 5, 10, 8, 10, 9 y 7. Su nota media es
de:
a)7.6 b) 8.2 c)8 d) 9
4, En las notas anteriores de Ana la mediana es:
a)9 b) 8 c)7.5 d) 8.5
5. En las notas anteriores de Ana la moda es:
a) 10 b) 8 c)7 d) 7,8y 10
6. El espacio muestral de sucesos elementales equiprobables del experimento “tirar dos monedas y
contar el numero de caras” es:
a) {2C, 1C, 0C} b) {CC, CX, XC, XX}  ¢) {XX, XC, CC} d) {CC, CX, XC, CC}
7. Tiramos dos dados y contamos los puntos de las caras superiores. La probabilidad de que la
suma sea 7 es:
a)1/6 b) 7/36 c) 5/36 d) 3/36
8. Al sacar una carta de una baraja espafiola (de 40 cartas), la probabilidad de que sea un oro o
bien un rey es:
a) 14/40 b) 13/40 c) 12/40 d) 15/40
9. En una bolsa hay 7 bolas rojas, 2 negras y 1 bola blanca. Se sacan 2 bolas. La probabilidad de que
las dos sean rojas es:
a) 49/100 b) 42/100 c) 49/90 d) 7/15
10. Tiramos tres monedas al aire. La probabilidad de que las tres al caer sean caras es:
a) 1/5 b) 1/7 c)1/8 d) 1/6
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