CAPITULO 3: SUCESIONES

1. SUCESIONES DE NUMEROS REALES

1.1. Definiciones
Una sucesion de nimeros reales es una secuencia ordenada de nimeros.
Ejemplo:

4+ Las siguientes secuencias son sucesiones:

a) 1,2,3,4,5,6,.. b) 2, 4,6, 8, 10, 12,... C) = vy e
123456

Se llama término de una sucesion a cada uno de los elementos que constituyen la sucesion.
Para representar los diferentes términos de una sucesion se usa una misma letra con distintos subindices. Estos subindices
indican el lugar que ocupa ese término en la sucesion.
Ejemplo:

+ En la sucesion a) tendriamos que: as= 5, ya que es el término de la sucesion que ocupa el quinto lugar.

4+ Enla sucesion b), el tercer término, se denotaria bs y corresponderia al 6

+ Enla sucesion c), por ejemplo ¢, = %

Lo realmente importante a la hora de nombrar los términos de una sucesion es el subindice porque denota el lugar que ocu-
pan en la sucesion. Las letras con las que se designa la sucesidn son distintas para sucesiones distintas y suelen ser letras
minusculas.

Se llama término general de una sucesion al término que ocupa el lugar n-ésimo y se escribe con la letra que denote a la
sucesion (por ejemplo a) con subindice n: (an)

Ejemplo:

+ Enlos casos que estamos considerando, los términos generales de las sucesiones serian: an, bn y Cn.

Si nos fijamos, los valores que toman los subindices son nimeros naturales, pero los términos de la sucesion no
tienen por qué serlo, es decir, los valores que toma la sucesion son nimeros reales. Por eso, podemos definir
sucesion de nimeros reales de forma mas rigurosa como:

Definicion:

Se llama sucesion de nimeros reales a una aplicacion que hace corresponder a cada nimero natural un nimero real.
Actividades resueltas

. . 1
4+ En las sucesiones anteriores, observamos que: aioos = 1003, b12= 24y c37= 3—7

Actividades propuestas|

1. Escribe los diez primeros términos de las siguientes sucesiones:

a) -1,-2,-3,-4,... b)1,4,9,16,... c)1,357,..
Escribe el término que ocupa el lugar 100 de cada una de las sucesiones anteriores.
3. Sabemos que un cuerpo con densidad suficiente que cae libremente sobre la Tierra tiene una velocidad que aumenta 9,8
m/s. Si en el primer segundo su velocidad es de 15 m/s, escribe en tu cuaderno la velocidad en los segundos indicados
en la tabla. ¢Observas alguna regla que te permita conocer la velocidad al cabo de 20 segundos? Representa
graficamente esta funcion.
Tiempo en segundos 1 2 3
Velocidad en m/s 15

r

1.2. Formas de definir una sucesion
Existen varias formas de definir una sucesion:
Dando una propiedad que cumplan los términos de esa sucesion
Ejemplo:
4+ Sucesion de los numeros pares: 2, 4, 6, 8, 10,...
+ Sucesion de los nimeros primos: 2, 3,5, 7, 11,..
#+ Sucesion de los nimeros naturales acabados en 9: 9, 19, 29, 39, ...
4+ Sucesion de los cuadrados de los nimeros naturales: 1, 4, 9, 16, ...
Dando su término general o término n-€simo:
Es una expresion algebraica en funcion de n.
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Ejemplo:

+ 3,=n2+3
Sabiendo esto, podemos construir los términos de la sucesidn sin mas que sustituir n por los nimeros naturales. Asi, tendria-
mos: ai= 12+3=4; Q=22+3=7; az=3¥+3=12 a=42+3=19,
SIS G=(1 7= d=(Pl=2; d=Ps - ?1; di= (155 = 5
Por una ley de recurrencia:
Es una expresion que permite obtener un término a partir de los anteriores
Ejemplo:
4+ Lasucesion: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,... conocida como sucesion de Fibonacci se obtiene con la siguiente ley de
recurrencia:
ai=a=lap=anatane
Es decir, cada término, salvo los dos primeros, se obtiene como suma de los dos anteriores.
Actividades resueltas
+ Sea la sucesion de término general: a; = 2n + 3.
Sus cinco primeros términos son: a; =5,a,=7,a3=9, a2 =11, as = 13
#+ Dada la sucesion en forma recurrente: a;=1, an = an_1 + 3
Sus cuatro primeros términos son:
a1 =1 (ya viene dado),
a=1+3=4,
aa=4+3=7,
as=7+3=10
4. Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes sucesiones:
a) an=2n+l bn = 4gn ! =1, =3¢ 1+5 0122, 055ty = 20 1+ o »
5. Escribe la expresion del término general de las siguientes sucesiones:
,1,-1,1,-11-11 b) {0, 3, 8, 15, 24, 35 2,4,6,8,10 d{13579 }
a){-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,..} V{0, 3,8,15,24,35,...} ¢){2,4,6,8,10,..} ) 1'5'5'7'8"

6. En una sucesion el primer término es 2 y los demas se obtienen sumando 4 al término anterior. Hallar los 6 primeros
términos de la sucesion.

7. Un satélite artificial se puso en orbita a las 17 horas y 30 minutos. Tarda en dar una vuelta completa a su orbita 87
minutos. A) Completa en tu cuaderno la tabla adjunta. B) Escribe una expresion general que te permita conocer la hora en
que ha completado la vuelta n-ésima. C) Busca una expresion que te permita conocer la hora en funcién de la hora de la
6rbita anterior. D) Busca una expresion que te permita conocer la hora en funcién de la primera. E) ¢Cuantas vueltas
completas habra dado 20 dias més tarde a las 14 horas?

N° de drbitas 112 ]3[4]5]|6

Hora en la que la ha completado

2. PROGRESIONES ARITMETICAS
Ejemplo:
4+ Alicia tiene en siete dias un examen de Matematicas. Decide prepararlo haciendo cada dia tres ejercicios mas que el
dia anterior. Empieza hoy haciendo dos ejercicios. Si escribimos los ejercicios que va haciendo Alicia a medida que
pasan los dias, son: 2, 5, 8, 11, 14,...
Observamos que los términos de la sucesion van aumentando en una cantidad constante: 3. Este tipo de
sucesiones se llaman progresiones aritméticas.
Una progresion aritmética es una sucesion de numeros reales en la que la diferencia entre dos términos consecutivos de la
sucesion es constante. A esta constante se le llama diferencia de la progresion y se suele denotar con la letra d.
De otra forma, en una progresion aritmética se verifica:

ain—ai=d
siendo i cualquier numero natural
Es decir, cada término se obtiene sumando al anterior la diferencia, d:
a1 =ait+d
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Ejemplo:
+ La sucesion formada por los nimeros naturales: {1, 2, 3, 4, 5,...} es una progresion aritmética, ya que cada término
se obtiene sumando 1 al término anterior.
Actividades resueltas
Sia; =3yd=2, vamos a ver como se escriben los cinco primeros términos de la progresién aritmética:
a=3 @=-at+d=3+2=5 a@=a+d=5+2=7 @wu=-a+td=7+2=9 as-atd=9+2=11
8. Sefiala razonadamente si la siguiente sucesion es una progresion aritmética: {1, 10, 100, 1000, 100000, ....}.
9. Calcula los tres primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que el primero es 1y la diferencia es —2.
2.1. Término general de una progresién aritmética
Una progresion aritmética, al igual que ocurre con todas las sucesiones, queda perfectamente definida si conocemos su
término general. Vamos a calcularlo utilizando la definicion que hemos visto de progresion aritmética y suponiendo conocidos
el primer término a; y la diferencia de la sucesion, d.
a, dado
a=-a+d
a=-a+td=a+d+d=a;+2d
au=aztd=a;+2d+d=a;+3d
as-atd=a;+3d+d=a;+4d
De forma general:
an=apitd=ai+(n-2)d+d=a;+(n-1)d
Por tanto, el término general de una progresion aritmética es:
an=ar+t(n-1)d
Generalizando este resultado, podemos calcular el término general de una progresion aritmética conociendo d y otro término
de la progresion, no necesariamente el primero:
Mas general, el término general de una progresion aritmética es:
an=at+(n—-Kk)d
Siendo ax el término de la progresion que ocupa el lugar k.
NOTAS
1. Dependiendo del valor de d, nos podemos encontrar con distintos tipos de progresiones
aritméticas:
a) Sid> 0, la progresion es creciente, es decir, cada término es mayor que los anteriores. Por ejemplo: {2, 4, 6, 8, ...}
bh) Sid<0, laprogresion es decreciente, es decir, cada término es menor que los anteriores. Por ejemplo: {12, 9, 6, 3, ...}
¢) Sid=0,laprogresion es constante, es decir, todos sus términos son iguales. Por ejemplo: {4, 4, 4, 4, ...}
2. Dependiendo de los datos que tengamos, calcularemos el término general de una progresion
aritmética de una forma u otra:
a. Siconocemos a; y d, hemos visto que: a,=a; + (n—1).d
b. Si conocemos un término cualquiera a; y d, sabemos que: a, = ax + (n — k) d
c. Si conocemos dos términos cualesquiera a; y as, nos faltaria la diferencia d para poder aplicar la férmula anterior. Pero,
como sabemos que:
an=a+(n-nNd yque a,=as+(n-s)d
podemos despejar d en funcion der, s, a; y as y nos queda: d =%
Actividades resueltas
+ Hallar el término general de una progresion aritmética cuyo primer término es 7'y su diferencia también es 7.
Basta con sustituir en la formula dada: a, =a1 + (n—1)d=7+(n-1)7=7+7n—-7="7n.
4+ Calcula el término que ocupa el lugar 15 en una progresion aritmética cuyo primer término es 2 y la diferencia es 3.
Enestecaso,ais=a1+ (15-1)d=2+14-3=2+42=44.
4+ Calcula el primer término de una progresion aritmética conas =6y d = -2.
as=ai+(5—1)d. Despejamosai=as—4d=6 —4-(-2) =14.
10. Dada una progresion aritmética dos de cuyos términos son: az = 4 y aio = 18. A) Calcula su diferencia.. B) Calcula su
término general.
11. Calcula el primer término de una progresion aritmética con diferencia 2 y as = 60.
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12. ¢Cuél es el término general de una progresion aritmética con ax =45y d = 3?
13. Los lados de un pentagono estan en progresion aritmética de diferencia 5. Sabiendo ademas que su perimetro es 65,
calcula el valor de los lados.
14. Calcula los 5 primeros términos de una progresion aritmética de primer término 2 y de diferencia 3. Represéntalos
graficamente. Observa que su representacion gréfica es un conjunto de puntos aislados que estan sobre una recta.
15. Calcula la expresion general de las progresiones aritméticas:
a) De diferencia d = 2,5y de primer término 2.
b) De diferencia d = -2y de primer término 0.
¢) De diferenciad = 1/3y de segundo término 5.
d) De diferencia d =4y de quinto término 1.
16. ¢Cuéntos multiplos de 7 estan comprendidos entre el 4 y el 893?
2.2. Suma de los términos de una progresion aritmética
En una progresion aritmética, la suma de dos términos equidistantes es constante.
Es decir, si los subindices naturales p, g, ry s verifican que p + g =r + s, entonces: a,+ aq = a + as
La demostracion de esta propiedad es muy sencilla:
ptayg=atdpP-Nra+d@-1)=2a+d@p+q-2)
atas=artd(r—1)+a;+d(s—-1)=2a;+d(r+s-2)
Y como: p+q=r+s,entonces: ap+ag=ar+as
Queremos calcular la suma de los n términos de una progresion aritmética, Sy. Es decir: Sp=ai+ a;+ az+ ... + a2+ an1+ an
Aplicando la propiedad conmutativa de la suma, tenemos que: Sp=an+ an 1t an2*t ........ taz+atas
Sumando estas dos igualdades término a término obtenemos:
2Sp= (a1t an) + (@2t an1) +t(@t+any)+ ... +(an2tas) t (a1t a)t(anta)
Como se observa, los subindices correspondientes a cada par de términos entre paréntesis suman n+1, por lo que la suma de
sus términos sera siempre la misma, entonces:

2Sh= (a1t an) +(@2tan1)t(astany) +........ +(@otag) +(an1tar)t(ata)=n(artan)
Despejando S, : S, = w
La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética viene dada por:
S - n-(a1+an)l
" 2

Actividades resueltas
+ Suma los 30 primeros términos de la progresion aritmética: a, = {17, 13,9,5, 1, ...}.
Observamos que d = —4. Para aplicar la formula de la suma tenemos que calcular primero el término que ocupa el
lugar 30, @z  agp=ai1+ (n—1)d=17 +(30 — 1):(-4) = 17 + 29-(—4) = 99
Entonces: Sz = 30 - w =-1230
+ Halla la suma de los nimeros impares menores que 1000.
Tenemos que tener en cuenta que los nimeros impares forman una progresion aritmética de diferencia 2 y ademas:

a;=1,n=500, aspo= 999. Entonces: Ssoo = 500- 7222 = 250000.

Actividades propuestas|

17. Suma los 10 primeros términos de la progresion aritmética: {-5, 4, 13, 22, 31, 40, ...}

18. Halla la suma de los 50 primeros mdltiplos de 3.

19. En una sucesion aritmética de un nimero impar de términos el central vale 12, ¢,cuénto valdra la suma del primero mas el
Ultimo?

20. El duefio de un pozo contrata a un zahori para conocer la profundidad a la que se encuentra el agua y éste dictamina que
a 5 m hay agua en abundancia. Pide un presupuesto a un contratista, que le dice que el primer metro le costara 50 euros
y por cada medio metro mas 6 euros mas que por el medio anterior. ¢Cuanto le costard el pozo si se cumplen las
predicciones?

21. Antonio se ha comprado un movil, pero no puede pagarlo al contado. Paga 60 euros cada semana, pero el vendedor le
sube 5 euros cada semana en concepto de pago aplazado. Logra pagarlo en 10 semanas. ¢ Cuanto le costé? ¢Cuanto
pag6 de mas? ¢ Qué porcentaje supone este recargo sobre el precio de venta?

22. Un nadador se entrena en una piscina de 50 my quiere controlar las pérdidas de velocidad por cansancio. Cronometra en
cinco dias consecutivos los tiempos que tarda en hacer 2, 5, 8, 11, 14 largos. A) Halla el término general de la sucesion a,
que da los metros recorridos en el dia n. B) ¢ Cudntos metros habra nadado en dichos cronometrajes?
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3. PROGRESIONES GEOMETRICAS
Ejemplo:
+ Un padre planea meter en una hucha 1 € el dia que su hijo recién nacido cumpla un afio y duplicar la cantidad en ca-
da uno de sus cumpleafios.
Es decir, la sucesion cuyos términos son el dinero que mete en la hucha cada afio es: {1, 2, 4, 8, 16,...}.
Observamos que los términos de la sucesién van aumentando de forma que cada término es el anterior multiplicado por 2.
Este tipo de sucesiones se llaman progresiones geométricas.
Una progresion geométrica es una sucesion de numeros reales en la que el cociente entre cada término y el anterior es

a.,.
constante. A esta constante se denomina razon de la progresion y se suele denotar con la letra r. Es decir, —= =r siendo
a.

I
i un nimero natural y siempre que a; sea distinto de cero.
0 lo que es lo mismo, cada término se obtiene multiplicando el anterior por la razén r;
di+1=ai- I
Ejemplo:
+ Lasucesion: {1, 3,9, 27, 81,...} es una progresion geométrica, ya que tomando dos términos cualesquiera consecuti-
VoS, siempre se obtiene el mismo cociente, que es 3, razon de la progresion.
3:1=9:3=27:9=81:27=3
3.1. Término general de una progresion geométrica
Una progresion geométrica, por ser una sucesion, queda totalmente definida si conocemos su término general. Vamos a obte-
nerlo sin mas que aplicar la definicién de progresion geométrica:
dx =arr
az=axr=aprr=apgr
a=agr=arrrr=apr
as=asr=arrtr=apr
an=an1-r=a- rn*2 r=a- rn*l
Por tanto, el término general de una progresion geométrica es:
an=a-rt
Generalizando este resultado, podemos calcular el término general de una progresién geométrica conociendo ry otro término
de la progresion, no necesariamente el primero:
Mas general, el término general de una progresion geométrica es:
@n=ac- MK
siendo ax el término de la progresion que ocupa el lugar k.
Ejemplo:
+ Lasucesion a, =3 - 571 es una progresion geométrica.
NOTAS
1. Dependiendo del valor de r, nos podemos encontrar con distintos tipos de progresiones
geométricas:
a) Sir>1, laprogresion es creciente, es decir, cada término es mayor que los anteriores. Por ejemplo: {2, 4, 8, 16, ...}
h) Si0<r<1, laprogresion es decreciente, es decir, cada término es menor que los anteriores. Por ejemplo: {90, 30,
10, 10/3, 10/9, ...}
c) Sir<0, laprogresion es alternada, es decir, sus términos van cambiando de signo segun el valor de n. Por ejemplo:
{-2,4,-8,16, ...}
d) Sir=0,la progresion es la progresion formada por ceros a partir del segundo término. Por ejemplo: {7, 0, 0, 0, }
e) Sir=1, laprogresion es la progresion constante formada por el primer término: {2, 2, 2,2,...}
2. Dependiendo de los datos que tengamos, calcularemos el término general de una progresion
geométrica de una forma u otra:
a) Siconocemos a; y r, hemos visto que: an=a; - "%
b) Siconocemos un término cualquiera ax y r, Sabemos que: a, = ax - I ¥
¢) Siconocemos dos términos cualesquiera a, y ag, con a, no nulo, nos falta conocer la razén r para poder aplicar la
formula anterior. Pero, como sabemos que: a,=a, - I"P yque an=aq- " 9podemos despejar r en funcion de p,

0, @y aq ynos queda: r = q_i/g
ap
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Actividades resueltas
Hallar el término general de una progresion geométrica cuyo primer término es 7 y su razon también es 7.

Basta con sustituir en la férmula dada; a,=a; - mt=7.7m1=7n,

Calcula el término que ocupa el lugar 5 en una progresion geométrica cuyo primer término es 2 y razén 3.

Enestecaso,as=a; - Mmi=2.31:=2.34=162.

Calcula el primer término de una progresion geométrica con az=6y r=-2.

a,
rn—l

. _ a
Despejamos a; de a, = a; - "1y tenemos: a; = Paran = 3, tenemos: a; = —
;

Actividades propuestas|

23.
24.

25.
26.

27.

Averigua la razén de una progresion geométrica cuyo primer término es 27 y el cuarto es 8.
El cuarto término de una progresion geométrica es 1/9 y la razon 1/3. Halla el primer término.

Halla el sexto término de la siguiente progresion geométrica: {\/E , 2,2 \/E 4,0}

Dada una progresion geométrica dos de cuyos términos son: as= —8 y as = —2048. A) Calcula su razon. B) Calcula su
término general.

Cierta clase de alga, llamada clorella, se reproduce doblando su cantidad cada dos horas y media. Al cabo de otras dos
horas y media vuelve a doblar su cantidad, y asi sucesivamente. Si se tiene en el momento inicial un kilo, al cabo de dos
horas y media hay dos kilos. A) Haz una tabla de valores en la que indiques para cada periodo de reproduccion el nimero
de kilos de clorella. B) Indica el término general. C) Al cabo de 4 dias, han transcurrido 40 periodos, ¢consideras posible
este crecimiento?

3.2. Producto de los términos de una progresion geométrica

En una progresion geométrica, el producto de dos términos equidistantes es constante.

Es decir, si los subindices naturales p, g, ty s verifican que p + q =t + s, entonces: ay-aq = aras
La demostracion de esta propiedad es muy sencilla:

Qprag=ar- M1.a - rl=g2 1. @l =g2 pra2
a-as=ap- Mt -a;-rrlzg?2l. sl =g2 rts2

Y como:p+q=t+s,entonces: a, - 8g=a - as
Queremos calcular el producto de los n términos de una progresion geométrica, Py. Es decir:

Ph=ai-a-az....... “8n2 - @n1- an
Aplicando la propiedad conmutativa del producto, tenemos que:
Ph=an-an1-a@n2 .. LR PRl
Multiplicando estas dos igualdades:
P2=(a1-az-az-........ “@n2 @1 @) (@At An2 e caz-az-al)
P2=(ai1-an) - (@2-an1) (@ an2) ..o “(an2-a3) - (@1 a2) - (an - @)

Como se observa, los subindices correspondientes a cada par de términos entre paréntesis suman n+1, por lo que el producto
seré siempre el mismo en cada factor, entonces:

Pi? = (al' an)n

Despejando Py

Pn= % (a'l'an)n

El signo seré positivo 0 negativo dependiendo de la progresion.
El producto de los n primeros términos de una progresion geométrica viene dado por:

Pn= £ (al.an)n

Actividades resueltas

4+ Halla el producto de los siete primeros términos de una progresion geométrica cuyo primer término es a; = —1/8 y
razonr =2

Observamos que todos los términos de la sucesion son todos negativos, por lo que el producto de un ndmero par de términos
es positivo y que el producto de un nimero impar es negativo. Calculamos a7 para poder utilizar la férmula deducida anterior-

mente: a7 = air = —- 271=(-1/8)- 26 = —8. Entonces: P;= i\/[(a1)~(a7 N = ir\/[(—l/ g)-8)]/ =-1

Actividades propuestas|

28.

29.

El primer término de una progresion geométrica es 3 y el octavo 384. Halla la razén y el producto de los 8 primeros
términos.
Calcula el producto de los 5 primeros términos de la progresion: 3, 6, 12, 24, ...
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3.3. Suma de los términos de una progresion geomeétrica
A) Suma de un nimero limitado de términos consecutivos de una progresion geométrica
Ejemplo:
+ Juan ha comprado 20 libros, por el 1° ha pagado 1 €, por el 2°, 2 €, por el 3°, 4 €, por el 4°, 8 € y asi sucesivamente.
¢, Como podemos saber lo que ha pagado en total sin necesidad de hacer la suma?
Se trata de una progresion geométrica con a; = 1y r = 2. Se trataria de calcular: a; + a; + az+ ... + az. Vamos a verlo en ge-
neral, para una progresion geométrica cualquiera:
Queremos calcular: Sp=a; +a; +asz + ... + a,1 + an, Para ello, multiplicamos esta igualdad por r:
r-Sp=r-ay+r-a;+r-az+..+r-a,1+r-a,

Pero como: a=r-a
az=r-ap
a=r-as
an=r"an1
La igualdad anterior queda: r-Sp=aztastast..+tant+r-a,
Restando:
r-Sp = ataztas+...+ta,+r-a,

— Spzaptatazt...tangtan

r-S,—-Sp=—-ai+r-am

r-a, —a . -
(r—=1)-Sp=r-an—a1 Sp= "—11 siempre quer=1,ycomo ap,=a; - M1t
Entonces:
n_ .
Sy = al(r—ll) siempre que r # 1.

La suma de los n primeros términos de una progresion geométrica viene dada por:
&:r-%—%_:ﬁﬂn—ﬂ
r-1 r-1
Se considera r = 1 ya que sir =1 la progresion es la progresion constante formada por el primer término: {as, a1, a1, a1,...} y Sn
=nN-a
Analicemos la suma segun los distintos valores de r:
a) Silrl >1,los términos en valor absoluto crecen indefinidamente y el valor de S, viene dado por la férmula anterior.
% yvagquesien S,= 2" -9
1-r r-1
elevamos la razén | r| < 1 a una potencia, cuanto mayor sea el exponente n, menor ser4 el valor de r" y si n es sufi-
cientemente grande, " se aproxima a 0. Por eso,
A 1 _ &
r-1  1-r
c) Sir=-1, los términos consecutivos son opuestos:{a;, —ai, a1, —ai,...} y Snhesigual a cero sin es par, e igual aa; sin
es impar. La suma de la serie oscila entre esos dos valores.
Actividades resueltas
4+ Hallar la suma de los 11 primeros términos de una progresion geométrica sabiendo que el primer término es -2y la

siempre que r # 1.

b) Silrl <1, lasuma de sus términos cuando n es grande se aproxima a s, ~

Sn

razén -3.
R ()
r—1 -3-1

+ Hallar la suma de los 7 primeros términos de una progresion geométrica sabiendo que el séptimo término es 20480,
el primero es 5y larazén es 4.

- p r-a, —a . - 20480 - 4 —
Ahora utilizamos la férmula: S, = =2~ Sustituyendo; s, - 12 — % -20480:4-5

r-1 r-1 4-1
30. Un agricultor en su granja tiene 59049 litros de agua para dar de beber a los animales. Un dia utilizé la mitad del
contenido, al siguiente la mitad de lo que le quedaba y asi sucesivamente cada dia. ¢ Cuantos litros de agua utilizé hasta
el sexto dia?
31. Suma los quince primeros términos de una progresion geométricaenlaquea; =5 yr="%

= 27305.
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B) Suma de un numero ilimitado de términos consecutivos de una progresion geométrica

¢ Qué ocurrird si repetimos el proceso anterior indefinidamente? Es decir, ¢qué ocurrira si sumamos un nimero ilimitado de
términos?
Dependiendo del valor de r sera posible 0 no obtener la suma de un nimero ilimitado de términos:

a) Sir=1, laprogresion es la progresion constante formada por el primer término: {as, ai, a1, ai,...} Yy Si a1 €s positivo la
suma de los términos sera cada vez mayor (si fuera a; negativo seria la suma cada vez mayor en valor absoluto, pe-
ro negativa). Por tanto, si el nimero de términos es ilimitado, esta suma serd infinita.

b) Silrl > 1, los términos crecen indefinidamente y el valor de S, para un niimero ilimitado de términos, también sera
infinito.

a .
1-r
Observamos que la suma no depende del nimero de términos, ya que al hacerse cada vez mas pequefios, llega un momento
en que no se consideran.

d) Sir=-1, los términos consecutivos son opuestos: {ai, —ai, a1, —as,...} y Sn €S igual a cero si n es par, e igual a a; Si
n es impar. La suma de la serie oscila entre esos dos valores para un numero finito de términos. Para un nimero de

términos ilimitado no sabemos si es par o impar, con lo que la suma no se puede realizar a no ser que &, =0, caso

¢) Silrl <1,lasuma de sustérminos se aproxima cuando nes grande a S =~

a‘l
1-r

enque S=0= . En el resto de los casos decimos que la suma de infinitos términos no existe pues su valor

es oscilante.
e) Sir<-1, los términos oscilan entre valores positivos y negativos, creciendo en valor absoluto. La suma de sus infini-
tos términos no existe pues su valor también es oscilante.

En resumen,
La suma de un niimero ilimitado de términos de una progresién geométrica sélo toma un valor finito si | r| < 1, y entonces
: a L : :
viene dada por: S = 1 En el resto de los casos, o vale infinito, 0 no existe pues oscila.
—-r

Actividades resueltas

+ Calcula la suma de todos los términos de la progresion geométrica cuyo primer término es 4 y la razén 1/2.
a 4
S = 1 1 = —1 =8
2

+ En una progresion geométrica la razon es 1/4 y la suma de todos sus términos es 8. ¢ Cuénto vale el primer término?

Despejamos a; de: S = 1& yaa=S(1-n=8(1-14)=6

Actividades propuestas|

32. Calcula la suma de los infinitos términos de la sucesion: 6, 3, 3/2, 3/4,...
33. Tenemos en la mano un cuadrado de &rea 1. Cortamos las cuatro esquinas por los puntos medios de RN
los lados. El nuevo cuadrado, ¢qué area tiene? Dejamos los recortes encima de la mesa. ¢ Qué area L AN
de recortes hay sobre la mesa? Con el nuevo cuadrado que tenemos en la mano efectuamos la |, )
misma operacion de cortar las cuatro esquinas y dejarlas sobre la mesa, y asi sucesivamente. ¢Qué |- ,
area tienen los sucesivos cuadrados que tengo en la mano? ¢Y los recortes que quedan sobre la AN .
mesa? Halla la suma de las infinitas &reas de recortes asi obtenidas. AV

| 34. De nuevo tenemos un cuadrado de area 1 en la mano, y lo cortamos por las lineas de puntos
como indica la figura. El trozo mayo lo dejamos sobre la mesa y nos quedamos en la mano con el
cuadrado, al que volvemos a cortar de la misma forma. Y asi sucesivamente. ¢Qué area tienen los
sucesivos cuadrados que tengo en la mano? ¢Crecen o disminuyen? Escribe el término general de la
sucesion de areas que tenemos en la mano. ¢Y los recortes que quedan sobre la mesa? ¢ Crece el area 0
disminuye? Vamos sumando areas, calcula la suma de estas areas si hubiéramos hecho infinitos cortes.
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3.4. Aplicaciones de las progresiones geometricas
Fraccion generatriz
El curso pasado estudiaste como pasar de un decimal periédico puro o periddico mixto a una fraccion. Ahora vamos a utilizar
las progresiones geométricas para que comprendas mejor el proceso.
Ejemplo:
+ Sitenemos un numero decimal periddico puro, lo podemos escribir como:
2,37 =2+0,37 +0,0037 + 0,000037...

O lo que es lo mismo: 2 + 3,3 37

+ ... donde los sumandos a partir del segundo forman una pro-
100 100-100  100-100-100

L e . 1 o a
gresion geométrica de razén r = ——< 1, cuya suma infinita vale: S = .
100 1-r
o o 37 198 37 235
Portanto: 2+ —200 -9 4 100 _o, 27 2772, 27 _ 29¥
_1 9 99 99 99 99
100 100

+ Sitenemos un nimero decimal periédico mixto, se utiliza un proceso similar:
1,328 =1,32+0,008 + 0,0008 + ...
8 8

O lo que es lo mismo: 1,32 + + +
1000 1000-10 1000-10-10

+ ... En este caso, los sumandos a partir del segundo for-

g " . 1
man una progresion geométrica de razon r = E< 1. Por tanto:

8
1’32+ 1000 :1+0,32+i:1+£+i: +&
1 900 100 900 900
10

Nota
Con este proceso estamos ilustrando el concepto de fraccion generatriz como aplicacion de las progresiones geométricas,
pero a efectos practicos, es mas cdmodo efectuarlo segun el proceso visto.

Capitalizacion compuesta
El interés compuesto lo estudiaras detenidamente en el capitulo 6, pero ahora es interesante que sepas que entonces vas a
usar las progresiones geométricas para calcularlo, y que tienes una hoja de célculo para hacer las operaciones.
Si depositamos en una entidad financiera una cantidad de dinero C, durante un tiempo t y un rédito r dado en tanto por uno,
obtendremos un beneficio: | = Co-r-t llamado interés.
La principal caracteristica de la capitalizacion compuesta es que los intereses que se generan en un afio, pasan a formar parte
del capital inicial y producen intereses en los periodos siguientes.
Entonces:
> Alfinal del primer afio, el capital sera el capital inicial Co junto con los intereses producidos durante ese afio. Es decir:
0 Ci=Co+1=Co+Cor1l=Co-(1+r)
> Alfinal del segundo afio, el capital que tendremos sera el capital que teniamos al finalizar el primer afio mas los in-
tereses producidos ese segundo afio. Es decir:
Co=Ci+Cir1=Ci-(1+r)=Co.(1+r)-(L+r)=Co- (1+7r)?
Observando los capitales obtenidos: C, Cs, ..., Cy concluimos que se trata de una progresion geométrica de razén (1 +r). Por
tanto:
+ El afio n-ésimo, tendremos:

El capital final obtenido después de n afios dado un capital inicial Co y un rédito r dado en tanto por uno, es:
Ch=Co.(1+0)
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Actividades resueltas
4+ Veamos la fraccion generatriz de 23,45 como aplicacion de las progresiones geométricas.

23,45 =23+0,45 +0,0045 + 0,000045 + ...

0 lo que es lo mismo: 23 + > +__4° 45

+ + ... donde los sumandos a partir del segundo forman una pro-
100 100-100  100-100-100

L, " . 1 . a
gresion geométrica de razén r = To6 < 1, cuya suma infinita vale: s = —=—. Por tanto:

L) 45

23+ 100  _o3, 100 _og, 45 _ 2277 45 _ 2322 _ 258
1 99 99 99 99 99 11
100 100

Depositamos en un banco 1500 € al 3,5 % de capitalizacion compuesta durante tres afios. ¢ Cuanto dinero tendriamos al fina-
lizar el tercer afio?
Utilizamos la expresién: Ci= Co - (1 + 1)t donde Co= 1500 €, r = 0,035 pues es el tanto por uno y t = 3 afios. Por tanto: C;= Cg -

1+ 1)t=1500(1 + 0,035)% = 1663,08 €
Actividades propuestas
35. Calcula la fraccion generatriz del nimero 4,561.
36. Un empresario acude a una entidad financiera para informarse sobre como invertir los 6000 € de beneficios que ha tenido
en un mes. Le plantean dos opciones.

a) Mantener ese capital durante 5 afios al 3,5 % anual 0
bh) Recibir el 5 % del capital durante los dos primeros afios y el 3 % los tres afios restantes. ¢ Qué opcién le interesa mas?

RESUMEN

Progresion y i ] ) 2,5,8,11,14,17, ...
aritmética Es una sucesion de nimeros reales en la que la diferencia entre dos

términos consecutivos de la sucesion es constante. A esta constante

se le llama diferencia de la progresion y se suele denotar con la letra

d.
Término general | a, = ax + (n —k) siendo ax el término que ocupa el lugar k anh=2+3n
Sumade losn g _n(a+a) Sg =(8/2)(2+(2+38) =
primeros términos 2 4-(4+24)=4.28=112
Progresion y i ) 3,6,12,24, ...
geométrica Es una sucesion de numeros reales en la que el cociente entre cada 1,12, 1/4. 1/8...

término y el anterior es constante. A esta constante se denomina
razon de la progresion y se suele denotar con la letra r. Es decir,

&1 _ ¢ siendo i un ndmero natural.

8

Término general | a, = ax - "k siendo a el término de la sucesién que ocupa el lugark |a,=3 - 201

a,=1- (L/2)r

Suma -Parar # 1,y un nimero finito de términos: Sg=3(28-1)(2-1)=

Sn - r-a, —a - al(rn -1 3(256 - 1) = 3(255) =765.

r-1 r-1
- Parar#1,y una cantidad ilimitada de términos: S = 1a1 $=11-12)=2
—r
Producto de los n Pg=+ (3-3-28)° =(3-24)°
primeros términos Po=ty(a;-a,)
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Calcula el término que ocupa el lugar 100 de una progresion aritmética cuyo primer término es igual a 4 y la diferencia es
5.

2. Eldécimo término de una progresion aritmética es 45 y la diferencia es 4. Halla el primer término.

3. Sabiendo que el primer término de una progresion aritmética es 4, la diferencia 7 y el término n-ésimo 88, halla n.

4. Halla el primer término de una progresion aritmética y la diferencia, sabiendo que asz = 24 y aj = 66.

5. Eltérmino sexto de una progresion aritmética es 4 y la diferencia 1/2. Halla el término 20.

6. Calcula los lados de un tridngulo rectangulo sabiendo que sus medidas, expresadas en metros, estan en progresion
aritmética de diferencia 3.

7. Halla tres nimeros que estén en progresion aritmética y tales que, aumentados en 5, 4 y 7 unidades respectivamente,
sean proporcionales a5, 6y 9.

8. Calcula la suma de los multiplos de 59 comprendidos entre 1000 y 2000.

9. Elproducto de tres términos consecutivos de una progresion aritmética es 80 y la diferencia es 3. Halla dichos términos.

10. ¢Cuéntos términos hay que sumar de la progresion aritmética 2, 8, 14,... para obtener como resultado 1064?

11. La suma de n nimeros naturales consecutivos tomados a partir de 11 es 1715. ¢ Cuantos términos hemos sumado?

12. Sabiendo que el quinto término de una progresion aritmética es 18 y la diferencia es 2, halla la suma de los nueve
primeros términos de la sucesion.

13. La suma de tres nimeros en progresion aritmética es 33 y su producto 1287. Halla estos nimeros.

14. Tres nmeros en progresion aritmética tienen por producto 16640; el mas pequefio vale 20. Halla los otros dos.

15. El producto de cinco nimeros en progresion aritmética es 12320 y su suma 40. Halla estos nimeros sabiendo que son
enteros.

16. Calcula tres nimeros sabiendo que estan en progresion aritmética, que su suma es 18 y que la suma del primero y del
segundo es igual al tercero disminuido en dos unidades.

17. La suma de los once primeros términos de una progresion aritmética es 176 y la diferencia de los extremos es 30. Halla
los términos de la progresion.

18. Halla cuatro nimeros en progresion aritmética, conociendo su suma, que es 22, y la suma de sus cuadrados, 166.

19. La diferencia de una progresion aritmética es 4. El producto de los cuatro primeros términos es 585. Halla los términos.

20. Halla los seis primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que los tres primeros suman —3 y los tres Gltimos
24.

21. En una progresion aritmética el onceavo término excede en 2 unidades al octavo, y el primero y el noveno suman 6.
Calcula la diferencia y los términos mencionados.

22. En una progresion aritmética, los términos segundo y tercero suman 19, y los términos quinto y séptimo suman 40.
Hallalos.

23. Sabiendo que las medidas de los tres &ngulos de un tridngulo estan en progresion aritmética y que uno de ellos mide
100°, calcula los otros dos.

24. Halla las dimensiones de un ortoedro sabiendo que estan en progresion aritmética, que suman 78 my que el volumen del
ortoedro es de 15470 m.

25. Los seis angulos de un hexagono estan en progresion aritmética. La diferencia entre el mayor y el menor es 60°. Calcula
el valor de cada angulo.

26. Las longitudes de los tres lados de un triangulo rectangulo estan en progresion aritmeética y suman 36 metros. ¢ Cuanto
mide cada lado?

27. Un coronel manda 5050 soldados y quiere formar con ellos un triangulo para una exhibicién, de modo que la primera fila
tenga un soldado, la segunda dos, la tercera tres, etc. ¢ Cuantas filas tienen que haber?

28. Por el alquiler de una casa se acuerda pagar 800 euros al mes durante el primer afio, y cada afio se aumentaré el alquiler
en 50 euros mensuales. ¢ Cuanto se pagara mensualmente al cabo de 12 afios?

29. Las edades de cuatro hermanos forman una progresion aritmética, y su suma es 32 afios. EI mayor tiene 6 afios mas que
el menor. Halla las edades de los cuatro hermanos.

30. Un esquiador comienza la pretemporada de esqui haciendo pesas en un gimnasio durante una hora. Decide incrementar
el entrenamiento 10 minutos cada dia. ¢Cuanto tiempo deberd entrenar al cabo de 15 dias? ¢Cuénto tiempo en total
habra dedicado al entrenamiento a lo largo de todo un mes de 30 dias?

31. En una sala de cine, la primera fila de butacas dista de la pantalla 86 dm, y la sexta, 134 dm. ¢En qué fila estara una
persona si su distancia a la pantalla es de 230 dm?

32. Calcula el término onceavo de una progresion geométrica cuyo primer término es igual a 1y la razon es 2.

33. El quinto término de una progresion geométrica es 81 y el primero es 1. Halla los cinco primeros términos de dicha
progresion.
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34.

35.
36.

37.
38,
39
40.
41.
42.
43,
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.
33.

54,

95.
56.

57,
58.

59.
60.

61.

62.

63.

En una progresion geométrica de primer término 7 y razon 2, un cierto término es 28672. ¢Qué lugar ocupa dicho
término?

Sabiendo que el séptimo término de una progresion geométrica es 1y la razon 1/2, halla el primer término.

En una progresion geométrica se sabe que el término decimoquinto es igual a 512 y que el término décimo es igual a 16.
Halla el primer término y la razon.

Descompén el nimero 124 en tres sumandos que formen progresién geométrica, siendo 96 la diferencia entre el mayor y
el menor.

El volumen de un ortoedro es de 3375 cm3. Halla la longitud de sus aristas, sabiendo que estan en progresion geométrica
y que la arista intermedia mide 10 cm més que la menor.

Halla el producto de los ocho primeros términos de la progresion 3, 6, 12, 24,...

Halla la suma de los diez primeros términos de la progresion geométrica 3, 6, 12, 24,...

La suma de los ocho primeros términos de una progresion geométrica es 17 veces la suma de los cuatro primeros. Halla
el valor de la razon.

Halla la suma de los términos de la progresion ilimitada: 8, 4, 2, 1,...

Halla tres nimeros en progresion geométrica sabiendo que su suma es 26 y su producto 216.

Calcula el producto de los once primeros términos de una progresion geométrica sabiendo que el término central vale 2.
Tres nimeros en progresion geométrica suman 525 y su producto vale un millén. Calcula dichos nimeros.

Determina cuatro nimeros en progresion geométrica de manera que los dos primeros sumen 0,5y los dos ltimos 0,125.
¢ Cuantos términos se han tomado en una progresion geométrica, sabiendo que el primer término es 7, el Ultimo 448 y su
suma 8897

La suma de los siete primeros términos de una progresion geométrica de razon 3 es 7651. Halla los términos primero y
séptimo.

Halla tres nimeros en progresion geométrica cuyo producto es 328509, sabiendo que el mayor excede en 115 a la suma
de los otros dos.

Tres nimeros estan en progresion geométrica; el segundo es 32 unidades mayor que el primero, y el tercero, 96 unidades
mayor que el segundo. Halla los numeros.

Halla los cuatro primeros términos de una progresion geométrica, sabiendo que el segundo es 20 y la suma de los cuatro
primeros es 425.

Halla los angulos de un cuadrilatero, si se sabe que estan en progresion geométrica y que el mayor es 27 veces el menor.
Las dimensiones de un ortoedro estan en progresion geométrica. Calcula estas dimensiones sabiendo que su perimetro
es 420 my su volumen 8000 m3,

Divide el numero 221 en tres partes enteras que forman una progresion geométrica tal que el tercer término sobrepasa al
primero en 136.

La suma de tres nimeros en progresion geométrica es 248 y la diferencia entre los extremos 192. Halla dichos nimeros.
Halla cuatro ndmeros en progresion geométrica sabiendo que la suma de los dos primeros es 28 y la suma de los dos
Gltimos 175.

En una progresién geométrica, los términos primero y decimoquinto son 6 y 54, respectivamente. Halla el término sexto.
Una progresion geométrica tiene cinco términos, la razon es igual a la cuarta parte del primer término y la suma de los
dos primeros términos es 24. Halla los cinco términos.

Halla x para que x — 1, x + 1, 2(x + 1) estén en progresion geométrica.

A una cuerda de 700 m de longitud se le dan dos cortes, de modo que uno de los trozos extremos tiene una longitud de
100 m. Sabiendo que las longitudes de los trozos estan en progresion geométrica, determina la longitud de cada trozo.
Halla la fraccion generatriz del nimero decimal 0,737373..., como suma de los términos de una progresion geométrica
ilimitada.

Se tiene una cuba de vino que contiene 1024 litros. El 1 de octubre se vacié la mitad del contenido; al dia siguiente se
volvié a vaciar la mitad de lo que quedaba, y asi sucesivamente todos los dias. ¢Qué cantidad de vino se saco el dia 10
de octubre?

Dado un cuadrado de 1 m de lado, unimos dos a dos los puntos medios de sus lados; obtenemos un nuevo cuadrado, en
el que volvemos a efectuar la misma operacion, y asi sucesivamente. Halla la suma de las infinitas areas asi obtenidas.
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64. Tres nimeros cuya suma es 36 estan en progresion aritmética.

Halla dichos numeros sabiendo que si se les suma 1, 4 y 43,
respectivamente, los resultados forman una progresion geomeétrica.
Triangulo de Sierspinky: Vamos a construir un fractal. Se parte de

65.
un tridngulo equilatero. Se unen los puntos medios de los lados y
se forman cuatro tridngulos. Se elimina el tridngulo central. En cada
uno de los otros tres tridngulos se repite el proceso. Y asi sucesivamente. A la figura formada por iteracion infinita se la
denomina Tridngulo de Sierspinky, y es un fractal. Imagina que el primer tridngulo tiene un area A. Cuando aplicamos la
primera iteracion, el &rea es (3/4)A. ;Y en la segunda? Escribe la sucesion de las areas. ¢Es creciente o decreciente?
Imagina ahora que la longitud de cada lado del triangulo inicial es L. Escribe la sucesion de las longitudes. ¢ Es creciente
0 decreciente?
AUTOEVALUACION
1. ¢Cual es la razon de la siguiente progresion geométrica: a, 5-3"1?
a)5 b)3 ¢)2 d) No es una progresion geométrica
2. En la sucesion de mdltiplos de 13, el 169 ocupa el lugar:
a)l b) 2 c)13 d) 169
3. La suma de los diez primeros términos de la progresion aritmética: 7, 13, 19, 31,... es:
a) 170 b) 34 c)19 d) 340
4, La sucesion 5, 15, 45, 135, 405, 1215....
a) Es una progresion geométrica de razon 5 b) Es una progresion aritmética de diferencia 5
¢) Es una progresion geométrica de razén 3 d) Es una progresion aritmética de diferencia 3.
5. Sea la sucesion: 2, 10, 50, 250, 1250... su término general es:
a) ap=2-5"1 b) a,=2.2m! C) an=5-5" d) a,=5-2n1
6. ¢ Cuanto suman las potencias de 2 comprendidas entre 21 y 210?
a) 1022 b) 2046 c) 1024 d) 2048
7. La progresién aritmética cuyo primer término es 1y su diferencia 2, tiene como término general:
a)a,=2n b) a,=2n+1 c)a=2n-1 d)a,=2n-2
8. ¢Cudleselvalordelasuma:1+3+5+7+ ... +999?
a) 500.000 b) 250.000 c) 50000 d) 25000
9. Marfa esta preparando el examen de selectividad. Para no dejar toda la materia para el final ha decidido estudiar
cada dia el doble de paginas que el dia anterior. Si el primer dia estudio tres paginas, ¢cuantas habra estudiado al
cabo de 7 dias?
a) 381 b) 192 c) 765 d) 378
10. A Roberto le han tocado 6000 € en la loteria y decide depositarlos en el banco a un tipo de interés compuesto del 4
%. ¢ Cuanto dinero tendra al cabo de 5 afios?
a) 6240 € b) 6104 € C) 7832,04 € d) 7299,92 €
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