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Resumen

¢Qué es un problema? ¢Cémo enfrentarse a unos problemas nuevos que, quizas, no sean féciles? ¢Es
posible dar normas, conocer estrategias, para resolver mejor cualquier tipo de problema?

Un problema matematico es una situacién en la que hay un objetivo que conseguir superando una serie
de obstaculos, siempre que el sujeto que afronta la situacién no conozca procedimientos o algoritmos
qgue le permitan, de inmediato, alcanzar el objetivo.

Lo que para una persona es un problema, para otra puede ser un simple ejercicio, o mucho mas que un
problema, una investigacidon. La diferencia esta en los conocimientos previos, y si para resolverlo debe
hacerse preguntas, anadir hipdtesis al enunciado.

Ante un auténtico problema muchas veces no sabe uno ni siquiera por dénde empezar. Veremos
algunas estrategias de pensamiento Utiles en toda clase de problemas.

Pensamos que ensefiar a resolver problemas es lo mejor que se puede ensefiar, pues el mundo
evoluciona rapidamente y lo que hoy nos parece imprescindible, mafiana puede haber quedado
obsoleto, mientras que resolviendo problemas se prepara a las personas a enfrentarse a lo desconocido
y los procesos mentales nunca envejecen.

Hay estudios que confirman que la ensefianza expresa de las etapas, cadencias, técnicas y estrategias
consigue mejores resultados que la mera practica espontanea.
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1. FASES EN LA RESOLUCION DE UN PROBLEMA

Ejemplo 1:

1. La piscina de tu pueblo tiene forma de rectangulo. Sus lados miden 25 m
de largo y 15 m de ancho. El alcalde desea rodear la piscina con una valla.
El metro de valla vale 12 €. ¢ Cuanto costard hacer la valla?

Siempre que tengas que resolver un problema es conveniente que sigas los siguientes pasos:
Fase 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender bien el problema
Lee con cuidado el enunciado, y piensa:
e ¢(Cuadles son los datos?
e (Qué piden?
Datos: Dimensiones de la piscina: 25 por 15 m. Precio del metro de valla: 12 euros.
Piden: El coste de la valla. Para saberlo debemos calcular su perimetro.
Fase 2: Busca una buena estrategia.
Es un problema con operaciones con numeros naturales, luego:

» ¢Qué operaciones aritméticas debo hacer? ¢Habra que sumar? {Habra que multiplicar?
¢Habrd que restar? ¢Habra que dividir?

Para calcular el perimetro debemos sumar 25 + 25 + 15 + 15. Para conocer el precio debemos multipli-
car la longitud del perimetro por el precio de un metro de valla.

Fase 3: Lleva adelante tu estrategia
Ahora si, ahora resolvemos el problema:

Si sumamos 25 + 25 + 15 + 15 = 80 m tenemos el perimetro del rectangulo. Multiplicamos 12 por 80 y
tenemos 960 euros que es lo que costard hacer la valla.

Fase 4: Comprueba el resultado. Piensa si es razonable. Comprueba la estrategia.

Comprobamos todas las operaciones. ¢Es razonable que el perimetro de la piscina sea de 80 metros? Si
fuese de 100 metros nos costaria 1200 euros la valla, luego al ser menor, el precio también parece
razonable.

1. ilnventa problemas similares!

2. El cuentakilémetros del padre de Juan marca 74.791 km. Si las revisiones
son cada 5.000 km, écuantos kildmetros le faltan para la préoxima revision?
La madre de Maria observa que el cuentakildmetros de su coche marca
24.312 km, écuantos kildmetros le faltan para la préoxima revision?

3. El aula de Maria mide 8 metros de largo por 5 de ancho. Se desea poner un zdcalo que vale a 8 € el
metro. ¢Cudntos euros costard ponerlo? Estima cudnto mide tu aula de largo y cuanto de ancho, y
calcula cudnto costaria poner ese mismo zécalo.
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2. ESTRATEGIAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

2.1. Estima el resultado
En muchas ocasiones nos basta con estimar un resultado, no con la solucién exacta.
Ya has estimado las dimensiones de tu aula.

A la madre de Maria, por ejemplo, para estar tranquila le basta saber que le faltan mas de 600 km para
la préxima revision. Mientras que el padre de Juan quizds no necesite saber que exactamente le faltan
75.000 — 74.791 = 209 km para la proxima revisidn, sino estimar que le faltan menos de 300 km por lo
que debe empezar a preocuparse por hacerla.

Para realizar buenas estimaciones es conveniente haber practicado mucho.

Intenta ahora tu estimar las soluciones de estos problemas:

4. Si tu paga semanal es de diez euros, y ahorras toda la paga de un mes ¢Podrias comprarte un

ordenador portdtil (que estimas que vale unos 900 euros)? ¢Y con
todas las pagas de un afio?

5. Piensa en una piscina a la que hayas ido alguna vez. Estima los litros
de agua que puede contener.

6. Informan que a una manifestacion han ido 500.000 personas, écomo
crees que las han contado?

7. Sitoda la poblacién mundial se diera la mano, iqué longitud se formaria? (Estima que la poblacion
mundial, en este momento, es mayor que siete mil millones de personas)

8. ¢Cuantas lentejas hay en un paquete de un kilo?
2.2. Experimenta, juega con el problema

Al experimentar con los datos del problema es facil que se te ocurra que debes hacer con ellos.

9. Aprende a hacer magia.

® Piensa un numero.

a0

e Sumale 10. W Sy
® Dobla el resultado.

® Réstale 6.

® Calcula la mitad.

e (Quita el numero del principio.

® Turesultado es 7! §Coémo lo he adivinado?
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2.3. Hazlo mas facil para empezar
10. ¢En cudntos ceros acaba el producto de los mil primeros nimeros enteros?

Para enfrentarte a este problema, ten en cuenta, lo primero, las fases, intenta entender bien el
problema. ¢Para obtener un 0 has multiplicado un 2 por un 5?

Luego, hazlo mas facil para empezar. En lugar de con los mil primeros numeros enteros empieza sélo
con 10. A continuacién con 20, luego 100... Manipula los objetos. Piensa, que hay mds ¢ multiplos de dos
o multiplos de 5?

11. Cuadrado Magico

Con los numeros del 20 al 28 completa en tu cuaderno el cuadrado magico de forma que obtengas la
misma suma en todas direcciones, en horizontal, en vertical, e incluso en las dos diagonales.

» Hazlo mas facil, comienza con un cuadrado magico con los nimeros del 1 al 9. ¢{Cuanto
debe sumar cada fila? ¢ Cual debe ser el nUmero de la casilla central? {La sumade 1+ 2 +
.. +9=..? éQué numero dividido entre 3 nos da: ...?

Luego hazte las mismas preguntas con los nimeros del problema.

Un cuadrado mas dificil: Distribuye los nimeros {1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18, 36} de forma que los productos
de sus filas, columnas y diagonales de siempre el mismo valor. Una ayuda: Pon en el centro el 6.

2.4. Haz un diagrama, un esquema...

En muchas ocasiones hacer un diagrama nos resuelve el problema.

12. "El depdsito"”: De un depdsito lleno de agua se saca la tercera parte del contenido, y aun quedan
1.200 litros de agua ¢ Qué capacidad tiene el depdsito?

Si dibujas el depésito, enseguida sabras la solucion.

13. Se calcula que Teano, la mujer de Pitdgoras nacié hacia el afio 519 antes de Cristo, écudntos afios
han pasado desde su nacimiento?

14. Una persona tiene que cruzar un rio en una barca con un lobo, una cabra y un repollo, en la que sélo
puede ir ella y una de las tres cosas, teniendo en cuenta que si no estd delante el lobo se come a la
cabra vy la cabra se come el repollo. ¢ Cémo consigue transportarlos al otro lado del rio?
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2.5. Mira si tu problema se parece a alguno que ya conozcas

Es posible que tu problema tenga el mismo aire que otro que ya has resuelto, lo que puede
proporcionarte pistas Utiles para resolver el nuevo.

15. Con cuatro cuatros se puede conseguir 2: 4:4+4:4=1+1=2
Consigue utilizando cuatro cuatros 1, 3, 4, 7.

16. Cada entrada costaba 4 € y yo le entregué 10 €. No me pregunté nada, me dio dos entradas y me
devolvid 2 €. i Como pudo saber el taquillero que yo queria dos entradas de cine?

17. Dos personas se encuentran en el desierto donde se han perdido desde hace dias. Para mejor
sobrevivir, deciden compartir sus panes, uno tiene tres y el otro cinco. En ese momento aparece una
tercera persona que no tiene comida. Comparten asi sus ocho panes entre los tres. Finalmente les
rescatan y, en agradecimiento, cuando llegan a la ciudad, la tercera persona les invita a su casa y les
recompensa dando tres monedas al primero y cinco monedas al segundo. Su hija que ha
presenciado la escena le indica al padre que el reparto no es justo. ¢Por qué? ¢Como se deben
repartir las 8 monedas?

2.6. Escoge una buena notacidon

En los problemas de matemadticas es muy importante escoger una buena notacién. Decidir, por
ejemplo, que llamamos x a lo que no conocemos, en los problemas de ecuaciones.

18. Busca un numero que sumado con su siguiente dé como resultado 11.
Para resolverlo, sigue los siguientes pasos:

Paso 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender bien el problema
Lee con mucho cuidado el enunciado, y preglntate:

¢Qué te piden? ¢Qué datos tienes?

Nos piden un nimero. La incégnita es ese numero. Llama a ese niumero x. Su siguiente, sera x + 1. Nos
dicen que la suma de ambos es 11.

Paso 2: Busca una buena estrategia. Escogemos una buena notacion
Llamamos x a numero que buscamos: x + (x + 1) = 11.

Paso 3: Lleva adelante tu estrategia

Jugamos con los nimeros y observamos que 5+ 6 = 11.

Paso 4: Comprueba el resultado. Piensa si es razonable.

En efecto, el siguientea5es 6,y 5+ 6 =11.
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3. EMOCIONES Y RESOLUCION DE PROBLEMAS
3.1. jEureka!

Ya sabes que Arquimedes estaba en la bafera cuando exclamd jEureka! pues habia descubierto una
importante propiedad de los cuerpos sumergidos. Algo parecido ocurre en muchas ocasiones. Tu
mismo, si trabajas en un problema, luego tu inconsciente continua trabajando vy, de repente, cuando
menos lo esperas jEureka! Tienes la solucion. Esta situacidén, esta emocidén positiva y gratificante,
también recibe el nombre de jAja!

En la Historia de la Ciencia se conocen muchas de estas situaciones. Busca alguna vy reflexiona sobre
como te sientes al resolver un problema, que en un primer momento, parecia imposible.

3.2. Bloqueos

Pero también pueden aparecer emociones negativas, a las que llamaremos bloqueos. Muchas veces, al
intentar resolver un problemas, éste nos parece imposible, nos desanimamos, entran ganas de dejarlo
todo. Esto es un bloqueo. Pero eso le pasa a todo el mundo. Hay que sacar fuerzas y continuar. Buscar
la causa del bloqueo.

Veamos algunos problemas sencillos que resultan complicados pues en ellos suele producirse un
bloqueo. Intenta primero resolverlos y luego, si no te salen, lee la ayuda.

19. Sin levantar el Iapiz une con 4 trazos rectos estos nueve puntos.

(0] (0] (0]
(0] (0] (0]
0] (0] 0]

Dibuja en tu cuaderno nueve puntos como los de la figura y intenta unirlos, con 4 trazos sin levantar el
lapiz.
Recuerda, lo primero es comprender el enunciado. Prueba a hacerlo. ¢Lo has conseguido?
Estupendo. No lo consigues, inténtalo un poco mas.

Bloqueo: Si no lo consigues es porque estds presuponiendo algo que no se ha dicho y es que no puedes
salir del recinto limitado por los puntos. Haz trazos mas largos y lo conseguirds enseguida.

20. Con 3 palillos, todos iguales, puedes construir un triangulo equilatero. Con 5 palillos puedes
construir 2 triangulos equilateros, écdmo podemos construir cuatro triangulos equilateros iguales

con seis palillos con la condicién de que el lado de cada triangulo sea la
longitud del palillo?

Experimenta, juega con el problema. jLo has conseguido! Entonces no has
tenido un bloqueo.

Bloqueo: Nadie ha dicho que no pudieras salir del plano. Ahi esta el bloqueo. Lo
consigues con un tetraedro regular.
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4. JUEGOS Y PROBLEMAS

Resolucion de problemas: 22 de ESO

éTe gusta jugar? Para ser un buen jugador en juegos de estrategia puedes
utilizar las técnicas que has aprendido con la resolucién de problemas.

Fases:

1. Lo primero, naturalmente, comprender bien las reglas del juego, que l “’-h‘i

es similar a comprender el enunciado.

2. Lo segundo, jugar, hasta encontrar una estrategia ganadora.

3. Luego jugary ver si tu estrategia es realmente buena.

4. Por ultimo, generalizar, intentar mejorar la estrategia.

Utiliza todo lo que has aprendido.

21. Prepara unas cuantas monedas de un céntimo en la mano (o bolitas de papel, o fichas...). Pon la
misma cantidad en cada mano, no menos de 10. Pasa 6 monedas de la mano derecha a la izquierda.
Elimina de la mano izquierda tantas monedas como te queden en la derecha. {Qué observas? iYo
soy mago y puedo adivinar cudntas monedas te quedan en la mano izquierda! {Son 12? ¢Cémo
funciona el truco? Prueba a pasar 4 o 5 objetos en lugar de 6, i cémo funciona ahora?

22.

Otro juego: Es un juego de calculadora y puede ser un juego cooperativo; un juego

en el que se ponen en comun las diferentes estrategias y se discute sobre el mejor
procedimiento, el mds sencillo o el mas original. Consta de cuatro fichas como las
de la figura, donde se indican las teclas que estd permitido pulsar, y el resultado, en
rojo, al que hay que llegar.

3

+

I
33

6

5 7 10 7 2 7
x | + - + -
+ = X = X =
147 123 95

Matemidticas 22 de ESO. Capitulo 1: Resolucién de problemas
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El juego consiste, en primer lugar, en obtener el resultado en la calculadora.

Debes anotar todos los métodos encontrados. Piensa y anota en tu cuaderno cuil es el
procedimiento que te ha resultado mas eficaz.

Escribe, utilizando paréntesis, las expresiones que ha utilizado la calculadora.

Modifica el juego confeccionando nuevas fichas, modificando éstas con otras teclas y con
otros resultados.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Un enigma
Cuatro paredes, sin puertas
Con seis filos las haras
Y ten ademas en cuenta

Que el mas sencillo de cinco es.

Del libro de Luis Balbuena “Cuentos de Cero”,

Un juego: EL NIM
Es un juego para dos jugadores

De cada fila, por turno, se pueden tomar
una, dos o toda la fila. Pierde quien debe
tomar la ultima ficha.

O O
0O O O
O O O O

El oso

Un cazador cuenta a un grupo de amigos:
— Anduve 2 km hacia el sur, luego 2 km al l . *._

este, y por ultimo 2 km al norte. Me encontré
en el lugar de partida. Y alli cacé un oso. ¢De
qué color era el 0so?

Amigo 1: — Naturalmente, era blanco.
Amigo 2: — jFalso! jAhi no hay osos!

Analiza déonde estaba el cazador.

Solucién: El primer amigo opina que el cazador estaba en
el Polo Norte. El segundo amigo que estaba en un punto
de un meridiano del hemisferio sur, tal que al andar 2 km
llegara a otro meridiano de circunferencia 2 km. Pero hay e “’
mas. Muchas mas soluciones posibles. Buscalas | -
[ - ""'h‘__

|'_f ) - __dr

El nimero de filas y de fichas, (monedas, bolitas

de papel, palillos...) puede modificarse. Es Solucién: El tetraedro
importante buscar la estrategia ganadora. ’

Autora: Adela Salvador
Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF
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RESUMEN

Problema

Es una situacién en la que hay un objetivo que conseguir superando una serie
de obstaculos, siempre que el sujeto que afronta la situacion no conozca
procedimientos o algoritmos que le permitan alcanzar el objetivo.

Fases en la resolucion
de un problema

Fase 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender bien el problema.
Fase 2: Busca una buena estrategia.
Fase 3: Lleva adelante tu estrategia.

Fase 4: Comprueba el resultado. Piensa si es razonable. Comprueba la
estrategia.

Algunas estrategias

Estima el resultado.

Experimenta, juega con el problema.

Hazlo mas facil para empezar.

Haz un diagrama, un esquema...

Mira si tu problema se parece a alguno que ya conozcas.
Escoge una buena notacién.

VVYVVYY

Emociones y
resolucion de
problemas

Emocién positiva: Idea feliz. jAja! iEureka!

Emocidn negativa: Bloqueo

Juegos de estrategia

Para ser un buen jugador en juegos de estrategia puedes utilizar las técnicas
que has aprendido con la resolucién de problemas.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. “El hotel de los lios”: Un hotel tiene infinitas puertas todas cerradas, un cliente gracioso se levanta
por la noche y las abre todas. Un segundo cliente cierra las pares. Un tercer cliente modifica las que
son multiplo de tres, si esta abierta la cierra y si esta cerrada la abre. El cuarto lo mismo de cuatro en
cuatro y asi sucesivamente. ¢ COmo estan las puertas por la mafiana?

Ayuda y solucion: Ve anotando las puertas que se van quedando abiertas hasta comprobar que son: 1,
4,9, 16... ¢Como son esos nimeros? ¢Cuantos divisores tienen?

2. El radio de la Tierra es de 6.240 km aproximadamente. Rodeamos la
tierra con un cable. {Cuanto deberiamos aumentar la longitud del
cable para que se separase por el ecuador una distancia de dos
metros? ¢Menos de 15 m? ¢Mas de 15 m y menos de 15 km? ¢Mas
de 15 km?

3. La invitacion: Juan invita a Marta y a Elena a merendar. Prepara una limonada y se dispone a
servirla. Marta la quiere con poco limén y Elena con mucho. Juan ha puesto el zumo de limén y el
agua en jarras iguales y con la misma cantidad. Para complacer a sus invitadas toma un vaso de la
jarra con limdén y lo echa en la del agua, y a continuacién toma un vaso del mismo tamafio de la
mezcla y lo echa en la del limdn. ¢Habra mas limoén en la jarra del agua o agua en la jarra del limén?

Ayuda: Para empezar hazlo mas facil. Piensa en dos bolsas iguales una con bolas negras y la otra con
bolas rojas.

4. "Los cachorros": Un muchacho tiene un cesto de cachorros y le regala
a una amiga la mitad mas medio cachorro, de lo que le queda le da a
un amigo la mitad mas medio, a su prima la mitad que le queda mas
medio, y a su primo la mitad que le queda mas medio y le queda un
cachorro. ¢ Cuantos cachorros tenia el cesto?

Ayuda: Haz un esquema

5. Queremos poner un burlete alrededor del borde de tu mesa de trabajo. El metro de burlete vale a
un euro. Estima las dimensiones de tu mesa. ¢ Cuanto costaria ponerlo?

6. Un amigo dice a otro:

— El producto de las edades de mis tres hijas es 36, y la suma es el nUmero de la casa en la
gue vives. ¢Adivina qué edades tienen?

— No, me falta un dato.
— Tienes toda la razén, la mayor toca el piano.

¢Qué edad tienen las hijas?
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7.

8.

9.

10. Estima cuanto mide tu habitacién de largo, de alto y de ancho. Si

11.

En una trama de cuatro por cuatro, écual es el mayor nimero de lados que puede tener un poligono
con vértices en puntos de la trama? Generaliza a otras tramas.

Disefia figuras de cartulina que mediante un solo corte podamos
dividir en cuatro trozos iguales.

Como repartir equitativamente 8 litros entre dos utilizando
Unicamente tres jarras de 8, 5y 3 litros.

quieres pintarla y el bote de pintura cuesta 5,2 €, y dice en las
instrucciones que puedes pintar con él, 10 m?, ¢cudnto costard
pintarla?

Monedas Ordenadas

Mueve sélo tres monedas para conseguir que el triangulo quede de esta forma:

12.

13.

14.

A la base de Pluto llegan embarques de 6 latas de 100 bolas de un gramo. Un dia llega el mensaje
"Urgente. Una lata se ha llenado con bolas defectuosas, cada una con un exceso de peso de un
miligramo. Identifiquenla" ¢Cémo hacerlo con una sola pesada? Un mes mads tarde llega otro
mensaje: "Alguna de las seis latas, quizds todas ellas, pueden estar llenas con bolas defectuosa, con
un sobrepeso de un miligramo. Identifiquen y destruyan todas las bolas defectuosas" éPuedes
hacerlo con una sola pesada?

Una estudiante tiene el insélito nombre palindrémico de Inés Lil Seni. Su novio, estudiante de
matematicas, aburrido una mafiana por una leccién un poco rollo, se entretiene intentando
componer un criptograma numérico. Escribe el nombre en forma de multiplicacién:

INES

X LIL

SENI
¢Sera posible reemplazar cada letra por uno de los diez digitos y obtener una multiplicacién
correcta? El joven descubre con sorpresa que si, y también que la solucién es Unica. (Ninguno de

los dos nimeros de cuatro cifras empieza por cero).

La piscina del polideportivo municipal se ha tenido que vaciar por un problema de contaminacion.
Este proceso se ha realizado en tres fases para poder utilizar el agua en la limpieza de las
instalaciones, primero se ha sacado la tercera parte, después la mitad del resto y atiin quedan 150 m?3
de agua. ¢ Qué capacidad tiene la piscina?

Matematicas 22 de ESO. Capitulo 1: Resolucidn de problemas Autora: Adela Salvador

www.apuntesmareaverde.org.es

llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




R Resolucion de problemas: 22 de ESO

PARA EL PROFESORADO

En la ensefianza de las matematicas es conveniente, como afirmaba Hans Freudenthal, “hacer
matemadticas en la clase de matemdticas” y una forma de conseguirlo, es organizar clases de resolucién
de problemas o proponer pequeiias investigaciones.

Al investigar a los buenos resolutores de problemas se han obtenido dos conclusiones: La primera es
que la capacidad para resolver problemas mejora con la practica, la segunda es que el analisis de los
métodos matematicos, asi como el de las distintas estrategias que intervienen en la resolucidon de
problemas también mejora dicha capacidad. Hay estudios que confirman que la ensefianza expresa de
las etapas, cadencias, técnicas y estrategias consigue mejores resultados que la mera practica
espontdnea. Es preciso resolver muchos problemas. Esa ayuda sélo puede ser eficaz si se ejerce sobre
problemas concretos y no como pre-requisito tedrico.

Trabajar en la resolucién de problemas es lo mejor que se puede proporcionar a una persona, ya que
ayuda a equiparla para su actividad integral, no solamente en lo que se refiere a sus capacidades
matematicas. El mundo evoluciona rapidamente, y tenemos la obligacién de preparar personas que en
el futuro van a enfrentarse a situaciones desconocidas. Los procesos mentales no se hacen obsoletos.

Un problema matematico es una situacién en la que hay un objetivo que conseguir superando una
serie de obstaculos, siempre que el sujeto que afronta la situacion no conozca procedimientos o
algoritmos que le permitan alcanzar el objetivo.

Un problema tiene distinta calificacion en funcion de la persona que se lo plantee, y es evidente que lo
gue son problemas para unos, no lo son para otros. Asi cuando una persona sabe los rudimentos del
lenguaje algebraico, un problema que pueda resolverse planteando una ecuacion de primer o segundo
grado o un sistema de ecuaciones, no es un problema, sino un ejercicio al que se le aplica una regla fija
gue es la notacion algebraica y los algoritmos para resolver las ecuaciones que resultan. También es
distinto un problema de una investigacidn, que al ser un proceso mas abierto, es la persona quien se
plantea el objetivo que quiere conseguir. Asi, cuando un estudiante al resolver un problema se hace
preguntas, intentando generalizar el resultado o modificar las condiciones iniciales, esta realizando una
investigacion. Podemos pues distinguir entre ejercicio, problema e investigacion.

La heuristica, término introducido por George Polya en su libro Cémo plantear y resolver problemas, es
el "arte de resolver problemas" y trata de desvelar el conjunto de actitudes, procesos generales,
estrategias y pautas que favorecen la resolucién de problemas en general y en particular de los
problemas matematicos. Decia Polya: “El profesor de matemdticas no deberia contentarse con
dispensar el saber, sino que también deberia intentar desarrollar en los estudiantes la capacidad de
utilizar ese saber; deberia insistir en el saber — hacer, en las actitudes adecuadas, en los hdbitos
intelectuales deseables”.

Polya considera la resolucién de problemas como un proceso lineal en el que establece cuatro fases:
1. Comprender el problema,
2. Concebir un plan,
3. Ejecutar un plan, y
4. Examinar la solucién obtenida.

En cada una de estas fases hay una serie de pautas o sugerencias heuristicas que pretenden fijar la
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atencion sobre aspectos concretos del problema, para sugerir ideas que permitan avanzar en su
resolucion.

En Espafia en 1991 se publica Para pensar mejor de Miguel de Guzmdn en el que se destaca la
identificacion de los distintos tipos de bloqueos, la importancia de la actividad subconsciente en el
proceso de resolucidon de problemas, el desarrollo de la creatividad, y la importancia de realizar un
protocolo en el proceso de resoluciéon. Aconsejaba “ensefiar matemdticas basdndose
fundamentalmente en la ocupacion activa con problemas alrededor de los contenidos que se pretende
impartir”. En Cémo hablar, demostrar y resolver en Matemdticas (2003) reflexiona sobre la organizacion
de una clase de problemas y las técnicas que la facilitan, como el torbellino de ideas o el trabajo en
grupo.

Una forma aconsejable para las clases de resolucién de problemas es organizar el trabajo en grupos.
Existen muchas formas de organizar el trabajo en grupo, por lo que antes de proponer cualquier
actividad grupal debemos asegurarnos que el alumnado conoce algunas técnicas basicas. Si no es asi
gran parte de la rentabilidad esperada se pierde ante un mal reparto de responsabilidades, una
deficiente organizacion, una incorrecta administracién del tiempo, etc.

Los grupos, ni demasiado grandes, ni demasiado pequeiios, podrian estar formados por unas seis o
siete personas. En un grupo debe haber una persona responsable y una persona secretaria:

e La persona responsable tiene dos funciones, dinamizadora para mantener el interés del
grupo y cuidar que nadie se quede sin participar y organizadora preocupdndose de
planificar los tiempos y las tareas asignadas a cada fase del trabajo.

e La persona secretaria se ocupa de anotar todas las ideas que vayan surgiendo vy
sistematizar las tareas que se vayan desarrollando y es portavoz, encargandose de exponer
las conclusiones de su equipo a toda la clase.

Cada una de las funciones descritas no deben asociarse siempre a una misma persona sino que es
recomendable un sistema de alternancia.

Papel del profesorado: En una clase de resolucidon de problemas, nuestra labor es dinamizar a los
distintos equipos, supliendo las deficiencias y ayudando en los primeros momentos a las personas
responsable y secretaria en sus funciones.

Cuando un profesor o una profesora plantea un trabajo en grupo para resolver problemas debe:

> Elegir problemas con un enunciado atractivo y motivador.

> Graduar de manera conveniente la dificultad del problema.

> Analizar detenidamente los bloqueos que puedan surgir en la resolucién del problema y
utilizar los métodos adecuados para superarlos.

> Percibir las dificultades que el trabajo en grupo plantea como tal y contar con recursos
para actuar frente a los obstaculos que perturban su buen funcionamiento.

> Procurar establecer un ambiente adecuado dentro del aula que favorezca actitudes

positivas hacia el aprendizaje.
Pero el aprendizaje de la resolucién de problemas es un proceso a largo plazo. No es un objetivo
operativo evaluable mediante un examen.

Decia Giner de los Rios: El maestro es quien exige del discipulo que piense y reflexione por si, y en la
medida de sus fuerzas, que investigue, cuestione, intente, dude, despliegue las alas de su espiritu. O
Cossio: Dad la ocasidn al estudiante de pensar por él mismo y ser el creador de su propia instruccién.
Para saber mas entra en: http://innovacioneducativa.upm.es/pensamientomatematico/node/91

—
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Sistema de numeracion egipcio
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Resumen

Ya conoces muchos tipos de numeros, los numeros naturales, que sirven para contar, los nimeros
decimales, que nos sirven, entre otras muchas cosas, para usar los céntimos, las fracciones... También
conoces, del curso pasado, los nimeros enteros, los positivos, los negativos y el cero. En la historia de la
humanidad aparecen mucho antes las fracciones, en Egipto y en Babilonia, que los nimeros negativos.
En los balances contables, por ejemplo, se ponia en rojo las deudas (pero no se usaba el signo menos).
En el Renacimiento Tartaglia y Cardano ya obtuvieron soluciones negativas de algunas ecuaciones (de
tercer grado) pero hasta el siglo XVII no se generalizd su uso. Observa que ya se usaban expresiones
decimales y fracciones positivas y sin embargo se tardé mucho en utilizar los nUmeros negativos.

En este capitulo vamos a revisar como se trabaja con nlimeros positivos y negativos, fracciones y
decimales, a sumarlos, restarlos, multiplicarlos, dividirlos, a calcular si valor absoluto, a representarlos
en una recta y a compararlos.
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1. NUMEROS

Recuerda que:

El conjunto de los numeros naturales se representa por la letra N y estd formado por los nimeros 1, 2,
3,4,..
N={123,..}

Es un conjunto infinito, pues no tiene un ultimo elemento, aunque si tiene un primer elemento, el 1. Es
un conjunto bien ordenado pues dados dos nimeros naturales siempre sabemos si uno es menor que el
otro.

1.1. El sistema de numeracion

El sistema de numeracion decimal

En el sistema de numeracién decimal el valor de una cifra en un nimero es diez veces mayor que el de
la cifra situada a su derecha y diez veces menor que el valor de la situada a su izquierda. Por eso se dice
que es un sistema posicional: el valor de una cifra en un nimero depende del lugar que ocupe esa cifra.

Otros sistemas de numeracidon decimal usados actualmente son los que se usan en paises arabes como:

Europeo 0123456172829

Arabigo-indico Y Y Y £ o T Y A A

Arabigo-indicoOriental |, ¢ v ¢ 5 5 v A 1
(Persay Urdu)

Actividades resueltas

+ En el nimero 9835067 tenemos:

- La cifra de las unidades: el7=7-10°

- Luego la cifra de las decenas: el 3, cuyo valor en el nimero es 10 veces mas

1

2

3
gue el anterior, luego su valor sera: 6-10=60 A "
- En tercer lugar, las centenas: el 0, cuyo valor serd el que resulte de multiplicar
la cifra situada en tercer lugar por 100 (o por 10?): 0-10%=0 S) f
- En cuarto lugar las unidades de millar: 2, cuyo valor obtenemos multiplicando 6 7N
por 1000 (o por 103) la cifra situada en ese lugar: 5-10%=5000 T
- Luego, las decenas de millar: 5 cuyo valor sera: 3-10%=30000
- En sexto lugar, las centenas de millar: 6, cuyo valor se obtiene multiplicando 8 A
la cifra por 10°: 8 - 10° = 800000 9 L
- Y, por Uultimo, las unidades de millén: 4, cuyo valor obtenemos 10| +
multiplicdndolo por 10°: 9- 10° = 9000000

0(%&/0

Con esto observamos que el nimero 4652031 se puede escribir utilizando potencias
de 10 de la forma: Numeros

chinos
9835067 =9-10°+8-10°+3-10*+5-10®+0-10%°+6-10'+7-10°
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Actividades propuestas

1. Escribe mediante potencias de 10 los siguientes nimeros:
a) 8216 b) 591274 c) 918273 d) 90003040506

2. ¢Qué lugar ocupa la cifra 7 en los siguientes nimeros? ¢En cudl de los nimeros tiene mayor valor?
¢Y menor?

a) 708544 b) 67339001 c¢) 5092175 d) 9847
3. Razona por qué, en el numero natural 77777 con cifras repetidas, éstas no tienen el mismo valor.
Numeros romanos

Otro sistema de numeracion que todavia se usa es el de los
numeros romanos. ¢ Te acuerdas de sus equivalencias?

I=1,Vv=5,X=10,L=50,C=100, D=500, M =1000.

IVXLCDM

100 500 1.000 Reloj con nimeros romanos

Numeros romanos
Ejemplo:

4 El numero MDL equivale en el sistema decimal al 1550. Si ahora le afiadimos un V, es decir:
MDLV, el numero es el 1555, pero las cifras M, D, y L siguen teniendo el mismo valor en ambos
numeros.

4. Escribe mediante potencias de 10 los siguientes nUmeros romanos en nuestra numeracion:
a) MDCVX b) MMMCCXXXIII  ¢) MMCDXXVI d) MMCCCXLII
Otros sistemas de numeracion

Uno de los primeros sistemas de numeracién que se utilizé fue el de base 12 hace ya mas de 5000 afios.
Todavia se usa cuando contamos objetos por docenas o con algunas mediciones del tiempo.

El sistema de base 2 o sistema binario también es muy

utilizado hoy en dia, sobre todo en los ordenadores y 0 1 10 # 100 101 110 111 1000 1001 1010
calculadoras debido a su simplicidad, ya que para escribir 1011 1100 1101 1110 1141 10000 10001 10010 10011 10100
numeros en este sistema solo se necesitan dos cifras ' '

Cifras del sistema binario

distintas, elOyel 1

5. Escribe los niumeros del 1 al 10 en el sistema binario.
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1.2. Los numeros triangulares, cuadrados, pentagonales...

Los griegos, y en particular los pitagéricos solian representar los nimeros mediante piedrecitas,
calculos, sobre la arena y los ordenaban formando dibujos geométricos poligonales.

Si los ordenas formando triangulos obtienes los niumeros triangulares:

e e ¢ cccec €€ € © ¢

Observa que los numeros triangulares son: 1, 3, 6, 10, 15....

4 Afiade 3 nUmeros triangulares mas.

Si los ordenamos formando cuadrados obtienes los cuadrados perfectos que ya conoces: 1, 4, 9, 16,
25...

[ € ¢
€ ¢ C
€ € ¢

Los numeros pentagonales son: 1, 5,12, 22, 35...

Y asi con otros poligonos.

Estos niUmeros se usaron en la Escuela Pitagdrica asociando al nUmero una imagen geométrica.

6. Llamamos C, al numero cuadrado y T, al nUmero triangular que ocupan el lugar n. Ya sabes que C,
: ) ) n(n+1) . . :
es igual a n*: C, = n* Comprueba que T, :T es una expresion para los numeros triangulares.
7. Observa los numeros cuadrados perfectos. Mira en la figura y comprueba que puedes formarlos
como suma de dos nimeros triangulares: 4 =3 + 1,9 =6 + 3... Exprésalo de forma general.
8. Escribe tres nimeros triangulares, tres cuadrados y tres pentagonales mas de los ya indicados.
9. Dibuja tres numeros hexagonales.
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1.3. NuUmeros enteros

Existen ocasiones de la vida cotidiana en que es preciso usar numeros distintos de los naturales,
nlimeros positivos y negativos. Los numeros naturales no resultar ser suficientes.

Recuerda que:
Los nimeros enteros son una ampliacion de los nimeros naturales:

+ Los numeros enteros positivos son los nimeros naturales y se escriben precedidos del signo +:
+1, 42, +3, +4, +5...

+ Los enteros negativos van precedidos del signo —: -1, -2, -3....

+ El cero es el Unico numero entero que no es ni negativo ni positivo y no lleva signo.
El conjunto de los nimeros enteros se representa por Z.

Z={0,+1,—-1,+2,-2,+3,-3,+4,—4,...}
Al escribir un nimero entero positivo no se suele escribir su signo: + 2 = 2; +6 = 6.
Ejemplo:

+ Juan esta trabajando y el primer mes gana 1000 euros pero gasta 500 euros, por tanto Juan
tiene en total 1000 - 500 = 500 €. Sin embargo, si el primer mes gana 1000 pero sus gastos son
mayores (alquiler del piso, impuestos...) y ascienden a 2000 euros, se dice que perdio en total
2000 — 1000 = 1000 euros. Unas veces existe una ganancia neta, y otras una pérdida,
dependiendo de si las ganancias fueron mayores que los gastos o viceversa. Estas dos
posibilidades se pueden expresar utilizando el signo de los nUmeros negativos (o positivos): en el
primer caso gané en total 1000 — 500 = +500 euros, y en el segundo gand en total 1000 — 2000 =
—1000. Euros. Asi, se entiende que una pérdida es una ganancia negativa.

Los numeros negativos aparecen al considerar:
+ El capital de una empresa que ha quebrado.
+ Temperaturas por debajo de cero grados.
+ Fechas antes de Cristo.
+ Profundidad de un submarino bajo el nivel del mar.

4+ Se dice “las seis menos cinco” o las “ocho menos veinte”.
Valor absoluto de un numero

La distancia que separa un numero del cero se define como valor absoluto del nimero.

e Essiempre un niumero positivo (o cero). r-=—=-== |

e Se escribe entre dos barras | |. | |+6| =6 |
Ejemplo: | |
4+ Elvalor absoluto de +4, es 4, y se escribe: |+4| = 4; e e o e

4+ Elvalor absoluto de —9,3 es 9,3 y por tanto |-9,3| = 9,3, del mismo modo:

+ |+23,5| =23,5y |-5/6] = 5/6.
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Actividades propuestas

10. Escribe el nimero que mejor representa la situacion que se plantea:
a) Un submarino navega a 345 m de profundidad
b) Hoy el termémetro marcaba 152 C
c) El coche estaba en el sétano 5.
d) Arquimedes murid en el afio 212 antes de Cristo
11. Expresa estos enunciados con un nimero positivo, negativo o cero:
a) Me he quedado sin dinero.
b) Miguel nacié en el ano dos mil.
c) El garaje esta en el tercer sétano.
12. Indica el significado de los nimeros —4, 0 y +7 en cada una de las situaciones siguientes:

a) En un garaje b) En una temperatura ¢) En una cuenta
13. Calcula el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a) |+43] b) [-7,2] c 0] d) [-81,7]

1.4. Fracciones

Los objetos matematicos llamados fracciones permiten que las personas se entiendan al hablar de
trozos, partes o porciones, tanto si se ha troceado en porciones idénticas como si son de diferentes
tamafios.

Una fraccidn es el cociente de dos numeros enteros.
Comencemos con un ejemplo.
+ Si dividimos un bizcocho en 5 partes iguales, cada porcidn es una de las cinco partes en las que
hemos dividido el bizcocho. Escribiremos % para

representar cada trozo, es decir, cada una de las
cinco quintas partes del bizcocho. Si colocamos en
una bandeja tres de esas porciones, sobre la bandeja 1/5 2/5 3/5 4/5

3
habra tres quintas partes de bizcocho: 5

5 , .
El bizcocho completo puede representarse de la siguiente forma g=l ya que estd formado por cinco

quintas partes.

iy . m .
En general, una fraccion es una expresion de la forma o donde tanto m como n son numeros

naturales. Para referirnos a ella diremos "m partido de n"; m recibe el nombre de numerador y n es el
denominador.

Para valores bajos del denominador, disponemos de denominaciones alternativas:

1 . 2 . 3 4 ) 3 .
—,un medio —, dos tercios —, tres cuartos —, cuatro quintos —, tres décimos
2 3 4 5 10
. . 7 . 11 .
A partir del valor 11 del denominador: 11’ siete onceavos 2—3, once veintitresavos
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Una pregunta natural que surge es la siguiente: ées posible, o tiene sentido, que sea mayor el
numerador que el denominador? La respuesta es afirmativa, si.

Las fracciones cuyo numerador es mayor que el denominador reciben el nombre de fracciones
impropias. Las fracciones cuyo numerador es menor que el denominador reciben el nombre de
fracciones propias.

Reduccion de una fraccion. Fracciones irreducibles

. m . .
Dos fracciones — y P son equivalentessi M-q=N-p
q

n

Las fracciones 1/2 y 2/4 son equivalentes pues representan la misma
172 2/4 3/6 proporcién. Es lo mismo media tarta que dos cuartos de tarta.

A partir de una fraccién m/n, si r es cualquier nimero natural entonces la fraccién (m-r)/(n-r) es

. m-r m
equivalente a m/n: - =
n-r n
Ejemplo:
+ Una fraccion equivalente a 1/3 es, por ejemplo, 10/30, ya que 1_110 10
q » por ejemplo, ,¥adq 37°3.10 30

Anteriormente dijimos que 1/2 y 2/4 son fracciones equivalentes. Por la misma
razdén, otras fracciones equivalentes son 3/5, 6/10 y 24/40 puesto que
3_.32_6 6_64 24 3 38 24
5 5.2 10°10 10-4 40’5 5.8 40°
Una manera alternativa de destacar estas relaciones consiste en decir que las

fracciones 3/5 y 6/10 son reducciones de la fraccién 24/40, mientras que 3/5 es una reduccién de 6/10.
Podemos intuir que la fraccion 3/5 no puede reducirse mas, es una fraccion irreducible.

4/10 = 2/5

Obtendremos la mayor reduccién de una fraccidn p/q al dividir tanto p como g entre su maximo comun
divisor.

Una fraccidn es irreducible cuando el maximo comun divisor de su numerador y denominador es 1.
Ejemplo:

4+ Una reduccion de 24/40 es 6/10, pues la obtenemos al dividir tanto 24 como 40 entre 4. Como
el maximo comun divisor de 24 y 40 es 8, la mayor reduccion de la fraccién 24/40 es 3/5. Al ser
el maximo comun divisor de 3 y 5 igual a 1, la fraccidon 3/5 es irreducible, tal y como era de
esperar.

Ejemplo:

4+ En ocasiones, una fraccion se reduce a un nimero natural como, por ejemplo, la fraccién 30/6,
ya que el maximo comun divisor de 30 y 6 es igual a 6, y al dividir 30, el numerador, entre 6
obtenemos 5.

Dos fracciones son equivalentes si se reducen a una misma fraccion irreducible.

14. Seiala diferentes acciones que obliguen a repartir, o subdividir, cierto objeto, ente o actividad.
15. Encuentra situaciones de la vida cotidiana en las que aparezcan fracciones.

Matematicas 22 de ESO. Capitulo 2: NUmeros Autores: Eduardo Cuchillo, Ana Lorente y Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es - llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3

I NUumeros. 22 de ESO

24 21

16. Reduce las siguientes fracciones a su expresion irreducible:  a) Py b) 9
7
C) 7

17. Determina si las siguientes parejas de fracciones son o no equivalentes:

g4,3 3,3 5 105
8’6 1Y 9 “8Y1es
1

18. Obtén tres fracciones equivalentes a cada una de las que figuran a continuacién: a) s b) 2

. - . . . 4 12 2 10
19. Decide si las siguientes parejas de fracciones son o no equivalentes: a) 5 y 5 b) 3 y I
20. Obtén tres fracciones equivalentes a cada una de las que figuran a continuacion:

-1 9 -3 2

a) — b) — c) — d) —
5 -4 7 -15

1.5. Expresiones decimales

Pero hay otras formas de expresar cantidades que no se corresponden con cantidades completas, como
por ejemplo, el precio de un producto: 3,25 euros.

Una expresion decimal consta de dos partes:
e su parte entera, el nimero que esta a la izquierda de la coma
e ysu parte decimal, lo que se encuentra a la derecha de la coma

La parte decimal indica porciones que hay que afiadir a la parte entera dividiendo la unidad en 10, 100,
1000 ... partes.

3 3
Fiemplos:  13=1+—>  103=1+—>
Jempros 10 100

21. Busca otras situaciones de la vida real donde aparezcan nimeros decimales.

Conversion de una fraccion a expresion decimal
Dada una fraccion se obtiene su expresién decimal, dividiendo.

Ejemplos: % =11625 i—i =41818181818181....

Recuerda que cualquier fraccion tiene un desarrollo decimal exacto o periddico.

Las expresiones decimales periddicas cuyo desarrollo decimal periddico comienza inmediatamente
después de la coma se llaman periddicos puros. Si el periodo se encuentra mas alld de la coma estamos
ante un numero decimal periédico mixto y la parte decimal situada entre la coma y el periodo se llama
anteperiodo.
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Ejemplo: % =2'5428571

Hemos llegado a la expresién decimal de la fraccién 178/70. Es el nUmero decimal de parte entera 2,
anteperiodo 5y periodo 428571.

. iy . . - 97 345

22. Convierte en expresidon decimal las fracciones siguientes: a) > b) e
- . . . 1 7 5 4 25
23. Transforma las siguientes fracciones en expresién decimal:  a) 3 b) 3 c) 5 d) 11 e) T

Conversion de una expresion decimal en fraccion

Si la expresidon decimal es exacta, basta dividir por una potencia de 10 de forma que desaparezca la
coma.

31528
Eiemplo: 31528 =272%°
Jjempro 1000

Si es periddico puro, veamos la forma de proceder:
X =7'31
100- X =100-7'31=100-7'31313131.....= 731'313131.....= 731'31

724
100-X — X =731-7 = 99.X =724 = X =59

Un numero decimal periddico puro se convierte en aquella fraccién que tiene por numerador, la
diferencia entre el nimero formado por la parte entera y el periodo menos la parte entera, y por
denominador al nimero formado por una cantidad de nueves igual al nimero de cifras del periodo.

_ 5 934 _ 46-4 42 14
Eiemplos: 05> 0,934 =234 4p-26-4_42_14
Jemplos 9 999 9 9 3

Si es periddico mixto, veamos la forma de proceder con un ejemplo:
X =7,631
10-X =10-7,631=76'31313131.....
1000- X =1000-7,631=7631,313131.....

_ 7631-76 6555
990 990

Una expresion decimal periodica mixta se convierte en aquella fraccion que tiene por numerador a la
diferencia entre, el nimero natural formado por la parte entera, el anteperiodo y el periodo, menos el
numero natural formado por la parte entera y el anteperiodo, y por denominador al nimero formado
por una cantidad de nueves igual al numero de cifras del periodo seguido de una cantidad de ceros
coincidente con el nimero de cifras del anteperiodo.

(1000-10)- X =7631-76 = X
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349-3 346 807458 — 807458 -807 806651

Ejemplo: 0'349 = =— =
990 990 99900 99900

Observa que:
Si calculamos la suma 0'3+0'6. Parece natural que

0'3+0'6=0333333.....+ 0'666666.....= 0'999999..... = 0'9

Por otro lado 0'3 =

O|w

=~ 6 2 = =z 1 2 3
y O'6=§=§.Asique sumando 0'3+0'6=§+§:§=1 de modo que

1=0'9=0'999999.....
1.6. Aproximaciones, truncamientos y redondeos
+ Si vamos a pagar con un billete de 50 euros una compra que asciende a 32’69 euros, esperamos

una vuelta de 17’31 euros. Si en la caja no hay monedas de un céntimo, nos propondran que
demos por buena una vuelta de 17’30 euros. Es una aproximacion a la baja.

1
3

+ Sirealizamos una compra por un importe de 12’44 euros y la saldamos con 12’45 euros estamos
ante una aproximacion al alza.

Una manera de realizar una aproximacion a la baja de un nimero decimal es el truncamiento. Consiste
en decidir cuantas cifras decimales queremos considerar y, simplemente, eliminar las restantes a partir
de la dltima cifra decimal mostrada.

Otra forma de realizar una aproximacién es a través de un redondeo. Este consiste en decidir cuantas
cifras decimales va a tener la aproximacion, realizar el truncamiento oportuno y, en funcion de cual sea
la primera cifra decimal no considerada, mantener o incrementar en una unidad la parte decimal del
truncamiento. El criterio para efectuar, o no, dicho incremento es el siguiente:

+ Cuando la primera cifra decimal eliminada es 0, 1, 2, 3 o 4, el redondeo coincide con el
truncamiento.

+ Si la primera cifra decimal no considerada es un 5, 6, 7, 8 0 9, el redondeo se obtiene al
aumentar en una unidad la parte decimal del truncamiento.

Ejemplo:
+ Redondeamos y truncamos la expresion decimal 45,98351.
Redondeo Truncamiento
Décimas 46,0 45,9
Centésimas 45,98 45,98
Milésimas 45,984 45,983
Diezmilésimas 45,9835 45,9835

24. Aproxima por truncamiento los siguientes nimeros decimales de forma que aparezca un desarrollo
decimal hasta las milésimas:
a) 111234 b) 66 ) 9350 d) 871 e) 83348 f) 2'6408

25. Aproxima por redondeo hasta la milésima los siguientes nimeros decimales:
a) 111234 b) 66 ) 9350 d) 871 e) 83348 f) 2'6408 g) 39996

2. REPRESENTACION GRAFICA
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2.1. Representacion en la recta numérica

Recuerda que:

Para representar niimeros enteros en la recta numérica:

1. Debemos trazar una recta horizontal y marcamos el cero, que se llama origen
2. Dividimos la recta en segmentos iguales, de longitud 1
3. Colocamos los nimeros positivos a partir del cero a la derecha y los nimeros negativos a partir
del cero a la izquierda.
=5 -4 =3 =2 =1 0 1 2 3 4
Ejemplo:
4 Representa en una recta numérica: -2,0,4,-1,8,-7,-3y 1
881 654828004 2 345 6 78
4 Para representar un numero decimal como 6’2 en primer lugar nos fijamos en su parte entera,

6, lo que nos informa de que 6’2 se encuentra entre los nimeros naturales 6 y 7. Como su parte
decimal posee una sola cifra, son 2 décimas, deberemos dividir el segmento de extremos 6 y 7

en diez partes iguales
para, finalmente, situar
6’2 sobre la B e BB me segunda de las
marcas. 6'2

26. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes nimeros y ordénalos de menor a
mayor: -8, 5, 1,-5,8,-3, -7y 0.

27. Sitlda en la siguiente recta los numeros 8’43, 8’48, 851 y 8’38

8'4 8'5

2.2. Comparacion de numeros

Al representar los nUmeros en la recta numérica quedan ordenados.

Cuanto mas a la derecha esté un numero situado en la recta numérica es mayor, y cuanto mas a la
izquierda esté situado es menor.

Ejemplo:
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4 —7 estd mas a la izquierda que +4 por tanto —7 es menor que +4. Se escribe -7 < +4

El signo < se lee “menor que” y el signo > se lee “mayor que”.

Decidir si un nimero decimal es mayor o menor que otro es bastante sencillo. Si sus partes enteras son
distintas, ellas ya determinan cual es mayor.

Ejemplo:
4 13’66 es mayor que 11’4, pues el primero tiene parte entera 13 y el segundo 11.

Si tienen igual parte entera pasamos a mirar su primera cifra decimal, la de las decenas. Si son
diferentes, ya podemos decidir.

Ejemplo:

4 7’25 es menor que 7’3, ya que tienen la misma parte entera y la primera cifra decimal de 7’3 es
mayor que la primera cifra decimal de 7’25.

En general, si coinciden las partes enteras buscamos la primera cifra decimal en la que los nimeros
difieren. La que sea mayor pertenecerd al mayor nimero decimal.

Ejemplo:
4 Podemos ordenar numeros utilizando los signos anteriores:
-7,8<-3,5<-2,9<-1,3<0<2,7<4,4<8,2.
O bien:
82>44>27>0>-1,3>-2,9>-3,5>-7,8.

4 Parece raro que el 0 sea mayor que otro nimero, pero piensa que se tiene mas si no se tiene
nada, que si se debe dinero. Si el termdmetro marca 0 2 C no hace mucho calor, pero menos
calor hace si marca—10 2 C. Es decir: 0 > -10

28. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes nimeros y ordénalos de menor a
mayor: -8, 5, 1,-5,8,-3, -7y 0.

29. Completa en tu cuaderno con el signo < (menor) o > (mayor) segun corresponda:
a)-13,6 -67,1 b)-80,2 +94,5 c)+37 +48 d)+52 -64 e)-21 |[-25]
30. Ordena de menor a mayor
a)+5,1,-4,9,-1,5, +18,2, 5,17 b) +6,9,-7,2,-8,5, 5,9, -7,21
31. Seiiala qué nimero es el mayor para cada una de las siguientes parejas:
a)-0,872y-0,8721 b) 3,58y |-3,57| c) 7,0001y 7,00001 d)-4,78y-8,92

32. Escribe dos numeros decimales que sean, simultdneamente, mayores que 6’147 y menores que 6'2.
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3. OPERACIONES

3.1. Suma y resta. Propiedades

Suma de numeros enteros
Recuerda que:

Para sumar dos numeros enteros de igual signo se suman sus .
valores absolutos y se pone el signo de los sumandos + = ‘I

Para sumar dos numeros enteros de distinto signo se restan
sus valores absolutos y se pone el signo del sumando de 1/3 + 1/4 = M2
mayor valor absoluto

Ejemplo:
e Tienes 75 €y te dan 50 € entonces tienes 125 €: +75 + 50 = +125.
e Debes 75 €y gastas 50 € entonces acumulas una deuda de 125 €: —75 — 50 = -125.
e Tienes 75 € pero debes 50 € entonces tienes 25 €: =50 + 75 = +25.
e Debes 75 €y tienes 50 € entonces debes 25 €: =75 + 50 = -25.
Suma de fracciones

Recuerda que:

Para realizar la suma de dos fracciones debemos conseguir que tengan el mismo denominador

. . . m .
buscando fracciones equivalentes. Asi, para sumar —+£ deberemos buscar y encontrar dos nimeros

n q
naturales r y s que nos transformen cada una de las anteriores fracciones en otras equivalentes,
(m-r)/(n-r)y (p-s)/(qg-s), de forma que las nuevas fracciones tengan el mismo denominador, es decir, que
m m-r ‘S m-r ‘S m-r+p-s
nr=g-s, en cuyo caso: 0+ P _ L PSS L+ PS P
n g n-r g-sS n-r n-r n-r

Como hay muchas parejas de numeros naturales r y s que hacen posible esa igualdad, buscaremos los
mas pequefios.

Puesto que n-r es multiplo de n y g-s es multiplo de g, alcanzaremos r y s a partir del minimo comun
multiplode ny g.

nN-r=q-s= m.C.m.(n,Q)

El valor de r resulta de dividir ese minimo comun multiplo entre n y el de s se obtiene al dividir el
minimo comun multiplo entre q.

Ejemplo: Z+E

Jemplo: 46

Los denominadores son diferentes, 4 y 6. Su minimo comun multiplo es 12. Al dividir 12 entre 4 nos da
7 7-3 21 5 5.2 10

3y al hacerlo entre 6 obtenemos 2. —=—=— —=——=—
4 4.3 12 6 6-2 12

Finalmente
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7 5 21 10 31
4 6 12 12 12
Suma de expresiones decimales

Suma de expresiones decimales. Ahora basta con que las partes decimales tengan el mismo nimero de
cifras. Si no lo tienen desde un principio, afiadimos los ceros que sean necesarios para ello.

Ejemplos: 67'7 + 7115 =67'70 + 7115 =138'85 44'39 + 23 = 44'39 + 23'00 = 67'39

+ Si una persona tiene 8 euros y 42 céntimos de euro y otra tiene 7 euros y 94 céntimos ¢cuanto
dinero tienen entre las dos?

Tenemos que sumar. En total tienen 8 + 7 = 15 euros y 42 + 94 = 136 céntimos. Pero, como 100
céntimos de euro es lo mismo que 1 euro, 136 céntimos de euro es igual a 1 euro mas 36 céntimos. De
esta forma, esas dos personas tienen 15 + 1 = 16 euros y 36 céntimos.

Propiedades de la suma
Conmutativa. No importa en qué orden sumemos dos numeros:

a+b=b+a
Ejemplo: 714'66 + 2'47 =717'13 2'47 +714'66 =717'13

Asociativa. Nos permite sumar mas de dos numeros agrupandolos como queramos, de dos en dos.

(a+b)+c=a+(b+c)
Ejemplo: 95'7+30'02+17'4=(95'7 +30'02) +17'4=125'72+17'4=143'12

95'7+30'02+17'4=95'7 +(30'02+17'4)=95'7 + 47'42 =143'12
Elemento neutro. El nUmero 0 sumado a cualquier otro nimero no lo altera.
Ejemplo: 0 +78'324=78'324=78'324+0

Opuesto de un nimero: El opuesto de un nimero es otro numero de igual valor absoluto y distinto
signo que verifica que a + Op(+a) = 0.

Se escribe: Op(+a) = —a, Op(-a) = +a o bien: — (+a) = —a, —(—a) = +a
Ejemplo:
4 Op(+5)=-5 Op(-7,3)=+7,3 —(+#5)=-5 —(-7,3)=+7,3.
Resta
Para restar dos numeros se suma al primero el opuesto del segundo.

El signo menos delante de un paréntesis cambia los signos de los numeros que hay dentro del
paréntesis.

33. Halla el resultado de las siguientes sumas:

a) (+12,8) + (+57) + (-4,6) b) (-83,2) — (-24,1) + (-10,5) c) (-35) + (—48) + (+92)
34. Efectua estas operaciones

a) (+3,8) + (+4,2) — (-52) b) (-614) + (-77) + (-811)  c¢) (-97) — (-12) + (+26) d) (-45) + (+52)
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35. Un autobus comienza el viaje con 30 pasajeros. En la primera parada se bajan 16 y se suben 21. En la
segunda se bajan 17 y se suben 24, y en la tercera se bajan 9. ¢ Cuantos pasajeros hay en el autobus?

I 36. Un avion vuela a 3672 m vy un
submarino estd sumergido a 213 m, équé
distancia en metros les separa?

37.  Arquimedes nacié en el afio 287 a.C. y
murié el afio 212 a. C. é{Cuantos afios tenia?

38. Expresa al numero 100 de cuatro
formas distintas como suma y resta de 3
numeros enteros.

39. Expresa al nimero cero como suma y
resta de cuatro numeros enteros.

40. Realiza las siguientes sumas de fracciones:

a) l+£ b) Z+i C) §+§ d) 24_5

5 3 6 9 8 2 100 24
41. Calcula: a) > 7 b) 113 c) 13 13 d) S0 7
14 6 6 5 100 240 21 3

3.2. Producto y cociente. Propiedades

Producto de nimeros enteros

Recuerda que:

Para multiplicar dos numeros enteros se debe:

19) Multiplicar sus valores absolutos —_== 4
29) Aplicar la regla de los signos siguiendo lo siguiente:

Es decir, se asigna el signo + si ambos factores tienen el mismo signo, y el signo — si

tienen distinto signo. — ==
Ejemplos:
(+7) - (+3) = +21 1) - (-1)=+1 (+8) - (-4)=-32 (-2) - (+9) =-18

4 Luis gana 1000 euros al mes, si no gasta nada, é¢cuanto ahorrara al cabo de 7 meses?
(+1000) - (+7) =+7000 € ahorrara al cabo de 7 meses.
4 El recibo mensual es de 65 euros al mes. ¢ Cuanto gastara al cabo de 4 meses?
(-65) - (+4) =260 € gastara al cabo de 4 meses.

#+ Alvaro gasta 12 euros al mes en golosinas. Deja de comprarlas durante 5 meses. ¢Cuanto ha
ahorrado? (—12) - (-5) = +60 € ahorrara al cabo de 5 meses.

Producto de fracciones

Para multiplicar dos fracciones multiplicamos sus numeradores entre si y lo mismo hacemos con los
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denominadores: it g
ngqg n-
Ejemplo: EE_E_Q
Jempie: 87 87 5
20 4.5 5
Pod implificar, reducir, el resultado: 22 =—> -2
odemos simplificar, reducir, el resultado: - =7—7=17

Producto de expresiones decimales
Para realizar el producto de dos expresiones decimales se debe:
+ Multiplicar, en primer lugar, los numeros ignorando la coma que posee cada uno de ellos.

#+ Al resultado de ese producto le ponemos una coma para que surja una expresion decimal con
una parte decimal de longitud igual a la suma de las cantidades de cifras decimales que tienen
las expresiones decimales multiplicadas.

Ejemplos: 57-33=1881
+ 5,7-3,3=18,81 93,05-72,4 = 6736,820 =6736,82  44,16-8 =353,28
Propiedades de la multiplicacidn.
Conmutativa. No importa en qué orden multipliquemos dos nimeros.
a-b=b-a
Ejemplos: 3-5=5-3=15 3-(-5)=(-5)-3=-15 1,552-5,9=5,9-1,552 = 9,1568
T nz 7
9 5 59 45
Asociativa. Nos permite multiplicar mds de dos nimeros agrupandolos como queramos de dos en dos.
a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

Ejemplos:  (2-3)-5=2-(3-5)=30 (2-3)-(-5)=2-(3-(-5))=-30
5,7.3,2.7,14 = (5,7-3,2)7,14 = 5,7-(3,2-7,14) = 130,2336 L. 1L1.1_ (Z-Llj A Z-(l—l-ij -7
95 2 95 95 2) 90

Elemento neutro. El nUmero 1 multiplicado por cualquier otro nimero, no lo altera.

l.a=a=a1
. 7 7
Ejemplo: 21=2 1-(-5) = (-5) 7,3512-1=7,3512 1-5 = 5

Observa que:

En ocasiones existe un niumero que multiplicado por otro nos da la unidad. Cuando ese nimero existe,
se llama inverso. Dentro del conjunto de los nimeros naturales y de los nUmeros enteros, no existe el
elemento inverso. Pero con las fracciones, si.

. 5 11 55 111 11 25 10
Ejemplo: ——==—=1 —.==-"" 22"
11 5 55 11 1 11 52 1
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Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma.

Cuando en una multiplicacién uno de los factores es la suma de dos numeros, como, por ejemplo,
8,3:(6,5+104)

tenemos dos opciones para conocer el resultado:

a) realizar la sumay, después, multiplicar
6,5+1,04=6,50+104=754 8,3-7,54 =62,582
b) distribuir, aplicar, la multiplicacién a cada uno de los sumandos y, después, sumar:

8,3:(6,5+104)=(8,3:6,5)+(8,3-1,04) =53,95+8,632 =62,582.
Comprobemos que obtenemos el mismo resultado:
La propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma nos dice que
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

En general, la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma con fracciones nos dice:

ERINCEREH

Conviene comentar que esta propiedad distributiva leida en sentido contrario, de derecha a izquierda,
es lo que comunmente denominamos sacar factor comun:

12 22 2.6 211 (2 2 11\ 2 11

== =6 [+| == |==| 6+—=

5 15 5 5.3 (5 j(53j5( 3)
Ejemplos:

a) 6350-4-6350-3=6350-(4-3)=6350-1=6350
b) 635-2+3-35=(2+3)-635=5635=3175

c) 928-6-928-5=928-(6-5)=9281=928

d) 928-7+928-3=928-(7+3)=928-10=9280

8 (6 lj (8 6) 8 1) 58
e) —_ =] — |4+ —— | =—
3\5 4 35 3 4) 15

42. Realiza los siguientes productos y divisiones de numeros enteros:

a) (+35) - (+2) b) (+4) - (-72) c) (-8) - (—45) d) (-5) - (+67)
e) (+28) : (+2) f) (+27) : (-3) g) (—36) : (-2) h) (-=54) : (+9)
43. Calcula en tu cuaderno los siguientes productos y divisiones de nimeros enteros:
a) (+721) - (+3) b) (+562) - (-3) c) (-915) - (-2) d) (-6) - (+72)
e) (+303) : (+3) f) (+505) : (-5) g) (—160) : (-4) h) (-704) : (+2)
44. Efectia mentalmente y anota los resultados en tu cuaderno:
a) (+2) - (+40) b) (+30) - (-2) c) (-60) - (=3) d) (-50) - (+8)
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e) (+80) : (+4) f) (+18) : (-3) g) (-15) : (-5) h) (=70) : (+7)
8 3 7 1 9 11
45, Calcula:  a) —— b) 6-— c) 23-— d) ——
22 75 11 23 10 3
46. Multiplica las siguientes fracciones y reduce, simplifica, el resultado:
4 6 9 5 14 5 6 10
V98 w3 9% Y
47. Calcula: a)7,3-2,54 b) 2,89-7,21 c) 3,54-5,2-6,8 d) 6,9-7,5-6,1

48. Saca factor comun y calcula mentalmente:

a)756-4-756-3 b)350-8+350-2 )927-13-927-3 d)700-33-700-3
49. Efectua:

a) 9-(4,01+3,4) b) 7,3-(12+5,14) c) 2,9-(25,8-2197)

50. Realiza los productos indicados:

51. Efectua las siguientes operaciones:
b) (EJFEJ.
2 3

Division de numeros naturales

0|~
Qo
N | ©
/.ﬁ\
w|o
+
0|~
N—

Ejemplo:

4 En el comedor del instituto las mesas son de 4 personas y en la clase de 12 de la ESO hay 35
alumnos, écudntas mesas ocuparan?

Vemos que habra 8 mesas ocupadas y sobrardn 3 alumnos que han de sentarse en otra mesa:
35|14
3 8
Cada uno de los niumeros que intervienen en la division se llaman:

35 — Dividendo 4 — Divisor 8 — Cociente 3 > Resto
Ademas, como ya sabes, se verifica que: 35=(4 - 8) + 3

Esta propiedad se verifica siempre para cualquier division. En general:
D|d
r C
Se verifica que:
D=(d-c)+r

Dividendo es igual a divisor por cociente mads el resto
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Ejemplo:
4+ El cociente entre 3658 y 65 es 56 y el resto 18. Escribe la relacion que existe entre estos cuatro
valores.
3658 =65-56 + 18
Ejemplos:

27 . .
4 27/3,27:3y 3 significan lo mismo: la divisidn o el cociente de 27 entre 3.

Divisiones con calculadora

Ya sabemos que dividir con calculadora es muy facil, pero é¢qué hacemos si nos piden el
resto de la division y solo podemos usar la calculadora?

4+ Es muy sencillo. Vedmoslo con un ejemplo. Si hacemos:

325 + 5 = 65 1a divisién es exacta.

Pero si hacemos:

325 == 15 £521.6666666667

En el primer caso esta claro que el cociente es 65 y el resto es 0, pero ¢y en el segundo caso?

Claramente el cociente es 21. Ahora para calcular el resto tenemos que multiplicar este cociente por el
divisor y restarselo al dividendo. El resto sera: 325 — (15 - 21) = 10.

Cociente de niumeros enteros
Para dividir dos nimeros enteros se debe:
19) Calcular el cociente de sus valores absolutos

29) Asignar al resultado un signo mediante la siguiente regla:

Ejemplo:
(+36) : (+6) = +6 +:+=4%
(-32) : (-4) = +8
(+27) : (-3) = -9 B B
(-49) : (+7) = -7 +;|=|

Actidades propuesta I::-1

52. Realiza las siguientes divisiones y comprueba con cada una de ellas la propiedad D=d-c +r

8214 : 26 b) 271093 : 452 c) 1112220000 : 385 d) 274:25

Matematicas 22 de ESO. Capitulo 2: NUmeros Autores: Eduardo Cuchillo, Ana Lorente y Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

.
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3

NUumeros. 22 de ESO

3.3. Jerarquia de operaciones
En la expresidon: 5 - 4 + 3, équé operacidn realizarias antes, la multiplicacion o la suma?

Existe una prioridad en las operaciones donde no existen paréntesis y es que la multiplicacién y la
divisidon siempre se realizan antes que las sumas y las restas.

Por tanto, la operacion anterior seria: 5:4+3=20+3=23

éYen9:3-2?Son divisiones y multiplicaciones con igual prioridad. Podemos convenir que primero se
realiza la primera operacion, la que estd mas a laizquierda: 9:3:-2=3-2=6.

Prioridad de operaciones:

En operaciones con paréntesis, primero hay que realizar las que estan entre paréntesis y luego las
demas.

En operaciones sin paréntesis, primero se efectiian las multiplicaciones y divisiones y luego, las sumas y
restas.

En operaciones de igual prioridad, primero la de mas a la izquierda.
Ejemplo:
#+ Observa la diferencia entre estas dos operaciones:

(17+8)-6=25-6=150 17+8-6=17+48=65

Notas

+ Es importante escribir los paréntesis solo cuando sea necesario. Por ejemplo, en la expresién:
(21 - 2) + 30 resulta innecesario, ya que por la prioridad en las operaciones, ya sabemos que
tenemos que efectuar el producto antes que la suma.

4+ Si realizamos una operacién en la calculadora sin paréntesis ésta ya respeta la jerarquia en las
operaciones, por lo que si la operacidon necesitase paréntesis, hemos de incluirlos en la

calculadora.
Ejemplo:
Jerarquia de operaciones [(+7-5)-(+4-8-3)]+(—27): (-3) + 20
1) Se resuelven los paréntesis [(+2) - (=7)]+(-27): (-3)+ 20
2) Se realizan multiplicaciones y divisiones [- 14] + (+9) + 20
3) Se efectiian sumas vy restas Resultado = 15

53. Realiza las siguientes operaciones:

a) +4 — (+5) - (-3) b) +6 + (-9) : (+2-5) c) -3+ [-4-(-26):(+2)]
54. Realiza las siguientes operaciones:

a)+8 + (-1) - (+6) b) -6 + (-=7) : (+7) c) +28 — (-36) : (—9-9)

d)+11+(+7)- (+6-8) e)-7—[+4—(-6) : (+6)] f) +9+ [+5 + (-8) - (-1)]
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CURIOSIDADES. REVISTA

@temas de numeraci6n>

[Como sabes, en Babilonia, hace mas de cinco mil aﬁos,\
se usaba un sistema de numeracién en base doce y uno

1 5 10 50 100 en base 60. jImaginas cuantos digitos hacian falta! Hoy
— H N1 todavia perviven cuando decimos que el afio tiene 12
meses, 0 que una hora tiene 60 minutos y un minuto,

500 1.000 5.000 10.000 60 segundos.

Numeros griegos clasicos \ j

0123456172839 (Los ordenadores utilizan un sistema de numeracién\

0O 1 2 3 4 5 6 T 8 8

ABCDEFH1011 12 13 14 O 1

1011 12 13 1415 16 17 18 19 20 binario, con sdlo dos digitos, el y el .

Sistema en base 16 que se usa en los Aunque también se usa un sistema en base 16, que se

ordenadores \Hama sistema hexadecimal. j

IVXLCDM
OCPTYHESCMNO

1 2 3 4 5 67 8 9 1 5 10 50 100 500 1.000
? ’ L T e S

l K’A V E) O JTQ Numeros romanos

10 20 40 50 80 70

i

100 200 300 400 500 €00 700 800 9S00 O 1 .2 3 ?’ ‘r 5A % 9

4 5

Numeros griegos

Numeros arabes

-=2=Z0 &I nt
—
e \ - S & & 808 S04 mmm mis e R A
1 2 3 4 5 6 7 0 . ) 3 4 5 g 7 8 9
)’\ j"L B 8 & 900 S99 mmm e .
——
8 9 10 100 1.000 10.000 10 11 12 3 14 15 & i 15 19
Numeros chinos Numeros mayas
Matematicas 22 de ESO. Capitulo 2: NUmeros Autores: Eduardo Cuchillo, Ana Lorente y Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

=
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3

I NUumeros. 22 de ESO

/ Fracciones en Egipto

En el Antiguo Egipto y en Babilonia, hace mas de 5000 afios,
ya se usaban fracciones. En Egipto usaban fracciones
unitarias, es decir, con nhumerador 1: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5... El
Ojo de Horus es un jeroglifico que representa las fracciones
unitarias de denominador una potencia de 2:

= 12, O=1/4, ~—=1/8, Imagen de Wikipedia. Si quieres saber
mds busca Ojo de Horus en Wikipedia.

\ I>=-1/16, “o=1/32, ﬂ =1/64

istoria de los nimeros enteros

Los chinos utilizaban los nimeros negativos hace mas de dos mil cuatrocientos afios, ya que eran
capaces de representar con varillas negras los nimeros negativos y con rojas los positivos.

Los matemadticos hindues usaban “los bienes”, “las deudas” y “la nada”.

Sin embargo en Europa la historia de la aceptacién como nimeros de los negativos fue un proceso que
duré mas de mil afios, lleno de avances y retrocesos. Se tardé mucho en considerar a los negativos
como numeros. En el siglo XVII aparecen, en el Diccionario Matematico, como raices falsas.

He aqui algunas frases de personas famosas:
¢ Girard (1590-1639): ¢Por qué esas soluciones imposibles?
¢ Descartes (1596-1650): No pueden existir nuimeros menores que nada.

¢ Stendhal (1783- 1842): Cual no seria mi desconcierto cuando nadie podia explicarme que menos por
menos es mds.

¢ Newton (1642- 1727): Las cantidades son afirmativas, o sea, mayores que nada, o negativas, es
decir, menores que nada. Asi, en las cosas humanas las posesiones pueden llamarse bienes positivos
pero las deudas bienes negativos...

¢ D’Alembert (1717- 1783) escribié en la Enciclopedia: Decir que la cantidad negativa es menos que
nada es expresar una cosa que no se concibe.

Producto

Comenta con tus compafieros y
compafieras las frases de arriba.

- Aunque en primaria se usaba el simbolo “x”, e T T TT T TR .
. para denotar el producto lo simbolizaremos : : Cociente :

- con un punto: - : . o
. - = La palabra “cociente” significa el resultado de

: Leibniz escribi6 a Bernoulli diciendo que no le : i hacer una “divisién” Los simbolos utilizados
: gustaba usar para el producto la letra x pues : para representarlas son:

- se confunde con la letra x y empezé a utilizar

: el punto. : /, +,ylafraccién: —

: Los ingleses, que no siguen a Leibniz porque le : : | 3 harra horizontal de fraccién, — es de origen :
: hace sombra a Newton, usan el punto en :: :

: i : : arabe, incdbmoda si se escribe en una Unica :
: lugar de la coma para expresar los numeros : : o A
: . ) : = linea, por lo que, de nuevo Leibniz, la empezd a :
: decimales: 3,5 = 3’5 = 3.5, y los ordenadores : : o , . ;
: = = sustituir por la linea oblicua y los dos puntos.
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RESUMEN

Concepto

Definicion

Ejemplos

El sistema de
numeracion decimal es
posicional

El valor de una cifra en un nimero depende del
lugar que ocupa en el numero

El 1 no tiene el mismo valor
en 1792 que en 5431.

Jerarquia de las
operaciones

-En las operaciones con paréntesis, primero se
realizan los paréntesis y después lo demas.

-En las operaciones sin paréntesis primero se
realizan multiplicaciones y divisiones y luego
sumas y restas.

-En operaciones de igual prioridad, primero la de
mas a la izquierda.

La operacion 2 + 3 - 7 tiene
como resultado 23, no 35,
gue es lo que resultaria
efectuando antes la suma
gue el producto.

Numeros enteros

Z={.—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4...}

Ordenacion de numeros

Es mayor el que esté mas a la derecha en la recta
numeérica.

82,6 >36,1>0>-3>-36,7
-2,59<-1,3

Multiplicacion

Se multiplican los valores absolutos y se aplica la
regla de los signos:

(+5) - (+6) = +30
(-1) - (-87) = +87

+e+=+, ===+, + ===} = +== (—5)(+6)=—30
(+9) - (-4)=-32
Fracciones equivalentes | Son fracciones que representan la misma 10 6
proporcion. 2—5 y E
Suma y resta de Transformamos cada fraccion en otra equivalente 9 7 93 72
fracciones con distinto | de manera que las nuevas fracciones tengan el E+E_ 10-3 15.2
denominador mismo denominador, y las sumamos. 27 14 27414 41
=t = =—
30 30 30 30
Fraccion irreducible Una fraccion es irreducible cuando el maximo 2 4 10
comun divisor de su numerador y denominador 3’5’ g
es 1.
Comparacion de Podemos determinar cual es la mayor de dos o 18 7 15
fracciones mas  fracciones reduciendo a  comun 1°2°7%8

denominador.

Expresiones decimales

Constan de dos partes: su parte entera y su parte
decimal

21375 Parte entera: 21
Parte decimal: 375

Expresion decimal
exacta y periddica

Exacta: Su parte decimal tiene una cantidad finita
de cifras. Periddico: Su parte decimal tiene una
cantidad infinita de cifras que se repiten
periédicamente. Pueden ser puros o mixtos

5,7767
Puro: 3,07 = 3,0707070.....
Mixto: 4,813 = 4,813131.....
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Repaso numeros naturales

1. Realiza las siguientes operaciones:
a)(34+52):5 Db)89-2+12 c)55+67-3+13 d)280-110-2+90
2. Dicuales de las siguientes operaciones tienen el mismo resultado:
a) 8:-(22-20) b)8-22-20 «¢)8-22-8-20 d)8-(22+20) e)8-22+20

3. Realiza las operaciones del ejercicio anterior en la calculadora y comprueba la importancia de anadir
los paréntesis.

4. Realiza las siguientes operaciones:
a) 23-6 + (35-13) :11-4-7 b) 48:4-8:2—(3-12):6  c) 357-23-7 +280:14 d) 20-9-11-7+265:53
Numeros enteros

5. Efectua en tu cuaderno:

a.6—(8+10-1-2) b. 7+(2-8-1)—(8—1+6)
c.(10-2-7)-(1-9-16) d.—(9-6-8)—-(-7-10+2)
6. Quita paréntesis y efectia en tu cuaderno:
a. 15+ [2-8—-(10-3)] b. 7-[(5-8) - (6-12)] c.(5-14)-[2-(2-4-13)]
d.(1-11+6)-[(3-2)—(4-16)] e.[8—(4-16)]-[10—(5-12)]
7. Efectla en tu cuaderno aplicando la regla de los signos:
a. (+4) - (+8) b.(-11): (-5) c. (+12) - (-6) d. (-11) - (-10) e. (+16) : (+4)
f. (-12) : (+6) g. (+24) : (-3) h.(-81):(-9) i. (-63):(+7) j- (=30) : (-10)
8. Halla en tu cuaderno:
a. (-2)* b. (-2)? c. (-2) d. (-2)* e. (-2)°
f. (-2)® g. (-2)’ h. (-2)® i. (-2)° j. (=2)©
9. Efectua las operaciones y comprueba como varia el resultado seguln la posicion de los paréntesis:
a. 18-7-3 b.(18-7)-3 c. (-12)-4-(-8)
d.[(-12)-4] - (-8) e. (-5) - (+7) + (-3) f. (=5) - [(+7) + (-3)]
10. Calcula mentalmente:
a. (-1)? b. (-1)? c. (-1)3 d. (-1)* e. (-1)°
f. (-1)® g. (1)’ h. (-1)8 i. (-1)° j. (1)
11. Calcula en tu cuaderno:
a) (-6)* b. (+5)° c. (-3)3 d. (+4)3 e. (-9)? f. (-10)®
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12. Representa graficamente y ordena en sentido decreciente, calcula los opuestos y los valores
absolutos de los siguientes nimeros enteros:

-5,7,-3,0,-6,1, 2

13. Antonio hace las cuentas todas las noches y en su cuaderno tiene anotado: Lunes: Papd me ha
devuelto 10 euros que me debia: Martes: He vendido sellos de mi coleccién y me han pagado 5
euros. Miércoles: Me compro unos cromos por 3 euros. Jueves: Me he tomado un helado por 1
euro. Si Antonio tenia 15 euros el lunes por la mafana, écudnto tiene cada noche? ¢Ha aumentado
su dinero o ha disminuido? ¢En cuanto?

14. i De qué planta ha salido un ascensor que después de subir 7 pisos llega al piso 4?

15. Jaime ha comenzado un negocio, y de momento pierde 100 euros cada dia. Comparando con su
situacion actual, écudl era su situacién hace 5 dias?

16. Pedro dispone en 2013 de una maquina para viajar en el tiempo. Decide avanzar 240 afios, ¢en qué
afo se encontraria? Y si retrocede 390 anos, ¢a qué ano viaja?

17. (A qué edad se casé una persona que nacié en el aifio 9 antes de Cristo y se casé en el afo 19
después de Cristo?

18. ¢En qué ano nacié una mujer que en el afio 27 después de Cristo cumplié 33 afios?
19. ¢En qué ano se casé un hombre que nacid en el afio 20 antes de Cristo y se casé a los 27 afios?

20. Hace una hora el termémetro marcaba -5 2C y ahora marca 5 2C. La temperatura ¢ha aumentado o
ha disminuido? ¢ Cudnto ha variado?

21. Por la mafana un termdmetro marcaba 7 grados bajo cero. La temperatura baja 12 2C a lo largo de
la manana. ¢ Qué temperatura marca al mediodia?

22. (A qué planta ha llegado un ascensor de un edifico que estaba en el sétano 2 y ha subido 7 pisos?

23. Un juego
a) Rellena con numeros enteros las casillas en | b) Rellena con numeros enteros las casillas en
blanco de tal manera que la suma de todas las | blanco de tal manera que el producto de todas las
filas y columnas sea siempre 3. filas y columnas sea siempre =70.
-6 +6 +7
+2 -7
0 -7 +2

24. Una persona protestaba por su mala suerte. Habia perdido su trabajo y sélo le quedaban unos euros
en el bolsillo. El diablo se le acercé y le hizo una extraia proposicion:

—Yo puedo hacer que tu dinero se duplique cada vez que cruces el puente que atraviesa el rio. La
Unica condicion es que yo te esperaré al otro lado y debes entregarme 24 €.

El trato parecia ventajoso. Sin embargo, cuando cruzdé por tercera vez, al dar al diablo los 24 € se
guedd sin nada. Habia sido engafiado. ¢ Cuanto dinero tenia en un principio?
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Fracciones

25.

26.

27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Realiza los siguientes calculos:

5.2 1 4
V578 ) )59 "338)6"s
5 3 3 2

A una cena asisten 8 personas. De postre hay un pastel que ya ha sido dividido en 8 porciones
iguales. Tras repartir el postre llegan de repente 2 personas mds. Quienes estaban desde un
principio ofrecen a los recién llegados que prueben el pastel y se dan cuenta de que de las 8
porciones hay 6 que no se han tocado y 2 que han sido ingeridas. Indica qué se ha de hacer para que
las personas que no han probado la tarta reciban la misma cantidad.

Maria es 70 cm mas alta que la mitad de su altura. ¢ Qué estatura tiene?
Si una persona vive 80 aios, y se pasa durmiendo un tercio de su vida, ¢cuanto ha dormido?
Indica cuales de las siguientes fracciones en propias y cudles son impropias:

8 21

a) 2 b)g c)g ol)?e)Z

f 2
3 6

Transforma en nimero mixto las fracciones impropias de la actividad anterior.

, . . 5 . .
En un espectaculo dicen que se han vendido los 2 de las entradas de un teatro que tiene capacidad

para 500 espectadores. ¢Cuantas entradas se han vendido? ¢Qué opinas del resultado que se

obtiene al hallar los % de 5007

En un iceberg se mantiene sumergida las nueve décimas partes de su volumen. Si emerge 318 km?3,
¢cudl es el volumen sumergido? ¢Y el volumen total?

En un bosque hay pinos, robles y encinas. Los pinos ocupan los 3/7 y los robles, 1/3. ¢Qué espacio
ocupan las encinas?

Nieves y José tienen igual sueldo mensual, Nieves gasta los 3/5 de su sueldo y José los 5/7, équién
gasta mas?

Copia en tu cuaderno y rellena los lugares vacios:

7 5 7

a) —+—=—+—=—
6 3 6 6 6
7 5

) ———=———

10 14 70 70 70

1/3 de los ingresos de una familia se gastan en recibos (agua, teléfono, comunidad de vecinos,,,) , en
comer gastan 3/7, iqué parte les queda para ahorrar y otros gastos?

En un pais se valora que se gasta 250 litros de agua por persona y dia, y de esa cantidad los hogares
consumen los 3/20 del total. Si se desperdician los 1/7, éicuantos litros de agua se desperdicia en un
dia en una casa de 5 habitantes?

Tu profesor/a ha dedicado 5 horas en corregir examenes y todavia le quedan % sin corregir, écuanto
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tiempo deberd dedicar todavia?

39. Copia en tu cuaderno y completa las siguientes fracciones de forma que todas ellas sean
equivalentes:
34
b) —

c) —

a) —
) 5 2

40. Realiza los siguientes calculos y, en cada caso, reduce la fraccidn resultante:

249 o 4.2 o 5.2 3.3
38 56 6 3 16 10
41. Tres naufragos en una isla desierta recogen gran cantidad de cocos y se van a dormir. Por la noche se
levanta uno de ellos, que no se fia de los demas, reparte los cocos en tres montones iguales,
esconde su parte y vuelve a dormir. Luego, se levanta otro y hace lo mismo con los cocos restantes.
Lo mismo hace el tercero. A la mafiana siguiente reparten los cocos y también el reparto es exacto.
¢Cuantos cocos habia en total si se sabe que eran menos de 100? ¢ Cuantos tiene cada naufrago?

42.Un raja regala a sus hijas unas perlas y dice que las repartan de la siguiente manera: a la primera hija
le deja la sexta parte de las perlas, a la segunda, la quinta parte de las que quedan, a la tercera, la
cuarta parte, y asi sucesivamente. Resulta que a todas las hijas les ha tocado el mismo nimero de
perlas. ¢ Cuantas hijas tenia el raja? ¢ Cuantas perlas?

Expresiones decimales
43. Halla una fraccién tal que al multiplicarla por el nimero 1,87 dé como resultado un nimero natural.
44. Aproxima por truncamiento a décimas y centésimas los siguientes nimeros decimales:
a) 9,235 b) 57,0001 c) 87 d) 35287 e) 59996
45. Redondea los siguientes nimeros decimales hasta las décimas y hasta las centésimas:
a) 8,9351 b) 5,990 c) 83,74 d) 77,992 e) 56,01

46. En cada uno de los redondeos que has realizado en el ejercicio anterior, distingue si se trata de una
aproximacion al alza o a la baja.

47. Vicente comprd en la papeleria 15 boligrafos y 8 lapiceros. Si cada boligrafo costaba 0’72 euros y
cada lapicero 0’57 euros, écuanto se gastd Vicente?

48. Pilar se ha comprado tres boligrafos iguales que, en total, le han costado 1,53 euros. También
comprd un cuaderno que costaba cuatro veces mds que cada boligrafo. Calcula el precio del
cuaderno.
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AUTOEVALUACION
1. ¢Cudl es el resultado de 20 - (15 + 3)?
a) 303 b) 360 c) 330 d) 90
2. Elresultado de la operacién: {(-5+8) - (-3 -5)+ (-7 +1):(+9-3)} es:
a) -25/6 b) +24 c)-25 d) -5
3. Un termdmetro ha subido 4 2C, luego ha bajado 6 2C, después ha bajado 8 ¢C vy, por ultimo, marca
menos 9 2 C. La temperatura inicial era:
a)-19C b) —19 eC c)+12eC d)-14°C
4. Al viajar desde una latitud de 92 Norte hasta otra de 202 Sur, la variacion de latitud es:
a) 11 Sur b) 292 Norte c) 112 Norte d) 299 Sur
5. Si estas situada en el punto —15 de la recta numérica de los nUmeros enteros, équé movimientos te
llevan hasta +107?
a) +13-3 +4 b)-1+14 c)+18-5 d)+14+12-1
6. Sefiala la fraccion inversa de la fraccidon g:
a) 8 b) 22 0 2 q) 2
9 27 9 5
7. Elresultado de la operacidn (E — E)-2 + 51 es:
5 2 10
a) > b) 192 2 d)3
10 10 5
. . . ., 5 10 1
8. Elige la fraccion irreducible que sea el resultado de la operacién > . ?+§
a) & o) 22 0 2 d) 2
18 9 18 9
9. Indica cual de las siguientes fracciones es menor que %:
2 3 1 2
a) — b) = c) = d) =
) 16 ) 4 ) 3 ) 7
10. Ordena de menor a mayor los nimeros:
5,67, 5,68; 5,6666; 5,63; 5,5; 5,8; 5,6070.
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1. POTENCIAS

1.1. CONCEPTO DE POTENCIA: BASE Y EXPONENTE
1.2. CUADRADOS Y CUBOS

1.3. LECTURA DE POTENCIAS

1.4. POTENCIAS DE UNO Y DE CERO

1.5. POTENCIAS DE 10. NOTACION CIENTIFICA

Potencias y raices. 2° de ESO

2. OPERACIONES CON POTENCIAS Y PROPIEDADES

2.1. PRODUCTO DE POTENCIAS DE IGUAL BASE
2.2. COCIENTE DE POTENCIAS DE IGUAL BASE
2.3. ELEVAR UNA POTENCIA A OTRA POTENCIA
2.4. POTENCIA DE UN PRODUCTO

2.5. POTENCIA DE UN COCIENTE

2.6. POTENCIAS DE NUMEROS ENTEROS

3. RAICES

3.1. CUADRADOS PERFECTOS

3.2. RAIZ CUADRADA. INTERPRETACION GEOMETRICA

3.3. RAIZ n-ESIMA DE UN NUMERO

3.4. INTRODUCIR FACTORES EN EL RADICAL
3.5. EXTRAER FACTORES DEL RADICAL

3.6. SUMA Y RESTA DE RADICALES

Para trabajar con nimeros muy grandes, para calcular la superficie de una habitaciéon cuadrada o el

volumen de un cubo nos va a resultar util a usar las
potencias. En este capitulo repasaremos como operar con
ellas.

Si conocemos la superficie de un cuadrado o el volumen de
un cubo y queremos saber cual es su lado utilizaremos las
raices. En este capitulo revisaremos lo que ya conoces para
poder usarlas con algo de soltura.

Arquimedes, en su tratado E/ arenario cuenta una manera
para expresar numeros muy grandes, como el nimero de
granos de arena que hay en toda la Tierra. Es,

a—:-‘r#ﬁﬁ- F

|- "*'.p-\ . "w ‘|l-l
> " '

=

¥ -
.
o VRl

-

efectivamente, un nimero muy grande, pero no infinito. Imagina que toda la Tierra estd formada por
granos de arena. Puedes calcular su volumen conociendo su radio que es de 6500 km. Estima cudntos
granos de arena caben en 1 mm?3. Estima que, por ejemplo, caben 100 granos. jYa sabes calcular cuéntos
hay! Pero en este capitulo aprenderds a escribir ese nUmero tan grande.
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1. POTENCIAS

Recuerda que:

Ya conoces las potencias. En este apartado vamos a revisar la forma de
trabajar con ellas.

1.1. Concepto de potencia. Base y exponente
Ejemplo:

4+ Juan guarda 7 canicas en una bolsa, cada 7 bolsas en una caja y cada 7 cajas en un cajén. Tiene 7
cajones con canicas, ¢cuantas canicas tiene?

Para averiguarlo debes multiplicar 7 x 7 x 7 x 7 que lo puedes escribir en forma de potencia: 74, que se

lee 7 elevado a 4. |_ — e —
exponente |
Ix7x7x7=7%=2401=7-7-7-7. |
ﬂ l
Una potencia es una forma de escribir de manera abreviada una 2401 I
multiplicacién de factores iguales. La potencia o'’ de base un nimero natural - I
a y exponente natural n es un producto de n factores iguales a la base: ﬁ
a"=qg-g-qg..nfactores .5 (n>0) | base I
. . . potencia
El factor que se repite es la base y el nimero de veces que se repite es el | i

exponente. Al resultado se le llama potencia. iy —

1. Calcula mentalmente las siguientes potencias y escribe el resultado en tu cuaderno:

a) 52 b) 34 c) 100 d) 43 e) 1/ f) 10003
2. Calcula en tu cuaderno las siguientes potencias:
a)3’/ b) 7° c) 210 d) 9° e) 253 f) 164,
r ] | ] | ] | 1
100 = 22 - 52 I
1.2. Cuadrados y cubos I esun cuadrado perfectoy
Ya sabes que: I su raiz cuadrada es |
2-5=10.
+ Si un cuadrado tiene 2 cuadraditos por lado ¢Cuantos | 4900 =22-52.72 I
cuadraditos contiene ese cuadrado? El | esun cuadrado perfecto y |
numero de cuadraditos que cabenes 2 -2 = sU raiz es I
22 = 4. El 4rea de este cuadrado es de 4 I 2:-5-7=70.
unidades. Y si tiene 3 cuadraditos por lado | Son cuadrados perfectos.
¢Cuantos cuadraditos contiene ese cuadrado? ElI numero de i 36 =22. 32 |
cuadraditos que cabenes 3 -3 = 32 = 9. El 4rea de este cuadrado es de 81=32.32 I
9 unidades. | éilLosontambién 121,
I 3600y 9007 |
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4+ ¢De cuantos cubitos estd compuesto el cubo grande si hay 3 a lo largo, 3 a lo
ancho y 3 a lo alto? El numero de cubitoses 3 -3 -3 = 33 = 27. El volumen de este
cubo es 27 unidades.

Recuerda que:

Por esta relacion con el drea y el volumen de las figuras geométricas, las potencias de

|
|
|
|
|
|
| exponente 2 y de exponente 3 reciben nombres especiales:

Las potencias de exponente 2 se llaman cuadrados y las de exponente 3 se llaman cubos.

3. Escribe en tu cuaderno el cuadrado y el cubo de los diez primeros nimeros naturales.

4. Indica cudles de las siguientes potencias son cuadrados y cudles son cubos:

a) 72 b) 112 c) 53 d) 54 e) 82 f) 163 g) 102
1.3. Lectura de potencias
Recuerda que:

Las potencias se pueden leer de dos maneras:

Ejemplo:

a) Asi 32se puede leer 3 elevado a 2 y también se lee 3 al cuadrado.
b) 113 se puede leer 11 elevado a 3 y también se lee 11 al cubo.

c) 6% se puede leer 6 elevado a 4 y también se lee 6 a la cuarta.

d) 27° se puede leer 27 elevado a 5 y también se lee 27 a la quinta.

1.4. Potencias de uno y de cero
Recuerda que:

Una potencia de cualquier base distinta de cero elevada a cero es igual a 1.

Ejemplo: _..
4901 87250 1 10-1 A

Uno, elevado a cualquier exponente, es igual a 1.

Eemplo: _..
$£12=1-1=1 13=1-1-1=1 135=1 10=1. 197 =1

Cero, elevado a cualquier exponente distinto de cero, es igual a 0.

P EEEEEEEEEEEEEENEESN

054 =0

Ejemplo:

%+ 02=0-0=0 03=0-0-0=0 035 =0.

Observacién: 00 no se sabe cuanto vale, se dice que es una indeterminacion.
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Actividades propuestas

5. Lee de dos maneras distintas las siguientes potencias:

a) 83 b) 32 c) 164 d) 482 e) 4> f) 65.
6. Calcula mentalmente:

a)16°62; ) 08526 () 93270 q)03782;  ¢)11000;  £)97610.

7. Completa la tabla siguiente en tu cuaderno:

a 2

a

2

64

1.5. Potencias de 10. Notacion cientifica.

Las potencias de base 10 tienen una propiedad muy particular, son iguales a la unidad seguida de tantos
ceros como indica el exponente:

Ejemplo:

101 =10

108 = 100 000 000

102 =10-10 =100

103=10-10-10 = 1.000
104=10-10- 10+ 10 = 10.000
¢Sabrias hallar 107 sin hacer ninguna operacion?
La unidad seguida de ceros es igual a una potencia de 10.
Recuerda que:
Esto nos permite expresar cualquier numero en forma polinédmica usando potencias de 10.
8735=8-1000+7-100+3-10+5=8-103+7-102 +3-10+5

Un numero en notacién cientifica se expresa como un nimero distinto de cero, multiplicado por una
potencia de base 10.

a-10"
Ejemplo:

Textos Marea Verde
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4+ Observa cdmo se utiliza la notacidn cientifica en los siguientes ejemplos:

a) En la Torre Eiffel hay 2.500.000 remaches = 25 - 10° remaches
b) La masa de la Tierra es:

M+y=5 980 000 000 000 000 000 000 000 000 g = 598 - 10%g

c) La superficie del globo terrestre es de 500 millones de kilémetros cuadrados,
luego es igual a: 500.000.000 km? = 5 - 108 km2.

8. Busca los exponentes de las potencias siguientes:

a) 10° = 100.000 b) 10- = 100.000.000 ¢) 10" =1000.
9. Expresa en forma polinédmica usando potencias de 10:

a) 82.345 b) 3.591.825 ¢) 700.098 d) 2.090.190.
10. Calcula:

a)3-10° b)5 - 108 c)2-10% d) 34 - 10°.

11. Utiliza la calculadora para obtener potencias sucesivas de un
ndmero. Si marcas un nimero, a continuacién dos veces seguidas la
tecla de multiplicar y después la tecla igual obtienes el cuadrado del
ndmero.

a) Compruébalo. Marca 8 . * I , ¢qué obtienes?

b) Continta pulsando la tecla igual y obtendras las potencias sucesi-

vas: 8' I I

c) Utiliza tu calculadora para obtener las potencias sucesivas de 2.

d) Vuelve a utilizarla para obtener las potencias sucesivas de 31 y
anétalas en tu cuaderno.

%—nﬂl
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2. OPERACIONES CON POTENCIAS Y PROPIEDADES

2.1. Producto de potencias de igual base

Recuerda que:

Para calcular el producto de dos o mas potencias de la misma base, se deja la misma base y se suman
los exponentes.

[3. 74 = [3+4= 77

4+ 62-63=(6+6)-(6-6:6)=6-6-6-6-6=62"3 =6

Ejemplo:

2.2. Cociente de potencias de igual base
Recuerda que:

El cociente de potencias de igual base es igual a otra potencia de la misma base y de exponente, la
diferencia de los exponentes.

n
n m

a’:adM = =gh=—m

E1h

87:84= 874= 83

Ejemplo:

33333 _o_
*+3%:33 = =373 =32

2.3. Elevar una potencia a otra potencia
Recuerda que:
Para elevar una potencia a otra potencia, se deja la misma base y se multiplican los exponentes.

(an )m - an m
Ejemplo: (93)4 - 93'4 - 912

- (55)3 - (55 ) - (55 ) - (55 ) = (5:5+5:5:5) + (5:5:5:5:5) + (5:5:5:5:5) = 515

12. Aplica las propiedades de las potencias en tu cuaderno:

a)810. g2 b) 523 . 53 c)25.23.26 d) 10° - 107 - 109
e) (63)? f) (42)4 g) (39)° h) (73)2
i)910.92 j)323:33 k)118:113 ) 53059

m) 144 ; 144 n)135:135 0)73:79 p) 84. g0
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13. Te has preguntado por qué un numero elevado a 0 es igual a 1. Analiza la siguiente operacion:

55 .
§=1 y también —=—2=52 2-g0
25 5

Por ese motivo se dice que todo numero distinto de cero elevado a cero es igual a uno.

2.4. Potencia de un producto
Recuerda que:

La potencia de un producto es igual al producto de cada uno de los factores elevados al mismo
exponente.

(a-b)nzan-b”
Ejemplo:

+ (6-7)3=63-73.
2.5. Potencia de un cociente

Recuerda que:

La potencia de un cociente es igual al cociente de cada uno de los factores elevados al mismo
exponente.

(a:b)1=al:p"
Ejemplo:

* (7:9)3= 73:93
2.6. Potencias de numeros enteros

Recuerda que:

Para calcular la potencia de un nimero entero se multiplica la base por si misma tantas veces como
indique el exponente.

Ejemplo:
4 (+3)*=(+3) - (+3) - (+3) - (+3) = +81
+ (2P=(2)(-2)- (-2)=-8

Conviene tener en cuenta algunas particularidades que nos ayudan a abreviar el célculo:

(+2)4=+16 (- |

Las potencias de base positiva son nimeros positivos.

Las potencias de base negativa y exponente par son nimeros positivos.

Las potencias de base negativa y exponente impar son nimeros negativos | 2)4 =+16 I
Ejemplo: | [ O\& — 20
- s s s s el
+ (-4)’=+16

4 (-4)*=-64

|
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Actividades propuestas

14. Calcula:

a) (5-2)7 b) (64 : 4)3.
15. Calcula mentalmente

a)23.23 b) 3232 c) 52 .52

d)1031.10%0.10%4.102 ) 120.127.118 f) 041 . 086,
16. Escribe en forma de una Unica potencia

a)7°-76.74 b) 64 -6°-67 c)520.517 d)86.2°.23,
17. Calcula mentalmente

a)23.22.2 b)14.16.17 c)1015.10° d) 02-0°- 012,
18. Calcula mentalmente

a) 10° - 103 - 102 b)o3-07-08 c) 146. 1200 d) 5°- 22,
19. Escribe en forma de una Unica potencia y calcula:

a)2°-5° b) 10333 c)26.50 d) 10° - 5°.
20. Escribe en forma de una Unica potencia:

) 37. 5,11 .330 b) 1,6° -}5620 : ;,61 9 (2/3)° -(21{)3)15 -(26/3)2

3°.3 16'°-16 (2/3)1°.(2/3)

21. Escribe en forma de una Unica potencia:

(-3)"-(-3)".(-3)° (~16)° - (=1,6)2 - (-1,6)' (—2/3)°-(2/3)'% . (=2/3)?

NS R AT TR
22. Calcula utilizando la calculadora : - B
a)413-412 .41 b)533.532 ()522.572 d) 273 - 27. i i
23. Calcula utilizando la calculadora | i
a)582.583 .53 b)234.232 ) 0'63-06° d) 3012 - 301. ST
24. Calcula utilizando la calculadora
a)7,42-7,43.7,4 b) 0,824 - 0,822 c) 7,353 - 7,35 d) 0,0022 - 0,002.
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3. RAICES

3.1. Cuadrados perfectos

#+ Si se quiere construir un cuadrado de lado 2, écuantos cuadrados

pequefos se necesitan?

Necesitamos 4. El 4 es un cuadrado perfecto. Observa que 22 =4,

4 Si queremos construir ahora un cuadrado de lado 3, écuantos cuadrados pequefios
necesitamos? Necesitamos 9. El 9 es también un cuadrado perfecto. Observa que 32=9,
Ejemplo:
4 ¢Cudl es el area de un cuadrado de 7 metros de lado?

Su area vale 7 - 7 = 72 = 49 metros cuadrados.

3.2. Raiz cuadrada. Interpretacion geométrica

Recuerda que:

La raiz cuadrada exacta de un nimero a es otro nimero b cuyo cuadrado es igual al primero:
Ja=b< b*=a

Ejemplo:
#+ Al poder construir un cuadrado de lado 2 con 4 cuadrados pequefios se dice que 2 es la raiz

cuadrada de 4, ya que 22 = 4, y por tanto decimos que 2 es la raiz cuadrada de 4, es decir:

Ja=2.

Obtener la raiz cuadrada exacta es la operacién opuesta de elevar al cuadrado.

4 Por tanto como 32 = 9 entonces J9 =3.
4 Al escribir \/64 = 8 se dice que la raiz cuadrada de 64 es 8.

Al signo \ se le denomina radical, se llama radicando al nimero colocado debajo, en este caso 64 y se
dice que el valor de la raiz es 8.

Ejemplo:
#+ Sabemos que el drea de un cuadrado es 81, ¢cuanto vale su lado?

Su lado valdra la raiz cuadrada de 81. Como 92 = 81, entonces la raiz cuadrada de 81 es 9. El lado del
cuadrado es 9.

Ejemplo:
#+ ¢Se puede construir un cuadrado con 7 cuadrados pequefios?

Observa que se puede formar un cuadrado de lado 2, pero sobran 3
cuadrados pequefios, y que para hacer un cuadrado de lado 3 faltan 2
cuadrados pequeiios.

El nimero 7 no es un cuadrado perfecto, no tiene raiz cuadrada exacta
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porque con 7 cuadrados pequefios no se puede construir un cuadrado.

Es mas, aquellos nimeros naturales que no tienen raiz cuadrada exacta, su expresion decimal es un
numero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas.

Pero podemos afirmar que 2 < +/7 <3.

Como 4 es un cuadrado perfectoy +/4 =2,y 9 es también otro cuadrado perfectoy +/9 = 3, los nime-
ros, 5, 6, 7, y 8 no son cuadrados perfectos y su raiz cuadrada es un nimero irracional.

Con mas dificultad se puede aproximar esos valores, asi 2,6 < J7 <27, 0 podemos obtener mas cifras
decimales: 2,64 < /7 < 2,65, o bien 2,64575131 < /7 < 2,64575132. Podemos encontrar un valor
aproximado de la raiz.

Para calcular raices cuadradas puedes utilizar la calculadora, con la tecla

Es importante conocer los cuadrados perfectos, pues mentalmente, te ayuda a saber entre qué valores
enteros esta la raiz cuadrada que quieres calcular.

Observa que:

El cuadrado de un numero, positivo o negativo, es siempre un nimero positivo. Luego no existe la raiz
cuadrada de un nimero negativo.

25. Escribe la lista de los 12 primeros cuadrados perfectos.

26. Calcula mentalmente en tu cuaderno las siguientes raices:

Vs by 9100  d)Jer ) vE  fI g) Vo -
27. Calcula mentalmente en tu cuaderno las aproximaciones enteras de las siguientes raices:
a) V51 b) V27 c) V102 d) V63 e) V80 f) V2 g) V123 .
28. Indica qué raices cuadradas van a ser numeros naturales, cudles, niUmeros irracionales y cudles no
existen:

a) /36 b) V/—25 c) /=100 d) /32 e) V-7 f) ¥10 g) 4100 .
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EE y

3.3. Raiz n-ésima de un nimero
Recuerda que:

+ Como 23 = 8 se dice que §/§=2 gue se
ee: la raiz cubica de 8 es 2. El radicando es —_— —_—
lee: la raiz cub | 3/8= 2 porque 23 = 8

8, el valor de la raiz es 2 y 3 es el indice.

La raiz enésima de un nimero a, es otro numero b, cuya potencia enésima es igual al primero.

Va=b<b"=a

Ejemplo:
+ Porser 27 =33, se dice que 3 es la raiz cubica de 27, es decir 27 =3.

& Porser 16 =24, se dice que 2 es la raiz cuarta de 16, es decir %=2.

Observa que:

Si n es un numero par, la potencia n-ésima de un numero, positivo o negativo, es siempre un nimero
positivo, luego no existe la raiz n-ésima de un nimero negativo.

Pero si n es un nimero impar, la potencia n-ésima de un nimero, si puede ser negativa.
Ejemplo:

£ 3-27 =-3 yaque (-3)3=-27.

+ 3/-32 =-2 yaque (-2)°=-32.

+ %/-16 no existe ya que ningun numero, elevado a 4, da —16.

3.4. Introducir factores en el radical
Recuerda que:

Para introducir un nimero dentro del radical se eleva el nimero al indice de la raiz y se multiplica por el
radicando.

Ejemplo:

+ 10+/3 =+/10%-3 =4/300
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3.5. Extraer factores del radical
Recuerda que:

Para extraer nimeros de un radical es preciso descomponer el radicando en factores:

Ejemplo:

+ /80 =16.5 =42%.5 =225

3.6. Suma y resta de radicales
Recuerda que:

Decimos que dos radicales son semejantes si tienen el mismo indice y el mismo radicando.

Para sumar y restar radicales, estos deben ser semejantes; en ese caso, se operan los coeficientes y se
deja el mismo radical.

Cuidado, un error muy comun: la raiz de una suma (o una resta) NO es igual a la suma (o la resta) de las
raices:

10 =100 =~/64 +36 #~/64 +/36 =8 +6=14

29. Calcula mentalmente en tu cuaderno las siguientes raices:

a) 481 b) 416 o) 64 d) 38 e) 31000 31 g) 30.

30. Introducir los siguientes factores en el radical:

2245 11033 234 4538 337,

31. Extraer los factores que se pueda del radical:

a) 3/10000x°y®  b) /100000 ) 4/81a8p8c? d)
2100007 b* .

32. Calcula:

a) 38 +5432-642 b) 4427 +343-24/81.
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CURIOSIDADES. REVISTA
Historia del ajedrez

Cuenta la leyenda que un subdito ensefd a jugar al ajedrez al principe persa Sisso, hijo de Dahir, y le
gustod tanto el juego que prometié regalarle lo que pidiera. El subdito dijo, quiero un grano de trigo por
la primera casilla del tablero, dos por la segunda, el doble por la tercera, asi hasta llegar a la casilla 64.

| A Sisso no le parecié una demanda excesiva, y sin embargo ino
| habia trigo suficiente en el reino para pagar eso!

I a) éComo se debe representar el calculo?

I b) éCudntos granos de trigo le dan por la casilla primera? ¢Y por la
I casilla segunda? ¢Y por la tercera? ¢Y por la suma de las tres
I primeras casillas?

I ¢) éCudntos granos de trigo corresponden a la casilla 10?

' d) éY a la 64? Utiliza la calculadora para intentar calcular ese
' ntmero, équé ocurre?

El secreto

Al hotel de una pequefia ciudad de unos 1000 habitantes llega un famoso
cantante intentando pasar desapercibido. C,Qn'l'an'l‘e
Cuando va a entrar en su habitacion, un empleado cree reconocerle y se
apresura a comentarlo con tres companieros.

Las tres personas al llegar a sus casas (en lo que tardan 10 minutos)
hablan con sus vecinos y vecinas, llaman por teléfono a amigos y amigas y
cada una cuenta la noticia a otras tres personas.

Estas a su vez, en los siguientes 10 minutos, cada una de ellas cuenta la
noticia a 3 personas.

El rumor pasa de unos a otros, y de esta forma, una hora después la
noticia es sabida por écuantas personas?

¢Tiene posibilidades el cantante de pasar desapercibido en alguna parte
de la ciudad?

Adivina
a) éCudl es el nUmero mayor que puede escribirse utilizando cuatro unos?
b) éCudl es el nUmero mayor que puede escribirse utilizando cuatro doses?
c) ¢Y cinco doses?

Otros nimeros enormes

Un mosquito hembra pone al dia 200 huevos de los que salen hembras,
qgue al cabo de 3 dias ya son nuevos mosquitos hembras capaces de
poner huevos. Utiliza tu calculadora para ir obteniendo la poblacién de
mosquitos hembras: a) Al cabo de 3 dias, 200 nuevas hembras, éy al
cabo de 6 dias? Y alos 9 dias? ¢Y en un mes (de 30 dias)?

Observa en qué poco tiempo tu calculadora empieza a escribir cosas
raras. iYa no le cabe ese niumero tan grande! Tiene un crecimiento
exponencial. Si los mosquitos no tuvieran enemigos y no tuvieran competencia por los alimentos,
pronto ocuparian todo el espacio.
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RESUMEN

Potencia

Ejemplos

Una potencia a'’ de base un nimero real a y
exponente natural n es un producto de n
factores iguales a la base

7.7-7=73.

7 es la base y 3 el exponente

Cuadrados y cubos

Las potencias de exponente 2 se llaman

cuadrados y las de exponente 3, cubos

72 es 7 al cuadrado % 73 es 7 al

Potenciasde 1y de O

Cualguier nimero distinto de cero elevado a O
esiguala 1.

El nimero 1 elevado a cualquier nimero es
igual a 1.

El numero O elevado a cualquier numero
distinto de cero es igual a 0.

cubo.
1450 = 1;
1395 _ 1.
07334_¢

Potencias de base 10

Una potencia de base 10 es igual a la unidad
seguida de tantos ceros como unidades tiene el
exponente.

La unidad seguida de ceros es igual a una
potencia de 10.

106 = 1.000.000

10000000 = 107

Notacion cientifica.

Para escribir un nimero en notacién cientifica
se expresa como un numero distinto de cero,
multiplicado por una potencia de base 10.

3000000=3-106.

Producto de potencias de
igual base

Para multiplicar potencias de la misma base se
deja la misma base y se suman los exponentes.

92.93=
(9:9)-(9:9:9)=
92+3=95

Cociente de potencias de
igual base

Para dividir potencias de igual base, se deja la
misma base y se restan los exponentes.

238.237 =238-7 =31

Elevar una potencia a otra
potencia

Para calcular la potencia de otra potencia, se

deja la misma base y se multiplican los

exponentes.

(54)6 =524

Raiz cuadrada

La raiz cuadrada de un numero a es otro
numero b que al elevarlo al cuadrado nos da a.

V9 =3
J81=9

Raiz n-ésima

YWa=b<b"=a

3/8=22°=8

Introducir y extraer factores
en radicales

103/2 =/10%-2 = /2000

4/405 =4/81-5 =345
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4.

o o

. La distancia de la Tierra al Sol - 150 000 000 km
. El nimero de d4tomos que hay en un gramo de oxigeno.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Potencias
Escribe en forma de potencias de 10:

a) Un millén b) Un billén ¢) Una centena de millar

Calcula en tu cuaderno las siguientes potencias:
a) 250 b) 106 c) 5-10% d) 24 e) 42
f) 102 g) 10° h)1012 i) 108 j)6°

Escribe en tu cuaderno una aproximacion de las siguientes cantidades, mediante el producto de un
numero por una potencia de 10.

a) 600000000 b) 250000000 c) 914000000000

Escribe en tu cuaderno una aproximacién abreviada de las siguientes
cantidades:

37643750 000 000 000 000 000 atomos

Halla en tu cuaderno:

a) (29:2)3.24 b) (74)2 c)6°:3>
d) (9:3)3 e) (15:5)3 f) (21: 7)3
g) (75:5)4 h) (4:2)° i) 82: 22

Calcula (43)2 y 4(3) ¢Son iguales? ¢La potenciacion tiene la propiedad asociativa?

Escribe en tu cuaderno el resultado en forma de potencia:

a) 36 - 62 b)33.81 c) 36 : 62

Factoriza y expresa como un producto de potencias de base 2, 3y 5:

a) 127 :6’ b) (2°-22): 16 c) (58 - 36) : 104 d) (16 - 42) : 2°
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9.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

Calcula:
a)(2+ 3)2 y 22 +32 éSon iguales?

b) Calcula 62 +82 y(6+ 8)2 éSon iguales?

Calcula en tu cuaderno:

a)23+24  p)32-3% )53.52 d) 104103 ) 74:72 f) 10° : 103

La superficie de la cara de un cubo mide 36 cm cuadrados. ¢Cual es su
volumen?

Calcula en tu cuaderno:

a)(23-8-2°):(26-23) b) (52-54.5):(5-52-5)

Calcula 53 y 3° ¢Son iguales? ¢Se pueden intercambiar la base y el exponente en una potencia?
Calcula5-3y3:5éSoniguales?

Descompodn en factores primos, utilizando potencias: 12; 36; 48; 100; 1000; 144.

Efectua las siguientes operaciones con potencias dando el resultado en forma de potencia de una
sola base, la que creas mas adecuada en cada caso:

a) (53 -52)3 b) (162 :43)3 c) (92 :33)2

d) (2°:22)3 e)3,7° - 3,72 f) (2,5° - 2,52) : 2,5

Efectua las siguientes operaciones dando el resultado como una Unica potencia:
a) (712 . 493)6 b) 94 - 272 c) (510.52)2
d) (710:72)2 e) (9° - 812)3 f) (67 - 36°)3

Un campo cuadrado mide 3600 metros cuadrados. ¢ Cuantos metros de valla es preciso comprar
para vallarlo?

éA qué numero hay que elevar 22 para obtener 4%? ¢Y para obtener 88?

Dibuja cuadrados de lados 5, 6, 7 y 10 e indica cuantos cuadraditos de lado 1 contienen.

|
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Raices
20. Halla en tu cuaderno:
a) V121 b) \/49 o) V1 d) O
e) V169 A \/196 g) V36 h) Viaa

21. La superficie de un cuadrado es de 1000000 metros cuadrados, éCuanto mide su lado? ¢éY su
perimetro?

22. Calcula en tu cuaderno las siguientes raices:

a) 332 b) 3/1000 ¢) V625
d) ¥/81 e) 327 f) +/1000000

23. Extrae en tu cuaderno factores de los radicales siguientes:

a) @ b) +/250 c) 3/1250%p°¢3 d) 8a’p’ct
e) V49bh°x8 f) ¥125b8¢3 g) 3216b6%x7 h) 4/816°m°

24. Introduce los siguientes factores en el radical:

a) 3x/x b) 54100 c) 6+/32 d) 420
e) 233 f) 7a3/3 g) 5324 h) ¢35

25. Dibuja en tu cuaderno cuadrados de area 36, 49, 64 y 100 unidades.

26. Escribe el sigho = 0 # en el hueco:

a) V64+36 B+/64++/36. b) V9+16 & /9 ++/16.
27. Halla en tu cuaderno:

2)9+/20 +2+/80 - 4/180 b) 30427 +9~/3 ~23412

c)5f—7J§+12\/§) d)6\/2_8—2\/§+4\/7
28. Calcula en tu cuaderno:

a)5- 716 -32:23+2J124 ++/49 b)3-102—5. /64 + 70

¢)5-32-2-(1+/36)-2 d)32:23-2- 425+ 22
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Problemas

Un chalé estd edificado sobre una parcela cuadrada de 7 225 m? de area. ¢Cuanto mide el lado de la
parcela?

El hotel de los lios: Un hotel tenia infinitas habitaciones todas ocupadas. Un cliente gracioso se
levanta por la noche y abre todas las puertas. Otro cliente se levanta también y cierra las puertas
pares. Un tercer cliente se levanta y modifica las puertas que son multiplos de 3, si estan abiertas,
las cierra, y si las encuentra cerradas, las abre. Un cuarto cliente lo mismo, pero con las que son
multiplo de 4. Y asi toda la noche, todos los clientes. A la mafiana siguiente ¢icdémo estan las
puertas? ¢ Qué puertas estan abiertas?

Calcula en kildmetros y notacién cientifica la distancia que hay desde la Tierra al Sol sabiendo que la
velocidad de la luz es aproximadamente de 300 000 km/s y que la luz del Sol tarda 8,25 minutos en
llegar a la Tierra.

Halla el volumen de un cubo de 1,5 m de arista.

Una parcela es cuadrada, y la medida de su drea es 8 100 m2. Halla el 4rea de otra parcela cuyo
lado sea el doble.

La superficie de la cara de un cubo mide 49 cm cuadrados. ¢ Cual es su volumen?

Juan hace disefios de jardines con plantas formando cuadrados. Le sobran 4 plantas al formar un
cuadrado vy le faltan 9 para formar otro con una planta mas por lado. ¢Cudntas plantas tiene? Te
ayudara a saberlo hacer un dibujo.

Manuel tiene una habitacion cuadrada. Con 15 baldosas cuadradas mas tendria una baldosa mas
por lado. ¢Cuantas tiene? Te ayudara a saberlo hacer un dibujo.

Arquimedes, en su tratado E/ arenario contaba una manera para expresar nimeros muy grandes,
como el nimero de granos de arena que hay en toda la Tierra. Es, efectivamente, un nimero muy
grande, pero no infinito. Imagina que toda la Tierra estd formada por granos de arena. Puedes
calcular su volumen conociendo su radio que es de 6500 km. Recuerda, el volumen de una esfera es
(4/3)mr3.

a) Calcula el volumen de la Tierra en km3, y escribe ese volumen en notacién exponencial.

b) Pasa el volumen a mm?3, en notacién exponencial.

c) Estima cudntos granos de arena caben en 1 mm3. Supdn que, por ejemplo, caben 100

granos.
d) Calcula cuantos caben en toda la Tierra multiplicando el volumen en mm?3 por 100.
e) ¢Has obtenido 1,15 - 1032 granos de arena?
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AUTOEVALUACION

1. ¢Cudl es el resultado de las tres potencias siguientes (—2)4, (—4)3 y (—5)2

a)-16,-12, 25 b) 16, —64, 25 c) 32, -64, 10 d) —64, —32, —26

2. ¢Cudl es el resultado de la operacion 4102 +5-102?

a) 900 b) 9-10* c) 20-102 d) 500

3. Escribe = (igual) o # (distinto) segun corresponda:

a)33...27 b) 135 ....... 35 c)7320 ... 732 d)10° .. 50

4. ;Cual de las respuestas corresponde a la multiplicacion (—3)3 . (—3)2 . (—3)5?

a) (3)30 b) (~9)10 c) 310 d) —19683

5. ¢Cual de las respuestas corresponde a la divisidn 076:0747

a) 0'72 b) 0’73 c) 0’710 d) 6/4

6. ¢ Cual de las soluciones es la correcta para la operacién ((-5) - (-2) - (—1))3

a) —1000 b) —30 c) 100 d) 60

7. Elige la respuesta que corresponda al resultado de ((—0’2)2)4

a) (02)8 b) (~0'2)6 c) 0°032 d) —-0'0016

8. ¢La raiz cuadrada de 81 vale?

a) 18 b) 8,7 c)9 d)3

9. Sefiala el niumero que no es cuadrado perfecto:

a) 169 b) 441 c) 636 d) 1024 e) 700

10. El lado de una superficie cuadrada de 196 centimetros cuadrados mide:

a)19cm b) 14 cm c)13cm d)17 cm
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Resumen

Jaime, Maria y Raquel van a visitar a su abuela a menudo. Jaime va
cada 2 dias, Maria cada 4 y Raquel solo va un dia a la semana. Un
dia que coincidieron los tres, comentaron que nunca habian
comido un pastel tan rico como el que hace su abuela. Ella afirmé:
“El préximo dia que volvais a coincidir, lo vuelvo a hacer”. ¢ Cuando
podran volver a disfrutar del pastel?

En este capitulo aprenderemos a resolver problemas similares a
este y profundizaremos en la tabla de multiplicar mediante
conceptos como: divisibilidad, factorizacion o nimeros primos.

Fotografia: Clarisa Rodrigues

Descubrirds algunos de los grandes secretos de los nimeros y nunca te imaginarias que la tabla de
multiplicar escondiese tantos misterios ocultos...
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1. DIVISIBILIDAD

1.1. Multiplos y divisores de un nimero entero

Multiplos de un niumero

¢Recuerdas muy bien las tablas de multiplicar de todos los numeros?
4 Escribe en tu cuaderno la del 3y la del 6.

Sin darte cuenta, has escrito algunos de los multiplos de 3y de 6.

Se definen los multiplos de un numero entero n como los nimeros que resultan de multiplicar ese
numero n por todos los numeros enteros.

Ejemplo:
4+ La tabla del 3 que has escrito antes estd formada por los valores:
0,3,6,9, 12,15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48,51, 54,....

Todos ellos son multiplos de 3.

La notacidn matematica de este concepto es: 3

Es decir: 3= {0, 3,6,9,12,15,18, 21, 24,...}.

Ejemplo:
4 Cuenta los multiplos de 3 que hubieras podido escribir antes. ¢ Es posible hacerlo?

Efectivamente, los multiplos que tiene cada nimero entero son una cantidad infinita.

1. Calcula los siete primeros multiplos de 11 y de 7.

2. ¢(Cuales de los siguientes numeros son multiplos de 15?
15, 16, 30, 40, 45, 100, 111, 141, 135.
3. Halla los multiplos de 12 comprendidos entre 13 y 90.

Matematicas 22 de ESO. Capitulo 4: Divisibilidad Autora: Fernanda Ramos
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Divisores enteros de un niumero

Un nimero entero a es divisor de otro numero entero b cuando al dividir b entre a, el resto es 0.

Nota

Todo numero tiene siempre como divisor a 1 y a si mismo.

Ejemplo:

a) 3 esdivisor de 9 porque al dividir 9 entre 3, el resto es 0.

b) 10 es divisor de 100 porque al dividir 100 entre 10, el resto es 0.
c) 7 esdivisor de 49 porque al dividir 49 entre 7, el resto es 0.

d) 1 esdivisor de 47 porque al dividir 47 entre 1, el resto es 0.

e) 47 es divisor de 47 porque al dividir 47 entre 47, el resto es 0

Si a es divisor de b, entonces también se dice que b es divisible por a.

Ejemplo:

a) 9 es divisible por 3 porque 3 es divisor de 9, es decir, al dividir 9 entre 3, el resto es 0.

b) 100 es divisible por 10 porque 10 es divisor de 100, es decir al dividir 100 entre 10, el resto es 0.

c) 49 es divisible por 7 porque 7 es divisor de 49, es decir, al dividir 49 entre 7, el resto es 0.

Notas
a) Como habras deducido, las relaciones ser multiplo y ser divisor son relaciones inversas.
b) No confundas las expresiones ser multiplo, ser divisor y ser divisible. Vedmoslo con un ejemplo:
Ejemplo:
+ Delaigualdad: 3 -7 =21, podemos deducir lo siguiente:
e 3y 7sondivisores de 21.
e 21 es multiplode3yde?7.
e 21 esdivisible por 3y por 7.

4. A partir de laigualdad: 5 - 8 = 40, escribe las relaciones que existen entre estos tres nimeros.

n

5. Escribe frases usando las expresiones: “ser multiplo de”, “ser divisor de“ y “ser divisible por” y los
numeros 27,3y 9.

Matematicas 22 de ESO. Capitulo 4: Divisibilidad Autora: Fernanda Ramos
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1.2. Criterios de divisibilidad

Para ver si un nimero entero es divisible por otro nimero entero, basta con dividirlos y ver si el resto es
0. Pero cuando los nimeros son grandes, las operaciones pueden resultar complicadas.

La tarea se simplifica si tenemos en cuenta los llamados criterios de divisibilidad que nos permiten
saber si un numero es divisible por otro sin necesidad de efectuar la divisién.

Criterio de divisibilidad por 2

Un numero entero es divisible por 2 cuando su ultima cifra es 0 o cifra par.
Ejemplo:

+ Los numeros: 492, 70, 376, 900, 564, 298 son divisibles por 2, ya que terminanen 2,0, 6,0, 4,y
8.

éSabrias explicar por qué?
Recuerda que un nimero cualquiera lo podemos escribir con las potencias de 10:
4652031=4-10°+6-10°+5-10*+2-103+0-10?°+3-10*+1

Observa que en todos los sumandos, excepto el ultimo, aparece el 10, y 10 = 2 - 5, luego todos los
sumandos son multiplos de 2. Si el ultimo lo es, el nimero es multiplo de 2, si, como en el ejemplo,
termina en 1, aunque el resto de los sumandos sea divisible entre 2, el Gltimo no lo es, luego el numero
no es divisible entre 2.

Criterio de divisibilidad por 3

Un namero entero es divisible por 3 cuando la suma de sus cifras es multiplo de 3.
Ejemplo:

#+ Elnimero 531 es divisible por 3 yaque 5+ 3+ 1 =9 que es multiplo de 3.

+ El numero 4002 es divisible por 3yaque 4+ 0+ 0+ 2 =6 que es multiplo de 3.

Si al sumar las cifras obtienes un nimero aun grande y no sabes si es 0 no multiplo de 3, puedes volver
a aplicar el mismo sistema, solo tienes que volver a sumar todas sus cifras:

#+ El niUmero 99 es divisible por 3 ya que 9 + 9 = 18, y 18 es divisible por 3, pues 1 + 8 =9 que es
multiplo de 3. Por tanto, 9, 18 y 99 son multiplos de 3.

+ El nimero 48593778396 es divisible por3yaque4+8+5+9+3+7+7+8+3+9+6=69,y
69 es divisible por 3 pues 6 +9 =15,y 15 lo es pues 1 + 5 = 6, que es multiplo de 3.

Criterio de divisibilidad por 4

Un ndmero entero es divisible por 4 si el nimero formado por las dos ultimas cifras del niumero
considerado es multiplo de 4.

Ejemplo:
+ El numero 5728 es divisible por 4 ya que termina en 28, que es multiplo de 4, pues 7 - 4 = 28.

+ El numero 5718 no es divisible por 4 ya que termina en 18, que no es multiplo de 4, pues 4 - 4 =
16y5-4=20.
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Criterio de divisibilidad por 5

Un namero entero es divisible por 5 cuando terminaen 0 o en 5.
Ejemplo:

#+ Los numeros 3925y 78216570 son divisibles por 5, pues terminan en 5y en 0.
Criterio de divisibilidad por 6

Un namero entero es divisible por 6 cuando lo es a la vez por 2 y por 3.
Ejemplo:
#+ Elnumero 5532 es divisible por 6 ya que:
» Lo es por 2 porque termina en 2.
» Lo es por 3, ya que sus cifras suman 15 que es multiplo de 3.
+ Elnumero 2456 no es divisible por 6 ya que:
» Lo es por 2 porque termina en 6.

» No lo es por 3, ya que sus cifrassuman2+4+5+6=17,y 1+ 7 = 8 que no es multiplo
de 3.

Criterio de divisibilidad por 9

Un namero entero es divisible por 9 cuando la suma de sus cifras es 9 o multiplo de 9
Ejemplo:

#+ Elnumero 5022 es divisible por9yaque:5+0+2+2=9.

+ Elnumero 3313 no es divisible por 9 ya que: 3+ 3 + 1+ 3 =10 que no es multiplo de 9.
Criterio de divisibilidad por 10

Un numero entero es divisible por 10 cuando termina en 0
Ejemplo:

#+ Elnumero 825160 es divisible por 10 porque termina en 0.

Nota

Observa que los numeros que son divisibles por 10 lo son por 2 y por 5 y viceversa, si un nimero es
divisible por 2 y por 5, lo es por 10.

Criterio de divisibilidad por 11

Un numero entero es divisible por 11 cuando la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan lugar
impar y la suma de las cifras que ocupan lugar par da 0 o multiplo de 11

Ejemplo:
+ Elnumero 71335 es divisible por 11 yaque: (7+3+5)—(1+3)=15-4=11.

#+ El nUmero 71345 no es divisible por 11 ya que: (7+ 3 +5) — (1 + 4) =15 -5 = 10, que no es
multiplo de 11.
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Actividades propuestas

6. Dicuales de los siguientes nimeros son multiplos de 3:
21, 24,56, 77, 81, 90, 234, 621, 600, 4520, 3411, 46095, 16392, 385500
Los numeros elegidos, écoinciden con los divisores de 3? ¢Y con los que son divisibles por 3?
7. Escribe cuatro numeros que sean divisibles por 10 y por 7 a la vez.
8. Sustituye A por un valor apropiado para que:
a) 15A72 sea multiplo de 3.
b) 2205A sea multiplo de 6.
c) 6A438 sea multiplo de 11.
9. ¢Todos los numeros divisibles por 2 los son por 4? ¢Y al revés? Razona la respuesta.
10. ¢Sabrias deducir un criterio de divisibilidad por 15? Pon un ejemplo.
11. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla escribiendo verdadero o falso:
Numero ¢Es...? Verdadero/Falso
984486728 Divisible por 2
984486725 Divisible por 5
984486720 Divisible por 3
783376500 Divisible por 6
984486728 Divisible por 4
23009845 Divisible por 11
12. Intenta explicar por qué se verifica el criterio de divisibilidad por 5.
13. Para explicar el criterio de divisibilidad por 4 observa que 10 no es divisible por 4, pero 100 si lo es.
Intenta explicarlo.
14. Para explicar el criterio de divisibilidad por 3, observa que 10 = 9 + 1. Puedes sacar factor comudn 9
en todos los sumandos en que sea posible, y ver cudles son los sumandos que nos quedan.
15. Para explicar el criterio de divisibilidad por 11, observa que 10 = 11 — 1. Puedes sacar factor comun
11 en todos los sumandos en que sea posible, y analizar cudles son los sumandos que nos quedan.
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1.3. Obtencion de todos los divisores de un numero entero

En principio, para hallar los divisores naturales de un numero entero N, lo vamos dividiendo
sucesivamente entre 1, 2, 3, 4,..., N. De esta manera, los divisores de N seran aquellos numeros que lo
dividan exactamente, es decir den de resto O.

Ejemplo:
#+ Si queremos hallar los divisores de 54 lo tendriamos que dividir entre 1, 2, 3, 4, 5,...., 54 y ver en
qué casos el resto es 0. Puedes comprobar que los divisores de 54 son: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27 y 54.

Lo que ocurre es que esta forma de calcular los divisores de un nimero se complica mucho cuando el
numero es grande. Por lo que, si utilizamos los criterios de divisibilidad que hemos aprendido, sélo
tendremos que hacer las divisiones por los nimeros por los que N sea divisible.

Si la divisidn es exacta, N : d = ¢, entonces el divisor (d) y el cociente (c) son divisores de N, lo que nos
permite acortar la busqueda de divisores, pues de cada divisién exacta obtenemos dos divisores.
Terminaremos de buscar mas divisores cuando lleguemos a una division en la que el cociente sea
menor o igual que el divisor.

Actividades resueltas
+ Veamos, como ejemplo, el calculo de los divisores del nimero 48.
Ya sabemos que todo numero tiene como divisores a la unidad y a él mismo 1y 48.
Es divisible por 2. (Termina en cifra par) - 48 : 2 =24 — Ya tenemos dos divisores: 2 y 24.
Es divisible por 3. (4 + 8 = 12, multiplo de 3) > 48 : 3 =16 — Ya tenemos dos divisores: 3y 16.
Es divisible por 4. - 48 : 4 =12 — Ya tenemos dos divisores: 4y 12.
Es divisible por 6. (Al ser divisible por 2y 3) - 48 : 6 =8 — Ya tenemos dos divisores: 6 y 8.
Como 48 :8 =6, y el cociente 6 es menor que el divisor 8, ya hemos terminado. 8 y 6 (Repetidos).
Por tanto, los divisores de 48 son: 1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 16, 24 y 48.

16. Calcula los multiplos de 75 comprendidos entre 1y 200.

17. Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) 50 es multiplo de 10.
b) 2 es divisor de 30.
c) 4 es multiplo de 16.
d) 66 es divisible por 11.
e) 80 es divisor de 8.
f) 3 es divisible por 12.
18. Sustituye x e y por valores apropiados para el siguiente numero sea divisible por 9y por 10 a la vez:
372x54y.

19. ¢Qué Unico numero con tres cifras iguales es divisible por 2 y por 9 a la vez?

20. Calcula todos los divisores de los siguientes numeros:
a) 75 b) 88 c)304d) 25 e) 160 f) 300
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2. NUMEROS PRIMOS

2.1. Nameros primos y compuestos

¢Cuales son los divisores del 2? éY del 3? ¢Y del 5? ¢Y del 7? éEncuentras alguna similitud entre ellos?
Pues si, los divisores de estos nimeros son el 1 y ellos mismos. A estos nimeros se les llama primos.

Un nimero primo es aquel nimero natural que solo tiene dos divisores: el 1y él mismo.

Se llama nimero compuesto a aquel nimero natural que tiene mas de dos divisores, es decir, al que no
es primo.

Nota

El 1 se considera que no es primo ni compuesto, ya que no verifica ninguna de las dos definiciones.
Ejemplo:
+ Losnumeros2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29 son los diez primeros numeros primos.

+ Numeros como: 33, 48, 54, 70, 785 0 43215678940 son compuestos.

21. Continua la lista de niumeros primos del ejemplo con 10 nimeros primos mas.

22. iCuanto numeros primos crees que hay? ¢Crees que se acaban en un momento dado o que son
infinitos?

2.2. La criba de Eratostenes

La criba de Eratostenes es un algoritmo (es decir, una secuencia de instrucciones) que permite hallar
todos los numeros primos menores que un nimero natural dado.

Nosotros lo haremos para los menores o iguales que 100, es decir, vamos a averiguar cuales son los
nuimeros primos hasta el 100.

El algoritmo consta de los siguientes pasos:

a) Construimos una lista con los niumeros del 1 al 100, en este caso, ordenados de 10 en 10.

1 2 3 4 53 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99100

b) Inicialmente se tacha el 1, porque sabemos que no es primo.
c) El primer numero que quede sin tachar ha de ser primo. Se marca y se tachan sus multiplos.
d) Se repite de nuevo el paso c) hasta que se terminen los nimeros.
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Por tanto:

+ Dejamos sin tachar el siguiente nimero, que es el 2, que por lo tanto es primo, y tachamos
todos los multiplos de 2, quedando la lista como sigue:

+ 2 3 4 5 & 7 & 9 310
11 42 13 4 15 36 17 48 19 26
21 22 23 24 25 26 27 28 29 36
31 32 33 34 35 36 37 38 39 46
41 42 43 44 45 46 47 48 49 56
51 82 53 84 55 86 57 88 59 @6
61 62 63 64 65 66 67 68 69 O
71 2 73 & 75 #& 77 #8 79 86
81 8 83 84 85 86 87 88 89 66
91 82 93 84 95 86 97 88 99466

4+ Conservamos el 3 porque al ser el primero que aparece sin tachar, sabemos que es primo, pero
eliminamos todos los multiplos de 3, es decir, tachamos uno de cada tres nimeros. Nos queda una
lista asi:

[ —
O o P

8 ¥
PBEEEBE

67
77
8L
o7

+ No necesitamos tachar el 4 porque ya esta tachado, entonces vamos al 5 que es el siguiente nimero,
por tanto no lo tachamos y eliminamos todos los multiplos de 5, algunos de los cuales ya estaban
tachados, todos los que terminan en 0.

RREREREERE,
PEPPEEEEbo
i
PEEEEEEEE e

83

BEPBBHLPL
ARARSEARARAR SR ERRS

+
11
=
31
41
5
61
71
(=5 8
91

B B
BeE

+ 2 3 4 5 & 7 & 8 10
11 42 13 34 36 36 17 48 19 26
2 22 23 24 26 26 ZF 28 29 36
31 32 33 34 35 36 37 38 36 46
41 42 43 44 46 46 47 48 49 BB
o} 52 53 54 55 36 5£ 88 59 66
61 62 63 64 65 66 67 68 &6 o
M &2 73 4 4 #& 77 8 79 86
84 82 83 84 85 86 8~ 88 89 S6
91 82 63 94 86 96 97 98 96100
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+ Y luego seguimos de forma analoga con el 7 y tachando todos los multiplos de 7.

4+ Después el siguiente nimero no tachado es el 11 y tachamos los multiplos de 11.

+ ¢Hasta qué numero debemos seguir tachando? jPiensa! jPiensa! Observa que 100 es igual a 10 - 10,
por tanto al dividir un nimero menor que 100 por uno mayor que 11 el cociente es menor que 11.

Hemos llegado a una lista de la forma:

+ 2 3 4 5 & 7 8 6 18
11 42 13 4 16 46 17 48 19 26
24 22 23 24 26 26 24 28 20 30
31 32 33 34 36 36 37 38 38 46
417 42 43 44 45 46 47 48 49 B8O
&+ B2 53 84 56 56 &F 58 590 66
61 62 63 64 65 66 6/ 68 68 O
71 # 73 # 7B 6 +H +8 79 86-
8+ 82 53 84 85 86 8~ 88 589 86
91 B2 83 84 66 06 9/ 98 56100

Los numeros que no quedan tachados en ningun paso no son multiplos de ningun nimero anterior
(sefialados aqui en rojo).

En realidad, lo que Eratdstenes estaba haciendo era construir una especie de “filtro” (criba) por el cual,
al hacer pasar a todos los numeros, sélo quedaban los “primos”.

Por tanto, los nimeros primos que hay entre los primeros cien nimeros, son:

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37,41, 43,47, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89,91 y 97.

23. Completa la criba de Eratdstenes hasta el 200.
24. En este caso, écudl es el ultimo nimero primo del que debes tachar sus multiplos?
Observaque 13-13=169y 17 - 17 = 289.

25. Busca los distintos significados de las palabras “criba” y “algoritmo”, éen qué mas contextos los
puedes utilizar?

2.3. Descomposicion de un niumero natural en factores primos
Sabemos que un nimero primo solo tiene dos divisores: él mismoy el 1.

Asi que si quisiéramos expresar un numero primo como producto de otros dos, los Unicos factores
serian el 1 y el propio numero. Por ejemplo, si quiero expresar 11 como producto de dos nuimeros,
seria:

11=1-11otambién11=11-1

Sin embargo, si el nimero es compuesto, podrd expresarse como producto de otros nimeros que no
son ni el 1 ni él mismo.

Vamos a aprender a descomponer un nimero natural en factores primos, lo que significa expresar un
nlimero natural como producto de otros nimeros pero han de ser primos.
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Descomponer un nimero natural en factores primos es expresar dicho nUmero como un producto,
donde todos sus factores son nimeros primos.

4+ Para descomponer el nimero 18 podriamos hacer: 18 = 9 - 2, pero la descomposicion en
factores primos no seria correcta porque el 9 no es un nimero primo.

Su descomposicién es 18 =3 - 3 - 2, que se expresa como 18 = 32- 2,

Para descomponer un niumero compuesto (pues, como hemos visto, un nimero primo no se puede
descomponer, no podemos decir 11 =11 - 1, pues 1 no es primo) en sus factores primos, se debe seguir
el siguiente procedimiento:

a) Dividir el numero natural dado por el menor primo posible utilizando para ello los criterios de
divisibilidad si es posible, o realizando la divisién si no hay otro remedio.

b) Realizar la division, y si el cociente es divisor de dicho nimero primo, realizar la division.

c) Si el cociente no es divisor de dicho numero primo, buscar el menor nimero primo posible que sea
divisor, recurriendo nuevamente a los criterios de divisibilidad o continuar dividiendo.

d) Seguir con el procedimiento hasta obtener el cociente igual a uno.

Notas

1) Para realizar las divisiones utilizaremos una barra vertical, a la derecha escribimos los divisores
primos y a la izquierda los cocientes.

2) Los factores primos en la expresion del niUmero ya factorizado se suelen escribir en orden creciente.

3) Cuando ya tengamos practica, y con niumeros no demasiado grandes, podemos descomponer un
numero en producto de dos y luego cada uno de ellos en otros productos hasta que todos los
factores obtenidos sean primos.

+ Por ejemplo: 80=40-2.Como40=4-10y10=2-5, tenemosque:80=2-2-2-2-5y por
tanto, su descomposicion es: 80 = 24- 5,

Actividades resueltas

1. Vamos a realizar la descomposicion en factores | 2. Vamos a realizar otra factorizacion para el
primos del nimero 231: numero 5148:
Cpm(? 231 no es multiplo de 2, pero si de 3, lo 5148 | 2
dividimos: 231:3 =77.
Como 77 es multiplo de 7, que es el menor primo 2574 | 2
posible por el que se pueda dividir: 77 : 7 = 11. 1287 | 3
Portanto:231=3-7-11.
. P . 429 | 11
Esto se suele realizar de la siguiente forma:
231 |3 13|13
77 | 7 1
11 |11
1 Por tanto: 5148 =22-32-11 - 13.
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Actividades propuestas

26. Descompdn en factores primos los siguientes niumeros:
a) 50 b) 36 c) 100 d) 110

27. Descompdn en factores primos los siguientes niumeros:
a) 150 b) 121 c) 350 d) 750

28. Descompdn en factores primos los siguientes niumeros:
a) 1240 b) 2550 c) 4520 d) 5342

29. Si descomponemos en factores primos los nimeros: 10, 100, 1000, 10000 y 100000, ¢qué es lo que
observas? ¢ Lo podrias hacer de forma mas rapida sin necesidad de usar el método general?

30. ¢Qué ocurre al descomponer en factores primos los nimeros 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256? Continua la
serie con 7 nUmeros mas.

2.4. Maximo comun divisor de varios numeros
Ejemplo:
+ Vamos a calcular los divisores de los nimeros 60 y 84:
Divisores de 60 — 1, 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 30, 60.
Divisoresde 84 —1,2,3,4,6,7,9, 12,14, 21, 28, 84

¢Cuales son los divisores comunes a ambos? Los divisores comunes a ambos son varios: 1, 2, 3,4, 6y
12.

El mayor de los divisores comunes es 12 y se dice que 12 es el maximo comun divisor de 60 y de 84.

Se llama maximo comun divisor de varios nimeros naturales al mayor de los divisores comunes a todos
ellos y se escribe M.C.D.

+ En el ejemplo anterior, escribimos: M.C.D (60, 84) =12

En principio, parece que hallar el M.C.D no es muy complicado, solo tenemos que calcular los divisores
de los numeros, considerar los comunes y tomar el mayor de ellos. Pero este método sélo tiene sentido
con pocos numeros y pequenos, ya que con muchos nimeros o con numeros grandes, el célculo se
complica mucho.

Por eso, vamos a calcular el maximo comun divisor utilizando una serie de pasos, mediante los cuales el
calculo se simplifica muchisimo:

Calculo del M.C.D.

1. Factorizamos los numeros.

2. Tomamos los factores comunes a todos los nimeros elevados el menor exponente.

3. El producto de los factores considerados en el paso 2 es el M.C.D
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Actividades resueltas
4+ Vamos a calcular el maximo comun divisor de los nimeros: 60, 72 y 84.

1. Factorizamos cada numero:

60=22-3-5
72=23.32
84=22.3.7

2. Tomamos los factores comunes a todos los numeros (2 y 3) elevados el menor exponente: 22y 3.
3. El producto de los factores considerados en el paso 2 es el M.C.D. Es decir:

M.C.D (60, 72, 84) = 22 - 3 = 12.
Nota

Dos numeros naturales siempre tienen al menos un divisor en comun, el 1. Si ese es el M.C.D entonces
decimos que esos niumeros son primos entre si.

31. Calcula el M.C.D de los siguientes pares de niumeros:
a) 70y45 b) 121y55«c) 42y66 d) 224y80
32. Calcula el M.C.D de los siguientes nimeros:

a) 33,11y22 b) 66,42y120 c) 75,25y200 d) 81,44y16

2.5. Minimo comun multiplo de varios nimeros

El minimo comun muiltiplo de varios nimeros naturales es el menor de los multiplos que tienen en
comun, y se escribe m.c.m.

Actividades resueltas

Igual que con el M.C.D., se puede calcular el minimo comun multiplo aplicando la definicién que
acabamos de ver. Lo que ocurre es que se trata de una forma muy “rudimentaria” y que se complica
mucho para numeros grandes.

+ Vamos a calcular m.c.m.(20, 15) aplicando esta definicién:
Multiplos de 20 — 20, 40, 60, 80, 100, 120, ...
Multiplos de 15 — 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120, ...
Como vemos, multiplos comunes a ambos son: 60, 120, ... pero el menor de ellos es el 60. Por tanto:
m.c.m.(20, 15) = 60.

Vamos a ver ahora los pasos a realizar para simplificar este calculo y hacerlo mas mecdnico:
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Calculo del m.c.m.

1. Factorizamos los numeros
2. Tomamos los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

3. El producto de esos factores del paso anterior es el m.c.m.

Actividades resueltas

Veamos cdmo calcular el minimo comun multiplo de 60, 72 y 84 siguiendo estos pasos:

1. Factorizamos los numeros

60=22-3-5
72=23.32
84=2%2-3-7

2. Tomamos los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente. En nuestro caso:
23,32, 5y7.

3. Multiplicando estos factores tenemos que:

m.c.m.(60, 72, 84) = 23-32. 5. 7 = 2520.

33. Calcula el m.c.m. de los siguientes pares de numeros:

a) 40y24 b) 16y40 c) 30y66 d) 24y80
34. Calcula el m.c.m. de los siguientes numeros:

a) 33,11y22 b) 66,42y 120 c) 75,25y200 d) 81,44y 16
Problemas

Pero, ademas, el calculo del M.C.D. y del m.c.m. es muy util para resolver problemas reales. Veamos
algunos ejemplos:

Actividades resueltas
+ Una dependienta de una tienda de regalos tiene un rollo de cinta roja de 15 m y uno azul de 10
m. Como para envolver cada regalo utiliza siempre trozos de 1 metro, y quiere cortar la cinta en
trozos de la misma longitud para tenerlo preparado para empaquetar cajas de modo que no
sobre nada en los rollos. ¢ Cual es la longitud maxima en que puede cortar cada rollo?
Estamos buscando un numero natural que sea divisor de 15 y de 10 a la vez. De los numeros que
cumplan esto, escogeremos el mayor.
Esto es, precisamente, el M.C.D:
M.C.D. (15, 10) = 5.
Por tanto, la longitud de cada trozo de cinta en que cortara ambos rollos sera de 5 m.
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4+ Jaime, Maria y Raquel van a visitar a su abuela a menudo. Jaime va cada 2 dias, Maria cada 4 y
Raquel solo va un dia a la semana. Un dia que coincidieron los
tres, comentaron que nunca habian comido un pastel tan rico
como el que hace su abuela. Ella afirmé: “El proximo dia que
volvdis a coincidir, lo vuelvo a hacer”. iCudando podran volver a
disfrutar del pastel?

Estamos buscando un nimero de dias que sera multiplode 2,4y 7 ala
vez. De todos los numeros que lo cumplan, nos interesa el mads
pequeiio. Es decir, tenemos que calcular:

Fotografia: Clarisa Rodrigues

m.c.m.(2, 4,7) =28

Por tanto, dentro de 28 dias volveran a coincidir y la abuela les hara el pastel.

35. Milagros y Nieves tienen 30 cuentas blancas, 10 cuentas azules y 90 cuentas rojas. Quieren hacer el
mayor numero de collares iguales sin que sobre ninguna cuenta.

a) é¢Cuantos collares iguales pueden hacer?
b) ¢Qué numero de cuentas de cada color tendra cada collar?

36. La abuela toma muchas pastillas. Nada mas despertarse, a las 9 de la mafiana, toma una para el
colesterol que debe tomar cada 8 horas, otra para la tensiéon que debe tomar cada 12 horas y una
tercera para la circulaciéon que debe tomar cada 4 horas. ¢Dentro de cuantas horas volverd a tomar
los 3 medicamentos a la vez? ¢A qué hora?

37. Juan compra en una floreria 24 rosas y 36 claveles. ¢ Cuantos ramos iguales puede elaborar si coloca
la maxima cantidad de flores de cada tipo para que no le sobre ninguna? ¢Cudantas rosas y claveles
debe colocar en cada ramo?

38. Raul tiene varios avisos en su mévil: uno que da una sefial cada 30 minutos, otro que da una seial
cada 60 minutos y un tercero que da una sefal cada 120 minutos. Si a las 10 de la manana las 3
sefiales de aviso han coincidido.

a) ¢Cudntas horas como minimo han de pasar para que vuelvan a coincidir los tres avisos?
b) ¢A qué hora ocurrird?

39. iCual serd la menor cantidad de pasteles que se deben comprar para que se puedan repartir en
partes iguales entre grupos de 10, 20 y 30 nifios? Determina en cada caso cuantos pasteles les toca a
cada nifo.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Y
¢Quién era Eratdstenes el de la famosa criba que \
estudiamos antes?

Eratdéstenes nacié en Cyrene (ahora Libia), en el norte de Africa. Vivié
entre los afios 275 a Cy 195 antes de Cristo.
Por varias décadas, fue el director de la famosa Biblioteca de

Alejandria. Fue amigo de Arquimedes.

J

Aun asi, Eratdstenes se hizo famoso por tres descubrimientos:

- Por la medicidn increiblemente precisa que hizo del diametro de
la Tierra

- Por haber fabricado una criba, o un filtro, para descubrir todos los

numeros primos.

La invencion de la esfera armilar.
MNorte

Ecuador

2-Alejandria

@ué RELACION TIENEN EL ESPIONAJE CON LA EVOLUCION DE ALGUNQ
INSECTOS?

La relacion entre ambos son los nimeros primos.

La teoria de los nimeros primos tiene aplicacién en la criptografia, ciencia que estudia formas
de cifrar mensajes secretos que solo puedan ser descifrados por el receptor, pero por nadie
mas. El proceso de cifraje requiere el uso de una clave secreta y para descifrar el mensaje,
normalmente, al receptor solo le hace falta aplicar la clave al revés.

Pero lo ideal seria tener una clave para un cifraje facil y descifrado dificil. Esto se logra
utilizando nimeros primos muy grandes, de 80 cifras o mas.

compras por Internet o llamadas por teléfono movil.

Qf en dia la criptografia tiene gran importancia para las comunicaciones entre los gobiernos,/

A
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cuando al dividir a entre b el resto es 0.

RESUMEN
Concepto Definicion Ejemplos
- Divisor -a es divisor de b cuando al dividir b entre a el|e 2 y 5 son divisores de 10.
- Divisible resto es 0. e 10 es multiplo de 2 y de 5.
- Multiplo -a es multiplo de b o a es divisible por ble10 es divisible por 2 y por

5.

Criterios de divisibilidad

2: Acaba en 0 o cifra par.

3: La suma de sus cifras es multiplo de 3.

5: Acabaen 0o 5.

11: La diferencia entre la suma de las cifras
gue ocupan lugar impar y la suma de las cifras
gue ocupan lugar par da 0 o multiplo de 11.

e 7892 es divisible por 2.

e 4510 es divisible por 2 y
por 5.

e 2957 es divisible por 3.

e 2057 es multiplo de 11.

Numero primo Tiene uUnicamente dos divisores: el 1 y él] 23 y 29 son numeros
mismo. primos.

Numero compuesto Tiene mds de dos divisores, es decir, no es| 25 y 32 son numeros
primo. compuestos.

Criba de Eratostenes

Es un algoritmo que permite calcular todos
los numeros primos menor que uno dado.

Los primos menores que 20
son: 2,3,5,7,11, 13,17, 19

Descomponer un
numero en factores
primos

Es expresarlo como producto de numeros
primos.

60=22-3:-5

Minimo comun multiplo
de varios numeros

Es el menor de los multiplos que tienen en
comun.

m.c.m.(18, 12)= 36

Maximo comun divisor
de varios nimeros

Es el mayor de los divisores comunes a todos
ellos.

M.C.D.(18, 12) =
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Divisibilidad

Escribe cuatro nimeros de tres cifras que sean divisibles por 11y por 2 a la vez.

Escribe los diez primeros multiplos de 4 y los diez primeros multiplos de 6. ¢Cudles son comunes a
ambos?

Sustituye A por un valor apropiado para que:
a) 24A75 sea multiplo de 5.
b) 1107A sea multiplo de 3.
c) 5A439 sea multiplo de 6.
Indica cuales de los siguientes numeros son multiplos de 3:
1, 30, 50, 60, 70, 75, 100, 125, 150
Busca todos los divisores de 210.

Completa en tu cuaderno la siguiente tabla escribiendo verdadero o falso:

Numero ¢Es...? Verdadero/Falso
30087 Divisible por 3

78344 Divisible por 6

87300 Multiplo de 11

2985644 Multiplo de 4

1 Divisor de 13

98 Divisor de 3

NuUmeros primos

7. Calcula el m.c.m.y M.C.D. de my n sin averiguar el valor numérico de cada uno:
ajm=2-2-2-3 n=2-3-3:5
b)m=3-5 n=2-7
c)m=22-3-52 n=22-32
dm=3-5-72 n=2-52-7
8. Escribe en tu cuaderno y completa las siguientes afirmaciones:
a) Como dos numeros primos entre si no tienen factores primos comunes, el minimo comun multiplo
de ambos es .........
b) Como dos nimeros primos entre si no tienen factores primos comunes, el maximo comun divisor
de ambos es .........
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Calcula mentalmente el m.c.m. y M.C.D. de los siguientes niumeros:

a)4y8 d)7y10 g) 10y 15 iJ2y2 m)2,3y4
b)2y3 e)6y12 h)2y5 k)dy1l n) 3,6,y 12
c)3y12 f)ey9 i)dy6 )3y7 0)3,4y6
Calcula:

a) m.c.m.(8, 40) M.C.D.(8, 40)

b) m.c.m.(15, 35)
¢) m.c.m.(84, 360)

M.C.D.(15, 35)
M.C.D.(84, 360)

En un tramo de acera hay tres farolas. Una se enciende cada 12 segundos. Otra cada 18 y otra cada
60. A las 18:30 de la tarde las 3 coinciden encendidas. Averigua cuantas veces van a coincidir en los
5 minutos siguientes

Tres autobuses salen de la misma estacién en tres direcciones
distintas. El primero tarda 1 hora y 45 minutos en volver al punto de
partida, y permanece un cuarto de hora en la estacién. El segundo
tarda 1 hora y 5 minutos y permanece 7 minutos en la estacién. El
tercero tarda 1 hora y 18 minutos y permanece 12 minutos en la
estacion. Se sabe que la primera salida ha tenido lugar a las 6 de la
manana. Calcula:

a) A qué hora volveran a salir juntos de la estacion.
b) El ndmero de viajes efectuados por cada uno en ese momento.

Un artesano tiene 32 piedras de coral, 88 de turquesa, 56 perlas y 66 de azabache. Con todas ellas
desea elaborar el mayor nimero posible de collares iguales. ¢ Cuantos puede hacer?

El ordenador de Lucia escanea con el antivirus cada 180 minutos y hace actualizaciones cada 240
minutos, ¢cada cuantos minutos hace las dos cosas al mismo tiempo?

A lo largo de una carretera hay un teléfono de emergencia cada 10 km, un pozo de agua cada 15 km
y una gasolinera cada 20 km. ¢ Cada cuanto coinciden un teléfono, un pozo y

una gasolinera? 7‘5;_@;@‘2;
Para celebrar su cumpleafios, Sonia compro 12 gorritos de papel, 6 collares, M’I\
18 anillos y 36 caramelos. Si quiere armar bolsas de regalo con la misma "R it
cantidad de obsequios de cada tipo, épara cuantos amigos le alcanza? ¢Qué

deberd poner en cada bolsa? (\H____/;‘

Una maquina llena una caja de 256 botellas en un minuto y otra mdaquina

llena la misma cantidad de botellas en un minuto y medio. Si ambas empezaron a embotellar
liquidos a las 9:00 am. ¢A qué hora terminan ambas de llenar una caja? ¢Cudntas botellas habran
llenado ambas maquinas durante ese periodo?
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AUTOEVALUACION

1. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Si dos numeros son primos, su maximo comun divisor es 1.
b) Si dos nimeros son primos, su minimo comun multiplo es 1.
c¢) El minimo comun multiplo de dos nimeros siempre es mayor que el producto de ambos.
d) El maximo comun divisor de dos numeros siempre es mayor que el producto de ambos.
2. (Cuadl de las soluciones es la correcta para el conjunto de los divisores de 63?
a)D(63)=1{1,3,7,21,63} c) D(63)=1{1,3,7,9, 21,63}
b) D(63) = {1, 2, 9,21,63} d) D(63) = {0, 1,3,7, 9, 21, 63}
3. Ladescomposicidon de 81000 en factores primos es:
a) 23.3453  p) 233353 () 23.34.52 d) 223453
4. De los nUmeros:183, 143y 1973,
a) Todosson primos b) Ningunoesprimo «c¢) 143 esprimo d) 1973 es primo
5. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera ?
a) Si un numero es multiplo de 2, también lo es de 4.
b) 11 es multiplo de 121.
c) 33 es divisor de 11.
d) Si un nimero es multiplo de 2 y de 3, también lo es de 6.
6. La propiedad que se ilustra en la siguiente igualdad 2- (3+4)=2-3+2:4 es:

a) La propiedad conmutativa.
b) La propiedad distributiva.
c) La propiedad asociativa.
d) Esaigualdad no es cierta.

7. ElI M.C.D.(650, 700) es:
a) 10 b) 30 c) 20 d) 50

8. Un operario revisa la excavadora de su empresa cada 28 dias y la gria cada 35. Si revisé las dos el 1
de mayo, é¢cuando volveran a coincidir?

a) El 17 de septiembre b) El 1 de septiembre c) El 17 de agosto d) Ese afio no vuelven a coincidir

9. Queremos alicatar una pared de 615x225 centimetros, con azulejos cuadrados de lado el mayor
posible y no cortar ningun azulejo. ¢ Cuantos azulejos son necesarios?

a) 615 b) 15 c) 225 d) No es posible
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1. RAZON Y PROPORCION

1.1. RAZON
1.2. PROPORCION

indice

2. MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES

2.1. REGLA DE TRES DIRECTA

2.2. PORCENTAIJES

2.3. DESCUENTO PORCENTUAL
2.4. INCREMENTO PORCENTUAL

3. ESCALAS: PLANOS Y MAPAS

4. MAGNITUDES INVERSAMENTE PROPORCIONALES

4.1. PROPORCION INVERSA
4.2. REGLA DE TRES INVERSA

5. REGLA DE TRES COMPUESTA

Resumen

En este capitulo revisaremos los conocimientos que tienes del curso anterior sobre razones,
porcentajes, proporcionalidad directa, regla de tres simple... y aprenderemos a utilizar instrumentos que

Interpretacion de mapas

nos permitan establecer comparaciones entre
magnitudes.

Estudiaremos las diferencias entre proporcionalidad
directa e inversa, aplicando métodos de resolucién
de problemas. Utilizaremos también la regla de tres
compuesta.

Aprenderemos a aplicar e interpretar todo lo
relacionado con la proporcionalidad y su aplicacion
en la vida cotidiana.

Aplicaremos los conocimientos sobre
proporcionalidad en la interpretacion de escalas y
mapas, utilizando la idea de semejanza, figuras
semejantes, ampliacion y reduccion de figuras, razén
de semejanza y escalas. Estudiaremos la razon entre
las superficies de figuras semejantes
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RAZON Y PROPORCION

1.1. Razon

Ya sabes que:

Razén, en Matematicas, es una comparacién entre los valores de dos variables.
Se expresa en forma de cociente, de forma similar a una fraccién y se lee “A es a B”

Ejemplo:
jemp Observa:

4+ Compramos 5 kg de naranjas por 4 €. Podemos
establecer la relacién entre el precio (4 €) y la
cantidad (5 kg)

i Una fraccion expresa una parte de un i
i todo de una unica magnitud, mediante :
i sus términos, numerador (las partes que
4:5 =0,8€elkilo ! se toman) y denominador (el total de las
partes en las que se ha dividido ese todo)

4 . . : :
P la raz6n entre euros y peso de naranjas. i Sin embargo, los términos de una razén ‘i

i se refieren a cantidades de dos :
! magnitudes, el primero se llama i
i “antecedente” y el segundo
Ejemplo: i “consecuente” :

De esta manera si compramos otras cantidades de
naranjas podremos calcular el precio a pagar.

+ La razén que relaciona el gasto de 10 personas y
los 500 litros de agua que gastan en un dia, puede escribirse:

10personas 500l/itros

— — obien ———
50Qitros ° " 10personas

En cualquiera de los casos estamos expresando que la razon entre litros de agua y personas es:
500 : 10 = 50 litros por persona

Si fueran 5 personas de una misma familia la cantidad de agua gastada sera de 250 litros. Si son 400
personas de una urbanizacion la cantidad de agua serd 20000 litros, es decir:

10 400 5 1 . 500 20000 250 50
o bien = = =—

500 20000 250 50 10 400 5 1

Ideas claras

Una razon es un cociente. Se expresa en forma de fraccién pero sus términos no expresan una parte de
una misma magnitud sino la relacién entre dos magnitudes.
Los términos de la razén pueden ser numeros enteros o decimales.

1. Siete personas gastan 280 litros de agua diariamente.
¢Cual es la razdén entre los litros consumidos y el nimero de personas? ¢Cual es la razéon entre las
personas y los litros consumidos?

2. Medio kilo de cerezas costé 1,90 €. Expresa la razén entre kilos y euros.

3. La razén entre dos magnitudes es 36. Escribe un ejemplo de los valores que pueden tener estas dos
magnitudes
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1.2. Proporcion
Ya sabes que:
Una proporcion es la igualdad entre dos razones.
Los términos primero y cuarto son los extremos y el segundo y tercero son los medios.

extremo _  medio

medio extremo

Se llama “razon de proporcionalidad” al cociente entre dos variables. Y su valor constante nos permite
obtener razones semejantes.

Cuando manejamos una serie de datos de dos pares de magnitudes que presentan una misma razon, se
pueden ordenar en un cuadro de proporcionalidad.

Ejemplo:

4 En el cuadro de abajo se observa que cada arbol da 2—20 =40 kg de

fruta. Es la razén de proporcionalidad.

Con ese dato podemos completar el cuadro para los siguientes casos.

kg de fruta 200 400 80 40 400 | 120 | 3000 800
n? de arboles 5 10 2 1 10 3 75 20

Propiedad fundamental de las proporciones:
En toda proporcion, el producto de los extremos es igual al producto de los medios.
Ejemplo:
%:8—?: 3000-20=75-800
Ideas claras

Observa que la razén de proporcionalidad nos sirve para establecer una relacidn entre las dos variables
para cualquiera de los valores que puedan adoptar

4. Completa las siguientes proporciones:

5 45 03 7 0,05
a) —=— b) = =_" o) X 47 d) 22— %
22 X x 14 9,5 1,9 100 400
5. Ordena estos datos para componer una proporcion:
a) 12,3,40,10 b) 24, 40, 50, 30 c) 0,36;0,06;0,3; 1,8
6. Copia en tu cuaderno y completa la tabla sabiendo que la razén de proporcionalidad es 2,5:
0,5 9 6 20 2,5
50 8 25
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2. MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES

Ya sabes que:

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir a la primera por un
numero, la segunda queda multiplicada o dividida por el mismo numero.

Ejemplo:

El nimero de vacas y la cantidad de pienso que se necesita. Por —

ejemplo si el nUmero de vacas fuese el triple habra que tener triple
cantidad de pienso.

Sin embargo, hay relaciones entre magnitudes que no son de
proporcionalidad porque cuando una se multiplica o se divide por un
numero, la otra no queda multiplicada o dividida de la misma forma.

Ejemplo:
El peso y el tamaiio del pie de una persona no son magnitudes proporcionales: El doble de la edad no
significa el doble de nimero de zapato.

Ideas claras

Cuando dos magnitudes son directamente proporcionales, el doble, triple... de la primera supone el
doble, triple... de la segunda

Hay magnitudes que no se relacionan proporcionalmente.

7. Seiala de estos pares de magnitudes, las que son directamente proporcionales:
» La cantidad de filetes que debo comprar y el nimero de personas que vienen a comer.
» El peso de una personay su altura.

» El numero de pisos que sube un ascensor y las personas que caben
en él

» El precio de una tela y lo que necesito para hacer un vestido.

» Las entradas vendidas para un concierto y el dinero recaudado

» El peso de una personay su sueldo.
8. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones:
25 30 b ﬂ_z

X
a) —=— ) = c) ==
50 «x 100 x 56,9 2

9. Ordena estos valores de manera que formen una proporcién directa:

a)3,9 0,313 0,1 b) 5,12, 6,10 c)0,18 4 0,4 18
¢Hay mas de una solucién?
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2.1. Regla de tres directa
Ya sabes que

Para resolver problemas de proporcionalidad directa, podemos utilizar el método de reduccién a la
unidad.

Ejemplo:

4+ Cinco viajes a Méjico costaron 6500 €. ¢ Cuanto pagaremos por 14
viajes de un grupo de amigos idénticos?

Primero calculamos el precio de un viaje, 6500 : 5 = 1300 €.

Después calculamos el coste de los 14 billetes: 1300 - 14 = 18200 €

La regla de tres es otro procedimiento para calcular el cuarto término de
una proporcién

Ejemplo:

4 Con tres kilos de maiz mis gallinas comen durante 7 dias. ¢ Cuantos kilos necesitaré para darles
de comer 30 dias?

3kg 7dias 3.30
— = =——=12,86k
xkg 30dias X 7 g

Formamos la proporcién ordenando los datos:

Otra forma habitual de plantear la regla de tres es situando los datos de esta forma:

330

3kg ———  7dias X =12,86 kg

xkg — 30 dias

Ideas claras
Reducir a la unidad significa calcular el valor de uno para poder calcular cualquier otra cantidad.

En la regla de tres directa ordenamos los datos de forma que el valor desconocido se obtiene
multiplicando en cruz y dividiendo por el tercer término.

10. El coche de Juan gasta 5,5 litros de gasolina cada 100 km, ¢ cuantos
litros gastara en un viaje de 673 km?

11. En una rifa se han vendido 250 papeletas y se han recaudado 625
euros. ¢A cuanto se vendia cada papeleta? ¢Cuanto habrian
recaudado si hubieran vendido 900 papeletas?

12. Una fabada para 6 personas necesitas 750 g de judias, écuantas
personas pueden comer fabada si utilizamos 6 kg de judias?

13. Cuatro camisetas nos costaron 25,5 €, é{cuanto pagaremos por 14 camisetas iguales?
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2.2. Porcentajes
Ya sabes que
El porcentaje o tanto por ciento es la proporcion directa mas utilizada en nuestra vida cotidiana.

En los comercios, informaciones periodisticas, o en los analisis de resultados de cualquier actividad
aparecen porcentajes.

Un porcentaje es una razén con denominador 100.
Su simbolo es %.
Su aplicacion se realiza mediante un sencillo procedimiento:

“Para calcular el % de una cantidad se multiplica por el tanto y se divide entre 100”

Ejemplo:
4+ Calcula el 41 % de 900 El 41 % de 900 = 41.09000 =369
Algunos porcentajes se pueden calcular mentalmente al tratarse de un calculo sencillo:
#+ FEI50 % equivale a la mitad de la cantidad s
#+ FE|25 % es la cuarta parte de la cantidad iiGRANDES REBAJAS!! 4
4+ El 75 % son las tres cuartas partes de la cantidad 40 % DE DESCUENTO |
#+ FE110 % es la décima parte de la cantidad EN TODOS LOS
4 EI 200 % es el doble de la cantidad ARTICULOS |
Ejemplo:

#+ El 25 % de 800 es la cuarta parte de 800, por tanto es 800 : 4 = 200

Ideas claras

Si cualquier cantidad la divides en 100 partes, el 40 % son cuarenta partes de esas cien.
El total de una cantidad se expresa como el 100 %

14. Calcula mentalmente:
a) EI 50 % de 240 b) el 1 % de 570 c) el 10 % de 600 d) el 300 % de 9.
15. Completa la tabla:

Cantidad inicial % Resultado
500 25
720 108
60 140
60 294

16. En un hotel estdn alojadas 400 personas. De ellas, 40 son italianas, 120 francesas, 100 son
alemanas y el resto rusas. Calcula el % que representa cada grupo sobre el total.
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2.3. Descuento porcentual

En muchos comercios aparecen los precios antes de la rebaja y los precios rebajados. Con esos dos
datos podemos calcular el % de descuento.

Ejemplo:
4 Una camisa costaba 34 € y en temporada de rebajas se vende a 24 €, équé % de descuento se
ha aplicado sobre el precio anterior?

Calculamos el importe de la rebaja 34-24=10¢€.

10-1
Establecemos la proporcion: ﬁ: 100, X= 0-100 =29,41 %
10 «x 34

Ejemplo:
4 Al comprar un ordenador me ofrecen un 12 % de descuento por pagarlo al contado. He
pagado 528 €. ¢ Cuanto valia el ordenador sin descuento?
El precio inicial equivale al 100 %. Al aplicar el descuento, sdlo pagaremos 100
- 12 =88 %.

Por tanto, debemos calcular el 100 %: %z 600 €

Ideas claras

El descuento es la diferencia entre la cantidad inicial y la cantidad final. Con estos datos podremos
calcular el % de descuento aplicado.

Al descontarnos un x % de una cantidad, sélo pagaremos el (100 — x) %.

17. En una tienda ofrecen un 15 % de descuento al comprar una lavadora que cuesta 420 €. ¢{Cudnto
supone el descuento? ¢Cual es el precio final de la lavadora?

18. ¢ Cudl de estas dos oferta ofrece un mayor % de descuento:

Antes 44,99 € Antes 11.99
Ahora 31,99 € Ahora 9.99

19. Completa:
a) De una factura de 540 € he pagado 459 €. Me han aplicado un ......... % de descuento
b) Me han descontado el 16 % de una factura de ................. € y he pagado 546 €.

c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 12 % y me he ahorrado 90 €. ¢Cudl era el
precio del mueble sin descuento?
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2.4. Incremento porcentual
En los incrementos porcentuales, la cantidad inicial es menor que la final ya que el tanto por ciento
aplicado se afiade a la cantidad inicial.

Ejemplo:
#+ Por no pagar una multa de 150 € me han aplicado un 12 % de ‘
recargo.
12-1
Puedo calcular el 12 % de 150 y sumarlo a 150: >0 =18 £.

En total pagaré 150 + 18 = 168 €.
Ejemplo:
#+ Otra forma de aplicar el incremento porcentual puede ser

calcular el % final a pagar:
En el caso anterior: 100+ 12 =112 %
Calculamos el 112 % de 150 €: w: 168 €.
100
Ejemplo:
#+ En un negocio he obtenido un 36 % de ganancias sobre el capital que inverti. Ahora mi capital
asciende a 21760 €. ¢ Cuanto dinero tenia al principio?
El incremento porcentual del 36 % indica que los 21760 € son el 136 % del capital inicial.
Debemos calcular el 100 %: 21760100 =16000 €.
136
2.5. Impuesto sobre el valor anadido IVA
Los articulos de consumo y las actividades econdmicas llevan asociadas un impuesto IVA que supone un
incremento sobre su precio de coste. En Espafia el IVA general que se aplica es el 21 %.
Es importante que, en la publicidad, observemos si el precio que se indica de un articulo o servicio es
con IVA incluido.
Ideas claras
En los incrementos porcentuales, la cantidad inicial aumenta porque se le aplica un tanto por ciento
mayor que el 100 %.
El IVA es un impuesto que supone un incremento sobre el precio inicial

20. Calcula el precio final después de aplicar el 68 % de incremento porcentual sobre 900 €.

21. Una persona invierte 3570 € en acciones, y al cabo de un afio su inversidon se ha convertido en
3659,25 €. Calcula el aumento porcentual aplicado a su dinero.

22. El precio de venta de los articulos de una tienda es el 135 % del precio al que los compré el
comerciante. ¢A qué precio comproé el comerciante un articulo que estd a la venta por 54 €?

23. En Estados Unidos existe la norma de dejar un minimo del 10 % de propina en restaurantes o taxis
sobre el importe de la factura. Calcula en esta tabla lo que han debido pagar estos clientes que
han quedado muy satisfechos y afiaden un 15 % de propina:

Importe factura 348 105 $ 90,4 $ 100,20 $ 128
Precio final

24. El precio de un televisor es 650€ + 21% IVA. Lo pagaremos en seis mese sin recargo. Calcula la
cuota mensual.
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-
ilmaginas que existe una proporcidon con esos

% nombres! Ademads, iEstd en TODAS partes! )

/ éQué es? \

Como su nombre indica es una proporcion.
Una longitud se divide en dos, a + b, de
forma que se verifique:

a+b _a

a b

Ese cociente da un numero, un valor, al que
se llama nimero de oro y es

aproximadamente igual a 1,618... /

Si dibujamos un pentagono regular, y trazamos
sus diagonales. Se forma en su interior otro
pentdgono regular mas pequefio, y el proceso
puede realizarse de forma sucesiva

@ivina proporcD w)roporcién au
@porcién arménD
~

Teano fue una matemadtica griega que vivid
en el siglo sexto antes de nuestra era. Se
cas6 con Pitagoras y trabajé en su escuela
difundiendo los conocimientos cientificos y
matematicos por todos los pueblos del
Mediterrdneo, entre ellos la proporcion
aurea. Se sabe que Teano escribié muchas
obras y tratados sobre todo tipo de temas.

Se le atribuyen escritos sobre poliedros
regulares, sobre temas filoséficos y sobre
las propiedades del pentagono regular,
simbolo de la Escuela Pitdgodrica, y su
relacién con la divina proporcion.

La razon entre la diagonal del
pentagono y uno de sus lados es el
nimero de oro:

Segmento verde = Diagonal = 1,618....
Segmento rojo Lado

(@

Se llama “La Divina
Proporcién”  porque los
objetos con esta proporcion
son armoniosos a la vista.

Muchas flores
son pentagonales

@

/Si quieres saber si tu eres
armoénica debes medir tu
altura y también la distancia
desde tu ombligo al suelo. Si
esa razon es proxima al

\ numero de oro, jlo eres! /{

La relacion entre la distancia entre
las espiras del interior de algunos
caracoles es |la proporcién durea

/

o )
En el Hombre de :

Vitruvio, Leonardo
da Vinci estudio la

proporciéon

La relacién entre las falanges
de los dedos es la divina Busca en Internet

Divina Proporcion.

para saber mas
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RESUMEN
Concepto Definicién Ejemplo
Razén Comparacion entre los valores de dos Precio y cantidad
variables
Proporcion Igualdad entre dos razones AesaBcomoCesaD
Magnitudes directamente Si se multiplica o divide una de las 24 esal0como240esa
proporcionales magnitudes por un nimero, la otra queda 100
multiplicada o dividida por el mismo
numero
Razon de Proporcionalidad Cociente entre los valores de dos 300
directa magnitudes 25
Porcentajes Razdén con denominador 100 23
100

PORCENTAJE CON CALCULADORA

En la calculadora puedes encontrar una funcion que te permite calcular el % de manera directa.

Para ello debes seguir los siguientes pasos:

1. Escribe la cantidad

2. Multiplica por el tanto

3. Pulsa SHIFT y %. El resultado que aparece en la pantalla es la solucion.
Ejemplo:

650 * 16 | SHIF | % = 104

Una forma facil de ailadir o restar el importe del tanto por ciento a la cantidad final puede hacerse
de la siguiente forma:

» Sigue los pasos 1, 2y 3 anteriores
» Pulsa la tecla + si lo que quieres es un aumento porcentual
» Pulsa latecla — para una disminucién porcentual

Ejemplo:
1370 * 12 SHIFT % 164.4 + 1534.4
1370 * 12 SHIFT % 164.4 - 1205.6
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. iQué es una razon entre dos numeros? ¢iComo se llaman sus términos? Escribe varios
ejemplos.

2. iComo se llaman los términos de una proporcién? Escribe proporciones que se pueden
formar con estos nimeros y comprueba la propiedad fundamental:

a) 6,24,12,3 b) 35 0,5 1,25 7

3. Con 8 kg de harina hemos confeccionado 15 pasteles. ¢Cuantos pasteles podemos elaborar
con 30 kg de harina?

4. Completa la tablay calcula el coeficiente de proporcionalidad:

Litros de gasolina 8 25 4

Euros 11,36 56,8 25,56

5. En Espaifia muchos productos llevan en el precio un impuesto llamado IVA (Impuesto sobre el
Valor Anadido), del 21 %. En los tickets de los establecimientos suelen marcar el precio final,
sumando el 21 % de IVA. Calcula el precio final de una batidora que vale 110 € + IVA

6. Con 48 € puedo comprar 20 piezas de madera. Si las piezas costaran 1,50 € cada una, é{cudntas
podria comprar con el mismo dinero?

7. (En cual de estas recetas es mayor la proporcién entre la harina y el aztcar?

MASA DE ROSQUILLAS MASA DE ROSQUILLAS %
2kg de harina Medio kilo de harina -
6 huevos 4 huevos
1kg y medio de azucar 400 g de azucar

8. Tenemos el pienso suficiente para dar de comer a las 45 vacas durante 30 dias. Si vendemos 9
vacas, con la misma cantidad de pienso, écudntos dias podremos dar de comer a las restantes?

9. Calcula larazén de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad inversa:

Velocidad en km/h 90 120 75

Tiempo en horas 4,5 10 3

10. Cada gominola cuesta 5 centimos y pesa 4 g. Compramos una bolsa de 100 g de gominolas.
¢Cudntas gominolas contiene la bolsa? ¢ Cuanto nos costaran?

11. Si abrimos dos grifos el depdsito se llena en 4 horas y media. é¢Cuanto tiempo tardaran el llenar el
mismo depdsito 5 grifos con el mismo caudal?
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12. En esta etiqueta se ve el precio inicial y el precio rebajado. Calcula el % de rebaja que se ha aplicado

Antes Después

23,95 15,95

13. El 1 de enero de 2010 el bono de 10 viajes del metro de Madrid pasé a costar 9 €, lo que suponia un
aumento de un 21,6 % sobre su anterior precio. En 2013, el bono de 10 viajes cuesta 12,20 €. ¢ Qué
% ha aumentado el precio del bono entre 2010 y 2013? ¢ Cudnto costaba el bono antes de la subida
de 20107 ¢Qué % ha aumentado su coste desde antes de la subida de 2010?

14. Un empleado publico que gana 1154€ netos al mes sufrird un recorte de sueldo del 5% a partir del 1
de enero de 2014. ¢{Cudnto dinero dejara de ganar al cabo de un trimestre?

15. En las ciudades se han instalado parquimetros, de manera que se cobra el aparcamiento mediante
unas tarifas. Hay dos tipos de zonas con distintas tarifas.

16. El precio de un ordenador portatil es 899 € IVA (21%) incluido. Calcula su precio sin IVA.

17. El juego cuatro de neumaticos para un coche se oferta a 324 € + IVA (21%). Calcula el precio de cada
rueda.
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AUTOEVALUACION
1. Siete cajas de galletas de un kilo y medio cada una nos han costado 12.6 €. Si quiero comprar 22
kg de galletas, me costaran:
a) 22,4 € b) 30.6 € c)26.4€ d)24.2 €
2. Al aplicar un 24 % de descuento sobre una factura, hemos tenido que pagar 699,20€. El importe
total de la factura sin descuento era:
a) 920€ b) 1220€ c) 880€
3. Una sala de espectaculos tiene capacidad para 280 personas. El precio de cada entrada es 14 €.
Hoy se han vendido el 85 % de la sala, y de ellas, 50 con un 15 % de descuento. La recaudacion
total ha sido:
a) 3227 € b) 2998 € c) 3028 €

4. El Real Murcia tiene esta temporada 14031 abonados, lo que supone el 45% del aforo del
estadio Nueva Condomina. ¢Cual es el aforo total del estadio?

5. Hemos comprado tres pantalones que cuestan 14 euros cada uno y dos camisas cuyo valor es de
12 euros cada una. Los pantalones estan rebajados un 12% y las camisas un 7% ¢Cuanto
tendremos que pagar en total?

6. Los valores que completan las operaciones siguientes son:

El 25 % de 0,28 es .......... El....... de 630 es 63 El 150 % de ......... es 120
a) 0,07, 10, 80 b) 0,7, 10, 90 c)0,7, 3,80

7. Al efectuar un incremento porcentual del 18% sobre estas tres cantidades, 350, 99 y 6
obtenemos:

a) 413; 116,82; 7,08 b) 630; 116,82; 7,08 c) 403; 112; 7,08

8. Pedro ha comprado un abrigo que costaba 60 euros. Le han hecho un 25% de descuento.
¢Cuanto ha pagado en total?

a) 15 euros. b) 25 euros. c) 45 euros.

9. Un litro de leche de una determinada marca cuesta 0’70 euros, pero si se compra una caja de 12
litros, hacen un 5% de descuento. Si compramos la caja de 12, écuanto tendremos que pagar?

a) 3’5 euros b) 8’48 euros c) 7798 euros

10. Un comerciante de moda decide subir un 10% el precio de venta de todos los pantalones que
vende, pero dos dias después piensa que hay una marca cuyo precio con la subida estaban en 33
y que no quiere subir. El precio antes de la subida era

a) 29’7 euros b) 30 euros c)30’5 euros
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Resumen

Un accidente interespacial, la busqueda infructuosa de un tesoro sumergido... todo debido a la
confusion entre las unidades de medida. Por eso es importante saber si estamos usando nuestro
Sistema Internacional de Unidades (SI), o si se emplean unidades anglosajonas.

En este capitulo vamos a revisar tus conocimientos del curso anterior sobre las unidades de medida del
Sistema Internacional de Unidades (SI), (antiguamente Sistema Métrico Decimal), a hacer cambios entre
unas unidades y otras. También revisaremos las llamadas unidades agrarias: drea, hectarea...

Ampliaremos este conocimiento con la medida de angulos y las unidades de tiempo, tan utiles, que
usan un sistema distinto al decimal, el sistema hexagesimal.

Anadiremos las unidades monetarias que nos van a servir entre otras cosas para el cambio de divisas

Matematicas 12 de ESO. Capitulo 7: Sistemas de Medida Autor: Pedro Luis Suberviola / Revisor: Sergio Hernandez
www.apuntesmareaverde.org.es lustraciones: Banco de Imagenes de INTEF mas

—1 Wikipedia y produccién propia



N Sistemas de Medida. 22 ESO

1. SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES

Recuerda que:

En este apartado vamos a revisar tus conocimientos del curso anterior sobre el Sistema Internacional de
Medidas.

Magnitud

Una magnitud es una caracteristica que se puede medir y expresar cuantitativamente, es decir,
mediante un numero.

Una magnitud se mide comparandola con un patréon que tenga bien definida esa magnitud y
observando el nimero de veces que lo contiene. A ese patrén le lamamos unidad de medida.

Una misma magnitud se puede expresar con distintas unidades de medida.

Ejemplo:

4+ Lalongitud es una magnitud y se puede expresar en kildémetros, metros,
centimetros, millas, pulgadas,... Puedo decir que alguien mide 1,52
metros, 152 centimetros, 4,98 pies, 59,76 pulgadas,... la altura es la
misma, pero estd expresada en distintas unidades.

Observa que no se puede decir que alguien mide 1 longitud, 2 longitudes,...
pues la longitud es la magnitud, no la unidad, que podria ser el centimetro.
Igual no se dice que alguien pesa 1 masa, 2 masas,... ya que masa es la magnitud, que se mide en
kilogramos.

1.1. Sistema Internacional de Unidades (Sl)
Para poder comparar el valor de varias magnitudes debemos utilizar una misma unidad de medida.
Ejemplo:

4+ Si quiero comparar las medidas de una mesa que uso en clase con una mesa de mi casa, debo
utilizar la misma unidad. Si una la mido en centimetros y la otra en pulgadas, no puedo
compararlas.

Para facilitar el intercambio cientifico, cultural y comercial, en casi todos los paises se ha adoptado el
Sistema Internacional de Unidades (SI) como sistema de medidas.

Es el heredero del antiguo Sistema Métrico Decimal y por ello también se le conoce como Sistema
Métrico o simplemente como Sistema Internacional (Sl).

Algunas de las unidades que utiliza para las distintas magnitudes son:

Longitud Superficie Volumen Masa Tiempo
El metro El metro cuadrado  El metro cubico El kilogramo El segundo
Matematicas 12 de ESO. Capitulo 7: Sistemas de Medida Autor: Pedro Luis Suberviola / Revisor: Sergio Hernandez
www.apuntesmareaverde.org.es lustraciones: Banco de Imagenes de INTEF mas
I== =1 Wikipedia y produccidn propia




N Sistemas de Medida. 22 ESO

Observa que:

Recuerda: Existen unidades, como por
ejemplo los pies, que usan en multiplos

El segundo, que es una medida fundamental del Sistema I I
Internacional de Unidades, como bien sabes, no es I I
decimal, 100 segundos no son una hora ni un minuto. Sin | y submultiplos un sistema decimal, I
embargo en el resto de los casos, para pasar de una unidad | pero no forman parte del Sistema I
a otra que sea multiplo o submultiplo, hay que multiplicar | Internacional de Unidades. Mientras |
por una potencia de diez. Por ello, en ocasiones, se habla | que otras, como el segundo, que si I
del Sistema Métrico Decimal. | forman parte del Sistema Internacional I

| de Unidades no usan un sistema :

: |

En general, los multiplos y submdultiplos de la unidad .
decimal.

principal se nombran afiadiendo prefijos (kilo, centi,...). Lo
estudiaremos con mas detenimiento mas adelante.

r--- - - - = -=-=-=-=" R Las unidades fundamentales que
Nota curiosa: usaremos son tres: masa (kg),
tiempo (s) y longitud (m). Otras
son unidades derivadas, como
de superficie (metro cuadrado),
de volumen (metro cubico) o por
ejemplo, la velocidad que se
puede medir en kildmetros por
hora (km/h).

Segun la Fisica Clasica las unidades fundamentales de masa,
tiempo y longitud son propiedades de los objetos, pero segun la
Teoria de la Relatividad ya NO son propiedades "reales" de los
objetos. Al observa un objeto desde fuera, cuanta mas velocidad
lleve ese objeto mas se achata la longitud, mas se acelera el
tiempo y mas aumenta la masa del objeto. El tiempo es relativo,
asi como la longitud o la masa.

1. Clasifica como magnitudes o unidades de medida. Indica cuales de las unidades de medida
pertenecen al Sl:

a) Centimetro cubico b) Tiempo c¢) Hora d) Memoria de un ordenador
e) Gramo f) Masa g) Longitud h) Kildmetros por hora

2. Investiga a qué magnitudes corresponden las siguientes unidades poco corrientes:
a) Area b) Herzio c) Yuan d) Grado Fahrenheit e) Afno luz

3. Indica al menos una unidad del Sistema Internacional de Unidades adecuada para expresar las
siguientes magnitudes:

a) La edad de la Tierra b) El tamafio de un jardin
¢) La capacidad de un bidon d) La distancia entre Madrid y Valencia
f) La masa de un armario e) Lo que tardas en hacer un problema

4. Copia en tu cuaderno y relaciona cada magnitud con su posible medida:
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1.2. El metro
Recuerda que:

Unidades de longitud

El metro es una unidad de medida de longitud y se representa por m.

Pertenece al Sistema Internacional de Unidades (SI).

Sus multiplos y submultiplos principales son:

Multiplos Unidad Submuiltiplos
Kilometro Hectdmetro  Decametro Metro Decimetro Centimetro Milimetro
km hm dam m dm cm mm
1.000 m 100 m 10m Im 0,1m 0,01 m 0,001 m
1dm
e bl
L 1 1 1 I L 1 1 1 1 |
L} L Ll | L} L L] L | L} L} L}
e et -
1m

Un metro estd dividido en 10 decimetros

Existen otros submultiplos:

Micrometro (um). 1um= 0,001 mm =0,000.001 m
Nandémetro o micra (nm). 1nm=0,001 um=0,000.000.001m
Angstrom (A). 1A =0,1 nm =0,000.000.000.1 m

Otras unidades de longitud, que no son multiplos o submultiplos del metro son:

Unidad astrondmica (UA): Es la distancia media entre la Tierra y el Sol, y es igual a 150 millones de km.

Ao luz: Es la distancia recorrida por un rayo de luz en un afio y es igual a:

1 afio luz = 63.240 UA = 9.460.000.000.000 km

Ejemplos:

e El 4tomo mas pequefio, el de hidrégeno, tiene aproximadamente 1 A de didmetro.

e Los chips electronicos estan compuestos de transistores de 22 nm de tamafio.

e La Via Lactea tiene de radio 50.000 afios luz.

e Eldidmetro de un cabello es de aproximadamente 0,1 mm

e Un espermatozoide mide 53 um, un hematie 7 um.
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Cambio de unidades

Para realizar cambios de unidades de longitud debemos multiplicar o dividir por diez tantas veces como
sea hecesario.

10 -1 1 -1 1 -1

Esto lo hacemos desplazando la coma hacia la derecha (para multiplicar) o a la izquierda (para dividir)
tantas veces como queramos multiplicar o dividir por diez.

Actividades resueltas
e Expresa en metros:
a) 8,25 km =82,5 hm =825 dam =8250m 8,25 km = [3 posiciones] = 8.250 m
b) 712mm=71,2cm=7,12dm=0,712 m 712 mm = [3 posiciones] = 0,712 m
c) 6,32hm=632m
d) 34cm=0,34m
e) 0,063 km=63m
f) 25km 3 hm 7 m=25307 m
g)9dam6m8dm5 mm =96,805m

5. Si Ramon mide 1,65 metros y Jesus mide 164 centimetros: ¢ Quién es mas alto?
6. Contesta con una regla graduada:

a) Mide la longitud de tu cuaderno. ¢ Cuanto mide?

b) Mide un lapiz. ¢Cuanto mide?
7. Averigua cuanto mide de largo tu habitacidn.

8. Expresa las siguientes longitudes en centimetros:

a) 54dm b) 21,08 m c) 8,7 hm d) 327 mm
9. Expresa las siguientes longitudes en las unidades que se indican en cada caso:
a) 8 m 1 mm en centimetros b) 3,5 km 27 dam en centimetros c) 13 km 21 mm en milimetros
d) 7 hm 15 cm en centimetros e) 2dam5dmen metros f)0,6 m 340 mm en decimetros
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Unidades de superficie

Recuerda que:

El metro cuadrado es la unidad de medida de superficie y se representa por m?.
Es una unidad derivada del metro. No es una unidad fundamental.

Sus multiplos y submultiplos principales son:

Muiltiplos Unidad ‘ Submuiltiplos

Kildmetro Hectdmetro Decametro Metro Decimetro Centimetro Milimetro
cuadrado cuadrado cuadrado cuadrado cuadrado cuadrado cuadrado
km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
1.000.000 m?  10.000 m? 100 m? 1 m? 0,01 m? 0,000.01 m? 0,000.000.1m?

Comprobemos que en 1 m? hay 100 dm?:

Un metro cuadrado es la superficie que tiene un cuadrado de 1 m de

lado.

Dividimos cada uno de sus lados en 10 segmentos iguales, que mediran

por lo tanto 1 dm cada uno.

Unimos los extremos de los segmentos formando cuadrados.

Obtenemos 100 cuadrados de 1 dm de lado. Es decir, en el metro

cuadrado hay 100 de estos cuadrados, es decir, 100 dm?.

Ejemplos:

1?”1 1m

e Un piso suele medir entre 60 m?2y 110 m?. <
e Un campo de fatbol para partidos internacionales mide entre 64 dam?y 82,5 dam?.
e Llaciudad de Valladolid tiene una superficie de 197,91 km?, la de Madrid 605,8 km?.

e La provincia del estado espafiol con mayor superficie es Badajoz, con 21.766 km?, la
menor Guipuzcoa con 1.980 km?2.

e La provincia de Madrid tiene 8.027 km? de superficie. Imagina un rectdngulo de 100 km
de ancho y 80 km de largo.

e Elestado de la Unidn Europea con mayor superficie es Francia, con 547.030 km?.
Cambio de unidades

Para realizar cambios de unidades de superficie debemos multiplicar o dividir por cien tantas veces
Ccomo sea necesario.

'10(_)| '10?l '103 '10?l '10?| '10(_)|
km* <4+— hm? <— dam? <+— m’ “— dm? «— m? <«— mm?
:100 :100 :100 :100 :100 :100

Esto lo hacemos desplazando la coma hacia la derecha (para multiplicar) o a la izquierda (para dividir)
de dos en dos cifras.
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Actividades resueltas

e Expresa en metros cuadrados:
a) 0,743 km? = 743.000 m? 0,743 km?= [6 posiciones a la derecha] = 743.000 m?
b) 95.400 mm? = 0,0954 m? 95.400 mm? = [6 posiciones a la izquierda]= 0,0954 m?
c) 5,32 hm?=53.200 m?
d) 37 cm?=0,0037 m?
e) 82 km? = 82.000.000 m?
f) 4 km? 53 hm? 2 m? = 4.530.002 m?
g) 3dam? 15 m223 dm? = 315,23 m?

10. Observa la tabla anterior y calcula:
a) 35dam?= m? b) 67 m?= mm? c) 5km?= m?2 d)7m?= hm?

11. Pasa 98 hm?37 dam?a centimetros cuadrados.

Unidades agrarias

Son unidades que no pertenecen al Sistema Internacional pero se utilizan para medir superficies rurales,
bosques, plantaciones,...

El drea 1a=100m?=1dam?
La hectarea 1ha=100a=100dam?=1hm?
La centidrea lca=0,0la=1m?

Es decir, para hacer la conversidon entre unidades agrarias y su conversion con el Sistema Internacional
podemos utilizar la siguiente regla:

hm? 100 damz 100 2

— «—
ha :100 a 1100 ca

Ejemplos:

e Una hectdrea es un cuadrado de 100 m de lado. Un campo de futbol mide 62 areas,
aproximadamente media hectdrea. Para hacernos una imagen mental, podemos pensar
gue dos campos de futbol son mds o menos una hectdrea.

e La superficie incendiada en Espafia cada afio es, en promedio, unas 125.000 ha. La
provincia mas pequefia es Guipuzcoa, con 1.980 km?, es decir, 198.000 ha. Es decir, el
area incendiada cada afio es aproximadamente el de esa provincia.
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Actividades resueltas
e Expresa en hectdreas:
a) 5,7km?=570hm?=570 ha b) 340.000 ca =34 ha
c) 200.000 dm? =0,2 hm?=0,2 ha d) 930 dam?=9,3hm?=9,3 ha

12. Expresa las siguientes superficies en areas:
a) 1.678 ha b) 5ha c) 8ha20a d) 28.100ca

13. La superficie de un campo de futbol es de 7.140 metros cuadrados. Expresa esta medida en cada
una de estas unidades:

a) Centimetros cuadrados b) Decametros cuadrados c) Hectareas d) Areas.
Unidades de volumen
El metro cubico es la unidad de medida de volumen y se representa por m3.
Es una unidad derivada del metro.

Sus multiplos y submultiplos principales son:

Multiplos Unidad Submultiplos
Kilémetro Hectémetro Decametro Metro Decimetro Centimetro Milimetro
cubico cubico cubico cubico cubico cubico cubico
km?3 hm3 dam?3 m3 dm3 cm? mm3
1.000.000.000 m? 1000.000 m? 1000 m3 1m? 0,001 m?®  0,000.000.1 m® 0,000.000.000.1 m?
Comprobemos que en 1 m3 hay 1000 dm?3:

Un metro cubico es el volumen que tiene un cubo de 1 mde arista. LEmamaaaaraa M
Dividimos cada uno de sus aristas en 10 segmentos iguales, que mediran por a:::v:
lo tanto 1 dm cada uno. [
1 LA
e #H’a
Cortamos el cubo paralelamente a las caras. Obtenemos 1.000 cubos de 1 i)
dm de arista. Es decir, en el metro cubico hay 1.000 de estos cubicos, es :—::x
decir, 1.000 dm3. ::,-*

Ejemplo:

e El consumo de agua y de gas en las facturas se mide en m3. Una persona consume de media
4,5 m3 de agua al mes.

e Eltamafio de un embalse pueden ser 50 hm? de capacidad.

e Uno de los embalses de mayor capacidad en Espafia es el de la Almendra, con 2,6 km? de
capacidad.

e La capacidad total de los embalses de Espafia es de 55 km3.
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Cambio de unidades

Para realizar cambios de unidades de volumen debemos multiplicar o dividir por mil tantas veces como
sea necesario.

-1000 -1000 -1000 -1000 -1000 -1000
3 _0> hm3 _>. 3 _0> 3 _0> 3 _0> 3 _0> 3

dam <+— m <+— dm <+— cm <«— mm
:1000 :1000 :1000 :1000 :1000 :1000

km

Esto lo hacemos desplazando la coma hacia la derecha (para multiplicar) o a la izquierda (para dividir)
de tres en tres cifras.

Actividades resueltas

e Expresa en metros cubicos:
a) 0,743 km3=743.000 m3 0,743 km?3= [6 posiciones a la derecha] = 743.000 m3
b) 95.400 mm?3 =0,0954 m?3 95.400 mm?3 = [6 posiciones a la izquierda] = 0,0954 m3
c) 5,32 hm3=53.200 m?
d) 457 cm3=0,0457 m3
e) 61 km3=61.000.000 m3
f) 3 km352 hm38 m3=3.520.008 m3
g) 9 dam3 6 m334 dm3=906,34 m?

14. Expresa en metros clbicos 3,2 dam® 5600 dm?3.
15. Expresa estos volumenes en decdmetros cubicos:

a) 0,38 m? b) 81 dm?3 c) 1,23 hm? d) 52 m?

1.3. El litro

Recuerda que:

La "capacidad" es la misma magnitud que el “volumen”, por tanto se mide la capacidad de un
recipiente, (cuanto volumen le cabe) con el metro cubico y sus derivados. El litro se utiliza por razones
histdricas, y no pertenece al Sistema Internacional de Unidades. Aunque nos conviene conocerlo si lo
consideramos como una unidad de volumen "coloquial” utilizada normalmente para medir la capacidad
de los recipientes. Un litro corresponde con un dm?3, y se utilizan multiplos de litro como si fuera una
unidad mas del SI, con multiplos y divisores decimales.

La capacidad es el volumen (generalmente de materia liquida o gaseosa) que es capaz de albergar un
recipiente.
Su unidad de medida es el litro y se representa por L.
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Muiltiplos ‘ Unidad Submuiltiplos
Kilolitro Hectdlitro Decalitro Litro Decilitro Centilitro Mililitro
kL hL daL L dL cL mL
1000 L 100 L 10L 1L 01L 0,01L 0,001 L
Ejemplos:

+ Una botella de agua grande tiene una capacidad de 1,5 L.

+ Un depdsito de gasoleo para una casa puede tener una capacidad de 4 hL.

+ Una lata de refresco tiene una capacidad de 33 cL.

+ Una dosis tipica de jarabe suele ser de 5 mL.

#+ En una ducha de cinco minutos se utilizan unos 90 L de agua.

+ Como hemos visto, cuando medimos capacidades de agua grandes se utilizan unidades

de volumen (m3, hm3, ...).

Cambio de unidades

Para realizar cambios de unidades de capacidad debemos multiplicar o dividir por diez tantas veces

como sea necesario. Igual que con metros, pues la unidad no esta elevada ni al cuadrado ni al cubo.

kL <«— hL <«— dal «— L «— dL <«— clL <+«—— mL
:10 110 10 110 :10 :10

Esto lo hacemos desplazando la coma hacia la derecha (para multiplicar) o a la izquierda (para dividir)

tantas veces como queramos multiplicar o dividir por diez.

Ejemplo:

e Expresa en litros:

a)

d)

57hL=570L b) 200 mL=0,2 mL ¢) 9,5 kL =9500 L
0,0345 kL = 34,5 L e) 710cL=7,1L f) 9,2 mL=0,0092 L

16. i Cuantos decilitros tiene un litro?

17. Expresa en hectolitros:

a)

34 L b) 1.232cL c¢) 57daL d) 107hL

Relacién entre litros y m3

Los litros se relacionan con las unidades de volumen porque 1 L equivale a 1 dm?. Por lo tanto:

Matematicas
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1L=1dm3
1mL=1cm3
1kL=1m3
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Si lo afiadimos al esquema de cambios de unidades de capacidad:

1 1 1 -1 1 -1

-1.000 -1.000
é é 3
:1.000 :1.000
Ejemplos:
4+ Un depdsito de agua de 1 m3 tiene 1 kL de capacidad, es decir, 1.000 L, mil litros.

4+ En los botellines de agua, dependiendo de la marca, se expresan la cantidad de agua en mL o
en cm? es decir, como capacidad o como volumen. Pueden poner 250 mL 0 250 cm?.

4 Un litro de leche ocupa un volumen de 1 dm3.

Actividades resueltas

#+ Expresa en litros:

a) 7,2dm3=7,2L b) 52m3=52kL=52.000L c) 33cm3=33¢cL=0,0331L
#+ Expresa en decimetros cubicos:

a) 0,635 hL=63,5dm3=63,5dm3 b) 23¢cL=0,23L=0,23 dm3

c) 73,5kL=73.500 L =73.500 dm3 d) 0,5dL=0,05L=0,05dm?3

18. Ordena de menor a mayor estas medidas:
a) 7,0001 hm?3 b) 23.000 L c) 8 mL d) 4 mm?3

19. Calcula el volumen (en litros y en cm?) de una caja que mide 20 cm de ancho, 20 cm de largoy 5 cm
de alto.

1.4. Unidades de masa

Recuerda que:

El kilogramo es la unidad de medida de masa y se representa por kg.

Pertenece al Sistema Internacional de Unidades (Sl).

Sus multiplos y submultiplos principales son:
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‘ Unidad Submuiltiplos
Kilogramo  Hectogramo Decagramo Gramo Decigramo  Centigramo  Miligramo
kg hg dag g dg cg mg
1000 g 100 g 10g 1lg 01¢g 0,01¢g 0,001 ¢g
. ; La tonelada y el quintal no son multiplos del
Maltiplos Unidad gramo ni pertenecen al SI. En origen una
Tonelada  Quintal tonelada eran 960 kg y corresponde a 20
métrica  métrico Miriagramo  Kilogramo quintales de 46 kg o 100 libras, pero cuando se
impuso el SI continuaron usandose, aunque
tm aqm mag kg "redondeados" a 1000 kg y 100 kg. Estas nuevas
1000 kg 100 kg 10 kg 1kg unl.dades s’on. la tonelada mgtrlca (tm) y el
quintal métrico (qm), que si pertenecen al
Sistema Universal de Unidades.
Nota:

ilamasanoeslomismoqueel peso!l
: Cuando pedimos en la tienda
: un kilo de patatas, :
estrictamente, desde el punto de :
vista matematico, estamos

. diciendo mil patatas, puesto que

Una bola de acero peso mucho en la Tierra, pero no pesa nada
en el espacio, y aun asi, si te la tiran con fuerza te sigue dando un
buen golpe. La fuerza de ese golpe te dice que tiene mucha masa
(gramos). La masa se conserva en el espacio porque es una
verdadera magnitud, pero el peso es una fuerza debida a la

gravedad de la Tierra. Solo en la Tierra la masa y el peso de una
persona coinciden como cantidad, por eso es normal decir que
alguien "pesa tantos kg" aunque no sea del todo correcto, se
deberia decir que "tiene una masa de 70 kg vy, en la Tierra, pesa
70 kgf (kilo gramos fuerza)".

En los ejemplos siguientes usaremos kg como peso por seguir
con la forma coloquial de hablar, pero deberiamos usar kgf o
decir que "tiene una masa de 70 kg".

Ejemplos:

el prefijo kilo significa mil.

: No significa que esté mal decirlo, :
: debemos
: contextos y situaciones.

distinguir  distintos

. En la tienda podemos comprar :
: un kilo de patatas, mientras que
en clase de matematicas diremos :
: un kilogramo de patatas. :

4+ Una persona adulta puede pesar 70 kg (bueno, deberiamos decir "tiene una masa de 70 kg"

como ya comentamos antes).
En un bocadillo se suelen poner unos 40 g de embutido.

¥

varias toneladas por hectarea.
El peso de un coche vacio es de unos 1.200 kg.

¥

Actividad resuelta

4+ ¢Pesa mas un kilogramo de hierro que uno de paja?

Matematicas 12 de ESO. Capitulo 7: Sistemas de Medida
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Para plantar trigo, se utilizan entre 60 kg y 250 kg de semilla por hectarea y se cosechan

El peso maximo autorizado de un vehiculo con dos ejes es de 18 t.
Un elefante africano puede pesar hasta 7,5 t. Una ballena azul, 120 t.
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La masa es igual, pero ambas estan en la Tierra rodeadas de aire, e igual que ocurre si estan rodeadas
de agua, el hierro ird hacia abajo con mas fuerza que la paja que "flota mas" tanto en el agua como en
el aire. Piénsalo asi: ¢ Que pesa mds, un trozo de hierro de 100 kg o un globo aerostatico de 100 kg que
estd flotando? Si el globo vuela, ¢es que no pesa?

Volvemos a la misma idea de antes. No debemos confundir el peso (que es una fuerza) con la masa.
Cambio de unidades

Para realizar cambios de unidades de masa debemos multiplicar o dividir por diez tantas veces como
sea necesario.

-1 -1 -1 -1 -1 -1

—> — > — > -— > —> —>
kg :10 hg 110 dag 110 110 dg :10 cg :10 mg

Esto lo hacemos desplazando la coma hacia la derecha (para multiplicar) o a la izquierda (para dividir)
tantas veces como queramos multiplicar o dividir por diez.

Un litro de agua tiene de masa, casi de forma exacta 1 kg. Esta aproximacion se puede realizar, de forma
menos precisa, para otros liquidos.

Actividades resueltas

4+ Expresa en gramos:
a) 0,45kg=45¢g b) 712mg= 0,712¢g c) 9,32hg=932¢g
d) 8,57cg=0,0857¢g e)0,031kg=31g f)56 kg3 hg7g=56307g
g)7dag2g3dg5mg=72,305¢g
#+ Expresa en kilogramos:
h) 8,2t =28200 kg i) 340g=0,34kg j) 2,4q=240kg
k) 92 mag =920 kg ) 678 hg =67,8 kg m) 8900 dag = 89 kg
#+ Supongamos que hemos comprado 1 kg de alubias, 2,5 kg de fruta, 2 L de leche y dos botellas de
1,5L de agua. Si queremos calcular el peso de la compra de forma aproximada, podemos
cambiar los litros por kilogramos.
1kg+25kg+2kg+2e1,5kg=8,5kg
Nuestra compra pesa aproximadamente 8,5 kg.

20. Expresa las siguientes cantidades en hectogramos:

a) 17¢g b) 59 dag c) 73,5 kg d) 350¢g
21. Expresa en gramos las siguientes masas:
a) 3,6 dag b) 59 kg c) 740,5kg 8,5dag d) 3dag15,10dg
22. Expresa en kilogramos:
a)5t5q92,5mag b) 9,35t 750 dag c) 712 g 459 hg d) 22t3 mag 8 kg
23. Estima la masa de:
a) tu cuaderno b) tu boligrafo c) tu cartera d) tu mesa
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2. MEDIDA DE ANGULOS

Para medir angulos utilizamos el llamado sistema sexagesimal. La unidad de medida es el grado
sexagesimal. Se representa con el simbolo ° y se define como 1/360 de un angulo completo.

1° =1/360 parte de un angulo completo
El grado sexagesimal tiene dos divisores:
Minuto 1 minuto=1"=1/60 parte de un grado
Segundo 1segundo=1""=1/60 parte de un minuto

Las unidades de este sistema aumentan y disminuyen de 60 en 60, por eso el sistema se llama
sexagesimal. e e e e e e e - -

Si un d4ngulo viene expresado en dos o tres de estas Recuerda estas relaciones:

unidades, se dice que esta expresado en forma compleja. En
la forma incompleja de la medida de un angulo aparece una
sola unidad.

1 angulo completo =360 °
1 angulo llano = 180°

1 dngulo recto = 90°
El paso de una a otra forma se realiza mediante

multiplicaciones o divisiones por 60, segun haya que 1% = 60minutos  =3600 segundos

transformar una unidad de medida de angulos en la unidad 1 minuto = 60 segundos
inmediata inferior o superior. I o e e e e e e e 4
Ejemplo:

4+ Forma compleja: A= 12°40° 327 = 13°54” C= 120°23”

4+ Formaincompleja: D =35000"" E=23° F=34
Ejemplo:

+ A=12°23"10"=12-3600"" +23-60"" + 10" = 44590
Ejemplo:

4+ Pasaremos el dngulo D del ejemplo anterior a forma compleja:

35000 60 583" 60 D =35000"=583"20"=9°43" 20"

500 583’ 43’ 9°
200 —
20

24. Pasa a forma compleja los siguientes angulos

a) 125007 b) 83 c) 2307 d) 17600

25. Pasa de forma incompleja a forma compleja

a) 12°34°40° b) 13°23°77 ¢) 49°56 32" d 1°2527"
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26. Completa la tabla:

Sistemas de Medida. 22 ESO

Expresion en segundos Expresiéon en minutos y segundos

Expresion en grados, minutos y segundos

8465”

245" 327

31°3"55"”

Suma y resta de angulos en el sistema sexagesimal.

Para sumar dngulos expresados en el sistema sexagesimal, se colocan los sumandos haciendo coincidir
grados, minutos y segundos, después se suman las cantidades correspondientes a cada unidad. Si los
segundos sobrepasan 60, se transforman en minutos y se suman a los minutos resultantes de la primera
fase de la suma. Si los minutos sobrepasan 60, los transformamos en grados y se suman a los grados

anteriormente obtenidos.

Ejemplo:
24° 43" 29”7 777 60

+45° 29" 48" 17~ 1

69° 72° 77" N2 minutos =72+ 1'=73’

73 60

13’ 1°
N2 de grados= 69° + 1° = 70°

24° 43" 29”7

+ 45° 29" 487 = 69° 720 77"

69° 73" 177 = 70° 13" 17”7

Para restar datos de medida de angulos, angulos expresados en el sistema sexagesimal, se colocan el
minuendo y el sustraendo haciendo coincidir grados, minutos y segundos, después restamos. Si en
alguna columna el minuendo es menor que el sustraendo, se pasa una unidad inmediatamente superior

a la que presente el problema para que la resta sea posible.

Ejemplo:
65° 48° 507
—45° 29" 48 65° 48 507 — 45° 29 48°= 20° 19° 2
200 190 2°
Ejemplo: 38 12° 147 -15° 15 15"
380 12 14" 370 72 147 370 717 747
150 15" 157 15 15" 15" 15 15" 15"
22° 56 59°
38° 12714 —15° 15157 =37° 72 14” —15° 15" 157 =37° 71' 74" —15° 15° 157=22° 56’ 59"~

27. Calcula:
34°45°30" +12°27 15" b)
16°45'+ 23° 13" +30°20° 30" d)
35° 54° 23”"-15° 1" 35" e)

Matematicas 12 de ESO. Capitulo 7: Sistemas de Medida
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65°
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30°17+12°137 127 +2° 1°
48" 56" -12°
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33" 25"

1°-15° 50" 50"
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3. MEDIDA DEL TIEMPO

¢Qué es un dia? Es el tiempo que tarda la Tierra en dar una vuelta alrededor de su eje.

¢Y un ano? Es el tiempo que tarda la Tierra en dar una vuelta alrededor del Sol.

Para conocer su duracion hay que estudiar el movimiento del Sol. El primer pueblo que se ocupd de
estudios astrondmicos, y fueros muy buenos astrénomos, es el de los babilonios y asirios.

Ellos usaban un sistema de numeracién que no era decimal, sino sexagesimal. De ellos alin nos quedan
las siguientes medidas del tiempo:

Un dia tiene 24 horas.
Una hora tiene 60 minutos.
Un minuto tiene 60 segundos.

La unidad utilizada para medir la magnitud “tiempo” es el segundo, que se representa por la letra s, en
minuscula y sin punto... Es una unidad del Sistema Internacional de Unidades (SI) pero no es decimal, es
sexagesimal.

Pasar segundos a horas y minutos, o viceversa se hace de forma muy similar a como se pasan en las
medidas de angulos de segundos a grados y minutos que, para no repetir aprenderds en el capitulo 8 de
“Figuras Planas” en el apartado 1.4.

Otras medidas del tiempo que conoces son:

La semana que tiene 7 dias.

El mes, que tiene 30 dias, o 31 dias o 28 dias el mes de febrero, salvo los ainos bisiestos que tiene 29.
Un afo que tiene 12 meses.

Un afo tiene 365 dias excepto los afios bisiestos que tienen 366 dias.

La cronologia permite datar los acontecimientos representandolos en una linea de tiempo.

Para medir el tiempo, en un principio, se empezé midiendo los movimientos de los astros, el
movimiento aparente del Sol y de la Luna. Luego se utilizaron relojes como el reloj de sol, de arena o la
clepsidra o reloj de agua. Ahora existen relojes y crondmetros muy perfeccionados.

Nuestro afio comienza el 1 de enero, pero otros paises utilizan otros calendarios, como el chino, el
judio, o el musulman. Al escribir esto estabamos en el afio 2013, pero otros pueblos estan en otros afios
muy diferentes. Inférmate sobre ese particular.

28. i Cuantos segundos tiene una hora?
29. ¢ Cudntas horas tiene una semana? ¢ Cuantos minutos?

30. ¢ Cuantas semanas tiene un afio no bisiesto?
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4. UNIDADES MONETARIAS

Las unidades monetarias diferentes a la que nosotros utilizamos se denominan divisas. Entre distintas
monedas se establecen tipos de cambio que varian constantemente.

En la Union Europea la unidad monetaria es el euro, se representa por €.

Para realizar los cambios, utilizaremos factores de conversién, redondeando el resultado si hiciera falta.

Actividades resueltas

4+ Con la siguiente equivalencia de divisas:

Dirhams
Euros (€) Libras (£) Dolares Soles (S/) Bolivianos (Bs) Yenes (¥) Yuanes (¥
(€) (£) ($) Soles (S/) (Bs) (¥) (4 yMAD)
1 0,86 1,3 3,6 9 131 8 11,1

4 Cambia 600 € a Libras y a Soles
0,86 £

1 € es equivalente a 0,86 £. Multiplicando por 1€ se eliminan los € y queda arriba £

0,86£ _600-0,86 €-£

600 € - 1€ 1 e =516£
600 € .- 3,65/:600 -3,6 _€-S/ —2160S/
Equivalentemente para soles: 1€ 1

4 b) Cambia 715 Sy 16.000 ¥ (yuanes) a euros.
En este caso debo dividir entre Sy ¥ respectivamente y el € debe quedar en el numerador

1€ 7151 $-€ 1€ 16.000-1 ¥-€
= AN 16.000 ¥ - ——=— = T =
T3s- 13 g ~5085€ 6.000 ¥ 25 5 v

31. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia 1.200 € a libras, bolivianos, yenes y Dirhams:

715%-

=2.000€

32. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia a euros las siguientes cantidades:
a) 390 $ b) 4051,502 c) 104.800 ¥ (yenes) d) 5.103Bs
33. Jessica se quiere comprar una tablet. En Espafia cuesta 350 €, en Estados Unidos 4005y 60 S de
transporte, en China 2.700 ¥ y 200 ¥ de transporte. ¢ Dénde es mas barato comprar la tablet?

34. Ramiro se comunica regularmente con amigos por internet: John, de Escocia; Irina, de Bolivia y Taiko
de Japoén. Quiere comprar una bici que cuesta 200 €. Les quiere decir a cada uno de sus amigos el
precio en su moneda nacional. Realiza los calculos.
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CURIOSIDADES. REVISTA

/ Curiosidad respecto del metro: \

éSabes que existe una longitud minima en la
naturaleza y que nada puede medir menos que
ella?

Se llama Ila longitud de Planck y es muy
pequeia, del orden de 1,6 - 10*-35 m, es decir,
i0 coma y luego 35 ceros y después un 16

Qetros! /

La primera definicion de kilogramo se decidid
durante la  Revolucion  Francesa vy
especificaba que era la masa de un dm3 (un
litro) de agua destilada al nivel del mary 3,98
grados centigrados.

Hoy se define como la masa que tiene el
prototipo internacional, compuesto de una
aleacion de platino e iridio que se guarda en
la Oficina Internacional de Pesas y Medidas.

“kilosegundo”.

Otra cosa respecto del tiempo y los segundos:

Por razones histdricas, para tiempos de 1 s o mds, se usan
minutos y horas, pero para menos de 1 s, como
histéricamente nunca se han podido medir, no existian
unidades y se usé el sistema decimal, por eso se habla de
decimas o milésimas de segundo, pero nunca de un

K Tirando millas

coincide con la milla terrestre.

N

La milla nautica (1.852 metros) es distinta de la
milla terrestre (1 609 metros), porque la velocidad
en los barcos se mide en "nudos". Para medir la
velocidad se tiraba una cuerda especial con muchos
nudos por detrds del barco, y se miraba cuantos se
guedaban flotando: el nimero de nudos que flotan
indica la velocidad. Una milla ndutica se definio
como la distancia que navega un barco a una
velocidad de un nudo durante una hora, por eso no
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RESUMEN

|Magnitud Una magnitud se puede medir en distintas unidades de medida.
La distancia (magnitud) se puede medir en metros, centimetros, kildmetros,... (distintas unidades de medida)
Longitud: 10 10 10 10 10 10
. km hm dam m <4—— dm cm mm
metro :10 :10 :10 :10 :10 :10
0,32 km=32m=3.200 cm 3.400 mm =34 dm = 0,34 dam
pelpi e -100 109 -10Q -10Q -100 -100
metro km <4—— hm? <4— dam? <€4+— m? dm? 4—— m? <€E—— mm?
:100 :100 :100 1100 :100 :100
cuadrado
0,0014 km?=0,14 hm?= 14 dam? 23.000 mm?=230cm?=2,3dm?= 230 dm?
|U. agrarias lha=1hm? 1a=1dam? lca=1m?
5 km? = 500 hm? = 500 ha 13.000 m? = 13.000 ca=1,3 ha
Volumen:
-1000 -1000 -1000 -100 1090
metro km?3 I m — m — m 4—' dm?® <+—— cm3 mm?3
o :1000 :1000 :1000 :1000 :1000
cubico
3,2hm3®=320dam3=32.00 m3 2.800 mm3 =28 cm3®=0,28 dm?
10 10 10 10 10 10
[El litro Kk <*—2 ht — dhl = L &< — «—
:10 :10 :10 :10 :10 :10
3,7kL=37hL=370daL=3.700 L 85mL=8,5cL=0,85dL=0,085L
[Litros y m3. 1kL=1m3 1L=1dm?3 1mL=1cm3

4,5cL=45mL=45cm3

3hL=0,3kL=0,3m?3 3hL=300L=300dm?3

Masa: -10 -10 -10 -10 -10 -10

. kg <4+—— hg <4+—— dag 4+“— g <4+— dg <+— g <4“— mg
k||ogramo 110 110 110 110 :10 :10

2300kg=2,3t 0,23 dag=2,3g=2.300mg 5,3 hg =53.000 cg

Medida de |Un grado = 1° = 1 / 360 parte de un dngulo completo. Minuto: 1 minuto = 1" = 1/60 parte de
angulos un grado. Segundo: 1 segundo = 1"" = 1/60 parte de un minuto

Unidades Un dia es el tiempo que tarda la Tierra en dar una vuelta alrededor de su eje.

de tiempo Un aio es el tiempo que tarda la Tierra en dar una vuelta alrededor del Sol.

P Un dia tiene 24 horas. Una hora tiene 60 minutos. Un minuto tiene 60 segundos
Unidades ,
. 1€=0,86 £ =9Bs =... (varia constantemente)
monetarias
200€=200¢. 280E 200086 €£_.5. ) gops=1.800Bs.205-18001 BS€_, g5

1€ 1 9Bs 9 Bs
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Unidades de longitud

1. Descompdn en sus distintas unidades:
a) 3945,67 cm b) 415,95 mm c) 5148 m d) 67,914 km e) 0,82 dam
2. Completa con el numero o unidad correspondiente:

a)50m= hm = 5000 b) 300 hm =30 = m

c) dm = m = 2300 mm d) 40 km = 4000 = dm

Ordena de menor a mayor: 2,7 m; 30 cm; 0,005 km; 2600 mm; 0,024 hm; 26 dm.

4. Calcula la longitud que falta o sobra para tenera 1 m:
a)27cm b)300 mm+25cm ¢)0,00034km+0,22dam d)0,3m+27cm+ 120 mm

5. Unos amigos estdn planeando hacer el Camino de Santiago andando desde Fromista (Palencia). La
distancia a recorrer es de unos 400 km. Ellos calculan que a un paso comodo pueden andar 5 km en
cada hora. Si piensan andar 6 horas al dia, ¢cudntos dias tardaran en hacer el camino?

6. Rebecay su companera de clase han comprobado que el grosor de un paquete de 500 folios mide 6
cm. ¢Cual es el grosor de un folio? ¢ Cudntos folios hay en una caja de 21 cm de alto?

7. Un parque rectangular mide 100 m de largo y 75 m de ancho. Juan quiere correr 5 km. ¢Cudntas
vueltas al parque debe de dar?

8. Expresaen U.A.

a) 38.000 km b) 8.000m  c¢)un milléon de micras d) dos millones de metros
Unidades de superficie

9. Completa las siguientes igualdades
a) 3,5 dam? = m?2 = dm? b) 0,08 km? = m? = cm?
c)32cm?= dm? = dam? d) 6075 m? = dm? = hm?

10. Expresa las siguientes superficies en las unidades que se indican en cada caso:
a) 3m?22cm?5 mm? en decimetros cuadrados b) 6 dam? 2 dm en metros cuadrados
¢) 9,3 hm? 5 m? 6 cm? en decdmetros cuadrados d) 7dm? 5 dam? en milimetros cuadrados

11. Dibuja en tu cuaderno el contorno de tu mano.

a) Recorta después un cuadrado de 1 cm de lado y estima, en centimetros cuadrados, la superficie
de tu mano.

b) Si utilizas un papel normal de 60 g/m?, y dibujas tu mano como en el ejercicio anterior y lo
recortas, al pesar el papel con un peso muy preciso, obtienes de nuevo la superficie de la mano.
(iAntes de los ordenadores se calculaban asi, con papel y tijeras, algunas superficies!). ¢ Cuanto
mide en cm??

12. La superficie de China es de 9560000 km?. ¢ Cuéntas ha tiene?
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Expresa en hectdreas:

a) 3,2 km? b) 1.000 ca  c¢) 600.000 dam? d) 824 m? e)67a f) 200 mm?>.
Expresa las siguientes superficies en areas:

a) 800 ha b) 261 ca c)3ha3a3ca d) 37 m?.

El padre de Juan quiere comprar un terreno de 7,3 ha a 3,2 € cada m?. ¢Cuénto le va a costar?

Unidades de volumen y de capacidad

Piensa en un cubo de lado una unidad. Piensa ahora en un cubo del doble de lado. é Cudntos cubitos
de los primeros son necesarios para obtener ese cubo?

Expresa en metros cubicos: 28,7 hm3 5 m3 2.800 dam3 45 dm?3.

Expresa en litros:

a)8,1hL b) 451 mL c)2,3kL d) 0,528 kL  e)6,25cL f) 7,2 mL
Completa las siguientes igualdades:
a)2m3=__ L b)33cL=__ dm? c) 500 mm3= mL
d)230mL=_____dm? €)0,02hm3=___ L f) 0,016 hL = m3
g)0,35dm3=__ mL h)230cL=___ cm3 i)0,25hm3=__ kL

En una urbanizacidn se recoge cada semana 27 m3 de residuos sélidos. Si viven 42 familias, écudntos
litros estimas que produce cada familia al dia?

Unidades de masa
¢Qué tiene mas masa, un kg de papel o un kg de plomo?
Expresa en gramos las siguientes masas:
a) 2,7 dag b) 51,3 kg c) 35,7 kg 8,6 dag d)3dag5g 26,29 dg

Copia en tu cuaderno y completa:

a)lg=..dg=..cg=..mg=..dag b)lkg=..hg=..dag=..g=..cg=..mg
c)ltm=..kg=..g=..hg=..dag digm=..kg=..g=..tm=..hg=..cg
Copia en tu cuaderno la tabla siguiente y complétala:
kg hg dag |g dg cg mg

0,943 hg

75282,9 dg

64,92 kg

4375 dag

369266 cg

La densidad se define como el cociente entre la masa y el volumen. El oro tiene una densidad de
19,3 y la plata de 10,5. Dos pulseras de igual masa, una de palta y otra de oro, ¢Cual tendrd mayor
volumen?

lustraciones: Banco de Imagenes de INTEF mas
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Medida de angulos
26. Un angulo mide la quinta parte de un recto. Expresa esta medida en grados, minutos y segundos.
27. Calcula:
a) 36°57° 377 +45°18° 54" b) 46°37°357+82°32" 41" +43°5”
c) 26°34'+84°21" +81°39 49" d) 56°54° 56" —23°59" 96"
e) 78°5°34"7 —26°5" 47" f)44°43°2 " -26°47 31"
28. La suma de dos angulos es 236° 57' 46". Si uno de ellos mide 68° 57' 58", icuanto mide el otro?
Unidades de tiempo

29. Joaquin va cada dia a la escuela y tarda 15 minutos en el trayecto. Si el curso tiene 50 semanas y va
de lunes a viernes, écuanto tiempo gasta en un afio en ese trayecto? Estima el tiempo que tu utilizas.

30. Si duermes 8 horas al dia, écuantas horas has dormido en una semana? ¢Y en un afio? Esas horas,
écuantos dias son?

31. Enrique va cada dia a la escuela y tarda 20 minutos en el trayecto. Si el curso tiene 30 semanas y va
de lunes a viernes, écuantos segundos gasta en un afio en ese trayecto? Estima el tiempo que tu
utilizas en horas.

32. Si duermes 8 horas al dia, ¢{cudantos minutos has dormido en una semana?, ¢y cuantos segundos?
¢Cudntos minutos en un afio? ¢Y segundos?

33. Siete guardas de seguridad deben repartirse por igual un servicio de vigilancia de 24 horas. Expresa
en horas y minutos el tiempo que debe permanecer vigilando cada uno de ellos

Unidades monetarias
34. Con la siguiente tabla de equivalencias, cambia dos mil euros a délares, libras, yuanes y soles.

Euros (€) Libras (£) Ddlares (S) Soles (S/) Bolivianos (Bs) Yenes (¥) Yuanes (¥) Dirhams (MAD)

1 0,86 1,3 3,6 9 131 8 11,1

35. Sara tiene amigos por todas partes. Ha comprado un ordenador que cuesta 400 €. Les quiere decir a
sus amigos el precio en su moneda nacional. A) ¢Qué diria al de Japdén? B) ¢Y al de Marruecos? C) ¢Y
al del Reino Unido? Realiza los calculos.

36. Con las equivalencias del cuadro adjunto, cambia a euros las siguientes cantidades:

Euros (€) Libras () Dolares (S) Soles (S/) Bolivianos (Bs) Yenes (¥) Yuanes (¥) Dirhams (a2_2)

1 0,86 1,3 3,6 9 131 8 11,1

a) 4025 Doélares b) 5162 Libras c) 215,925 ¥ (yenes) d) 6.214 Bs

37. Pedro se quiere comprar un movil que en Espafia cuesta 500 €, en Estados Unidos 500 S y 50 $ por
el transporte, en China 3900 ¥ y 150 ¥ de transporte. ¢ Dénde es mas barato comprar ese movil?
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AUTOEVALUACION
1. Un cubo de 3 cm de lado, é¢qué volumen tiene?
a)9cm3 b) 0,27 dm3 c) 0,003 m3 d) 27 cm?.
2. De las siguientes medidas, écudl es la mayor?
a) 5,78 daL b) 578 L c) 5,78 kL d) 0,578 hL.
3. Elresultado de sumar 0,07 kg + 0,62 dag + 9,3 hg es:
a) 1000 g b)1kg62g c)10hg62g d) 1006,2 g.

4. La medida mas adecuada para expresar el volumen del contenido de una taza es:
a)2L b) 2 cL c) 200 cm3 d) 2000 mL

5. Gladys ha vuelto de un viaje de Estados Unidos con 650 $ en metalico. Los cambia a euros y éstos los
cambiard a soles en un nuevo viaje a Peru. ¢ Cuantos soles tendra?

a) 3042 S/ b) 1800 S/ c) 2355/ d) 140 S/
6. Unajarra de 2 litros de agua pesa vacia 200 g. Si se llena las 3/4 partes de la jarra, ¢ cuanto pesa?
a) 1500 g b) 1,7 kg c) 16 hg d) 10,7 kg
7. Elnumero de segundos de una semana es:
a) 25200 s b) 604800 s c) 602520 s d) 10080 s
8. Elnumero de segundos de un dia es:
a) 1440s b) 85931 s c) 86400 s d) 10080 s
9. Transforma a segundos: 2 grados, 45 minutos y 3 segundos.
a) 9903 s b) 2070's ) 99030s d) 10303 s
10. Juan ha cambiado mil euros a ddlares, estando el cambio a 1,31 ddlar el euro, écuantos ddlares le
han dado?
a)131$ b) 1310 S c) 763 S d) 1257 $
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Resumen

En los mosaicos de la Alhambra como el de la fotografia puedes
observar distintas figuras geométricas como rectas paralelas y
rectas secantes, estrellas de 5 y de 10 puntas, poligonos...

En este capitulo vas a revisar tus conocimientos de geometria y a
aprender muchas cosas nuevas sobre las figuras geométricas
planas lo que te va a permitir ver con unos ojos nuevos el mundo
gue te rodea observando rectas paralelas en los edificios, dngulos
interiores o exteriores, o como en el mosaico anterior, los motivos
geométricos que lo forman. Estas formas geométricas pueden

permitirte disefiar interesantes decoraciones.
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1. ELEMENTOS DEL PLANO
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1.1. Puntos, rectas, semirrectas, segmentos.

El elemento mas sencillo del plano es el punto. El signo de puntuacidn que tiene este mismo nombre

I

Imagina que cada uno de los limites de la hoja de
tu cuaderno, de la pizarra o de cada una de las
paredes de la habitacién en la que estds, se
prolonga indefinidamente sin cambiar su
inclinacion o posicién. Los objetos resultantes
serian ejemplos de planos.

Para representarlos y estudiar bien sus
elementos, nos quedaremos solo con una parte de
cada uno. Por ejemplo, en los casos anteriormente
citados, con la misma hoja, la pizarra o la pared tal
como las vemos.

Ejemplo:

sirve para dibujarlo o también un pequefio circulo si
gueremos destacarlo. Es muy util nombrarlo y para
ello se utilizan letras mayusculas A, B, C,...

Al igual que el punto, la recta es un objeto
elemental del plano. Constituye una sucesion infinita
de puntos alineados en una misma direccion. Las
rectas se nombran con letras minusculas r; s, t,...

Una semirrecta es cada una de las partes en las que

gueda dividida una recta por un punto que
pertenece a ella. El punto se denomina origen. Las
semirrectas se nombran con letras minusculas o
referenciando su origen: semirrecta de origen O,
semirrecta p, ...

Un segmento es la porcién de recta comprendida
entre dos puntos de la misma. Los puntos se llaman
extremos. Los segmentos se nombran mediante sus
extremos, por ejemplo: segmento AB o segmento de
extremos A, B.

Recta r

oy Recta s

Semirrecta de origen E

Segmento CM

Segmento FG
F Y Ty G

Semirrecta de origen D
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Actividades propuestas

Copia en tu cuaderno el siguiente dibujo y realiza las siguientes actividades.

1. Dibuja tres segmentos que tengan sus
extremos fuera de las rectas ry s.

2. ¢El punto B pertenece a la recta s? ¢éY a
larectar?

3. Dibuja un segmento que tenga como
extremos A y un punto que esté en las
rectas rys

4. Dibuja una semirrecta de origen Cy que
pase por B.

5. ¢Es posible dibujar una recta que pase alavez por M, Fy G? éY por N, Ay E?

1.2. Rectas paralelas y secantes

Pensemos ahora en las diferentes posiciones que pueden ocupar dos rectas en un plano:

Rectas paralelas: No tienen ningln punto comun

Rectas secantes: Tienen un Unico punto comun \

\

Rectas coincidentes: Todos sus puntos son comunes

Por un punto P exterior a una recta r solo puede trazarse una recta paralela a ella e infinitas secantes.

Ejemplo:
%+ A nuestro alrededor encontramos objetos cotidianos en los que se aprecian paralelas y
secantes
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Actividades propuestas

6. Dibuja cuatro rectas de modo que haya dos paralelas, dos perpendiculares y dos secantes no
perpendiculares.

7. Observa el siguiente dibujo e indica qué rectas son paralelas a ry qué rectas son secantes ar.

Rectq 3 & Recta 5 -
/ ttar

Recta 9

)

=

1.3. Angulos. Tipos de angulos

Se llama dngulo a la regidn del plano limitada por dos semirrectas con un origen comun. Las
semirrectas que lo limitan se llaman lados y el origen

— AW
vértice.
, . Vértice
Para nombrar un angulo podemos utilizar una sola letra o o - Lados
bien tres, que serdn nombres de tres puntos: el primero y o

el ultimo puntos sobre los lados del dngulo y el central el |
vértice. En ambos casos se coloca encima el simbolo 2.

En el angulo del dibujo: 0= AOB

Asociados a semirrectas especiales definiremos tres
angulos que nos serviran tanto como referencia para clasificar los demas, como para definir una de las
medidas angulares mas utilizadas. Nos referimos a dngulos completos, llanos y rectos.

Angulo completo: Es el definido Angulo llano: Es la mitad de un ~ Angulo recto: Es la mitad de
por dos semirrectas iguales. angulo completo. un angulo llano.
S\ 000000
!
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Un dngulo, segln su amplitud, puede ser

Concavo: Convexo:
Si es mayor que un dngulo llano Si es menor que un dngulo llano
v
Agudo Recto Obtuso
Si es menor que un angulo Si es mayor que un éngulo
recto recto
. 4 \

Se llaman dngulos consecutivos a dos angulos que tienen el mismo vértice y un lado comun. Un caso
particular son los angulos adyacentes que son angulos consecutivos cuyos lados no comunes forman
un angulo llano.

Se llaman angulos opuestos por el vértice a los angulos que tienen el mismo vértice y tales que los
lados de uno son semirrectas opuestas a los lados del otro. Los dngulos opuestos por el vértice son

iguales.
Ejemplo:
Consecutivos Adyacentes Opuestos por el vértice
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Actividades propuestas

8. Nombra cada uno de estos angulos segun su abertura:

C) e)

2/ b) d)

9. Indica todas las parejas de angulos adyacentes, consecutivos y opuestos por el vértice que se
encuentran en el siguiente dibujo:

1.4. Medida de angulos

Para medir angulos utilizamos el llamado sistema sexagesimal. La unidad de medida es el grado
sexagesimal. Se representa con el simbolo °y se define como 1/360 de un dngulo completo.

1° =1/360 parte de un angulo completo
El grado sexagesimal tiene dos divisores:
Minuto 1 minuto=1"=1/60 parte de un grado
Segundo 1segundo=1""=1/60 parte de un minuto

Las unidades de este sistema aumentan y disminuyen de 60 en 60, por eso el sistema se llama
sexagesimal.

Si un angulo viene expresado en dos o tres de estas

. . . . Recuerda estas relaciones:
unidades, se dice que estd expresado en forma compleja. En

la forma incompleja de la medida de un dngulo aparece una 1 angulo completo =360 °
sola unidad. 1 angulo llano = 180°
El paso de una a otra forma se realiza mediante 1 4ngulo recto = 90°

multiplicaciones o divisiones por 60, segln haya que
transformar una unidad de medida de angulos en la unidad
inmediata inferior o superior. 1 minuto = 60 segundos

1° = 60 minutos = 3600 segundos
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Ejemplo:
+ Formacompleja: A= 12°40° 32~ B= 13"54" C= 120°23”
+ Formaincompleja: D=35000"" E=23° F=34"
Ejemplo:
+ Pasaremos el angulo D del ejemplo anterior a forma compleja:

35000 | 60 583" 60 D =35000"=583"20"=9°43" 20"

500 583’ 43’ 9°
/
200
207
/
Ejemplo:

+ A=12°23"10"=12.3600"+23.60""+ 10" = 44590 ~

10. Pasa a forma compleja los siguientes angulos

a) 12500” b) 83’ c) 230" d) 17600

11. Pasa de forma compleja a forma incompleja
a) 12°34° 40~ b) 13°23°7” c) 49°56°32" d) 1°25°27"

12. Completa la tabla:

EXPRESION EN SEGUNDOS EXPRESION EN MINUTOS Y SEGUNDOS EXPRESION EN GRADOS, MINUTOS Y SEGUNDOS

8465”

2457 32”7

31°3'55”

1.5. Suma y resta de angulos en el sistema sexagesimal

Para sumar angulos expresados en el sistema sexagesimal, se colocan los sumandos haciendo coincidir
grados, minutos y segundos, después se suman las cantidades correspondientes a cada unidad. Si los
segundos sobrepasan 60, se transforman en minutos y se suman a los minutos resultantes de la
primera fase de la suma. Si los minutos sobrepasan 60, los transformamos en grados y se suman a los
grados anteriormente obtenidos.

Ejemplo 7:
24° 43" 29~ 777 60 73 60
45° 29" 48" 17~ 1 13’ 19
69° 72" 77" N2 minutos =72+ 1'= 73’ N2 de grados= 69° + 1° = 70°

24° 43" 297 + 45° 29" 487 = 69° 72" 777 = 69° 73" 177 = 70° 13" 177
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Para restar datos de medida de angulos, dngulos expresados en el sistema sexagesimal, se colocan el
minuendo y el sustraendo haciendo coincidir grados, minutos y segundos, después restamos. Si en
alguna columna el minuendo es menor que el sustraendo, se pasa una unidad inmediatamente superior
a la que presente el problema para que la resta sea posible.

Ejemplo:

65° 48" 507

45° 297 48" 65° 48" 507 - 45° 29° 48= 20° 19" 2~
20° 19" 2~
Ejemplo:
37° 60’ 71" 60~
3/8/ 12° 14~ }76 72° 14" 37° 71" 74"
150 15" 15~ 15° 15" 15" 15° 15" 15"
22° 56" 59”

38° 12" 14°7-15° 15" 157=37° 72" 14”-15° 15" 157=37° 71" 74"°-15° 15" 15"'=

= 22° 56" 59
13. Calcula:
a)34°45°30°" +12°27 15" b)16°30°17+12°13°12"" +2° 1’
c)16°45'+ 23° 13" +30°20° 30" d)65° 48" 56" -12° 33" 25"
e)35° 54" 23" -15° 1" 35" f)43° 32" 1" -15° 50" 50"

1.6. Angulos complementarios y suplementarios
Se llaman angulos complementarios a dos angulos cuya suma es un angulo recto (90°)

Se llaman angulos suplementarios a dos angulos cuya suma es un angulo llano (180°)

Ejemplo:

+ En lafigura aparecen dos ejemplos graficos:

Ay B son angulos complementarios. Cy D son B
suplementarios. .
A

Ejemplo:

* Elangulo A=12° esel complementario de

B=78"°y el suplementario de C = 168°
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14. . Copia en tu cuaderno y dibuja el complementario del dngulo A y el suplementario del éngulo B.
15. Calcula los angulos complementario y suplementario de:

a)35° 54" 23" b) 65° 48" 56"

c)43°32" 1”7 d) 30°20" 30"

16. Indica si las siguientes parejas de angulos son complementarios,
suplementarios o ninguna de las dos cosas:

a)15° 34" 207 y 164° 25 407 b)65°48 567 y24° 12" 47 ¢)43°32° 17y 30°26°59”

1.7. Angulos en la circunferencia

En una circunferencia tienen especial importancia los dangulos centrales (tienen su vértice en el centro
de la circunferencia) y los dngulos inscritos (tienen su vértice en un punto de la circunferencia).

Angulo central Angulo inscrito 5o

N|)>>

Se verifica ademads que un dngulo inscrito mide la mitad que un dngulo central que abarca el mismo arco
de circunferencia.

Demostracion:

Trazamos un angulo inscrito en la circunferencia CAB que tenga un
lado que pase por el centro O de la circunferencia. Trazamos su
central COB. El triangulo OAC es isdsceles pues dos de sus lados
son radios de la circunferencia. Trazamos por O una recta paralela
a AC. El dngulo CAO es igual al angulo DOB pues tienen sus lados
paralelos. El angulo ACO es igual al angulo COD por alternos
internos entre paralelas, y es igual al angulo CAO por ser el
triangulo isésceles. Por tanto el central mide el doble que el
angulo inscrito.
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17. Un 4ngulo inscrito en la circunferencia que abarca un didmetro es un
angulo recto. ¢ Por qué? Razona la respuesta.

18. éEn qué posiciones tiene un futbolista el mismo dngulo de tiro que
desde el punto de penalti?

1.8. Rectas perpendiculares. Mediatriz de un segmento

Dos rectas son perpendiculares si forman un angulo recto. . Es un caso
especial de rectas secantes.

Para construir una recta perpendicular a una recta dada r, se adapta un B
cartabon a r y sobre él se apoya uno de los lados que forma el angulo
recto (cateto) de la escuadra. El otro cateto de la escuadra nos sirve para I ;

realizar la construccidn deseada. También pueden cambiarse las funciones
de escuadra y cartabén.

La mediatriz de un segmento AB es la recta perpendicular a AB

. Medfatriz
trazada desde el punto medio

Todos los puntos de la mediatriz de un segmento equidistan, es
decir, estdn a la misma distancia, de los extremos.

Con un compas y una regla podemos trazar facilmente la
mediatriz de un segmento dado. Debemos seguir los pasos

Se dibuja el segmento AB. A i .’: 8

Con centro en Ay con radio R mayor que la mitad del
segmento, se traza un arco que corte al segmento AB.

Con el mismo radio se traza un arco de centro B.

Se unen los puntos comunes de los dos arcos. Esta recta es
la mediatriz.

19. ¢Es posible dibujar tres rectas, secantes dos a dos de modo que haya exactamente: a) Una pareja
de rectas perpendiculares? b) ¢Dos parejas de rectas perpendiculares? c) élas tres parejas de
rectas sean perpendiculares?

20. Dibuja la mediatriz de un segmento de 6 cm de longitud.

21. Dibuja un segmento de longitud 8 cm, su mediatriz y una recta perpendicular al segmento de
partida que esté a una distancia de 5 cm de la mediatriz. ¢Qué posicidon ocupa esta recta con
respecto al segmento de partida?

Matematicas 12 ESO. Capitulo 8: Figuras planas Autora: Milagros Latasa Asso

www.apuntesmareaverde.org.es Revisoras: Fernanda Ramos y Nieves Zuasti

Textos Marea Verde



136 | Figuras planas 22 de ESO

1.9. Bisectriz de un angulo

La bisectriz de un angulo es la recta que pasa por el vértice del angulo y lo divide en dos partes iguales.

Los puntos de la bisectriz son equidistantes a los 2 lados del /
angulo. Puedes observar que en la figura del ejemplo
adjunto que CP=DP.

Para trazar la bisectriz de un angulo de vértice O, se traza
un arco haciendo centro en O que determina dos puntos, A
y B. A continuacion, con centros en A y B respectivamente y
con radio fijo mayor que la mitad de la distancia AB,
trazamos dos arcos. Estos se cortan en un punto, que unido
con el vértice O nos da la bisectriz.

Dos rectas secantes determinan cuatro angulos y sus
bisectrices se cortan conformando angulos rectos entre

ellas.

Ejemplo:
+ En la figura inferior observamos que las bisectrices de los dngulos que forman ry s son
perpendiculares.

|

Actividades propuestas Sisecre s
obtusos

22. Utilizando un transportador de dngulos, una regla y
un compas, dibuja los angulos que se indican y la

bisectriz de cada uno de ellos: ——
Bisectriz dngulos T

a) 45° b) 130° C) 70° d) 45° agudos |

Autora: Milagros Latasa Asso
Revisoras: Fernanda Ramos y Nieves Zuasti
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1.10. Primeros pasos con Geogebra

La ventana de Geogebra

Al ejecutar el programa Geogebra la ventana que aparece tiene muchos componentes comunes con
cualquier ventana de Windows.

El elemento mas caracteristico de este programa es la barra de herramientas en la que aparecen
iconos. Cada uno de ellos se activa al hacer clic con el ratdn sobre él y se desactiva cuando se selecciona
otro. Estos primeros iconos que aparecen se corresponden con la primera opcidn que encontramos en
el menu desplegable que se obtiene al mantener pulsado el ratén sobre cada uno de ellos.

Otra particularidad es que el area de trabajo esta dividida en dos partes la ventana geométrica, donde
se realizan las construcciones geométricas, y la ventana algebraica en la que aparecen caracteristicas
de los elementos que se construyen en la ventana geométrica como son las coordenadas de los puntos,
las longitudes de los segmentos, el area de los poligonos, las ecuaciones de rectas, circunferencias, ....

También se pueden realizar operaciones introduciendo los nimeros o el nombre de los elementos en el
Campo de Entrada que se encuentra en la parte inferior de la ventana, los resultados aparecen en la
ventana algebraica. Con las opciones de Visualiza de la barra de menus se puede ocultar o mostrar, la
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£ Enrads - = |g =l comands -

ventana algebraica, el campo de entrada asi como los ejes y la cuadricula de la ventana geométrica.

Los iconos Deshace y Rehace que se encuentran en la parte superior derecha de la ventana geométrica
y como opciones del menu Edita permiten eliminar o volver a mostrar una accion realizada.

El menu contextual, el que se obtiene al hacer clic con el botén derecho del ratén sobre el objeto de la
ventana geométrica o de la algebraica, tiene multiples posibilidades, permite entre otras funciones
borrar, ocultar, cambiar el nombre y modificar la apariencia de los objetos construidos.

Matematicas 12 ESO. Capitulo 8: Figuras planas Autora: Milagros Latasa Asso

www.apuntesmareaverde.org.es Revisoras: Fernanda Ramos y Nieves Zuasti

Textos Marea Verde



18| Figuras planas 22 de ESO

Elementos geométricos

Actividades resueltas

Antes de comenzar comprueba en la opcidn del menu Visualiza
gue estd activada la ventana algebraica y desactiva ejes y
cuadricula.

e Con la herramienta Nuevo punto dibuja un punto en la
ventana geométrica, el sistema lo denomina A y sus
coordenadas aparecen en la ventana algebraica, en la carpeta
de los objetos libres.

e Dibuja otro punto By con la herramienta Segmento entre dos puntos traza el segmento, a, que pasa
por los puntos Ay B. En la ventana algebraica aparece la longitud del segmento en la carpeta de objetos
dependientes.

s | ® Con la herramienta Desplaza, la primera de la barra de

BRSEREE RS D] herramientas, agarra el punto B y cambia su posicién, observa
= de qué forma cambian sus coordenadas y la longitud del
segmento.
* Dibuja S e ————r
punto C, que no o)k B ) ]
pertenezca al e

segmento, y con la FH e

herramienta Recta

que pasa por 2
puntos traza la recta, b, que pasa por Ay C.

e Activa la herramienta Angulo y sefiala con el ratén los
puntos B, A y C, obtienes la medida del angulo que has
sefalado. El orden para sefalar los puntos B y C debe ser el
contrario al de las agujas del reloj.

Rectas paralelas y perpendiculares

Actividades resueltas

Con la herramienta Recta paralela traza una recta, ¢, que pasa
por el punto By es paralela a la recta b que pasa por los puntos
AyC.

e Utiliza la herramienta Recta perpendicular para trazar una
recta, d, que pasa por el punto By es perpendicular a la recta b.

e Calcula la medida del angulo que forman las rectas by d.

e Con la herramienta Desplaza, mueve los puntos A, By Cy
observa que cambian de posicion pero se mantienen las
propiedades geométricas de la construccién, por ejemplo, las rectas b y ¢ permanecen paralelas entre si
y perpendiculares a la recta d.

Matematicas 12 ESO. Capitulo 8: Figuras planas Autora: Milagros Latasa Asso

www.apuntesmareaverde.org.es Revisoras: Fernanda Ramos y Nieves Zuasti




19| Figuras planas 22 de ESO

Angulos
Actividades resueltas

Abre una nueva ventana de Geogebra, en el menu Visualiza desactiva
Ejes y Cuadricula

e Determina tres puntos A, B y C, no alineados, la recta, a, que pasa
por Ay By larecta, b, que pasa por los puntos Ay C.

e Traza la recta paralela, ¢, que pasa por By es paralela a la recta a.

e Calcula la medida del dngulo, a, que determinan los puntos B, Ay C, sefialando los puntos By C en
orden contrario al sentido de las agujas del relo;j.

e Elige un punto D de la recta a y otro E de la recta b para determinar y medir un angulo, B, opuesto
por el vértice al angulo a.

e Determina y mide un angulo y tal que los angulos ay y
sean correspondientes entre paralelas y con la opcién
propiedades del menu contextual cambia su color.

e Determina y mide un angulo 6 tal que los angulos a y 6
sean alternos internos entre paralelas y con la opcidn
propiedades del menu contextual cambia su color.

e Con la herramienta Desplaza, mueve los puntos A, By C
y observa que cambian de posicién pero los dngulos a, B, y y 6 miden lo mismo.

e Indica dos dngulos de los que has dibujados que sean alternos externos entre paralelas.

23. Repite la actividad resuelta de elementos geométricos. Colécate encima del segmento g, aprieta el
botdn derecho, entra en Propiedades y modifica el color, haz que sea rojo. Lo mismo con la recta b,
pero ahora coloréala en azul. Mueve el punto B para observar como se modifican las longitudes y
el dangulo.

24. Dibuja con Geogebra cuatro rectas de modo que haya dos paralelas, dos perpendiculares y dos
secantes no perpendiculares.

25. Dibuja con Geogebra dos rectas paralelas cortadas por una secante y mide todos los dngulos que
se formen.

26. Dibuja con Geogebra dos dangulos con lados paralelos y comprueba que miden lo mismo.
27. .Dibuja con Geogebra dos dngulos con lados perpendiculares y comprueba que miden lo mismo.
28. Dibuja con Geogebra dos dngulos que sean complementarios y dos que sean suplementarios.

29. Dibuja con Geogebra un angulo inscrito en la circunferencia y el central que abarca el mismo arco.
Comprueba que el dngulo inscrito mide la mitad del central. Mueve uno de los puntos sobre la
circunferencia y comprueba que esa relacidon permanece.
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2. POLIGONOS

2.1. Lineas poligonales y poligonos.

Una linea poligonal es una colecciéon de segmentos consecutivos. Esto quiere decir que el primer
segmento tiene un extremo comun con el segundo. El extremo libre del segundo es comun con el
tercero y asi sucesivamente.

Si los extremos libres del primero y del ultimo coinciden, se dice que la linea poligonal es cerrada. En
caso contrario, es abierta.

Un poligono es una regién del plano limitada por una linea poligonal cerrada.

Ejemplo:

_/

Lineas poligonales Poligonos

cerradas y abiertas

V' w¥

AAYA AN

2.2. Elementos de un poligono: lados, angulos, vértices, diagonales

Se llama lado de un poligono a cada uno de los
segmentos que forman la linea poligonal que lo

Vértice

limita.
Los angulos limitados por dos lados Lado
consecutivos son los dangulos interiores del o oy
, értice
poligono.
Diagonal Diagénal

Los angulos limitados por un lado y Ia
prolongacidon del lado consecutivo son los
angulos exteriores del poligono

Angufo interior

Los puntos en los que se cortan los lados se Angulo exterior

[laman vértices.

Cada uno de los segmentos que une dos
vértices no consecutivos se llama diagonal.
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Cualquier poligono tiene el mismo nimero de lados, de angulos interiores y de vértices.

Dos poligonos son iguales si tienen los lados y los angulos iguales. En algunos casos basta con saber que
se cumplen condiciones menos exigentes (llamadas criterios de igualdad) para garantizarlo. Veremos
por ejemplo tres criterios de igualdad de triangulos.

30. Copia los dibujos siguientes y traza todas las diagonales de cada poligono:

: : oo 40N

2.3. Clasificacion de los poligonos

Segun los dngulos los poligonos se clasifican en dos grandes grupos:

5

/ /
Convexos Cdoncavos

Si todos sus dngulos son convexos. Si al menos uno de sus dngulos es concavo

Por el numero de lados, los poligonos se clasifican en

Qee eV

Triangulo Cuadrilatero Pentagono Hexagono Heptagono Octégono

Tres lados Cuatro lados Cinco lados Seis lados Siete lados Ocho lados

Si un poligono tiene todos sus angulos iguales se llama equidngulo y si tiene todos sus lados iguales se
llama equilatero.
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Los poligonos que tienen todos sus angulos interiores y sus lados iguales se denominan regulares. Los
poligonos regulares son entonces equilateros y equiangulos. Si por lo menos una de estas condiciones
se incumple, el poligono se llama irregular.

En un poligono regular aparecen nuevos elementos:
Centro que es un punto que equidista de los vértices.
Radio que es un segmento que une el centro con un vértice del poligono.

Angulo central que es el menor de los 4dngulos que determinan dos radios que unen vértices
consecutivos.

Apotema que es el segmento que une el centro con el punto
medio de un lado. El apotema es perpendicular al lado.

31. Dibuja los poligonos siguientes y traza todas sus diagonales:

R;:adio

Angul%)

...C'é{]tro

Apo}:’

a) Hexagono b) Pentadgono c) Octdgono d) Trapezoide
32. Dibuja, si es posible, un ejemplo de poligono que sea:
a) triangulo céncavo b) pentagono convexo
c) hexagono céncavo d) cuadrilatero convexo regular.

33. Observa la figura adjunta e indica qué poligonos son equiangulos, equilateros, regulares e
irregulares. Puedes copiar la tabla inferior en tu cuaderno y completarla

EQUIANGULO

EQUILATERO

REGULAR

IRREGULAR

34. Dibuja en tu cuaderno el apotema de:

a) un triangulo equildtero, b) un cuadrado, c) un hexagono regular.
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3. CIRCUNFERENCIA Y CiIRCULO

3.1. Circunferencia y circulo

Una circunferencia es una linea cerrada y plana cuyos '
puntos equidistan de un punto interior a la misma \)
llamado centro. @

La porcién de plano limitado por una circunferencia se

llama circulo. : : -
Circunferencias Circulos

3.2. Elementos de una circunferencia.

Se llaman elementos de una circunferencia a ciertos puntos y segmentos singulares de la misma. Los
describimos a continuacién

El centro es el punto interior equidistante de todos los
puntos de la circunferencia.

El radio de una circunferencia es el segmento que une el
centro de la circunferencia con un punto cualquiera de la
misma. Se nombra con la letra r o bien con sus puntos
extremos. La medida del radio es constante.

El diametro de una circunferencia es el segmento que
une dos puntos de la circunferencia y pasa por el centro. El
didmetro mide el doble del radio.

Una cuerda es un segmento que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia. El
diametro es la cuerda de longitud maxima.

Cada una de las partes en que una cuerda divide a la circunferencia se llama arco.

Un arco de circunferencia se denota con el simbolo M sobre las letras que designan los puntos
extremos del arco. Por ejemplo el arco de extremos A, B se escribe AB. Un caso particular es la
semicircunferencia, arco delimitado por los extremos de un didmetro
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3.3. Sector circular y segmento circular. Corona circular.
Un sector circular es la porcién de circulo comprendida entre dos radios.

Un segmento circular es la porcién de circulo comprendido entre una cuerda y el arco que tiene sus
mismos extremos.

Una corona circular es la superficie comprendida entre dos circulos concéntricos.

El dngulo que forman los dos radios que determinan un sector circular, se llama angulo central. Si el
angulo central es llano, el sector circular es un semicirculo.

35. Dibuja una circunferencia de radio 4 cm y en ella un sector circular de 302 de amplitud.

36. En la circunferencia anterior, indica si es posible trazar una cuerda en cada uno de los casos
siguientes y hazlo en caso afirmativo: a) de 4 cm de longitud, b) de 8 cm, c) mayor de 8 cm.

3.4. Posiciones entre una recta y una circunferencia.

Una recta puede tener dos puntos comunes con una circunferencia, uno o ninguno.

o O G

SECANTES TANGENTES RECTA EXTERIOR A LA

- CIRCUNFERENCIA
Dos puntos en comun Un punto en comun St (i eeiT

El punto comun de una circunferencia y una recta tangentes, se llama punto de tangencia

La distancia del centro de la circunferencia a una recta es menor, igual o mayor que el radio,
dependiendo de que sean secantes, tangentes o exteriores
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3.5. Propiedades importantes de las circunferencias y sus elementos

Algunas construcciones geométricas como el trazado de la circunferencia que pasa por tres puntos
dados, la busqueda del centro de un arco de circunferencia o el dibujo de una recta tangente a una
circunferencia cuando se conoce el punto de tangencia, se pueden resolver gracias a estas propiedades
que seleccionamos

La recta tangente a una circunferencia es
perpendicular al radio que pasa por el
punto de tangencia.

Las mediatrices de todas las cuerdas de una
circunferencia pasan por el centro.

37. Dibuja tres puntos que no estén en linea recta de modo que el primero esté a 2 cm de distancia del
segundo y el segundo a 3 cm del tercero. Finalmente traza la circunferencia que pase por los tres.
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4. TRIANGULOS

Como hemos visto antes, un triangulo es un poligono de tres lados. Estudiaremos en este parrafo dos
clasificaciones de los tridngulos, dos propiedades importantes comunes a todos los tridngulos y
descubriremos los llamados rectas y puntos notables de un tridngulo.

4.1. Clasificacion de los triangulos

Segun los lados los triangulos se clasifican en

Equilateros Isésceles Escalenos

Tienen tres lados iguales Tienen exactamente dos Los tres lados son desiguales
lados iguales

Segun los dngulos los triangulos se clasifican en

Acutangulos Rectangulos Obtusangulos

Tienen tres dngulos agudos Tienen un dngulo recto Tienen un dngulo obtuso

En un tridngulo rectangulo los lados que forman el angulo recto se llaman catetos y el tercero se
denomina hipotenusa.

4.2. Propiedades fundamentales de un triangulo.

La suma de los angulos de un triangulo es 180°.
De esta propiedad se deducen las consecuencias siguientes:

Los angulos agudos de un triangulo rectdngulo son complementarios.
Cada dngulo de un triangulo equilatero vale 60°.

En un tridngulo cualquier lado es siempre menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia.

Es preciso tener en cuenta esta propiedad para saber si tres segmentos dados pueden o no ser los
lados de un triangulo
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Actividades propuestas

38. Dibuja en un papel un tridngulo, dividelo en tres partes y coloréalas
con tres colores diferentes. Después recértalas y forma con ellas un dngulo
llano. De esta forma, habras demostrado que la suma de sus dngulos es 1809

— 39. Calcula el valor del tercer dangulo de un tridangulo si dos de ellos
miden respectivamente:

a)30°y 80° b) 20°y50° c)15°y75° d) 40°30 y63°45".

40. Clasifica, segun sus angulos, los triangulos del ejercicio anterior.
41. Construye un triangulo rectangulo isosceles.

42. Indica razonadamente si es posible construir un triangulo cuyos lados midan:

a) 5cm,4cmy3cm  b)10cm,2cmy5cm  ¢) 2dm,2dm4dm d) 13m,12m y5m

4.3. Rectas y puntos notables de un triangulo

En un tridngulo se definen cuatro tipos de rectas denominadas, genéricamente, rectas notables. Esas
rectas son: mediatrices, bisectrices, medianas y alturas.

En todo tridngulo existen tres rectas de cada uno de los tipos mencionados y tienen la propiedad de
pasar por un mismo punto. Los puntos de interseccion de estos grupos de rectas se denominan puntos
notables

Las mediatrices de los tres lados del tridngulo concurren en un punto llamado circuncentro (O en la
figura izquierda del ejemplo 14). Dicho punto equidista de los vértices y, es el centro de la circunferencia
circunscrita al triangulo.

Las bisectrices de los angulos de un triangulo concurren en un punto llamado incentro (I en la figura de
la izquierda del ejemplo 14). Dicho punto equidista de los lados del tridngulo y es el centro de la
circunferencia inscrita en el tridngulo.
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Circuncentro O Incentro |

Mediztriz B Bisectriz del

Bisectriz del
angulo C

Se llama altura de un tridngulo a la recta que pasa por un vértice y es perpendicular al lado opuesto.
Las tres alturas de un tridngulo se cortan en el ortocentro.

Se llama mediana de un tridngulo a la recta que pasa por un vértice y por el punto medio del lado
opuesto. El punto de corte de las medianas se llama baricentro.

Ejemplo:

/ Alpura desde B ‘C"'“-u

Qrtocentra H

43. Dibuja un triangulo equildtero de 10 cm de lado y comprueba que todos los puntos notables
coinciden.

44. Calcula el circuncentro de un tridangulo rectangulo. ¢ Dénde se encuentra?

45. Calcula el ortocentro de un triangulo obtusangulo.
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4.4. Igualdad de triangulos.

Dos triangulos son iguales si los tres lados y los tres dngulos son iguales.

Figuras planas 22 de ESO

Para comprobar que dos tridngulos son iguales es suficiente comprobar que se cumple uno de los tres

criterios siguientes:
12 Tienen los tres lados iguales.

Es posible construir un tridngulo tomando como
punto de partida las longitudes de los tres lados: a, b,
c

Para ello, se dibuja un segmento de longitud igual a
uno de ellos (a por ejemplo). Sus extremos seran dos
vértices del tridngulo.

A continuacidon desde un extremo se traza un arco con

radio b y desde el otro se traza un arco con radio c. El punto comun de los dos arcos es el vértice que

falta:

22 Tienen dos lados iguales e igual el angulo comprendido entre ambos.

Pongamos que los datos son las longitudes by c
y el angulo A. Se dibuja en primer lugar el d4ngulo
A . Su vértice es un vértice del triangulo. Sobre

sus lados se llevan con un compas las medidas by ,_A/i

¢, estos arcos son los dos vértices restantes.

32 Tienen un lado igual adyacente a dos angulos

a a

el segmento a sea un lado de cada uno de ellos.
se corten.

46. Dibuja un tridngulo en los siguientes casos:

a) Sus lados miden 12cm, 10cmy 8 cm

b A
c b

también iguales.

Suponemos conocido el lado a y los angulos By C .
Podemos construir el triangulo con facilidad también
en este caso.

Se dibuja en primer lugar el segmento a. Sus
extremos son dos vértices de nueétro trlanguko En sus
extremos, se dibujan los angulos By C de modo que
Por Ultimo, se prolongan los lados de By € hasta que

b) Un lado mide 10 cm y sus dngulos adyacentes 30° y 65°.

c) Dos lados miden 10 cmy 8 cm vy el angulo com

Matematicas 12 ESO. Capitulo 8: Figuras planas
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6 . CUADRILATEROS

Un cuadrildtero es un poligono de cuatro lados. Como otros poligonos, se clasifican en dos grandes
grupos dependiendo del tipo de dngulos que tengan: cdncavos y convexos. Ademas, podemos distinguir
varios tipos de cuadrilateros convexos.

6.1. Clasificacion de los cuadrilateros convexos.

Los cuadrilateros convexos se clasifican en paralelogramos y no paralelogramos.

Un paralelogramo es un cuadrildatero que tiene los lados paralelos e iguales dos a dos. También sus
angulos son iguales dos a dos. Hay cuatro tipos de paralelogramos:

Cuadrado Rectangulo Rombo Romboide
Los cuatro lados y los cuatro Sus lados son distintos y sus Los cuatro lados son iguales y Lados y dngulos distintos
dngulos son iguales cuatro dngulos iguales los dngulos distintos

Los cuadrilateros no paralelogramos pueden ser de dos tipos:

N

Trapecios Trapezoides
Tienen exactamente dos lados paralelos No tienen ninguna pareja de lados
paralelos

Ademas, si un trapecio tiene dos lados iguales, se llama trapecio isdsceles y si tiene dos angulos rectos,
se llama trapecio rectangulo.

Ejemplo:

Los paralelogramos tienen muchas y variadas aplicaciones en diseio y construccion
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6.2. Propiedades de los cuadrilateros
1. La suma de los angulos de un cuadrilatero es 360 °.

Al trazar una de las diagonales de un cuadrilatero queda dividido en dos tridngulos. La suma de los
angulos de ambos coincide con la suma de los dngulos del cuadrilatero.

-

4
Nombramos los dangulos del Dibujamos una diagonal y 4+ 54+ 6=180°
cuadrilatero nombramos también los nuevos 2+7+8 =180°
angulos que aparecen : 2+5+64+2+7+8=
567y B =4+3+2+1=
P PO = 180°+ 180° = 360°
6+7=1 54+8=3

Otras propiedades de los cuadrilateros son
2. La diagonal de un paralelogramo lo divide en dos tridngulos iguales.
3. Las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio.
4. Las diagonales tanto de un rombo como de un cuadrado, son perpendiculares.

5. Al unir los puntos medios de un cuadrilatero, se forma un paralelogramo.

47. Fijate en el dibujo e indica qué cuadrilateros son:

a) céncavos b) paralelogramos c) isésceles d)trapecios e)trapezoides f) regulares

Lld@oaila s

48. Averigua qué tipo de paralelogramo aparece si se unen los puntos medios de:

a) un cuadrado b) unrombo c)unrectangulo d) un trapecio e) un trapezoide.

49. Los dos angulos agudos de un romboide miden 32°. ¢ Cudanto mide cada uno de los angulos obtusos?
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CURIOSIDADES. REVISTA

EUCLIDES, UN GRAN GEOMETRA

En el siglo Ill a. C. Euclides ensefiaba Matemdticas en la
escuela de Alejandria. Su obra principal fueron Los
Elementos, que han sido durante siglos la base de la

geometria.

Las aportaciones mas interesantes de Euclides fueron
definiciones y postulados como éstos:

“Un punto es aquello que no tiene partes”
“Una linea es una longitud sin anchura”
“Las extremidades de una linea son puntos”

POLIGONOS REGULARES ESTRELLADOS

Un poligono regular estrellado puede construirse a

partir del

convexo uniendo vértices no

consecutivos de forma continua.

Si N es el nimero de vértices del poligono regular
convexo y M el salto entre vértices, la fraccion N/M ha
de ser irreducible, de lo contrario no se genera

el poligono estrellado.

GRACE CHISHOLM YO
(1868 - 1944)

c
2

G

Grace Chisholm Young
incluyé en su obra “Primer
libro de Geometria”
multiples diagramas de
figuras tridimensionales
para ser recortadas vy
construidas.

Su innovadora forma de
plantear la ensefianza de la
Geometria, ha trascendido
hasta el momento actual.
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ILUSIONES OPTICAS

éSon rectas paralelas o curvas las lineas grises?

LA ROSA DE LOS VIENTOS

La rosa de los vientos ha aparecido en graficas y
mapas desde el afio 1300. La base de su dibujo
es un poligono estrellado. Las rectas que unen
vértices opuestos son los rumbos de navegacién

MOSAICOS

éSabes qué es un mosaico? .Se llama mosaico a
todo recubrimiento del plano mediante piezas que
no pueden superponerse, ni pueden dejar huecos
sin recubrir .

Los mas sencillos son los mosaicos regulares
formados por poligonos regulares todos iguales.
Solo hay tres posibilidades para construir
mosaicos regulares. Buscalas.

Un mosaico semiregular es el formado por
poligonos regulares de forma que en cada vértice
tengan la misma distribucion. Solo hay ocho

“. l.
'S A 9
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RESUMEN

Ejemplos
Recta
Semirrecta
Elementos del plano Los elementos fundamentales del plano son:
puntos, rectas, semirrectas, segmentos
Puntos o o o
° O Segmento
Rectas
a-a. . aralelas
Posicion relativa de dos | pos rectas distintas pueden ser paralelas o /
rectas
secantes Rectas
secantes
Wértice
Lado

Poligonos. Elementos de

Un poligono es una linea poligonal cerrada. Los

, ‘ Arti bjagonal
un poligono e!ementos <'1e un pollgc‘)no son Iac!os, vértices, :_ 3
diagonales, angulos interiores y exteriores Anguld /
interior Angu{o
exterior
Triangulo

Clasificacion de los
poligonos

Por el tipo de dngulos concavos y convexos.
Regulares o irregulares segun tengan todos sus
lados y angulos iguales o no.

Por el numero de lados: tridngulos, cuadrilateros,
pentdgonos, hexagonos,...

erilétero

@ v

Circunferencia y circulo

Una circunferencia es una linea cerrada que
cumple que todos sus puntos estan a la misma
distancia de un punto fijo llamado centro.

Un circulo es la parte de plano que encierra una
circunferencia.

\z/ Circunferencias
Circulos )

Elementos de una
circunferencia

Centro, radio, didmetro, cuerda, arco.

Diametro
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Sector circular, segmento
circular y corona circular

Clasificacion de triangulos

Un sector circular es la porcion de circulo
comprendida entre dos radios.

Un segmento circular es la porcién de circulo
comprendido entre una cuerda y el arco que
tiene sus mismos extremos.

Una corona circular es la superficie
comprendida entre dos circulos concéntricos.

Segun los angulos
obtusangulos.
Segun los
escalenos,

acutangulos, rectdngulos y

lados: equildteros, isdsceles vy

Recténgulo
5 Isésceles

Equilatero Obtusangulo

—_———

Propiedades

La suma de los angulos de un triangulo es 180°.
En todo tridngulo, cualquier lado es menor que la
suma de los otros dos.

Rectas y puntos notables
en un triangulo

Las mediatrices concurren en el circuncentro, las
bisectrices en el incentro, las alturas en el
ortocentro y las medianas en el baricentro.

Carawsatis

Clasificacion de los
cuadrilateros

Paralelogramos si sus lados son paralelos e iguales
dos a dos y no paralelogramos.

Los paralelogramos se dividen en cuadrados,
rectangulos, rombos y romboides.

Los no paralelogramos pueden ser trapecios o
trapezoides.

Recténguln1 /;
Trapecio
/ Trapezoide
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Dibuja una recta horizontal y otra que forme un angulo de 60 ° con ella.

2. Dibuja cuatro rectas de modo que tres de ellas pasen por un mismo punto y la cuarta sea
paralela a una de ellas.

3. Dibuja dos rectas secantes y un segmento que tenga un extremo en cada una de ellas.

4. Sidos rectas r y s son perpendiculares y trazas una tercera recta p paralela a una de ellas, por
ejemplo a r, écdmo son las rectas s y p? Haz un dibujo.
5. Un angulo mide % de recto. Expresa esta medida en grados, minutos y segundos.

6. Calcula:
a)54°25°107 +32°17 14" b)14° 30°157+62°1° 16" +42° 1"
c)15°23'+ 73° 10" +70°28 38" d)45° 45457 -12° 48" 85 ”
e)67° 4’ 23" -15° 4" 37" f)33°32° 17 -15° 35" 20"

7. Lasuma de dos angulos es 125°46' 35". Si uno de ellos mide 57°55'47", éicuanto mide el
otro?

8. Cinco guardas de seguridad deben repartirse por igual un servicio de vigilancia de 24 horas.
Expresa en horas y minutos el tiempo que debe permanecer vigilando cada uno de ellos

9. En un tablero de 3 x 3, ¢cual es el mayor nimero de lados que puede tener un poligono? ¢Y en
uno de 4 x 4?

10. La fotografia representa un mosaico de La Alhambra de Granada. Observa que esta constituido
por motivos geométricos.

a. Este mosaico tiene dos tipos de poligonos
regulares: ¢ Cudles son?

b. Describe el poligono blanco. éEs concavo
0 convexo?

c. El mosaico de la fotografia no es un
mosaico regular. Si lo fuera estaria
formado Unicamente por poligono
regulares todos iguales.

d. Describe un octégono regular: nimero
de lados, cuanto mide su angulo central,
cuanto mide sus angulos interiores...
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11. Calcula el nimero de diagonales que tienen los siguientes poligonos:

a) Rombo b) trapecio c)trapezoide d)cuadrado e)rectangulo f) hexdgono.

12. Dibuja un hexagono regular y un cuadrado. Marca el centro y sitla en cada uno de ellos dos

apotemas y dos radios.

13. Dibuja un decagono y todas sus diagonales.

14. Completa:

a. Un tridangulo rectangulo tiene un angulo ..........ccceeeeuvees
b. Untridangulo......oeveevvecceeecnenen. tiene un angulo obtuso.

C. Untridngulo.....cocoveeecieeeenivcnrinnn, tiene los tres angulos agudos.

15. Construye un tridngulo sabiendoque a=9cm, b=7cm y elangulo C=50".

16. ¢Se puede construir un tridangulo de modo que sus angulos midan 105°, 45° y 35°. Razona tu

respuesta.

17. Dibuja un triangulo obtusangulo. {Crees que las tres alturas son iguales?

18. Observa las figuras y calcula los dngulos que faltan

429 66°

19. Dados tres segmentos de cualquier medida, ées siempre posible construir un triangulo? ¢Por

qué? Recorta tiritas de papel de longitudes de 10 cm, 8 cm y 6 cm, épuedes construir un
triangulo con ellas?

20. ¢Puedes asegurar que son iguales los « %
triangulos de la figura derecha? 3,5cm RS
21. Si uno de los dngulos de un tridangulo - . B,
rectangulo es de 50°, indica el valor de los < >

4,5 cm

demas. Dibuja un tridngulo rectangulo
con estos angulos y un cateto de 5 cm.

22. Si dos de los angulos de un tridngulo miden 30° y 70°, ¢cudnto mide el menor de los dngulos que

forman las bisectrices correspondientes?
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23.

24.

25.

26.

27.
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Construye un triangulo sabiendo que a=10cm, los dngulos B = 45° C=50°

Calcula el incentro del tridangulo anterior y dibuja la circunferencia inscrita al triangulo.

¢En qué punto colocarias un pozo para que tres casas de
campo no alineadas, estén a la misma distancia del
mismo? Haz un grafico esquematico en tu cuaderno vy
calcula el punto en tu dibujo.

Desde uno de los vértices de un hexagono se trazan tres
diagonales que dividen al poligono en cuatro triangulos.
a. Calcula la suma de los angulos del hexagono.
b. Si el hexagono es regular, calcula el valor de cada uno de sus angulos interiores.
c. En el mismo supuesto, calcula el valor del angulo central.

Dibuja un poligono de 9 lados. ¢éCémo se llama?

a. ¢Cuantos triangulos puedes formar al trazar todas las diagonales que parten de un
vértice?

b. ¢Cudnto vale la suma de los angulos del poligono inicial?

28. Senala si las siguientes afirmaciones son verdaderas:
“Si las diagonales de un cuadrildtero son perpendiculares, se trata de un rombo”
“Los trapecios rectdngulos tienen todos sus dngulos iguales”
“Los rectdngulos son poligonos equidngulos”.
“Las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio”
Justifica tus respuestas y haz un dibujo que acompafie a cada una.
29. Consigue un hilo grueso y un trozo de papel de color. Recorta el hilo o el trozo de papel, segin
proceda y construye:
a) Una circunferencia, b) un circulo, ¢) un radio , d) un segmento circular, e) un sector circular .
30. Dibuja una circunferencia de 3 cm de radio y dos arcos iguales asi como las cuerdas que tienen
sus mismos extremos. Comprueba que las cuerdas también son iguales.
31. En el dibujo hecho para dar respuesta al ejercicio anterior, traza dos didmetros perpendiculares a
las cuerdas. Mide después la distancia de cada cuerda al centro. ¢ Qué observas?
32. Dibuja dos rectas paralelas de modo que la distancia entre ellas sea de 5 cm. Dibuja después una
circunferencia tangente a ambas.
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AUTOEVALUACION

1. Dibuja tres puntos A, B, C que no estén alineados y :
a. Lasrectasrque pasapor AyBysquepasaporByC.
b. Larecta perpendicular ary que pasa por el punto C.
c. Larecta perpendicular a s que pasa por B.
d. Larecta paralela as que pasa por A.
2. Calcula el complementario y suplementario de los dngulos siguientes:
a) 54° b) 73° 40" 56"
¢Cuanto valen los dngulos interior y exterior de un pentagono regular?
4. Dibuja un hexagono y todas sus diagonales.

w

5. Clasifica los siguiente poligonos, completando la tabla:

T XX

p . . . POR EL NUMERO DE
POLIGONO CONCAVO REGULAR EQUIANGULO | EQUILATERO LADOS ES UN

a) NO si S| | ENEAGONO

b)

<)

d)

e) ] NO CUADRILATERO

6. Dibuja un triangulo cuyos lados miden 3 cm, 6 cm y 5 cm y traza sus tres alturas.

7. a) Dibuja un sector circular de radio 4 cm de modo que su amplitud sea de 82°. b) Dibuja una
corona circular definida por dos circulos de radios 4 cmy 2 cm.

8. Dibuja un tridngulo en el que a=6cm, B = 30°y € =45°. Calcula después su circuncentro.

9. Dibuja un trapecio isdsceles, un trapecio rectangulo, un romboide, traza sus diagonales y
estudia si se cortan en el punto medio.

A
10. Calcula el valor del angulo B en las siguientes figuras:

4 400

a) _ & b) A

(@]
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En este capitulo estudiaremos el teorema de Pitagoras para los
triangulos rectdngulos, que nos ayudard en el cdlculo de
perimetros y areas de figuras planas.

Estudiaremos el teorema de Tales y la semejanza, con los criterios
para reconocer cuando dos tridngulos son semejantes, y la razén
de semejanza (escala) en mapas y en areas y volumenes.

Repasaremos las longitudes y areas en poligonos y en figuras
circulares, que utilizaremos en el préximo capitulo para obtener
longitudes, areas y volUmenes de cuerpos en el espacio.
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1. TEOREMA DE PITAGORAS

En un tridngulo rectangulo llamamos catetos a los lados incidentes con el angulo recto e hipotenusa al
otro lado.

Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectdngulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

Es decir,
c2 ' h’> =c! +c;

- Del teorema de Pitdgoras podemos obtener el valor de la hipotenusa de un

tridangulo rectangulo si conocemos lo que miden los catetos: h = \/c; +c;
cl

- También podemos obtener el valor de un cateto a partir de los valores de la
hipotenusa y del otro cateto: ¢, = \/h? —¢;
Ejemplo:

Si los catetos de un tridngulo rectangulo miden 3 cm y 4 cm, su hipotenusa vale 5 cm, ya que:

h=+32+42 =25 =5 cm.

Actividades resueltas

#+ Sila hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 13 dm y uno de sus catetos mide 12 dm, halla
la medida del otro cateto:

Solucion: Por el teorema de Pitagoras:

c=+13>-122 = J(13-12)x (13 +12) = +/25 = 5 dm

1. ¢Es posible encontrar un tridngulo rectangulo cuyos catetos midan 7 y 24 cm y su hipotenusa 26 cm?
Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos
catetos miden 7 y 24 cm. Utiliza la calculadora para resolver esta actividad si te resulta necesaria.

Interpretacion del teorema de Pitagoras

Si dibujamos un cuadrado de lado la hipotenusa h de un tridngulo rectangulo, su area es h? (ver el
primer ejemplo de 1.1). Si dibujamos dos cuadrados de lados los catetos ¢, y ¢, de ese triangulo

. . 2 2 iy . . .
rectangulo, sus areas son C,, C,. Entonces el teorema de Pitagoras dice que el area del primer

cuadrado (cuadrado gris de la figura de la izquierda) es igual a la suma de las areas de los otros dos
(cuadrados azul claro y amarillo de la figura de la izquierda).

Existen mas de 367 demostraciones diferentes del Teorema de Pitagoras.

Una comprobacion grafica consiste en dibujar dos cuadrados iguales de lado la suma de los catetos a y
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b (figuras del centro y de la derecha). En uno se dibujan los cuadrados de lado a y b, en amarillo y azul
en el dibujo. En el otro el cuadrado de lado la hipotenusa (en gris en el dibujo). Observa que quitando 4
triangulos iguales al de partida nos queda que el cuadrado gris es igual a la suma de los cuadrados
amarillo y azul.

Por tanto:

a’+b? = c?

2. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes tridngulos rectangulos de catetos:

a)8cmy6cm b)12my9m
c)6dmy 14 dm d) 22,9 kmy 36,1 km.
3. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes triangulos rectdngulos de hipotenusa vy
cateto:
a)27cmy12cm b)32my21lm
c)28dmy12dm d) 79,2 kmy 35,6 km

4. Calcula el area de un tridangulo equilatero de lado 7 m. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para
calcular la altura.

o

Calcula el area de un hexagono regular de lado 8 cm. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitdgoras para
calcular su apotema.

Calcula el volumen de un tetraedro regular de arista 5 dm.
Calcula la superficie de un icosaedro regular de arista 5 dm.

Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 12 m.

® ® N o

Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 13 cmy altura 5 cm.
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2. SEMEJANZA

2.1. Figuras semejantes s

Dos figuras semejantes tienen la misma forma.

Es muy util saber reconocer la semejanza para poder estudiar f
una figura e inferir asi propiedades de una figura semejante a

ella que es mas grande o inaccesible.
La semejanza conserva los dngulos y mantiene la proporcion entre las distancias.

Dos figuras son semejantes si sus longitudes son proporcionales y
sus angulos son iguales.

_b
Ejemplo: '1""- L'“'“-ﬁ ‘,-"(

4 ]
#+ Las figuras del margen no son semejantes f'“'H:J)I' il B e
——— {-f,;,-_._ _-_'__?-.._'_

2.2. Triangulos semejantes. Criterios de semejanza

Dos tridangulos son semejantes si tienen todos los dngulos iguales y los lados proporcionales.

°I'Iilu
olo:
]

O)l;.l"Db)
o > »

Para saber si dos tridngulos son semejantes no es necesario conocer todos los lados y angulos, es
suficiente con que se cumpla alguno de los siguientes criterios de semejanza.

Dos tridngulos son semejantes si:
» Primero: Tienen dos angulos iguales.
» Segundo: Tienen los tres lados proporcionales.

» Tercero: Tienen dos lados proporcionales y el angulo que forman es igual.

La demostracion se basa en los criterios de igualdad de triangulos. Ya sabes que dos triangulos son
iguales si tienen sus tres lados iguales y sus tres angulos iguales, pero no es necesario que se verifiquen
esas seis igualdades para que lo sean. Basta, por ejemplo, que tengan un lado y dos dngulos iguales.

Si tienen dos angulos iguales, el tercer angulo también es igual, y necesariamente los lados son
proporcionales. Si los lados son proporcionales, entonces los tres angulos son iguales. Con mas cuidado
es preciso mirar el tercer criterio, y en otro curso se demostrara con mas rigor.
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T

m
~

10. Indica si son semejantes los siguientes pares de tridngulos:

a) Un dngulo de 802 y otro de 402. Un dngulo de 802 y otro de 609.

b) Tridngulo isdsceles con dngulo desigual de 702. Tridngulo isdsceles con angulo igual de 509.
c)A=309,b=7cm,c=9cm.A’=309,b"'=14cm, ¢’ =18 cm
da=4cm,b=5cm,c=7cm.a’=20cm, b’=25cm, c’=35cm

11. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:

a)a=18cm,b=12cm,c=24cm.a'=6cm,b'=4cm, éc?

b)A=459 b=16cm,c=8cm. A’ =459, b'=4cm, éc?

12. Un triangulo tiene las longitudes de sus lados de 12 cm, 14 cm y 14 cm. Un tridngulo semejante a él
tiene un perimetro de 80 cm. ¢ Cuanto miden sus lados?

2.3. Tridngulos en posicion de Tales

Bl

A'B'_B'C'_AC
AB  BC AC

Matematicas 22 de ESO. Capitulo 6: Longitudes y areas
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Decimos que dos tridngulos estdn en posicién de
Tales cuando dos de los lados de cada uno estan
sobre las mismas rectas y los otros lados son
paralelos.

Los angulos son iguales. Uno porque es el mismo.
Los otros, por estar formados por rectas paralelas.
Por lo tanto, por el primer criterio de semejanza de
triangulos, los lados son proporcionales y se cumple:

BI

A
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2.4. Teorema de Tales

En la segunda figura se puede apreciar como se forman en este
caso tres tridngulos semejantes en posicidn Tales, y que por lo
tanto se puede deducir que sus lados son proporcionales:

A'B'_B'C'_AC

AB BC AC
Observacion: En este caso no relacionamos los segmentos AA’,
BB'y CC' que se forman sobre los lados paralelos.

El teorema de Tales establece una relaciéon entre los segmentos
formados cuando dos rectas cualesquiera son cortadas por varias
rectas paralelas.

Dadas dos rectas, y varias rectas paralelas entre si, que las cortan
respectivamente en los puntos A, B, Cy A’, B/, C’. Entonces el
Teorema de Tales afirma que los segmentos son proporcionales:
A‘B'_E_AICI
AB BC AC

13. Calcula los valores de x e y en las siguientes figuras.

24 ¢cm

X y

a)

b) 8 cm 4cm

14. Un poste se sujeta con cables de acero que van de su extremo superior al suelo. La distancia del
anclaje de uno de los cables a la base del poste es 3 metros. Ponemos una barra de 60 centimetros
de forma que estd perpendicular al suelo y justo toca el suelo y el cable. Su distancia al anclaje del
cable es 45 centimetros. Calcula la longitud del poste y la longitud del cable de acero.

15. Maria mide 165 cm. Su sombra mide 80 cm. En ese mismo instante se mide la sombra de un edificio
y mide 7 m. ¢ Cuanto mide el edificio?

16. Calcula las longitudes que se indican:
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2.5. Proporcionalidad en longitudes, areas y voliumenes

Ya sabes que:

Dos figuras son semejantes si las longitudes de elementos correspondientes son proporcionales. Al
coeficiente de proporcionalidad se le llama razén de semejanza. En mapas, planos... a la razén de
semejanza se le lama escala.

Areas de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razén entre sus areas es k2.

Ejemplo:
#+ Observa la figura del margen.

Si multiplicamos por 2 el lado del cuadrado pequefio, el area del
cuadrado grande es 22 = 4 veces la del pequefio.

Volumenes de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razén entre sus voliumenes
es k3.
Ejemplo:

4+ Observa la figura del margen.

Al multiplicar por 2 el lado del cubo pequeno se obtiene
el cubo grande. El volumen del cubo grande es 8 (23) el
del cubo pequefio.

Actividades resueltas

+ La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de kilos. Estd
construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha torre, también de hierro, que
pese solo un kilo, équé altura tendrd? ¢ Serd mayor o menor que un ldpiz?

El peso esta relacionado con el volumen. La Torre Eiffel pesa 8 000 000 kilos, y queremos construir una,
exactamente del mismo material, que pese 1 kilo. Por tanto k3 = 8000000/1 = 8 000 000, y k = 200. La
razoén de proporcionalidad entre las longitudes es de 200.

Si la Torre Eiffel mide 300 m, y llamamos x a lo que mide la nuestra tenemos: 300/x = 200. Despejamos
x que resultaigual a x = 1,5 m. iMide metro y medio! iEs mucho mayor que un lapiz!

17. El didmetro de un melocotdn es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 9 cm. Calcula el
volumen del melocotdn, suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. ¢Cual es la
razén de proporcionalidad entre el volumen del melocotén y el del hueso?

18. En la pizzeria tienen pizzas de varios precios: 1 €, 3 € y 4 €. Los didmetros de estas pizzas son: 15 cm,
25 cm y 40 cm, écudl resulta mds econémica? Calcula la relacidn entre las areas y comparala con la
relacion entre los precios.

19. Estamos disefiando una maqueta para depésito cilindrico de 1000
litros de capacidad y 5 metros de altura. Queremos que la capacidad
de la maqueta sea de 1 litro. ¢Qué altura debe tener la maqueta?

20. La maqueta que ves al margen de una pirdmide escalonada
babilénica mide de altura medio metro, la razén de proporcionalidad
es k =100. ¢ Cuanto mide la pirdmide real?
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2.6. Escalas: planos y mapas

Los dibujos, fotografias, mapas o maquetas representan objetos, personas, edificios, superficies,
distancias...

Para que la representacion sea perfecta, deben guardar en todos sus elementos una misma razén de
proporcionalidad que denominamos “escala”

La escala es una razén de proporcionalidad entre la medida representada y la medida real, expresadas
en una misma unidad de medida

Ejemplo:
4+ En un mapa aparece sefialada la siguiente escala 1 : 5 000 000 y se
] -:-? interpreta que 1 cm del mapa representa 5 000 000 cm en la realidad, es decir,
u__ﬁ_i_ a 50000 m, es decir a 50 km.
e Ejemplo:
2y g . al + Hemos fotografiado la catedral de

Santiago de Compostela. El tamafio de la
foto nos da una escala:

1:600.

Las dos torres de la fachada tienen en la foto una altura de 3,5
cm. La altura real de las torres sera:

3,5:600=2100cm =21 m.

CATEDRAL DE SANTIAGO DE COMPOSTELA

Las escalas nos permiten observar que la imagen real y la del dibujo son semejantes.

Ideas claras
La escala utiliza el cm como unidad de referencia y se expresa en comparacion a la unidad.
Por ejemplo: 1:70000

Dos figuras son semejantes cuando tienen la misma forma y sus lados son proporcionales.

21. Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta que la escala aplicada es 1 : 1000

Dibujo Medida real
26 cm
11 km
0,05 m
22. Calcula la escala correspondiente en cada ejemplo de la tabla:
Dibujo Medida real Escala
1,4cm 700 m
7cm 0,7 hm
4cm 20 km

23. Escribe cuatro ejemplos en los que se utilicen escalas.

24. La distancia entre Madrid y Valencia es 350 km. En el mapa, la distancia entre ambas ciudades es 2,7
cm, éa qué escala esta dibujado el mapa?
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3. PERIMETROS Y AREAS DE POLIGONOS

En este apartado vamos a repasar las areas y perimetros de poligonos que ya conoces del curso
anterior. Si las recuerdas, puedes saltarlo.

3.1. Area del cuadrado y del rectangulo

El drea de un cuadrado es el cuadrado de uno de sus lados:
Area cuadrado = lado?
El area de un rectangulo es el producto de su base por su altura:

Area rectanguio = base - altura

Ejemplo: 1

4+ Sitenemos un cuadrado de 15 dm de lado, el drea de dicho cuadrado es
225 dm? ya que:

Area cuadrado = /CldOZ = 15 2= 225 dmz.

Actividades resueltas

4+ Calcula el drea y el perimetro de la baldosa de la figura de 9 cm de
lado

Solucion: La baldosa de la figura es cuadrada. Por lo tanto:

Perimetro = 4(lado) = 4(9) = 36 cm.

Area cuadrado = /Gdoz = 9 2= 81 sz. Baldosa cuadrada

4+ Calcula el dreay el perimetro de un rectangulo de 8 cm de base y 3 cm de altura
Solucion: Por tratarse de un rectangulo:
Perimetro = 2(base) + 2(altura) = 2(8) + 2(3) =22 cm.

Area rectinguio = base - altura =8 - 3 = 24 cm?.

3.2. Area de paralelogramo y del tridangulo

Ya sabes que:
El drea de un paralelogramo es el producto de su base por su altura, igual que el area de un rectangulo:

Area Paralelogramo = base * altura

Mira el paralelogramo de la figura. Puedes convertirlo en un rectangulo

/ =i / cortando un triangulo y colocandolo al otro lado.
e Si cortas a un paralelogramo por una de sus diagonales obtienes dos tridngulos

iguales, con la misma base y la misma altura que el paralelogramo. Por tanto su
area es la mitad que la del paralelogramo.
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El area de un tridngulo es la mitad del area de un paralelogramo:

. base - altura
Areatriéngulo =
a c 2

Ejemplo:

4+ El drea de un tridngulo de base b=7 cmy altura h=5cm es 17,5 cm? ya
base - altura :Ez 17.5 cm?

que:  Areayis =
triangulo 2 2

Actividades resueltas

4+ La vela de un barco tiene forma triangular. La base de la vela mide 5 metros
y su altura mide 4 metros, équé superficie ocupa dicha vela?

Solucion: Como la vela tiene for