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En este capitulo estudiaremos el teorema de Pitagoras para los
triangulos rectdngulos, que nos ayudard en el cdlculo de
perimetros y areas de figuras planas.

Estudiaremos el teorema de Tales y la semejanza, con los criterios
para reconocer cuando dos tridngulos son semejantes, y la razén
de semejanza (escala) en mapas y en areas y volumenes.

Repasaremos las longitudes y areas en poligonos y en figuras
circulares, que utilizaremos en el préximo capitulo para obtener
longitudes, areas y volUmenes de cuerpos en el espacio.
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1. TEOREMA DE PITAGORAS

En un tridngulo rectangulo llamamos catetos a los lados incidentes con el angulo recto e hipotenusa al
otro lado.

Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectdngulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

Es decir,
c2 ' h* =¢’ +¢;

- Del teorema de Pitdgoras podemos obtener el valor de la hipotenusa de un

tridngulo rectangulo si conocemos lo que miden los catetos: h = ,/c} +c;
cl

- También podemos obtener el valor de un cateto a partir de los valores de la
hipotenusa y del otro cateto: ¢, = \/h* — ¢/
Ejemplo:

Si los catetos de un tridangulo rectangulo miden 3 cm y 4 cm, su hipotenusa vale 5 cm, ya que:

h=+32+4% =25 =5 cm.

Actividades resueltas

#+ Sila hipotenusa de un triangulo rectdngulo mide 13 dm y uno de sus catetos mide 12 dm, halla
la medida del otro cateto:

Solucidn: Por el teorema de Pitagoras:

c=+132-127 = /(13 -12)x (13 +12) =25 =5 dm

1. (Es posible encontrar un tridngulo rectangulo cuyos catetos midan 7 y 24 cm y su hipotenusa 26 cm?
Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos
catetos miden 7 y 24 cm. Utiliza la calculadora para resolver esta actividad si te resulta necesaria.

Interpretacion del teorema de Pitagoras

Si dibujamos un cuadrado de lado la hipotenusa h de un tridngulo rectangulo, su area es h* (ver el
primer ejemplo de 1.1). Si dibujamos dos cuadrados de lados los catetos ¢, y ¢, de ese triangulo

. . 2 A2 o . . .
rectangulo, sus dreas son C,, C,. Entonces el teorema de Pitagoras dice que el area del primer

cuadrado (cuadrado gris de la figura de la izquierda) es igual a la suma de las 4reas de los otros dos
(cuadrados azul claro y amarillo de la figura de la izquierda).
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Existen mas de 367 demostraciones diferentes del Teorema de Pitagoras.

Una comprobacion grafica consiste en dibujar dos cuadrados iguales de lado la suma de los catetos a y
b (figuras del centro y de la derecha). En uno se dibujan los cuadrados de lado a y b, en amarillo y azul
en el dibujo. En el otro el cuadrado de lado la hipotenusa (en gris en el dibujo). Observa que quitando 4
triangulos iguales al de partida nos queda que el cuadrado gris es igual a la suma de los cuadrados
amarillo y azul.

Por tanto:

a’+b? = c?

2. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes tridngulos rectangulos de catetos:

a)8cmy6cm b)12my9m
c)6dmy 14 dm d) 22.9 kmy 36.1 km.
3. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes tridngulos rectdngulos de hipotenusa vy
cateto:
a)27cmy 12 cm b)32my21lm
c)28dmy12dm d) 79.2 kmy 35.6 km

4. Calcula el area de un tridangulo equilatero de lado 7 m. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para
calcular la altura.

o

Calcula el area de un hexagono regular de lado 8 cm. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitdgoras para
calcular su apotema.

Calcula el volumen de un tetraedro regular de arista 5 dm.
Calcula la superficie de un icosaedro regular de arista 5 dm.

Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 12 m.

© ® N o

Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 13 cm y altura 5 cm.
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2. SEMEJANZA

2.1. Figuras semejantes s

Dos figuras semejantes tienen la misma forma.

Es muy util saber reconocer la semejanza para poder estudiar f
una figura e inferir asi propiedades de una figura semejante a

ella que es mas grande o inaccesible.
La semejanza conserva los dngulos y mantiene la proporcion entre las distancias.

Dos figuras son semejantes si sus longitudes son proporcionales y
sus angulos son iguales.

_b
Ejemplo: '1""- L'“'“-ﬁ ‘,-"(

4 ]
#+ Las figuras del margen no son semejantes f'“'H:J)I' il B e
——— {-f,;,-_._ _-_'__?-.._'_

2.2. Triangulos semejantes. Criterios de semejanza

Dos tridangulos son semejantes si tienen todos los dngulos iguales y los lados proporcionales.

°I'Iilu
olo:
]

O)l;.l"Db)
o > »

Para saber si dos tridngulos son semejantes no es necesario conocer todos los lados y angulos, es
suficiente con que se cumpla alguno de los siguientes criterios de semejanza.

Dos tridngulos son semejantes si:
» Primero: Tienen dos angulos iguales.
» Segundo: Tienen los tres lados proporcionales.

» Tercero: Tienen dos lados proporcionales y el angulo que forman es igual.

La demostracion se basa en los criterios de igualdad de triangulos. Ya sabes que dos triangulos son
iguales si tienen sus tres lados iguales y sus tres angulos iguales, pero no es necesario que se verifiquen
esas seis igualdades para que lo sean. Basta, por ejemplo, que tengan un lado y dos dngulos iguales.

Si tienen dos angulos iguales, el tercer angulo también es igual, y necesariamente los lados son
proporcionales. Si los lados son proporcionales, entonces los tres angulos son iguales. Con mas cuidado
es preciso mirar el tercer criterio, y en otro curso se demostrara con mas rigor.
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T

m
~

10. Indica si son semejantes los siguientes pares de tridngulos:

a) Un angulo de 80° y otro de 40°. Un dngulo de 80° y otro de 60°.

b) Tridngulo isdsceles con angulo desigual de 70°. Triangulo isdsceles con angulo igual de 50°.
c)A=30%b=7cm,c=9cm.A’=30°b"'=14cm,c’ =18 cm
da=4cm,b=5cm,c=7cm.a’=20cm, b’=25cm, ¢c’=35cm

11. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:

a)a=18cm,b=12cm,c=24cm.a'=6cm,b'=4cm, éc?

b)A=45° b=16cm,c=8cm.A’=45° b'=4cm, ic”?

12. Un tridngulo tiene las longitudes de sus lados de 12 cm, 14 cm y 14 cm. Un tridngulo semejante a él
tiene un perimetro de 80 cm. ¢ Cuanto miden sus lados?

2.3. Triangulos en posicion de Tales

Bl

A'B'_B'C'_AC
AB  BC AC
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Decimos que dos tridngulos estan en posicién de
Tales cuando dos de los lados de cada uno estan
sobre las mismas rectas y los otros lados son
paralelos.

Los angulos son iguales. Uno porque es el mismo.
Los otros, por estar formados por rectas paralelas.
Por lo tanto, por el primer criterio de semejanza de
triangulos, los lados son proporcionales y se cumple:

BI
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2.4. Teorema de Tales

En la segunda figura se puede apreciar como se forman en este
caso tres tridngulos semejantes en posicidn Tales, y que por lo
tanto se puede deducir que sus lados son proporcionales:

A'B'_B'C'_AC

AB BC AC
Observacion: En este caso no relacionamos los segmentos AA’,
BB'y CC' que se forman sobre los lados paralelos.

El teorema de Tales establece una relaciéon entre los segmentos
formados cuando dos rectas cualesquiera son cortadas por varias
rectas paralelas.

Dadas dos rectas, y varias rectas paralelas entre si, que las cortan
respectivamente en los puntos A, B, Cy A’, B/, C’. Entonces el
Teorema de Tales afirma que los segmentos son proporcionales:
A‘B'_E_AICI
AB BC AC

13. Calcula los valores de x e y en las siguientes figuras.

24 ¢cm

X y

a)

b) 8 cm 4cm

14. Un poste se sujeta con cables de acero que van de su extremo superior al suelo. La distancia del
anclaje de uno de los cables a la base del poste es 3 metros. Ponemos una barra de 60 centimetros
de forma que estd perpendicular al suelo y justo toca el suelo y el cable. Su distancia al anclaje del
cable es 45 centimetros. Calcula la longitud del poste y la longitud del cable de acero.

15. Maria mide 165 cm. Su sombra mide 80 cm. En ese mismo instante se mide la sombra de un edificio
y mide 7 m. ¢ Cuanto mide el edificio?

16. Calcula las longitudes que se indican:
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2.5. Proporcionalidad en longitudes, areas y voliumenes

Ya sabes que:

Dos figuras son semejantes si las longitudes de elementos correspondientes son proporcionales. Al
coeficiente de proporcionalidad se le llama razén de semejanza. En mapas, planos... a la razén de
semejanza se le lama escala.

Areas de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razén entre sus areas es k2.

Ejemplo:
4+ Observa la figura del margen.

Si multiplicamos por 2 el lado del cuadrado pequefio, el area del
cuadrado grande es 22 = 4 veces la del pequefio.

Volumenes de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razén entre sus voliumenes
es k3.
Ejemplo:

4 Observa la figura del margen.

Al multiplicar por 2 el lado del cubo pequeno se obtiene
el cubo grande. El volumen del cubo grande es 8 (23) el
del cubo pequefio.

Actividades resueltas

4+ La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de kilos. Estd
construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha torre, también de hierro, que
pese solo un kilo, équé altura tendrd? ¢ Serd mayor o menor que un ldpiz?

El peso esta relacionado con el volumen. La Torre Eiffel pesa 8 000 000 kilos, y queremos construir una,
exactamente del mismo material, que pese 1 kilo. Por tanto, k3 = 8 000 000/1 = 8 000 000, y k = 200. La
razoén de proporcionalidad entre las longitudes es de 200.

Si la Torre Eiffel mide 300 m, y llamamos x a lo que mide la nuestra tenemos: 300/x = 200. Despejamos
x que resulta igual a x = 1.5 m. iMide metro y medio! iEs mucho mayor que un lapiz!

17. El didmetro de un melocotdn es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 9 cm. Calcula el
volumen del melocotdn, suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. ¢Cual es la
razén de proporcionalidad entre el volumen del melocotén y el del hueso?

18. En la pizzeria tienen pizzas de varios precios: 1 €, 3 € y 4 €. Los didmetros de estas pizzas son: 15 cm,
25 cm y 40 cm, écudl resulta mds econémica? Calcula la relacidn entre las areas y comparala con la
relacion entre los precios.

19. Estamos disefiando una maqueta para depdsito cilindrico de 1 000
litros de capacidad y 5 metros de altura. Queremos que la capacidad
de la maqueta sea de 1 litro. ¢Qué altura debe tener la maqueta?

20. La maqueta que ves al margen de una pirdmide escalonada
babilénica mide de altura medio metro, la razén de proporcionalidad
es k =100. ¢ Cuanto mide la pirdmide real?
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2.6. Escalas: planos y mapas

Los dibujos, fotografias, mapas o maquetas representan objetos, personas, edificios, superficies,
distancias...

Para que la representacion sea perfecta, deben guardar en todos sus elementos una misma razén de
proporcionalidad que denominamos “escala”

La escala es una razén de proporcionalidad entre la medida representada y la medida real, expresadas
en una misma unidad de medida

Ejemplo:
4 En un mapa aparece sefialada la siguiente escala 1 : 5 000 000 y se
] -:-? interpreta que 1 cm del mapa representa 5 000 000 cm en la realidad, es decir,
u__ﬁ_i_ a 50 000 m, es decir a 50 km.
e Ejemplo:
2y g . al + Hemos fotografiado la catedral de

Santiago de Compostela. El tamafio de la
foto nos da una escala:

1:600.

Las dos torres de la fachada tienen en la foto una altura de 3.5
cm. La altura real de las torres sera:

3.5:600=2100cm=21m.

CATEDRAL DE SANTIAGO DE COMPOSTELA

Las escalas nos permiten observar que la imagen real y la del dibujo son semejantes.

Ideas claras
La escala utiliza el cm como unidad de referencia y se expresa en comparacion a la unidad.
Por ejemplo: 1:70000

Dos figuras son semejantes cuando tienen la misma forma y sus lados son proporcionales.

21. Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta que la escala aplicada es 1 : 1000

Dibujo Medida real
26 cm
11 km
0.05m
22. Calcula la escala correspondiente en cada ejemplo de la tabla:
Dibujo Medida real Escala
1l.4cm 700 m
7cm 0.7 hm
4cm 20 km

23. Escribe cuatro ejemplos en los que se utilicen escalas.

24. La distancia entre Madrid y Valencia es 350 km. En el mapa, la distancia entre ambas ciudades es 2.7
cm, éa qué escala esta dibujado el mapa?
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3. PERIMETROS Y AREAS DE POLIGONOS

En este apartado vamos a repasar las areas y perimetros de poligonos que ya conoces del curso
anterior. Si las recuerdas, puedes saltarlo.

3.1. Area del cuadrado y del rectangulo

El drea de un cuadrado es el cuadrado de uno de sus lados:
Area cuadrado = lado?
El area de un rectangulo es el producto de su base por su altura:

Area rectanguio = base - altura

Ejemplo: 1

4 Sitenemos un cuadrado de 15 dm de lado, el drea de dicho cuadrado es
225 dm? ya que:

Area cuadrado = /CldOZ = 15 2= 225 dmz.

Actividades resueltas

4+ Calcula el drea y el perimetro de la baldosa de la figura de 9 cm de
lado

Solucion: La baldosa de la figura es cuadrada. Por lo tanto:

Perimetro = 4(lado) = 4(9) = 36 cm.

Area cuadrado = /Gdoz = 9 2= 81 sz. Baldosa cuadrada

4+ Calcula el dreay el perimetro de un rectangulo de 8 cm de base y 3 cm de altura
Solucion: Por tratarse de un rectangulo:
Perimetro = 2(base) + 2(altura) = 2(8) + 2(3) =22 cm.

Area rectinguio = base - altura =8 - 3 = 24 cm?.

3.2. Area de paralelogramo y del tridangulo

Ya sabes que:
El drea de un paralelogramo es el producto de su base por su altura, igual que el area de un rectangulo:

Area Paralelogramo = base * altura

Mira el paralelogramo de la figura. Puedes convertirlo en un rectangulo

/ =i / cortando un triangulo y colocandolo al otro lado.
e Si cortas a un paralelogramo por una de sus diagonales obtienes dos tridngulos

iguales, con la misma base y la misma altura que el paralelogramo. Por tanto su
area es la mitad que la del paralelogramo.

Matematicas 22 de ESO. Capitulo 6: Longitudes y areas Autores: lavier Rodrigo, Raquel Herndndez y José Antonio Encabo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




= Longitudes y areas. 22 de ESO

El area de un tridngulo es la mitad del area de un paralelogramo:

. base - altura
Areatriéngulo = 5
a c 2
Ejemplo:
b
4+ El drea de un tridngulo de base b=7 cmy altura h=5cm es 17.5 cm? ya
que:  Areayisnguio = w = %= 17.5 cm?.

Actividades resueltas

4+ La vela de un barco tiene forma triangular. La base de la vela mide 5 metros
y su altura mide 4 metros, équé superficie ocupa dicha vela?

Solucion: Como la vela tiene forma triangular:

base - altura _ 5-4 _ 10 m2.
2 2

Areatrié\ngulo =

4 Halla los siguientes perimetros y dreas: -
a) Un cuadrado de 5 metros de lado:
Perimetro: La suma de sus cuatro lados: 5+5+5+5 =20 m.
Area:lado - lado=5 -5 =25 m?
b) Un rectangulo de 7 metros de ancho y 6 m de largo
Perimetro: Suma de sus lados: 7+7 +6 +6 =26 m.
Area: Largo por ancho=7-6 =42 m?.

c) Tridngulo de base 11 cm y altura 7 cm, y cuyos otros dos lados miden 11 cm
y7.5cm:

frea: |
€L 22_7=38.5 cm?

T1em 75¢cm

M1em

P=114+11+4+7.5=29.5cm

Perimetro:

25. La base de un triangulo rectdangulo mide 8 cm. Si su hipotenusa mide 10 cm, écual es el area de este
tridangulo rectangulo? (Ayuda: Utiliza el teorema de Pitdgoras para calcular el otro cateto. Como los
catetos son ortogonales, uno es la base y el otro, la altura)
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3.3. Area del trapecio, rombo y romboide

Imagina un trapecio. Giralo 180°. Une el primer trapecio con el trapecio que
acabas de girar por un lado. {Qué obtienes? ¢Es un paralelogramo? Tiene de
base, la suma de las bases menor y mayor del trapecio, y de altura, la misma
gue el trapecio, luego su area es la suma de las bases por la altura. Por tanto
el area del trapecio, que es la mitad es la semisuma de las bases por la altura.

El area de un trapecio es igual a la mitad de la suma de sus bases multiplicada por su altura:

(B+b)-h

;-
2

Ejemplo:

4 Tenemos el siguiente trapecio cuya base B=10cm, b=4 cm, h =4 cm, su area es:

4ecm

= 10+4)-4
.l
10cm 2

=28 cm?

Piensa en un rombo. Esta formado por dos tridngulos iguales

0 El drea de un rombo es el producto de sus diagonales divididas entre 2:

a_D-d
AP 2

Ejemplo:

4 Si tenemos un rombo cuyas diagonales son D =30 cm y d = 16 cm respectivamente y un lado 17
cm, el area sera

17 em

. 30-16

A =240 cm?

Y el perimetro 17 - 4 cm al ser todos los lados iguales.

Otra manera de hallar el drea de un rombo seria considerar que el rombo con sus dos diagonales forma
cuatro tridngulos rectangulos iguales de lados: 15 cm, (la mitad de la diagonal D), 8 cm (la mitad de la
diagonal d), pues ambas diagonales se cruzan en el centro del rombo, y de hipotenusa 17 cm, el lado del
rombo.

El 4rea es: Area de un tridngulo multiplicado por 4 tridngulos.

Comprobamos que el valor coincide con el anterior:
A=(8-15:2)-4=60-4 =240 cm>.

Ya sabes que el romboide es un caso particular de paralelogramo.

romboide
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El area de un romboide es el producto de su base y su altura:
Area rompboide = base - altura =b - h
Ejemplo:

h a Sitenemos un romboide de 5 ¢cm de basey 4 cm de altura su drea es 5 - 4 =20 cm?.

b Si el lado vale 4, el perimetroes5+5+4 +4 =18 cm.

Actividades resueltas
# Calcula el drea de las siguientes figuras planas:

a) Un trapecio de bases 12y 8 cm y de altura 5 cm

b) Un rombo de diagonales 27 y 8 cm

Area trapecio = (B +2b). h = (12 +28).5 =50 sz.

Ared romo = 2-9 =¥ =108 cm?.

3.4. Area de poligonos regulares

Un poligono regular podemos dividirlo en tantos tridngulos iguales como lados tiene el poligono. Cada
triangulo tiene de drea: (base - altura)/2. La base del triangulo es el lado del poligono, y su altura, la
apotema del poligono.

Ejemplo

%+ El hexdgono regular de lado 4 c¢cm y apotema 3.5 cm lo
descomponemos en 6 triangulos de base 4 cm y altura 3.5 cm, por lo
que el drea de cada uno es:

< 4-3.5
Area trigngulo = T

=7 cm?.

El area del hexdgono es por tanto:

6435 _

64y . 35 2
> (2) 3.5=42cm*.

A,f' €d hexdgono =
6-4 L, . . . , .
Al ser (T) el semi perimetro del hexagono, es decir, la mitad de su perimetro, se puede decir que:

El area de un poligono regular es igual al semi perimetro por la apotema.

Area = semi perimetro - apotema
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3.5. Area de poligonos irregulares
Los poligonos irregulares son aquellos que no tienen una forma
conocida determinada.

Para calcular el area de un poligono irregular, dividimos la figura
en tridngulos y cuadrilateros conocidos para poder aplicar las
féormulas aprendidas anteriormente.

A=T1+T2+T3+T4

Ejemplo:
4+ El drea de esta figura irregular es 84 cm?. ¢ Qué hemos hecho para calcularla?
Dividimos la figura en dos triangulos y un rectangulo y calculamos el drea de cada una de las figuras.

Previamente utilizamos el teorema de Pitagoras para calcular la altura de los tridangulos y obtenemos
que mide 6 cm.

" b-h 6-6
Area‘triéngulo 1= "~ = T =18 cm?.
P b-h 8.6 , 10cm
Areayiangulo 2 = =5 - 24 cm?.  Ared rectinguio=b - h =14 -3 = 42 cm™.
Para calcular el area total, sumamos las tres areas obtenidas:
&6 cm
A total = 18 + 24 + 42 = 84 cm?. 3cm
Actividades resueltas
14 cm

4 Para calcular el drea del poligono de la derecha, lo dividimos

primero en cuadrilateros conocidos.

Tenemos un rombo cuyas diagonales miden 14 dm y 10 dm,
un trapecio de altura 7 dm y bases 16 y 11 dm vy un triangulo
de altura 5 dm y base, la base menor del trapecio. 14dm

Calculamos el area del rombo, el trapecio y el triangulo:

Arearombo = DTd Z% = 70 dmz.

16dm

El trapecio tiene de base mayor 16 dm, de base menor 16 —
5=11dm, y de altura 7 dm, luego:

A'rea trapecio = (B+Db)-h =(16+11).7 =@dm2.

2 2 2
. . , . ‘ B-h 11.5 55
La base del triangulo mide 11 dm y su altura 5 dm, luego su area mide: Area trignguto = > T, =, dm?®.
. . . 189 55 )
Sumando todas las areas obtenidas: Area rorar =70 + - +7= 192 dm-“.
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26.

27.

30.

31.

32.

33.

34.
35.
36.

Las baldosas de la figura miden 24 cm de largo y 9 cm de ancho. {Qué
area ocupa cada una de las baldosas?

Mide la base y la altura de tu mesa. ¢De qué figura se trata? ¢Cudnto
mide su area?

28.  Estas molduras miden 180 cm de ancho y 293 Baldosas rectangulares

cm de alto. ¢Cuadl es el area encerrada?

29. Cada uno de los tridangulos de la
figura tienen una base de 20 mm y una
altura de 12 mm. ¢{Cuanto vale el area de cada triangulo?
Si en total hay 180 tridngulos, équé area ocupan en total?

La base de un triangulo rectangulo mide 6 cm. Si su hipotenusa mide 14 cm, écual es el drea de este
triangulo rectangulo? (Ayuda: Utiliza el teorema de Pitdgoras para calcular el otro cateto. Como los
catetos son ortogonales, uno es la base y el otro, la altura)

En una cometa con forma de rombo, sus diagonales miden 93 y 44 cm. ¢{Cudnto mide el 4rea de la
cometa?

Un trapecista estd realizando acrobacias sobre un trapecio de bases 2.3 y 1.7 m y altura 1.4 m.
¢Cuanto mide el drea del trapecio que usa el trapecista?

Calcula el drea de un romboide de 24 cm de base y 21 cm de altura. Si doblamos las medidas de la
base y la altura, éicual es el area del nuevo romboide?

Dado un hexagono regular de lado 4 cm, calcula la longitud del apotema y determina su area.
Dado un tridngulo equilatero de lado 4 cm, calcula la longitud del apotema y determina su area.

Calcula el area de los siguientes poligonos irregulares:

22cm

37.

Calcula el perimetro de los poligonos anteriores.
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4. PERIMETROS Y AREAS DE FIGURAS CIRCULARES

En este apartado vamos a repasar las areas y perimetros de las figuras circulares que ya conoces del
curso anterior. Si lo recuerdas bien, puedes saltarlo.

4.1. Longitud de una circunferencia

El nimero mt (pi) se define como el cociente entre la longitud de la circunferencia y su diametro.
nt = Longitud de la circunferencia / Diametro

Es un numero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas. Una aproximaciéon de m es 3.14,
otra 3.1416, y otra 3.141592.

Desde la antigliedad mas lejana hasta hoy en dia los matematicos siguen investigando sobre él.

Si una circunferencia tiene un radio r, entonces su didmetro mide 2r, y su longitud, por la definicion de
T, mide 2-1t-r.

Longitud de la circunferencia = 2-1t-r.
Actividades resueltas

#+ La circunferencia de radio 7 cm tiene una longitud L = 2-1r = 2-1-7 = 14-11 ~ 43.98.

4.2. Longitud de un arco de circunferencia

Para calcular la longitud de un arco de circunferencia que abarca un angulo de o grados, debemos tener
en cuenta que la circunferencia completa abarca un angulo de 360°. Por tanto:

L = 2-it-r-0./360.

Actividades resueltas

#+ Las ruedas de un carro miden 50 cm de didmetro, y tienen 16
radios. El angulo o mide 360/16. Por tanto la longitud del arco
entre cada radio es

L = 2-mt-r-a/360 = 50-1t:(360/16)/360 = 50-1t-/16 = 9.8 cm.

4.3. Area del circulo
El area del circulo es igual al producto del nimero it por el cuadrado del radio.
A=Tr.

Se puede imaginar el area del circulo como

a la que se acercan poligonos regulares
inscritos en una misma circunferencia de
radio r, con cada vez mas lados. Entonces:
i) La apotema del poligono se aproxima al
radio.

ii) El perimetro del poligono se aproxima a
la longitud de la circunferencia.

Por lo tanto, el drea de ese poligono, que es igual al semi perimetro por la apotema, se aproxima a:
(2:10r/2)r = 10-r2.
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Actividades resueltas

4+ El drea de un circulo de radio 5 cm es A = 25 t = 78.54 cm?. Y el de un
circulo de 1 m de radio es A =t~ 3.14 m2.

4+ El drea de un circulo de didmetro8 mes A=42n =161 ~50.3 m% Y el
de un circulo de 2 cm de didmetro es A = 12m =~ 3.14 cm>.

4.4. Uso de Geogebra para comprender la longitud de la circunferencia y el
area del circulo

Vamos a utilizar Geogebra para mejorar la comprensiéon sobre el nimero m comprobando cémo el
cociente entre la longitud de la circunferencia y su radio es constante, aunque se modifique el radio,
siendo igual a 2w. Del mismo modo vamos a trabajar con Geogebra con el area de un circulo y
comprobar que el cociente entre el area y el cuadrado del radio permanece constante.

Si nunca has utilizado Geogebra busca en la web el archivo sobre Geogebra de Marea Verde y comienza
por los primeros pasos.

Actividades resueltas
+ Comprueba, utilizando Geogebra, la relacién entre la longitud de la circunferencia y su radio.
Abre una ventana de Geogebra, en el menu Visualiza desactiva Ejes y Cuadricula.

e Define un Nuevo punto A y otro que, con el menu contextual, llamards O y dibuja la circunferencia,
¢, con centro en O que pasa por Ay el segmento OA.

e Utiliza la herramienta Distancia para medir la longitud de la
circunferencia, PeriCdnica; y el segmento OA, que es su radio y se PeriCénica= 14.15545
denomina a.

e Calcula en la linea de Entrada el cociente PeriConicalc]/a, que a=225291
aparece en la ventana algebraica como b = 6.28.

e Elige en el menu Opciones, 5 Posiciones decimales. El cociente b
aparece como b = 6.28319, una aproximacion del nimero 2m.

Area= 1594547

e Desplaza el punto A y observa que aunque cambian las medidas de
la longitud de la circunferencia y del radio el cociente b permanece
constante.

+ Comprueba, utilizando Geogebra, la relacion entre el drea del circulo y su radio.
e Activa la herramienta Area para calcular la medida de la superficie del circulo.

e Calcula en la linea de Entrada el cociente Area[c]/a”2, que aparece en la ventana algebraica como d
= 3.14159, una aproximacion del nimero .

e Desplaza el punto A y observa que aunque cambian las medidas del area del circulo y del radio el
cociente d permanece constante.
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4.5. Area de la corona circular

El area de una corona circular es igual al area del circulo mayor menos el
area del circulo menor.

A=n:-R’-n-r*=n(R?-r)

Actividades resueltas

#+ El drea de la corona circular formada por las circunferencias
concéntricas de radios 9 cmy 5 cm es igual a:

A=1(R>-r?) =m-(9%-5%) =m-(81 - 25) =m-56 =~ 175.9 cm>.

4.6. Area del sector circular
El area de un sector circular que abarca un angulo de n grados es igual a:
A =n-r>-n/360.

Para hallar el area del segmento circular restamos al area del sector circular
el drea del tridngulo construido sobre los radios.

Actividades resueltas

#+ Para hallar el drea del sector circular de radio 4 m que abarca un dngulo de 90°, calculamos el
drea del circulo completo: m-4%2 = 16 it, y hallamos la proporcién:

As =161-90/360 = 4n ~ 12.57 m>.

#+ Para hallar el drea del segmento circular, restamos al drea anterior el drea del tridngulo
rectdngulo de base 4 my altura 4 m, Ar = 4-4/2 = 8 m?. Luego el drea del segmento es:

A=As—Ar=12.57-8=4.57 m?

4.7. Otras areas

Para hallar el area de un sector de corona circular restamos al area del sector circular de mayor radio el
area del sector circular de menor radio.

El drea de un sector de corona circular formada por las circunferencias
concéntricas de radios r y R que abarca un dngulo de n grados es igual a:

A=mn-R?%* (n/360)—r-r?-(n/360) =1 - (R*—r?) - n/360.
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Actividades resueltas

+ Para hallar el drea del sector de corona circular de radios 7 m y 8 m que abarca un angulo de
90°, calculamos el 4rea de la corona circular completa: t - (82 — 72) = 15 &, y hallamos la
proporcion:

Ac=15m-90/360=3.751~ 11.78 m?.
También se puede hallar con la férmula anterior:

Ac=T- (82— 72) - 90/360 ~ 11.78 m?.

38. Busca 3 objetos redondos, por ejemplo un vaso, una taza, un plato, una botella... y utiliza una cinta
métrica para medir su longitud. Mide también su diametro. Calcula su cociente. Anota las
aproximaciones de 1 que hayas obtenido.

39. La Tierra es aproximadamente una esfera de radio 6 379 km. ¢ Cuanto mide el Ecuador?

40. Antiguamente se definia un metro como: “la diez millonésima parte del cuadrante del meridiano
terrestre que pasa por Paris”. Segun esta definicion, écuanto mide (en metros) el didametro terrestre?

41. Hemos medido la distancia entre los pilares del arco de la figura que es de
5.3 m. ¢{Cudl es la longitud del arco?

42. Un faro gira describiendo un arco de 160°. A una distancia de 5 km, écual
es la longitud del arco de circunferencia en el que se ve la luz?

43. El radio de la circunferencia exterior del
roseton de la figura es de 4 m, y la de la siguiente
figura es de 3 m.

a) Calcula la longitud del arco que hay en la
greca exterior entre dos figuras consecutivas.

b) Calcula la longitud de arco que hay en la siguiente greca entre
dos figuras consecutivas

c) Calcula el drea encerrada por la circunferencia que rodea a la figura interior sabiendo que su
radioesde 2 m.

d) Dibuja un esquema en tu cuaderno de dicho rosetdn y calcula dreas y longitudes.

44. Calcula el area de la corona circular de radios 15y 7 cm.

45. Calcula el area del sector circular y del segmento circular de radio 15 cm y que forma un angulo de
60°. Observa que para calcular la altura del tridngulo necesitas usar el Teorema de Pitagoras.

46. Calcula el area del sector de corona circular de radios 10 cm y 12 cm y que forma un angulo de 60°.
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CURIOSIDADES. REVISTA

/ Biografia de Pitagoras \

Pitagoras de Samos nacié aproximadamente en el afio 580 a. C. y fallecié
aproximadamente en el 495 a. C. Destacd por sus contribuciones en
Matematicas, Filosofia y Musica. Entre sus hallazgos matemadticos destaca el
teorema de Pitagoras. Pitagoras fundo la Escuela Pitagorica, en la que todos
los descubrimientos eran de la comunidad, y que mantenia entre otras
normas muy estrictas, la de ser vegetariano. El lema de los Pitagdricos era:
“Todo es numero”. Cuando Pitdgoras murié quedd su mujer, Teano,
dirigiendo la Escuela. Curiosidad: Los Pitagdricos mostraban odio a las
judias. No se conoce el origen de esa aversion. ¢Preferirian contar con
lentejas?

Teorema de Pitagoras

El teorema de Pitagoras es uno de los grandes tesoros de la Geometria.

Se habla de las 370 demostraciones del Teorema de Pitagoras: chinos,
hindues, drabes... tienen la suya.

o

Teorema de Pitagoras y los egipcios

(Incluso hoy algunos albaiiles
| verifican la perpendicularidad
/ de los marcos de las puertas y
de las ventanas mediante la
regla que llaman: 6, 8 y 10.

- J

Dos mil anos antes de
Cristo, en las orillas del
Nilo, los egipcios
utilizaban una cuerda
con trece nudos para
trazar angulos rectos.
Sabian que un
tridngulo cuyos lados
miden 3, 4 y 5 era un
triangulo rectangulo.

J
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RESUMEN

a*=b*+c?

Definicion Concepto Ejemplos
Teorema de En un tridngulo rectangulo, la hipotenusa al cuadrado es|25=52=32+42=9+16
Pitagoras igual a la suma de los cuadrados de los catetos:

Area del cuadrado

A =lado?= P

Area del
rectangulo

A =base poraltura=a-b

Sil=4cm=A=16 cm?

Sia=3cm,b=5cm = A=15

cm?.

Area del
paralelogramo

A =base poraltura=a-b

Area del
triangulo

A = (base por altura)/2=a - b/2

a=7mb=9m=A=63m?

a=5m,b=6m=A=15m?

Area del trapecio

Area igual a la semisuma de las bases
por la altura

Area del rombo

Area igual al producto de las
diagonales partido por 2

B=7,b=3;h=5=A=25

D=4,D=9=A=36/2=18

Perimetro de un
poligono

Perimetro es igual a la suma de los
lados

Area de un
poligono regular

Area es igual al semi perimetro por la
apotema

Lado =6 cm, apotema =5cm,
nimero de lados =5 =
Perimetro=6-5=30cm;
Area=15-5=75cm?.

Longitud de la
circunferencia

Si el radio es r la longitud es igual a
2mnr. Longitud de un arco de
circunferencia: 2-m-r- o/360

Area del circulo

Si el radio es r, el 4rea es igual a TT-.

Areadela
corona circular.

Area del sector

Es la diferencia entre el area del
circulo mayor menos la del circulo
menor.

Si abarca un arco o grados, el area es

Radio=3cm=

Longitud = 6m ~ 18.84 cm.

Area =9m~28.26 cm?.

Sio =30°yr=3cm=longitud
del arco = 2--3-30/360 = 0.5 ~
1.57cm
R=7,r=3=A=mn(7?-3% =
(49 — 9) = 40T ~ 125.6 U?
R=4cm,a=60°=A=
n-16-60/360 ~ 8.373 cm?

voliumenes k3.

circular igual a 1t - r* o/360.

Semejanza Dos figuras son semejantes si sus I:I Si el lado del cuadrado mide 5
angulos son iguales y sus lados m, otro semejante de lado 15
proporcionales m, k 3, tiene un area

, . , . X multiplicada or 9 el
Razoén de Si la razén de semejanza es k, la razén b P - y

) . 2 volumen del cubo multiplicado
semejanza entre las areas es k%, y entre los

por 27.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Teorema de Pitagoras

1. ¢Es posible construir un tridngulo rectangulo de 10 cm y 6 cm de medida de sus catetos y 15 cm de
hipotenusa? Razona tu respuesta

2. Dibuja en papel cuadriculado en tu cuaderno un tridngulo rectangulo cuyos catetos midan 3 y 4
cuadritos. Dibuja luego otro tridngulo rectangulo de catetos 6 y 8 cuadritos. Mide las dos
hipotenusas y anota los resultados. ¢Es la medida de la segunda hipotenusa doble que la de la
primera? Razona la respuesta. Calcula las areas formadas por los cuadrados construidos sobre los
catetos y la hipotenusa.

3. Dibuja un tridngulo que no sea rectangulo, que sea acutangulo y comprueba que no verifica el
teorema de Pitagoras. Dibuja ahora uno que sea obtusangulo, y de nuevo comprueba que no lo
verifica. Razona la respuesta.

4. (Cuanto mide la diagonal de un rectangulo de dimensiones 8.2 cmy 6.9 cm?

5. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes triangulos rectangulos de catetos:

a)l6cmy12cm b)40my30m
c)5dmy9.4dm d)2.9kmy6.3 km.
6. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes triangulos rectdngulos de hipotenusa y
cateto:
a) 25cmy15cm b)35my21lm
c)42dmy 25 dm d)6.1kmy4.2 km

7. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 8 m.
8. Calcula la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 12 cmy 5 cm

9. Un tridangulo rectangulo tiene un cateto de 6 cm y la hipotenusa de 10 cm. ¢Cual es su perimetro? ¢Y
su area?

Semejanza

10. Indica si son semejantes los siguientes pares de triangulos:
a) Un dngulo de 30° y otro de 20°. Un angulo de 120° y otro de 20°.
b) Triangulo isésceles con angulo desigual de 80°. Tridngulo isdsceles con un angulo igual de 50°.
c)A=40°b=8cm,c=12cm.A’=40° b'=4cm,c =6cm
da=3cm,b=4cm,c=6cm.a’=12cm, b’=16cm, c’=24cm

11. Calcula el valor desconocido para que los triangulos sean semejantes:
a)a=15cm,b=9cm,c=12cm.a'=10cm, b'=4cm, éc?
b)A=50°b=3cm,c=7cm.A’=50° b'=18 cm, éa”?

12. Las longitudes de los lados de un triangulo son 12 cm, 14 cm y 14 cm. Un tridngulo semejante a él
tiene un perimetro de 80 cm. ¢ Cuanto miden sus lados?
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13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dibuja en tu cuaderno un pentdgono regular. Traza sus diagonales. El tridngulo formado por un lado
del pentagono y las dos diagonales del vértice opuesto se denomina triangulo dureo, pues al dividir
el lado mayor entre el menor se obtiene el nimero de oro, ¢cuanto miden sus angulos? Busca en la
figura que has trazado otros triangulos dureos. ¢ Cual es la relacion de proporcionalidad?

¢Cuanto es la suma de los angulos interiores de un rombo?

La sombra de un edificio mide 15 m, y la del primer piso 2 m. Sabemos que la altura de ese primer
piso es de 3 m, ¢cuanto mide el edificio?

En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la que
aparece dibujado un tridngulo rectdngulo ABC, de lados a = 60, b
= 45 y c= 75, subdividido en 4 tridngulos rectdangulos menores
ACD, CDE, DEF y EFB, y el escriba calcula la longitud del lado AD
como 27. ¢Ha utilizado la semejanza de tridngulos? ¢Como se
podria calcular? ¢Qué datos necesitas? Calcula el drea del
triangulo ABC y del tridngulo ACD. Determina la longitud de los
segmentos CD, DE y EF.

Un triangulo rectdngulo isdsceles tiene un cateto de longitud 20 cm, igual a la hipotenusa de otro
triangulo semejante al primero. ¢ Cuanto valen las dreas de ambos triangulos?

El mapa a escala 1:5000 000 de un pueblo tiene un drea de 700 cm?, éicuanto mide la superficie
verdadera de dicho pueblo?

Uniendo los puntos medios de los lados de un tridngulo se obtiene otro tridngulo. ¢Cémo son? ¢Qué
relacién hay entre sus perimetros? (Y entre sus areas?

La altura y la base de un tridngulo rectangulo miden respectivamente 6 y 15 cm; y es semejante a
otro de base 30 cm. Calcula la altura del nuevo tridngulo y las areas de ambos.

Areas y perimetros

21.

22.
23.

24,

25.
26.
27.

28.

29.
30.

Un triangulo rectangulo tiene un cateto de 6 cm y la hipotenusa de 10 cm. ¢Cudl es su perimetro? éY
su area?

Calcular el area de un pentagono regular de 4 cm de lado y 3.4 cm de radio.

Calcula el drea de un triangulo equildtero de lado 8 m. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitdgoras para
calcular la altura.

Calcula el drea de un hexagono regular de lado 7 cm. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para
calcular su apotema.

Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 3 dm.
Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 6 cm y altura 4 cm.

Para sostener un arbol atas una cuerda a una altura de 2,5 m, y la sujetas al suelo a una distancia de
3 m. ¢Qué cantidad de cuerda necesitas?

Si una cometa tiene una cuerda de 15 m de larga y estd sobre un farol que dista 5 m de Javier, éa qué
altura del suelo estd la cometa?

Calcula el area de un rombo de 4 cm de lado y cuya diagonal mayor mide 6 cm.

Calcula el area de un triangulo isésceles cuyos lados iguales miden 7 cm y su perimetro mide 20 cm.
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31.
32.

¢Cual es el drea de un rectangulo cuya diagonal mide 13 cm y su altura 5 cm?

Calcula el perimetro de un rombo cuyas diagonales miden 24 y 10 cm respectivamente.

Problemas

33.

Dibuja en tu cuaderno el disefio del mosaico del margen. Observa que
esta formado por cuadrados (rosas), tridngulos (blancos) y hexagonos
(grises), todos ellos de igual lado. Si ese lado mide 5 cm, calcula: a) El
area del cuadrado; b) El drea del tridngulo; c) El drea del hexagono. d)
Considera la parte formada por 3 hexagonos, 13 tridangulos y 13
cuadrados. Calcula el area total.

RYRYKS
E N

@

34. Dibuja en tu cuaderno el disefio del mosaico del margen. Observa
que esta formado por cuadrados (rojos) y triangulos de dos colores, todos
ellos de igual lado. Si ese lado mide 7 cm, calcula: a) El area del cuadrado; b)
El drea del tridngulo. c) Considera cuatro franjas del mosaico y relaciona las
areas de los cuadrados con la de los triangulos. ¢Qué proporcién aparece?
Calcula el area total de esas cuatro franjas.

35.

36

37

38.

39.

40.

Calcula el drea de un hexagono de la figura si su lado mide 9 cm. Calcula
el area de un tridngulo. {Qué ocupa mayor area, los hexagonos o los
triangulos?

. Una escalera debe alcanzar una altura de 7 m, y se separa de la pared una distancia de 2 m, écual es

su longitud?

. Tenemos dos terrenos de igual perimetro, uno cuadrado y el otro rectangular. El rectangular mide

200 m de largo y 60 m de ancho. Calcula:

a) Ladiagonal del terreno cuadrado.
b) La diagonal del rectangulo

c) El area de cada terreno.

d) ¢Cual tiene mayor superficie?

Se quiere disefiar un posavasos. Puede ser cuadrado de 12 cm de lado o circular de 7 cm de radio. a)
Calcula ambas superficies. A los posavasos se les quiere poner un reborde. b) ¢Qué longitud de
reborde se necesita en cada caso? c) ¢Cudl es menor? d) Tenemos 50 cm de reborde, y queremos
aprovecharlo todo, ¢qué cuadrado podemos disefiar y qué posavasos circular? e) Calcula el area de
cada uno.

Un constructor esta rehabilitando un edificio. Para las ventanas rectangulares que miden 1.2 m de
ancho y 1.5 m de alto, corta travesanos para poner en su diagonal. ¢ Cuanto deben medir?

La pirdamide de Keops mide unos 230 metros de lado. Podemos, con dificultad, medir la altura de
una cara, estimamos que mide unos 180 m, pero éicdmo conocer la altura de la pirdmide? ¢Cuanto
mide?
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41. Un cubo mide de arista 8 cm. Calcula utilizando el teorema de Pitagoras la longitud de la diagonal de
una cara, y la longitud de la diagonal del cubo.

42. Una piramide triangular regular tiene una altura de 7 cm y el radio de la circunferencia circunscrita a
su base es de 4 cm. Calcula utilizando el teorema de Pitagoras:

a) Longitud de una arista.

b) Altura del triangulo de la base.
c) Perimetro de la base

d) Altura de una cara

e) Perimetro de una cara

43. Un cono tiene una altura de 10 cm y la generatriz de 12 cm. ¢{Cuanto mide el radio de su base?

44. En un museo de Berlin se encuentra este friso babildnico. -
Estd hecho utilizando pequefios conos de arcilla. Tenemos
conos claros, mas rojizos y mas grises. El diametro de la
base de cada cono es de un cm. Calcula la superficie del
rombo (rojizo) exterior, del siguiente rombo claro, del
rombo gris.... Haz un disefio de dicho rombo en tu cuaderno
asi como del mosaico resultante. Si quieres construir un
mosaico de un metro de largo, écuantos conos de cada
color necesitas?

45. iMira este bonito friso del museo de Berlin! Haz a escala
un disefo en tu cuaderno y toma medidas. Si la longitud del friso
es de un metro: a) Calcula la superficie de cada pétalo de la flor. b)
Calcula la superficie de cada trozo de trenza. c) calcula la
superficie de cada abanico.

46. Dibuja en tu cuaderno un esquema del mosaico del
margen. Sabemos que mide de ancho 1.2 m. a)
Calcula el lado de la estrella de 8 puntas. b) La
superficie de dicha estrella. c) La superficie de la cruz,
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AUTOEVALUACION
1. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos 2 y 6 cm mide:
a)6.32cm b) 7 cm c) 0.05m d) 627 mm

2. Enun triangulo rectangulo de hipotenusa 10 m y un cateto 7 m, el otro cateto mide:
a)714 cm b)7.4m c)8m d) 8 925.1 mm
3. Ellado de un hexagono regular mide 7 m, entonces su area mide aproximadamente:
a) 4.3 dam? b) 21 m? c) 40 m? d) 1273 057 cm?
4. El area de un rectangulo de 10 cm de diagonal y 8 cm de base es:
a) 53 cm? b) 80 cm? c) 48 cm? d) 62 cm?
5. Elrombo de diagonales 54 dmy 72 dm tiene aproximadamente como perimetro:
a)45dm b) 181 dm c) 126 dm d) 200 m
6. Eltrapeciode bases7cmy5cmylado 8 cm, tiene como area:
a) 49 cm? b) 48 cm? c) 50 cm? d) 48.37 cm?
7. Ladiagonal de un cuadrado de lado 1 m mide aproximadamente:
a)3.14m b)1.4m c)1.26 m d)1.7m
8. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos 3 y 4 cm mide:
a)6.32cm b)5cm c)0.052 m d) 62 mm
9. En un tridngulo rectangulo de hipotenusa 10 m y un cateto 6 m, el otro cateto mide:
a)87cm b)4m c)8m d) 5.1 mm
10. El perimetro de un rombo de diagonales 12 cm y 16 cm es:

a)34cm b) 70 cm c) 40 cm d) 62 cm
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